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Bu tezde esas amag bitieme fonksiyonlarini incelemek ve bu konu hakkingdayli bilgi
vermektir.

Birinci bolimde konu ile ilgili genel bilgilerdenahsedilerek literatiirdeki bazi 6nemli
teorem ve sonuglarin ispatlari ggetilerek verilmitir. Ilave olarak, tez icerisinde kullanilan
kavramlar ile ilgili temel bilgiler aciklayici ork&er ile verilmistir.

Ikinci bolumde birlgtirme fonksiyonlarinin monotonluk, sureklilik, sitni&lik gibi

ozellikleri 6rnekleriyle birlikte sunuldu.
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Major aim of the present thesis is to investigajgragation functions and to give detailed
knowledge about this subject.

In the first chapter, general informations abow subject were discussed and proofs of
some important theorems and conclusions in theatilee were given detailed. In addition,
fundamental informations related to the termsuee in this thesis were given withescriptive
examples.

In the second chapter, properties of aggregatioctions like monotonicity, continuity,

symmetry are introduced with examples of them.
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SEMBOLLER D iziNi

y/ : Tam sayilar kiimesi

: Pozitif tamsayilarin kiimesi

N, : Negatif olmayan tamsayilarin kiimesi
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R : Reel sayilar kiimesi
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K| : K kiimesinin kardinalitesi

1x : K kiimesinin karakteristik fonksiyonu
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X : X kiimesinin dst sinirlarinin kiimesi
X : X kiimesinin alt sinirlarinin kiimesi
Op . F fonksiyonunun diyagonal kesimi

ran(F) : F fonksiyonunun resmi

I]- I : Norm semboli

X|x : x elemaninin K kiimesine kisitlani

Ok : K sayilabilir kimesi tzerindeki tim permutasyomakiimesi
inf s infimum islemi
sup . supremumslemi



1. GENEL BIiLGILER

1.1.Giris

Cesitli nimerik deserleri tek dger olacak sekilde bir araya getirme strecine
birlestirme denir ve bu sureci gerceklieen nimerik fonksiyona birgirme fonksiyonu
denir. Bu basit tanim bigrme fonksiyonlarinin kullanim alanlarina dikkaeker:
uygulamali matematik (olasilik, istatistik ve kateurami), bilgisayar bilimleri (yapay
zeka, yoneylem agarmasi) ve bircok gier uygulama alanlari (ekonomi ve finans, érinti
tanima, goruntisleme, veri flizyonu, ¢ok kriterli karar alma, otorkatkil ylritme vs.)

Birlestirme fonksiyonlarinin tarini matematik kadar esknasina ramen (aritmetik
ortalamayi dglnerek), bu fonksiyonlarin vagh son zamanlara kadar agilamamsti.
Uygulama alanlarinin hizli geimi, birlestirme fonksiyonlari icin sglam bir teorik tabanin
kurulmasini gerekli kildi. Bu sebeple 1980’lerden yana iyi bir cayma alani oldu ve
hizla gelsti. Son 10 yilda matemgin bagimsiz bir alani oldu.

Birlestirme fonksiyonlar ilk éncen-li A:[0,1]™ - [0,1] olarak Klir ve Folger[1]
tarafindan 1988 'de sunulrstur.

Devam eden surecte bircok eedalar yapilmy ve sonuclar elde dilrgiir. Elde
edilen sonuclarin g, farkli yayinlarda veya genellikle bigileme fonksiyonlarinin 6zel
siniflarinin  ¢akilmis olduzu monografilerde yer algtir. 1997'de R.R. Yager ve J.
Kacprzyk [2] 'In OWA birletirme operatori Uzerine dizenlegnkitabr bunlara 6rnek
olarak verilebilir. Yine bu yillarda birgirme fonksiyonlarinin uygulama alanlarina da ilgi
gOsteriimeye bdanms, tipki 1998'de B. Bouchon-Meunier'in[3] monograideki gibi
son gilimlere ve birletirme tekniklerindeki gefimelere yer verilmeye callmistir.

Gengletilmis birlestirme fonksiyonlarinin birim aralik Utzerindeki tamnin ilk
olarak 1999'da Kolesarova ve Komornikova[4] tardan ifade edildii kabul
edilmektedir.

Calvo, Mayor ve Mesiar [Physica Verlag] tarafind2002 yilinda yayinlanmgiolan
“Aggregation Operators New Trends and Applicati&h’[ isimli ¢alsma bu alandaki
calismalara yon vermgtir. Bu calsmada birlgtirme fonksiyonlarinin uygulama alanlarina

ve birlestirme fonksiyonlarindaki yeni yakjanlara deginilmistir.



2007 yihinda Beliakov, Pradara ve Calvo tarafinlaairlanmy olan “Aggregation
Functions: A Guide for Practitioners”[6] isimli g¢a&ha uygulama alanlarina ve
uygulamacilara yonelik olarak bu alanda oldukcanbiezanmy bir kaynak olarak bu
surece katki sgamistir.

2009 yilinda Grabish, Marichal, Mesiar ve Pap ftadan yayinlanan ve bu
calsmaya esas §kil eden “Aggregation Functions”[7] isimli caimada birlgtirme
fonksiyonlari keyfill aralgl tzerinde tanimlanmiolarak kagimiza c¢ikmaktadir. Bu
calisma bu alanda temel kaynak olarak sikca kullaniliahki

Aslinda 21. yuzyilin ilk yillarinda azimsanmayacaiktarda literatlire ukamis,
bircok o6nemli sonu¢ bulunmgu (birlestirme fonksiyonlarinin  farkli  siniflarinin
karakterizasyonlari gibi) ve daha once ghhis veya ilgili olan dger konularla birgok
baglantisi yapilmy durumdadir. Son yillarda atamacilarin ygun ilgi gosterdsi ve
temelini yukarida bahsi gecen kaynaklardan alagdigma alani hizla galimeye devam
etmektedir. Birlgtirme fonksiyonlari ile bircok caima genellikle IFSA, IEEE, IPMU,
EUSFLAT, EUROFUSE, FSTA gibi uluslararasi konfetarda sunulmgive sunulmaya

devam etmektedir.

1.2.Kismen Sirali Kimeler

Tanim 1.1.

P bir kiime ve<, P uzerinde bir b@nti olsun. Hew,y,z € P igin

P1l. (x,x) €< (Yams)
P2. (x,y) €E< ve (y,x) €E< isex =y Tefs Simetri)
P3. (x,y) €< ve (y,z) €< ise(x,z) €< Gdckme)

kosullari sa&laniyorsa< baiintisinaP lzerinde bir siralama (veya kismen siralama)rdeni
Eger (x,y) € < ise bu durunx < y seklinde gosterilir. Uzerinde big siralama baintisi
mevcut olanP kiimesine sirall kiime (veya kismen sirali kime)rden(P, <) ikilisi ile
gosterilir.

x <y ise bu durumy, x’ i icerir olarak ifade edilir. Berx <y vex #y ise
x <y vyazilir ve k, y 'de 6z olarak icerilir olarak ifade edilir. Ayrac'x < y yanlg’ ise
xf£yvyaziirx £y vey £ x ise x ve y elemanlar kiyaslanamaz’ denir xd| y ile

gosterilir.



Tanim 1.2.

(P,<) kismen sirali bir kime olsun. Hery € P icinx <y veyay < x ise(P,<)
kismen sirall kimesine zincir veya tam sirali kitiameir.

Uyari 1.3.

(P,<) kismen sirah bir kiime olsun

() Herx € P icina < x kosulunu sglayana € P elemani mevcutsa, tek olglu
kolaylikla gosterilebilir. Gergcektem, veb bu 6zellgi saglayan iki eleman olsa; < b ve
b < a olur ki P kismen sirali kime olgundan P2 0zeli ile a = b oldusu elde edilir.
Boyle bir eleman (@r mevcutsa) ile gosterilir ve P 'nin en kicik elemani olarak
adlandirilr.

(i) Eger herx € P icinx < b kosulunu sglayanb € P elemani mevcutsh ile
gOsterilir ve P 'nin en buydk elemani olarak adlandirilir. Boyle dleman mevcutsa tek
oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Eger0 vel mevcutsaf vel 'e evrensel sinirlar denir. Clnku hege P igin
0<x<1’dir.

Tanim 1.4.[8]

(P,<) kismen sirall bir kime v& € P alt kiimesi ise(S, <) kismen sirall bir
kiimedir. Ozel olarakP bir zincir iseS de zincirdir.

Ornek 1.5.

R reel sayilar kiimesi bir zincir oldundanN dogal sayilar kiimesiN, pozitif dogal
sayllar kiimesiZ tam sayilar kiimesi v@ rasyonel sayilar kimesi gal siralamaya goére
bir zincirdir.

Tanim 1.6.

(P,<) kismen sirall bir kime v € P olsun.a € X olsun. Eer herx € X igin
a < x ise bua elemanin& kiimesinin en kiiguk elemanidir denir ve EkeX ilstgiilir.

X kiimesinin en biuyuk elemani dual olarak tanimlaaiEbeX ile gosterilir.

Tanim 1.7.

(P,<) kismen siral bir kime v& < P olsun.

() a€eP veherx € X icinx < aise bua elemanin& kiimesinin bir dst sinir
denir veX kiimesinin tst sinirlarinin kiimesi ile gésterilir. Bu durumda

X ={a€eP|lvx €X icin x <a}
dir.



(i) beP veherxe Xicinb < x ise bub elemanin& kimesinin bir alt
siniri denir veX kimesinin alt sinirlarinin kiimeXiile gosterilir. Bu takdirde

X={bePlvxeX icin b <x}

dir.

Tanim 1.8.

(P,<) kismen sirali bir kime v& € P olsun.X kiimesinin varsa en kiiciik

elemaninaX kumesinin supremumu denir vepX ile gosterilir. Dual olarak, X

kimesinin varsa en buylk elemanXigiumesinin infimumu denir vénfX ile gosterilir.

Yani supX = EkeX ve infX = EbeX 'dir. supX veinfX (ezer mevcut ise) P2 6zefji

ile tektir.

(P, <) kismen sirali kime ve, y € P olsun. Eer mevcutsa vV y := sup {x, y} ve

x Ay :=inf{x,y} ile verilir. BazenX = {x;:t € M} S P i¢in supX = V,epyx; (€ger

mevcutsa) vénfX = A.ey X, (€2er mevcutsa) ile gosterilir.

1.3.Ucgensel Normlar

Tanim 1.9.
Bir G¢gensel norm (kisaca t-norrf),1] birim aralgi Uzerinde gagidaki 6zellikleri

saslayan bir fonksiyondur; yarfi: [0,1]2 — [0,1] fonksiyonu hex,y, z € [0,1] icin

T1. T(x,y) =T(y,x) (Komutatiflik)

T2. T(x,T(y,2)) = T(T(x,¥),2) (Birlame)

T3. y<z iseT(x,y) <T(x,2) (Monotonluk)

T4. T(x,1) =x (Sigartr)
Ozelliklerini salar. T-konorm dual olarak tanimlanir.

Ornek 1.10.

Temel olarak kabul edilen doért t-nofRy, Tp, T, Tp asagidaki gibidir:

Ty (x,y) = min(x,y) (Minimum)

Tp(x,y) = xy (Qem)

T, (x,y) = max(x +y — 1,0) (Lukasiewicz t-norm)

T y) = {r?u'n(x, y) ,(:\Clgi)hilgoé.l)z’ (Drésgarpim)



1.4.Kullanilan Notasyon

Bu calsmada reel araliklari tanimlamak icin uluslararaandartlar kullanihr, yani [
ve | kare parantezler kullanilir. [a,b] ye bir kaparalik, [a,b][ ve ]a,b] araliklarina yari
kapali veya yari acik araliklar denir. Buna ek akarbu tezde | semboll bir aralik
notasyonu ile veya farkl olarak [ veya ] ile gagie Ornek olarak |a,b|, a flangi¢ ve b
bitis noktali herhangi reel argligosterir.

Bu tezde herhangi bir biggrme fonksiyonunun d@skenleri ortak birl bélgesine
aittir. Buradakil bolgesi betan farkli bir reel araliktir, sinirli bir araliktveya dgildir.
Bazi istisnai durumlar harif, R = [—, o] geniletiimis reel sayilar kiimesinin btan
farkli bir aralgini temsil etmektedir.

n sifirdan farkli dgal say! olmak tGzere [n]:={1,2,...,n} olsun. n-sirahl gostermek
icin ¢cogu zaman(xy, ..., x,,) yerine koyux semboli kullanilir.

Kullanigsiz terminolojiden kaginmak igirsa@idaki terminoloji verilir:

Bir Q kumesinin herhangi K altkimesi igitg: Q — {0,1}, K nin karakteristik

fonksiyonu

1, weK
1cw) = {0, Aksi takdirde

olarak tanimlanir. Ozel olarak herhangic [n] icin 1, {0,1}* de K nin karakteristik
vektorini gostersin, yangeri € K ise i. koordinati 1, aksi takdirde O olan n-sia@un.
1y ve 1, nin yerine sik sil ve 1 yazilir.

Herhangi K kiimesinin kardinalitesi |K| ile gostieri

HerhangiK < [n] ve herhangk € I" i¢in x 'in K alt kimesine kisitlanmax|k ile
gosterilir (Bu [n] denl ya bir fonksiyon olarak tanitilir). Ber bir deysle x|, |K|-sirahidir
oyle ki artan bir sirada K nin elemanlari ile inelieen x’in koordinatlarinin géz éniine
alinmasiyla elde edilir. Tek eleman igify,; = x; yazilir.

HerhangiK < [n] vex,y € I" igin, xxy i € K ise i. koordinatx; olan aksi takdirde
y; ile tanimlanan n-siralisini gosterir.

xel,yel™ ve bir F:I™m >R fonksiyonu igin F(x,y) notasyonu
F(x4,..,%Xn, V1, -, Ym) NiNn kisa gosterimidir (iki vektérden daha fazlagn de benzer
sekilde). x € I° bir bas vektor(yani hicbir bilgeni yok) adlandairilir. Ornek olarak
F(x,y) = F(y) veF(F(x),F(y)) = F(F(y)) ile verilir.

Herhangik € N vex € I igin k.x: = x, ..., x (k defa) yazilir. Ornek olarak,



F(3.x,2.y) = F(x,x,x,y,y) 'dir. Daha genel olarakger x € I" ise bu takdirde
k.x, x 'in kopyalarini siralayarak ve parantezler silineetde edilen(k x n) dezgerli sirali
listesini temsil eder.

Herhangi F:1" - R fonksiyonunun diyagonal kesimidz(x) := F(n.x) ile
tanimlanan§z:1 - R birli fonksiyonudur. I" ’'in diyagonal kesimi dediag(I") :=
{(n.x): x € I} ile gOsterilir.

Herhangix, x’ € I" n-siralilari igin, xx" bilesen tarzinda carpim yapmakla elde
edilen (xyx3,...,xpxy) n-siralisidir. Benzerekilde x + x/, x’“,%,x AXx"vexVx' n-
siralilari bilgen tarzinda tanimlanirx < x' esitsizligi de bileen tarzinda angair.
Bununla birlikte x < x" ifadesi x < x've x # x' anlamina gelir. Benzer olarak
fonksiyonlar icinF < F' ifadesiF < F' ve en az bix i¢in F(x) < F'(x) anlamindadir.

Herhangi f fonksiyonu icin ran(ff in deger kiimesini; dom(f¥ ’in tanim kiimesini
gosterir.

HerhangiK sayilabilir kimesi icinoy, K kiimesi Uzerindeki tim permitasyonlarin
kiimesini gosterir. Herhandi € K ve ceoy i¢in o(A) := {o(a)|aeA} ile verilir.

Herhangiceo,; igin

I§ = {xel"[x51) <+ < X}
olarak tanimlanir.

Verilen  herhangi x n-siralisi  ve bir oceop permutasyonu  igin
[x]5 = (Xo(1)s e X () il€ tANIMIANIT.

x — x idantik fonksiyonu id ile gosterilir.

Toplama ve carpmanin genel reel aritmeglermlerinin gengletilmis R = [—oo, 0]
reel d@rusuna geniemesi ile ilgili olarak, oo 4+ (—o) = —co ve 0.c0o = 0 kabulleri

yapilir. Herhang[a, b] € R kapali aralii icin sup® = a veinf® = b kabul edilir.

1.5.Birle stirme Fonksiyonlari

Birlestirme fonksiyonu kavramini tanitmak icin ilk 6néetatirde sik sik incelengligibi
I = [0,1] durumu incelenecektir.

Tanim 1.11.

[0,1] ™ de birlgtirme fonksiyonu gagidaki sartlari sglayan birA™:[0,1] ™ — [0,1]

fonksiyonudur:



(i) A™ her bir dgiskene gore azalmayandir.

(i) 4™ (0,0,...,0) = 0ve A™(1,1,...,1) = 1 sinirsartlari sglanr.

Genel durumdasagidaki tanim verilir:

Tanim 1.12.

I" 'de birlestirme fonksiyonu gagidaki sartlar sa&layan bir A(: 1" > I
fonksiyonudur:

(i) A™, her bir dgiskene gore azalmayandir.

(ii) infuem A™ (x) = infl ve supyem A™ (x) =sup (1.1)
dir.

Burada n sifirdan farkli gal sayisi birlgtirme fonksiyonunun dgskenlerinin
sayisini temsil eder. Hicbir karklik olmayacg zamand™ yerine kisaca yazilacaktir.

Ornek:

n

AM™ (x) = % Z X; (1.2)

i=1
ile tanimlanan aritmetik ortalama Hearalgi icin 1" de bir birlgtirme fonksiyonudur.

(i) x = (X1, ., %), ¥y = V1, -, Yn) EI* ve x <y iken % ix < % =1 Vi
oldugu elde edilir. O halddM™ 'nin azalmayanfii agiktir.

(i) infyepn AM™ (x) = infl ve supyepn AM™@ (x) =supl ssitliklerinin dogrulugu
gosterilmelidir. infI = a, supl = b olsun. infyepn AM™ (x) = inf (%) = a oldugu
gosterilmelidir. infl = a oldugundan herx; € T icin a<x; dir. O halde
na < x; + -+ x, elde edilir. Buradan da sx“nJ bulunur. O halde a€

{AM™ (xy, ..., x,): (X1, ..., X,) € "} elde edilir.c € {AM™ (xy, ..., x,): (x4, ..., x,) € I}

keyfi alinsin. Bu takdirde her(xy, ...,x,) € I" icin ¢ < AM™ (x4, ...,x,) elde edilir.

Xq+etxy

Bu durumda c< olur. T bostan farkli oldgundan b-a>0 dir. O halde bir

ny € N mevcuttur dyleki hem > n, icin b —a > ni ve a +% € I 'dir. O halde bux; =
0

1 1
1 .. at+_+--+at+— 1 . —
at-€ I elemanlar iginc < % =a+- elde edilir. Buradan limit durumuna

gecilirsec < a elde dilir. Bu ise a '"miflAM™ (x,, ..., x,,): (xy, ..., x,,) € I} kiimesinin



infimumu yani infyen AM™ (x) = infI oldugunu verir.supye; AM™ (x) =sup I esitli §i
de benzesgekilde gosterilir.
(i) ve (i) AM™ (x) = % . x; nin birlestirme fonksiyonu oldgunu gosterir.

Ozel bir durum olarak bir tekil bigirme fonksiyonu yanid®™: 1 — I birlestirme

fonksiyonu verilir. Bu birlgtirme fonksiyonu ve her € 1 igin
AD(x) =x (1.3)

olarak g6z 6nine alinir.

Karisiklik olmamasi amaciyla, ¢ok gigkenli keyfi fonksiyonu gosterirkeR (veya
G,H,..) harfi, birlgtirme fonksiyonunu belirtirken A harfi kullanilir.

HerhangiF fonksiyonun dger kiimesiran(F) ile gosterilir.

Uyar 1.13.

(i) 1.12 Tanim’in (i) ve (ii)sartlarini s&layan herhangfF:I" — R fonksiyonu igin
ran(FIS T oldugu aciktir. Gergekterinfl = infyepn F(x) < F(x) < supyepm F(x) = supl
oldugundan ran(RX T dir. Bununla birlikte 1.12. Tanim il&" 'de herhangi birlgtirme
fonksiyonu ¢ok daha genel olan ran€A] 6zelligine sahiptir.

(i) Bir A birlestirme fonksiyonux = (xq, ..., x,) € I" n siralisi ile, [n] derl ya
x(i) = x; seklinde bir fonksiyon olarak g6z 6nine alinabilBu durumdaA: 1™ — I
birlestirme fonksiyonu, bu fonksiyon cinsinded(x) = A(x(l), ...,x(n)) seklinde
yazilabilir.

Tanim 1.14.

Herhangi F: 1" -» R fonksiyonunun diyagonal kesimi her € I icin §z(x) =
F(x, ...,x) ile tanimlanardz: I — R birli fonksiyonudur.

1.12. Tanim ’'da verilen singartlari birlgtirme fonksiyonunun tanim kimesinin
Ozellestirmeden tanimlanamayaggal gosterir. Aagidaki onerme " de azalmayan
F:1" - R fonksiyonunun bir birlgtirme fonksiyonu olmasi igiman(F) € I sartinin ve

(1.1) sinirsartinin sadecé, diyagonal kesimi icin gerekli olgunu verir.

Onerme 1.15.
Bir azalmayanF:I" - R fonksiyonu I" 'de bir birlestirme fonksiyonudur<

infyep 6p(x) = infl |, supyer 6p(x) =supl veran(ér) € I sglanir.



ispat.

“="F: 1" - R fonksiyonu bir birlgtirme fonksiyonu olsun. O haldesinirsartlarini
sgladigindaninfl = infyem F (X4, ..., X)) Ve supl = supyepm F (x4, ..., X,) dir. Buradan
herx*e T igininfl < F(x*,...,x*) ve infl € {F(x",...,x*):x* € I} olur.

c € {F(x", .., x"):x" € I} keyfi alinsin. Herx* € I igin ¢c< F(x",...,x") dir. Bundan

dolayr keyfi (xq,x,,...,x,) €I™icin de bu eitsizlik dogrudur. Gercekten her
(x4, %9, ., xp) €M™ igin T  zincir oldgundan min(xy,x,,...,x,) Mevcuttur.
min(xy, x5, ..., X,) = x; olsun. Bu durumda hdpx,, x5, ..., x,) € I" icin c< F(x;, ..., x;)
< F(x1,%3,...,x,) oldusundan c¢ < infyem F (xq,...,x,) =infl olur. Bu ise
inf,«c; 6p(x*) = infl oldugunu verir. Benzegekilde sup,«c; 6r(x*) = supl oldugu da
gosterilebilir veF birlestirme fonksiyonu oldgundanran(dz) € ran(F) < I oldugu elde
edilir.

"< " F:I" - R fonksiyonu bir azalmayan fonksiyon, heg I icin inf,¢; 8z (x) =
infll, supye6p(x) =supl ve ran(dy) €1 sesitlikleri saglansin. F 'in birlestirme
fonksiyonu oldgunu gostermek amaciyla, herx = (xq,x5,...,x,) €I icin
infyepn F(x) = inf1, sup,em F(x) = supl veran(F) < I oldugu gosterilmelidir.

Keyfi x = (x4, x5, ..., Xx,) € I icin, F’in azalmayanfindan

Sp(Min(xq, Xy, ..., Xp)) = F(Min(xq, X, ..., Xp), o, Min(xq, X3, .., Xp)

< F(xq, X9, o0 X))
sgilanir. Buradan

xlglfl Sr(Min(xy, x, .., %)) < xiglle(xl,xz, ey X))

ve boylecanfT < inf,¢n F (x4, X3, ..., X,,) bulunur.

Her x = (xq, x5, ..., x,) € I igin inf,gpn F(x) < F(xq, x5, ..., X,) oldugundan, 6zel
olarak herx; = x, = -+ = x;,, = x € I elemanlari icinde

xinglF(x) <F(xx,..,x) =0p(x)

ve dolayisiyla

infyem F(x) < infyep 67 (x)
bulunur. Bu ise infmn F(x) = inf,g 6p(x) = infl  esitligini  verir.  Benzer
sekilde sup,em F(x) = supl oldugu da gosterilebilir.

ran(F) € 1 oldugunu go6stermek amaciylg € ran(F) keyfi alinsin. O halde

(%1, X3, ..., Xn) € 1" elemanty = F(xq, x5, ..., x,) Olacaksekilde mevcuttur.
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F(Min(xy, ..., %), oo, Min(xy, .., %)) <y = F(xq, X, o, %)
< F(Mak(xl, vy Xp),y o, Mak(xq, ...,xn))
yani
Sr(Min(xy, ..., x,)) <y = F(x1, %3, ., xp) < 6p(Mak(xy, ..., %))
dir. §p(Min(xy, ..., %)), 6p(Mak(xy, ..., x,)) € ran(ér) € I ve I bir aralik oldgundan

y € I olur. Bu daran(F) < I oldugunu verir. O halde F bir birjirme fonksiyonudur.

Onerme 1.16.
F:1" - R azalmayan bir fonksiyon we:= inf1 ve b := supl olsun. Bu takdirde:
6p(a) =a egera €1
)i(rgﬂf&(@ =a & {xll% Sp(x) =a egera ¢ I
ve
supép(x) =b & {fp(b) =b _ eg“zrerb €l
el Jim Sp(x) =b eger b ¢ 1
dir.
Ispat.

ik kismin ispati verilecektiikinci kismin ispati da benzeekilde verilir.

F:1" > R bir azalmayan bir fonksiyon ve:= inf1 ve b := supl olsun.

" = "infy 0p(x) = a olsun.

(i) Egera € Tisedr in monotonlgundansy(a) = infye; 6p(x) = a

(i) a ¢ Tolsun.

iki durum s6z konusu olur:

a) a = —oo olabilir. M < 0 olsun. Bu takdirde™ € 1, x* < 0 elemani 6z(x*) <M
olacaksekilde mevcutturd, 'in monotonligundanx < x* olan herx € 1 i¢in §x(x) <
6p(x*) < M olur.

b) a > —oo olabilir. ¢ > 0 olsun. Bu takdirdex* € 1, 0 < 6z(x*) —a < € olacak
sekilde mevcuttur§y 'in monotonlgundan x < x* olacak sekildeki her x € 1 igin
0< 6p(x)—a< 6p(x*)—a <ceolur.

Bu iki durumda ddim,_, .+ 6z(x) = a elde edilir.

=

Ispatin bu kisminda da iki durum mimkuandur:
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(i) a € I ve §z(a) = a olsun. Bu durumda = infT oldugundan herx € T icin
a < x olur. O halde monotonluktan here I icin a = §z(a) < 6x(x) olur. Buradan da
a < infye 8r(x) elde edilir

¢ = infyep 8 (x) olsun. Herx € I igin ¢ < §g(x) olur. Ozel olaraka € I iginde
infyep 6p(x) = ¢ < 6r(a) = a olur.

Boyleceinf,¢ 87 (x) = a oldugu elde edilir.

(i) a¢ Lolsun.a =infl,b = suplvea ¢ I oldusundana < b dir.

Simdi su iki durum incelenmelidir:

a)a > —wo olsun. € >0 olsun. Bu taktirde0 < u < b —a mevcuttur oyle ki
x<a+u sartini sglayan herx €l icin0 <6z(x) —a<e saglanir. x*=a+u
secilirsex* € T olur ve0 < 6z(x*) — a < ¢ sartl s&lanir.

b)a = — olsun.M < 0 olsun. O haldex™ < 0 olanx* € I mevcuttur oyle ki
herx < x* igin 8§z (x) < M sglanir. Ozel olaralé(x*) < M sgslanir

Bu iki durumda danf,¢; 57 (x) = a elde edilir.

Ornek 1.17.
n
[[o=]]x
i=1

carpim fonksiyonu g6z 6niine alinsin. Bu fonksiyohiin= [0,] " e kisitlangi suirekli ve
azalmayandir. Carpimin vatini garanti altina almak icie.oco = 0 alinir. n > 1 ise|[0, =]
da dpj(x) = x denkleminin ¢6zumlerd, 1 ve co dur. Bundan dolayr 1.16 ve 1.17 Onerme
ile carpim fonksiyonu [0,«]™ e kisitlandginda sadece|0,1|", |1, |, ]0,|™ alt

bélgelerinde birlgtirme fonksiyonudur. Gergekten 1.15 ve 1.16 Oneemdéke

. 6F(a) =a egera el
;{2{5F(x) =a © xlirg}r 5:(x) =a egera ¢ I

oldugu kullaniirsa a€l iken é6p(a)=a"=a =a=01 ve a€¢l iken
lim,_,+ 6p(x) =lim,_,+ x..x =a™ =a oldundan arafiin u¢ noktalari a = 0,1
olabilir. Benzersekilde b= 1, olabilir. O halde muhtemel aralikld®,1|, |1, x|, |0, x|
olabilir.

Ornek 1.18.

2

. . 2_
F(x) = % fonksiyonu g6z onine alinsin. Bu fonksiyohli =]0,0[ " e

kisitlanirsa bu fonksiyon bu aralikta sirekli valarmyandir. Eern > 2 isedp(x) = x
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= T e _ (x+x+...+x)2_x2_x2_..._xz _
denkleminin ]0,[ da ¢ozumi yoktur. Gergektedy(x) = Ea— =

n?x%-nx?

—— =N X DA X=X DNX= 2x ve n > 2 oldugundan 0, o[ da ¢bzimdi

yoktur. BoyleceF nin ]0,[™ e kisitlangl birlestirme fonksiyonudur fakat bir 6z alt
bdlgede birlgtirme fonksiyonu dgildir. n = 2 icin herhangi alt bdlgede g6z 6nine
alinabilir(Bu takdirde F harmonik ortalama olurur@dan sagidaki sonug elde edilir.

Sonug 1.19.

F:1" - R azalmayan bir fonksiyon olsungé&r F idempotent ise (yani hete I icin
6r(x) = x ise) bu takdirder, I" de bir birlgtirme fonksiyonudur ve Ustelik € I olmak
uzere herhandi™ alt aralginda bir birlgtirme fonksiyonudur.

Bu sonuc aciktir: Gergekten 1.15 ve 1.16 Onermédlerazalmayan bir fonksiyon
birlestirme fonksiyonudur= infyc; 6z (x) = infl ve supye 6p(x) =supl dir. O halde F
azalmayan ve idempotent ofglindaninfyc; 6z (x) = infyep x =infl ve supye; 0x(x) =
supyer X = sup I oldugundanF bir birlestirme fonksiyonu olur.

Simdi geniletilmis birlestirme fonksiyonu kavrami tanitilsin:

Tanim 1.20.

Uner I* de gengletilmis fonksiyonF: U, ¢ 1™ — R olan bir fonksiyondurU,,¢; 1™ de
bir gengletilmis birlestirme fonksiyonuU,¢; 1" de gengletiimis A fonksiyonudur ve her
n € N icin A 'min I" ye kisitlangi olan A™ := A| ;» fonksiyonulI™ de bir birlgtirme
fonksiyonudur.

Bir gensletilmis fonksiyon herhangi sayida hien icin tanimlan@indan, bu
fonksiyon bir (F™), ¢y dizisi olarak tanitilabilir. Burada bu dizinin elemani bir n-li
FM: 1" - R fonksiyonudur. Kagiklik olmayacg zaman, bir gesletilmis fonksiyona
basit olarak bir fonksiyon denilecektir.

Bir genkletiimis birlestirme fonksiyonuna 6rnek olarak, aritmetik anlam
(AM) .,y dizisi verilebilir, buradad™ hern € N igin (1.2) ile tanimlanir,

Uyar 1.21.

Bir keyfi geniletilmis fonksiyonda, farkli n ve m icif™ ve F(™ fonksiyonlarinin
birbiri ile ilgili olmasina gerek yoktur. Ornek ok F™ aritmetik anlam olarak verilirken,
F™ carpim olarak verilebilir. Bununla birlikte daharsa yapilan cajmalar béliminde
gorulecegi gibi bunlar birleme veya parcalanabilirlik gibi belli gruplama ozd#ri ile

uygun birsekilde ilgili olabilirler.
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Simdi iyi bilinen birlestirme fonksiyonlarinin bazilarini tanitaga:
Ornekler.
1. Aritmetik anlam fonksiyonu AM:1" — 1 ve geometrik anlam fonksiyonu

GM: 1" — 1 sirasiyla gagidakisekilde tanimlanir:

n

1
AM(x):=— ) x; (1.4)
)
M) = ([ [ (15)
i=1

Buradan > 1 oldugunda geometrik anlam her bdlgede Wiikene fonksiyonu
degildir. T < [0, ] olacaksekilde birI™ bdlgesi goz 6nune alinmalidir. Gercekterr 1
icin 1.15 ve 1.16 Onermeleri kullanilsingdt a := inf1 € I isedgy, (a) = a olmalidir yani
la| = a (n ¢ift ise) olmalidir. Benzegekilde egera € 1 iselim,._,,+ 6r(x) = a esitli ginden
de|a| = a (n cift ise) elde edilir. O halde her n icingtmabilmesi icina = 0 olmali yani
GM, 1 € [0, ] kosulunu sglayacak I 'larda digtnalmelidir.

Bu araliklar icin GM in birlgtirme fonksiyonu oldgunu gostermek kolaydir.
Gergekten:

() GM ’in azalmayanlg aciktir.

(i) 1.15 ve 1.16 Onermeleri kullanilarakgdt a := inf1 € I ised;y(a) = |al = a
ve gera & I iselim,_,+ 65y (x) = |a| = a ssitlikleri saglandgindan ve benzegekilde
supremum icindeséliklerin varliklar1 kolaylikla gosterilebileggnden,GM bir birlestirme
fonksiyonudur.

2. Herhangik € [n] i¢in P,: 1" — 1 projeksiyon fonksiyonu ve k. bien ile ilgili

0S,: 1" — 1 sira istatistik fonksiyonu sirasiyla
Pk(x) = X (16)
OSk(x) = X(k) (17)

ile tanimlanir, buradag, x in k. alttaki koordinatidir yani
X(1) < X(2) < < X(k) < < X(n)

dir.
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Birinci ve sonuncu koordinatlar Gzerine projeksilar
Pp(x) = Py(x) = x (1.8)
Py (x) = B(x) = xp (1.9)

Benzer sekilde x;y ve x¢, sira istatistikleri sirasiyla minimum ve maksimum

fonksiyonlaridir:
Min(x) == 0S;(x) = min{x,, ..., x,,} (1.10)
Mak(x) = 0S,(x) = max{x,, ..., x,} (1.11)

Simdi Min(x) fonksiyonunun bir birlgtirme fonksiyonu oldgu gosterilsin:

(i) x <y olsun. O halde hef i¢in x; < y; 'dir. O halde min {xq, x5, ..., X} <
min {y;, y,, ..., ¥»} oldugundanMin(x) < Min (y) 'dir.

(i) inf(Min(x)) = inf (Min{xy, ..., x,}). min{xy, ..., x,} = x; olsun. x € I" keyfi
olsun. infxeﬂn(Min(x)) = infy eg(Min{xy, ..., x,}) = infy, e1(x) = infl olur. Benzer
sekilde sup(Min(x)) = supl oldugu gosterilir.

O haldeMin(x) fonksiyonu bir birlgtirme fonksiyonudur. Benzeyekilde Mak (x)
fonksiyonu da bir birlgtirme fonksiyonudur.

Bu fonksiyonlar bazen\ ve V islemleri cinsinden sirasiylasasidaki sekilde
yazilirlar:

Min(x) = Az x; ve Mak(x) = Vit x;

0S5, 'ninda gagidakisekilde yazilabilecgine dikkat edelim(Bkz Ovchinnikov[9]):

0Si(x) = Akcin](Viexx:) =V kel (A iexXi)
[K|=k |K|=n-k+1

yazilabilir.
(%1, .., x3x—1) degerlerinin  bir tek sayisi icin medyan da basit diara

Med(xy, ..., X2x—1) = X(i) ile tammlanir ve

Med(xq, ..., X2k—1) = Nkczk-1]1Viex*i) = Viclzk-1](A iexXi)
|K|=k |K|=k

Ornek olarak:
Med(xy1,x3,x3) = (X1 Ax2)V(x1Ax3)V(x2Ax3) = (x1Vx)A(x1Vx3)A(x,Vs)
esitli gi verilebilir.

(x4, .., x5 ) degerlerinin bir ¢ift sayisi icin medyan
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X(k) T X(k+1)
2

ile tanimlanir. Herhangi € T icin a-medyan fonksiyonuMed : 1" — 1

Med(xlr ey ka) = AM(x(k)) x(k+1)) =

Med,(x) = Med(xq, ..., Xp, O, .., QL) = Med(Min(x),a, Max(x)) (1.12)

ile tanimlanir.
3. Herhangi betan farkli K < [n] icin, kismi minimum Ming:1" - 1 ve kismi

maksimumMaky: " — 1 (K ile ilgili) sirasiyla

Ming(x) = Niegx; (1.13)
MakK(x) = Vieri (114)
ile verilir.

4.¥ 1, w; = 1 olacaksekildeki herhangi girlik vektéraw = (wy, ...,w,) € [0,1]"
icin, agirhik aritmetik fonksiyonuWAM,,: 1" - 1 ve w ile ilgili sirali &irlik ortalama

fonksiyonuOWA,,: I — I sirasiyla

WAM,,(x) = ¥y wix; (1.15)
OW A, (x) = X wix(p (1.16)
ile verilir.

WAM,, birlestirme fonksiyonudur. Gergekten:
(1) WAM,, 'nin azalmayanfii toplamin azalmayar@indan aciktir.
(i) infl = a olsun.

a & liselim,_ + Syap, (x) = lim (wyx + -+ wpx) = lim1l.x =a
w x—at x—at

a €lisedyy, (@) =wia+--+wa=1la=a

O halde 1.16 Onerme ileinfyeidwam, (x) = infl olur benzer sekilde
Supxerdwam, (x) = supl oldugu gosterilir boylece 1.15 Onerme ile azalmay4dM,,
'nin birlestirme fonksiyonu oldgu elde edilir.

Benzer g¢lemler altinda OWA,, 'ninde bir birletirme fonksiyonu oldgu
gOsterilebilir.

5. Toplam): R" - R fonksiyonu
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Z(x) = Z;xi (1.17)

ile tanimlanirn > 1 oldugunda bu fonksiyon her bolgede bgtieme fonksiyonu dgildir.
| — 0,00 |",]0,00 |, | — 00,0 |* bolgeleri g6z dnune alinmahdiinfl =a olsun. n > 1
icin 1.15 ve 1.16 Onermeleri ve toplamin azalmangagioz oniine alinsin.

agl olsa lim, +dz(x)= lim+(x +-:-4+x)=na=a olmal, bu durumda
x—a

a = —oo, a = 0 olabilir.

a € I olmasi durumunda da benzer sonuclar elde edilir.

Benzer sekilde supremum icinde durum incelegidde b = 0,c0 olabilir. Bu
durumda muhtemel araliklar olarfk oo, 00 |, ]0,0 |*,| — o, 0 |* araliklari elde edilir.

6. Carpim[]: R™ — R fonksiyonu

H(x) = H:l i (1.18)

ile tanimlanir. n > 1 oldusunda bu fonksiyon her bdlgede bgtieme fonksiyonu
degildir. [0, |* e kisitlandginda 0,1 1", |1,00 |, |0, |* bélgeleri gbz ©Onlne
alinmalidir.
n > 1 durumunda toplam igin 1.15 ve 1.16 Onermeleri aggnin azalmayarii géz
ondne alinsin.

infl = a olsun.

a € [ olsalim,_,q+ 6 (x) = lim x™ = a™ = a olmalidir. Bu durumda =1 ,a =0
xX—a

olabilir.

a € I olmasi durumunda da benzer sonuclar elde edilir.

Benzer sekilde supremum icinde durum incelegidde b = 1,0 olabilir. Bu
durumda muhtemel arahkl#®,1 |*, |1, o |, |0, |™* araliklardir.

7.1 = [a, b] bir kapal aralik olsunfa, b]™ 'de en kiglk ve en blyuk bigkrme

fonksiyonlari sirasi ile

Heri € [n] icin x; = b ise

b
A (x) & {a Aksi takdirde

(1.19)

a Heri € [n] icin x; = a ise
4@ < {; Aksi takdirde (1.20)
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dir.

Tanim ile herhangd: [a, b]™ — [a, b] fonksiyonu icind;, < A < A, elde edilir.

Acik olarak K.(x) :== ¢ ile tanimlanan sabi: 1" — I fonksiyonu birlgtirme
fonksiyonu olmayan bir fonksiyona acik bir érnektir= {c} olmadikca). Burada c sabit

bir sayidir.

1.6. Normlar

Tanim 1.22.[10]

Bir X vektor uzayi tzerinde taniml reelgaeli

1. vxeXicin|lx|[ =0vel|lx|]|l=0=x=0
2. Vx € X veVa € R ic¢in |lax|| = |a]. ||x]|
3. vx,y € X llx + yll < lIxll + llyll

sartlarini s@layan||. || fonksiyonuna bir norm denir.

Normlarin 6énemli bir 6rn@ p € [1, oo[ igin Minkowski normu

1
n P
Il = (leﬁp)
i=1

ile verilir ve L, norm ile de isimlendirilir ve bu normun limit dunu [[x||, :== max; |x;]|
dir ve Chebyshev normu olarak isimlendirilir.
Onerme 1.23.

x € I" ve q = p = 1 olacaksekildeki p, q reel sayilari icin gagidaki ssitsizlikler

dogrudur:
1-1
llxll, < llxlly <n” 7lixll, (1.21)
llxlly < nllxl|l < nlixll, (1.22)
ve
llxllg < llxll, (1.23)

dir.



2. YAPILAN CALI SMALAR
2.1.Bazi Matematiksel Ozellikler

Bu bolimde birlgtirme fonksiyonlari icin gerekli standart ve tem@tellikler
sunulmytur. Ornesin, artan monotonluk birlgirme siirecinde kullanilan fonksiyonlar igin

vazgecilmez bigarttir.

2.1.1.Monotonluk

Tanim 2.1.
F:I" - R fonksiyonu (her bir bilgene gore) azalmayandss x < x’ olan her

x,x' € I"igin F(x) < F(x") 'dir.
Bir azalmayan fonksiyon bienlerin herhangi bir agina negatif olmayan kgitik
verir. Diger bir deygle artan herhangi bir giridegeri icin ¢iks degerini azaltamaz.
Tanim ile azalmayan monotonluk tim bgtlane fonksiyonlari tarafindan pagléan
temel bir 6zelliktir(1.12 Tanim ile).

Tanim 2.2.
F:1" - R fonksiyonu (her bir bilgene gore) kesin artandik= x < x’ olan her

x,x' el™icin F(x) < F(x") dir.

Bdylece, bir fonksiyon kesin artandir= Bu fonksiyon azalmayandir ve bu
fonksiyon en az bir gigidezerindeki artga pozitif bir tepki gosterir.

Kesin artan monotonluk acik olarak azalmayan mamlagu gerektirir. Keza bu
asaglda tanimlanan her bir bilene gore indirgenebilirlik veya kisaltilabilirlik efil1]
denilen ve gagida tanimlanan duyarlilik(Ornek icin bkz[)2kavramini gerektirir.

Tanim 2.3.
F:1" - R fonksiyonuna duyarl denir= Herhangii € [n] indisi vex + Al el

olacaksekildeki herd # 0 ve herx € I" igin F(x) # F(x + A1) dir.

Yukarida verilen iki tanimdarsagidaki sonug elde edilir:

Onerme2.4.
Bir azalmayarF: I" - R fonksiyonu kesin artandg F duyarlidir.

"= " F kesin artan olsurx € 1" ve A # 0 olmak lzerex + A1y; € 1" keyfi alinsin.
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A>0 ise x <x+ A1y ve F kesin artan oldgundan F(x) < F(x + A1) elde
edilir. YaniF(x) # F(x + A1) 'dir.

A<0 ise x+ A1 <x ve F kesin artan oldgundanF (x + A1g;;) < F(x) elde
edilir. YaniF(x) # F(x + A1) 'dir.

BoyleceA # 0 igin F(x) # F(x + A1) oldugu elde edilir.

"< " F duyarli olsun. O halder + A1, € I" olacaksekildeki heri # 0 ve her
x € 1™ igin F(x) # F(x + A1y) 'dir. x < x’ iken F(x) < F(x") oldugu gosterilmelidir.
x < x' olsun.F 'in azalmayanigindanx < x' iken F(x) < F(x") oldugu elde edilir. O
halde F(x) # F(x") oldugu gosterilmelidir.

X = (X4, o) Xjy ey X)) < (X1, oo, X, ., Xp) = x' oOldugundan bir i € [n] icin x; < x; dir.
x; —x; = 1> 0 olarak tanimlanilirsa; < A + x; olur. F 'in azalmayanigindan

F(xq, s Xiy ooy Xn) < F(Xq, 000, X[, e, X)) = F(x + A1)
olur. FakatF duyarli oldgundan,F(x) # F(x + A1) olup

F(xq, s Xiy ooy X)) < F(X1, 00, X[, oo, X)) = F(x + A1)
olur. Buradan da

F(xq, o) Xgy o, X)) < F(X1, 000, X[, o, %) = F(x + A1) < F(xq, .0, Xp)
elde edilir. Bu d&'(x) < F(x") oldugunu verir. O haldé’ kesin artandir.

Tanim 2.5.

F:1" - R fonksiyonuna hemfikir artan denir F azalmayandir ve herhangi
x,x' € I" ve heri € [n] igin x; < x; iseF(x) < F(x') dir.

Acik olarak kesin artan monotonluk hemfikir artamonotonlgu gerektirir. Ornek
olarak aritmetik ortalamdM kesin artandir boylece duyarli ve hemfikir artandersi her
durumda d@ru olmak zorunda d#ldir. Min ve Mak fonksiyonlari hemfikir artandir fakat
kesin artan daldir. Gergcektenx,y,z€l ve x <y <z olsun. (x,y) < (x,z) fakat
x = Min(x,y) = Min(x,z) dir.

[T carpim fonksiyonu[0,1]" Gzerinde hemfikir artandir. Bununla birlikte O igir
degerleri arasinda yer alirsg)] 'nin duyarliigi bozulur. Gergcekten =1 icin x =
(0,x3, ...,x,) €[0,1]" ve A # 0 oldugundax; = x, + A € [0,1] olacaksekilde alinirsa

[1(x) =100, x2, ..., %) = 0.%5 ..y = 0. (3 + 1) ... xp, = [1(0, x5 + 4, X3, ..., Xp)
= [1(x + A1(y)
olur. Bu ise duyarlilik 6zelinin sgzslanmadgini gosterir.
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[0,1]™ GzerindeS, (x): = Min(X i, x;, 1) sinirl toplami azalmayandir fakat hemfikir
artan dgildir. S; 'nin azalmayanfii Min fonksiyonunun azalmayagh kullanilarak
kolayca elde edilim > 2 ve x = (0.6,0.6, ...,0.6) < (0.7,0.7, ...,0.7) = y i¢in
S, (x) = Min(n.(0.6),1) = 1 = Min(n.(0.7),1) = S, (y) olup S, (x) =S, (y)
oldugundan hemfikir artan gsddir.

Uyari 2.6.

2.5 Tanimda azalmayan monotonluk gereklidir. Clakélmayan monotonluk ikinci

sarttan elde edilmez. Bir 6rnek olar&k[0,1]? - [0,1] igin

Or (xler) E {(011)1 (1r0)}
Mak(xq,x,), Aksi takdirde

verilebilir. Gercekterd < x; < 1 olmak tzerdx;,0) < (1,0) dir. Fakat

Flay,x) =

2.1.2.Sureklilik

Bu bolumde sureklilik 6zelli ve onun daha guclendirilgnive daha zayiflatiingi
bazi durumlari incelenecektir.

Tanim 2.7.

F:1" - R fonksiyonu sureklidit & Herx* € 1" igin

lim F(x) = F(x")

x—x
dir.

Sureklilik 6zellgi temelde bilgenlerdeki herhangi kicuk gaikliklerin (mimkin
kicuk hatalar) birlgirme fonksiyonu altindaki derde buyuk d@siklikler(cikis hatast)
meydana getirmeyegeanlamina gelir.

Azalmayan fonksiyonlar icin sureklilik sagidaki Onermede oldiu gibi farkl
sekillerde de karakterize edilebilir (Ornek icin bK2A]).

Onerme2.8.

Azalmayan birF: 1" — R fonksiyonu icin gagidakisartlar denktir:

() F sureklidir.

(i) F her bir dgiskene gore sureklidir, yani hare 1" ve heri € [n] igin

U > F(Xg, i) Xjo 1, Uy X1y oo s Xpp)

birli fonksiyonu sureklidir.
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(i) F ara dger Ozellgine sahiptir: Herhangt,y € 1" ,x < y ve
c € [F(x),F(y)]icin,z € I" elemanx < z < y ve F(z) = c olacaksekilde mevcuttur.

Ispat.

(i) © (ii) 2.24. Onerme’de sol sireklilik ve @asurekliligin daha genel
durumlarinda bu denlidin ispatini veregaz.

(i) = (iii) Surekli olan birli fonksiyonlarin ara ger 6zellgini sagladigi(onlarin
azalmayan olup olmagindan bgmsiz olarak) iyi bilinir. Herhangk,y € 1",x <y ve
x # y (bu trivial olmayan tek durumdur) i¢in bir birfi: [0,1] — R fonksiyonu
f(t) == F((1—t)x + ty) ile tanimlanir. Bu fonksiyotr stirekli oldgundan sireklidir ve
her c € [F(x),F(y)] =[f(0),f(1)] icin bir t, €[0,1] f(t,) =c olacak sekilde
mevcuttur. Yaniz = (1—ty)x+ty,y eleman icinx<z<y ve F(z)=f(t,) =c
sglanir. Gergekter, x < z < y kosulunu s@lar. Varsayalink >z = (1 — tg)x + toy =
x — xty + tyy olsun. O haldext, > yt, olur. BOylecex > y elde edilir. Bu bir ¢efkidir.
O halde x < z elde edilir. Benzegekildez < y oldugu elde edilir.

(iii) = (ii) 6:1 >R, O(w):=F(xqy, .., Xj_1,U, Xj41, .., Xp) il& tanimlansin.o,
u, € I da surekli olmasin. O halde lasir> 0 mevcuttur dyle ki hes > 0 icin |[x —uy| < §
olan en az bix € T icin |6(x) — O(uy)| > € 'dur. § = % icin [x,, — ug| < % olanx,, 'ler
icin [8(x,) —O6(ug)| > ¢ dur. O halde [B(x;)—06(ug)l>¢e yani 6(x,) >¢e+
O(ugy) > 6(uy) olmahdir. Bu durumdas + 6(u,) € [6(uy), 6(x,,)] olur. Ara deer
Ozelligi saglandgindan uy < ¢, < x,, olacaksekilde ©6(c;) = ¢+ 6(u,) mevcuttur.
m — o i¢in x, = uy yani 0(uy) > ¢+ 6(uy) > 6(u,) elde edilir. Bu ised(u,) >
O(uy) celiskisini dogurur. O halded, 1 'da sureklidir.

Sureklilik reel dgerli fonksiyonlarin topolojik bir 6zelfidir. Aslinda bir F
fonksiyonunun sureklifii, F ’in giris degerlerindeki kiicik hatalar icin buylk cskulezeri
hatasi vermesini engeller. Bununla birlikte stréshiksiyonlar igin gir§ degerleri ve ¢iks
degerleri arasinda kesin bir gati yoktur. Bu problemden kaginmak igin sureklii daha
gucli formlari onerilmitir. ilk 6nce iyi bilinen diuzgin streklilik g6z 6niine rat
Ardindan mutlak sdreklilik g6z o6nidne alinir. MutlakUreklilik, integrasyon ve
differensiyalle yakindan gkilidir. Belki de sureklilgin bilinen en guclt formu gigi ve
cikis deserleri arasindaki @antiy1 aciklayan Lipschitz sureklilik 6zeidir.
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Uyari 2.9.

Daha sonrada gorulebilegegibi her birli Lipschitz fonksiyonu mutlak strekher
birli mutlak strekli fonksiyon diizgin surekli, hedi diizgin surekli fonksiyon surekli ve
her n-li stirekli fonksiyon ara ger 6zellgine sahiptir.

Tanim 2.10.

[|.]l: R™ = [0, oo[ bir norm veD < I" olsun. BirF: 1" — R fonksiyonunaD 'de (||.||
normuna gore) duzgun sureklidir dené Here > 0 icin bir §(¢) > 0 mevcuttur dyle ki
llx — yl| < & olan herx,y € D icin |F(x) — F(y)| < € 'dir.

Her duizgiin surekli fonksiyon sureklidir fakat fedsgru desildir. Ornegin F(x) ==
x? fonksiyonuR ’'de sureklidir fakat diizgtin strekli gitglir. Eger diizguin strekli olsaydi
=1 "e kagilik §:=§(c) >0 vardir 6yle ki |x —y| < § oldugunda |x? — y?| < 1

olmahdir.k € N olmak Uzere}lc- — 0 oldugundan birk, € N mevcuttur éyle kikl < 4 yani
0

6ky > 1 dir. Sayetx = kg, y =k, +g alinirsalx — y| < § olur. Fakat|F(x) — F(y)| =

|22 = y2| = ko6 + 2> 1+ 2 > 1 celiskisi elde edilir. Bu gefiki F 'nin R 'de dizgiin
surekli olmadgini verir. Bununla birlikte fonksiyonlar igin stdk ve duzgin sureklilik
Ozellikleri kapali ve sinirli araliklarda ¢akt

Onerme 2.11.

Bir F:[a,b]™ - R fonksiyonu [a,b]™ de dizgin sireklidire F, [a,b]® de
sureklidir.

Ispat.

Varsayalim kiF, [a,b]™ de slrekli fakat dizgin strekli olmasin. O haide 0

mevcuttur 6yle ki hek € N vex®, y® € [a, b]™ icin

5~y < 7 ve [F(x0) ~ Fy®)| 2 ¢
dir. Kapali ve sinirh kiimeler Uzerinde her dizinyakinsak bir alt dizisi mevcut
oldugundan x® dizisinin x* € [a, b]"* noktasina yakinsayar®m) ve y® dizisinin
y* € [a,b]™ noktasina yakinsayayt‘=) alt dizileri mevcuttur|[x®¥m) — ykm)|| < é nin
bir sonucu olarakx* = y* dir. BoyleceF(x*m) = F(x*) ve F(y®*m)) = F(x*) elde
edilir. O halde% 've kasilik bir N € N mevcuttur dyle kivk > N igin |F(x®) —

F(x")| <§ ve |F(y®)—F(x") <§ elde edilir. Boylece [F(x®) — F(y®)| <
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|F(x®) — F(x*)

+|F(y®) — F(x")

< § +§ = ¢ olur. Bu ise kabul ile cafir. O halde

dizgun sdreklidir.

Tanim 2.12.

f:1 - R bir fonksiyon ve D,R 'nin bir alt kiimesi olsun. D Uzerind¢ 'nin
varyasyonwary, (f) ile gosterilir vesu sekilde tanimlanir: BerD N1 = @ iseVar,(f) =
0, aksi takdirdeVary (f)

n
Su'p{ZIf(al-) — f(ai_)| :ag,...,an €D Nlay < < a,}
i=1

ile tanimlanir, buradaki supremume N icin tim sonlu{a,, ..., a,} aileleri Gzerinden
alinir. EBerVarp (f) sonlu isef, D Uzerinde sinirli varyasyonludur denir.

Tanim 2.13.

Birli f:[a,b] = R fonksiyonuna mutlak sirekli denie= Here > 0 icin bir § > 0
sayisli mevcuttur Oyle kiy,(b; —a;) <8 olan i=1,..,n ikiser tarzda ayrik
la;, b;[<]a, b[ araliklarinin herhangi sonlu sistemi iQift, | f(b;) — f(a;)| < € salanir.

Bir kapal aralik Uzerinde, her mutlak surekli ksiyon sureklidir. Gergekten 2.13.
Tanim’dan araliklarin sonlu ailesi olardk —y| < § olan [a,b] nin sabit]x — y[ alt
aralig tek bir keyfi aralik olarak gbz dnuine alinitggx) — f(y)| < € bulunur

Onerme 2.14.[14]

Bir f:[a, b] = R mutlak sturrekli fonksiyonu,a, b] tizerinde sinirli varyasyonludur.

Ispat.

f : [a, b] » R mutlak strekli olsun. O halde bir> 0 mevcuttur dyle ki~ (d; —
c;) <6 ve{lc,d;]:1 <i<n}, [a, b] 'nin araliklarinin ikger tarzda ayrik sonlu bir ailesi
icin Yi,1f(d;) — f(cp)| <1 dir. ? < k olacaksekilde en yakin tamsay olsun. Bu

i(b—a)
k

sekilde [a,b] 'nin {x; =a + : 0 <i < k} parcalanyi insa edilsin. Bu parcalagin

her bir alt aral (b;ka)ScS uzunlguna sahiptir. Mutlak surekliliksartindan dolayi

Vary, «,_,1(f) <1 elde edilir. O halde buekildeki alt araliklar igin bir ust sinir
mevcuttur.[a, b] aralgl icin ¢ € (a, b) iken f, [a, c] ve [c, b] Uzerinde sinirh varyasyonlu
ise f [a,b] Uzerinde sinirh varyasyonlu v&ar(,,(f) = Varq(f) + Vary (f)

olmasini kullanarak arp, ,1(f) < k oldusu elde edilir. O hald¢, [a, b] lizerinde sinirli

varyasyonludur.
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Simdi surekli fakat sinirli varyasyonlu olmayan babeple mutlak sirekli de
olmayan fonksiyonlara 6rnek verelim.
Ornek 2.15.

xCos (2), x €]0,1]
2x ’
0, x=0
fonksiyonu [0,1] Uzerinde sureklidir (Hee >0 icin 0 < |x| < § =¢ oldugunda

f(x) =

|xCos (%)| < |x| < € dir). [0,1] aralginini € N icin
0< ! < ! < < ! <1
20 2i—1 2
seklindeki her birD; pargalanmasi igin

n . ) .
Var[0,1](f) = Zlf(bk) —f(ak)| =?+:+ ...+§+ 1
i=1

dir. i — oo igin Varpg 11(f) — oo oldugundanf sinirli varyasyonlu dgldir.
Tanim 2.16.
[|.]l: R™ = [0, o[ bir norm olsun. Eer F: 1" — R fonksiyonu birc €]0, o[ sabiti ve

herx,y € 1" icin
IF(x) —F)| < cllx = yll (2.1)

esitsizligini sggliyorsaF Lipschitz sartini sg@lar denir veyaF Lipschitzdir (|.|| nhormuna
gore) denir. Daha acik olarak (2.1) ’igkyan herhangiF:I"™ - R fonksiyonuna c-
Lipschitzdir denir. (2.1) 'i sglayan c > 0 sabitlerinin en buyldk alt sinid 'ye en iyi
Lipschitz sabiti denir (YaniF d-Lipschitzdir fakat heru €]0,d[ i¢in F, u-Lipschitz
degildir).

c-Lipschitz sarti birlestirme fonksiyonlarina uygulanginda ilging bir yoruma
sahiptir. Busart giris deserlerindeki yaklaik hataya kiyasla, ilgili ¢ilsi degerlerindeki
olasi hatayl tahmin etme imkanini verir. Bu da bazt 0 'lar icin ||x — y|| < € iken
|F(x) — F(y)| < ce olmasindan elde edilir.

Onerme 2.17.

Keyfi p,q € [1,00] reel sayilar iginF:1" - R fonksiyonu ||.|[, normuna gore
Lipschitzdir & F:1" - R , ||. ||, normuna gore Lipschitzdir. Ustelik, M, ll, normuna
gore c-Lipschitz ise, bu takdirde< p icin ||. ||, normuna gore de c-Lipschitzdir ye> p

icin || ||, normuna gore n.c Lipschitzdir.
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ispat.

1.23. Onerme ile verilersigsizlikler yardimiyla ispati yapalim:

"="F, ||l.ll, normuna gore Lipschitz olsun. Gosterilmesi gerekdf normuna
gore de Lipschitz oldtudur. F, ||.|l, normuna gore Lipschitz olgundan birc > 0 icin
|F(x) — F(y)| < cllx — yll,, dir. O halde 1.23. Onern(@.21) ve (1.22) ssitsizliklerinden
[F(x) —F)| < cllx = yll, < cllx = yll; < c.nllx —yll, elde edilir. d :==c.n olarak
tanimlarsak |F(x) — F(y)| < d|[x —yl|[, olduundan F, |[.||, normuna gore de
Lipschitzdir.

" & " Gereksart kismina benzer olarak yapilir.

Simdi ikinci kismi gosterelim:

q < p olsun.q < p oldugu duruma goére 1.23. Onernfé.23) esitsizligini yeniden
dizenlerseK|x||, < ||x]|; oldusu elde edilir.F, |. ||, normuna gore-Lipschitz olsun. O
halde ¢ > 0 igin [F(x) — F(y)| < cllx — yll, oldugunu ve [|x||, < |lx]l; esitsizligini
beraber kullanirsakF (x) — F(y)| < cllx — yll, < cllx — yll, oldugu elde edilir yaniF
II. 1l normuna gore de c-Lipschitzdir.

q > p olsun.F, ||.|l, normuna gore-Lipschitz yani|F(x) — F(y)| < cllx - yll,
olsun. 1.23. Onerme(1.21) ve (1.22) ssitsizlikleri kullanilarak |F(x) — F(y)| <
cllx=yll, < cllx —yll; < c.nllx —yll, elde ederiz ki bu ddl.||, normuna goren.c
Lipschitz old@gunu verir.

Calsmanin bundan sonraki kisminda norm 6zellikle hitiedikce fonksiyonlarin
Lipschitz 6zellgi, standart olarak,; normu tGzerinden ganulecektir.

Fonksiyonlarin Lipschitz 6zefli standart olarakeo 'u icermeyen bdlgelerde
tanimlanir. Lipschitz 6zeli sinirsizll aralgi icin 1™ ler Gzerinde de tanimlangnolabilir.
Bununla birlikte T aralgl co veya —oo ’'u iceriyorsa Lipschitz 6zelli surekliligi
gerektirmez. Orngn [0, ]" lzerinde tanimli en kuglk bigrme fonksiyonuA, L,-
normuna gore Lipschitzdir fakat surekligldir. Gergekten:

_ (b Heri € [n]i¢in x; = b ise
A (x) {a Aksi takdirde

fonksiyonu stirekli olsun. O halde limiti olan (x,) dizisi igin (F(x,)) dizisi deF(x)
n—0oo

noktasina yakinsamalidir. (x,,) = (o0, ..,00,n) 3 x = (00,...,00,00) dizisi igin
lim,o A (x,) = A, (x) olmahdir. A, (x,) =A4,(c0,..,00,n) =0  oldugundan

lim,, A (x,) = 0 0lur. A, (x) = A, (oo, ..., 0,0) = oo oldugunu tanimdan elde ederiz.



27

Bu da 0 = oo celigkisini verir. O haldeA, surekli degildir. Buna r&menA; Lipschitzdir.
GercektenA, (x) — A, (y)| degeri O veyaco olabilir. Bu dger 0 iken Lipschitz 6zeffini
sgladigl aciktir. O halde |A;(x) — A, (y)| =] — 0] = o oldugu durumu(benzer
sekilde |oo — co| durumu da benzeekilde incelenebilir) incelensim | (x) = o olsun. Bu
durumdavi € [n] icin x; = o dir. O halde|lx — y|l; =X |xi —vil =X |0 —yi| =
oo olur. Bu durumdaA, (x) — A, ()| < |lx — y|l; ssitsizligi saglanir ki bu A, ’nin
Lipschitz old@gunu verir.

I € R olan tim durumlarda birli fonksiyonlar icin Lipsthi 6zellisi mutlak
surekliligi verir ama tersi her zaman go desildir. Ornegin, [0,1] tzerindevx mutlak

strekli fakat Lipschitz dgldir. Lipschitz olsaydi herx icin [vx —0| < M.|x|

saglayacakM €]0, o[ bulunmalidir. O halder =% (vn € N) icin de sglanmalidir. Bu

durumda
1
n
lim{ 1 [=limVn<M 20 <M
n—-oo n—-oo

n
celiskisi olusur. O halde/x Lipschitz deildir.
Ornek 2.18.
(i) I: [0,1]? - [0,1] carpim fonksiyonu.; normuna goére 1-Lipschitzdir. Bu ytizden
mutlak sureklidir. Gercekten
| T1Cxy, x2) =11, ¥2) | = 1x1%2 — Y12
= |x12; = X1Y2 + X1Y2 — y1¥2l
= x1|xz — Y2l + 2121 — ¥4l
< lxz = yol + lxs —yal = llx =yl
oldugundanil, L, normuna gore 1-Lipschitzdir.
(i) GM:[0,1]*> - [0,1] geometrik ortalamal,; normuna gore Lipschitz didir.
FakatGM sureklidir ve bu sebeple 2.11. Onerme kullanilatakgiin sireklidir. Gergekten
eger Lipschitz olsaydx, y € [0,1]™ i¢in ¢ €]0, o[ sabiti|GM(x) — GM(y)| < c.|lx — yI|l;

olacak sekilde bulunabilmelidir. O halde = (~,1) ve y = (=;,1) iginde bu sitsizlik

sglanmalidir. O halde:

’1 ’1
—.1— —21 <c.
n n

1 1

= c.
n n2

1

() (2
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(1 1) n—1
———]<c.
Vn n n2

Vn—1 n?
. <c
n n—1
n.(vn—-1
limQS limc=c¢
n—00 n— n—-o0o
o<

elde edilir. Bu dac €]0, [ olmasiyla cekir. O haldeGM, L, normuna gore Lipschitz

degildir.

Asagidaki 6nerme Calvo ve Mesiar [15] 'téa,b] =[0,1] 6zel durumu igin
verilmistir:

Onerme 2.19.

[a, b] reel bir aralik olsunL; normuna goérga, b]™ de tanimlil — Lipschitz olan en

blyuk ve en kiguk birgirme fonksiyonlari sirasiyla

A [, b]" > [a,b], A*™ (%) == Min(a + ||x — nall,, b)

A™: [, b]" > [a,b], A™ (%) == Mak(b — ||nb — x||;, @)
ile verilir.

Ispat.

A in birlestirme fonksiyonu oldgu gdsterilmelidir. x <y olacak sekilde
x,y€[ab]® keyfi alinsin. A*™(x) = Min(a + ||x — nall, b) < Min(a + ||y —
na||y, b) = A*(")(y) olup azalmayandir.  Sinir sartlarini  sgladigi  yani
infyepq AW (x) =infla,b] = a ve SUPxe[a,b]" A" ™(x)=sup[ab]=b oldugu
gosterilmelidir.na € [a, b]" ve A*™ (na) = a oldusundaninf,e, AW (x) = a drr.
Benzer sekilde (b,a,q,...,a) € [a,b]® ve A™(b,aa,..,a) =b oldusundan
SUPxe[a,b]" A*(")(x) = b 'dir. O halde sinirsartlari da sglanir. Boylece bir birlgtirme
fonksiyonu oldgu elde edilmg olur.

L, normuna gore 1-Lipschitz olan ke [a, b]™ — [a, b] birlestirme fonksiyonu
g6z 6nune alinsin. Gosterilmesi gereBer A*™ oldusu, yani herx € [a, b]™ icin
B(x) < A*™(x) oldugudur. B, 1 — Lipschitz oldugundan |B(x) — B(na)| < ||x — nall,
dir. O halde B(x) — B(na) < ||x — na||; oldugundan B(x) < ||x — nall; + B(na) =
||x —nall; + a ve B fonksiyonunun tanimlasu gereti B(x) < b oldugundanB(x) <

Min(a + ||x — nally, b) = A*™ (x) dir.
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A*™ pirlestirme fonksiyonunurL; normuna gore 1-Lipschitz olgu gosterilmelidir.
O halde gosterilmesi gerek¢n*(”)(x) — A*(")(y)| < ||lx — yl||, oldugu, daha acik olarak
IMin(a + ||x — nal|y, b) — Min(a + ||y — nall1, b)| < |[x — y||; oldugudur.

(i) AP (x) =a+|lx—nall; ve A*™(y)=a+|y—nall, olsun. Bu durumda
la + [lx —nally —a = [ly — nall,| = lllx —nall, = lly — nally| < llx - yll, dir.

(i) A*™(x) =a+|x—nall, ve 4*™(y)=b olsun. |a—b + ||x — nall;| <
lx —y|l; oldusu gosterilmelidir. a + ||x —nall; <b < a+ ||y —nall; oldugundan
a—b+|x—nall; <0 oldusu elde edilir. O haldeb —a — ||x —nall; < ||x —yll1
oldugunu gostermek yeterlidir. a + [|x —nal|l; < b < a+ |[y —na|l; oldugundan
0<b—-a—lx—nall; <|ly—nall; = llx —nall, < [lly —nall, — llx —nall,| <
llx — y||, oldugu elde edilir.

(i) AP =b ve A" ™M(y)=a+|y—nall, olsun. |b—a—|ly—nal| <
[lx — y|l; oldugu gosterilmelidir.a + ||y — nall; < b < a + ||x — nal|; oldugundanb —
a — |ly — nall; = 0 oldugu elde edilir. O haldé — a — ||y — nal|; < ||x — y||; oldugunu
gostermek yeterlidir.a + ||y —nal|l; <b < a + ||x —nal|; oldusundan 0 < b —a —
ly —nall; < llx —nall; - lly —nall; < [llx —nall; = lly —nall;| < llx - yll, oldusu
elde edilir.

(iv) A*™@(x) = b ve A" ™ (y) = b olmasi durumu agiktir.

Benzerq’;lemlerAi") icin de yapilarak istenilen elde edilir.

Sonsuzl reel araliklari icin her Lipschitz fonksiyon(hd}.|| normuna gore)
sureklidir. Tersi genelde gou desildir.

Gergekterd: 1" — T birlestirme fonksiyonu lipschitz olsun. O halde €]0, o[ Gyle
ki Vx,y € 1" icin |[A(x) — A(y)| < c.|lx —y|l dir. O haldeve >0 icin 6 =¢/c >0
secilirse ||lx —y|| < 6 = ¢/c icin |A(x) — A(y)| < c.f = ¢ ’'den elde edilir. Bu ise
surekililigi verir.

Ornek 2.20.

[0,0[™ aralgl UzerindeGM geometrik ortalama sureklidir fakai normuna gore
Lipschitz deildir.

GercektenGM geometrik ortalamanin surekli olgiwm aciktir. GM, Lipschitz olsun.
GM: [0,0["> [0,0[ icin x=(u,1,1,..,1),y=(01,1,..,1) € [0,00[* olarak alinirsa

|Vu — V0| < cllx— yll; = c.u olacak sekilde ¢ €]0,00[ sabiti mevcut olsun. Fakat
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71/% = n/unl_l < ¢ olduundan u = 0 i¢in oo <c¢ olur. Bu ise GM ’in Lipschitz

olamayacgini gosterir.

A: Unen I™ = R geniletiimis birlestirme fonksiyonunun sureklgi her bir AT ’nin
siirekliligi anlamindadir. Ustelik4d icin Lipschitz sarti, her A™ ¢ —Lipschitz olacak
sekilde bir sabit €]0, o[ 'un varligiyla kisitlanir.

Ornek 2.21.

1) AM: U,enI™ = R aritmetik ortalama fonksiyond, aralgindan bgmsiz olarak
(L, normuna gore) 1-Lipschitz 'dir.

AM: UpenI™ = R, L; normuna gore 1-Lipschitz yani keyfie N icin AM™ nin 1-
Lipschitz old@gu gosterilmelidir.
X1t Xy i+t

n n
|x1_y1 xn_yn|

|AM(n)(x) —AM(")(y)| =

+ . 4
n n

1
< — — oo — —
—nlxl Y1|+ nlxn ynl
< le _yll + -+ |xn _ynl
oldugundan 1-Lipschitz 'dir.
Her n € N icin AM™ icin L,-normuna goére en iyi Lipschitz sabij-%idir. AM®™),
c< % icin c-Lipschitz (,-normuna goére) olsun.

|AM®™ (x) — AMP (p)] < el =yl + -+ |20 = yal)

1
< ;(lxl _yll + -t |xn _ynl)

olur. Buradan

%|x1 —Y1t X =Yt xy — Wyl < %(|x1 =yl + o+ x — yl)
olmalidir. x; = y1,X3 = Y2, e, Xn_1 = Yn—1 , Xn # Yn alalim. Buradan|x, — y,| <
|x, — yu| celiskisi elde edilir.

L., normuna gore het icin AM(™, 1-Lipschitz ’dir ve 1, en iyi Lipschitz sabitidir
Gercekten

Xt Xy Yit ot Y

|AM® (x) — AM™ (y)| = - -

< -t
n n

X1 — X, —
_|1 Y1+. n~— Yn

1 1
< - — + e — -
nlxl yll nlxn ynl
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< %Maxilxi —yil+-+ %Maxilxi — yil = Max;|x; — yi
oldugundan ispat agiktir. En iyi Lipschitz sabiti 1 'difarsayalim kic < 1 igin:
|AM(”)(x) - AM(")(y)| < c.Max;|x; — y;| < Max;|x; — y;|
sglansinx® = (x, ..., x),y" = (y,...,y) €™, x # y icin
|AM™ (x*) — AM® (y*)

= |x —yl < c.Max;|x; —yi| = c.Ix —y| < |x =yl
=>1<c<1
elde edilir, bu bir ¢cegkidir. O halde 1 en iyi Lipschitz sabitidir.

2) Q: Unenl0,1]" = [0,1] geniletilmis birlestirme fonksiyonuQ(x) = [[; x} ile
verilsin. Q, (L, normuna gore) Lipschitz didir, buna rgmen Q™ Lipschitzdir Q™
icin en iyi Lipschitz sabiti n dir.)

x = (X1, X2, w0, %), ¥ = (Y1, Y2, -, Yu) € [0,1]™ igin

|0 (x) — QW ()| = I x3%3 .6t — y1y3y3 Wi

< lxy = yal + x5 = y3 + -+ g =y
< g =yl + 12 — w2l [ + yol + |x3 — ysl. x5 + x3y5 + y3| + -
e L Pt s Al VA o 2 U ST o 0 LA o
< |xy —yiln+ Ixg = yaln+ -+ [x, — puin
=n(lx; —y1l + [x2 =yl + -+ | — w0
=n|lx -yl
n en iyi Lipschitz sabitidir, gergekten:< n ve
0™ (x) = QW W) = Ixyx3%3 ... X} — y1y3y3 - Wi
< c(lxy = yal + lxg = ol 4+ + |xn — YD)
<n(lxy =1l + [x2 =yl + -+ | — yn)
sglansinx; =x, = =X, 1 =y, =Y, = =Yu_1 = 1 vex, # y, alirsak:
lxn — yrl < c.lxp = ynl

%0 = Ynl 10"+ 202y + X0 P+ xyn 2+ v < e X — il

B o 3 R Vel RN
elde edilir.x, =1 — % , Vo = 1 olarak secilirse

1 n—1 1 n-—2 1

(1_E> +(1_E> +"'+<1_E)+1 <c

elde edilirm — oo igin

1+--+1=n<c
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elde edilir ki bu bir celikidir. O halde en iyi Lipschitz sabiti 'dir.

Q nun L; normuna goére Lipschitz olmagni gosterelim: Varsayalm k@, L,
normuna gdre-Lipschitz olsun. O halde her € N icin Q™ c-Lipschitzdir. Fakat)™
icin en iyi Lipschitz sabitin olduzgundan dolaym < ¢ elde ederiz. Hern € N igin bu
esitlik saglanmalidir. Buradam — oo igin oo < ¢ celiskisi elde edilir. O haldeQ, L,
normuna gore Lipschitz dedir.

Tanim 2.22.

Azalmayan F: I" - R fonksiyonuna alt yari sirekli veya sol surekli deng
Vi x® € 1" olan her(x®) ey € (IMVN icin

\/ F(x®)=F (\/ x("))

keN keN
dir.

Tanim 2.23.

Azalmayan F: 1" — R fonksiyonuna ust yari surekli veya gsaurekli denir: &
A x%) € 1" olan her(x®) .y € (IMN icin

/\ F(x®) =F (/\ x(k)>

keN keN
dir.

Onerme 2.24.

Bir azalmayanF: I" — R fonksiyonu alt yari sureklidir (sirasiyla tst yatireklidir)
& F her bir bilgene gore alt yari stureklidir (sirasiyla tst yareglidir).

ispat.

"= " F alt yari surekli olsunF ’in her bilesene gore alt yari surekli oldu aciktir.

" & " F her bir bilaene gore sirekli olsurfx®),cy , I" nin bir azalmayan dizisi
olsun oyle ki x=V,x® eIk (Keyfi (x® ) en dizisi icin
(x, V2, %, Vi  xi, ., VL1 x;,...) azalmayan olagandan dizi busekilde segilebilir)
olsun. O haldgx;*) ey , I 'nin bir azalmayan dizisi olur dyle ki heére [n] icin x; =
Viex; 9 dir. e >0 keyfi verilsin. F 'in alt yar sureklilginden ve azalmayan

monotonlgundan birj; € N mevcuttur dyle ki hek, > j; igin
k &
F(xy, x5, ., Xp) — F(xi 1),x2, ...,xn) < "

elde edilir. Benzegekilde, birj, € N mevcuttur dyle ki hek, > j, icin
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. . c
F(xih) , X2, ...,xn) - F(xih),xék"’), ...,xn) < -

olur. Bu n gitsizligi bir araya getirerek vg := max(j,, ... j,) secerek hek > j icin ve F

in monotonlgu kullanilarak
|F(x) = F(x®)| = |[FG) = F(xT, 5 0,20 ) + F (200, 25, 20 ) = F(x®)]
< |FGo) = F(x7, x50 oo )| + [F (272, 22 20 ) = F(x®)
< |FGo) = F(x0, 0, oot )|+ [F (202, 2 ) = F (300,209, Ly )|

+V@9{QMLM%J_F@®M

< |F(x) — F(xyl),xz, ...,xn)| + |F(x£j1),x2, ...,xn) — F(xijl),xékﬁ, ...,xn)|
et [ (09,209, 200, ) = P(x09, 1089, xlbnc), 0n)

o Xpq

+V@9{%b%mﬂﬁﬁqﬂﬁ»_F@wm

& &
<—+-+—=c¢
n n
elde edilir. Bu ise ’in alt yar sureklilgini verir.
Onerme 2.25.

Bir F: 1" - R birlestirme fonksiyonu sireklidie> F hem alt yari surekli hem st
yari sureklidir.
Ornek 2.26.

Min(x,,x;) egerx;+x, > 1
0 aksi takdirde

verilen birlestirme fonksiyonu sol sdrekli (alt yari sirekli) fak sirekli olmayan

() T™:[0,1]% = [0,1], T™ (x1, ;) = { olarak

birlestirme fonksiyonlarina 6nemli bir 6rnektir.
T™ birlestirme fonksiyonudur. Gercekten fonksiyonun azalnmhga aciktir.
T™(0,0) = 0 ve T™(1,1) = 1 oldugundan sinisartlarini sgladigi da aciktir. O halde

bir birlestirme fonksiyonudur.
11,1 2 ici
m2=2mEeN, (2,2 +m) € [0,1]“ icin
11 1\, 1 A 11 1\ 1
Gava)re A G-
2°2 +m 2 \ 2°2 +m 2
m=

fakat
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A1l o1 11
nM — — — nM|_ _ =
T </\ (2'2+m)) T (2'2) 0
m=2
dir. O halde st yari surekli gidir.
T™ 'in alt yari surekli oldgunu gostermek icin azalmay@k),xék)) icin

VR RVEED

kEN kEN
(2.2) (2.3)

esitli gi gdsterilmelidir.(xfk)), (xgk)) dizileri azalmayan olsun.

k k k k
Vieen(x$9, x50y = (VkEN x5V een 2 )) = (x,y) olsun.

a)x +y < 1 olsun. Bu durumd#2.2) ifadesiO a sit olur. Herk € N igin xik) <x
ve xék) < y oldugundan(2.3) ifadesi deD 'a ssit olur ve aitlik saglanir.

b) x + y > 1 olsun. Bu durumd#2.2) ifadesimin(x, y) olur. O halde gdsterilmesi
gereken(2.3) ifadesininmin(x,y) 'e esit oldugudur. Dizi azalmayan oldwndan her
keN igin x{¥ +x{¥ < 1 olamaz. Aksi takdirdey(x{" + x{') < x +y < 1 geliskisi
elde edilir. O halde en az bire N igin xf") + xék)

ile g(‘jsterelim.x§k°) <x vexék‘)) < y oldugunu biliyoruz. Herk > k, icin

> 1 dir. Boylek ’larin en kicginuk,

x§k°) <x® <x vexék") < x{¥ <y dir.

Azalmayanliktan hek > k, icin,

0+ T™™ (xik‘)),xék")) < T"M (xik),xék))

0+ Min(xik‘)),xék‘))) < T™M (xik),xék)) = T (xik),xék)) #0
dir. Buradan

T (x® xy = Min(x®, x{)
elde edilir.Simdi

Vieey T™ 68, x89) = Vs, Min(x, x3)) = Min(x, y) (2.4)

oldugu gdsterilmelidir.

Minimum surekli bir fonksiyon oldgundan

. k k . k k . k k
Viezk, Mm(x§ )'xg )) = Mm(vkzko(xi )'xé ))) = Mln(vkzko x§ )'szko xé ))
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dir. O haldeV sk, x = x ve Vi, x5 = y oldugu gosterilirse (2.4) ispat edilgnolur.

Viesk, xfk) = [ olsun.

€Y (ko—1)

Dizinin azalmayanfiindan,l > x;7" V ...V x; oldugu kullanilarak

x= \/xik) = xil) v ...foko_l) vi=1l= \/ xfk)
kEN k=ko

elde edilir ve benzegekilde Ve, x5 = y oldusundank > k, icin

\/ ™M (xik),xék)) = Min(x,y) (2.5)
k=ko

bulunur.
\/ T (8 500y
keN
= T (D, x{HWV T (2P, x PV .V T (07D, Ko7y
v(\/ T, 18

k=ko

olur. Dizinin azalmayani ve T™ 'nin monotonlgu kullanilirsa
\/ TnM(xik),xék)) _ \/ TnM(xik)'xgk))
keN k=kg
olur. (2.5) ssitli gi kullanilirsa
\/ T, 1) = Minx, )
keN

bulunur. Boylece

M <\/(x§k)’x§k))) _ \/ M (0, 00y

keN keN
esitli gi elde edilir.
Min(x) Eger |{i € [n]|x; < 1| <2
0 Aksi takdirde
tanimlanan drastik ¢carpim fonksiyonu st yari slidekfakat strekli dgildir.

(i) Tp:[0,11" = [0,1], T (x) = { seklinde

T, bilesen anlamda st yari sirekli ise Ust yari sureldiuglindan gosterilmesi

gereken:

o0 [ee]
Ty </\ X1i, X2, ...,xn> = /\TD(xli,xz, vy X))
i=1

i=1
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esitli gidir.
a) A\i2;xy; =1 olsun. A2, x;; = 1 < x;; oldusundan heri € N igin x;; = 1 dir.
Bdylece
Ty </\ X1i, X2, ...,xn> =Tp(1,xy, .., Xp) = /\TD(l,xz, ey X))
i=1 i=1

o0
= /\ Tp (%15, X3, ooy X))
i=1

oldugu elde edilir.

b) Aj2; x1; = a < 1 olsun.I’ € N vardir éyle kii € I' igin x;; < 1 dir. Boylece

[ee]

A= At A =) = s

i=1 iel’ ieN\I’ iel’
elde edilir.

bl)x; 'lerden(i = 2,...,n) en az biri 1'den kucuk olsun.

Tp </\x1i,x2, ...,xn> =Tp </\x1i,x2,...,xn> =0

i=1 iel’

ve
/\TD(xli,xz, ey Xp) = /\ Tp (X1, X2, ey Xp) /\</\ Tp (x4, X2, ...,xn)>
i=1 ieN\I' el

= /\ TD(xll',xz, ...,xn)/\ 0=0

ieN\I'
olup sitlik saglanir.
b2)x, = --- = x,, = 1 olsun. Bu durumda:
TD <Ax1i,x2, ...,xn> = TD <Ax1i,x2, ...,xn> = /\xli
i=1 iel’ iel’

ve

/\TD(xli,xz, ey Xpy) = /\ Tp (X1, X2, ey Xpy) /\(/\ Tp (x4, X5, ...,xn)>
i=1

ieN\I' el

= 1A (/\TD(xll-,xz, ...,xn)> = 1A </\X1i) = /\xu

iel’ iel’

olup sitlik elde edilir.
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Tam durumlardatlik elde edildigindenT;, st yari sureklidir.

T surekli degildir ¢ciink alt yari strekli daldir. Gergekten:

n

(1 —21-11, 1) € [0,1]* icin Ty (1 —21-11, 1) =0 ‘dir. V, (TD (1 -

1

21, 1)) =V,0=0 ve Tp(Va(1-2,1-21,..1)) = Tp(11,..,1) = 1

1
_,1_
n

oldugundan alt yari surrekli g@dir o halde surekli dgldir.

2.1.3.Simetriklik

Simetri 6zellgi komutatiflik, anonimlik olarak da bilinir. Celde iyi bilinen, bir
ikili i slemdeki komutatiflikx * y = y * x olup kolayliklan > 2 igin n-li fonksiyonlarasu
sekilde genellenir:

Tanim 2.27.

F:1" - R fonksiyonuna bir simetrik fonksiyon denir=> Her x € I" ve o € oy
icin F(x) = F([x],) dir.

Simetri 6zellgi, bilesenlerin birlgtirme fonksiyonu altindaki derinin bilesenlerin
sirasindan kamsiz oldgunu ifade eder. Bu kingdi bilinmeyen uzmanlarin fikirlerinin
veya @it onemdeki kriterlerin birlgtirilmesinde gereklidir.

Simdiye kadar tanitngioldusgumuz ¢@u birlestirme fonksiyonu simetriktir. Orrign
AM,GM,0WA,, birlestirme fonksiyonlarl simetriktir. Simetrik olmayanirlestirme
fonksiyonlarinin 6nemli bir orrgg WAM,,, agirlikli aritmetik ortalamadir.

WAM,, fonksiyonu sadecew; =w, = - =w, =% olmasi durumunda yani
WAM,, = AM durumunda simetriktir.

Y=, w; = 1 olacaksekildeki herhangi @rlik vektoriw = (wy, ..., w,,) € [0,1]™ igin
agirhkh aritmetik fonksiyonuW AM,,: 1" — 1

WAM,, (x) = XL wix;
ile tanimlanirx = (x4, x5, ..., x,,) € I, x; < x, = x5 = -+ = x,, olacaksekilde segcilsin
o = (12) icin WAM,,(x) = WAM,,([x]12) olmalidir. Buradan:

Wi.X1 + Wo. Xy + W3. X3 + o+ Wy X = Wi Xy + Wy X +W3. X3 + -+ Wy Xy
w1 (X — x2) = wo(xg — x3)

Wi =Wy
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elde edilir.x’ = (x;', x,/, ..., x,") € I, x," < x3' = x;" = -+ = x,," olacaksekilde segilsin.
o = (23) icin WAM,,(x") = WAM,,([x'] 23)) olmalidir.

Wi.X1 + Wo.Xp + W3 X3 + -+ Wy X = WXy + Wo.X3 + W3 Xy + -+ WXy

w, (X2 — x3) = wyo(xy — x3)

Wy = W3
elde edilir. Benzegekilde devam edilerekVAM,, fonksiyonun simetri 6zellini ancak
Wy =W, = =W, =% olmasi durumunda 8eadigi goralir. Bu iseVAM,,
fonksiyonununAM olmasi durumuna denktir.

Grup teoride iyi bilinen bir sonraki sonu¢ simefaelliginin yalnizca iki gitlikle
kontrol edilebildgini gosterir[16]:

Onerme 2.28.

F:1" - R fonksiyonu simetriktie=> Her x € 1™ igin

() F(xg,x1,%3, e, Xpn) = F(Xxq, X3, X3, ), Xp)

(i) F(xg,x3, ey X, X1) = F (X1, X2, X3, o) Xp)
esitlikleri saglanir.

ispat.

(i) stkkinda verilen gtlik (12) devresini, (ii)sikkinda verilen gtlik (1...n) devresini
ifade eder. Bu iki devre,,’i Urettiginden ispat agiktir[17]

Onerme 2.29.

F:I" - R fonksiyonu simetriktir: & G:1™ - R fonksiyonu mevcuttur 6yle ki her
x € I™icin F(xq, ..., Xp) = G(x(l), ...,x(n)) "dir.

ispat.

"=" F simetrik olsun. Bu durumda here I" ve o € o[, icin F(x) = F([x],)
'dir. G(xy, ..., xp): = F(x(), ., Xy) Olarak tamimlansin. Buradag (xy, ..., X)) =
F(xay - rXmy) = F(xy, ..., x,) Olup asitlik saglanr.

" " F(xy, ., xn) = G(X(), ., Xmy) Olacaksekilde G:I" - R mevcut olsun 2.28
Onermeyi kullanirsak

F(xy, %y, ., Xp) = G(x(l), ...,x(n)) =F(xq, ..., X,)

F(xy, X3, 00, X0, Xq) = G(x(l), ...,x(n)) =F(xq, ..., Xy)
esitlikleri elde edilir. BOyleceF simetriktir.
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2.29. Onerme’deki F simetrik fonksiyonu bizi farkli ¢ fonksiyonlarina
yonlendirebilir. Orngin F = 0S; alindgindal € K olan herhangk € [n] icin G = Ming
alinabilir.

F simetrik olmayan bir fonksiyon olmak UzeR(xy, ...,x,) = F(xy, ..., X))
olarak tanimlansin. Bu takdird€, 2.38. Onerme’nin tlnsartlarini sglar. Boylece
simetrik olmayan bir fonksiyon bgekilde simetrik hale getirilebilir. Simetrilkdgrme
surecine bgh olarak, WAM,, agirhkh aritmetik ortalamasindamQW A4, sirali &irlikli
ortalama elde edilir.

Asagidaki  teknik  simetrik  fonksiyonlarin  alt sinifladan  birlgtirme
fonksiyonlarinin belli siniflarini tanimlamaya inmkaverir. iki bilesen icin su sekilde
tanimlanir:

Verilen bir F:1? - R fonksiyonu igin

Fy(x1, %) = F(x(1)’x(2))’

Fy(x1,%3) = F(x(z)'x(l))
fonksiyonlari tanimlansin. Bu fonksiyonlarin surgk| idempotentlik gibi 6zellikleriF
fonksiyonundan elde edilir.Fy(xy, x5) = F(x(1), X(2)) = F1(x2, %) Ve Fp(xy,x;) =
F(x() x1y) = F2(x3,x,) oldugundanF; ve F, fonksiyonlarinin simetrik oldgu agiktir.
Ustelik,

Fene) =0 e en

olarak tanimlansin. Bu durumdi I? 'nin diyagonal kesiminin Ustiindg ile, altinda da
F, ile cakgir. Boylece bu tanimlama ile simetrik fonksiyonland simetrik olmayan
asosyatif fonksiyonlar elde edilir(Fodor[18], Sanfi9]).

Yukaridaki teknikn-li girdilere genellenebilir. VerilenF: 1" —» R fonksiyonu igin
F;(x) :=F(x(a(1))""'x(a(n))) (her o € o)) olarak tanimlanann! tane simetrik

fonksiyon elde edilebilirI™ = Use,,

,I"* oldugu icin tum bolgelerde hex € I7 igin

F(x) = F;(x) oldugu elde edilir.
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2.1.4.1dempotentlik

Cebirdex * x = x esitli gi sgglaniyorsax elemanina ikili i slemine gore idempotent
eleman denir. Bu cebirsel 6zellikli fonksiyonlara genietilebilir. BOylece idempotentlik
0zelligi n-li fonksiyonlar icin tanimlanngiolur.

Tanim 2.30.

F:1" - R idempotent fonksiyondur= 6 = id, yani herx € 1 igin F (nx) = x tir.

Coklu karar alma ve birgirme fonksiyonlari gibi bazi alanlarda idempoténtogal
bir 6zellik olarak kabul edilebilir (Ornek icin bakz Fodor ve Roubens[20]idempotent
fonksiyonlara 6rnek olarakM, WAM,,,, OW Ay, Min, Max ve Med verilebilir. idempotent
olmayan birlgtirme fonksiyonuna drnek olarakveIl fonksiyonlari verilebilir.

1.19. Sonuc ile azalmayan ve idempotent olan Rear* - R fonksiyonu bir
birlestirme fonksiyonudur.

Tanim 2.31.

F:1" - R fonksiyonu icinx € I ya idempotent eleman denk> z(x) = x 'dir.

[0,1]™ de ] carpim fonksiyonu O ve 1 hari¢ idempotent elemantahip dgildir.
[0,1]" de idempotent olmayan fakat trivialden farkli mempotent elemana sahip bir
fonksiyon 6rngi elde etmek iginc €]0,1[ keyfi segilsin veA,: [0,1]™ — [0,1] olmak

uzere

A (x) = Med (0, c+ Z(xi —-0c), 1)
i=1

olarak tanimlansind; 'nin 0, 1 ve c idempotent elemanlarina sahip gldkolayca
gorular.

Tanim 2.32.

F:UnenI™ » R geniletiimis birlestirme fonksiyonu icinx € I 'ya asimptotik
idempotent eleman denit lim,,_,, 8@ (x) = x dir.

Ornek olarak[]: U,en[0,1]" = [0,1] geniletilmis carpim birlgtirme fonksiyonu
yalnizca 0 ve 1 asimptotik idempotent elemanlarsadiptir. O ve 1 in asimptotik
idempotent eleman ol@u acik olarak gorulir. Gercektdh< x < 1 iselim,_,, x™ =0

olur ki x # 0 oldugundan, x asimptotik idempotent eleman olamaz.U,cy R" = R

AD(x)=x ve n>1 igin A(")(x)zﬁ n . x; olarak tamimlanan gegétilmis



41

fonksiyon icinlim, . A™ (x) = limnqw#x = x olduzundan herx € R bir asimptotik
idempotent elemandir.

Tanim 2.33.

F:I" = 1 fonksiyonuna resim-idempotent den# & o F = F dir, yani herx € 1"
icin F(n. F(x)) = F(x) saglanir.

idempotenf: I" — 1 fonksiyonunun resim-idempotent ofgluagiktir.

Onerme 2.34.

F:1" - I resim-idempotent bir fonksiyon olsuf.idempotenttics ran(F) = 1 dir.

Ispat.

"= " Bir F: 1" — I fonksiyonu resim-idempotent ve idempotent olsum(F) c I
oldugu aciktir. Bunun tersine olarake I keyfi alalim.(a, a, ..., a) € 1" i¢in F idempotent
oldugundan F(a,a, ...,a) = a oldugundan a € ran(F) olur. Buradan dal < ran(F)
oldugu elde edilir. Boylecean(F) = I bulunur.

"& " F:I" - I resim-idempotent veran(F) = I olsun. Herx € T i¢in ran(F) =1
oldugundan biry € I™ mevcuttur dyle kix = F(y) salanir. O haldeF resim-idempotent
oldugundan F (x, ...,x) = F(F(y), ..., F(¥)) = F(n.F(y)) = F(y) = x olur. Bu iseF 'in
idempotent oldgunu verir.

Ornek 2.35.

a < b olan herhangia,b € I sayilan veG:I1" - I idempotent fonksiyonu igin,
F(x) = Med(a,G(x),b) ile tanimlananF:I"™ — [a,b] fonksiyonu resim-idempotenttir
fakat idempotent dgidir (I = [a, b] olmadikca).

GergektenF(n.F(x)) = Med(a, G(n.F(x)),b) = Med(a,F(x),b) = F(x) (F(x)
tanimi gergi a ile b arasinda kalir) olgundan resim-idempotentti.= [a, b] olmadikca
F ’in idempotent olmagini gostermek amaciylfa, b] € I kabul edilsin. Bu durumda
x < a olacaksekilde birx € T ya day > b olacaksekilde bir y € I mevcuttur.x < a,
x € I durumundaF idempotent ols& (nx) = x olur. F'in tanimi ilea < F(nx) =x < b
olur, bu bir ¢celkidir. Benzersekildey > b, y € 1 durumunda da benzer ¢gii elde edilir.
O halde bu durumdE idempotent olamaz.

Ozel olarak her sabit fonksiyon resim-idempoteritiat idempotent dgdir.

Tanim ile, her resim-idempoterfi: 1" — 1 fonksiyonununf = § diyagonal kesimi
fof=f sesitligini sglar. Bu aitlige idempotentlik @tli gi(bkz[21]) denir. F: 1" = 1

resim-idempotent olsurf. igin f o f = f esitli ginin salandgini gosterelim. Hex € 1 igin
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(f o )(x) = f(6r(x)) = f(F(n.x)) = F(nF(n.x)) = F(n.x) = 6p(x) = f(x)
oldugundan eitlik saglanir. Bu tip fonksiyonlara 6rnek olargk=id ve f = c(c € )
sabit fonksiyonlari verilebilir.

Asagidaki dbnerme idempotentliksigli ginin ¢bzumlerinin ailesini ve kapali araliklar
Uzerinde tanimlanan azalmayan ve sirekli cozumédtiailesini karakterize eder[22].

Onerme 2.36.

f:I1 - R fonksiyonuf o f = f esitli gini salar & f|,qn(r) = id|ran(r) dir.

Ustelik I bir kapali aralik ise boyle bff fonksiyonu (yanif o f = f olan) surekli ve
azalmayandire a < b olan a,b €1 elemanlarif(x) = Med(a,x,b) olacak sekilde
mevcuttur.

Ispat.

"= " f:1 - R fonksiyonuf o f = f esitli gini saglasin. Gosterilmesi gereken her
x €ran(f) icin f(x) =id(x) =x oldugudur. fof =f oldugundan herx icin
f(f(x)) = f(x) salanir. f in tanimi gergi f(x) € I oldugundanran(f) <1 olur. O
halde keyfi x € ran(f) icin bir z € I mevcuttur 6yle kix = f(z) dir. Buradan da
f(x) = f(f(2)) = f(z) = x olup istenilen elde edilir.

"< "f:1- R fonksiyonu iGIN f|ran(ry = idlran¢r) Olsun. Herx €1 icin f(x) €
ran(f) oldugundan £ (£ (x)) = id(f(x)) = f(x) olur. Buisef o f = f oldugunu verir.

ikinci kismin ispatini verelim:

"= "1 bir kapal aralik,f azalmayan, surekli v¢ o f = f olsun. Bu durumda
f(x) = Med(a, x,b) oldugu gosterilmelidir.f strekli ve azalmayan olg@undana, b € 1
elemanlari mevcuttur oyle ka < b i¢in ranf = [a, b] seklindedir. Mevcut durumlari
inceleyelim:

a)a < x < b olanx € I i¢in x € ranf Ve f| qn(r) = id|rans) oldugundanf(x) =
x olup istenilen elde edilir.

b)x <a<b i¢cin Med(a,x,b) =a olur. Azalmayanliktanf(x) < f(a) olur.
f(x) € ran(f) oldugundan a < f(x) olur. f ’in azalmayanigindan ve fof =f
oldugundan f(a) < f(f(x)) = f(x) elde edilir. Buradanf(a) = f(x) elde edilir.
a € ran(f) Ve flrancr) = idlran¢) oldugundan f(a) = a bulunur. O haldef(x) = a
'dir. Yani f(x) = Med(a, x, b) ssitli gi saglanir.

c) b sikkina dual olarak durum incelemesi yapilir.
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"&" a<b olana,b €1 elemanlarif(x) = Med(a, x,b) olacak sekilde mevcut
olsun.
f ’in azalmayan oldgunu gostermek amaciyla tersiningdo oldysu yani x; < x, iken
f(x1) > f(x,) oldugu kabul edilsin.

a) f(x;) =bvef(x,) =bolursaf(x;) = b > b = f(x,) olur. Bu bir celgkidir.

b) f(x;) =b ve f(x;) = x, olsun. Bu durumdg(x;) = b ssitligindena < b <
x1 Ve f(x,) = x, ssitligindena < x, < b elde edilir. Bu iki durumdam < x, < b < x;
elde edilir. x; < x, oldugundan x; = x, elde edilir. Bu isef(x;) > f(xz) = f(x1)
celiskisini dogurur.

C) f(x;) =b vef(x,) =a olsun.f(x;) = b ssitligindena < b < x; ve f(x,) =
a sitliginden x, <a<b elde edilr. Buradanx, <a<b<x; olur. x; <x,
oldugundanx; = x, elde edilir. Buradarf (x;) > f(x;) = f(x;) celiskisi elde edilir.

d) f(x;) = x;ve f(xy) = b olsun.f(x;) = x; ssitligindena < x; < b ve f(x,) =
b sitligindena < b < x, elde edilir. Buradam < x; < b < x, bulunur.x; = f(x;) <
f(x,) = b olur. Bu isef (x;) > f(x;,) olmasi ile ¢elkir.

e)f(x1) =x; ve f(xy) =x, olsun. f(x;) =x; sesitliginden a<x; <b ve
f(x3) = x, ssitliginden a < x, < b bulunur. Buradam < x; < x, < b elde edilir. O
haldex; = f(x;) < f(x;) = x, olur. Buisef(x;) > f(x,) ile celiir.

f) f(x1) = x; vef(x,) =a olsun.f(x;) = x; ssitligindena < x; < b vef(x,) =
a esitliginden x, < a <b elde edilir. Buradan; < x, < a < x; elde edilir O halde
x; = x, dir. Buisef(x;) > f(x,) = f(x,) celiskisini dogurur.

g) f(x;) =a vef(xy) =b olsun.f(x;) = a ssitligindenx; <a <b ve f(x,) =
b ssitligindena < b < x, elde edilir. Buradan da; < a < b < x, elde edilir. O halde
a=f(x1) < f(xy) = b olur, buisef(x;) > f(x,) ile celiir.

h) f(x;) = a ve f(x,) = x, olsun.f(x;) = a ssitligindenx; <a <bvef(x,) =
x, ssitliginden a < x, < b bulunur. Buradan da; < a < x, < b elde edilir. O halde
a = f(x1) < f(x;) = x, olur, bu isef (x,) > f(x,) ile celsir.

i) f(x1) =a vef(xy) =aolsun. Buf(x;) > f(x,) ile geliir.

O haldex; < x, iken f(x;) > f(x;) olamaz. Boylecer; < x, iken f(x;) < f(x3)
olup f azalmayandir.

Simdi de sureklilgini gosterelim:

f fonksiyonu agikc¢au sekilde yazilabilir:
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a , X< a
f(x) =4x ,a<x<bh
b ,X=b

a < x < b olanx ’ler igin f(x) = x olup bux ’ler igin f 'in sirekli oldwu agiktir.
O haldex = a ve x = b noktalari incelenmelidirx = b noktasindaf 'in surekliligini
inceleyelim: lim,_,+ f(x) =lim,_,+b =b = f(b) ve lim,_ - f(x) = limy ,-x =
b= f(b) olup x =b noktasinda sureklidirx = a noktasindaf ’in sudrekliligini
inceleyelim: lim,_ + f(x) =lim,,+x=a=f(a) ve limy,,- f(x)=1limy ,-a=
a = f(a) olupx = a noktasinda sureklidir. O halgrestireklidir.

Tanim 2.37.

F:[a, b]™ - R fonksiyonu uc noktalari koruyan fonksiyondiue F(n.a) = a ve
F(n.b) = b dir.

Idempotentlik  6zelfii  genkletimis  fonksiyonlara  gagidaki  sekilde
genellatirilir[23]:

Tanim 2.38.

F:UpenI™ » R glcli idempotentti: < Her n € N ve her x € U,y I™ icin
F(n.x) = F(x) dir.

Ornek olarakF: U,ey I™ = R gliclii idempotent iSB(xy, x5, X1, x5) = F(xq,x,) dir.

Onerme 2.39.

F:UpenI™ = R glclii idempotent olsun. Bu durumf#adempotenttire Herx € 1
icin F(x) = x 'dir.

ispat.

" " F:UnpenI" » R gucli idempotent ve idempotent olsune I keyfi olsun.
F(x) = F(nx) = x oldugundanF (x) = x dir.

"< " F:UpenI™ = R in glcli idempotent ve hare 1 igin F(x) = x olsun. Guglu
idempotentigi ve F(x) = x oldugu sirasiyla kullanilaral¥ (nx) = F(x) = x elde edilir.

1-li birlestirme fonksiyonlari Uzerinde yapilan hare I icin A(x) = x olmasi
kabuliine gore her gucli idempotent ghatilmis birlestirme fonksiyonu idempotenttir.

Tanim 2.40.

F:1" - R fonksiyonuna idempotentirilebilir denir : & F in diyagonal kesiméy
kesin artan vean(8z) = ran(F) 'tir.

Azalmayan ve idempotent olan hgtI™ — R fonksiyonu iginran(F) =1 ’dir.

BoyleceF idempotentlgtirilebilirdir. Gercekten, 1.19. Sonug ile azalmayse idempotent
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olan F: 1" — R fonksiyonu bir birlgtirme fonksiyonudur ve 1.13. Uyari il birlestirme
fonksiyonu iseran(F) € I dir. Tersinex € I keyfi alinsin. F idempotent oldgundan
F(x,x,..,x) = x dir. O haldex € ran(F) dir. Buradanl < ran(F) oldugu elde edilir.
Boylece ran(F) =1 oldugu elde edilmj olur. F idempotent oldgundan acik olarak
ran(ég) =1 dir. O halderan(F) = ran(5r) elde edilir. F azalmayan oldgundan
azalmayandir, Usteliks; kesin artandir. Gergektem,y €1 ve x <y iken 6 ’in
azalmayanfiindan 8z(x) < 6x(y) ’dir. 6p(x) = F(nx) = F(ny) = 6z(y) oOlursa F
idempotent oldgundanx = y elde edilir. Bu bir cefkidir. BOoylece 6 kesin artan ve
ran(dy) = ran(F) oldugundanF idempotentlgtirilebilirdir.

Asagidaki 6nerme ve onun sonucu idempotastitiéebilir fonksiyonlarin kiimesinin
tanimlanmasini gtar.

Onerme 2.41.

F:1" - R fonksiyonu idempotentigrilebilirdir < Bir kesin artanf: 1 - ran(F)

bire-bir 6rten fonksiyonu ve b&: I" — I idempotent fonksiyonu
F=foG (2.6)

olacaksekilde mevcuttur. Bu durumdg,= &, F ’in diyagonal kesimidir.

ispat.

"= " F idempotentlgtirilebilir olsun. Bu durumda 2.40. Tanim il¢ = 6z, I 'dan
ran(F) 'e kesin artan, bire-bir drten bir fonksiyon olarlde edilir. Boylecd™ 'denl 'ya
G = 871 o F fonksiyonu iyi tanimlidir. Herx € 1 igin, G(n.x) = (671 o F)(n.x) =
871 (F(n.x)) bulunur.5;7*(F(n.x)) = y olsun. Bu durumdas;(y) = F(nx) = &:(y) =
Sp(x) ve &g bire-bir oldgundanx =y elde edilir. O haldes (n.x) = §7*(F(n.x)) =
y = x olup G idempotenttir. Ayrica:, F = f o G ssitli gini saslar.

"< " F ’in idempotentlgtirilebilir oldugu gdsterilmelidir. x € I keyfi alinsin.
Op(x) =F(n.x) = (feG)(n.x) = f(G(n. x)) = f(x) olur. O halde buartlari sglayan
f, 6F 'e ssittir. 8z = f kesin artan oldgundanran(éz) = ran(F) oldugunu gostermek
yeterlidir. ran(6r) € ran(F) dir. Ters kapsama icip € ran(F) alinsin. Bu durumda bir
x€I™ icin y=F(x) salanir. Yani y = (8r°G)(x) =38:(G(x)) olur, bu isey €
ran(ég) oldugunu verir. O halde ran(6y) = ran(F) elde edilir. Bdylece F

idempotentlgtirilebilirdir.
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Sonug 2.42.

F:1" - R fonksiyonu idempotentiirilebilirdir < & kesin artandir ve big: 1" —
I fonksiyonuF = & o G olacaksekilde mevcuttur.

Ispat.

"=" F idempotentlgtirilebilir olsun. Tanimlas; kesin artan ve 2.41. Onerme ile bir
G: 1" - 1 fonksiyonuF = § o G olacaksekilde mevcuttur.

"&" ran(ép) S ran(F) = ran(6p o G) S ran(ér) oldusundan ran(éz) =
ran(F) elde edilir.65 'in kesin artanigl bilindiginden F idempotentlgtirilebilirdir.

Uyar 2.43.

(i) 2.41. Onerme ve 2.42. Sonucta elde edilefidempotent) fonksiyon& = 651 o
F ile F kullanilarak tek turlt belirlenir.

(i) 2.41. Onerme basit olarak G :=68;'oF yazarak herhangi bir
idempotentlgtirilebilir F fonksiyonundan bir idempoteist fonksiyonu dretmeyi mimkain
kilar. Bu slrece idempotentleme sireci(bkz) [8enir. Ornek olarakF = £ toplam
fonksiyonundan ile G =AM aritmetik ortalama dretilir.  Gercekten  keyfi
x = (x1,%p, ., xp) EI icin G(x) = (651 0 Z)(xq, %3, o, X)) = 85 (X1 + -+ x,,) 'dir.
S5 (xy ++x,) =y olsun. 6;(y)=(x ++x,)=>ny=x;++x, olur.

Xq+etxp

BoyleceG (x) = = AM(x) sglanir.

(i) 2.41. Onerme idempotent fonksiyonlara  skin tanimlardan
idempotentlgtirilmi s fonksiyonlarin kesin alt siniflarini tam olaraktalamayr mimkin
kilar. Aslinda, (2.6) 'dakiz fonksiyonu,F 'ten gelen (simetri, sureklilik v.b.) 6zelliklere

ilave olarak idempotenttir.

2.1.5.Konjankitiflik, Disjanktiflik ve internallik

F:I" > R ve G: 1" - R iki n-li fonksiyonu verilmi olsun. BerI" 'de F < G ise,
G, F ’'ten gucludur denir.Min ve Mak fonksiyonlari dguntlerek tim birlgtirme
fonksiyonlarinin ¢ ana sinift elde edilebilir: kamktif fonksiyonlar, disjanktif
fonksiyonlar ve internal fonksiyonlar.

Tanim 2.44.

F:1" - R konjanktiftir denir: © infl < F < Min ’dir.
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Konjanktif fonksiyonlar, bir mantiksal “ve” opetati ile ilgililermis gibi deserleri
bir araya getirir. Boylece tum gerler yiksek oldgunda sonu¢ deeri yuksektir. Bu
sebeple hicbir yiksek derin yerini digik bir dezer telafi etmez[0,1]" Uzerinde tanimli
en yaygin konjanktif fonksiyonlar t-normlardir.

Tanim 2.45.

F:1" - R disjanktiftir denir: © Mak < F < supl dir.

Disjanktif fonksiyonlar “veya” operatori ile panmsg degerleri bir araya getirir
Oyle ki en az bir gig degeri yuksek ise sonug geri yuksektir. Busekilde tanimlanan
disjanktif fonksiyonlar, konjanktif fonksiyonlaridualidir.[0,1]" 'de tanimli en yaygin
disjanktif fonksiyonlar t-konormlardir.

Onerme 2.46.

A:[a,b]" -» R birlestirme fonksiyonu konjanktiftir(sirasiyla disjankti) < Her
[ € [n] ve herx € [a,b] i¢in A(x(;3b) < x (A(xa) = x) dir.

Ispat.

Konjanktif fonksiyonlar igin gosterilsin, disjanktifonksiyonlar icin de benzer
sekilde gosterilir.

A konjanktif olsun. Bu takdirde A(xyb) = A(b, ..., b,x, b, ...,b) <
Min(x, b) = x elde edilir.

=

"&" x € [ab]" keyfi alalim. i € [n] icin x; = Min(x) olsun. infl < A(x) <
A (xl-{l.}b) < x; = Min(x) oldugundanA konjanktiftir.

Tanim 2.47.

F:1" - R fonksiyonuna internal den# Min < F < Mak ’dir.

Uyari 2.48.

Coklu karar almada, bu fonksiyonlar dengeleyicikigigonlar olarak da adlandirilir.
Aslinda, bu tir fonksiyonlarda bir kriter icin ot skor(sirasiyla bir iyi skor) genellikle
bir iyi (sirasiyla bir kotl) skor ile telafi ediliBoylece birlgtirme fonksiyonunun deeri
orta dggerde olur.

Acik olarak tumF: 1™ —» R internal fonksiyonlar iciran(F) < I sglanir. Ustelik
asagidaki onerme internallik ile idempotergiin yakindan ilgkili oldugunu gosterir.

Onerme 2.49.

F:1" - R internal ise idempotenttir. Tersing; 1" - R fonksiyonu azalmayan ve

idempotent ise internaldir.
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ispat.

F internal olsun. Her x €l icin
Min(x,...,x) = x < F(x,...,x) < x = Mak(x, ...,x) ve boyleceF(x,...,x) = x olur. O
haldeF idempotenttir.

Tersine F idempotent ve azalmayan olsun. O hatde (x,...,x;) € I" icin
Min(x) = F(Min(x), ..., Min(x)) < F(xq, ..., xp) < F(Mak(x), ..., Mak(x)) < Mak(x)
oldugundanF internaldir.

Onerme 2.50.

I sinirlt bir reel aralik olsunidempotentF: 1" — R fonksiyonu internaldir= Her
x € I™\diag(I™) igin bir G: I"™\diag(I") — [0,1] fonksiyonu

F(x) = Min(x) + G(x)(Mak(x) — Min(x)) (2.7)

olacaksekilde mevcuttur.
Ispat.

F(x)—Min(x)

Mak(x)—Min(x) olarak

"s" F:1" - R idempotent fonksiyonu internal olsu@(x) :=

tanimlanirsa hex € 1"\diag(I") i¢cin Mak(x) — Min(x) # 0 olup F internal oldgundan
Min(x) < F(x) < Mak(x) olur. Boyleced < F(x) — Min(x) < Mak(x) — Min(x) olur.

F(x)—Min(x) .
—Mak(x)_mn(x)s1 olup aranansartlari sglayan G fonksiyonu

O halde 0 < G(x) =
bulunur.

"< " F in internal olmadgini varsayalim. Yani bix € 1"\diag(1") icin F(x) >
Mak(x) veya F(x) < Min(x) olsun. ilk durumu inceleyelim: F(x) = Min(x) +
G(x)(Mak(x) — Min(x)) > Mak(x) = G(x)(Mak(x) — Min(x)) > Mak(x) —
Min(x) = G(x) > 1 celiskisi elde edilir. Ikinci durumda da benzegekilde F(x) =
Min(x) + G(x)(Mak(x) — Min(x)) < Min(x)  iseG(x)(Mak(x) — Min(x)) < 0ve
Mak(x) — Min(x) = 0 oldugundanG (x) < 0 celiskisi elde edilir. O hald& internal dir.

Konjanktiflik ve disjanktiflik tanimi gelitirilerek k-konjanktiflik ve k-disjanktiflik
tanimlari[24] verilir:

Tanim 2.51.

k € [n] veF: 1" - R fonksiyonu verilsin

() infl < F < 0Sy, iseF ’'e k-konjanktif denir.

(i) 0S,_k+1 < F < supl iseF ’e k-disjanktif denir.
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Bu tanima gore, bir fonksiyon konjanktiftes> 1-konjanktiftir. Benzersekilde
disjanktiftir & 1-disjanktiftir. Bir fonksiyon internaldie> Bu fonksiyon n-konjanktif ve n-
disjanktiftir.

Ornek

a)3-l  F(xq,x5,x3) = Min(x,x,) fonksiyonu 2-konjanktif fakat konjanktif
degildir. GoOsterilmesi gerekeninfl < F < 0S, oldugudur. infl < F oldugu agik
oldugundan F < 0S, oldugunu gostermek amaciyla mevcut tim durumlar eleimlin
incelenirse:

(i) x; < x; < x3ikenF(xq,x5,x3) = x; < x5 = 0S,(x1, X5, X3)

(i) x, < x; < x3ikenF(xqy, x5, x3) = X, < x1 = 0S,(x1, X5, X3)

(iii) x; < x5 < xp ikenF(xq, x5, x3) = x; < x3 = 08,(x4, X, X3)

(iV) x, < x3 < xq ikenF(xy,x5,x3) = x5 < x3 = 05,(xq, %5, X3)

(V) x3 < xq < xy ikenF(xq,x5,x3) = x1 < X1 = 05,(x4, X2, Xx3)

(Vi) x3 < x5 < xq ikenF(xq,x5,x3) = x5 < X = 05,(xq, %5, X3)
oldugundan F, 2-konjanktiftir. FakatF konjanktif deildir. Gergcektenx; < x; < x,
sirasina sahip olan(xy,x,,x3) ler icin F(xqy, x5, x3) = Min(xq,x3) = x1 £ x5 =
Min(xq, x5, x3) dir.

b) OW Ay, = Y-, w; 0S;, sirall &irlikli ortalama ele alinsim@W Ay, k-konjanktif(k-
disjanktif) < Heri > k (Heri <n—k+ 1) igcinw; = 0 dir.

"= " OWAy k-konjanktif olsun, yani hex € 1" igin infl1 < OW Ay, (x) < 0Si(x)

sglansin.  Boylecea<b, a,b€el, x'=(a,aq,.., a ,b,b,...,b) €™ icin de
k.bilesen

OWAy (x") < 0S5, (x") = a ssitsizligi sgglanmalidir. Bu gitsizlik yardimiyla:
wia + -+ wra +wipb+ - +wpb <a
wy+-+wa+ Wi +-+wpb<a
elde edilir.OWA,, fonksiyonunun tanimi gege).’.; w; = 1 oldusundan:
[1— Wisr + -+ wpl]a+ Wer + -+ wp)b <a
a— Wi +F+wpa+ Wi +-+w)b<a
Wisr + -+ Wn)b < Wiy + -+ wp)a
elde edilirwy,q + -+ w, =0 dir. Bu durumdawy,; + -+ w, > 0 olursa Ustteki
esitsizlikten b < a celiskisini verir. O haldew,,; + --- + w,, = 0 elde edilir. Ayrica hei

icin w; = 0 oldugundan heg > k icin w; = 0 bulunur.
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"< " Heri>k igin w; =0 olsun. Gosterilmesi gerekemfl < OWA,, < 0S;
oldugudur. OW A,,: 1" - 1 seklinde tanimlanan bir fonksiyon olgundaninfl < OW Ay,
oldugu aciktir. Boylece OWA,, < 0S, olduzunu gostermek yeterlidir. Kabulimizu
kullanarakx € 1" keyfi elemani igin:

OW Ay (x) = x(yWq + =+ + X)Wk + X(k+1)-0 + - + x(). 0

= X)W1 + o+ Xgo)Wr < X)W1 + 0+ X)Wk

OW Ay (x) < xy(Wy + -+ + wy)
bulunur. Heri > k icin w; = 0 oldusundany¥_, w; = 1 olur. Buradan:

OW Ay (x) < x4 = 0S(x)
elde edilm§ olur. O halde het > k icin w; = 0 ikeninfl < OWA,, < 0S, oldugundan
OW Ay, k-konjanktiftir.

Bazi F k-konjanktif fonksiyonlart i¢inx ., 1y, X(k+2), ) Xn) 'IN Yerine x, 'ya esit
veya daha biyuk gerler alinirsa sonu¢ @esmez. Benzerekilde, baziF k-disjanktif
fonksiyonlari iginxyy, X2, .-, X(n—k 'NIN Yerinex,_i+1) 'e &it veya daha kaguk gerler

alinirsa sonug dgsmez.

2.2.Grup Tabanh Ozellikler

Bu bélumde birlgtirme fonksiyonlarinin grup tabanh 6zellikleriylkgilenilecektir.
Bilesenlerin ayrik alt gruplara ayirabifdj her bir alt grubun birlgirme fonksiyonu
altindaki dgerinin bulunabildéi ve bu degerleri bir araya getirgimizde genel dgerin
elde edebilegg kabul edilecektir. Guclu bir 6zellik olarak asasiflik sunulabilir. Zayif

olanlara 6rnek olarak parcalanabilirlik, otgdabilirlik ve bisimetri verilebilir.

2.2.1.Asosyatiflik

* ikili isleminin asosyatiflik 6zelfii (x *xy) *z = x x (y *z) anlamina gelir ve
karisikliga mahal vermegdi durumlardax * y * z yazilabilmesini mimkun kilar. gér bir
ikili islem f(a,b) =a=b gibi bir iki degerli fonksiyon olarak alinirsa, asosyatiflik
ozelligi f(f(a,b),c) = f(a,f(b,c)) olarak anlailir ve bu aitlik genel olarak asosyatif

fonksiyon gitli gi olarak bilinir.
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Tanim 2.52.
F:1? > I fonksiyonu asosyatiftir< Herx € I3 igin

F(F(xq,x3),x3) = F(x1: F(xz'x3)) (2.8)

dir.

Temelde asosyatiflik 6zefii yalnizca iki bilgenli birlestirme fonksiyonlari ile
ilgilidir. Fakat gagidaki tanimda ifade edilgh gibi asosyatiflik 6zellgi sonlu n elemana
gensletilebilir.

x = (X1, .., Xp) VEX' = (x1, ..., Xp) iKi vektorl i¢inF (xq, ..., xXp, X1, -.., X1 'yl ifade
ederkenF (x, x") notasyonunun kullanilgini hatirlayalim. Ber x € 1° bir bos vektor ise
basit olarak bu vektor fonksiyondan sdiidilir. Orngin, x € 1° ise F(x,x') = F(x') ve
F(F(x),F(x")) = F(F(x")) 'dir.

Tanim 2.53.

F:UpenI™ - I fonksiyonu asosyatiftir < Herx € 1 igin F(x) = x ve herx,x’ €

Unen I™ iciN

F(x,x") = F(F(x),F(x")) (2.9)
dir.

Onerme 2.54.

F:UpnenI™ - T fonksiyonu asosyatifties Herx € Ticin F(x) = x ve herx, x', x" €
Unen I™icin F(x, F(x),x'") = F(x,x', x'") 'dir.
ispat.

=
F:U,enI™ = I fonksiyonu asosyatif olsun. Asosyath tanimindan hex € I igin

F(x) = x oldugu biliniyor. Herx, x', x" € Uy 1™ iGin
Foo F@),x") = F (F(x F) F(e) = F (F (F@,F(F@)) ) Fx))

= F(F(F(x),F(x)),F(x")) = F(F(x,x'),F(x")) = F(x,x’,x"") olur,

&=
Her x €l igcin F(x) =x ve her x,x",x" € UpenI" i¢in F(x,F(x'),x"") =

F(x,x',x'") olsun.x*, x** € I° bos vektorler olmak tizere hag x’ € U,ey I™ icin
F(x,x')=F(x"x,x") =F(x", F(x),x') =F(F(x),x") = F(F(x),x',x*) =
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F(F(x),F(x"),x™) = F(F(x),F(x"))
oldugundan asosyatiftir.

Asosyatiflik 6zellgi en az l¢ elemanin bigrilmesinde parantezleri kaldirmamizi
mimkuin kilan iyi bilinen bir 6zelliktir. Asosyatil varsayimi altinda kankliga yol
acmayacak sekilde n eleman birlgtiiimesinden n+ 1 elemanin birlgetiriimesini
mimkun kilan bir yol vardir. Bu da her ggetilmis asosyatifF fonksiyonunun aslinda
F® ikili fonksiyonu tarafindan tam olarak belirlegii sdyler. Gergekten asosyatiflik ile
aclk olarak

F(x1, o Xp41) = F(F (X1, oo, Xp ), Xn1)
dir.

Pratik hesaplamalar icgin bigterilecek tum girs degerlerini bilmeden ©Once
birlestirme slrecine bganabilir. Eklenecek gigi degerleri mevcut birlgtiriimis ¢ikis
deserleri ile basitce Dbirlgirilebilir.  Asosyatif fonksiyonlara 06rnek olarak
Min,Mak,Z,I1, P, P, fonksiyonlari verilebilir. Asosyatif olmayanlararniék olarak
AM, GM gibi fonksiyonlar verilebilir.

Asosyatiflik ve idempotentlik birkgne strecindeki tekrar eden B#alerin etkisini
iptal eder. Gergekten asosyatiflik ve idempoterdliknda agik olarak hen,n € N igin

F(m.x,n.y) = F(F(m.x),F(n. y)) = F(x,y)
bulunur. Ornek olarak

F(x,y,...y) =F(x,y)
elde edilir. Bu 6zellik birlgtirme surecinde tekrarlayan hinlerin etkili olamayacgani
soyler.

Tanim 2.55.

Bir F:1? -1 ikili fonksiyonunun F,:U,eyI™—1 geri genglemesi ve
F*: Upen 1" — Tileri gengslemesi ardyik olarak sirasiyla

F*(l) = F*(D .= id

E(Z) = F*@) = F
ve, hern > 2 igin:

F™ (g, o %) = F ey, E 70 0t X))

F®M(xy, ..., x,) = F(F*(”‘l)(xl, s Xn—1), Xp)

ile tanimlanir.
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Uyari 2.56.
Bir F: UnenI™ = I geniletiimis fonksiyon asosyatiftices F? nin geri ve ileri

genglemeleriF ile cakgir.

2.2.2.Parcalanabilirlik ve Guglu Parcalanabilirlik

Bir gengletilmis fonksiyon olarakAM 'nin dogal olarak (2.8) asosyatiflikséli gini
sgilamadgini gostermek kolaydir. Aritmetik ortalama veya getrik ortalama gibi ger
ortalama fonksiyonlarinin geayaca bir fonksiyonel gitlik olup olmadgl sorusu ilging
gelebilir. Bu durumda ortalama fonksiyonlarinin ssifligi de denilen bir gtlik
asagidaki gibi formule edilebilir:

n = 1 olmak lGzere tind < k < n tamsayilari igin

F (X1, ey Xy X1y ooer X)) = F(K.F (X1, o) X1), X1y voer Xp)
dir.

Esdeser olarak, hek € N, herx € I*¥ ve herx’ € Unen, I™ igin

F(x,x") = F(k.F(x),x")
dir.

2.2.2.1. Parcalanabilirlik

Ik 6nce Bemporad tarafindan [25] 'de aritmetik aanin bir karakterizasyonunda
tanitilan ortalamalarin asosyaigili ortalama dger denilen dgerleri karakterize etmek icin
Kolmogroff[26] ve Nagumo[27] tarafindan kullanildSon zamanlarda, Marichal ve
Roubens[28] klasik asosyatiflik ile kamasin diye bu 0Ozefie asosyatiflik yerine
“parcanabilirlik” denilmesini onerdi. Dgal olarak yinelemeli asosyatiflik veyazidikli
asosyatiflik gibi alternatif isimlerde g6z onunanabilir. Simetri olmadii zaman, ilk
bilesene ayricalik tanimamak icin bu 6zgilyeniden yazmak gerekir. Boylecgagidaki
tanim g6z onune alinir:

Tanim 2.57.

F: UpenI™ — 1 parcalanabilirdire Herx € Ticin F(x) = x ve herk, k' € N, her

x € I vex' € I¥ icin
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F(x,x')=F (k.F(x),k’F(x')) (2.10)

sa&lanir.

(2.10) 'da k =0 veya k' = 0 alinmasliyla her pargalanabilir fonksiyonun resim-
idempotent oldgu anlgilir. Ustelik aagida verilen énerme ile parcalanabilirlik agnéh
indisli bilesenlerin herhangi alt kiimesinin her bir elemani timestirme islemini
degistirmeksizin onlarin kismi birlgiriimesiyle yer dgistirilebilecegi anlamina gelir.

Onerme 2.58.

F: UpenI™ = 1 parcalanabilirdirs> Her x € T igin F(x) = x ve herk’' € N, ve her
x' € I¥ ve herx, x"" € Unen, I™ icin

F(x, k. F(x),x")=F(xx, x")
esitli gi sgslanir.

Ispat.

=
Herk, k' k" € N, ve herx € I¥,x' € I¥, x” € I¥ icin
F(x, k' .F(x),x")

=F ((k +kF (2K F(x')), k" F(x" )) (parcalanabilirlik ile)

—F <(k +k).F <k. FQ), k. F (k. F(x ))) K F(x” )) (parcalanabilirlik ile)

F ((k +k').F (k. F(x),k.F(x' )) kT F(x” )) (resim — idempotentlik ile)

=F ((k + kD). Foox) k" F(x" )) (parcalanabilirlik ile)
=F(x,x,x")
elde edilir.
"< " Her k' € Ny, herx’ € I¥ve herx,x" € Unen, I icin F(x,k".F(x"),x") =
F(x,x',x") saglansin.x € I¥, x' € I¥ keyfi vektorleri vey, z € I° bos vektorleri icin
F(x,x)=F(y,x,x)=F(y,k.F(x),x) = F(k.F(x),x) = F(k.F(x),x,z)
= F(k.F(x), k. F(x),2) = F (k. F(x), k. F(x))
elde edilir.

Parcalanabilir fonksiyonlara drnek olardkin, Mak, AM, GM, Pg, P, verilebilir. Z, T

parcalanabilir olmayan fonksiyonlara 6rnek olarakitebilir.
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Asagidaki onerme (bkz [29]) asosyatif bir fonksiyonuargalanabilir olmasi igin bir
yetersart verir:

Onerme 2.59.

F: UnenI™ = 1 resim-idempotent ve asosyatif ise parcalanabilirdi

Ispat.

k, k' € Ny, x € I¥, x" € I¥ keyfi olsun. Bu takdirde

F(k.F(x),k'.F(x)) = F (F(k.F(x)), F(k'F (x"))) (asosyatiflik ile)
= F(F(x),F(x")) (resim-idempotehtile)
= F(x,x") (asosyatiflik ile)

esitli gi elde edilir.

Uyari 2.60.

Asosyatifligin tersine parcalanabilirlike eleman ilen + 1 elemanin birlgtirme
fonksiyonu altindaki dgeri arasindaki ilikiyi belirlemez. Ornek olarak,F: U,eyI® = 1
pargalanabilir bir fonksiyon,g > 2 tam sayi,c € R bir sabit ve G: Upen1" = 1

fonksiyonu

M 5
C {F egern < q
Kc(n) aksi takdirde

ile tanimlanirsa& ™ 'de parcalanabilirdir, burad@”) x — ¢ olann-li sabit fonksiyondur.
Gergekteng = 3 olmasi durumund&® = F® ve ¢6® = K™ olur ki n = 3 ve
n+ 1 = 4 icin bu fonksiyonlarin aralarindagki yoktur. 6™ 'in parcalanabilir oldgunu
gosterelim:
(i) n < q olsun.G™ = F™ olup, F parcalanabilir oldgundanG parcalanabilirdir.

(i) n>q olsun. k + k'=n olacak sekilde x €I¥ x €I* keyfi elemanlarini

alahm.

¢™(x,x") = K™ (x,x) =c,

6™ (k.6® ), k'.6®(x)) = K (k.6® (x), k'. 6 (%)) = ¢
olup

6™, x') = 6™ (k6% (), k.6 (x"))

esitli gi saglandgindan pargalanabilirdir.
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2.2.2.2. Guglu Pargalanabilirlik

Asosyatiflik 6zellgi gibi parcalanabilirlik de yalnizca agtk indisli bilesenlerin
birlestirilmesini gerektirir. Simdi bilesenlerin herhangi alt kiimesinin bigteildi gi daha
genel durum goz oOnine alinabilir. Ornek olarajagmlaki 6zellgin sglanmasini

istenebilir.
(2.11)

F(xy,x2,%3) = F(F(XL x3), %2, F (x4, xs))
Parcalanabilirigin daha gucli formu olan gucli parcalanabilirlja@daki sekliyle
Marichal[29] tarafindan Onerilrgtir ve gagidaki gibi formule edilir:

Tanim 2.61.
F: UpenI™ = 1 gugli parcalanabilirdire> Her x € T i¢cin F(x) = x ve her n € N,

K € [n] ve x € " igin

FG) = F| Y F(xloly + ) F(xle)lg,

€K jEKE

(2.12)

dir.
Ornek olarakx = (x4, x5, x3) icin K = {1} icin gucli parcalanabilii inceleyelim:

F(x|z3)1h

F(x1,x3,x3) = F Z F(x|g)1g + Z
ie{1} Jje{2,3}

F(F(xly) 1y + F(*l23) 12y + F(xl2,33) 163)
F((F(x1),0,0) + (0, F(x2,x3),0) + (0,0, F (x5, x3)))

= F(F(x1): F(x3,%3), F(x3, x3))

elde edilir.
Tanim ile gucla parcalanabilirlik parcalanabiliflive boylece resim-idempotergii

gerektirir. Gergekten € I¥, x' € I¥ keyfi alinsiny = (x, x') olsun.K = [k] icin:

FO) = Fax) = F| Y FOlotg + Y. F(¥lkdly

€K jEKE
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=F ((F(x), (k+k'—1).0) + (0,F(x),(k+k'—2).0) + -+ ((k —
1).0,F(x),k'.0) + (k.0,F(x"), (k' —1).0) + ((k + 1).0,F(x'), (k' — 2).0) +
w4 ((k+ k' = 1).0,F(x)))
= F(k.F(x),k'.F(x"))
oldugundan parcalanabilirdir. Parcalanabilirlik var isssim-idempotent§iin var oldwgu
zaten biliniyor.

Ustelik, simetrisarti altinda parcalanabilirlik ve glcli parcalatiaik birbirine

denktir. Gercektetr simetrik ve parcalanabilir olsug.€ 1" keyfi alinsin.

F(y) =Flk Ylkc) =F (F(}’|K); o Flk), F(Ylke), ---'F(Y|KC)>

|K|tane |K€|tane
= F(Tiex F(Y1) 1y + Zjexe F(¥Ike) 1)
elde edilir. Boylecd giclu parcalanabilirdir.

Parcalanabilirlikte oldgu gibi, x € 1" 'de bilegenlerin (ardyik olmasi gerekmez) her
alt kiimesinin her bir elemani tim biteilmis dezerde dgisiklik olmaksizin, bu alt
kiimenin kismen birkgirilmi s dezeri ile yer dgisikli gi yapilabilir.

Onerme 2.62.

F: UpenI™ = I gucli parcalanabilirdie=Her x € I i¢in F(x) = x ve her n €N,

K € [n] ve x € " i¢in

F(x)=F ZF(xll()l{i} + Z xj ¢y

iEK JEKE
esitli gi saglanir.
ispat.
"= " F: UpenI™ = I gucll pargalanabilir olsun. O haldém n € N ,K < [n] ve

x € " igin

FO =F( ) F(xloly+ ) F(xlk)ly

i€k JjEK®
dir. Gugli pargalanabilirlik tanimindan her x € I i¢in F(x) = x dir. O halde herhangi

n €N, K C [n] ve x € I" igin

F(x)=F ZF(xll()l{i} + Z x; ¢y

€K jEKE
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oldugu gosterilmelidir. y = Y;ex F(x|g) 1 + Xjeke Xj 1 igin F(y) lzerinde n € N
K € [n] ve x € I" i¢gin giiclii pargalanabilirlik tanimini uygulandiginda, her giigli
parcalanabilir fonksiyonun resim-idempotent oldugu da kullanilarak F(y) =
F(Xiex F(xl) 1y + Xjexe F(x|xe) 1) elde edilir.
F(Ziex F(x| )1y + Xjeke F(x|Kc)1{]-}) = F(x) oldugu parcalanabilir oldugundan
biliniyor. O halde

FO)=F| ) F(xloty + ) F(xlk)ly | = F()

€K JEKC®

elde edilir.

" & " Tersine hew € ligin F(x) = x vetimn € N, K < [n] ve x € [" i¢in

F(x)=F ZF(x|K)1{l-} + z %1, (2.13)

€K JEKC®

olsun.

Fe =F| D F(aloly + ). Fxlxly

ieK jEK®
esitli gi gosteriimelidir.y = Y;ex F(x|x) 1y + X jexe X 13 icin (2.13) kabuliL = K¢ ¢
[n] olacak sekilde L kimesi icin uygulanirsa

F(y) = F(Ziex F(xlx) 1y + Xjexe F(x]xe)1(;;) oldugu elde edilir(2.13) kullanilarak

F@ =F| ) Flxloly + ) F(xl)iy

i€k jEK®
esitli gi elde edilir. O haldé" gucli parcalanabilirdir.

Guclu parcalanabilir fonksiyonlara o6rnek olardkin, Max, AM,GM,Pr ve P,
verilebilir. Her parcalanabilir fonksiyonun gucliangalanabilir olmagn asagidaki
ornekten[29] elde edilir.

Ornek 2.63.

Gengletilmis agirlikh ortalamasu sekilde tanimlanir:

n

2i—1

on 1
i=1

AM(x) =
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Bu fonksiyon parcalanabilirdir fakat guclu parcalhbitir degildir. Gercekten hek, k' €

N, ve Herx € I¥ ve herx’ € I¥ igin:
k 2i—1 k+k! 2i—1
A(k.A(x), k' A(x")) = mel(x) + Z mfl(x')
i=1 i=k+1

2k —1 2k(2¥ — 1)

- 2k+k’ _q 2k+k' _q A(x)

sgglandgindanA™ pargalanabilirdir. Fakat™ giiclii parcalanabilir ggdir. Cunk:

1 2 4
A(xl,xz,xg) = 7x1 +7x2 + ;xg
ve
5 2 10
A(A(xl,xg),xz,A(xl,x3)) = ﬁxl + 7x2 + ng

olur bu ise (2.11) ile caiir.

Bircok kaynakta [30, 31, 32)arcalanabilirlik ve glcli parcalanabilirlik aradaki
yakin iliski bulunabilir. Birgggu Nagumo[27] dan esinlenilgiiolan lemmalar ggida
sunulmuytur:

Lemma 2.64.

F: UpenyI™ = 1 gucli parcalanabilir ve idempotent olsun. Bu tateli
k,n,ps,...,pn €EN vexW elPi i=1,..,n icin

F(k.x(l), ...,k.x(”)) = F(x(l), ...,x("))
elde edilir.

ispat.

Basit olarak,

F(k.x(l), ...,k.x(”))

=F ((k.p1 + o+ kopy). F(x®, ...,x<">)) (giclii parcalanabilirlik ile)

=F(x®, ..., x™) (idempotentlik ile)
elde edilir.

Lemma 2.65.

F: UpenI™ = 1 gicli parcalanabilir ve idempotent olsun. Bu dwlam,p € N ve

xD, L x™ e 1P gin,
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F(x®, ..., x®) = F(F(xW), ..., F(x™))

elde edilir. Ozel olarak F giiclu idempotenttir.

Ispat.
F(x®,..,x®™) = F (p.F(x®), .., p.F (x™)) (giicli parcalanabilirlik ile)
= F(F(xW),..,F(x™)) (2.64. Lemite)
elde edilir.
Lemma 2.66.

F: UpenI™ = 1 guclt pargalanabilir ve idempotent olsun. Bu dwlam € N ve her
x € I igin:
F(x1, ey xp) = F(xp, ., X1)

elde edilir. Burada her= 1,2, ..., ni¢in x; = F(xq, ..., Xi_1, Xj11, -, Xp) dir.

Ispat.
F(xq, ., xp) =F(mn—1).x1, ..., (m — 1).x,) (2.64 Lemma ile)
=F((n—1(xp, ..., x1)) (glicli parcalanabikiile)
= F(xy, ..., x1) (guclt idempotentlik ile)
elde edilir.
Uyari 2.67.

idempotentlik altinda giiclii parcalanabifiti tanimi her birr; elemani ilex® € 17
p-sirali elemani yer dsstirilerek verilebilir. Orngin, (2.11) ifadesinin @ti

xM, x@, x3 g 1P p-lileri ile su sekilde yazilabilir:

F(x®,x®, x®)
= F(p. F(xW,x®),p. F(x@),p. F(x®), x®)) (guclu parcalanabilirlik ile)
= F(F(x®W,x®), F(x®), F (x®, x3))) (2.64 Lemaile)

elde ederiz.

2.2.3.0todag!labilirlik

Bu bolimde self-dalmalilik da denilen otodalabilirlik 6zelligi incelenecektir.
Otodasilabilirlik 6zelligi orjinalde iki bilesenli fonksiyonlar igin tanimlanir fakat bu tanim

kolayca n bilgenli fonksiyonlara gegietilebilir.
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Tanim 2.68.
F:1? > I fonksiyonu otodailabilirdir : & Herx € I3 igin

F(xy, F(x2,%3)) = F(F (1, x2), F (x4, %3)) (2.14)

F(F(xq,x3),%3) = F(F(xpxs); F(x,, xs)) (2.15)
dir.

2.2.4.Bisimetri

Bu bdliumde mediyalite de denilen bisimetri 6Zglincelenecektir.

Tanim 2.69.

F:1? - I fonksiyonu bisimetriktit & Herx € 1* igin

F(F(xll x2), F (x3, x4)) = F(F(xp x3), F (x, x4))
sglanir.

Bu tanimin bir sonucu olarakF:1% - 1 idempotent ve bisimetrik ise
otodailabilirdir.

Gergekten,  herx € I* icin F(F(xy,x,), F(x3,%4)) = F(F(xy,%3), F (%2, %))
oldugu biliniyor. O haldex’ = (x;, x,, x5, x3) € I* icin

F(F(xll X2), F(x3,x3)) = F(F(xp X3), F(xz,x3))

= F(F(x1,x2),%3) = F(F(x1’x3); F(xy, x3))

elde edilir. Bu ise(2.15) ’i verir.

x" = (xq1,%x2,%1,%x3) € [*icin

F(F(xll X1), F(xz'x3)) = F(F(xp X2), F(xpxs))

= F(xy, F(x2,%3)) = F(F (1, x2), F (x4, %3))
elde ederiz. Bu d62.14) 'l verir. (2.14) ve (2.15) 'ten otodalabilirdir.

n bilesen icin bisimetri 6zelfii asagidakisekli alir:

Tanim 2.70.

Bir F: 1" — 1 fonksiyonu bisimetriktir & Tim

xll Xy xln
: : € [nxn
Xp1 - Xnn

kare matrisleri igin,
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F(F(xll, iy X1n )y ooy F (X1, ...,xnn))
= F(F(xll, ey xnl), ey F(xln, ey xnn)) (2.16)

esitli gi saglanir.

Bisimetri, her kare matrisin tum elemanlarininidgiirme sartinin 6ncelikle satirlar
Uzerinde, sonra sdtunlar Uzerinde veya taekilde gerceklgebilecgini ifade eder.
Bununla birlikte sadece kare matrisler icinglsadgindan bu 6zellik birlgirme
fonksiyonlari acgisindan iyi bir yoruma sahigrgibi goérinmez ve teorik olarak kullgsiz
kalir. Bundan dolayi bu 6zellik gesetilmis fonksiyonlar igin gagidaki gibi tanimlanir:

Tanim 2.71.

Bir F: U,enyI™ = 1 fonksiyonuna gugcli bisimetriktir dentr< Her x € 1 igin

F(x) = x ve hemn,p € N ve tim

xll e xln
< : : )E [pxn
Xp1 - Xpn
matrisler igin
F (F(xll, ...,xln), ...,F(xpl, ...,xpn)) =F (F(xll, ...,xpl), ...,F(xln, ...,xpn))
esitli gi sgslanir.
Ornek 2.72.

Guclu bisimetrik fonksiyonlara érnek olard®?, GM, Min, Mak, I1 ve X verilebilir.
Bisimetrik fakat guclu bisimetrik olmayana Ornela@k

_(Min(x) ,ntek
A(x)_{Mak(x) , N Cift

fonksiyonu verilebilir.

Acik olarakF: U,enI™ — I geniletilmis giiclii bisimetrik fonksiyonu igife ™ n-li
fonksiyon bisimetriktir. Ustelik gagidaki 6nerme verilebilir:

Onerme 2.73.

F: UpenI™ = 1 glgli parcalanabilir ve idempotent olsun. Bu dulamgucli
bisimetriktir. Ozel olaral#® bisimetriktir.

Ispat.

Daha iyi anlailmasi icin dncelikleF ) nin bisimetrik oldgu gosterilsin.

F(F(xll x2), F(x3, x4))

= F(x1,%2,Xx3,X4) (2.65 Lemmadile)
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= F(F (x1,%3), F(x5,x4), F (x4, %3), F (%2, X)) (giiclu parcalanabilirlik ile)
= F(F(x1,x3), F(x3,x,)) (giicli idempotentlik ile)

F ’in guclu bisimetrik oldgunu gostermek amaciyla ayni ifadeler kullanilabilir

F (F(xll, ey X1m)s oo F(xpl, ...,xpn))

= F(X11) eoos X153 o3 Xp1s ooes Xp) (2.65 Lemma ile)
_F (p. (F(xats o Xpa)s s F i, ...,xpn))) (giiclii parcalanabilirlik ile)
=F (F(xll, s Xp1)y s F(X1m, ...,xpn)) (gicli idempotenilik)

2.3.1leri Ozellikler

Bu bolumden-li fonksiyonlarin ve genietilmis birlestirme fonksiyonlarinin énceki

bolumlerde sunulmayan bazi 6zellikleri tanitilacakt

2.3.1.Birim ve Sifirlayan Elemanlar

tanimh = iglemi ele alinsin. Hex € X igin x * e = e x x = x sglaniyorsa,e € X'e, *
isleminin birim elemani denir. Acgik¢a herikili i sleminin en fazla bir tane birim elemani
vardir. Tanimdan da asléacasl tizere bir ikili slemde birim elemanin etkisi onun ihmal
edilmesiseklindedir. Bu fikir gagidaki genel tanimin alt yapisini sturur.

Tanim 2.74.

F: UpenI™ » R geniletilmis fonksiyon olsun. Bire €1 'ya F 'in genisletilmis
birim elemani denir& Heri € [n] vex; = e olan herx € I" igin

F(xq, o, Xi—1,€, X1y oer Xn) = F (X1, e, XiZ1, Xig1) vorr X))
saglanir.

Yani birim eleman gig degerlerinden cikarildgyinda birlgtirilmi s desere etki etmez.
Coklu karar almada, bazi kriterler icin ggatilmis birim eleman atamak, gir kalan
kriterlerin belirleyici oldgu anlamina gelir.

n-li fonksiyonlar icin alternatif yakkam su tanimla verilir:
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Tanim 2.75.

Bir e €I elemaninafF:I" - R fonksiyonunun bir birim elemani denik= Her
i € [n] ve herx € T igin F(x e) = x salanir.

Acik olarak e€l, F®M(x)=x olan bir geniletimis F: UynI" =R
fonksiyonunun birim elemani ise bu takdirde e, i@ N icin F™ nin birim elemanidir.
Ornek olarake = 0 elemant,y; geniletilmis toplami icin birim elemandir.

Onerme 2.76.

A: 1" - 1 fonksiyonu,e € T birimli bir birlestirme fonksiyonu olsuna := inf1 € 1
ve b := supl € I olarak tanimlansinA konjanktiftir & e = b ’dir. Dual olarak, A
disjanktiftir & e = a dir.

Ispat.

Konjanktif olmasi durumu g6z onune alinsin.g&i durumda ispat dual olarak
yapilir.

" = " A konjanktif veb := supl € I olsun. O halde

b=A(,..,eb,e,..,e)= A(b{i}e)

< Min(b{l-}e) = Min(e, ...,e,b,e, ...,e) = e (konjanktiflik ile)
<b (supremum dzelle)
olup buradare = b elde edilir.

"< " b:=supl €l olmak lUzeree = b olsun.x € I" keyfi alinsin.x; = Min(x)
olsun. Sirasiyla birlgirme fonksiyonunun azalmayagiive e = b icin birim eleman
ozelligi kullanilirsa:

A(Xq, ooy Xiy oy X)) < A(D, ..., b, x;, b, ..., b) = x; = Min(x)
olup, A konjanktiftir.

Tanim 2.77.

a €l 'ya F:1" - R fonksiyonunun sifirlayan elemani deni= a € {xy, ..., x,}
olan herx € I" igin F(x) = a s&glanir.

Onerme 2.78.

A:T" > T bir birlestirme fonksiyonu olsunA konjanktif ve a :==infl1 €1 ise a
sifirlayan elemandir. Dual olarakdisjanktif veb := supl € I ise b sifirlayan elemandir.

Ispat.

Ik kismin ispati yapilsinikinci kismin ispati da dual olarak yapibr= infl € 1

ikena € {xy, ..., x,} olacaksekildex € I" alalim.A konjanktif old@gundan
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a<A(x) <Min(x) =a
olur. Bu ise ispati tamamlar.

Bu Onermenin tersi dou desildir. Ornegin [0,1]" de GM igin 0 bir sifirlayan
elemandir fakaGM konjanktif degildir. Sifirin bir sifirlayan eleman olgu aciktir. Fakat
GM konjanktif deildir. Cinkix =(1,0.01,0.1,0.1,...,0.1) icin

GM(x) = \/(1).(0.01).(0.1).(0.1) ... (0.1) = 1/(0.1)"* = 0.1

Min(x) = Min{1,0.01,0.1,0.1,...,0.1 } = 0.01
olup 0.1 % 0.01 olmadgindanGM konjanktif desildir.




3. iRDELEME

Giris degerlerinin tek bir ciky deseri olusturacak sekilde birlatiriimesi yalnizca
matematik ve fizikte del, ayni zamanda muhendislikte, ekonomide, sosyaldger
bilimlerde de oldukgca 6nemlidir. Bu 6nemi sebebiye alanda bircok cainalar
yapiimstir. Temelde n-li girdileri tek bir c¢iks dezerine dongtiren birletirme
fonksiyonlari ilk olarak birim aralik Uzerinde tamanmstir. Fakat uygulamada
karsilasilan girdi degerleri ¢cggu zaman birim aralik icerisinde yer almamaktadiylBce
birim araliklar tizerinde tanimli biggrme fonksiyonlarinin farkh tanim kiimeleri Gzedtim
tanimlanmasi problemi ele alinmaya gahistir. Birlestirme fonksiyonlar birim aralik
Uzerinde incelenirken daha sonraki yillarda keyelraraliklar Uzerinde incelenmeye
baslanmstir. Bu anlamda bircok camalar yapilmy, belirli asamalar kaydedilnsiir.
Ardindan sinirli kismen sirali kiimeler ve bengzekilde kafesler Uzerinde bigigrme
fonksiyonlari tanimlanmgtir. Sinirh kismen sirali kimeler (kafesler) Um€ele yapilan
calismalar Dbirlgtirme fonksiyonlari igin yeni bir alan qjturur. Birlestirme
fonksiyonlarinin farkli tanim kimeleri Uzerinde tatanmasi probleminin yani sira
uygulamada ve teoride kullaniimak Uzere 6zel tifgeksiyonlarin tanimlanmasi ve
incelenmesi de oldukca 6nem arz etmektedir. Bu gogdpiimg bircok monografi
mevcuttur. Bu cajmada ise Oncelikle birim aralik Gzerinde ardindael raraliklar
Uzerinde birlgtirme fonksiyonlari tanitilngtir. Literatlrde siklikla karlasilan ve 6nem arz
eden birlgtirme fonksiyonu 6rnekleri verilrgj birlestirme fonksiyonlarina ait 6zellikler

incelenmg ve teoremler ispatlariyla birlikte sunulmaya géinistir.



4. SONUCLAR

Bu calsmada, reel araliklar Uzerinde tanimli hitliene fonksiyonlari ile cagldi.
Birlestirme fonksiyonlari ile ilgili temel tanim ve teorder verildi. Ayrica bu
calismada:

1. Birlestirme fonksiyonlarinin literattirde en ¢ok rastla@a@nekleri incelendi.

2.Bir n-li fonksiyon icin kesin artanlk, duyarlihk ve heikir artanlk

kavramlari incelendi.

3.n-li fonksiyonlar icin sureklilik, duzgin surekliljik mutlak sureklilik,
varyasyon, Lipshitz kavramlari ve bu kavramlariglilbirlestirme fonksiyonlarina
ornekler verildi.

4. Simetrik fonksiyon tanimi ve bir fonksiyonun siniktolmasi icin gerek ve
yetersartlar verildi.

5.idempotent  fonksiyon, resim-idempotent fonksiyorn-lif, gicli
idempotentlik, idempotentérilebilir fonksiyonlar ve bunlarla ilgili bazi Grmeler
incelendi.

6.n-li fonksiyonlar icin konjanktiflik, disjanktiflik, internallik kavramlari
verildi ve 6rnekleri incelendi.

7. k-konjanktif, k-disjanktif fonksiyonlar tanitilip bu kavramlara &irlestirme
fonksiyonu 6rnekleri ve bazi teoremler verildi.

8. Asosyaltiflik, parcalanabilirlik, gucli parcalanabik, otodagilabilirlik,

bisimetriklik gibi bazi grup tabanl 6zellikler iatendi.



5. ONERILER

Bu calsmada birlgtirme fonksiyonlarinin[0,1] Uzerindeki tanimi ifade edildikten
sonra keyfil aralgl Gizerinde birlgtirme fonksiyonunun genel tanimi verigtir. Ardindan
bu fonksiyonlarin elemanter matematiksel 6zelliklgrup tabanh 6zellikleri ve bazi ileri
Ozellikleri ifade edilmg, orneklerle aciklanng) temel teoremler ifade edilmive acik
ispatlarina yer verilngtir.

Mesiar ve Komornikova tarafindan yapiimplan “Aggregation functions on
bounded partially ordered sets and their classifinaisimli calismada sinirli kismen siral
kimeler (kafesler) (zerinde bigteme fonksiyonlarinin  bazi mimkin olan
siniflandinimalari tanitilip, incelengiolmasina rgmen bu yonde literatirde yeterli
calisma bulunmamaktadir.

Bu tezde reel araliklar Gzerinde tanimlanan kir@e fonksiyonlari icin verilen
monotonluk, idempotentlik, asosyatiflik, parcalatidik, gucli parcalanabilirlik, birim
eleman, sifirlayan eleman, konjanktiflik, disjafiti internallik gibi o6zelliklerin ve
teoremlerin sinirli kismen sirali kiimeler tGzerital®mlanan birlgtirme fonksiyonlari icin

incelemesi yapilabilir.
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