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Yiiksek Lisans Tezi

OZET

DEGISKEN DIFUZYON KATSAYILI KONVEKSIYON-DIFUZYON
DENKLEMLERININ SONLU ELEMANLAR YONTEMI iLE COZUMU

Canan CIFTCI

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Sel¢uk Han AYDIN
2012, 72 Sayfa, 6 Ek Sayfa

Pek c¢ok fiziksel ve miihendislik probleminin matematiksel modellemesi
konveksiyon-difiizyon  denklemi ile tamimlanir. Bundan dolayr literatiirde
konveksiyon-difiizyon denklemi ile ilgili analitik ve sayisal olmak iizere pek ¢ok calisma
bulunmaktadir. Sonlu elemanlar yontemi, pek ¢ok probleme uygulanabilirliginden dolay1
calismalarda tercih edilen yoOntemlerin basinda yer almaktadir. Fakat literatiirdeki
caligsmalarin ¢ogu, konveksiyon-difiizyon denkleminde difiizyon katsayisinin sabit oldugu
durumu incelemektedir. Bu ¢alismada ilk olarak konveksiyon-difiizyon denkleminin sabit
difiizyon katsayili halinin bir ve iki boyutlu uzaylardaki sonlu elemanlar yontemi ile
formiilasyonlar1 verilmektedir. Daha sonra, elde edilen formiilasyonlar degisken diflizyon
katsay1li denklemler i¢in genellestirilmistir. Son olarak, elde edilen formiilasyonlar bir ve iki

boyutlu uzaylarda 6rnek problemler iizerinde test edilip sonuglarin yorumlari yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu elemanlar yontemi, Konveksiyon-difiizyon denklemi, degisken
difiizyon katsayisi

Vil



Master Thesis

SUMMARY

THE FINITE ELEMENT METHOD SOLUTION OF VARIABLE DIFFUSION
COEFFICIENT CONVECTION-DIFFUSION EQUATIONS

Canan CIFTCI

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Selguk Han AYDIN
2012, 72 Pages, 6 Pages Appendix

Mathematical modeling of many physical and engineering problems is defined with
convection-diffusion equation. Therefore, there are many analytic and numeric studies about
convection-diffusion equation in literature. The finite element method is the most preferred
numerical method in these studies since it can be applied to many problems easily. But, most
of the studies in literature are about constant coefficient case of the convection-diffusion
equation. In the first part of this study, the finite element formulations of the constant
coefficient case of the convection-diffusion equation are given in both one and two
dimensional cases. Then, obtained formulations are generalized for variable diffusion
coefficient equations. Finally, obtained formulations are tested on some problems in one and

two dimensions and results are discussed.

Key Words: Finite element method, convection-diffusion equation, variable diffusion
coefficient
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Bu tezdeki calismalarda, konveksiyon-difiizyon yapisindaki denklemlerin sonlu
elemanlar yontemi ile ¢oziimii incelenecektir. Oncelikle konveksiyon-difiizyon
denkleminde, diflizyon katsayisinin sabit olarak alindigi durumu incelenecek ve sonlu
elemanlar yontemi ile formiilasyonu elde edilip, denklemin ¢6ziimii gerceklestirilecektir.
Ikinci asamada ise, difiizyon katsayisinin degisken oldugu durumlar incelenecektir. Elde
edilen formiilasyonlar 6rnek problemler iizerinde test edilip sonuglar yorumlanacaktir.

Oncelikle konveksiyon-difiizyon olaymnm tanimini ve fiziksel olarak anlamimi

inceleyelim.

1.2. Konveksiyon-Difiizyon Olay1

Diflizyon (yayilma) olayi, bir maddenin konsantrasyonun yiiksek oldugu yerden
diisiik oldugu yere dogru hareketi olarak adlandirilir. Ornegin, kapali kapta, kokusu olan
buharlasma 6zelligine sahip bir sivinin (6rn. kolonyagi) veya gazin (6rn. parfiim), kabin
kapag1 agilinca kokunun biitlin odaya yayilmasi veya bir damla miirekkebin bir bardak suya
atilinca biitiin bardag1 boyamasi gibi.

Gaz molekiilleri, aralarindaki ¢ekim kuvvetlerinden kurtulmus olup aralarindan
gecerek difiize olurlar. Suda ise molekiiller birbirleri {izerinde serbestce kayip
yuvarlanabilirler. Fakat aralarindaki ¢ekim kuvvetleri onlar1 birbirlerine yakin tutar ve
difiizyonlari orta hizli sayilir. Katilarda molekiiller kat1 bir yapi i¢inde biiyiik 6l¢iide titresim
hareketi yaparlar ve molekiillerin ferdi difiizyonlar1 oldukga yavastir. Molekiillerin hareket
veya kinetik enerjileri mutlak sicaklikla dogru orantilidir. Sicaklik yiikseldikce hareket artar.
Dolayisiyla sicaklik arttikca difiizyon hizi da artar.

Konveksiyon (tasinim), kati yiizey ile akiskan arasinda gergeklesen 1s1 transferinin bir
cesididir. Akiskan icindeki akimlar vasitasi ile 1s1 transfer edilir. Konveksiyon olayi, akiskan
icindeki veya akigkanla sinir yiizey arasindaki sicaklik farklarindan ve bu farkin yogunluk

tizerinde olusturdugu etkiden dogabilmektedir.



Konveksiyon-diflizyon denklemleri, hareket veya siire¢ aktarimlarinda, bir bélgeden
gelen akimlarin sirkiilasyonu ile bir gaz ya da sivi1 transferinde, akis mekaniginde, 1s1 veya

atmosferdeki diger atmosferik 6zelliklerin transferinde kullanilir.

1.3. Sonlu Elemanlar Yontemi

Bu boliimde, miihendislik problemleri basta olmak iizere pek ¢cok matematiksel ve
fiziksel problemin ¢dzlimiinde kullanilan Sonlu Elemanlar Y 6ntemini (SEY) incelenecektir.

Sonlu elemanlar yontemi, diferensiyel denklemlerle ifade edilen problemleri ¢6zmek
icin kullanilan etkin bir sayisal yontemdir. Sonlu farklar yonteminden daha giiglii ve genel
bir yontemdir. Sonlu elemanlar yontemi, karmasik veya biiyiik bolgelerde tanimli olan
problemlerin, daha basit alt bolgelere ayristirilarak, her bir alt bolge lizerinde daha esnek
kosullar altinda elde edilen ¢dziimlerin birlesiminden, tam ¢6ziime yaklagik bir ¢éziimiin
bulundugu sayisal yontemdir.

Yontemin ii¢ temel niteligi vardir: [1]

1) ik olarak, geometrik olarak karmasik olan ¢dziim bolgesi sonlu elemanlar olarak
adlandirilan geometrik olarak basit alt bolgelere ayrilir. Elemanlar arasindaki
baglanti, diigiim noktalar1 ad1 verilen noktalarla saglanir.

2) Ikinci olarak, her elemandaki ¢6ziim, cebirsel polinomlarm lineer
kombinasyonundan olusan elemanlar arasinda da siirekli fonksiyonlar olarak
tanimlanir.

3) Son olarak, bilinmeyen fonksiyonlar, her eleman {izerinde tanimlanan denklemlerin
belirli noktalardaki ¢6ziimleri ile elde edilir.

Kullanilan yaklasim fonksiyonlari, genellikle polinomlardan segilir. Segilen
polinomlarin derecesi ise ¢oziilecek problemin tanim denkleminin derecesine ve ¢dziim
yapilacak elemandaki ayriklastirma nokta sayisina baglidir. Sonlu elemanlar yonteminde,
eleman bazinda bilinmeyenler, denklemin ¢6ziimiiniin ayriklastirma noktalarindaki

degerleridir. [2]

1.3.1. Tarihsel Gelisim

Sonlu elemanlar yontemi her ne kadar yeni bir yontem gibi goriiniiyor olsa dahi,

kullanim yayginlhigi, gelisimi ve basaris1 bilgisayarlarin hizli gelisimi ile artmistir. Sonlu



elemanlar yonteminin ilk uygulamasi iki bin yil 6nce geometri alaninda olmustur. Eski
geometriciler sonlu elemanlari, 7 nin yaklasik degerini bulmak, dairenin alanini ve ¢evresini
hesaplamak icin kullanmiglardir. Daire Orneginde, daireyi diizenli poligonlara ayirip
basitlestirilmis problemi ¢ézmek, sonlu elemanlar yonteminin 6nemli karakteristigini
gostermektedir. [3]

Sonlu elemanlar yonteminin modern kullanimi yap1 analizi alaninda olmustur ve ilk
calismalar Alexander Hrennikoff (1941) ve Mc Henry (1943) tarafindan gelistirilen yar1
analitik analiz metotlaridir. Hrennikoff ve Mc Henry gerilme ¢oziimleri i¢in bir boyutlu
dogru elemanlarmi kullanmiglardir. Richard Courant gerilme ¢oziimlerini varyasyonel bir
formda kurmay1 6nermistir. Daha sonra, Courant yaklagik niimerik ¢oziimler elde etmek i¢in
tiim bolgeyi olusturan alt licgensel bolgeler lizerinde parcali sekil fonksiyonlarini tanitmistir.
Levy 1947 yilinda esnek (diger adi ile kuvvet) yontemini gelistirmis olmasina ragmen, elde
etmis oldugu denklemler elle ¢oziilebilecek denklemler oldugundan ¢ok fazla tercih
edilmemistir. Ancak, bilgisayar yazilimlarinin gelismesi ile Levy’nin Onerdigi yontem
kullanilmaya baglanmistir. Argyis ve Kelsey (1954) enerji prensibini kullanarak “matrix
structural analysis” (matrislerin yapisal analizi) yontemini gelistirmistir. Bu gelisme, enerji
prensibinin sonlu elemanlar yonteminde 6nemli bir rol oynamasini saglamistir. Turner ve
dig. (1956) iki boyutlu elemanlar {izerinde c¢alismalar yapmislardir. Kafes eleman, kiris
eleman, iki boyutlu tiggen ve dikdortgen elemanlar i¢in eleman matrisini (rijitlik matrisini)
olusturmusglardir. "Sonlu Elemanlar" terimi ilk defa Ray W.Clough (1960) tarafindan tiggen
ve dikdortgen elemanlarin diizlemsel gerilme analizinde uygulanmaya baglandiginda
kullanilmistir. Metodun ii¢ boyutlu problemlere uygulanmasi, iki boyutlu teoriden sonra
kolayca gerceklenmistir (Argyis (1964)).

Diizgiin biikkiimlii dikdortgensel plaka elemaninin eleman matrisi Melosh (1961)
tarafindan gelistirilmistir. Ik gercek kabuk elemanlar eksenel ve simetrik elemanlar olup ii¢
boyutlu yap1 analizinde kullanilmiglardir (Grafton ve Strome (1963)). Bunlar silindirik ve
diger kabuk elemanlar1 izlemistir (Gallagher (1962)). Arastirmacilar 19601 yillarin
baslarinda dogrusal olmayan (non-lineer) problemlerle ilgilenmeye baglamislardir. Turner
ve dig. (1960) geometrik olarak dogrusal olmayan problemler i¢in bir ¢oziim teknigi
gelistirmiglerdir. Sonlu elemanlar yontemiyle kararlilik analizi ise ilk olarak Martin (1965)
tarafindan incelenmistir. Daha sonralar1 statik problemlerin yanisira dinamik problemler de
sonlu elemanlar yontemiyle incelenmeye baslandi (Olgierd Zienkiewicz ve dig. (1966) ve

Koening ve Davids (1969)). 1943 yilinda Richard Courant bolgesel stirekli dogrusal



yaklagim kullanarak bir burulma problemi i¢in ¢6zliim {iretmistir.

Yapr1 alani disindaki problemlerin sonlu elemanlar yontemiyle ¢oziimii 1960'1 yillarda
baslamistir. Ornegin; Olgierd Zienkiewicz ve Cheung (1965) sonlu elemanlar yontemi ile
Poisson denklemini ¢6zmiistiir. Doctors (1970) ise sonlu elemanlar yontemini potansiyel
akisa uygulamistir. Sonlu elemanlar yoOnteminde sik¢a kullanilan “varyasyonel
formiilasyon” terimi ilk kez Melosh (1963) tarafindan kullanilmis ve “agirlikli rezidi
yontemi” nin sonlu elemanlar yonteminde uygulanmasi ise Szabo ve Lee (1969) tarafindan
gerceklestirilmistir. Bunlara ek olarak, sonlu elemanlar yontemi zaman igerisinde
gelistirilerek 1s1 transferi, yeralti sularinin akigi, manyetik alan ve diger bir ¢ok alandaki
problemlerin ¢oziimlerine de uygulanmustir. [4]

Genel amagh sonlu elemanlar paket programlari 1970'li yillardan itibaren ortaya
¢ikmaya baslamistir. Gliniimiizde Ansys, Abaqus, Adina, COMSOL Multiphysics, Nastran,
SAP 2000 gibi ticari, FreeFEM, Calculix, Elmer, GetFEM++, OOFEM gibi ac¢ik kaynak
kodlu pek ¢ok sonlu elemanlar analizi yapan paket program mevcuttur. Ayrica giliniimiizde,
sonlu elemanlar metodu ve uygulamalariyla ilgili binlerce makale ve pek c¢ok kitap
yaymlanmustir. Ilerleyen bilgisayar teknoloji dogrultusunda sonlu elemanlar ydntemi de

gelistirilerek daha verimli ve hizli ¢6ziim yontemleri gerceklestirilmektedir.

1.3.2. Sonlu Elemanlar Yonteminin Avantajlar [5]

* Sonlu elemanlar yontemi, geometrisi karmasik sekillerin incelenmesinde kolayliklar
saglar. Coziim bolgesi alt bolgelere ayristirilabilir, bolgenin yapisina gore degisik
sonlu elemanlar kullanilabilir. Istege bagl olarak bazi bolgelerde daha hassas
hesaplamalar gergeklestirilebilir. Bu yonleriyle SEY, diger sayisal yontemlere gore
daha esnek ve kullanighdir.

* SEY, mihendislik yaklasimi ile incelendiginde degisik ve karmasik malzeme
ozellikleri olan sistemlere kolaylikla uygulanabilmektedir. Noktadan noktaya
degisen, dogrusal olmayan, zamana bagli, sicakliga bagh gibi degisik malzeme
ozellikleri dikkate alinabilir.

* SEY 'de stirekli, siireksiz veya degisken etkiler incelenebilir.

*  Smir sartlari, sistemin temel denklemleri kurulduktan sonra ve oldukga basit bir
islemle denklemlere dahil edilebilir. Bu SEY’in en 6nemli 6zelliklerinden biridir.

Sinir sartlari, formiilasyonu ve c¢oziimde kullanilan degisken fonksiyonlarini



degistirmez.

* SEY matematiksel olarak genellestirilebilir, boylece ¢ok sayida problemi ¢ézmek
icin giliclii ve ¢ok yonlii bir arag olarak kullanilabilir.

* SEY'in hem miihendislik ve fiziksel anlami, hem de matematiksel temelleri vardir.

* Miihendislik olarak incelendiginde, sebep sonug iliskisine ait problemler, genel
direngenlik matrisi ile birbirine baglanan genellestirilmis kuvvetler ve yer
degistirmeler cinsinden formiile edilebilir. Sonlu elemanlar yonteminin bu 6zelligi

problemlerin anlasilmasini ve ¢oziilmesini hem miimkiin kilar hem de basitlestirir.

1.3.3. Sonlu Elemanlar Yonteminin Dezavantajlari [6,7]

* Biitiin sayisal yontemlerde oldugu gibi problemin ¢6ziimii bdlgenin
ayriklagtirllmasinda kullanilan noktalarda sayisal deger olarak elde edilir (Siirekli
fonksiyon olarak ¢6ziim bu degerler kullanilarak yaklasik olarak elde edilebilir).

* Biitlin sayisal analiz yontemleri gibi sonlu elemanlar yontemi de pratik
uygulamalarda bilgisayar kullanim1 gerektirmektedir.

» Sonsuz boyutlu dis bolge problemlerine uygulanmasinda sinirlamalar getirir.

* (CoOziim asamasinda kullanilacak fiziksel ve matematiksel yaklasik ve sayisal
degerler (parametre degerleri, ayriklagtirma ve fonksiyon yaklasik degerleri gibi),
¢Oziim asamasinda kullanilan sayisal yontemler ve bilgisayar yazilimlarindan
kaynakli yuvarlama hatalari, elde edilen sonuglarda hatalara neden olacaktir.

* Daha fazla sayida eleman kullanilarak daha yakinsak sonuglar elde edilebilir. Fakat
bu durum, formiilasyon sonunda olusacak sistemin biiylimesi, ¢0zlimiiniin
verimliligi ve hesaplama masraflar1 gibi dezavantajlar yaratacaktir.

* Sonlu elemanlar yonteminde kullanilan programlarin bir kismu ticari yazilimlardir.
Bundan dolayr kullanilabilecek programlarin lisanslanmasi ve gelismeler

dogrultusunda giincellenmesi gerekmektedir.

1.3.4. Sonlu Elemanlar Yonteminin Diger Yontemlerle Karsilastirilmasi

Sonlu elemanlar yontemi gibi diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinde en ¢ok kullanilan

yontemler arasinda Sonlu Farklar Yontemi (Finite Difference Method - FDM) ve Smir



Elemanlar1 Yontemi (Boundary Element Method — BEM) de yer almaktadir. Sonlu
elemanlar yontemi bu iki yontem ile karsilastirilacak olunur ise;

Sonlu farklar yoOntemi, genellikle kartezyen koordinatlarda bdlgenin diizgiin
dikdortgenlere ayriklastirmasi ile elde edilen noktalar iizerinde, tiirev degerlerinin Taylor
seri agilimu ile fark denklemleri ile ifade edilmesine dayanir. Uygulamasi son derece basit
olmasma ragmen, Ozellikle diizgiin olmayan bdlgelerin ayriklastirilmasi, bolgenin ve
problemin fiziksel sartlarinin tanimlanmasi acisindan sonlu elemanlar yontemi kadar etkin
degildir [8]. Genellikle bolgeyi ayriklastirmada kullanilan nokta sayisi sonlu elemanlar
yontemine gore fazla oldugundan dolayi, elde edilen ana sistemin boyutu sonlu elemanlar
yonteminde elde edilen sistemin boyutundan daha biiytiktiir.

Sinir elemanlar1 yontemi de sonlu elemanlar yontemine benzer bir sayisal yontem
olmasina ragmen bdlge integrallerini sinir integrallerine doniistlirerek integralleri bir alt
boyuta indirgemektedir. Buna ek olarak sadece bolge sinirini ayriklastirdigi i¢in olusan
sistem boyutu sonlu elemanlar yontemine gore daha kiigiiktiir. Ayrica dis bolge
problemlerinin ¢dziimiiniin uygulamasina imkan tanimasi avantaji vardir. Fakat, yontemin
uygulanabilmesi i¢in gerekli olan operatoriin temel ¢oziimiiniin (fundamental solution)
bulunmasi zor oldugundan dolay1 tiim diferensiyel denklem tiirlerine uygulanmasi miimkiin
degildir. Ayrica homojen olmayan, simetrik olmayan veya dogrusal olmayan denklemlerde
olusacak ¢o6ziim denklemleri tim bdlgeye yayilacagindan dolayir ana sistemin boyutu

artmaktadir.

(a)

Sekil 1. (a) Sonlu farklar (b) Sonlu elemanlar yonteminde ayriklastirma [8]



1.3.5. Sonlu Elemanlar Yonteminin Uygulama Alanlar [7]

» Elastik cisimlerin mekanigine ait problemler
* Robotlar (dinamik problemleri)

* Is1iletimi problemleri

* Niikleer miihendislik problemleri

* Toprak mekanigine ait problemler

* Biomekanige ait problemler

» Elektrik mithendisligine ait problemler

* Akiskanlar mekanigine ait problemler

1.4. Literatiir Taramasi

Daha once belirtildigi gibi, pek cok fizik ve miihendislik problemin matematiksel
modellemesinde konveksiyon-difiizyon denklemi ile karsilasildigindan dolayi, literatiirde
konveksiyon-difiizyon denkleminin ¢6ziimiine yonelik analitik, yar1 analitik ve sayisal
olmak {izere ¢ok sayida ¢aligma bulunmaktadir. Bu boliimde, sayisal ¢oziimlere yonelik bazi
calismalar hakkinda kisa bilgiler verilecektir.

Sonlu elemanlar yonteminin yaninda, basta sonlu farklar yontemi olmak iizere, sinir
elemanlar1 yontemi, agsiz yontemler, diferensiyel kuadratiir yontemi, sonlu hacimler
yontemi, bdlge ayristirma yontemi gibi pek ¢ok sayisal yontemle konveksiyon-difiizyon
denkleminin sayisal ¢oziimi ile ilgili calismalar gerceklestirilmistir. Sonlu elemanlar
yontemi ile elde edilen ¢aligmalarda da sonlu elemanlar yonteminin degisik versiyonlari
kullanilmistir. Sonlu elemanlar yonteminin en ¢ok kullanilan versiyonlari, adapte edilmis
sonlu elemanlar yontemi (Adaptive FEM), genellestirilmis sonlu elemanlar y&ntemi
(GFEM), hp-sonlu elemanlar yontemi (hp-FEM), gelistirilmig sonlu elemanlar yontemi
(XFEM), diizgiin sonlu elemanlar yontemi (SFEM), stabilize edilmis sonlu elemanlar
yontemleri (Stabilized FEM), iki/li¢ asamali sonlu elemanlar yontemleri (Two Level/Three

Level FEM) olarak sayilabilir.



Analitik ve Diger Sayisal Yontemlerle Yapilan Caligmalar:

Marco Thullio de Vilhena, An analytical solution of the steady state
convective-diffusion equation with space dependent diffusion coefficient (Journal of
Membrane Science, 71, 1-2 (1992) 51-56) isimli ¢alismasinda konveksiyon-difiizyon
denkleminin zaman bagimsiz kararli halinin konum degisken difiizyon katsayili halinin
analitik ¢Ozlimiinii incelemistir.

A. Rapa, L. Elliottb, D.B. Inghamb, D. Lesnicb ve X. Wen, DRBEM for Cauchy
convection-diffusion problems with variable coefficients (Engineering Analysis with
Boundary Elements, 28 (2004) 1321-1333) isimli ¢alismalarinda ikili sinir elemanlari
yontemi (Dual Reciprocity Boundary Element Method (DRBEM)) ile Tikhonov
regiilirizasyon yontemi (Tikhonov regularisation method) veya yuvarlanmis tekil deger
ayrigtirmasi yontemi (Truncated Singular Value Decomposition (TSVD) method) birlesimi
ile degisken katsayili konveksiyon-difiizyon denklemini ¢ozmiislerdir.

Ming-Chih Lai ve Yu-Hou Tseng, A fast iterative solver for the variable coefficient
diffusion equation on a disk (Journal of Computational Physics ,208 (2005) 196-205) isimli
caligmalarinda kutupsal koordinatlarda tanimlanan degisken katsay1l1
konveksiyon-difiizyon denklemini sonlu farklar yaklasimi kullanarak preconditioned
conjugate gradient (PCG) yontemi ile ¢ozlimiinii elde etmislerdir.

Yeliz Koca, Pozisyona baglh difiizyon katsayisi iceren karsit akimli sistemlerde
difiizyon isleminin modellenmesi (Yiiksek Lisans Tezi, Gebze Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Miihendislik ve Fen Bilimleri Enstitiisti, Kimya Miihendisligi Anabilim Dali, Gebze, 2008)
yiiksek lisans tezinde, diflizyon katsayisinin pozisyonun bir fonksiyonu oldugu durumlarin
modellemelerini yapmis ve Rayleigh-Ritz yontemi ile sayisal ¢oziimlerini elde etmistir.

Dmitri Lastochkin ve Moshe Favelukis, Bubble growth in a variable diffusion
coefficient liquid( Chemical Engineering Journal, 69 ( 1998) 21-25) isimli ¢calismalarinda

difiizyon katsayisinin iistel olarak konsantrasyona bagli oldugu durumu incelemislerdir.

Sonlu Elemanlar Yontemi ile Yapilan Calismalar:

Ramon Codina, Comparison of some finite element methods for solving the
diffusion-convection-reaction equation, (Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 156 (1998)

185-210) isimli ¢aligmasinda, konveksiyon-difiizyon denkleminin degisik sonlu elemanlar



yontemi formiilasyonlar ile ¢oziimlerini, formiilasyonlarin avantaj ve dezavantajlarini
incelemistir.

Onder Tiirk, The Finite Element Method Solution of Reaction-diffusion-advection
Equations in Air Pollution, (Yiiksek Lisans Tezi, Orta Dogu Teknik Universitesi, Ankara,
2008) isimli yiiksek lisans tezinde hava kirliligi modelleme problemlerinde ortaya ¢ikan
reaksiyon difilizyon adveksiyon denklemlerinin stabilize sonlu elemanlar yontemi ile
¢Oziimiinii incelemistir.

Janivita Joto Sudirham, Space-time Discontinuous Galerkin Methods For
Convection-diffusion Problems Application to Wet-chemical Etching, (Doctor’s Thesis,
University of Twente, 2005, Indonesia) isimli doktora tezinde zaman bagimh
konveksiyon-difiizyon denklemlerinin siireksiz Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile
¢Oziimii ve uygulamasini incelemistir.

Feng-Nan Hwang, A new submesh strategy in the two-level finite element method for
the advective-diffusive equation, (Master Thesis, University of Colorado Denver , 1999,
Denver) isimli yiiksek lisans tezinde konveksiyon-difiizyon denklemleri icin iki agamali
sonlu elemanlar yontemi ve alt ag lizerinde uygun sonlu elemanlar ag1 belirlenmesi {izerine
calisma gerceklestirmistir.

J.M. Melenk ve C.Schwab, An hp finite element method for convection-diffusion
problems, (IMA Journal of Numerical Analysis, 19, 3 (1999) 425-453) isimli ¢aligmalarinda
konveksiyon-difiizyon denkleminin hp-sonlu elemanlar yontemi ile ¢6ziimiini
incelemislerdir.

R. Bruce Kellogg ve Christos Xenophontos, An Enriched Subspace Finite Element
Method for Convection-diffusion Problems, (International Journal of Numerical Analysis
and Modeling, 7, 3 (2010) 477-490) isimli ¢aligmalarinda sinir tabaka davraniginin oldugu
bir boyutlu konveksiyon-difiizyon denklemini, normal sonlu eleman yonteminde kullanilan
sekil fonksiyonlarmin smir tabakainin oldugu bolgelerde, sinir tabaka davranisi ile ayni
yapida ek fonksiyonlar ile gelistirilmesi ile elde edilen yeni formiilasyon ile ¢6ziimiinii elde
etmislerdir.

J.M.L.Maubach, A parallel finite element method for convection-diffusion problems
(Proceedings of the ECMI-2004 conference, 2004, Eindhoven) isimli konferans
calismasinda paralel sonlu elemanlar yonteminin konveksiyon-difiizyon denklemine

uygulamasini ger¢eklestirmistir.
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Stabilize Sonlu Elemanlar Yontemi ile Yapilan Caligmalar:

Ramon Codina I Rovira, A Finite Element Model For Incompressible Flow Problems
(Doctoral Thesis, Universitat Politecnica De Catalunya, 1992, Barcelona) isimli doktora
tezinde, basta konveksiyon-difiizyon denklemleri olmak {izere akis problemleri igin
stabilizasyon yontemlerini, kararlilik ve hata analizlerini incelemistir.

R.D. Lazarov ve P.S. Vassilevski, Least-Squares Streamline Diffusion Finite Element
Approximations to Singularly Perturbed Convection-Diffusion Problems, (Conference on
Singularly Perturbed Convection-Diffusion Problems Lozenetz, Bulgaria, 1998) isimli
caligmalarinda en kiigiik kareler yontemi ile sonlu elemanlar yonteminin singiiler pertiirbe
konveksiyon-difiizyon problemlerinin ¢dziimlerini incelemislerdir.

Gerard R. Richter, An Explicit Finite Element Method for Convection-dominated
Steady State Convection-diffusion Equations ( Siam J. Numer. Anal., 28, 3 (1991) 744-759)
isimli ¢alismasinda konveksiyon baskin konveksiyon-difiizyon denklemlerinin yiiksek
dereceli gelistirilmis sonlu elemanlar yontemi ile ¢éziimii ve analizini yapmustir.

AL Neslitiirk, A stabilizing subgrid for convection-diffusion problem, (Math. Models
Methods Appl. Sci., 16 (2006) 211-232 ) ve On the choice of stabilizing sub-grid for
convection-diffusion problem on rectangular grids, (Computers and Mathematics with
Applications, 59 (2010) 3687-3699) isimli ¢aligmalarinda c¢ok kiigiik difiizyon katsayili
konveksiyon-difiizyon denklemlerinin stabilize ¢dzlimlerini tek noktali alt grid kullanarak
elde etmistir.

Eugenio Onate ve Marco Manzan Stabilization techniques for finite element analysis
of convection-diffusion problems (Convection Heat Transfer.". WIT Press, 2000,10-25.)
isimli ¢aligmalarinda konveksiyon-difiizyon denkleminin ¢dzlimiinde kullanilan genel
stabilizasyon formiilasyonlarinin 6zetini ¢ikartmiglardir.

Torsten Linf3 ve Niall Maddeny, A finite element analysis of a coupled system of
singularly perturbed reaction-diffusion equations (Applied Mathematics and Computation,
148,3 (2004) 869-880) ve Christos Xenophontos ve Lisa Oberbroeckling A numerical study
on the finite element solution of singularly perturbed systems of reaction-diffusion problems
(Applied Mathematics and Computation,187 (2007) 1351-1367) ¢alismalarinda singiiler
pertiirbeli  konveksiyon-difiizyon denklem sistemlerinin sonlu elemanlar yontemi ile

¢Oziimlerini incelemislerdir.
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1.5. Tezin Plam

Tez asagidaki taslak cercevesinde hazirlanmistir. Boliim 2°de konveksiyon-difiizyon
denkleminin matematiksel formiilasyonu verilmistir. Bu dogrultuda ilk olarak, sonlu
elemanlar yoOnteminin ilk asamasi olan problemin alt elemanlara (bolgelere)
ayriklastirilmasi i¢in gerekli olan eleman tiirleri bir boyutlu ve iki boyutlu uzaylarda ayr
ayr1 olarak Boliim 2.2°de ve elemanlar tizerinde tanimlanan sekil fonksiyonlar1 ve 6zellikleri
Boliim 2.3 de verilmistir. Problemin gii¢lii, zayif ve varyasyonel halleri Boliim 2.5 ve Bolim
2.6 da ayr1 ayri1 olarak verilmistir. Boliim 3’de ise sirasi ile bir ve iki boyutlu uzaylarda sabit
ve degisken diflizyon katsayili ornek problemler iizerinde, Bolim 2’de elde edilen

formiilasyonlar test edilmis ve elde edilen sonuglarin yorumlar: verilmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Sonlu Elemanlar Yonteminin Diferensiyel Denklemlere Uygulanmasi

Bu béliimde sonlu elemanlar yonteminin diferensiyel denklemlere nasil uygulanacagi

incelenecektir. Asagida ¢6zlim i¢in izlenecek asamalar ayrintili olarak verilmektedir.

2.1.1. Giris

Coziim yonteminde izlenilecek adimlar sunlardir: [9]
* Bolgenin sonlu elemanlara boliinmesi.
« Zayif veya agirlikli integral formiilasyonunun elde edilmesi.
» Sekil fonksiyonlarinin se¢imi.
» Zayif form iizerinden sonlu elemanlar yonteminin gelistirilmesi.
* Alt eleman matrisinde elde edilen denklemlerin ana matrise yerlestirilmesi.
*  Smir sartlarinin uygulanmasi.

* Elde edilen cebirsel denklem sisteminin ¢6ziimii.

2.1.2. Ayriklastirma

Sonlu eleman probleminin ¢dziimiinde ilk ve en 6nemli adimlardan biri, eleman
tiiriinlin belirlenmesi ve ¢oziim bolgesinin belirlenen eleman tiirline gore alt bolgelere
(elemanlara) ayrilmasidir. Problemin tanim bdlgesinin ayriklastirilmasi, problemin
¢Ooziimiinde gerekli olacak bellek miktarini, islem siiresini ve yaklasik ¢ozlimiin
yakinsakligini etkilemektedir. Problemin ¢6ziim bolgesinin geometrik yapisina en uygun
olan eleman tiirii kullanilmalidir. Eleman tiiriine ek olarak, elemanlarin boyutlar1 ve sayilar
da, tanimlanan problemi en iyi diizeyde temsil edecek ve hesaplamalari da en aza
indirgeyecek sekilde secgilmelidir. Ornegin, fonksiyon belli bolgelerde ani degisim
gosteriyor ise, bu yerlerde elemanlar daha yogun olarak secilmelidir. Sayisal ¢6ziim, secilen
elemanlarin ¢6ziim bolgesini temsil etme oraninda elde edilecek sonuglar gercek ¢oziime

yaklagmig olacaktir. Uygun elemanlar segmek kadar bu elemanlar ve onlarin ayriklagtirma
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noktalarinin (diiglim noktalarinin) yerleri ve numaralandirma sirasi da elde edilecek sayisal
sonuglarin yakinsakligini etkileyen faktorler arasindadir. [10]

Bir bolgenin sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziimii i¢in ayriklastirilmasi, bolgenin daha
kiictik alt bolgelere ayrilmasidir. Boylece, alt bolgelere ayriklastirilan problemin, her bir alt
bolge iizerinde yapilan sade yaklasimlar ile elde edilen ¢oziimlerin birlesimi ile orijinal

problemin ¢oziimiine yaklagik bir ¢6ziim elde edilmektedir.

17 18 19 20

log
—— = Eleman
11 15
) 10
oy
D

8 = Driigiim Noktas:
1 2 3 4 5

s

Sekil 2. Ayriklastirma noktalarinin numaralandirma sirast

2.2. Elemanlar

Sonlu elemanlar yonteminde problemi tanimlayan bolge, eleman olarak adlandirilan
basit geometrik alt bolgelere parcalanir (ayriklastirma islemi). Bu elemanlar belli
noktalardan birbirine baglanir. Bu noktalara diigiim noktalar1 (nod) denir. Diigiim noktalar1
haricinde, eleman kenarlarinda veya eleman icerisinde de noktalar segilebilir. Secilen bu

noktalara ve diigiim noktalarinin tamamina genel olarak ayriklastirma noktalari denir.

= Avnldastirma Nolctalan

Sekil 3. Bir sonlu elemanlar modelinde ayriklagtirma noktalar1 ve elemanlar
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2.2.1. 1-D Elemanlar

Bir boyutlu uzayda (1D) elemanlar dogru parcalari ile gosterilir. Oncelikle, siireklilik
kosulunun saglanmasi i¢in elemanin ug¢ noktalari (diigiim noktalar1) ayriklastirma noktalari
olarak se¢ilmelidir. Eleman iizerindeki nokta sayisi ikiden daha fazla se¢ildiginde, diger
ayriklastirma noktalar1 eleman igerisinde yer alir.

Nokta sayisinin iki oldugu durumdaki elemanlara dogrusal (lineer) eleman denir.
Eleman {iizerindeki nokta sayist li¢ oldugu durumda, noktalarin ikisi elemanin ug
noktalarinda, {iglinciisii ise genellikle elemanin orta noktasinda alinir. Bu tiir elemanlara
ikinci dereceden (kuadratik (quadratic)) eleman denir. Eleman {izerinde dort adet nokta
alinir ise bu tiir elemanlara ti¢lincii dereceden (kiibik (cubic)) eleman denir.

Baz1 6zel ¢oziim yoOntemlerinde, bolgenin elemanlara ayriklagtirma isleminde
elemanlarin boyutu, sayis1 ve ayriklastirma noktalarinin yerleri problemin yapisina gore

belirlenmektedir. [11,12,13]

£ Ig A€y Ig Iq L Lag Iy €Ly

— — @
Dogrusal (Lineer) fkinci Dereceden (Kuadratik) Ukiincii Dereceden (Kibik)
Eleman Eleman Eleman

Sekil 4. Bir boyutlu elemanlar

2.2.2. 2-D Elemanlar

Iki boyutlu uzayda genellikle iiggen ve dortgen tiirii elemanlar kullanilmaktadir. Bu
grubun temel eleman, {i¢ diigiimlii iiggen elemandir. Uggen eleman iizerinde alt1, dokuz ve
daha fazla ayriklastirma noktalar1 da secilebilir. Ayriklastirma nokta sayisi, secilecek sekil
fonksiyonunun derecesine gore belirlenir. Diizglin olmayan bdlgeler, daha diizgiin bir
sekilde alt bolgelere ayristirilabildiginden dolayi, bu tiir bolgelerin ¢éziimiinde genellikle
ticgen elemanlar kullanilir. Bundan dolay1 liggen eleman, daha ¢ok tercih edilen kullanislt
bir eleman tipidir. Ayriklagtirma noktalar1 sadece liggenin kdse noktalarinda alindiginda bu
tiir elemana dogrusal (lineer) iiggen eleman denir. Dortgen eleman ise problemin
geometrisine uygun oldugu durumlarda kullanish olan bir elemandir. Dortgen eleman dort

veya daha fazla noktali olabilir. Dortgen eleman, problem bdolgesi diizgiin bir yapida ise
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cogu zaman Ozel hal olan dikdortgen eleman seklinde kullanilir. [1]

A . *12

Lmmeer uggen eleman  Kuadratik diggen eleman Uggen eleman Kibik ticgen eleman

/AN

{ki nggenden ohismus Diért uggenden ohismms

Diirtgen eleman dirtgen eleman dirtgen eletman
P »
* * »
.
» »
L * -

Bilmeer dikdartgen
eleman Bikuadratik dikdsrtgen eleman  Kihik dikdortgen eleman

Sekil 5. Iki boyutlu elemanlar [14]

2.3. Sekil Fonksiyonlari

Sonlu elemanlar yonteminde bilinmeyen fonksiyon, bdlgenin elemanlara
ayriklastirilmasi ile elde edilen eleman {izerinde secilen ayriklastirma noktalar iizerinde

tanimlanan sekil fonksiyonlarmin ( N;) dogrusal kombinasyonu olarak,
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n

U(x)~Uf(x) =) NS (x) @.1)

i=1
formunda tanimlanir. Bir ve iki boyutlu uzaylarda sekil fonksiyonlarinin 6zellikleri ve

degerleri agagida verilmektedir.

2.3.1. 1-D Sekil Fonksiyonlar:

Eleman iizerinde tammlanacak N sekil fonksiyonlari ile eleman lizerindeki X;

noktalar1 arasinda

wi)=a,=ly 2] e2)
ozelligi saglanmalidir. Sekil fonksiyon sayisi eleman {izerindeki ayriklastirma nokta
sayisina esittir.

Eleman tizerindeki nokta sayisi iki oldugu durumda (dogrusal eleman) N/ sekil
fonksiyonlar1 a ve b sabit sayilar olmak iizere

NF(x)=a +bx, i,j=12 (2.3)
dogrusal formda yazilabilir. Sekil fonksiyonlarinin yukarida belirtilen 6zelliginden dolay1

NP (x)=a +bx =1

N (x,)=a +bx, =0

olacagindan

aq =

: (2.4)
X — X, X — X,

olarak elde edilir. Denklem (2.4) deki &, ve b, degerleri Denklem (2.3) de yerine yazilir

ise,

NA@Z;:& (2.5)

1

elde edilir. Benzer sekilde,
N;(Xl): a, +b,x, =0
N; (x,)=a, +b,x, =1

i¢in
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X—X
X, =X

N, (x)= (2.6)

olarak bulunur.

En ¢ok kullanilan sayisal integral yontemi olan Gauss-Legendre (Gauss-Kuadratiir)

yontemi [—11] araliginda tamimlanmaktadir. Herhangi bir [X,X,] arahfnda
Gauss-Legendre integral yontemini uygulayabilmek i¢in, [X1 , Xz] aralig1 dogrusal doniistim
yardimu ile [—1,1} araligina doniistiiriiliir. Herhangi bir [Xl,Xz] araliginda tanimlanan sekil

fonksiyonlarini [— 1 l} aralig1 tizerinde tanimlamak igin, @ ve b sabit sayilar olmak tizere
X =a+b§, 1=1,2 (2.7)
formundaki dogrusal doniisiimiinden
x, =a+b(-1)
x, =a+b(1)
degerleri ile

X, +X X, —X
a=2 2 p=T2" N

2.8
5 5 (2.8)
olarak elde edilir. Denklem (2.8) de bulunan a ve b degerleri Denklem (2.7) de yazildiginda,

:X1+X2
2

X

X, = X%
+B ¢ 2.9)

elde edilir.

N, (x) ve N,(x) sekil fonksiyonlar: [~1,1] standart eleman iizerinde

E-1 1-¢
N1(§)=1_<_1)= ? (2.10)
O

halini alir.
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L0
A gl [ Py
N (E) 0.8 N, LE_}
L]
~k
gl T S
0.2
e e . P M. ¥
-1.0 —0.5 0.5 1.0

Sekil 6. Dogrusal eleman sekil fonksiyb-nlarl

Bir boyutlu uzayda benzer sekilde yiiksek dereceli elemanlar (kuadratik, kiibik) i¢in
sekil fonksiyonlar1 tanimlanabilir.

Kuadratik elemanda, N/ sekil fonksiyonlar1 &, b ve ¢, i=12,3 sabit sayilar
olmak iizere

NS (X)) =a +bX +6x], i,j=12.3 (2.11)
formunda yazilabilir. Sekil fonksiyonlarinin 6zelliklerinden elde edilecek

N, (x)=a +bx +cx =1

N, (x,)=a +bx, +¢x; =0

N, (x,)=a +bX, +cx; =0

denklem sisteminin ¢éziimiinden

X, X X, +X 1
a = = , b =— = , C = (2.12)
1 (XI_XZ)(XI_XS) 1 (XI_X2>(XI_X3> l (XI_XZ)(XI_XS)
bulunur. Bulunan bu degerler Denklem (2.11) de yerine yazildiginda
X% — (%, 4+ X ) X+ X°
N, (x)=22—22 23 (2.13)
1( ) (XI_X2>(X1_X3>
elde edilir. Benzer islemlerle
XX — (X + % )X+ X°
N, (X)=—2—1 2 (2.14)
2( ) (XI—X2)<X3—X2)
ve
_ 2
N3(x):X‘X2 (X + %, )X+ X 2.15)

(Xl _X3)(X2_X3)
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bulunur.

X5, [XI,X3] araliginda orta nokta olmak {izere [XI,X3] araliginda bulunan sekil
fonksiyonlarinin [—1,1} elemant lizerindeki karsiligi;

a, b ve C sabit sayilar olmak iizere

x, =a+b§ +c&’, i=1,2,3 (2.16)

kuadratik denklemi tanimlansin.

Ty . Ly & =-1 &=10 Sa=
» L L L L ®

Sekil 7. Kuadratik eleman koordinat doniisiimii
x, =a+b(—1)+c(-1)
X, =a+b(0)+c(0)
% =a+b(1)+cf1)

denklemlerinden

a=x, b= , C= =5 (2.17)

elde edilir. Bulunan sabit degerler Denklem (2.16) da yerlerine yazildiginda

- X, + X, —2X
x:x3+xzlef+ 1+22 ¢

elde edilir.

Béylece [X;,X;| araliginda bulunan N, (x), N, (x) ve N,(x) sekil fonksiyonlari

[—1,1] araliginda, ¢ bagimsiz degiskenine gore

N1(§)=—£(£2_1>

N, (§)=1-¢ (2.18)
E(E+1)

N3 (f): >

halini alir.
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Sekil 8. Kuadratik eleman sekil fonksiyonlar1

Benzer islemler yapildiginda kiibik eleman sekil fonksiyonlari [Xl , X4] araliginda

Sekil 9. Kiibik eleman koordinat doniistimii

N (X)__X2X3X4 +<X3X4+X2<X3+X4))X—(X2—{—XS—|—x4)x2_|_x3
1 (XI—X2)<X1—X3>(X1—X4)
N (X>__X1X3X4+<X3X4+X1(X3+X4))X—(X1+x3-|—x4)x2_|_x3
2 (xz—xl)<X2—X3>(X2—X4)
(2.19)
N (X)__X1X2X4 +<X2X4+X1(XZ+X4))X—(XI—|—X2—|—X4)x2—|-x3
3 (x3—X1)(X3—X2)(X3—X4)
XXXy (XX 4% (X X)) X— (X, + X, + %)X + X
N, (x)=

(X4 _X1><X4 _Xz)(x4_x3>

ve [—1,1] araliginda, ¢ bagimsiz degiskenine gore ise
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27, 1
N, (¢) :E@ —1)[5—5]
(2.20)

olarak bulunur.
- - :--'\-\. ok . -‘ '-~
1||.;r L'c':l L 1|'.1' 'F'I / -
a7 = P L E ! . far (e
WAL ezl a4 %, [ NulE)
0.8 F Y /
\ ..". N : ."-,'
f o 3 %
i . W
\ E 4 A
B4
) 0.2 - \
' - — __ ‘-_i-_,- [ L -\_,-F_-.- — . ~ 1
-1 05 / el § 1o
o2l

Sekil 10. Kiibik eleman sekil fonksiyonlari

2.3.2. Ucgen Eleman Sekil Fonksiyonlari

Uggen elemanlarla modelleme isine ¢dziim bolgesinin iiggenlere ayrilmasi ile
baslanir. Saglanmasi gerekli olan en temel sart, hi¢ bosluk kalmayacak sekilde
ticgenlemenin yapilmasi ve tiggenlerin birbirinin {izerine ¢ikmamasidir. Bir diger sart ise,
liggenlerin birbirine kdselerinden bagli olmalaridir. Yani, bir iiggenin kosesi digerinin
kenarinda olmamalidir. Bu sartlara ek olarak iyi bir sonug elde etmek icin de gerekli sartlar
vardir. En iyi sonug i¢in, ticgenler eskenar liggene yakin olmalidirlar. Bunun nedeni, i¢ agist
cok kiiciik elemanlar kullanilirsa hatanin artmasidir. Bir i¢ agiy1 kiigiiltmek yerine daha
kiiciik elemanlar kullanmak, tek bir tiggen yerine birka¢ licgen kullanmak daha dogru
sonuglar saglayacaktir [15]. Her bir iiggeni tammlayabilmek i¢in kdseleri kullanilir. Uggenin
koselerinin bulundugu noktalar diigiim noktalarin1 olusturmaktadir. Bdylece bir iiggen

eleman {i¢ diiglim noktas1 ve li¢ kenardan meydana gelmektedir.
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Uggenin kdse noktalar1 yazilirken takip edilen sira hep ayni1 déniis yoniinde olmalidur.
Ya tiim elemanlar i¢in saat yoniinde ya da tiim elemanlar i¢in saat yOniiniin tersi yonde
olmalidir. Bir {iggen yazilirken siralama iig tiirlii olabilir. Onemli olan nokta, once hangi
koseden baglanirsa baglansin, tiim tiggenler i¢in kabul edilen doniis yoniindeki sirayla diger
ikisinin yazilmasidir. Bu sekilde problemin tanim bdolgesi tiggenlere ayristirilir. Her bir
iicgen iizerinde de noktalar segilerek sekil fonksiyonlari belirlenir. [15]

Uggenin sadece kdse noktalar1 kullamlir ise dogrusal sekil fonksiyonlar: asagidaki gibi

elde edilir. [16]

(3,13)

.

{z1,) (22, Ya)

Sekil 11. Kose noktalari verilen genel bir tiggen

Dogrusal sekil fonksiyonlart
N, (x,y)=a, +bx+cy
N, (x,y)=a, +b,x+c,y (2.21)
N, (X, y)=a, +bx+c,y
seklinde tanimlansin.
Birinci ayriklastirma noktasinda N, baz fonksiyonunun degeri 1 olup diger
noktalarda sifira dogru lineer olarak azalir. 2. ve 3. ayriklagtirma noktalarinda 1 degerini

alan N, ve N, sekil fonksiyonlar: sirasiyla 1 - 3 ve 1 - 2 noktalarinda sifir degerini alir.
Bunun sonucu olarak, herbir ayriklastirma noktasinda N, +N, +N, =1 dir.

Uggenin kdse noktalari, (2.21) sekil fonksiyonlarinda yerine yazilirsa
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N1 (XP y1>:1: q +b1X1 +CY,
N1 (Xzayz>: 0= q +b1X2 +CY,
N1<X33y3>: 0= q +b1X3 +CY;

[ N2<X1ay1):0:a2 +b2X1 +GY,
Nz(xzay2>:1:a2 +b2X2 +C,Y, (2.22)
N2<X39y3):0: a, —|—b2X3 +GY,s

N, (x,y,)=0=a,+bx +c.y,
N, (X,,Y,)=0=a, +bX, +c,y,
N3 <X3>y3):1: a, —I—b3X3 +CY;

lineer denklem sistemleri elde edilir. Bu sistemler matris formda sirasiyla,

Lx vy ||a 1
L X, y,||b|=[0
1%y la] [0
1 X y1__a2_ 0]

1 x, v, (/b |=]|1
I x Ys || G, 0

Loxoy |l
1 X5 Y 5 | =
_1 X Y3 1G] 1]

bi¢iminde ifade edilebilir.

Lox oy
P =1 x, vy,| olmak iizere licgen alan bilgilerinden detP, in iiggenin alaninin iki kati
Lox oy,

oldugu goriiliir. Bu durumda {iggenin alani,

Lx vy
1 1
A%:E|detPl|:EI XY :X1(y2_y3>+xz(y3_y1>+xg(y1_y2)
L X Y,

olacaktir.
(2.22) deki denklem sistemlerinin Cramer kurali ile ¢6ziimii yapilarak bilinmeyen

a, b ve c,i=12,3 katsayilar1 asagidaki gibi bulunur.
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a_X2y3_X3y2
1 — 2&
Yy
<bl: 221%3
X=X
1 2’%
XY, — XYy
a, = 312Ae13
Y;—Y
bz_—;)%‘
X — X
2 ZAa
XY, — XY
a, = 1 22'%2 1
_yl_Y2
3 2'%
X, — X
032—22'%1

Bulunan bu degerler, Denklem (2.21) de yerlerine yazilir ise

XY — XY, +(y2—y3)x+(x3—x2)y

N1<X’y>: 2&
N, (x,y) = 255 +<y32—pbyl)X+(X1 —%)y (2.23)
XV, =X Y, Y, — Y, ) X+(X, —X )Y
N3(X,y>: 172 271 ( 12&2> < 2 l)
elde edilir.

Bolgenin ticgenlestirilmesinden elde edilen herhangi boyuttaki bir tiggen, dogrusal

doniigiim ile standart birim tiggene doniistiiriliir.

(X,y) koordinat sistemi iizerinde tanimlanan herhangi bir iiggeni (&,77) koordinat

sisteminde standart birim {iggene dontistiirmek i¢in
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X=q +O‘2§+0‘37]
y=0+05,+06,m

dogrusal doniigiimii tanimlansin. [17]

(2.24)

A

f’“':’[]. ]. _I

Alxy, )

z A, (0,0 B,(1,0) £
Sekil 12. Genel bir liggenin standart birim tiggene dontigiimii

(X,y) koordinat sisteminde iiggenin kdse noktalart  (X,,Y,), (X,,¥,), (X;.,Y;) olarak

alinir ise, sekil fonksiyonlarinin 6zellikleri kullanilarak ¢, 3 dogrusal doniigiim

katsayilar1 agagidaki kosullardan belirlenir:

Tablo 1. Ucgen eleman koordinat doniisiimii

x-y koordinat sistemi | &-y koordinat sistemi
(%) (0,0)
(%) (1,0)
(%5 ¥5) (0,1)

Tablodaki 1. ve 2. ifadeler sirasiyla Denklem (2.24) de yerine yazilir ise,
X =q Yy, =6

(2.25)
X, =0+, Y,=0+05
olarak elde edilir. Buradan
a, =X, —X (2.26)
ﬁz =Y, Y
bulunur.

Tablodaki 3. deger Denklem (2.24) de yerine yazildiginda;
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X, =q, +a; ve Y, =0 + 0, olur. Yukaridaki sonuglar kullanilarak

a; =X —X
ﬁ3:y3_yl

bulunur. Bulunan o; ve 3 degerleri Denklem (2.24) de yerine yazildiginda,

X=X +<X2_Xl)§+<x3-xl)n
Y=Y +(¥2-¥)E+(ys-y)nm
elde edilir.

(§ ,77) koordinat sisteminin sekil fonksiyonlari

Nz(fﬂ?)=€
N3 (5”7)2

olarak bulunur.

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Uggenin kose noktalar: ile birlikte kdse noktalarmin orta noktalart da almabilir.

Boylece Tlicgen eleman alti ayriklastirma noktasindan olugmaktadir.

a”, , j=12,...,6 sabit sayilar olmak iizere
N (X, y) =y XY+ X Xy gy, 1 =12,...,6

biciminde alt1 tane kuadratik sekil fonksiyonu tanimlanabilir. [18]

2.3.3. Dortgen Eleman Sekil Fonksiyonlar:

Bu durumda,

Problemin tanim bolgesi dortgenlere ayristirilir ise, liggen elemana benzer sekilde

1 Xl yl lel
sekil fonksiyonlar1 P, = X % %Y icin
1 X3 y3 X3y3
LoX, oy, Xy,
detP, = %, (=% (Y, = Y5 )(Yi = Ya )+ % (% = ¥ ) (V2 = Ya) = X% (Yo = ¥ ) (Vi = Vi)
XX < )(y2 ) (yl—yz)(y3—y4)—x3x4(y1—y2)(y3—y4)

olmak tuzere
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1)
N; (%, y)=%[ Y5 (= Y) X0 (V= ) 563 (% = v )+ (%vi (v, = 1)
2

XY (Ve = Y5 ) 555 (% = V)X (604 (% = %)+ X% (v = Y )

X (V=YY (0 (Y= V) 0 (=) 4 (e = w))wy

genel formiiliinden

N, (X, Y> X3 X4 Y, (ys - y4)+X2X4Y3<y4 - y2)+X2X3y4<yz - y3)+(X3y3 (y4 - Y2)

:deth[
+x4y4(y2—y3)+x2y2(y3 —y4))x+(x3x4(y4 _y3)+X2X3(y3 _yz)
+X2X4(y2 —y4))y+(x4(y3 - y2)+x3(y2 —y4)+x2(y4 - y3>>XyJ

Nz(x,y):

det P [X4X1y3<y1 - y4)+X3X1y4<y3 - y1)+x3x4yl(y4 - y3)+(x4y4<Y3 - yl)
2

XY (Vs = Ys) XY (V= ) X+ (6% (Ve = Y1)+ %X (V5 — V)

3% (%= Y)Y+ 06 (%5 = Y )% (Ve = Yi) + % (% = ¥3)) 9]
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1
P [X1X2y4<y1 - y2)+x4x2y1 (yz —y4)-|—x4x1y2(y4 - y1)+(X1Y1 (yz - y4>

N3 (Xa y) = det
2

3, (Vs = V) X Ya (V= ¥2)) X4 (%0 (Y, = Y )+ %% (Y, = Va)
30 (Ve = o)) Y A+ (6 (% = Ya) % (% = ¥ 4% (Vs = ¥2)) 9]

N4<X9 y) [X2X3y1<y3 - y2)+x1x3y2 (yl - y3)-|—x1x2y3 (yz - y1)+(xzy2<y1 - y3)

" det P,

Y5 (Y2 = Vo)XY (Y5 = ¥ )) X+ (6% (Y, = Y3 )+ %%, (Y, — V)

30 (Vs = Y)Y (6 (% = ¥2) % (%, = Y3 )+ % (¥, = ) 0y

olarak hesaplanir.

(X, y) koordinat sistemi iizerinde tanimlanan sekil fonksiyonlarim (5,77) koordinat

sisteminde tanimlamak i¢in;

X=oy + o€ +agn+a,én (2.30)
Yy =0+ B+ 8+ B.En |

bi-lineer doniisiimleri kullanilir.

AV A7
D) 1 _ D (-1,1) C(1.1)

A

st

T Ay(—1,-1) Bi(1.-1)

Sekil 13. Genel bir dortgenin standart dortgene doniistimi
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Tablo 2. Dortgen eleman koordinat doniisiimii

x - y koordinat sistemi

& -n koordinat sistemi

(%)

(1)

X2’ yZ

L)

(% Y5)
(%5 ¥3) (1,1)
(X s) (=1L1)

X4> Y4

(X,y) koordinat sisteminde kose noktalart (X, Y,), (X,,¥,), (X, ¥;). (X,,Y,) olan

dortgen eleman (f , 77) koordinat sisteminde kose noktalari

(— 1,—1), (1,—1), (1,1), (—1,1) olan standart dortgen elemana doniistiiriildiiglinde, (5,77)

koordinat sisteminde sekil fonksiyonlari

N, (&)= (1-¢)(1-n)

4
Nz(gan):—<1+€£<1_n> .
Ns(&n)z—(HgL(Hn) |
N, ()= =S )
olarak bulunur.

2.4. Simir Kosullari

Diferensiyel denklemler i¢in ii¢ farkli sinir sart1 tanimlanabilir: [19]

Bilinmeyen fonksiyon u=u (x) , 2 problemin tanim bolgesi ve 902 bdlgenin sinir1 olmak

lizere;
a. Dirichlet (birinci tip) tiirli sinir kosulu: Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(1805-1859) in tanimladig: tiirde, sinirlarda bilinmeyen fonksiyonun degeri belirtilir.
u=g
b. Neumann (ikinci tip) tiirii sinir kosulu: Carl Neumann tarafindan ortaya atilan

siir kosulunda, sinirlarda fonksiyonun normal tiirev degeri belirtilir.
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ou_
on
c. Robin (liglincii tip) tiird sinir kosulu: Victor Gustave Robin (1855—-1897)

g

tarafindan  gelistirilmis olup, Dirichlet ve Neumann smir kosullarinin lineer
kombinasyonundan olusmaktadir (siir sart1 olarak fonksiyon ve normal tiirevinin lineer

kombinasyonunun degerleri belirtilir).

cu-+c @:g, c,c, €R.
1 Zan 1 2

2.5. Sabit Difiizyon Katsayih Konveksiyon-Difiizyon Problemi

Bu boéliimde ilk olarak konveksiyon-difiizyon denkleminin tanimini verdikten sonra
denklemin, giiclii hal, zayif hal ve varyasyonel hal olmak {izere ii¢ farkli durumu

incelenecektir.

2.5.1. Giicli Hal

Konveksiyon-difiizyon denklemi €2 bdlgesinde
L(U)=—V’U+a- VU= f (2.32)

esitligi ve

U=g,, I}
ou
on o b

sinir  kosullart ile tanimlanir. Denklemde UzU(x) bilinmeyen fonksiyonu, a

konveksiyon katsayis1 ve f ise dis fonksiyonunu gostermektedir. Denklemde U

fonksiyonu tek degiskenli reel bir fonksiyon olabilecegi gibi ¢ok degiskenli bir fonksiyon da
olabilir.

1-D problem i¢in
9°U(x)

— 2 ve avu=a(y méix)

VU=

2-D problem igin
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_ O*U(x,y) N 2*U(x,y)

VU
ox’ oy?

ve

a=(a(xy).a,(xy)) i¢in a-VU=a, (x,y)wjL a, (x,y)%;’y)
olarak yazilabilir.

Bilinmeyen U fonksiyonu, denklemi {2 bdlgesinin tamaminda ve sinir sartlarin
tim sinirlarda saglayacagindan dolayi, problemin bu haline problemin gii¢clii hali (strong

form) denir. Bu sartlar1 saglayan U fonksiyonunu bulmak yerine daha az kosulun

belirtilecegi daha sade bir ¢6zliim bulmaya calisilacaktir.

2.5.2. Zayif Hal

Konveksiyon-diflizyon probleminin zayif halini tanimlamak i¢in ilk olarak asagidaki

fonksiyon uzaylarini tanimlayalim. [20]

LZ(Q):{U:Q—>R:f9‘u(x)‘2dx<oo}
H'(Q)={uel’(Q):u'e*(Q)}
V=H,(Q)={ueH'(Q):u=0, 90}

oyle ki;
L (Q) : Q Dbolgesinde karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzayini,
H'(Q?) : L(Q) nin Sobolev alt uzaymi (fonksiyonun birinci tiirevlerinin karesinin

integrallenebildigi uzay),

H(l)(Q) : Q smirlarinda sifir degerini alan HI(Q) uzayinin alt uzayini géstermektedir.

Verilen diferensiyel denklemin giiglii halini saglayan u€V igin, ilk olarak,
problemin giiclii hali homojen formda yazilir, sonra bir agirlik (test) fonksiyonu w ile
carpilip problemin tanim bodlgesinde integrali alinir ve integralin degeri sifira esitlenir. Bu

yonteme agirlikli rezidii yontemi (weighted residual method) denir. [21,22]



32

1-D uzayda
L(U(x))=—U, (x)+aU, (x)= f(x), X, <x <Xy

U(x)=1, (2.33)
U(xy)=Uy

problemi tanimlanmis olsun. Denklem (2.33) e agirlikli rezidii yontemi uygulanirsa;

XN

f(-uxx +au, - fwdx=0 (2.34)
%

halini alir. Kismi integrasyon yontemi ile

XN

Q[(uxwX +auw — fw)dx—u, (X)w(x)

Xo

= () (2.35)

Xy

esitligi elde edilir.
Problemin bu haline problemin zayif hali (weak form) denir. Problemin sinir kosullari

Dirichlet tiiriinde verilir ise, agirlik fonksiyonu igin w €V (w(X,)=w(x,)=0) ek kosulu

ile sinir deger terimlerinin etkisi kaybolur. Bu durumda,
XN

f (uw, +auw— fw)dx=0 (2.36)
denklemi elde edilir.

2-D uzayda ise

L(U(x,y))==-VU(x,y)+a(xy)-VU(x,y)= f(xy), (xy)eQ
U(%Y)lxype rp = Yos T, (2.37)

U (x,y)
T |(x,y)e Ty =0

Ly
probleminin zayif hali i¢in, agirlikli rezidli yontemine gore (2.37) denklemi,
f(—Vzu +a-Vu— f )wdxdy =0 (2.38)
Q
olarak yazilir. Esitlikte —V°u w terimi i¢in Divergence teoremi

f (Vu)wdQ = — f Vu VuwdQ+ f w(n-Vu)ds (2.39)
Q Q r

(2.38) denklemine uygulanir ise
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f(Vu-Ver(a-Vu)w— fw)dxdy—gg(n-Vu)wds:O (2.40)
Q

T

elde edilir.
Burada, n= (n n ) I' siirinda birim normal vektordiir.

X2y

Sinir integralinde agirlik fonksiyonunun katsayzsi,

ou ou
—(n-Vu)=n M M 2.41
G =(n-Vu)=n,— oy (241)
dir. Bu takdirde, (2.40) denklemi
f(Vw-Vu +w(a-Vu)—wf )dxdy —fﬁquds:o (2.42)
Q T

denklemine indirgenir. Problemin bu haline (2.37) probleminin zayif hali denir. Problemin
zayif halinde, tiirev mertebesi bir derece diisliriilmiis olur. Tiirev mertebesinin bir derece
diisiiriilmesi ile, segilen sekil fonksiyonlari i¢in birinci mertebeden tiirevli olma sart1 yeterli
olacaktir. Ayrica, denklemin ayriklastirilmis halinde elde edilen esitligin sadece diigiim
noktalarinda (nodlarda) saglanmasi kosulu kullanilir. Sayisal ¢6ziimdeki bu esnekliklerden
dolay1 (2.42), denklemin zayif hali olarak adlandirilir. Bunun sonucu olarak denklemin

giiclii hali zay1f halini de saglamasina ragmen, zayif hali giiclii halini saglamaz.

B (,) bilineer form ve | () lineer form olmak iizere (2.42) denklemi
B(w,u)=1(w) (2.43)
esitligine denk olarak yazilabilir. Esitlikte

B(w,u):f;(vw-Vuw(a-Vu))dxdy (2.44)

Ve

I(w):fwf dxdy+9§ wa,ds (2.45)
Q T

integrallerine karsilik gelmektedir.
Dirichlet tiirii sinir kosulunun belirtildigi sinirlarda w =0 kosulu saglanacagindan

(2.42) esitliginde yer alan sinir integrali diiser. Boylece Dirichlet tiirii sinir kosullar1 igin
f(Vw-Vquw(a-Vu)—wf)dxdy:O (2.46)
0

integral esitligi elde edilir.
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2.5.3. Varyasyonel Hal

Bilinmeyen U fonksiyonu () bdlgesinde her bir € elemani {izerinde

formunda ayriklastirilmis olarak tanimlansin.
Esitlikte, u’ :u(xi) ve N/(x) fonksiyonlari
. I, i=] ise
Ni(x;)=¢,;= L
0, 1=] 1se
ozelligine sahip lineer sekil fonksiyonlaridir.
Yaklagik ¢oziimiin gergek ¢oziime yakinsamasi i¢in U; (x) yaklagimi {izerinde
asagidaki kosullar belirtilir: [21]

TN (x) eleman iizerinde ve elemanlarin baglant1 (diigiim) noktalarinda stirekli

olmalidir.

* Baz polinomlarinin tiim terimleri lineer bagimsiz olmalidir.

o Uf (x) yi temsil eden polinomlar tam olmalidir.

Sonlu elemanlar yaklasiminin problemin zayif halinde yerine yazilarak elde edilen
integral esitligi, 2 bolgesinin ayriklastirildigi herbir alt bolge (eleman) iizerinde
hesaplanir. Elde edilen bu integral denklemine problemin varyasyonel (ayriklastirilmis)

formu denir.

2.5.3.1. 1-D Varyasyonel Hal

Sonlu elemanlar yontemi i¢in, Denklem (2.35) de U yerine Denklem (2.1) deki

yaklagim yazilir ise

gjz 88'\' +aw Z a@—-fu]dx— wz

denklemi elde edilir. Problemin bu haline, problemin her eleman iizerinde ayriklastirilmis

%ipl

/

X

g (2.47)

hali denir.

e ecleman: iizerinde secilen nodlardaki bilinmeyen n tane u/,us,...,u fonksiyon
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degerlerine karsilik, n tane lineer bagimsiz cebirsel denklem elde etmek i¢in agirlikl
rezidii yontemlerinden biri olan Galerkin yontemi kullanilir. Galerkin yonteminde, agirlik
fonksiyonu w da N;,Nj,..,N; sekil fonksiyonlarmin lineer kombinasyonu tiiriinden
ifade edilir. w fonksiyonunun sekil fonksiyonlar: tiiriinden yaklagimi Denklem (2.47) de
yerine yazildiginda | -inci cebirsel denklem, 1< j<n igin

X:

i+1
- 8N‘?5>Ne aNe aNe x
] e ldx — ffNed -y N¢ e _
f[lzl:[ Ox 8x ‘ OX Z Ui X
P oNe ane oNg ). aN
] +aN¢® ffN dx—» NP —u’ '“_0 2.48
;f OX 8x ) Z | (2:48)

olarak elde edilir.

Xig1 aNe e e
Kﬁ-:f[ LN e NG

dx
OX  OXx box

X1

- f N Edx (2.49)

Q ZNeaN . X|+1
ij |

olmak tizere Denklem (2.48),
ZK F=F+Q j=L2..n (2.50)

denklemine denktir.

(2.50) denklem sistemi
K} =R Q) @51)
biciminde matris formunda yazilabilir. [Ke] nxn tipinde simetrik, pozitif tanimli eleman

matrisi, {Fe} ve {Qe} nx1 tipinde eleman vektorii olmak tizere herbir eleman igin

eleman matrisi ve vektorii hesaplanir. Elde edilen eleman matris ve vektdrlerden global

matris ve vektor elde edilir (assembly procedure). Bir baska ifadeyle

[KJ{up={F}+{Q} (2.52)
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denklem sistemi elde edilir.
Sistem ¢oziimii yapilmadan dncelikle sinir kosullar1 uygulanmalidir. Problemin sinir

kosullart Dirichlet tiiriinde verilir ise, agirlik fonksiyonu belirtilen sinirlarda sifir degerini

alacagindan Q 5 terimi sifir degerini alir. Bu durumda,

[K{u} = {F}

elde edilir.

(2.53)

n=5 alinirsa global matris ve global vektor agagidaki gibidir: [17]

K}, Kl 0 0 0 |lu, f!

Kzll K212 + K121 K122 0 0 u2 f21 + f12
0 K221 K222 + K13] Kl32 0 u3 1:22 + 1:]3
0 0 K3, Ko, + K K u, | | £+
0 0 0 K3 K2 [ f)

Sekil fonksiyonlari, dolayisiyla integral icerisindeki fonksiyonlar genellikle polinom

yapisinda oldugundan dolay1, integralin sayisal olarak hesaplanmasi igin, ilk olarak [Xi o X% +1]

araligi Boliim 2.3.1. de anlatildig: iizere [— 1,1} araligma doniistiiriiliir. Integral icerisindeki

fonksiyonlarin da dontistimleri yapilarak, polinom tiirii fonksiyonlar i¢in en uygun sayisal
integral hesaplama yontemi olan Gauss-Legendre sayisal integral alma yontemi kullanilir.

Bu yontem, [18,23]

1

Jrtmn= [eiac= fotcoe~nte)

a -1

(2.54)

bi¢imindedir. Burada, w, Gauss formiiliinin agirlik katsayilari, & Gauss sayisal integral

noktalarini, n ise integrasyon nokta sayisidir. Koordinat doniistimiiniin “Jacobian1” olarak
adlandirilan J terimi,

_dx

J=-2
d¢

(2.55)

olarak tanimlanir. Gauss integrasyon yonteminde N tane Gauss integrasyon noktasi
kullanilarak (2 n-1) dereceli polinomunlarin integralleri tam olarak hesaplanabilir.

Sekil fonksiyonlarinin X koordinatina gore tiirevleri zincir kuralina gore asagidaki gibi
hesaplanir:

dN; dN; dx dN,



veya

dN, . N,

K:(J) de
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(2.57)

Tablo 3. Gauss formiilii i¢in integral noktalar1 ve agirlik katsayilari

Mertebe (n)

Sayisal Integral Noktasi

(&)

Agirlik Katsayisi (o,)

0.

+0.57735 02691 89626

£0.77459 66692 41483
0.00000 00000 00000

+0.86113 63115 94053
+0.33998 10435 84856

£0.90617 98459 00000
+0.53846 93101 00000
0.0

+0.93246 95142 00000
+0.66120 93865 00000
+0.23861 91861 00000

1.00000 00000 00000

0.55555 55555 55556
0.88888 88888 88889

0.34785 48451 37454
0.65214 51548 62546

0.23692 68851 00000
0.47862 86705 00000
0.56888 88889 00000

0.17132 44924 00000
0.36076 15730 00000
0.46791 39346 00000

2.5.3.2. 2-D Varyasyonel Hal

Iki boyutlu uzayda sonlu elemanlar yaklasimi i¢in, bir boyutlu uzaydaki formiilasyona

benzer sekilde (2.42) denkleminde u yerine Denklem (2.1) deki yaklagim yazilir ise

Ow T

ON?
OX

(%J
3)/

—wf }dxdy

—Eﬁ wq,ds=0
Te

(2.58)
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integral esitligi elde edilir. Problemin bu haline, problemin her eleman iizerinde
ayriklastirilmis hali denir. 1-D’ye benzer sekilde, Galerkin yontemine gore agirlik

fonksiyonu da sekil fonksiyonlart tiiriinden ifade edilip
ON§ ONj - [aN.e aN.e]
Vw = ve VU = L —|uf (2.59)
Z 2.

OX 8y —/| Ox 0y
esitlikleri kullanilarak eleman iizerindeki nodlardaki bilinmeyen fonksiyon degerleri i¢in

cebirsel denklemler,

"L(ONE ONE  ON® ON® ¢ §
f SO[ONTON: | ONTONG e OO dxdy—f f Nedxdy
o || 0x ox  dy 8y O ay 2
—j); N{ q,ds=0,j=12,..,n
veya
n ON® ONe  ONE HNE ‘ ¥
S| TLONE g Ny ¥y g [ oy
— ol OX ox 9y dy OX dy o

—§ N{g,ds=0,j=12,..,n
T

e

(2.60)
esitliklerinden elde edilir.
Denklemlerde yer alan terimleri gruplandirmak icin,
ON® ONE  ON? ON°® e €
K'?:f ,aN,+ J8N,_i_ NeaN ia NeBN, dxdy
ox Ox 9y oy Ox oy
Fr= [ oy 261)
Qj = § N;q,ds
FE
tanimlamalar1 yapilir ise, (2.60) denklemi
ZKg Ut =F+Q° j=12,..n (2.62)
i=1

denklem sistemi formunda ifade edilebilir. (2.62) integral denklem sistemi kisaca

Kefurp={F}+{Q} (2.63)
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olarak da yazlabilir. Esitlikte, [Ke] nxn tipinde simetrik, pozitif tanimli eleman

matrisini, {Fe} ve {Qe} nx1 tipinde eleman vektoriinii temsil etmektedir.

Her bir eleman i¢in, eleman matrisi ve vektorii hesaplanir. Bulunan eleman matris ve
vektorleri kullanilarak elemanlar tizerindeki noktalarin birbirine olan etkileri

[K{u}={F}+{Q} (2.64)
seklinde problem ¢6ziim bolgesindeki tiim bilinmeyenlere karsilik gelen biiyiik (ana) sistem
tizerine yansitilir (global assembly procedure).

Biiyiik sistemin ¢6ziimii yapilmadan once Dirichlet tiirii sinir kosul degerleri de
sisteme aktarilir.

Eleman matrisi ve eleman vektoriiniin ¢oziimleri i¢in dncelikle sekil fonksiyonlarinin

X ve Yy koordinatlarina gore tiirevlerinin alinmasi ve integrallerinin bu koordinatlarda

: ... ON, N, ) .. ..
hesaplanmas1 gerekmektedir. Eleman matristeki N, ve N, terimlerinin hesabi igin,

OX ay

tiirev — zincir kurali kullanilarak sekil fonksiyonlariin £ ve 7 ya gore tiirevleri agagidaki
gibi elde edilir: [24]

oc  Ox B¢ oy  O¢
(2.65)
ON; (&, m) _ 3Na(£,n)ﬁ+3'\|i(£,n)ﬂ
on ox 0On gy On
veya matris seklinde
N [ox oy]fon] [oN.
0§ | |05 0|l ox ox
= =J 2.66
ON | |ox By ON | TN, (2:66)
on on 0Onl| oy oy

biciminde yazilabilir. Burada, Jacobian doniisiim matrisi olarak bilinen J matrisi sekil
fonksiyonlar1 cinsinden

ox oy

T o Z Z

J = = 2.67
ox oy (267)

ox 9y - aN
on  In E are

i =1 i =1

olarak kolayca hesaplanabilir.
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Denklem (2.66) dan sekil fonksiyonlarinin X ve Yy koordinatlarina gore tiirevlerini

elde etmek i¢in Jacobian matrisin tersi alinir ise,

N[N oy _ov|on,
Ox | L0 1| ap  0E| ¢
=1J =— 2.68
N~ on TR o ax o, -
ay an on 9 || an
bulunur. |J , Jacobian matrisin determinantidir. X, y koordinat sisteminde herhangi bir alan,

&,n koordinat sisteminde
dA = dxdy =|J|d&dn (2.69)

olarak ifade edilir. Boylece (2.68) ve (2.69) daki ifadeler integral sinirlar1 degistirilerek
denklem (2.61) de yerine yazildiginda eleman matrisi kolaylikla hesaplanabilir.
Eleman matrisi ve eleman vektoriiniin ¢éziimleri niimerik integrasyon yontemlerinden

Gauss-Kuadratiir yontemi kullanilarak hesaplanabilir [18,25]. Bu yontem dortgen eleman

ff%f(X’y)d"dy:jjf(X<€m),y(£,n))|J|dgdn

-1 -1

fog(é,n)dédn

-1 -1

%fiwig(épn)dn

7, =l

i¢in,

=anjwifg(£im)dn
~ zy:znxj g (fi,nj)wiwj (2.70)

i=1 =l

seklinde olup licgen eleman i¢in ise, birim iliggene doniistiiriilen liggen {lizerinde

fLef(X’y)dXdy :ffnf(5,n)d§dn~if(§i,ni)wi (2.71)

seklinde hesaplanir.

Burada, w;,w; Gauss formiiliiniin agirlik katsayilarim, & ve 7 ler Gauss sayisal integral
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noktalarini, n, ve n ise X ve y eksenleri boyutunda alinacak Gauss nokta sayilarini

gostermektedir. Mertebesi N olan bir Gauss integrasyon formiiliinde, iki boyutlu problem
icin, Nxn kadar nokta sayist bulunmakta ve (2n-1) dereceli polinomlarin integralinde

kesin sonu¢ vermektedir.

Tablo 4. Gauss formiilii i¢in integral noktalar1 ve agirlik katsayilar

Mertebe (n) | Polinom ¢ n, o,
Derecesi
1 1 1/3 1/3 1/2
3 2 1/6 1/6 1/6
2/3 1/6 1/6
1/6 2/3 1/6
4 3 1/3 1/3 -9/32
3/5 1/5 25/96
1/5 3/5 25/96
1/5 1/5 25/96

2.6. Degisken Difiizyon Katsayilh Konveksiyon-Difiizyon Problemi

Bu boliimde, sabit difiizyon katsayili konveksiyon-difiizyon denkleminin sonlu
elemanlar yontemi formiilasyonu, degisken difiizyon katsayili denklemler igin

gelistirilecektir.

2.6.1. Giiglii Hal
1-D problem i¢in ¥ =& (X) ,2-D problem i¢in ¥ =& (X, y) olmak iizere

L(U)=-«V?U+a-VU=1, Q
U=g,, r, (2.72)
ou

on % b
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problemi tanimlanmis olsun. Problemin bu hali problemin gii¢lii hali olarak adlandirilir.

2.6.2. Zayif Hal

1-D uzayda (2.73) probleminin zay1f halini elde etmek i¢in
L(U(X))=—r(x)U, (x)+aU, (x)= f(X), % <X<X,
U (Xo > =U,
U(xy)=U,

denklemine agirlikl rezidii yontemi uygulanirsa;

XN

fw(—muxeraux— f)dx=0

Xy

integral esitligi elde edilir. Kismi integrasyon yontemi ile
f(auxw + KUw, +U,k,w— fw)dx—ru, (X)w(X)|

X

elde edilir. Problemin bu haline problemin zay1f hali (weak form) denir.

2-D uzayda ise

U(X,Y)= 0,
ou(x,y) B
on 9

probleminin zayif hali i¢in Denklem (2.76) a agirlikli rezidii yontemi uygulanir ise

fw(—/-cvzu +a-Vu— f)dxdyzo
Q

haline doniisiir. Divergence teoremi ile

f(/-@Vw-Vu +wVk-Vu +w(a-Vu)—wf)dxdy—ggfw(n-Vu)ds:O
Q T

elde edilir.

Burada, n= (n n > I' siirinda birim normal vektordiir. Sinir integralinde

X2y

fonksiyonunun katsayisi,

L(U(xy))=—r(xYy)VU(xy)+a-VU(x,y)=f(xy), (xy)eQ

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

agirhik
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ou ou
pn :m(nVU): nX [/{5]—1—% [K,a—y] (279)

dir. Bu takdirde, (2.78) denklemi

I(KVWVU +wVk-VU —i—w(a-Vu)—wf)dxdy—%wpndS:O (2.80)
Q r

halini alir.
Problemin bu haline (2.76) probleminin zayif hali denir. Problemimizde Dirichlet
stnir kosulunun belirtildigi sinirda w =0 kosulu saglanacagindan sinir integral terimleri

diiser. Bu durumda,
f(/-in-Vu+me-Vu+w(a-Vu)—wf)dxdy:O (2.81)
Q

elde edilir.

2.6.3. Varyasyonel Hal

2.6.3.1. 1-D Varyasyonel Hal

Sonlu elemanlar yaklagimi u (X, y) , Denklem (2.75) de yerine yazilarak

%

"N LONE dws— L ONE Ok~ . ON°
a uwl—+rk— Y U —~+w—» U’ ——— fw|dx
f WZ' OX H@x — boox Cdax — ) “

+1
%

(2.82)

elde edilir. w= Nf esitligi de Denklem (2.82) de yerine yazildiginda | -inci cebirsel

denklem

X1

ONF ~ ON{ ONf L0k ON’

E f aN;{ K ~NT |dx uf—ffodx
— OX OX Ox  OX OX
=l X (2.83)
~ G ONF X .
_ Ne—Ly® | "™=0, j=1,2,....n
K)Z i ax |‘ X 9 J Rt s

i=1 !

olarak elde edilir.
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X1 e
ON’ ONT ON® 9k ON?®
KE = aN® + L L4 27— T NS |dx
v f ' ox Hax ox  Ox ox !

Fe= f N Edx

eaNe XH—l

i=1

olmak iizere Denklem (2.83)
ZK F=F 4Q j=12,..N (2.84)

denklemine denktir.

2.6.3.2. 2-D Varyasyonel Hal

(2.1) sonlu elemanlar yaklagimi, Denklem (2.80) de yerine yazilarak

Ow e o ONE B o ON?
U ——+—>» U ——

f[ o

- N¢ - N¢
+w % uea_'+%2uiea_'

Ox 4" ox  oyL~' Oy Ox &~ ox  OyL=~" oy

n

| eaNie —
+awZ +a Zu, Dy —wf}dxdy—ggrewpnds_o

=1

(2.85)

elde edilir. 1-D durumuna benzer sekilde w = Nje esitligi (2.85) denkleminde yerine

yazildiginda | -inci cebirsel denklem,

n

Z ON; ON®  ONT ON®| Ok . ON® Ok . ON? ON?
K + —Nj—+—N; +aNj—e
—Jq, ox 0OX oy oy OX ox oy ' oy OX
- (2.86)
e 8Nie e e e H
+a,N; dxdy |u; —f fdexdy—gg N;p,ds=0,j=12,..,n
oy o, r,

bi¢iminde yazilabilir.
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. ONJ ONF  ONT ONS | Ok ON?
KE = K J i J i 2N/
H 0| | Ox Ox ay 9y | ox ' ox
Ff= f f Njdxdy
Qe
Qf = § N$ p,ds
Te
olmak tizere Denklem (2.86)
L2,...,n

> Kaur=Fr+Q; L
i=l1

Ok o ON? ON?
+—N;—-+aN;—
ay oy U oox
¢ ON/
+a,N; By dxdy
(2.87)
(2.88)

formunda veya sinr kosullarinin da dahil edilmesi ile genel matriks-vektor sistemi olarak

[K[{uy={F}

sistemi elde edilir.

(2.89)



3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde, bir 6nceki boliimde bir boyutlu ve iki boyutlu uzaylarda sabit ve
degisken diflizyon katsayili konveksiyon-difiizyon denklemleri icin gelistirilen sonlu
elemanlar yontemi formiilasyonlar1 bazi 6rnek problemler lizerinde test edilip, bulunan

sonuglarin yorumlar1 yapilacaktir.

3.1. 1-D Sabit Difiizyon Katsayilh Konveksiyon-Difiizyon Problemi

Ornek 1

[k &rnek olarak

—U,, —3U, =—e™n(n+3)
denklemi Dirichlet tiirii sinir kosullari ile tanimlanmis olsun. Sinir kosullar1 denklemin tam
¢oziimii olan U =e™ esitliginden elde edilmektedir. Sekil 14’de n=1,5 ve 10 degerleri

icin sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen sayisal sonuglar ile gercek ¢ozliim degerleri
karsilastirilmis ve ayrica N =10 i¢in sayisal ¢oziim ile ger¢ek ¢oziim arasindaki mutlak
hatanin dagilimi grafik olarak verilmistir. Denklemin gercek ¢ozlimiiniin iistel fonksiyon
olmasina ve tistel fonksiyonun ¢ok hizli artis géstermesine ragmen, sayisal yontem ile elde
edilen sonuglarin gergek ¢6ziim ile uyumlulugu ve sonlu elemanlar yonteminin verimliligi
gbzlenmektedir. Mutlak hata grafiginden de gercek ¢6ziim ile sayisal ¢oziimiin farki ve
¢Oziimiin yakinsaklig1 gozlemlenebilir. Ayrica Tablo 5’de elde edilen sonuglarla ilgili en
biiyiik mutlak hata ile birlikte, en biiyiik bagil hata ve en biiyiik L* hata degerleri de say1sal

olarak verilmistir.

Tablo 5. Ornek 1 tam ¢dziim ile sayisal ¢ziim hata karsilastirmalari

Mutlak Hata Bagil Hata I’ Hata
=1 0.00003 0.00002 0.00013
= 0.05405 0.01270 0.25863
=10 0.92629 0.10717 9.9845
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n=10 Mutlak hata daglim grafig (n =10 igin)

Sekil 14. Ornek 1 sayisal ve tam ¢oziim grafikleri

Ornek 2
Bu 6rnekte, tam ¢ozimii

U =nCos(2mxm)

olan

U, +2U, = f(X)

diferensiyel denklemi incelenecektir. Tam c¢oziimde m degeri ile birlikte ¢oziimdeki

salimim sayis1 (periyot) ve n degeri ile genligi degistirilerek sayisal ¢oziim sonuglari

incelenecektir. Sekil 15°de farkli n ve m degerlerine karsilik elde edilen sonuglar

grafikler olarak, Tablo 6’da ise sayisal sonuglar ile ger¢ek ¢ozlim arasindaki mutlak hata,

bagil hata ve L’ hata degerleri sayisal degerler olarak verilmektedir. n nin artmasi,

¢Oziimiin genliginin artmasina neden olmaktadir. Buna ragmen sayisal sonuclarin gergek

¢Oziim ile uyumlulugu gozlenmektedir. Benzer sekilde, m nin artmasi ile periyot araligi

azalmakta ve salinim sayist artmaktadir. Boylece fonksiyon hizli sekilde degisim

gostermektedir. Buna ragmen yine sonlu elemanlar yonteminin basaris1 grafik ve tablo

degerlerinden gozlemlenebilir.




n=10m=10

Sekil 15. Ornek 2 sayisal ve tam ¢oziim grafikleri

Tablo 6. Ornek 2 tam ¢6ziim ile sayisal ¢dziim hata karsilastirmalari

Mutlak Hata Bagil Hata I? Hata
n=ILm=1 0.00081295 0.00515176 0.00303583
n=1,m=10 0.00006749 0.00042835 0.00092645
n=1,m=20 0.00003325 0.00021049 0.00065485
n=10,m=2 0.00013498 0.00042835 0.00185289
n=10,m=10 0.00067489 0.00042835 0.00926447
n=10,m=>50 0.00337443 0.00042835 0.0463224
Ornek 3

Bir boyutlu uzayda, sabit katsayili konveksiyon-difiizyon denklemine tiglincti 6rnek

olarak, siir tabaka problemi incelenecektir.

—U,, +au, =0
U(0)=1,U(1)=0
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siir deger probleminde, konveksiyon katsayisi olan a sabitinin artmasi ile X=1 smnir

noktasinda siir tabakasi olusmaktadir. Bu davranis sayisal ¢éziimlerden ve denklemin

a ax

e —¢€

ea

gercek ¢oziimii olan U(X): esitliinden de gozlemlenebilir. Sinir tabaka

problemlerinin sayisal ¢oziimlerinde sayisal yontemlerde bilinen kararlilik sorunlar1 vardir.
Bu sorunu gidermek icin en ¢ok kullanilan yontemlerin baginda, ayriklastirma nokta sayisin
arttirmak, siir tabakasinin oldugu bolgede daha yogun ayriklagtirma noktasi segmek veya
stabil bir sayisal yontem formiilasyonu kullanmak gelir. Sekil 16’da a=1,5,10 ve 20
degerleri icin elde edilen sonuglarin gercek ¢oziim ile karsilagtirilmasi grafikler olarak
verilmektedir. @ nin kiiclik degerleri i¢in sayisal sonuglar gercek c¢oziime ¢ok yakin
olmasina ragmen, a degeri biiyiidiik¢e (a=20 i¢in) sayisal ¢ézlim ile ger¢ek ¢coziimiin fark:
belirginlesmektedir. Her ne kadar sayisal ¢oziimiin yakinsakligr i¢in ayriklastirma nokta
sayisini arttirmak gerekiyor olsa dahi, bu ¢6zliim sayisal yontemin maliyetini arttiracaktir.
Sonuglar benzer sekilde Tablo 7’ de hata karsilastirmalar1 ve Sekil 17°de hatanin degerleri
ve dagilimlar1 grafikler olarak verilmektedir. Sinir tabakasindaki hata artimi1 ayni sekilde

hata dagilim grafiklerinden de gézlenmektedir.

L0 e lp—
~— ——
0.8 - 0.8 e
E “
o & .H‘H-.H Srrmal T *-.\ Syl
. “\H Tam b h, Tam
0.4 '\\_‘ 04 F \"
'\\“
2 . 2 Y
s
0.2 0.4 0.8 B 1.0 0.2 0.4 0.8 B 1.0
a=1 a=>35
1.0 — 1.0 S —

0z 064 06 08 10 62 04+ 06 08 10
a=10 a=20
Sekil 16. Ornek 3 say1sal ve tam ¢dziim grafikleri
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0.00002:4
£.00002 e00ls
0.00001 5
Q000 E
0.00001 \
. :.:,-5 .I 0.000% |
' 0z 04 T BT 2 ¥y 2% T )
a=1 a=3>
0,008 Q.03 .-1
0030 /1
p.oos| adas ' 'I
1 0,020 |
0,004 L | |
| | omesk |
| |
ozl | | eenof |
I_ 0.005 | |
_— i ; | ; — i ]
04 0.d 0.5 1.0 04 "X 0.3 1.0
a=10 =20
Sekil 17. Ornek 3 mutlak hata dagilim grafikleri
Tablo 7. Ornek 3 tam ¢dziim ile sayisal ¢dziim hata karsilastirmalari
Mutlak Hata Bagil Hata I’ Hata
a=l1 0.0000251 0.0000819 0.000081
a=>5 0.0018299 0.004480 0.004781
a=10 0.0078741 0.016589 0.015017
a=20 0.0345461 0.054651 0.044574

3.2. 2-D Sabit Difiizyon Katsayilh Konveksiyon-Difiizyon Problemi

Bu boliimde iki boyutlu uzayda sabit katsayili konveksiyon-difiizyon denkleminin

sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziimii bir boyutlu uzaydaki sinir tabaka problemine benzer bir
ornek iizerinde incelenecektir.

—VU+na-VU=0

diferensiyel denklemi y=0 alt smirinda U= X(l—X) ve diger simirlarda U=0

Dirichlet tiirii sinir kosullar1 ile verilmektedir. Denklemin n=1, 10 ve a:(l,l), (1,3)

degerleri i¢in sayisal ¢oziimleri elde edilmis ve Sekil 18 ve Sekil 19°da ii¢ boyutlu grafikler
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ve izdigiim egrileri olarak sonuclar gosterilmistir. N=1 igin, a:(l,l) degerinde, alt
kenardan gelen akimin Yy ekseni boyunca ilerlemeye calistigi goriiliirken, a=(1,3)

degerinde, konveksiyon katsayisinda Yy bilesen degerinin artisindan dolayi, y =1 smirina

dogru bir smir tabakasinin olugsmaya bagladigi ve akimin {ist kenara dogru yogunlagsmaya
calistigt ve kullanilan sayisal yontemin bu davranisi belirgin bir sekilde yakaladigi
gozlemlenmektedir. Aym1i a degerleri, n=10 icin test edildiginde, n degerinin

artisgindan dolay1 toplam konveksiyon terim katsayisi (vektoriiniin) artisi, +Yy yoniindeki
sinir tabakasina ek olarak +X yoniinde de bir tabaka olusmasina, dolayisi ile ikisinin
birlesiminden sag iist koseye (1,1) e dogru bir akim yogunlugu gozlemlenmektedir. Bir
onceki Ornekte belirtildigi gibi, konveksiyon katsayisinin artisinin, smir tabaka
problemlerinde yarattigi kararlilik sorununun olusmaya bagladigi da n=10, a:(1,3)

durumundaki grafikte gézlemlenmektedir.
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Savesal Savesal
1.5 1
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Sekil 18. n=1 i¢in sayisal ¢6ziim ve sayisal ¢oziim izdligiim grafikleri
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3.3. 1-D Degisken Difiizyon Katsayih Konveksiyon-Difiizyon Problemi

Sabit katsayili konveksiyon-difiizyon denkleminin bir ve iki boyutlu uzaylarda sonlu
elemanlar yonteminin sayisal ¢oziimleri incelendikten sonra, bu boliimde degisken diflizyon
katsay1 durumlari incelenecektir.

Ornek 1

Bir boyutlu uzayda ilk 6rnek olarak parabolik davranis gosteren polinom formdaki

—XU, +2U, =2(x+1)
diferensiyel denklemi incelenecektir. Dirichlet tiirii sinir kosullar1 denklemin tam ¢ézimii

olan U(X): X +X esitliginden elde edilmektedir. Az sayida ayriklastirma nokta

kullanilmasina ragmen sayisal ¢6ziimiin tam ¢dziime olan yakinsakligi Sekil 20°de grafik

olarak, Tablo 8’de hata karsilastirmalar1 olarak goriilmektedir.

Sapisal

/ Tam

Sekil 20. Ornek 1 sayisal ve tam ¢dziim grafikleri

Tablo 8. Ornek 1 tam ¢oziim ile sayisal ¢dziim hata karsilastirmalari

Mutlak Hata Bagil Hata I’ Hata
2.66454 x 10715 2.70708 x 10715 8.43259 x 10715
Ornek 2

Bir boyutlu uzayda sabit katsayili konveksiyon-difiizyon denklemi i¢in ¢dziilen Ornek

3 probleminin degisken diflizyon katsayili durumu incelenecektir. Denklem ve sinir sartlar
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—Xx*U,, +axU, =0

U(0)=1U(1)=0
esitlikleri ile verilmektedir. Degisken diflizyon katsayili sonlu elemanlar yontemi ile elde
edilen formiilasyon, a=1, 5, 10 ve 20 degerleri i¢in test edilmis ve elde edilen sayisal
sonuglar ile tam ¢6ziim karsilastirmalar1 Sekil 21°de grafik ve Tablo 9°da hata degerleri
tiiriinden verilmistir. Bir boyutlu uzaydaki duruma benzer sekilde, sinir tabakasinin olusumu

ve a degerinin artiminda sayisal ¢oziimdeki hata artis1 gézlemlenmektedir.

Lo p—— ] ——
08 Sayisal 08 Sayasal
o5t \ ot
Tam Tam
D4t Ty
D.LZ ] .‘-1 ] .‘5 :-.‘S 1.0 D.L! 0 .‘-1 1] .‘5 :-.‘S 1.0
a=1 a=>5
10 10 —
08} Sayisal g ’H’-. - Savisal
LR 0.6
Tam Tem
04t 0.4
02 04 08 08 10 0z 04 06 05 10
a=10 a=20
Sekil 21. Ornek 2 say1sal ve tam ¢dziim grafikleri
Tablo 9. Ornek 2 tam ¢dziim ile sayisal ¢ziim hata karsilastirmalar
Mutlak Hata Bagil Hata I? Hata
a=1 0.0012438 0.0016966 0.004283
a=>5 0.0044259 0.0090283 0.0105584
a=10 0.0124548 0.0242937 0.0221396
a=20 0.0447802 0.0679066 0.0553636

3.4. 2-D Degisken Difiizyon Katsayih Konveksiyon-Difiizyon Problemi

Iki boyutlu uzayda degisken difiizyon katsayili konveksiyon-difiizyon problemi igin
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asagidaki test problemleri ¢oziilecektir.
Ornek 1

Formiilasyon ilk olarak, basit formda polinom katsay1li

—(x+y)VU+(-2,3)- VU =2y —8x
diferensiyel denklemi {izerinde test edilecektir. Denklemin tam ¢oziimi de
U(X, y) = x> +y* polinom formundadir. Sayisal ¢6ziim ile tam ¢oziim sonuglar1 ve sayisal

¢Oziimiin izdlstim egrileri Sekil 22 ve Sekil 23’de gosterilmektedir. Sayisal ¢oziimiin

yakinsaklig1 grafiklerden ve Tablo 10’da hata deger karsilastirmalarindan gézlemlenebilir.

Tablo 10. Ornek 1 tam ¢dziim ile sayisal ¢oziim hata karsilastirmalar
Mutlak Hata Bagil Hata I’ Hata

8.88178 x 10716 1.9082 x 10715 2.30993 x 10715

10

Sekil 22. Ornek 1 sayisal ve tam ¢dziim grafikleri
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Sayvisal

0.0E, 1 L H A A
0.0 03 0.4 f.é 0.5 1.0

Sekil 23. Ornek 1 say1sal ¢oziim izdiisiim grafigi

Ornek 2

Bu boliimde ise, sinirlarda hizli diisiisiin oldugu
—x*yV?U, +(2,-9)- VU, = f,(x,y)
ve ¢ozlim bolgesi icerisinde ani degisimlerin oldugu
—Cosh(x—y) VU, +(-8,5)-VU, = f,(x,y)
denklemleri incelenecektir. Denklemlerde sag taraf fonksiyonlar1 ve Dirichlet tlirii sinir

kosullari, denklemlerin tam ¢dziimleri olan

U, (x, y)=47r—|—Cos[%x3 —y3]

U, (xy)= COS[MTX— y]+ Sin (7 (x—y))

esitlikleri ile elde edilebilir. Her iki durumda da sayisal ¢6ziim ile tam ¢6ziimiin uyumlulugu

gozlemlenmektedir.
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Sekil 25. U, i¢in sayisal ve tam ¢dziim grafikleri
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Ornek 3
Son olarak, iki boyutlu uzayda degisken difiizyon katsayili

— (%, y)V'U+a-VU=0
konveksiyon—difiizyon denkleminin degisik x(x,y) ve a degerleri igin ¢oziimleri
incelenmektedir. Sinir kosullari, sabit katsayili Ornek 3.2 ile aym almmustir. Sayisal
sonuglarin izdiistim egrileri KJ(X, y) =XV, X+Vy durumlarina karsilik
a=(L1), a=(10,1) ve a=(1,10) olmak iizere dokuz farkli durum i¢in Sekil 26’da

verilmistir. Izdiisim grafiklerinden difiizyon katsayisinin degisimine konveksiyon
katsayisinin deger ve yon olarak degisim etkisi ve sinir tabakalarinin olusumu

gbzlenmektedir.
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a=(1.1 a=(10.1 a=(110)
o S & _ s
]
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m(x,y|=x
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- ]
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—— —— T
.......... i, —_ . .
wlx,vl=x+y

Sekil 26. Ornek 3 sayisal ¢oziim izdiisiim grafikleri

Ornek 4
Iki boyutlu uzayda elde edilen formiilasyonun degisik bdlgeler iizerinde test edilmesi
icin, iki kenar1 duvarlarla 6riilii kanal igerisinde bulunan silindir etrafindaki akimin degisken

difiizyon katsayili
—k(X,y)V’U+a-VU=0
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konveksiyon—difiizyon denklemi ile modellemesi m(x, y) =x>+Yy* olmak iizere degisik
konveksiyon katsayilar1 igin a:(l,l), a:(S,l), a=(10,1), a=(l,5) ve a:(l,IO)

olmak tizere bes farkli durum i¢in Sekil 27°de verilmistir. Siir kosullar1 olarak, kanalin sol
tarafindan sabit hizla (U =1) sivinin girdigi kabul edilmektedir. Duvarlarda ve silindir

etrafinda sivi akist olmadigindan U =0 olarak alinmaktadir. Kanalin ¢ikisinda ise sivi

akigi serbest birakilmaktadir ( Z—U: 0 ). Grafiklerinden konveksiyon katsayisinin
n

degisimine gore akimda meydana gelen hiz ve yon degisiklikleri ile silindirin arkasindaki

akim davranigindaki degisiklikler gézlenmektedir.

Sekil 27. Ornek 3 sayisal ¢oziim izdiisiim grafikleri
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Ornek 5
Son olarak Ornek 4 teki denklemler, es merkezli olmayan iki silindir bdlge arasinda

test edilmektedir. i¢teki silindir sabit kabul edildiginden, i¢ silindir etrafinda U =0 ve dis

silindir etrafinda da sabit hizli (U =1) akim alinmaktadir. Benzer sekilde (X, y) =x+V
olmak iizere degisik konveksiyon katsayilart i¢cin a= (1, 1) , a= (10,1), a= (1,5) ve
a= (1,10) olmak tizere dort farkli durum igin Sekil 28’de verilmistir. Bir 6nceki 6rnekte

oldugu gibi, grafiklerinden konveksiyon katsayisinin degisimine goére akimda meydana

gelen hiz ve yon degisiklikleri bu 6rnek i¢in de gézlenmektedir.

a=(15) a=(110)

Sekil 28. Ornek 4 sayisal ¢oziim izdiisiim grafikleri



4. SONUCLAR

Bu c¢alismada bir ve iki boyutlu uzaylarda konveksiyon-difiizyon denklemlerinin
oncelikle diflizyon katsayisinin sabit oldugu durumlardaki sonlu elemanlar yontemi ile
formiilasyonu yapilmisg, daha sonra elde edilen formiilasyon Divergence teoremi yardimi ile
degisken difilizyon katsayili durumu icin genellestirilmistir. Elde edilen formiilasyonlar bir
ve iki boyutlu uzaylarda sabit ve degisken diflizyon katsayili degisik 6rnek problemler
tizerinde test edilmis ve yorumlart yapilmistir. Bulunan sonuglardan, formiilasyonlarin
dogrulugu ve kullanilan sayisal yontem olan sonlu elemanlar yoOnteminin basarisi

gozlemlenmistir.



5. ONERILER

Bu calismada sonlu elemanlar yontemi ile sabit ve degisken diflizyon katsayili
konveksiyon-difiizyon denklemlerinin bir ve iki boyutlu uzaylarda sayisal ¢oziimleri
incelenmistir. Tezde incelenen oOzellikle sinir tabaka problemlerinde, konveksiyon
katsayisinin baskin oldugu durumlarda sayisal yontemin yetersizligi elde edilen sonuglarin
kararsizligr olarak gozlemlenmistir. Bu kararsizliklar1 gidermek icin, elde edilen
formiilasyonun kararli sayisal yOntem formiilasyonuna genellestirilmesi, ileriki
asamalardaki ¢alisma olarak gerceklestirilebilir.

Ayrica, difiizyon katsayisinin bilinmeyen fonksiyonu igerdigi durum ve konveksiyon
teriminin bilinmeyen fonksiyon tiirlinden dogrusal olmadig1 durumlar i¢in yapilan testlerde
yakin ¢oziimler elde edilememistir. Belirtilen durumlar1 da kapsayacak sekilde formiilasyon

genellestirilebilir.
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7. EKLER

Ek 1. Bir Boyut i¢in Mathematica Program Kodu

Remove["Global *"];
Clear["Global™"];

<<PlotLegends’;
w=20;u0=1;ul=0;xs=0;xe=1;Nx=20;

K[x_]:==x"2;
FindEIKq[a ,b ,elnodenum ]:=Module[{elK,elq,i,j},elIK=Table[0,{i,1,elnodenum},{j,1,el
nodenum} |;
elg=Table[0,{i,1,elnodenum} |;N;=(x-b)/(a-b);N,=(x-a)/(b-a);
For[i=1,i<elnodenum,i++,
For[j=1,j<elnodenum,j++,
fi=w x D[N;,x] Ni+k[x]*D[N;,x]*D[N;,x]+D[«[x],x]*D[N;,x]*Nj;
elK][[1,j]]=NIntegrate[fi, {x,a,b}];
I;
elq[[1]]=0.0;
I;
{elK elq}
I;

Uex[x_[:=1-x"(1+w);
elnum=Nx;glnodenum=Nx+1;elnodenum=2;

node=Table[0,{j,1,Nx},{i,1,2}];
For[i=1,1<Nx,i++,node[[1,1]]=1;node[[1,2]]=i+1;]

glK=SparseArray][ {},{glnodenum,glnodenum} J;
glg=Table[0.0, {i,1,glnodenum} |;
elK=Table[0,{i,1,elnodenum},{j,1,elnodenum} J;
elg=Table[0,{i,1,elnodenum} |;

For[k=1k<elnum,k++,
{elK,elq}=FindEIKq[xd[[k]],xd[[k+1]],elnodenum];
For[i=1,i<=elnodenum,i++,
elq[fnode[[k,ilTT+=elq[[ill;
For[j=1,j<elnodenum,j++,
iélK[[node[[k,i]] ;node[[k,j]]]H=elK[[1i,j]];
I;
I;

For[i=1,i<glnodenum,i++,
glq[[i]]+=-u0*gIK[[i,1]};1fTi= 1, gIK[[i,1]]=0;gIK[[ 1,i]]=0];];
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Ek 1 devami

For[i=1,i<glnodenum,i++,
glq[[i][+=-ul*glK[[1,glnodenum]];
If[i#glnodenum,glK[[1,glnodenum]]=0;glK[[glnodenum,i]]=0];
I;

glq[[1]]=u0;

glq[[glnodenum]]=ul;

glK[[1,1]]=gIK[[glnodenum,glnodenum]]=1;
VStr=LinearSolve[glK,glq,Method—"Multifrontal"];

VnD=Table[VStr[[i]],{i,1,glnodenum} ];

VeD=Table[Uex[xd[[i]]],{1,1,Nx+1}]//N;

ListPlot[ {VnD,VeD},PlotRange—All,DataRange—{0,1} ,Joined—True,PlotLegend— {"N
timerik Coziim","Gergek Coziim"},LegendPosition—{1,-.1},ImageSize— {600,300} ]
Max[Abs[VnD-VeD]]

Sqrt[Sum[(VnDI[[i]]-VeD[[1]])"2,{1,1,Nx+1}]]
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Ek 2. iki Boyut icin Mathematica Program Kodu

Remove["Global *"];
Clear["Global™"];
<<PlotLegends’;

funbdry[x_]:=x(1-x);

tdf=4;

K[x_y_1=y;

ife[x_,y ]:=Module[{eps},eps=10"(-15);If[Abs[x-y]<eps,1,0]]

FindEIKgRec[elnodenum_]:=Module[{elK,elq,i,j},

elK=Table[0,{j,elnodenum},{i,elnodenum} J;

elg=Table[0,{i,elnodenum}];

Table[elK[[1,j]]+=(x[x,y]*(dxN; dxN;+dyN;
dyN;)+((D[x[s,t],s]/. {s—=x,t—>y})dXN;+HD[k[s,t],t])/. {s—>x,t—>y})dyN;+bx *dxNj+by*
dyN;)N;)*Jebn*gwt[[tdf.k]]*gwt[[tdf1]]/. {—>gpt[[tdf k]].n—>gpt[[tdf.1]]};, {k.tdf}, {1,tdf}, {
J,elnodenum}, {1,elnodenum} |;

Table[elq[[1]]+=0.0*N;*Jcbn*gwt[[tdf,k]]*gwt[[tdf,1]]/. {L—>gpt[[tdf.k]]. n—>gpt[[tdf,1]]};,

{k,tdf}, {Ltdf},{i,elnodenum}];
{elK,elq}
]

FindEIKqTri[elnodenum_]:=Module[{elK,elq,i,j,k},
elK=Table[0,{j,elnodenum},{i,elnodenum}J;
elg=Table[0,{i,elnodenum}];

Table[elK[[1,j]]+=(k[x,y]*(dxN; dxNj+dyN;
dyNy)+H((D[x([s,t],s]/. {s—=x,t=>y})dXN;HD[k[s,t],t]/. {s—>x,t>y})dyN+bx *dxNj+by*
dyN;j)N;)*Jcbn*gwt[[tdfk]]/. {—>gpt[[tdf,2k-1]],n—>gpt[[tdf,2k]]};, {k,tdf},{j,elnodenum},
{i,elnodenum}];

Table[elq[[i]]+=0.0*N;*Jcbn*gwt[[tdf.k]]/. {{—>gpt[[tdf,2k-1]],n—>gpt[[tdf,2k]]};,

{k,tdf},{i,elnodenum} ];
{elK,elq}
]

xs=0.0;xe=1.0;ys=0.0;ye=1.0;bx=10;by=1;

eltype=3; (* 3:triangle 4:rectangle*®)

Nx=20;

Ny=Nx;

dx=(xe-xs)/Nx;dy=(ye-ys)/Ny;yd=Join[ Table[j*dy, {j,0,Ny-1}]//N,{ye} ];xd=Join[ Table[j*
dx, {j,0,Nx-1}]//N,{xe}];

elnum=Nx*Ny;

I[feltype==3,elnum=2*elnum];

SetDirectory["D:\\mthmtca"];
<<"Gauss.m"
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Ek 2 devami

glnodenum=(Nx+1)(Ny+1);
elnodenum=eltype;
glxy=Table[0,{1,glnodenum},{j,2}];
For[i=1,i<=(Ny+1),i++,
For[j=1,j<(Nx+1),j++,
glxy[[(i-DNxc+ 1)+, =xd[[]];
]glxy[[(i-1)(Nx+1)+j,2]]=yd[[i]];
I;

node=Table[0,{j,1,elnum},{i,1,eltype}];

If[eltype==3,
For[ i=1,i<Ny,i++,

For[j=1,j<Nx,j++,
node[[((i-1)*Nx+j)*2-1,1]]=(i-1)*(Nx+1)+j;
node[[((i-1)*Nx+j)*2-1,2]]=(1-1)*(Nx+1)+j+1;
node[[((i-1)*Nx+j)*2-1,3]]=1*(Nx+1)4j;

node[[((i-1)*Nx+))*2,1]]=1*(Nx+1)+j+1;node[[((i-1)*Nx+j)*2,2]]=1*(Nx+1)+j;node[ [ ((i-1
)*Nx+9)*2,3]]=(1-1)*(Nx+1)+j+1;
I;
I
For[i=1,1<Ny,i++,
For[ j=1,j<Nx,j++,

node[[(i-1)*Nx+j,1]]=(-1)*(Nx+1)+j;n0de[[(i-1)*Nx+j,2]]=(1-1)*(Nx+1)+j+1;node[[(i-1)*
Nx+j,3]][=1*(Nx+1)++1;
node[[(i-1)*Nx+j,4]]=i*(Nx+1)+j;
I;
I
I

nbdryn=0;
ibdry={};
vbdry={};
For[i=1,i<glnodenum,i++,
xb=glxy([i,1]];
yb=glxy[[1,2]];
If[ife[xb,xs]==1,nbdryn++;ibdry=Join[ibdry, {i} ];vbdry=Join[vbdry, {0} ];,
If[ife[xb,xe]==1,nbdryn++;ibdry=Join[ibdry,{i} ];vbdry=Join[vbdry,{0} ],
If[ife[yb,ys]==1,nbdryn++;ibdry=Join[ibdry, {i} ];vbdry=Join[vbdry, { funbdry[xb]} ];,
Iflife[yb,ye]==1,nbdryn++;ibdry=Join[ibdry,{i} ];vbdry=Join[vbdry,{0}];
I; | S R O
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Ek 2 devami

If[elnodenum==
Ni=GN=n;N3=1-C-n;Ca=0;Cb=1;ma=0;nb=1-C;
invA=Inverse[ {{0,0,1},{1,0,1},{0,1,1}}];
elx={x1,x2,x3};
ely={ylLy2,y3};
o=invA . elx;

B=invA . ely;
Jebn=a[[1]]*BL[2]]-a[[2]]*BI[11];
x=a[[H]]Cta[[2]Int+a[[3]];
y=BIIIICHBI2]In+BII3]];

invB=Inverse[ { {tal,tp1,1},{ta2,tp2,1},{ta3,tp3,1}}];

elC={1,0,0};

eln={0,1,0};

io=invB . el(;

iB=invB . eln;

Table[ {dxNi=D[N;,(]
iaf[1]+D[N;nJiBI[1]],dyN=D[N;.LJia[[2]1+D[Ni,n]iB[[21]} , {i.elnodenumy} |

N1=(1-0)(1-1)/4;No=(1+0)(1-n)/4;Ns=(1+C)(1+n)/4;:Ny=(1-C)(14m)/4;Ca=-1;Cb=1;na=-1;n
b=1;
invA=Inverse[ {{-1,-1,1,1},{1,-1,-1,1},{1,1,1,1},{-1,1,-1,1}}];
elx={x1,x2,x3,x4};
ely={yl.y2,y3.,y4};
o=invA . elx;
B=invA . ely;
Jebn=(a[[1]]+a[[3]1n)*(BII2]I+BI311O)-(all2]]+a[[311E)*(BI[11]+BII3]IN);
x=a[[1]]Cta[[2]Inta[[3]]C n + al[4]];
y=BIINCHBII2]IM+BII31IC n + BLI4]];

invB=Inverse[{ {ta1,tp1,tal tf1,1},{ta2,tp2,ta2 tf2,1},{ta3,tp3,ta3 tf3,1}, {tad,tp4,tad
tp4,1531;

elC={-1,1,1,-1};

eln={-1,-1,1,1};

io=invB . el(;

iB=invB . eln;

Table[ {dxNi=D[N;,C](ia[[1]]+ia[[3]]y)+D[Nin]GB[[1]]+iB[[3]1]y).dyNi=D[N;C](ia[[2]]+i
Ot[][3]]X)+D[Nim](iB[[2]]+iB[[3]]X)} .{1,elnodenum; |;

glK=SparseArray[{},{glnodenum,glnodenum} J;
glg=Table[0.0,{i,1,glnodenum} ]




72

Ek 2 devami

elK=Table[0,{i,1,elnodenum},{j,1,elnodenum} J;
elg=Table[0,{i,1,elnodenum} |;

For[k=1 k<elnum, k++,

If[elnodenum==3
J{talta2,tad}={x1,x2,x3}=Table[glxy[[node[[k,i]],1]],{i,eltype}];
{tB1,tB2,tB3}={y1,y2,y3}=Table[glxy[[node[[k,1]],2]], {i,eltype}];
{elK,elq}=FindEIKqTri[elnodenum];

J{talta2 ta3 tad}={x1,x2,x3,x4 }=Table[glxy[[node[[k,i]],1]],{i,eltype}];
{tB1,tB2,tp3,tB4}={y1,y2,y3,y4}=Table[glxy[[node[[k,i]],2]],{i,eltype}];
{elK,elq}=FindElIKqRec[elnodenum];

l;

For[i=1,i<=elnodenum,i++,
glg[[node[[k.1]]]]+=elq[[i]];
For[j=1,j<elnodenum,j++,

]glK[[node[[k,i]],node[[k,j]]]]Jr:elK[[i,j 15;

I;

]

For[i=1,i<nbdryn,i++,

bpt=ibdry[[i]];

vpt=vbdry][[i]];

For[j=1,j<glnodenum,j++,
IfTIK[[],bpt]]0,glq[[j]]-=gIK[[j,bpt]]*vpt;gIK[j,bpt]]=0;];
iglK[[bpt,j]]ZO.O;

glK[[bpt,bpt]]=1.0;
]glq[ [bpt]]=vpt;

VnD=Partition[ LinearSolve[glK,glqg,Method—"Multifrontal"],Nx+1];
ListPlot3D[VnD,PlotLabel—"Niimerik

Coziim",AxesLabel—{"x","y"} ,DataRange— { {xs,xe},{ys,ye} } ,InterpolationOrder—3,Plo
tPoints->27,BoxRatios—{1,1,1} ,Boxed—False]

ListContourPlot[ VnD,InterpolationOrder—3,ContourShading—None,Contours—20,Data
Range— { {xs,xe},{ys,ye}},PlotLabel—"Niimerik C6ziim",AxesLabel—>{"x","y"}]
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