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Yiuksek Lisans Tezi

OZET

DUAL SAYILAR VE DUAL SAYILARIN
2-BOYUTLU GEOMETRIYE UYGULANISI

Muharrem TOMAR

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Omer PEKSEN
2012, 66 Sayfa

Bu caligmada dual sayilar halkasinin D;,ID, ve D, gruplar tanimlandi1 ve incelendi.
Ayrica ID; grubu i¢in noktalarin G —denklik problemi noktalarin invaryantlar1 agisindan

¢oziildii. Noktalarin invaryantlar1 bulunurken invaryant teorisinin yontemleri kullanildi.

Bu yontem kullanilarak ayrica I, grubunun yoriingeleri bulundu. Bu calismada iki
boyutlu GD,,GD,ve GD, matris gruplart tanimlandi. D;,1D,,ID, gruplarmimn

GD,, GD, ,GID, gruplarma izomorf oldugu gosterildi. GID, grubu i¢in noktalarin
G —denklik problemi ¢oziildii.

Anahtar Kelimeler: Dual Say1, Invaryant
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Master Thesis
SUMMARY
DUAL NUMBERS AND THE APPLICATION OF
DUAL NUMBERS TO THE
2-DIMENSIONAL GEOMETRY
Muharrem TOMAR

Karadeniz Technical University
Institute of Science
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Omer PEKSEN
2012, 66 Pages

In this thesis D,,D,and D, groups of the ring of dual numbers have been defined
and investigated. The problem of G —equivalence of points for the group I, have been

solved in terms of invariant of points. Invariant theory methods have been used to find the

invariants. By using these methods orbit of group D, have been found. In this thesis, two
dimensional matrix groups GID,,GID, and GID, have been defined. It has been shown that
groups I, D,,D, are isomorphic to groups GI,,GD,,GID,, respectively. The problem of

G —equivalence of points for the group GD, has also been solved.

Key Words: Dual Number, Invariant.
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SEMBOLLER DiZiNi
Dual Sayilar Halkas1

Karesi "0" olan dual say1

A=a+ega" dual sayisina karsilik gelen matris

A dual sayisinin eslenigi

A=a+¢&a" dual sayisinin 1. Tip Mutlak degeri
A=a+¢&a" dual sayisinin 2.Tip Mutlak degeri

D, = {a+5a*,a¢ 0,a,a e R}

D, ={1+h",~1+¢h",h" e R}

Dy ={1+¢h’,h" e R}

D, grubunun elemanlarina karsilik gelen matrisler grubu

D, grubunun elemanlarina karsilik gelen matrisler grubu

D, grubunun elemanlarina karsilik gelen matrisler grubu

X eleman1 y elemanina G-denktir

T kiimesiyle indekslenen noktalar ailesi

{x.,z €T} ailesi {y,,z €T} ailesine G —denktir
Reel Sayilar Cismi
Rasyonel Sayilar Cismi

Tam Sayilar Halkasi

Ispatin sonu



1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Dual say1 1843-1879 yillar1 arasinda yasamis matematik¢i bilim adami William
Kingdon Cliffford tarafindan ortaya atilip gelistirilmis ve yepyeni bilimsel caligmalara

Onayak olmustur.

1903°de Eduard Study kendi adinin verildigi Study doniisiimiinde birim dual kiire
lizerindeki her bir noktanin R®’deki yonlii dogrularla birebir karsilik geldigini kanitladi.

Bu ise R*’deki yonlii dogrular teorisini dual sayilar yardimryla incelemelerine imkan
verdi. Bunun sonucunda bir¢ok bilim adami bu yontemi kullanarak yonlii dogrular

teorisine ait gesitli makaleler yayinladilar.

1977°de Hacisalihoglu, H.H. [8] calismasinda birim dual kiire lizerinde ¢izilmis bir

cemberin ¢izgiler uzayidaki karsiligin1 gostermistir.

1979°da Bottema, O. and B. Roth [4] kitabinda dual sayilar teorisinin kinematik

problemlerine uygulanis1 hakkinda genis bilgi veriyor.

1983’de Hacisalihoglu, H.H. , [1] kitabinda dual sayilarin ¢izgiler geometrisi adi

altinda D -Modiil yardimi ile regle yiizeyler, dogru kongriianslart ve dogru kompleksleri

hakkinda bilgiler verdi.

2002°de Angeles, J. [2] calismasinda dual rotasyon matrislerinin invaryantlari

tizerinde calist1.

On yillardir dual sayilarin kat1 cisim dinamiginde de uygulandig: biliniyor. 1994°de

Brodsky V. and Shoham [3]| ¢alismasinda dual atalet operatdrii bu probleme ¢oziim

onermektedir. Kiitleye dual bir 6zellik vererek dinamik denklemlerin degisimleri boyunca

tic boyutlu dual uzayda kalabilmenin miimkiin oldugunu gostermistir.

2009’da Taleshian, A. [9] caligmasinda dual sayilarin kovaryant tiirevi iizerinde

calist1.



Ayrica [5],[6],[7],[10—15] ‘de dual sayilarin mekanige, lineer cebire ve diferansiyel

geometriye ait ¢esitli konularda uygulamalari verilmistir.

Oncelikle 2-boyutlu dual diizlem geometrisi problemlerini cebirsel yontemlerle, 6zel
olarak, dual sayilar teorisi yardimi ile incelemek oldu. Bu yontemi kullanmak i¢in dual
sayilara ait baz1 yeni bulgular elde edildi. Tezin temel amaci Oncelikle 2-boyutlu dual

diizlem geometrisinin temel gruplarindan biri olan I, grubu i¢in G-denklik problemleri
incelendi, ardindan I, ile GI,,DD, ile GD, ve D, ile GD, gruplar: arasindaki baglantilar
elde edildi..

Tezde asagidaki konular incelenmistir:

1) D, grubunun tanimi ve dzellikleri;

2) D, grubuna karsilik gelen GID;, dual sayilar matris grubunun tanimlari ve

Ozellikleri;

3) D, grubuna gére G —denklik problemi;

1.2. Gruplar, Halkalar

Tanim 1: (Grup) G bos olmayan bir kiime ve (-)da G iizerinde taniml ikili islem
olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa (G, ) sistemine bir grup denir.

(i) Her a,b e G i¢in a-b € G dir. (kapalilik 6zelligi)

(ii) Her a,b,c G i¢in (a-b)-c = a-(b-c) dir. (birlesme 6zelligi)

(iii) Her a€G igin a-e=e-a=a olacak sekilde bir e € G vardir. (birim eleman
ozelligi)

(iv) Her acG i¢in a-b=Db-a=e olacak sekilde bir be G vardir. (ters eleman
Ozelligi). Burada (iii)’deki eelemanma grubun birim (etkisiz) elemani denir. Ayrica
(iv) ’deki belemanma a’nin tersi denir ve b=a™ ile gosterilir. Bu dort sarta ek olarak
eger: (V)Her a,beG i¢in a-b=b-a ise (degisme ozelligi) bu gruba Abel (degismeli)

grup denir.



Ornek 1: (Z,+),(Q,+),(R,+) birer degismeli gruptur.
Ornek 2: (Q/{0},-),(R/{0}.-),(C/{0} -) birer degismeli gruptur.
Ornek 3: (Z,") bir grup degildir.

Tamm 2: (Alt Grup) G bir grup H ’de onun bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger
H kiimesi G ’de tanimlanan grup islemi ile bir grup oluyorsa H ’ye G ’nin bir alt grubu

denir ve H <G ile gosterilir.

Ornek 4: (Q/{0} ) grubu (R/{0},-) grubunun bir alt grubudur.
Ornek 5: meZ olsun. (mZ,+) grubu (Z,+) grubunun bir alt grubudur.
Ornek 6: (Z,+) grubunda tek tamsayilar kiimesi bir alt grup degildir.

Tamm 3: (Grup Homomorfizmasi) (G,-) ve (H,*) iki grup olsun. f :G —H bir
fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu “grup islemini koruyorsa” yani Va,beG igin
f(a-b)=f(a)=f(b) ise f’ye G’den H’ye bir grup homomorfizmasi veya kisaca

homomorfizma denir.

Ornek 7: 1:G — G birim déniisiimii G *nin bir homomorfizmasidir.

Ornek 8: G=(Z,+) ve neZ olsun. f :G—G doniisiimii her X € Z i¢in

f (X) =nx seklinde tanimlansin. f bir homomorfizmadir.

Tamm 4: (Grup Izomorfizmas1) f:G — H grup homomorfizmasi birebir ve drten
ise f ’ye bir izomorfizma denir. Eger G *den H ’ye 6rten bir [zomorfizma (yani birebir ve

orten homomorfizma) varsa G ile H gruplarina izomorfiktirler veya es yapilidirlar denir

ve G=H ile gosterilir.

Tanmim 5: (Halka) H = bir kiime olsun. H ’de “toplama” ve “arpma” denilen

"@" ve "O" sembolleri ile gosterilen iki islem tanimlanmis olsun. Eger asagidaki ii¢ sart

saglanirsa (H,®,0) sistemine bir halka denir.

(i) (H,®) degismeli gruptur.



(ii) Her a,b,ceH i¢in a®©(boc)=(aGb)oc dir. (Yani (H,0) yar gruptur.
(iii) Her a,b,ceH igin
ao(b®c)=(aoOb)®(aob) (soldan dagiima)

(a®b)oc=(a0c)®(bOc) (sagdan dagilma)

Bunlara ek olarak ;

(iv) Her abeH i¢in aOb=bOa ise (yani Oislemi degismeli ise) H’ye
degismeli halka denir.

(v) Her aecH aGe=e®a olacak sckilde bir eeH var ise e’ye birim

eleman; H ’ye birimli halka denir.
Ornek 9: (Z,+,),(Q,+,),(R,+,) sistemleri birer halkadur.

Ornek 10: S = {X+ yJE,x, ye Z} kiimesi verilsin. (S ,+,-) sistemi bir halkadir.

Tamm 6: (Alt halka) H bir halkave &= S < H olsun. S kiimesi H ’de

tanimlanan halka islemlerine gore bir halka oluyorsa S ’ye H ’nin bir alt halkasi denir.

Ornek 11: (Z,+,-) halkasi (Q,+,-) halkasinin, (Q,Jr,-) halkasi (]R,+,-) halkasinin

ve (ZZ,+,-) halkasida (Z,+,-) halkasinin alt halkasidir.

Tamm 7: (ideal) R bir halka & =1 < Qolsun.
i) Va,bel i¢in a—bel ve Vaeligin VreQigin rael ise I’ya Q ’nin sol ideali

ii) Va,bel i¢in a—bel ve Vaeligin Vr eQigin ar elise I’yaQ ’nin sag ideali

denir. Hem sag hem de sol bir ideale iki tarafli ideal veya ideal denir.

Ornek 12: {O} ve Q, Q ’nun asikar idealleridir.

Ornek 13: (Z,+,-) halkasinm, (2Z,+,-) ideali asikar olmayan bir idealdir.

Tamm 8: (Halka Homomorfizmasi) (H ,+,-) ve (S,®,0) iki halkave :H — S bir

fonksiyon olsun. Eger 6 toplama ve ¢arpma islemlerini koruyorsa; yani

(i) Her a,beH i¢in #(a+b)=0(a)®6(b)



(ii) Her a,beH igin #(a-b)=6(a)©8(b) ise #’ya bir halka homomorfizmas:

denir.

Ornek 14: 0:Z,, — Z4, ,0(x)=6x scklinde tanimlansm. 6 bir halka

homomorfizmasidir.

Coziim : X,y€Z,, igin X+y=r ve xy=sise Z’de Xx+y=20q+r ve
xy =20t +sdir. (q,t eZ ve 0<r,s<20) bu durumda Z ’de
6X+6Yy=6(x+Yy)=120q+6r Ve 6(xy)=120t+6solur. Z,, da ise
O(x+Y)=6(x+y)=6r=6x+6y=0(x)+0(y)
d(xy)=6(xy)=65=6-65=6-6(xy)=(6x)(6y)=9(x)o(y) olur. Boylece ¢ bir
halka homomorfizmasidir.
Tamim 9: (Halka izomorfizmasi) @:H — S halka homomorfizmasi birebir ve drten
ise @ halka izomorfizmasi adin1 alir. Eger H ’den S ’ye orten bir izomorfizma (yani

birebir ve orten homomorfizma) varsa H ile S halkalarina izomorfiktirler denir.

Eger 8:H — H Orten izomorfizma ise bir otomorfizmadir denir.

. a b - : S

Ornek 15: H = b ,a,b € R} bilinen matris toplami ve ¢arpimu ile bir
— a

a b
halkadir. ¢:C — H,¢(a+bi)= { b } bir halka homomorfizmasidir ayn1 zamanda C

ile H izomorfiktirler.

Coziim : a,b,c,d eR ve a+bi,c+dieColsun.

(s cva0)- ) 27 7]

{_ab Z}{—Cd (cj
=¢(a-+bi)+¢(c+di)

o((a-+bi)-(c+di))=9((ac—bd )+ (ad +bc)i)={f:d__bsc Zgjt?ﬂ



] Lab EH—Cd d}:¢(a+bi)'¢(c+di)

c

Yani ¢ bir halka homomorfizmasidir.

<|>(a+bi):<|)(c+di):{fb Z}:{_Cd ﬂ:a:c,b:d =a+bi=c+di olup ¢

.| a b o | a b - y
birebirdir. Simdi b al€ H verilsin. ¢(a+bi)= ) olup ¢ "nin 6rten oldugu
- b a

goriiliir.

Tamm 10: (Cisim) (H ,+,-) bir halka olsun. Eger H \{0} alt kiimesi ¢arpma islemine

gore degismeli bir grup ise (H ,+,-) sistemine bir cisim denir.

Ornek 16: (R,+,-),(Q,+,:) sistemleri birer cisimdir. Fakat (Z,+,) bir cisim

degildir.
Coziim: (R,+,-) birimli ve degismeli bir halka oldugunu biliyoruz. Simdi

ax=0,aeQ alalm. a- 1 = 1 -a=1 olacak sekilde 1 € R oldugundan dolay1 (R,Jr,-)
a a a

sistemi bir cisimdir.

(Q,+,+) birimli ve degismeli bir halka oldugunu biliyoruz. Simdi a=0,aeQ alalim.

a-

-a=1 olacak sekilde 1 € Q oldugundan dolayr (Q,+,-) sistemi bir cisimdir.
a

Q|-
QO | =

(Z,+,-) birimli ve degismeli bir halka oldugunu biliyoruz. 2e€Z fakat
1 1 1 . L et
2- E = E 2= 1,5 ¢ 7, oldugundan dolay1 (Z,+,-) bir cisim degildir.

1.3. Dual Sayilar

R reel sayilar kiimesi (+) toplama ve () carpma islemlerine gore bir cisimdir.

Reel sayilar cismi de R ile gosterilsin.



Tanim 11: Va,a” € R olmak iizere bir A=(a,a’) ikilisine bir siral ikili denir. Bu

sekilde tanimlanan R xR kiimesi I ile gosterilsin.

D= {(a,a*) ‘a,a ER} tizerinde ki i¢ islem ve bir esitlik su sekilde tanimlanir:

Tamm 12: (Toplama) @:DxD—D i¢ islemi Az(a,a*) ve B =(b,b*) olmak
uzere, A®B = (a,a*)®(b,b*) =(a+b,a” +b") seklinde tanimlanir ve I deki toplama

olarak adlandirilir.

Tamim 13: (Carpma) ©:DxD—D i¢ islemi A:(a,a*) ve B:(b,b*) olmak tizere
AGOB=AB= (a,a*) O] (b,b*) =(ab,ab” +a’b) bigiminde tanmimlanir ve I)’deki ¢arpma
olarak adlandirilir.

Tamm 14: (Esitlik) A= (a, a*)ve B= (b,b*) e olmak iizere a=b,a"=b" ise A ile
B esittir denir ve A= B seklinde gosterilir.

Tanmm 15: R reel sayilar kiimesi olmak {izere; D = RxR kiimesi lizerinde toplama,
carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmis ise ) kiimesine dual sayilar

sistemi denir ve ‘v’(a,a*)e]D) elemanina bir dual say1 denir.

1.4. Dual Sayilar Halkas1

Teorem 1: (]D), @, @) ticliisti birimli ve degismeli bir halkadir.

Ispat: (i): (D,®)ikilisi abel gruptur.

(ii): O carpma islemi ) ’de birlesimli ve @ toplama islemine gore dagilmalidir.
Ayrica © garpma isleminin birim elemam (1,0) dr.

H, : ©:DxD— D bigiminde tanimlandigindan kapalilik aksiyomu agiktir.

H, : Birlesme 6zelligi vardir. Gergekten A=(a,a’),B=(b,b") ve
C =(c,c")eDxD olmak iizere;

(A®B)®C Z[(a,a*)(%(b,b*)]@(c,c*) =(a+b,a +b")®(c,c")=



=(a+b+ca +b"+c")
A® (B®C) =(a,a*)@[(b,b*)®(c,c*ﬂ =(a,a")®(b+ch +c7)=
=(a+b+c,a"+b"+c") olur.

H,: ® islemine gore D de bir etkisiz eleman vardir. Gergekten A@0=0D A=A
olacak sekilde bir 0 etkisiz elemanma 0= (x,X") diyelim,

(a,a*)ea(x,x*) :(x,x*)@(a, a’) =(a,a’) yazilarak a+x=a ve

a +Xx =a =x=0ve x" =0 olur. 0=(0,0)eD etkisiz elemam elde edilir.

H,: ® islemine gore VAeD i¢cin A@ X =X® A=0O olacak sekilde bir tek
X =(x,X)eD ters elemani vardir.

(a.a")®(xx)=(xx")®(a,a)=(0,0) esitliginden X =(-a,—a") €D elde edilir.

Tekligini gostermek igin bagka bir tane daha Y = ( Y, y*)e]D) oldugunu kabul edelim.
(a.a")®(xx")=(aa")®(y,y")=(0,0) esitliginden a+x=a+y ve a’+x =a"+y =
x=y ve X =y olup X =Y elde edilir.

O halde (D ,®) ikilisi bir gruptur.
H.: VABeD i¢cin AB=B® A dir.
Gergekten, A®@B = (a,a*)@)(b,b*) = (a+b,a* +b*)
BOA=(bb")®(a,a")=(a+b,a" +b)

Bu yiizden (D ,®) ikilisi bir Abel grubudur.

O©:DxD— D isleminin 6zellikleri

He : ©:DxD— D bir i¢ islem oldugu i¢in D kiimesi © islemine gore kapalidir.

H,: (AOGB)OC=A0O(BOC) saglanir. Gergekten
(AoB)OC=|(aa)o(bb’)|o(c.c) =(abab’ +ab)o(c.c)

= (abc,abc” +ab’c+a’bc”)

AG(BOC) =(a,a*)®[(b,b*)©(c,c*)] :(a,a*)Q[(bc,bc* +b*c)]

= (abc,abc” +ach” +a’bc)



H,: (A®B)OC =(AGC)®(BGC) ve CO(A®B)=(COA)®(C©OB) dir.
Gergekten
(A®B)OC=(a+b,a" +b)o(c,c’) =(ab+bc,ac’ +bc" +a’c+b'c) (1)
(AGC)®(BG C) = (ac,ac” +b'c)®(bc,bc” +b'c)

=(ab+bc,ac” +bc +ac+bc) (2)

(1)ve (2)den (A®B)OC =(AGC)D(BOC) olur.

Co(A®B)=(c,c)O(a+h,a"+b") =(ca+ch,ca”+ch" +ca+ch) (3)
(COADC oB)=(ca,ca” +ca)®(ch,cb”+cb) 4
(3) ve (4) den CO(A®B)=(C O A)®(C ©B)elde edilir.

O halde (D ,®,®) tglisii bir halkadir.
VA,BeD i¢cin AOB=BO®A’dir. Gergekten ;

AeB=(aa)o(bb")=(ab,ab"+a’b) ve
BOA=(b,b)®(a,a)=(ba,ba +ab") olur.
O halde (D,®,©®) degismeli bir halkadir.
H,: O islemi igin (1,0)etkisiz elemandir gergekten ;
(L0) ©A = (LO)A=A
(1L0) ©A=(1,0) O(a,a")=(aa")=A
AO(1,0)=(a,a")o(10)=(a,a")=A olur.

O halde (ID,®,®) birimli bir halkadir. m
Not: Biz bundan sonra (D ,®,®) halkasini D ile gosterecegiz.

Tammm 16: (Sifir eleman) A® X = A denkleminin ¢6ziimii olan X :(0,0) dual

sayisina I "nin sifir1 denir ve 0= (O, O) ile gosterilir.
Teorem 2: (]D) D, O) tcliisii bir cisim degildir.

Ispat: (]D)\{O},@) ikilisi grup aksiyomlarindan ters eleman Ozelligini saglamaz.

Gergekten;
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VA=(a,a)eD i¢cin AOX=XOA=(10) olacak sekilde bir tek X =(x ,x) eD
ters eleman mevcut olmayabilir. a =0 olsun.

(aa’)o(x ,X) =(ax,ax"+a"x) = (1,0)

*

1 * _a
X==ve X =—— bulunur.
a a
1 -a ,
X =(=,—5) eleman A’nin ters elemanidir.
a a

a=0 ise yani (0,a") €D elemaninin tersi yoktur. Gergekten

(0,a")(x,x") =(0,a’x)=(1,0) olup bu bir geliskidir. Bu ise (I,®,0) iliisiiniin cisim

olmadigini gosterir. B

Onerme 1: (Bdlme) A:(a,a*),Bz(b,b*) ise A® X =B denkleminin X :(x, x*)

¢ozlimii sadece asagidaki durumlarda mevcuttur:

b b'a—a bj dn
a a

1) a=0ise X:(—, >

2) a=0,b=0,a"#0 ise X :(Z—Z,X*] dir.

3)a=0,a’=0,b=0,b"=0ise VX =(x,X")eD ¢oziimdir.

ispat 1: AX =B=(a,a")(x,x")=(ax,ax" +a’x)=(b,b") (5)
Buradan a¢0:>ax=b:>x:§ , X' +a’x=b"= ax’=b"-a'’x=

—Sax =b" —-a"—= 5 : 5

.b ba-ah , ba-ab (b b*a-a*b}
==X =——=2> X=| -, ————
a a a a a

2) a=0,b=0,a"#0 alalm. Bu degerleri (5) esitliginde yerine yazarsak,

X :(b—xj elde edilir.
a
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3) a=0,a"=0,b=0,b"=0 alahm. Bu degerleri (5) ifadesinde kullanirsak,

(0, 0)(X, x*) =(0,0)o0lup bu VX = (X, X*) €D ’nin ¢dziim oldugunu gosterir.

Simdi bu li¢ durumdan baska ¢6ziim olmadigimi gosterelim. Kabul edelim ki

Y= (y, y*) seklinde bagka bir ¢6ziim olsun. O halde (ax, ax” +a*x) = (ay, ay” +a*y) olur.
Buradan ax=ay=a(x-y)=0=>a=0 veya x=y’dir a=0=ax=a’y
=a’(x—y)=0=x=y veya a"=0 elde edili. a=0=A=(0,0) veya A=(0,a")
bulunur. Buise 1. ve 2. durumdur. x=y= ax"+a’'x=ay ' +a'y=ax" =ay"

=a(x' -y )=0=x =y = A=B elde edilir. m

Teorem 3: I dual sayilar halkasi, R reel sayilar kiimesine izomorf bir alt kiimeyi

alt cisim olarak kapsar.

Ispat: f :R— D fonksiyonu, f :a— (a,0) olarak tanimlayalm. f halka

homomorfizmasidir. a,b € R olmak iizere

f(a+b)=(a+b,0)=f (a+b,0)=a+b=(a,0)®(b,0)=f (a)® f (b) olur.
Ayrica f(ab)=(ab,0)=(a,0)©(b,0) = f(a)o f(b) elde edilir.
f birebirdir. Gergekten
f(a)=f(b)=(a,0)=(b,0)=>a=b, O halde f birebirdir. m

Tamm 17: Teorem 3 iin bir sonucu olarak (a,0) dual sayisi, izomorfu oldugu

“a”ile gosterilecektir. Yani; (a,0)=a alinacaktir.
Tanim 18: Bir A= (a,a*) €D dual sayisinda a reel sayisina A ’nin reel kismi
"a""reel sayisina A ’min dual kismi denir ve ReA=a ve DuA=a" seklinde yazilir.

Tanm 19: (1, 0) =1 dual sayisina D deki ¢arpma isleminin birim elemani veya D

deki reel birim denir.

Tamm 20: (0,1) dual sayis1 kisaca ¢ ile gosterilmektedir. Yani ¢ :(0,1) alinacak

ve dual birim olarak adlandirilacaktir.
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Sonug 1: O isleminin tanim1 geregince &” =¢-&=(0,1)(0,1)=(0,0)=0 dur. Yani
g =¢&° =0 oldugu goriiliir.

Tamm 21: (0,0) dual sayisina D nin @ toplama islemine gore birim elemani (Abel

grubunun birim elemani) denir ve f :ID — R izomorfizminde karsilik geldigi “0” reel

sayisl ile gosterilir.

Teorem 4: A=(a,a’) €D dual sayis1 A=a+sa’ seklinde tek tiirlii yazilabilir. Yani

A=(a,a’)=a+ea dir.
Ispat: @ toplama isleminin tanimi geregince A= (a, a*) =(a,0)+ (O, a*) seklinde

yazilabilir. Tamim 20 ve 21 den A=(a,a’)=a +&a seklinde olur.

A= (a, a*) =(a,0)+ (O, a*) yazilis1 tek tiirliidiir. Gergekten A= (a, a*) ’1n baska bir
yazilist da A= (a, a*) =b+¢b” biciminde olsun. O halde a +ca =b+&b™ olup iki dual
sayinin esitliginden a=b ve a“"=b" olur. Bu da A= (a, a*) =(a,0) +(O, a*) yaziliginin

tek tiirlii oldugunu gosterir.

Sonug 2: R ’deki (+) ve(-) islemlerine ait kurallar D *de aynen kullanilabilir.

Bundan sonra @ ve © sembolleri yerine (+) ve (-) isaretlerini kullanacagiz.

Onerme 2: A BeD ve AB =0 ise A veya B den herhangi birinin 0 olmasi

gerekmez.
ispat: A=(0,a)=ca” ve B=(0,b))=eb" ise A-B=(0,a")-(0,b")=(0,0)=0
olur. Fakat A=0 ve B0 dir. ®

Onerme 3: A=(a,a’)=a+¢sa €D ve 1R ise Lile A nin garpimu

A-A=(la,1a’) =da+ela’ “du.

Ispat: A Roldugundan dolay1 X reel sayist (4,0) dual sayisina izomorftur. Buna

gore 1-A=(4,0)(a,a’)=(1a,1a’) olur. m



13

Tanim 22: A reel sayisi ile A dual sayisinin carpimi RxID — ID seklinde bir dig

islem olup bir dual sayiin bir reel skalar ile ¢arpimi adin alir.

Onerme 4: A=a+¢ga” ve B=Db+sb" iki dual say1 olsun. Bu taktirde

AB = ab+g(ab* +a*b) *dir.

Ispat: AB = (a+ sa’ )(b + gb*) =ab+ g(ab* + a*b)
=ab+ g(ab* + a*b) +g%a’d” ‘dan ve £” =0 oldugundan dolay1 AB=ab+ g(ab* + a*b)

olur. m

Onerme 5: A=a-+za’,a=0 ve B=b+¢b" iki dual say1 olsun. Bu taktirde

B b+sb b

A a+ega’ a a

b'a—ba",
3 2

dir.

Ispat: E=b+gbi=(b+8b*)(a—€a*):ba+5(b*a—ba*)—gza*b* e £ -0
a+ea (a+ga*)(a—ga*) a2+a3(aa"—aa*)—asza"2

ba+¢(b'a—ba’ *a—_ba* *a_ba*
oldugundan dolay1 E: ( 5 ):b—§+gba#:9+gw bulunur. m
A a a a a
. . o . 1 1 a°,..
Onerme 6: A=a+ea’,a=0 dual sayisi verilsin. Bu taktirde K:——g—z dir.
a a
) a—ea’ _ca
Ispat: E— - = ( - ) ~=— a* ga* — ve &°=0
A a+ea (a+ga )(a—ga ) a +g(aa —aa')-c'a

a-ca" a a’ 1 a’
=—-6—5=——¢— olur.m
a a

oldugundan dolay1 %\

1.5. D-Modiil
Tamm 23: K birimli bir halka ve X degismeli bir grup olsun. ¢: Kx X — X,
(p(k, X) =kx bi¢iminde tanimlanan ¢ fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa X , K

halkasinin tizerinde bir modiildiir denir.
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i) k(x+y)=kx+ky,Vx,ye X, keK

i) (k,+k,)x=kx+kx, Vxe X,k k, eK
i) (KK, ) x =k, (KX), ¥x e X,k k, e K
iv) Ix=X,xe X

Eger K=D ise D bir modiildiir ve D -Modiil olarak adlandirilir.

1.6. Dual Sayilar Halkasimin idealleri

Onerme 7: (]D) ,@,O) halkasinin tiim idealleri asagidaki gibidir.
1) K={(0,0)},K =D K,D ’nin bir idealidir.
(2) K=D, K, D ’nin bir idealidir.

(3) K ={za":a" € R}, DD *nin bir idealidir.

Ispat: (1) ve (2) D ’nin asikar idealleridir.
(3) K= {8a* :a' e ]R} ’in bir ideal oldugunu gosterelim.
i)a'e,b'eeK a"#b" a'e—-b'¢=(a"-b")eeK
ii) Vb's e K ve VA=a+a’ceD olsun. b'¢(a+a’¢s)=(a+a’s)b’e¢=ab’c e K “dir.
Ohalde K ={za":a" e R}, D> nin bir idelidir.
Simdi gosterelim ki, ID > nin keyfi ideali bu ideallerin biri ile ¢akisir. 1,1’ nin bir
ideali olsun. 3Ae1 dyle ki A=a+eca” ve a=0olsun. Gosterelim ki, I =D dir. Keyfi

BeD,B=b+&b" elemani alahm. A i¢in a #0 oldugundan dolayr AC = B olacak sekilde

C €D vardir. I ideal oldugundan AC €1 dir. Dolayisiyla B e, B e D keyfi oldugundan
[=Ddir.

Simdi I,DD’ nin bir ideali 6yle ki keyfi Ael,A=a+¢&a", igin a=0 ve a" =0
olacak sekildle A=ga" mevcut olsun. Bu taktirde Ic{eb’,b’eR| dir. Eger

Ael,A=ca",a" #0 varsa, keyfi B=¢&b" i¢in (6nerme 1’e gore) AC =B olacak sekilde
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C €D vardir. Dolayisiyla 1= {gb* b e ]R} > dir. Eger keyfi Ael,A=a+¢a" igin a=0

ve a' =0 ise I={(0,0)}" dir. m
1.7. Bir Dual Sayinin Matris Gosterimi

* a 0 - - - - - -
Tanim 24: a,a € R olmak iizere; { . } formundaki matrislerin kiimesini M ile
a a
gosterelim. (+) ve (-) matris islemlerini goz niine alalim.
Teorem 5: (M, +,-) birimli degismeli bir halkadir ve bu halka D ‘ye izomorftur.

Ispat: Oncelikle (M,+,) birimli degismeli bir halka oldugunu gosterelim.
+:MxM —>M,VA BeM icin

M,. Kapalilik 6zelligi :

a o0 b 0 a+b 0
A+B=| . +| . = , . € M olup kapalidir.
a a b b a+b a+b

M,. Birlesme o6zelligi :

VA,B,CeM
a+b 0 c O a 0 b+c 0
(A+B)+C=| . . +| . = + oL = A+(B+C) olup
a +b a+b cC C a a b*+c b+c

birlesme 6zelligi saglanir.

M,. Birim eleman:

A+ X =X+A=A

a+x 0 }

A+X= , .
a +Xx a+x

a o0 . N -
:{* }:a+x:a,a +X =a =>Xx=X =0
a a

X

oo .
+ isleminin birimidir.
00

M,. Ters eleman:

A+B=B+A=0
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A+B= ?+b* 0 = 00 —=a+b=0a+b'=0=b=-ab =-a"
a+b a+b 00

B=

{ . } + islemine gore A matrisinin ters matrisidir.
a a

Teklik: Baska bir tane daha C € M oldugunu kabul edelim. A+B=A+C =0
esitliginden

a+b 0 a+c 0 o e .
. =l o . =a+b=a+c,a +b =a +c =b=c,b =c
a+b a+b a+c a+c
bulunur. Buise B =C anlamina gelir.
Sonug 3: (M, +) bir gruptur.
M.. Degisme ozelligi: A+B =B+ A’ dir.
Sonug 4: (M, +) grubu degismeli bir gruptur.

Ayrica -:MxM — M, VA B eM islemi icin,

o a 0||lb O ab 0
M. Kapallik 6zelligi: AB=| , . = . . €M olup
a allb b ab +ba ab

kapalhdir.

M, . Birlesme 6zelligi : VA,B,C e M ig¢in

ab O|lc O abc 0

(AB)C = * * * = * *
ab +ba” abljc ¢ abc+abc ab
a o0 bc 0 abc 0

A(BC)= * * * = * *
a al|bc +b’c bc abc+abc ab

(AB)C = A(BC) olup birlesme 6zelligi saglaniyor.

M. VA,B,CeM (A+B)C=AC+BC ve A(B+C)=AB+AC ‘dir. Gergekten

O LN L P

B ac+bc 0 B ac 0 . bc 0
“la’c+bc+ac* +bc® ac+bc| |a'‘c+ac® ac| |bc+bc’ bc
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=AC+BC olup (A+B)C=AC+BC elde edilir.

(@102 2% e | s rereaac) o)

a(b+c) 0 )}:{ ab+ac 0 }

a*(b+c)+a(b*+c*) a(b+c a'‘b+a‘c+ab’ +ac’ ab+ac

[ ab 0 ac 0
= . . . = AB+ AC olup A(B+C)=AB+AC bulunur.
a’b+ab abjla’c+ac ac

Sonug 5: (M, +,.) bir halkadir.
M,. Degisme 6zelligi : VA, B € M i¢in

ab 0 ba 0 - . Tyess
AB = . . =| ., . = BA olup degisme o6zelligi vardir.
ab +ba ab ba+ab ba

Sonug 6: (M, +,.) halkasi degismelidir.
M,,. Birim eleman o6zelligi: Tim 2x2 matrislerinin birim elemani
10 y _ L
I= 0 1 € M oldugundan dolay1 M ’ nin de birimidir.
Sonug 7: (M, +,.) halkasi birimli bir halkadir.
Sonug¢ 8: (M, +,.) halkasi birimli ve degismeli bir halkadir.
* * a O " - .
f :(a,a )—) f (a,a ):{ . } bir halka izomorfizmasidir.
a a
A=(a,a’) ve (b,b") €D olmak iizere ; f (A+B)= f(A)+(B) dir. Gergekten ;
a+b 0 a 0 b 0 a o0 b 0
f(A+B)=| & . = e F L e [=T(A)+1(B)
a-+b a+b a al||b b a a| |b b
elde edilir. Ayrica f(A-B)=f (A)f(B)dir:
ab 0 a 0jb O
f(AB)=| . . = . N = f (A) f (B) ve sonug olarak
ab +ab ab a ajb b

f (A-B)=f(A) f(B) elde edilir.
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f birebirdir : A=B ise f(A)=f(B) dir. Gergekten A=(a,a’)

b 0

a o0
B=(b,b")eDicin A=B ise a=b veya a"#b" dir. Dolayisiyla | . |#| .
a aj| |b b

f(A) = f(B) dir.

0
f ortendir : M deki her bir {; a} matrisi D deki bir tek A:(a,a*)

sayisinin f ile ifade edilmis bir goriintiistidiir. O halde D ile M izomorftur. =

ve

| v

dual

Tamm 25: A= (X, X*) = X+ &X" dual sayilarinin bitiiniine dual diizlem denir ve D ile

gosterilir. Her bir (X, X*) ikilisine de dual diizlemin bir dual noktas1 denir.

1.8. Bir Dual Saymn 1.Tip Mutlak Degeri

Tamm 26: A=(x,X")=x+ex" verilsin. |A] :‘x+gx*‘1 =|x| sayisina A dual

sayisinin 1. tip mutlak degeri denir ve |A|1 = ‘X+gx* L ile gosterilir.

Onerme 8: A:(x,x*) dual say1 ve |A|1 =0« x=0"dir.
Ispat: ‘X+5X*L:|X|:0©X:O’d1r. ]

Onerme 9: iki dual saymin ¢arpiminin mutlak degeri, bu iki dual saymin mutlak

degerleri ¢arpimina esittir.
Ispat: A =a +ca , A =b +eby eD;
AR =|(a+ea)(a, + 63, )| =|ad, +2(aa, +a'a,)| =[aa|=[a]a,]=|AL|A =

Onerme 10: (Uggen Esitsizligi) A =a, +¢a, , A, =b +&b e D; olmak iizere ;
A+ AL <[A] +A,

s 1
X dir.

ispat: ‘Al —+—AZ‘1 =‘(a1 +b1)+€<al*+b1*)1 =‘a1 +b1‘é‘al‘+‘bl‘=‘/ll‘1+‘/]2‘l [ |
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1.9. Eslenik Dual Sayilar

Tamm 27: A=x+¢&x" €D bir dual say1 olsun. x —&x” €D dual sayisina A’nin

eslenigi denir ve A ile gosterilir.

Onerme 11: AcD ve A dual eslenigi olmak iizere

(i) (A (T):A’dlr

(11) VA ,A €D igin A+AZ E+E A-A = E E dir.
(i) AA =AA

(iv) [%]:% A, #(0,x") dir.

(V) VAeD igin A.R:|A|l2
(vi) A+K=2Re(A)ve(A—Z)=2gDu(A)

Ispat: (i) ZZX—&‘X*3(Z)=(X—6‘X*)=X+8X*=A
(ii) VA=a,+sa’,A, =a,+¢ca," €D
A+Azz(a1+ga1) (a2+ga2) (a + )+g(a1*+a2*):(a1+a2)—g(a1*+a2*)
=(a,-¢a)+(a,—¢a, )= A+A
A=A =(a+ea)-(a+ea)=(a-a)+s(a -2, )= (a-a,)-s(a -a)
=(a-ca’)—(a,-ca,)=A-A

(iii) A.A =(a +ca")(a, +5a, ) =aa, +£(aa, +a'a,)
=aa, - (a3, +a'a,) (6)
AA =(a-ca")(a,—2a, ) =aa,—=(aa, +aa,) (7)
(6) ve (7)°den A.A, = A A, oldugu elde edilir.

o (A=)
(aiazg(aia;*afaz)Jﬁw(Lﬁ%j (8)

a, a, a,
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A _a-sa(a-ea)(a+ea,))
E - a,—&a, - a22
Sereloalan) n an-nn) o)

(8) ve (9) *den (%] _A A, #(0,3,") oldugu elde edilir.

(V) VAeD igin AA= (x+gx (x—gx*)=x2 =|A

) 1
(vi )A+ﬂ X+ X )+(x £X ) 2x =2Re(A)
( ) x—gx ):2gx*:2gDu(A) [

Teorem 6 : f :D—> D fonksiyonu f(A)= A seklinde tanimlansin. Bu takdirde f
bir halka izomorfizmasidir.

Ispat: A=(a,a") ve B=(b,b") €D ;1 R olmak iizere

f(A+B)=A+B=A+B = f (A)+ f (B)

f(A-B)=AB=AB=f(A)f(B)

f birebirdir.

ABeD f(A)=f(B)=A=B=A=B

f ortendir:

A=a—ca" eD dual sayisina bir tek A=a+&a" e D karsilik gelir 6yle ki f(A) = A

dir. m

1.10. Kiime Uzerinde Grup Hareketi

Tamm 28: G bir grup ve K bir kiime olsun. Bir ¢:Gx K — K doniisiimii verilsin.
ge€G,xeK igin (p(g, X) = gXx seklinde yazalim. V(Q,,9, €G,xeK i¢in:
i) (glgz)x = gl(gzx)

i) e,G" nin birimi olmak {izere ex =X
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kosullar1 saglaniyorsa ¢ ye G’ nin E iizerindeki hareketi(etkisi) denir. G' nin K

tizerindeki hareketi G : K ile gosterilir.

Ornek 17: G ={-11} kiimesini alahm. (G,-) birgrup g eG,xeR ¢(gx)=0x, ¢
bir R etkidir.

Coziim: i) -11eG ve xeR (-11)x=-1(1x)=—x
i) 1eG (G, ) nin birimi ve x e R alalim. 1x =X olup ¢ bir R etkidir.

Tamm 29: D= { a+ega’,a,a’ e R} dual sayilar kiimesini alalim. Burada a = 0olarak
aldigimiz tiim dual sayilart I, ile yani I, = {a +ea’,a#0,a,a € R} bigiminde

tanimlayalim. I, = {a +ega",a=#0,a,a" e R} kiimesi ¢arpma islemine gore degismeli bir

grup oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Ornek 18: ¢:D, xD—D,H eD,,AeD i¢in ¢(H,A)=HA olarak yazalim. ¢,

D,'in I iizerindeki etkisidir.
Céziim:
i) H,=h +sh’,h #0,H, =h, +sh,’,h, #0,H,,H, D, ve A=a+sa", AcD
alalim.
(HH, ) A=[ (n+eh)(h, +h,") |(a+za)
=[hlh2 +e(hh, +hh, )](a+ga*)
=hha+es(hha’ +ahh,’ +ah'h,) ve
H, (H,A)=(h+2h")[ (h, +2h)(a+za) ]
=(h+eh’)[ ha+s(ha +h'a)]
=hh,a+z(hha’ +ahh,’ +ah’h, ) oldugundan

(H,H,)A=H,(H,A) elde edilir.
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i) e=1+0s=1 D,'inbirimive A=a+e&a" €D olmak iizere,

1(a+ea")=a+za’ yani 1A= A

1.11. Denk Vektorler Sistemi ve G-Yoriinge

Tammm 30: G bir grup olmak iizere,G ’nin X {izerindeki etkisi verilmis olsun.

xeE,yeE olsun. 3g e G oyle ki y=gx ise x eleman1 y’ye G -denktir denir ve bu
G
durum x~vy ile gosterilir.
Onerme 12 : G grubunun X iizerindeki etkisi verilsin. Bu taktirde Vx,y e X igin

G
X~y bir denklik bagmntisidir.

Ispat: "~" bagmtisinin denklik bagimtis1 oldugunu gostermek igin yansima, simetrik

ve gegisli 0zelliklerini sagladigini gostermemiz gerekir. Bunlar1 gosterelim.
i) Vxe X i¢in X~ X" dir. Xe X ve g=eeGalalim. x=gx=ex olup X~ X’ dir.

i) VX,ye X i¢in X~y=y~Xx’dir. X,yeX alalim.x~Yy ise 3geG oyle ki
y=gx’ dir. Burada G grup oldugundan dolayr g~ mevcuttur. O halde esitligin her iki
tarafi g~ €G ile garpilirsa

y=gx=9g'y=g'gx=g 'y=ex=x olup y~ x’ dir.

i) Vx,y,ze X igin x~yve y~z=X~2z’dir. X,y,Ze€ X alalim.
X~y oldugundan 3g, € G dyle ki y = g,x dir. 20)
y ~ z oldugundan 39, € G oOyle ki x=g,Yy ’dir. ay
(11)° de y yerine (10) daki esiti yazilirsa z =g,9,x ’ dir. Ancak g,0, €G

oldugundan X~ z’ dir. Bdylece "~" bagtisinin yansima, simetrik ve ge¢isli

ozelliklerini sagladigindan denklik bagmntisidir. m

Ornek 19 : G ={—1,1} olsun. G grubunun R iizerindeki etkisini alalim. VX,y € R

G
igin y=FXx ise x~y' dir.
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Coziim : VX,yeR ve y=Fx alalim.
G
Eger y=x ise y=Xx=1x ve 1€ G oldugundan dolay1 x~y" dir.

G
Eger y=x ise y=x=-1x ve —1e G oldugundan dolay1 x~y" dir.

Ornek 20: D= { a+¢a‘,a,a e R} dual sayilar kiimesini alalim. Burada a = 0 olarak
aldigimiz tiim dual sayilart I, ile yani I, = {a +eca’,a=0,a,a € R} bi¢iminde

tanimlamistik. I, = {a+ga*,a #0,a,a" e ]R} kiimesinin ¢arpma islemine gore degismeli

grup oldugu kolaylikla gosterilebilir.

]Dl
A=a+¢ca ,B=b+e&b" €D olsun. Eger a=0,b =0 ise A~B denktir.

Coziim : B=H.A , b+&b" =(h+&h’)(a+¢a")=ha+¢(ha” +h'a)
ha=bveha"+h'a=b"
a¢0veb¢0:h=9¢0 ve h*=M

—— bulunur.
a a

]D]l
H=h+eh",h=0,H D, bulunur. O halde A~B denktir.

Tamm 31: {x,z€T} ve {y,,reT} iki vektor ailesi olsun. 3g G i¢in
G
y, =0gx.,VreT ise bu vektdr ailelerine G-denktir denir ve {x ,zeT}~{y,,zeT} ile

gosterilir.

Onerme 13 : {XT T E T} ve {yT T eT} iki vektor ailesi olsun. Bu taktirde

G

{XT T E T} ~ { y..T€ T} bagntis1 bir denklik bagintisidir.

G
Ispat: i) {XT,TET}~{XT,Z'€T} ‘dir. Gergekten g =e G alalim. V7 €T i¢in

X =ex_’dir. " ~" bagintisi yansiyandir.

G
i) {x,7eT}~{y,,7eT} olsun. O halde 3geG i¢in y, =gx 7T ’dir. Burada

G grup oldugundan dolay1 g~ mevcuttur. O halde esitligin her iki tarafi g G ile

G

garpilirsa 7'y, =g~'gx, =x_,7 T ’dir. O halde {y,,reT}~{x ,reT} dir." ~"
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bagintisi simetriktir.
G G
iii) {x,7eT}~{y,,zeT} ve {y,, reT}~{z,,7eT} olsun. O halde 3g, €G i¢in
y.=0,X,, 7T ve 39,€G i¢in z_=g,Yy,, 7T ’dir.

2,=0,Y,=09,(9:X.)=0,9,X.,7€T ve G grup oldugundan dolay1 g =g,9, € G dir. Yani

G
z_ =0gx_,7eT dir. " ~" bagmtis1 gecisgendir. O halde {XT,Z' eT}~{yT,f eT} bagintisi
denklik bagintisidir. m

Tamm 32: Bir G grubunun bir X kiimesi tizerinde etkisi verilsin. Bir

X € X noktasinin G yoriingesi Gx ={gx: g € G}olarak verilir.

Not: l) Yoriingeler, G -denklik bagintisinin denklik siniflaridir.

2) 1ki yoriingenin arakesiti bos kiime degilse yoriingeler ¢akisir. Arakesiti bos kiime

ise farkli yoriingelerdir.

Ornek 21: G = {—1,1} ve X =R alalim. Bir x € R noktasinin G —ydriingesi

Gx = {J_rx, Xe R} seklindedir.
Ornek 22: D = { a+ega’,a,a e R} dual sayilar kiimesi ve

D, = {a+ ga,a=0,a,a e ]R} grubunu alalim. ]D)—{ga*} , D, —yoriinge’dir.

Coziim: A=a+sa’,B=b+eb’, VA BeD-{za’| alalm. A~ B dir.
A=a+sa’,B=b+eb’ e]D)—{ga*} ise a=0veb=0 dir.
B=HA=>b+eb"=(h+zh")(a+za’)=ha+g(ha +ha)
b=ha,b=0,az0=h=0

w bulunur. O halde H :E+gba;2baeln)1 bulunur. Bu
a a a

b*=ha"+h'a=h"=
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bize keyfi A,BeD—{ea’} gibi iki clemanin D, —denk oldugunu gdsterir. O halde
]D)—{ga*,a* € R} kiimesi bir I, - yoriinge *dir.

1.12. G-invaryant Fonksiyon

Tamim 33: G bir grup olmak iizere, G'nin E fiizerindeki etkisini alahm. f, E

tizerinde tanimli sifirdan farkl bir reel fonksiyon olsun. Vg € G i¢in

f(gx)=f(x), vxeE ise f,fonksiyona G -invaryant denir.

Ornek 23: G:{—l,l} kiimesini alalim (G,-) bir grup ve G ’nin R iizerindeki
etkisini alalim. f :R >R, f (X) =x?, f,G-— invaryanttir.
Coziim : 1eG,xeR i¢in f(1x)=f (x)=x" ve -1eG,xeR i¢in

f(-1x)=f (—x) :(—x)2 =x*=f(x) bulunur. f,G - invaryanttir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Bir Dual Saymmn 2. Tip Mutlak degeri

Tamm 34: A=x+¢eX" €D dual sayisiin 2. tip mutlak degeri |A|2 = ‘X + gx*‘2 =X

seklinde tanimlanir.

Onerme 14: A=x+&x" €D dual say1 ve |A|2 =0< x=0"dm.

Ispat: (=)|A|, =0 olsun.
|A|2 :O:>|A|2 :‘x+gx*‘2 =x=0
(<) x=0 olsun.

x=0:>0=x=‘x+gx*‘2:>|A|2=0 ]
Onerme 15: A=x+¢x",B=y+¢sy" €D iki dual say1 ise |A|, =|B|, = x =y dir.
Ispat: |A|, =|B], olsun. |A|, =|B], :>‘x+gx*‘2 =‘y+gy*‘2 = Xx=y dir. ®
Onerme 16: A=x+2X',B=y+zy" €D iki dual say: ise |A+B|, =| A, +|B], *dir.
ispat: |A+B|, =‘(x+ y)+e(x + y*)‘2 =x+y=|A,+|B|, =

Onerme 17: A=x+¢X",B=y+¢y" D iki dual say1 ise |[A—B|, =|A|, -|B

dir.
ispat: [A—B|, :‘(x—y)Jrg(x"—y")‘2 =x-y=|A,-[B, =
Onerme 18: A=x+¢x",B=y+ey" e iki dual say1 ise |AB|, =|A|, |B], dir.

ispat: | AB|, =|xy+2(x'y+xy")| =xy =|A][B|, =

Onerme 19: A=x+&X",B=y+¢y",y#0 iki dual say1 ise
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Ispat: y#0 oldugundan B™' mevcut olup buradan,

A 8|, = A8l |ABB™Y| =|A|, elde edilir. $imdi her iki tarafi [B|, ile bolersek
B ) 2 B ) 2 2 2
A
‘é :& olarak bulunur. =
B 2 |B|2
Onerme 20: A=x+&x" €D bir dual say ise AA= |A|22 “dir.
ispat: AA=(x+¢y)(x—ey)=X* = xx =|AL|A| :|A|22 ‘dir. =
2.2. D, Grubu
Teorem7: D, = {a+ga*,a #0,a,a" ]R} kiimesi ¢arpma islemine gore degismeli
gruptur.

Ispat: 1) Kapalilik:
A=a+ca’,B=b+eb" €D, alalim AB= ab+g(ab* + a*b) €D, oldugunu
gosterelim. A, B €, oldugundan dolayr a=0,b0dir. AB=ab+£(ab" +a'b) ve

a=0,b#0 oldugundan dolayr ab=0dir. O halde AB e, dir.
2) Birlesme ozelligi:

AB,C eI, alalim.

(AB)C =| (a+sa’)(b+eb") |(c+&c”) = ab+(ab” +a'b) (c+&c”)
=abc+s(ab’c+a'bc+abc”) ve

A(BC)= (a+ga*)[(b+gb*)(c+gc* )] =(a+sa’)| be+e(bc+ebe”) |
=abc+s(ab’c +a'bc+abc”)

elde edilir. Yani (AB)C = A(BC) dur.
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3) Birim eleman o6zelligi:
AX = XA= Aolsun.
AX =(a+ea’)(x+ea")=ax+e(ax’ +a’x)=a+ca’ ve
XA=(x+ex)(a+ea")=ax+e(ax’ +a’x) =a+e&a " esitliginden

— ax=a bulunur ve a#0 oldugundan x=1 elde edilir. Ayrica
ax’+a’x=a",x=1 ve a#0 oldugundan X" =0 dolayisiyla X =1=(1,0) e D, dir

4) Ters eleman ozelligi:
AX = XA =1 alalim. Yani, AX =ax+&(ax’ +a’x) =1,ax=1= X :E,a #0
a

ax*+a*x:0vex:1:x*:— = A'=X :(17—61_2

a a

J e D, olarak elde edilir.
a a

5) Degisme Ozelligi:

AB=(a+ea")(b+eb”)=ab+eg(ab”+ab) =ba+e(b’a+ba’) =BA =
2.3. GD, Grubu
Tamm 35: a#0,H =a+¢a" €D, sayisina karsilik gelen matrislerin kiimesini

a o0
GD, = {a* a} ,az0,a,a" e R} ile tanimlayalim.

2.4. D, ile GD, Gruplar1 Arasindaki Baglanti

Onerme 21: a=0,H =a+&a” €D, olmak iizere
. a o0 . .
f:D, ->GD,, f(H)= f(a,a )=Ll* a} olarak tanimlanan f fonksiyonu bir grup

izomorfizmasidir.
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Ispat: AB € D, olmak {izere

f(A+B):f(a+b,a*+b*):f(a+b+g(a*+b*))={a?ig* aib}
[a 0] [b 0]
ol U L
a a| |b b

a 0| b O -
=l altle b = f (A)+ f(B) elde edilir.

Ayrica f(AB)=f(A)f(B) dir.

f(AB)=f((a,a")(b,b"))=f (ab,ab" +a'b)

{ ab O}:ﬁ OM’ g}:f(A)f(B)vesonugolarak

ab"+ab ab| |a" a
f (AB)=f (A)f(B) elde edilir.

f birebirdir. Gergekten A= B ise f(A)= f(B) dir. Gergekten A:(a, a*) ve

B=(b,b")eD i¢cin A=B ise a=bveya a" b" dir. Dolaystyla a 0 7 b0 ve
’ ¢ ' e P
f(A) = f(B) dir.
. . . la 0 . . .
f ortendir. Ger¢ekten GID, deki her bir L* {J matrisi D deki bir tek A=(a,a )
dual sayismin f ile ifade edilmis bir goriintiistidiir. O halde D, ile GD, izomorftur. =

2.5. D, —Denklik problemi

Tanim 36: A B €D olsun. Eger B =HAolacak sekilde H ), varsa AveB

]D)l
elemanlar1 1D, —denk denir ve A~ B seklinde yazilir.
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Dy
Onerme 22: A~ B bagmtisi bir denklik bagmtisidir.

Ispat: Denklik bagintis1 oldugunu gostermek icin yansiyan, simetri ve gecismenin

var oldugunu gostermeliyiz.
Dy
I. Yanstyan: A~ A olmasi igin A= gA olacak sekilde g € D, oldugu gosterilmeli.
Dl
g=1i¢in A=1A ve 1€, oldugundan A~ A dir.

H])l H])l H])l
Ii. Simetri: A~ B olsun. Gostermeliyiz ki B~ A dir. A~B oldugundan B =gA
olacak sekilde g =h+&h" eD,,h=0 vardir. h#0 oldugundan dolayr 3g~" €,

4 1 n , o
g :E_EF' h=0’dir olup B~ A’dir.

D, Dy Dy )
iii. Gegisme: A~B ve B~C olsun. Gostermeliyiz ki A~C dir. A~B oldugundan

Dy
B =g,A olacak sekilde g, €D, ve B~C oldugundan C = g,B olacak sekilde g, €D,

vardir. C=9,B=g,(9,A)=0,9,A ve D, grup oldugundan dolay: g,g, €D, dir. O halde
HDl
A~Cdir. m
Teorem 8: A=a+¢a",B=b+&b" eDolsun. Eger
Dy
1. a#0,b=0 ise A~B degildir.
Dy
2. a=0,b=0ise A~B degildir.

D,
3. a=0,b=0 ise A~B’dir.

4, a=0,b=0 durumunda dort durum soz konusudur.
Dy

41 a"#0,b" 0= A~Bdir.
D])1

42 a’=0,b" 0= A~B degildir.
lDJ1

4.3 a" #0,b" =0= A~B degildir

Dy
44 a"=0,b"=0= A~B’dir.
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Ispat: B=HA , b+sb" =(h+sh")(a+sa’)=ha+e(ha’ +h'a)
ha=bveha"+h'a=b" (1)

1. Eger a=0veb=0ise (1) esitliklerinden b =0 olup ¢eliski elde edilir. O halde

A]Iil B denk degildir.
2. Eger a=0veb=0ise (1) esitliklerinden h =0 olup buda bir ¢eliskidir. O halde
Dy
A~ B degildir.
3. a=0veb=0olsun (1) esitliklerinden;

kS _ * Dl
h="2ve h' = 227D\ iunur. O halde A~ Bdir
a a

4. a=0veb=0 i¢in

*

Dy
41 a"#0,b" =0 ise (1) esitliklerinden h = b # 0 bulunur. O halde A~ B dir.

s

Dl
42 a"=0,b" =0 ise (l) esitliklerinden h = 0 ¢eliski elde edilir. O halde A~B
degildir.
Dy
43 a*#0,b"=0ise (1) esitliklerinden b* = 0 ¢eligki elde edilir. O halde A~B
degildir.

Dy
4.4 a"=0,b" =0ise (1) esitlikleri saglaniyor. O halde A~B’dir. m

Sonu¢ 9: D \{ga* ,a’ e R} kiimesi I, — yoriingedir.
Sonug¢ 10: {ga* a e ]R} \{0} kiimesi I, —yoriingedir.

Sonug 11: {0} kiimesi I, — ydriingedir.

Tamm 37: f:D—D Syleki VH €D, ve VAeD i¢in f(HA)=f(A) ise f ye

D, —invaryant fonksiyon denir.

Onerme 23: f :D — R D, —invaryant invaryant fonksiyon olsun. Bu takdirde f

fonksiyonu her I, —yoriingede sabittir.
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Ispat: S, I, ’in bir yoriingesi olsun yani 3x € D dyleki S = {AX Ae ]D)l} dir. Keyfi
AxeS ve f D, —invaryant fonksiyon oldugundan f (AX) =f (X) keyfi AeD, dir. Ozel
olarak D,’in D ’deki etkisinde sadece ii¢ yoriinge oldugundan 3c,,cC,,C, € R dyleki

1) f(A)=c, VAeD\{sa",a" e R}

2) f(A)=c, VAe{za"}\{0}

3) f(A)=c,,A=0"dur.

Tamm 38: Eger {A, A} ve {B,,B,} 6yle ki B, =HA,B, = HA, olacak sekilde

Dy

HeD, varsa A={A,A},B={B,B,}sistemine D, denktir denir ve {A,A,}~{B,,B,}ile
gosterilir.
Tamm 39: f:D* > D dyle ki VH €D, ve VA, A €D igin

f (HA,HA))=f(A,A) ise f ye D, —invaryant fonksiyon denir,
Teorem 9: {A, A}, A=a+¢ca ,a =0, A =a,+&a, olsun. Bu takdirde

f (A, A)=A"A fonksiyonu D, —invaryanttir ve A"A, :%h{%} "dir.

Ispat: I, grubunun D dual sayilar kiimesi iizerindeki hareketini alalim.
A =a +ea",a#0, A =a,+¢ca,” olmakiizere f(A,A)=A"A, ileverilen f de
D, — invaryanttir. Gergekten, VH €, i¢in,
f (HA, HA, ) :(HAI)_l HA =H'AHA =A"H'HA, =A'A = f (Ai, AZ) elde edilip
istenen saglanir.

Simdi A A, =§+g(%j oldugunu gosterelim. a, # 0 oldugundan A

1 8 —ea; _a-ea 1 ea

2

ttur. O halde A™ = =
mevcuttur alde A ot oy (a1+ga1*)<a1—ga1*) a12 a, a,
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s

. 1 a . a a, aa | a aa," —a'a,
bulunur. ALlAZ:(——g—] a, +¢a :—2+5[—2—2—]:—2+5[—j olup
a & (2 +e2;) a la a') a 8’

istenilen elde edilir. m

Teorem 10: A={A,A},B={B,,B,} , A =a +¢3 .8, #0, A, =a, +¢a,",
Dy
B, =b +¢b", b #0, B, =h, +&b,” €D olsun. Bu takdirde A~B < A*A, =B,'B, dir.
ID)l
Ispat: (=) A~ B olsun. Bu takdirde
B,=HA = (b +&b)=(h+zch")(a, +ca ) =ha +&(ha +h'a,)
B, =HA, = (b, +£b," ) =(h+h")(a, +£a," ) =ha, +(ha," +h"a,) olacak sekilde
h#0,H =h+¢h" €D, vardir. B, =HA, a =0, A" mevcuttur.
BA'=HAA'=H=BA" bulunur.
B, =HA, =BA'A =BAA", (b #0 oldugundan B,* mevcut)
B,'B,=B'BAA"=BB,=AA" yada
= B, 'B, = A"A, seklinde yazilabilir.
Dy
(<) B'B,=A"A, olsun. A~B oldugunu gsterelim.
H =A"B, alalim. Simdi H €D, oldugunu gésterelim.

*

A1_1= L = ai_gal* =i—8i
a+ea’ (a+ea)(a-sa’) a &

4,1 a,
A~ =—-e—,a, =0 bulunur.
a, a’ %4

- 1 & A_b ., (b ab X
H=A"'B :[——g—j b, + &b, :—+5[———j,a1¢0,b¢0 oldugundan dolayi
" af( )a1 a a
E;«tO olur. O halde H €D, dir.

H=A"'B = AH=AA"'B =B = B, =HA “dir.
B,'B, =A"'A, esitliginden ve B,A' = A'B, (D, degismeli oldugundan )

]D)l
B,=BA'A =A'BA =HA = B, =HA, dir. O halde A~B’dir. m
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Teorem11: A={A,A},B={B,,B,} , A =a +¢3a " A, =a,+¢3,",a, %0,

y
B, =b +&b’ B, =h, +&b,” €D,b, =0 olsun. Bu takdirde A~B < A*A =B,'B, dir.

Ispat: (=) Al?il B olsun. Bu takdirde
B,=HA =(l+&b")=(h+sh")(a +£a ) =ha +2(ha +h'a)
B,=HA = (b2 +8b2*) = (h + gh*)(a2 +ga2*) =ha, + g(haz* + h*az) olacak sekilde
H=h+eh" €D, vardir.

a, # 0 oldugundan A, mevcuttur. B, = HA, esitliginin her iki tarafi sagdan A,
ile garpilirsa B,A,' =HA/A' = H =B,A" bulunur.
B, =HA =B,A'A =B,AA", (b, #0 oldugundan B," mevcut)
B,'B =B,'B,AA =AA"=A'A

= B,'B, = A'A elde edilir.

(<) B;'B,=A"A olsun. A-B oldugunu gosterelim.

H=A"'B, alahm. H €D, oldugunu gosterelim.

1 a, —¢ca, a a’” 1 a’

-1

A= . 2* 2 O\ 22_8 22: —& 22 ’az;to
a,+sa, (a,+¢a,)(a,-a,") @ a, a

1 &)

oldugundan A,~ =——¢—% bulunur,
a,

2

H:Alez:(i—gazzj(bz'ngz*):%-i-g a2 a
2

b _20h, bulunur. a, #0,b, #0
a'2 a2 2

oldugundan dolay1 b # 0’dir. O halde H €D, dir.

2
H=A'"B, = AH=AA"'B, =B, =B, = HA, dir.

B,'B, = A'A esitliginden ve B,A' = A'B, (D, degismeli oldugundan )

Dy
B, =B,A*A = A'B,A = HA = B, = HA dir. O halde A~B’dir. m
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Onerme 24: A =a +¢£3a",A, =a,+¢a,", B =b +&b", B,=b, +&b," €D olmak
izere A={A,A},B={B,,B,}, a,=0,b=0,a"=0b"=0 olsun. Bu takdirde

D, D,
A~B < A, ~B, dir.

lD)l
Ispat: (=) A~B olsun. O halde B, =HA,,B, = HA, olacak sckilde H €D, vardur.

B, =HA = (b +&by)=(h+ch")(a +ca ) =ha +&(ha +h'a) ve

B,=HA = (b2 + gbz*) = (h +eh” )(a2 + gaz*) =ha, + g(haz* + h*az) esitliklerinden sonra

b, =ha,
b =, Ide edili 1
elae edatlir,
b =ha"+h'a @)
b, =ha,” +h’a,
a1 = 0’ bl = 0 * * * -
© 20" =0 oldugundan dolay1 b, =ha, ve b,” =ha,” +h"a, bulunur. Bu ise A
a1 =0, =

ve B ’lerin D, —denklik problemini A, ve B, 'nin I, —denklik problemine indirir.
(=) A . B, olsun. O halde B, = HA, olacak sekilde H €D, vardir. A =B, =0
oldugundan dolayr B, = HA bulunur. O halde Aﬂjll B olur. m
Teorem12: A =a +¢a’ A =a,+¢a, ,B =b +&b", B, =b, +&b," €D olmak
izere A={A,A},B={B,,B,}, a,=0,b,=0, & #0,b"#0,a,#0,b, #0 olsun. Bu

Dy
takdirde A~B <> b'b, ™" =3 a, " dir.

Ispat: (=) A]Iil B olsun. Bu takdirde

B,=HA = (b +&h’)=(h+zh")(a, +5a ) =ha +&(ha +h'a,)
B, =HA, = (b, + b, ) =(h+h")(a, +£a, ) =ha, + (ha,” +h"a,) olacak sekilde
h#0,H =h+eh” €D, vardir. Buna gore yukaridaki (1) esitliklerinden a, =0,b, =0,

a, #0,b"=#0,a,#0,b, #0 oldugundan dolay1
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b, =ha,,b” =ha ,b,” =ha,” + h*a, elde edilir. Buradan h :&,a2 #0 bulunur.

h=—2

2

degeri b" =ha" esitliginde yerine yazilirsa

bl* = % al* = bl*az = bzal* ya, # 0, bz 0= bzilbl*azazil =b,” 2a'1*a27l = bzilbl* = al*azil
2

ve b, ™", € R oldugundan b’b,™ =a"a,™ bulunur.

Dy

(<) bb, " =aa, " olsun. A~B oldugunu gdsterelim.

b'b, " =a’a, " =a"#0,a, #0,b, #0,b" # 0 oldugundan bl— =-2%0 bulunur.
2

ML RV L LY
a & a,’

b2, ,a, #0 olarak secelim. H = b, —+¢h’ :E+8h*

a,

Dy
oldugunda A~ B olur. Gergekten

b, :
B,=HA =¢b’ :[ L +8h*}9a1* = bl* ga," +eh'ea," =eb’
q a,

B,=HA =b, +¢&b] :[a2 +e %}(% +ea, )

b, b, b,"a, -b,a,’ j .
=—=a,+¢ —a2 +—282 =hb, +&b,” bulunur. O
[ 2 2

Dy
halde A~B olur. =

Teorem13: A =a,+¢a,", A, =a,+¢a, ,B =b +¢&b’, B, =b, +¢b,” € D olmak
izere A={A,A},B={B,,B,}, a,=0,b,=0, a,=0,b,=0, a"#0,a, =0, b~ =0,

Dy -1 -1
b,” #0olsun. Butakdirde A~B<a‘a,” =b’b," olmasidur.

Ispat: (:) (1) esitliklerinde a =0,b, =0,a,=0,b,=0, 8" =#0,a,"#0, b~ =0,

b, #0 almdiginda b* =ha" =b'a" =ha’a’ =h=h=b'a"

(2)
(3)

b, =ha, =b’a,"~ =ha’a,” =h=h=h"a,"

(2) ve (3) den b’a"™ =b,’a,” “dir.
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b'a” =b’a," =b b'a a =b"b'a" a="hb"h"=a" a bulunur.
(<) b, b’ =2, & olsun.
bz*ilbl* = az*ilai* = az*bz*bz*ilbl* = az*bz*az*ila; = bz*az*az*ila; = az*bl* = bz*ai*

H= bL* +¢eh” €D, alalim. Bu takdirde B, = HA ’dir. Gergekten;
4

eb,” :(bL*hsh*Jsal* =B, =HA
&

gt ) * - * b : % * .
(4) esitliginden H :bi*+8h eD,dir. Gergekten &b, :(%wtsh Jsa2 = B, =HA, ’dir.
a, a,

Buradan A]?il B’dir. m

Onerme 25: A =a, +¢a’, A =a,+¢ca,” B, =b +&b", B, =h, +&b,” €D olmak
iizere A={A,A},B={B,,B,}, a =0,b =0 olsun. Bu takdirde Aﬂj)i B degildir.

Ispat: Kabul edelim ki A~B olsun. O halde B, = HA ve B, = HA, olacak sekilde
h#0,H =h+gh"eD, vardir. (1) esitliklerinde a, #0,b, =0 alindiginda b, #0 bulunur.
Buise b, =0 olmasi ile gelisir. O halde A]Iil B degildir. =

Onerme 26: A =a, +¢a’, A, =a,+¢a," B =b +&b", A={A,A},B={B,B,},
a, =0,b, =0 olsun. Bu takdirde Aﬂj)i B degildir.

Ispat: Kabul edelim ki Aﬂj)i B olsun. O halde B, = HA ve B, = HA, olacak sekilde
h#0,H=h+gh"eD, vardir. (1) esitliklerinde & =0,b, #0 alindiginda b, =0 bulunur.

Dy
Buise b, #0 olmasi ile ¢elisir. O halde A~B degildir. ®
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Onerme 27 : A =a +¢£a",A, =a,+¢a,",B =b +&b", B, =b, + &b, e D),
Dy
A={A,A} B={B,B,}, a,#0,b, =0 olsun. Bu takdirde A~B degildir.

]D)l
Ispat: Kabul edelim ki A~B olsun. O halde B, = HA ve B, = HA, olacak sekilde

h#0,H =h+¢h" €D, vardir. (1) esitliklerinde a, #0,b, =0 alindiginda a, =0 bulunur.
]D)l

Buise a, #0 olmast ile gelisir. O halde A~B degildir. =

Onerme 28: A =a +¢a,", A, =a,+¢a," B =b +¢eb", A={A,A} B={B,B,},

Dy
a, =0,b, # 0 olsun. Bu takdirde A~B degildir.
Dy

Ispat: Kabul edelim ki A~B olsun. O halde B, = HA ve B, = HA, olacak sekilde

h#0,H =h+gh"eD, vardir. (1) esitliklerinde a, =0,b, #0 alindiginda b, =0 bulunur.
]Dl

Buise b, #0 olmasi ile celisir. O halde A~B degildir. =

Onerme 29 : A =a +¢a",A, =a,+¢a,",B =b +&b", B, =b, + &b, e D),

Dy
A={A,A} B={B,B,}, 3, =0,b =0 ve 8" #0,b" =0 olsun. Bu takdirde A~B
degildir.
Dy

Ispat: Kabul edelim ki A~B olsun. O halde B, = HA ve B, = HA, olacak sekilde

h=0,H =h+¢h” eD, vardur. (1) esitliklerinde a, =0,b, =0,a"#0,b" =0 alindiginda
ID)l

a, =0 bulunur. Buise &’ #0 olmast ile gelisir. O halde A~B degildir. ®m

Onerme 30 : A =a +¢£a",A, =a,+¢a,",B =b +&b", B, =b, + &b, €D,

Dy
A={A,A},B={B,B,}, a=0b =0 ve a"=0,b" %0 olsun. Bu takdirde A~B

degildir.
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Dy
Ispat: Kabul edelim ki A~B olsun. O halde B, = HA ve B, = HA, olacak sekilde

h+#0,H =h+¢h" eD, vardir. (1) esitliklerinde a,"=0,b," # O alinirsa b =0 bulunur. Bu
]D)l
ise b #0 olmast ile gelisir. O halde A~B degildir. =

Onerme 31: A =a +¢£3a",A, =a,+¢a,",B =b +&b", B, =b, + &b, e D),
A={A,A} B={B,B,}, 8, =0,b =0, 3 #0,b"#0,a, #0,b, =0 olsun. Bu takdirde

Dy
A~ B degildir.
Dy
Ispat: Kabul edelim ki A~B olsun. O halde B, = HA ve B, = HA, olacak sekilde
h#0,H=h+gh"eD, vardir. (1) esitliklerinde a, =0,b, =0, a” #0,b" #0,a,#0,b, =0
Dy
almirsa a, =0 bulunur. Buise a, #0 olmasi ile gelisir. O halde A~B degildir. =

Onerme 32: A =a, +¢a", A =a,+£a,", B, =b +¢h’, B,=h, +&b," €D,
A={A,A} B={B,B,}, a,=0,b =0, a8 #0,b" =#0,a,=0,b, %0 olsun. Bu takdirde

Dy
A~ B degildir.
Dy
Ispat: Kabul edelim ki A~B olsun. O halde B, = HA ve B, = HA, olacak sekilde
h+0,H =h+¢h" €D, vardir. (1) esitliklerinde a, =0,b, =0, &~ #0,b"#0,a,=0,b, 0

Dy
almirsa b, =0 elde edilir. Buise b, #0 olmasi ile gelisir. O halde A~B degildir. =
Onerme 33: A =a +¢a", A =a,+¢a,",B =b +¢£b",B, =b, +&b," e,
A={A,A} B={B,B,}, 8, =0, =0, 3" #0,b"#0,a,=0,b,=0, a,” = 0,b,” =0olsun.
]Dl
Bu takdirde A~ B degildir.

Dy
Ispat: Kabul edelim ki A~B olsun. O halde B, = HA ve B, = HA, olacak sekilde

h=0,H=h+¢h" €D, vardr. (1) esitliklerinde & =0,b, =0, &~ #0,b"#0,a,=0,b, =0,



40

Dy
a,"#0,b," =0 alinirsa &," =0 bulunur. Buise a, #0 olmast ile gelisir. O halde A~B
degildir. m
Onerme 34: A =a +¢a",A =a,+¢a,", B =h +&b’,B,=b, +&b," D,
A={A,A} B={B,B,}, 8 =0,b =0, 3 #0,b"#0,a,=0,b,=0, a," =0,b,” = 0olsun.

Dy
Bu takdirde A~ B degildir.

Dy
Ispat: Kabul edelim ki A~B olsun. O halde B, = HA ve B, = HA, olacak sekilde

h#0,H =h+gh"eD, vardir. (1) esitliklerinde & =0,b, =0, a"#0,b" #0,a,=0,b, =0,

]Dl
a,"=0,b," #0 alinirsa b,” =0 elde edilir. Buise b,” #0 olmas ile gelisir. O halde A~B
degildir. m

Teorem 14: {A,,AZ,...,An} A =a +ea,a #0.A,.,A €D olsun. Bu takdirde

ke{2,3,...m} olmak iizere (A, A,,... A )=A'A =%+a(@} ile

tanimlanan fonksiyonlar I, —invaryanttir.

2

Ispat: Once A'A = ﬂﬂs[Mj oldugunu gosterelim. a, # 0 oldugundan
a

A~ mevcuttur. O halde A™ = 1 = e M :ai_fai _1 .
atea (a+sa)(a-ea’) & & a

. 1 a ! a, aa | a aa —a'a,
bulunur. A*A :(——g J a +¢&a =—k+g[—k—k—J=—k+g(—j
a a Shasd a \a a ) a a’

olup istenilen elde edilir. Simdi I, grubunun I dual sayilar kiimesi lizerindeki hareketini

alahm. A =a +¢a,a #0, k 6{2,3,...,m} olsun. VH €D, igin,

£ (HA HA,,.. . HA ) =(HA) " HA =H'AHA = AHHA =A7A = f* (A A, A)

olup istenen saglanir. ®
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Teorem 15: A={A,A,.., A },B={B,B,,..,B,} alam. a =0,b, #0 olsun. Bu

]D)l
takdirde, A~B < A'A =B;'B,,ke{2,3,..,m} dir.

Ispat: (:>) AﬂjE B olsun. Aﬂjll B oldugundan dolayr 3H €D, dyle ki
B, =HA,B,=HA,,..,B =HA_ ’dir. Bu esitlikten ve A" mevcut oldugundan B, = HA
esitliginin her iki tarafim A™ ile arparsak H = A~'B, bulunur. Bu H ’yi
B,=HA,,..., B, =HA, esitliklerinde yerine yazarsak
B,=HA, =A"'BA,,...B,=HA, =A"'BA, elde edilir. B" mevcut olup son esitligin ise
her iki tarafin1 B, ile carparsak B, "B, =B ‘A 'BA, =B 'BA A =AA,,..,
B 'B, =B *A'BA, =B 'BA ‘A, =A"A, bulunur. Bylece
A''A =B;'B,,A’'A =B,'B,,..,A'A =B'B elde edilir.

(<) A'A =B'B,,A'A =B'B,,..,A'A =B,"B, olsun. Gsterelim ki

]Dl
A~B’dir. H=A"B, olarak seelim. Buradan B, = HA bulunur.
Al’lA2 = Bfl B,, Al’l& = Bl’1 B, AflA}n = Bl’1 B, esitliklerinin her iki tarafin1 B, ile
carpalim. Buradan

B,A'A =BB'B,=B, B A'A =BB,'B,=B,,..BA'A =BB,'B_=B_ elde edilir ve
H)l
H = A'B, oldugundan dolay1 B, =HA,,...,B. =HA_ olur. O halde A~B dir. m

Tamm 40: A={A,A,,..,A,} noktalar sisteminde a, =0ise A’ya 1-regiiler denir.
Eger a, =0,a,=0,..,a,_, =0,a, #0 ise A’ya k—regiiler denir ve k=reg(A) ile

gosterilir. Eger tim a, =0,a, =0,..,a, =0 ise A’ya regiiler olmayan sistem denir.

]D)l
Onerme 35: Az{Al,AZ,...,An},B={Bl,BZ,..., Bm} alalim. A~B ve A Kk — regiiler ve

B | - regiiler olsun bu takdirde k =1 yani reg(A)=reg(B)dir.

ispat: A={A1,AZ,...,AH},B={BI,BZ,...,Bm},AHEB ve A k- regiiler ve

B | —regiiler olsun. Farz edelim Ki reg(A);t reg(B) olsun. Yani k =1 olsun.
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k <I alalim.
A—Kk regiiler ise a, =0,a,=0,..,a,_, =0,a =0 ve B |- regiiler ise

b,=0,b,=0,..,b =0,..,b_, =0, 0. Buise a_#0 ve b, =0 anlamina gelir. Bu da bize

D D D

A ~B, denk olmadigmi gosterir. O halde A~B denk degildir. Buda A~B olmasiyla
celisir.

| <k alalim.

Ak — regiiler ise a, =0,a,=0,..,8 =0,..,a_, =0,a, #0 ve B |- regiiler ise
J»)

b,=0,b,=0,..b ,=0,b #0.Buise a =0 ve b #0 anlamina gelir. Bu da bize A - B,

D, D,
denk olmadigini gosterir. O halde A~ B degildir. Buda A~ B olmasiyla ¢elisir. O halde
k=1 bulunur. Yani reg(A)=reg(B)’dir. m

2.6 . GD, Denklik Problemi

0
GD, = {h* h} h=0,h,h" e R} bi¢iminde oldugunu ve matrislerle carpma

islemine gore grup oldugunu biliyoruz.

a 2 . h 0 h 0]la ha
A= e R* bir vektor, H eGD,, H =| ve ¢(HA) =| . =
a h* h h* hlla

h'a+ha”
olsun.

Onerme 36: ¢:GD, xR* — R’ déniisiimii bir etkidir.

Ispat: VH,K e GD,, VA€ R’ igin

([N Ok olyal [ mk ofal_ hka
) (A {h* th* k} a’ {h*k+hk* hk} a"| |h'ka+hk'a+hka’
HKA—hO k Ofal| |[h O ka | hka

( )_{h* h} {k* k}{a’l _{h* h}{k*a+ka*}_[h*ka+hk*a+hka*}

(HK)A=H (KA) dur.
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.11 0 .. .. . 1 0fla a
i) matrisi GID, grubunun birim eleman1 olmak tizere =1,
01 0 1|ja a

1. A=A’dir. m

Tamm 41: A B eR* vektdrleri dyle ki B =THA olacak sekilde H € GID, varsa A ve

GD,
B elemanlar1 GI), denktir denir ve A ~ B seklinde gosterilir.

GD

Onerme 37: A ~ B bagintist bir denklik bagintisidir.

Ispat: i) Yansima Ozelligi : A<R? olsun.

GD, 10 GD,
A ~ A oldugunu gostermeliyiz. H = {O J € GD, alinirsa A ~ A olur. Gergekten

a 1 Ofla
L= . |= A=HA"dur.
< o]

Gy
i) Simetri Ozelligi : A,BeR* A ~ B olsun. B

GD,
~ A oldugunu gostermeliyiz.

GD

A-~B oldugundan dolay1 B =HA olacak sekilde H € GID, vardir. Yani

1
b h o]fa ) h o]" 2[h 0] | n »
=1 .| ve h=0 oldugundan | , == . = . matrisi
b h hila h" h h*|-h" h] h 1
h® h
% 0l 1 fa % 0
ile her iki tarafi sol taraftan ¢arparsak . 1=l .1,h=0, . e GD,
_h o 1jb] [a _h1
h®> h L h® h
GD,
oldugundan B ~ A bulunur.
G GD GD

1i1) Gegisme Ozelligi : A B,CeR? A ~ B ve B ~1C olsun. A - B oldugundan

GD

dolayr B =HA olacak sekilde H € GD, ve B ~C oldugundan dolay1 C = KB olacak

) b h 0]a c k O]lb )
sekilde K e GID, vardir. Yani | , |=| . L,h=0ve | | |=]| . . |,k =0 dir.
b h- hila c k- k| b
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PRI [ R A A e

c | hk 0]la hk 0]
=, 1= . . . [Lhk=0ve | | . € G, oldugundan
C h'’k+hk™ hk || a h'k +hk™  hk

GD

A~ C dir.

. . a
Onerme 38: F:D—>R* A=a+ca eD,F(A)= { *} doniisiimii lineer uzay
a
izomorfizmasidir.

Ispat: A=a+sa",B=b+¢&b €D, 1R olmak iizere

F(A+B)=F((a+za’)+(b+eb’))=F((a+b)+s(a +b"))

:{:*++bb*}{ﬂ{§:} F(A)+F(B)
F(AA)=F(A(a+za’))=F(la+eta’)= BZ} = /{ﬂ = AF (A) olur.0 halde F
lineerdir.

a

F(A)=F(B) alahm. F(A):F(B):{ *}{H:azb,a’*zb*:Azs elde

a

edilir. O halde F birebirdir.
a *
IR?'deki her bir [ *} vektorli D ’de birtek A=a-+e&a dual sayisina karsilik
a

geleceginden F oOrtendir. ®

Gy

Dy
Onerme 39: A BeD, A~B< F(A) ~ F(B)dir.

Dy
Ispat: (=) A~B olsun. O halde B =HA olacak sekilde H e D, vardur.

B=HA=> F(B)=F(HA)=F (ha+s(ha’ +h*a)):{ha*hah*a}:{$ ﬂﬁ*}:HF(A),h 40
+

h 0 GD,
ve H={h* h}eG]D)l oldugundan F(A) ~ F(B) bulunur.
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G,

(<) F(A) ~ F(B) olsun. O halde F(B)=HF (A) olacak sekilde H e G,

b h 0]la ha - .
vardir. F(B)=HF (A)=| , |=]| . =, .|=b=hab =ha+ha
b h hila h'a+ha

Dy
bulunur. Bu ise B=HA ve h=0 oldugundan A~ B bulunur. =

Tamm 42 : f:R*xR* >R, f (HA,HA )= f(A,A), VHeGD, VA, A eR? ise

f ’ye G, —invaryant fonksiyon denir.

Onerme 40: f:D* >D, f(A,A)="f (A A)+ef,(A,A) fonksiyonu

D, —invaryanttir < f;, f, G, —invaryanttir.

Ispat: (=) f:D*—D fonksiyonu D, —invaryant ise VH €D, VA, A, €D
f (HA,HA,)=f (A, A) dir. f nin tamimi geregince
f (HA,HA,)= f,(HA,HA,)+¢&f,(HA,HA,) olur. Dual sayilarin esitligine gore

f.(HA,HA)=f (A.A) ve f,(HA,HA)="f,(A,A) bulunur.Buise f, ve f,

fonksiyonlarmin 1), —invaryant oldugunu gésterir. Simdi

HAl:ha1+g(h*a1+ha1*)—{ ) e, }z{: ﬂ[al} ve

h'a +ha a

) ) ha h 0]a h 0
HA, =ha, +&(h'a, +ha, ) >| . |, |=| . |, h=0H=| , |eGD
h'a, +ha, h hja, h™ h

oldugundan f,(HA,HA,)= f,(A,A,) bulunur. Benzer sekilde f,(HA, HA,)=f (A,A)

bulunur. f, (HA, HA,) = ,(A,A,), f, (HA, HA) = f,(A,A,), VELc GD,, VA, A, D
oldugundan f, f, G, —invaryanttir.

(<) f,, f, GD, —invaryantolsun. O halde f, (HA,HA,)=f (A, A),
f,(HA,HA, )= f,(A,A), VHeGD, VA, A e D dir.

h Of ha, N N X )
HAI:{h* h}{ai*}:[h*aijtha;}_) hai+g(ha1+ha1 ): (h+‘9h )(ai_"gai ):HAi

h 0] & ha ) ) * *
HA, {h* h}{az*}:[h*az +2ha2*}_> ha, +&(h"a, +ha,”) = (h+eh")(a, +£a," ) = HA,,
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h#0,H =h+¢h" €D, bulunur. Buradan f,(HA,HA,)=f,(A,A) ve

f,(HA,HA)=f,(A,A), YH eD, VA, A eD olur. Buise f nin I, —invaryant

oldugu anlamina gelir. ®

Tanmim 43: Eger A, A,,B,,B, €D oyle ki B, =HA, B, =HA, olacak sekilde

H eGD, varsa A={A,A},B={B,,B,}sistemine GI, denktir denir ve

GIy
{A,A} ~ {B,B,} ile gosterilir.

GD,
Onerme 41: {A,A} ~ {B,,B,} bagntis1 bir denklik bagntisidur.

Ispat: Bu 6nermenin ispat1 5nerme 37°deki gibi kolay bir sekilde gosterilebilir.

. Dy Gy

Onerme 42: A, A,,B,B,eD,A={A,A},B={B,B,},A~B=F(A) ~ F(B)'
dir.

lD)l
Ispat: (=) A~B olsun. B, =HA, B, = HA, olacak sekilde H e D, vardir.

BFHA\:»F<a>=F(HA)=F(ha1+e<haf+h*a1>){ " H: ﬂﬁ*}

ha,” +h'a aQ
_HF(A)h#0= HeGD,= F(A) - F(B) (5)
ha, h oa
o <vn (5= rm)=rlra ot man) |, [ 0%
_HF(A),h#0,HeGD, = F(A) - F(B,) (6)

GD.

bulunur. (5) ve (6) den F(A) ~ F (B)’dir.

GIy

(<) F(A) ~ F(B) olsun. B, =HA, B, =HA, olacak sekilde H € GD, vardur.

b, h 0]l & ha, . .
F(Bl):HF(A):LJ:{h* h}{a{}:{h*aﬁhaf}:bl:hai’bl =h'a, +ha, ,h=0

bulunur. Bu ise B, = HA,H DD demektir.
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b h 0 ha . s .
IZ(BZ):]HI':(AZ):> 2* = * al* = * ? * :>b2:ha2'b2 :ha2+ha2 !
b, h™ hjla h'a, +ha,

h=0 bulunur. Buise B, =HA,,H €D demektir. B, =HA,B,=HA, ve HeD

Dy
oldugundan A~ B’dir. m

Teorem 16: A =a +#a’,a,#0, Ay =a,+c3,", T (A, A) =T, (A, A)+eh, (A A)
olsun. fl(A_L,A2)=% ve fz(A&,Az)zalazai# fonksiyonlar1 GID, —invaryant

fonksiyonlardir.

. h 0 h 0
Ispat: VH € GD, alalm. f, (HA,HA,)= fluh* h}{:*}'{h* h}{Z*D =

ha, ha, ha, a a
=f - === ==2=1(A, bul .Ohalde f(A,A)=-2
l@h*aﬁhaf} {h a, +ha, D a2, (A, A,) bulunur. O halde f(A,A,) .

fonksiyonu GID, —invaryant fonksiyondur.

(T e

“a,+ha,” )—-(ha,)(h"a,+ha,") hah'a, +haha, —haha —haha"
(ha,)(N'a, +ha, ) —(ha,)(ha +ha,’) hah'a, +haha,”—ha,h"a, —ha,ha,
(ha,)’ h®a*
h?(aa, —a,a “_aa’ "—aa
_ (aihzzaf &) _aa, aizazai — (A, A,) bulunur. O halde fz(a,g)z%

fonksiyonu GID, —invaryant fonksiyondur. m

Teorem17: A={A,A},B={B,,B,} A=a+¢a ,a #0, A, =a,+¢a, ,
a,#0,B,=b +&b",b#0,b,#0,B,=b, +&b,” €D olsun. Bu takdirde

Gy a, b aa, —aa bb -bb" .
A-Be2-—2ye 2% 2% 2% 23 g,

a b 8

G,

Ispat: (=)A ~ B olsun. Bu takdirde B, =HA ve B, =HA, olacak sekilde

h
H e GD, vardr. {bﬂ}:{h* O}Fﬂ}{ . al* }3b1:hai,h¢0 ve b =ha +h'a
b'| |h" hlla" | |ha +h7
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bulunur. b, =ha, = hzﬁ,a1 =0 bulunur.
8
b. h 0fla h . L.
’ ={ . } ’ = . aZ* =b,=ha,,h=0 ve b, =ha, +ha, bulunur.
b, h™ hja, ha, +h'a,

by

ve b,” =ha,” +h"a, bulunur. h= a # 0 degerini b, =ha, oldugundan esitliginde yazalim.

b, =22 bulunur. Simdi her iki tarafi b, 'e bolersek 22 =2 bulunur.
&

b =ha,b” =ha +h'a veb,=ha,b, =ha,”+ha, oldugundan dolayr B, = HA,

Dy
B, = HA, olacak sekilde H €, bulunur. Yani A~B bulunur. Bu ise Teorem 10’a gore

) e e
A-B ise AA =B'B, dir. A*A =B'B, = 1% alzazai e

a

vl a1a2* _ aza1* — ble* _ be.l*
&

af b12 olsun.

(<)

B
b,

* * x « b,
aiaz a12a2a1 — blbz blzbzbl = 'Al—lp‘2 — Bl—le bUIUnur. A&_lAz — Bl_le — A~B 0|Ur.

Dy
A~B= B, =HA, B, =HA, olacak sekilde H €D, vardir. B, = HA ise

h=0b =ha,b =ha +h'a ve B,=HA, ise b, =ha,,b,” =ha, +ha, bulunur.

=ha,b =ha +h'a, = bl* = h* 0 al* h=0,H= h* 0 € GD, oldugundan
b =ha,b =ha +ha b, W hlla W h !

G,
B, = HA bulunur. Benzer sekilde B, = HIA, bulunabilir. O halde A ~ B elde edilir. =

Tamm 44: f :R*xR*x..xR* >R, f (HA,HA,,...HA )=f (A A,...A)),

m tane

VH eGD,, VA,A,,..., A, €R ise f *ye G, —invaryant fonksiyon denir.

Onerme 43: f:D" D, f(AA,..A)=f (A A....A)+ef,(ALA, .. A,)

fonksiyonu D, —invaryanttir< f, ve f, G, — invaryanttir.
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Ispat: (=) f:D" — D fonksiyonu D, —invaryantise VH eD,, VA, A,,..., A, €D
f (HA,HA,,...HA )= f (A, A,.... A,) dir. f nintanimmna gore
f (HA,HA,,...HA, )= f,(HA,HA,,.., A,)+&f,(HA, HA,,..,HA) olur. Dual sayilarm

D, —invaryant oldugunu gosterir. Simdi

. . ha, h Ofla h O -
HA =ha, +¢(ha +ha’) - _ _ |
A =ha, +¢(h"a +ha") [h*aﬁhaf} {h* h}[a{]hio,H {h* h} elde edilir

Benzer sekilde HA, — HA,,..., HA, — HA, bulunabilir.

f,(HA HA, .. HAn)=fl(A,Az ----- A,) ve f,(HA HA, .. HA,)=f,(A,A,...A,)

GD, — invaryanttir.

(<) f., f, GD, —invaryantolsun. O halde f,(HA,HA,)=f (A, A),
f,(HA,HA, )= f,(A,A), VHeGD, VA, A e D dir.

h Ofla ha, N X X )
HAI:{h* h}{ai*}:[h*aijtha;}_) hai+g(ha1+ha1 ): (h+‘9h )(ai_"gai ):HAi

h=0,H =h+&ch" €D, elde edilir. Benzer sekilde HA, — HA,,...,HA, — HA, elde edilir.
Buradan f,(HA,HA,,...HA )=f (A, A..., ) ve
f,(HA,HA,,...HA )=f,(A.A.....A,), VHeD, VA,A, .. A eDolur.Buise f

D, —invaryant demektir. =

gosterilir.
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GD,

Onerme 44: {AA, . A} - {B,,B,,..., B} bagntis1 bir denklik bagmntisidur.

Ispat: Bu 6nermenin ispat1 5nerme 37°deki gibi kolay bir sekilde gosterilebilir. m

Onerme 45: Eger A A,,...,A,,B,B,,...B, €D ’A:{AUAZV”'AT\}’

) Gy

B={B.B,,...B,} , A~B< F(A) ~ F(B)dir.

Dy
Ispat: (=) A~B olsun. B,=HA,B, =HA, ,...,B, =HA, olacak sekilde H e,

h
vardir. B =HA = F(B,)=F(HA)= F(ha1+g(ha1* +h*a1)) B [hal* jlh*aj B [:* ﬂ{:}}

Gy

=]HIF(AL),h¢O:> HeGD, = F(Al) ~ F(Bl) ’dir. Benzer sekilde ne{2,4,...,m} i¢in

GD, GI,

F(A) ~ F(B,) dir. O halde F(A) ~ F(B) dir.

GD,

(<) F(A) ~F (B) olsun. B, =HA,B, =HA, ,...,B,, =HA, olacak sekilde
H e GD, vardr.

_ b | [h Ofja | | bha e s .
F(Bl)_HF(A&):LJ_{h* h}[al*}_{h*aﬁhai*}:bl_hai,bl =h'a, +ha, ,h=0

bulunur. Bu ise B, =HA,H €D demektir. Benzer sekilde k 6{2,3,...,m} icin
1D)l
B, =HA,H €D olur. O halde A~B’dir. m

Teorem 18: A =a +¢a, ,a #0, A,,..., A, €D,
FAA A =T (AA, ... +A)+ef, (AA,....A,) olsun. ke{2,3,...m}

o

1 (A A Ay) = 2 ve f:(A,Az,---.An)ﬂagiﬂ fonksiyonlart

GD, —invaryant fonksiyonlardir.

Ispat: VH € GD, alalim.

N (L RN M N
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h31 ha ha ha a
:fk y 2 yrany " :_k=_k=fk y MY yeeey
' Hh*aﬁha;} {h*aﬁhaz*} {h*am+ham*D ha, a (AR )

bulunur. O halde f“(A,A,,..., An):% fonksiyonu GID, —invaryant fonksiyondur.

k [ h oA h 0] & h 0 a,
£ (HA,HA,,...HA ) = f, Hh h}{a{]{h* h}{a;}"’{h* h}{am*ﬂ
— fk ha, "2 " -

o {h*aﬁhath*az+haz*}"’{h*am+ham*} )

_ (ha,)(h'a, +ha,”)-(ha,)(h'a +ha,") _hah'a +haha —hah'a —haha
(ha1)2 h2a12
&

h*(aa, -aa, a3’
_ (ai";kzaizakai)z a‘kaizakal = (A, A,...,A,) bulunur. O halde

£, (ALA, A= —kal fonksiyonu GID, —invaryant fonksiyondur. m
a’

Teorem19: A ,A,,..,A,,B,,B,,..B €D, A={A A,.,A } B={B,B,,..B }

GD,
alalim. a, #0,b, #0 olsun. Bu takdirde, A ~ B < & b ve

&
el a}akal _ bh b}bkbl ke{2,3,...,m} dir.
Gy
Ispat: (=)A ~ B olsun. Bu takdirde k €{2,3,...,m}, B, =HA , B, =HA, olacak
h h
sekilde H € GID, vardir. bl* = . 0 ai* = . ai* =b =ha,h=0 ve
b, h™ hja ha, +ha

b =ha +h"a bulunur.

bk h 0 a‘k ha‘k * * *
o | = .= . . |=b =ha,h=0 ve b =ha, +ha, bulunur.
b, h™ hjla ha, +h’a,

b =ha =h= L} bulunur. Simdi h= b degerini b, =ha, ’da yerine yazalim. b, = ab
8 8

&

bulunur. Simdi her iki tarafi b, ile bolersek % :E—k bulunur. b, =ha b =ha +h'a, ve
a

1
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b, =ha,,b =ha, +h'a, ke{23,..,m} oldugundan dolayr B, = HA, B, = HA, olacak

D.

]Dl 1
sekilde H €D, bulunur. Yani A~ B bulunur. Bu ise Teorem 10°a gére A~B ise

AA =B'B dir. A'A =B'B = X% a}akai _ bb, b}bkbl bulunur.

(<) & Do _Zakal _bhb, _zbkbl ke{2,3,..,m} olsun. L
a b & by a b

e a}akai _bb, b}bkbl = A'A =B,'B, seklinde A, A ,B,,B, €D dual sayilari vardir.

D, D,
a, #0,b, #0 ve A'A =B,'B, oldugundan Teorem10’a gére A~ B dir. A~B ise
B, =HA, B, = HA olacak sekilde H e D, vardir. B =HA =b =ha,,b =ha +h'a,

B, =HA =b =ha,b =ha +h'a bulunur.

. . h
<L

. . b, h 0} a h 0
b, =ha,b =ha +ha =| ", |=| . L h=0H=| | € G, bulunur. Bu
b, h™ hij a h" h

GD

ise B,=HA,B, =HA , ke {2,3,...,m} anlamina gelir. O halde A - B’ dir. m
2.7. D, Grubu

Tanmim 46: D= { a+ea’,a,a e R} dual sayilar kiimesini alalim. Burada
a=7Flolarak aldigimiz tim dual sayilar1 D, ile yani;D, = {1+ ca’,—1+¢a",a" e R}
bi¢iminde tanimlayalim.

Teorem 20: D, = {1+ ga’,—l+ga’,a e R} kiimesi ¢arpma islemine gore degismeli

bir gruptur.
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Ispat: 1) Kapalilik:
A=a+¢ea’,B=b+eb" €D, alalim.
AB=(a+za")(b+zb")=ab+s(ab” +a’b) ve a,b=+1 oldugundan ab =71 olup
ABeD,
2) Birlesme ozelligi:
A=a+¢ca",B=b+eb’,C=c+ec” €D, alalim.
(AB)C =[ (a+za")(b+eb")](c+ec™)=

=[ab+&(ab” +a'b) |(c+ec”)=

=abc+e(ab’c+a’bc+abc”™) ve a,b,c=F1 oldugundan dolayr abc=F1dir.
A(BC)=(a+sa’) [(b +eb%)(c+ec” )]
=(a+#a’)| be+e(b'c+ebe’) |
=abc+g(ab’c+a’bc+abc™) ve a,b,c=F1 oldugundan dolayr abc=Fx1dir.
(AB)C = A(BC) dir.
3) Birim eleman 6zelligi:
A=a+ea" €D, alalim.

AX = XA= Aolsun.

AX =(a+é&a’)(x+ea’)=ax+e(ax"+a’x)=a+ea”
XA=(x+ex)(a+ea")=ax+e(ax’ +a’x)=a+ea”

Buradan ax=a—=x=1 ve ax"+a’x=a" ve x =1 oldugundan x" =0 bulunur. O halde
X =1=(1,0) D,
4) Ters eleman ozelligi:
A=a+ea’,B=b+eb” €D, alalim.
AX = XA =1 alalim. Yani,

AX =ax+e(ax” +a’x) =1
1 _
ax=l=x=—,a=Fl=x=71
a

ax'+a’x=0ve x=4+1l=x"=-a"
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A'=X=(+l,-a")eD,
5) Degisme Ozelligi:
A=a+ca’,B=b+eb" €D, alalim.

AB=(a+ca")(b+eb")=ab+e(ab’ +a'b) =ba+eg(b’a+ba”) = BA [

D,
Onerme 46: A~ B bagmtis1 bir denklik bagimtisidir.

Ispat: Denklik bagimtis1 oldugunu gostermek igin yansiyan, simetri ve gegismenin
var oldugunu gostermeliyiz.

I. Yansiyan:

D

A~ A olmast icin A= gA olacak sekilde g €D, oldugu gosterilmeli. g =1 icin A=1A ve
D,
1eD, oldugundan A~ A dir.
D, D,
Ii. Simetri: A~ B olsun. Gostermeliyiz ki B ~ A dir.
HDZ
A~ B oldugundan B = gA olacak sekilde g =h+¢&h" e, h=F1 vardur.
HDZ
h=1 alalm. 3g" eD,, g =1-¢h" dir. B=gA= A=g'B olup B~ A’dir.

D,
h=-1 alahm. 3g" eD,,g " =-1-¢h" dir. B=gA= A=g'B olup B~ A’dur.
iii. Gegisme:

D, D

2 D, D,
A~B ve B~C olsun. Gostermeliyiz ki A~C dir. A~B oldugundan B =g, A olacak

D

sekilde g, €D, ve B ~C oldugundan C = g,B olacak sekilde g, €D, vardir.

C=9,B=0,(9,A)=0,9,A ve D, grup oldugundan dolay1 g,9, €D, dir. O halde

D,
A~Cdir. m
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2.8. GD, Grubu

Tamm 48: a=0,H =a+¢&a" €, sayisina karsilik gelen matrislerin kiimesini

1 0(|-1 O , .. :
GD, =4| . s ,a,b” e R} ile tanimlayalim.
a 1l]|b -

2.9. D, ile GD, Gruplar1 Arasindaki Baglanti

Onerme 47: A,B e D, olmak iizere

f:D, >GD,, f(A)=f(la’)= f(1+ga*):Ll* ﬂ :

g:D, >GD,,g(B)=g (—1,b*) =g (—1+ 5b*) = {b* J olarak tanimlanan f ve g
fonksiyonlar1 birer grup izomorfizmasidir.

ispat: A:(l,a*),B :(1,b*) eD

f(A+B)= f ((1, a’)+(Lb))=1(2 a*+b*)

) 0] [ 141
Clat+b" 2] |at+b" 141

:{ } {1 O} A)+ f (B) elde edilir.
Ayrica f(A-B)=f(A)-f(B) dir.
f(AB)=f((1a’)-(Lb))=f(Lb" +a")

_{1 bwa*}—{l O}F 0}:f(A)-f(B) ve sonug olarak

o 1 | |a 1f|p 1
f (A-B)=f(A)-f(B) elde edilir.
f birebirdir :

A#B ise f(A)= f(B) dir. Gercekten A=(la")=1+sa ve
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. . .. . . e 1 1 0 1 0
B=(1,b )=l+gb e, icin A=B ise a” #b" dir. Dolayisiyla | # . ve
a 1| |b 1
f(A) = f(B) dir.
. . : 110 - . .
f ortendir : GID, deki her bir [a* J matrisi I, deki bir tek A=(La")=1+za"

dual sayisimin f ile ifade edilmis bir goriintiistidiir. O halde D, ile G, izomorftur.

A=(-1a"),B=(-Lb")eD,

g(A+B):g((—l,a*)+(—1,b*)):g(—2,a*+b*)
[ -2 o] [-11 o
RERT) —2} - L* +b" —1—1}

-1 0] [-1 0
= * + *
la -1] |b -

g(A)+g(B) elde edilir.

Ayrica g(A-B):g(A)-g(B) dir:
o(AB)=0((L) (b)) =02 =)
:Lb*l_a* ﬂ :{;*1 _OJ{;} _OJ: d(A)g(B) ve sonug olarak
g(A-B)=g(A)-g(B) elde edilir.
g birebirdir :

A#B ise g(A) = g(B) dir. Gergekten A=(-1a") ve B=(-1b")eDicin A= B

. -1 0
ise a" #b" dir. Dolayisiyla { . }
a

-1 0 .
1 ;{ } ve g(A) = g(B) dir.

b® -1

0
g ortendir : G, deki her bir L\* J matrisi I, deki bir tek A=(-La") dual

sayisinin g ile ifade edilmis bir goriintiisiidiir. O halde D, ile GD, izomorftur. =
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2.10. D, Grubu

Tanim 48: D= { a+ea’,a,a’ e R} dual sayilar kiimesini alalim. Burada a =1olarak

aldigimiz tiim dual sayilar1 D, ile yani I, = {1+ ga’,a' e ]R} bigiminde tanimlayalim.
Teorem 21: I, = {1+ ga’,a’ e ]R} kiimesi ¢arpma islemine gore degismeli gruptur.

Ispat: 1) Kapalilik: A=1+ga",B=1+¢&b* €D, alalm AB e, oldugunu gdsterelim.

AB = (1+ca")(1+¢eb")=1+¢(b" +a") e D, dir.

2) Birlesme ozelligi: A,B,C €D, alalim.

(AB)C =[ (L+sa")1+eb") |(1+£c”) =[1+&(b” +a") [(1+&¢) =1+&(b’ +a’ +c”)
A(BC)=(1+ ga*)[(1+ gb*)(l+ ec’ )] =1+ ga*)[1+ e’ +c*)] =1+¢(b" +a" +c")
(AB)C = A(BC) dir.
3) Birim eleman ozelligi:
AX = XA= Aolsun.
AX =(Q+ea’)(x+ea")=x+e(X +a’x)=1+ea’
XA=(X+ex )l+ea")=x+e(X" +a’x)=1+ea’
Buradan x=1 olurve ax’+a"=a"=x"=0
X =1=(1,0) e D,
4) Ters eleman ozelligi:
AX = XA=1 alalim. Yani,
AX =(l+ea")(x+ex)=x+e(x" +a’x) =1
X=1olurve ax"+a’=0 = x =-a"
At=X=(L-a")eD,
5) Degisme Ozelligi:

AB= (1+ca")(l+é&b") =1+¢g(b*+a")=1+e(b"+a)=BA =
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Dy
Onerme 48: A~ B bagintis1 bir denklik bagintisidir.

Ispat: Denklik bagimtis1 oldugunu gostermek igin yansiyan, simetri ve gegismenin
var oldugunu gostermeliyiz.

I. Yansiyan:
1D)El
A~ A olmasi i¢in A= gA olacak sekilde g € D,oldugu gosterilmeli. g =1 igin A=1A ve
Dy
1eD, oldugundan A~ A’dir.
Ii. Simetri:
Dy D
A~ B olsun. Gostermeliyiz ki B~ A dir.

Dy
A~ B oldugundan B = gAolacak sekilde g =1+¢h” e, vardir. 3g~ e, g =1-&h’

Dy
dir. B=gA=A=g'B olup B~ A’dir.
iii. Gegisme:
D

DB 3 ]D3 D3
A~B ve B~C olsun. Gostermeliyiz ki A~C dir. A~B oldugundan B =g, A olacak

Ds
sekilde g, €D, ve B ~C oldugundan C = g,B olacak sekilde g, € D, vardur.

C=9,B=09,(9,A)=0,9,A ve D, grup oldugundan dolay: g,9, €D, dir. O halde
Dy
A~Cdir. m
2.11. GD, Grubu

Tamm 50: a=0,H =a+e&a” €, sayisina karsilik gelen matrislerin kiimesi

1 0
GD, = {L* J,a* e R} ile tanimlayalim.
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2.12. D, ile GD, Gruplarn Arasindaki Baglanti

Onerme 49: H =(1,a") e D, olmak iizere f : I, -G, f (H)= f(l,a*):Ll) al}

olarak tanimlanan f fonksiyonu grup izomorfizmasidir.

ispat =( ),B (1,b*)

f(A+B)—f(( )+(Lb )) (2a +b")

:a+b g} [a +t 1+1}
RN
12 0 i

Ayrica f(AB)=f(A)f(B) dir
f(AB)=f((1a")(Lb"))=f(Lb +a")
:[*1* 0}:{:* ﬂ; ﬂ=f(A)-f(B) ve sonug olarak

b+a 1
f (A-B)=f(A)-f(B) elde edilir.
f birebirdir : A=B ise f(A)# f(B) dir. Gergekten A=(La") ve
=(Lb")eDigin A=B ise a’ b’ dir. Dolayisiyla Lj (1)}{; ﬂ ve f(A)= f(B)
dir.

1
f ortendir : GID, deki her bir [a"

0
} matrisi D, deki bir tek A=(1,a") dual
1

sayisinin f ile ifade edilmis bir goriintiisiidiir. O halde D, ile G, izomorftur. =



8.
9.

3. BULGULAR

Tezde elde edilen bulgular su sekilde siralayabiliriz:

. A=X+&x" €D dual say1 ve |A| , =0 x=0 oldugu Onerme 14’de gosterilmistir.

. A=x+ex",B=y+¢ey’ €D iki dual say1 ise |A|2 :|B|2 = X =Y oldugu Onerme 15°de
gosterilmistir.

A=X+ex",B=y+ey €D iki dual say1 ise |A+ B|2 = |A|2 +|B|2 oldugu Onerme 16°da
gosterilmistir.

.A=X+eX",B=y+ey eD iki dual say1 ise |A— B|2 = |A|2 —|B|2 oldugu Onerme 17°de
gosterilmistir.

. A=x+ex",B=y+ey €D iki dual say1 ise |AB|, =|A],|B|, Onerme 18’de
gosterilmigtir.

A=X+ex" ,B=y+¢ey’,y#0 iki dual say1 ise |— 2 = % oldugu Onerme 19°da

gosterilmistir.

. A=Xx+¢&x" €D bir dual say1 ise AA= |A|22 oldugu Onerme 20°de gosterilmistir.

D, ,D, ve D, gruplarmin tanimlari Tanim 35,47 ve 49°da verilmistir.

GD,,GD, ve GD, matris gruplarinin tanimi1 Tanim 35,47 ve 49°da verildi.

10. D, ile G, arasindaki baglanti Onerme 21°de gosterilmistir.

11. D, Ile GD, arasindaki baglanti Onerme 47°de gsterilmistir.

12. D, ile GD, arasindaki baglanti Onerme 49°de gosterilmistir.

13. I, grubunun yoriingeleri Teorem 8’in sonuglar1 olarak elde edilmistir.

14. {A A}, A=a+ea,a =0, A, =a,+¢a,” olsun. Bu takdirde A™A, dual sayisi

: , a a, —aa S
D, —invaryanttir ve A ‘A =2+ 8[312—26‘12} Teorem 9°da gosterilmistir.
&



15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24

. A={A,A},B={B,B,} A=a+ca’,a =0, A =a,+ca,, B =b +&b",b =0,

D,
B, =b, +&b," €D olsun. Bu takdirde A~B <> A"A, = B'B, oldugu Teorem 10’da

gosterildi.

Dy
B, =b, +¢£b,” €, b, = 0 olsun. Bu takdirde A~B < A*A =B,'B, oldugu Teorem

11°de gosterildi.
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A=a-+ea A =a,+¢ca, B =b+eb", B,=b,+¢b," €D,

A={A,A} B={B,B,},A=a+¢ca’ A =a,+¢a,,8,#0, B =b +&b’

A={A,A} B={B,B,}, a,=0,b =0, 8" =#0,b"#0,a,0,b, 0 olsun. Bu

Dl
takdirde A~B <> b, " =a,"a,™ oldugu Teorem 12’de gosterildi.

A=a+¢a A =a,+¢a,",B =b +¢&b",B,=b,+¢&b," €D,

A={A A} B={B,B,}, a=0b=0,a=0b=02a"%0a, #0b"#0, b =0

Dy -1 -1
olsun. Bu takdirde A~B<a'a,” =b'b,” oldugu Teorem 13’de gosterildi.

. _ a
olmak iizere A'A dual sayis1 I, —invaryanttir ve A'A =% +¢

xd

oldugu Teorem 14°de gosterildi.

D

GD,

oldugu Onerme 38’de gosterildi.

D,
. A BeD, A~B<:>F(A)

Gy

~ F(B) oldugu Onerme 39°da gdsterildi.

alak* B ai*ak
2

8

A={A,A,..A,},B={B,,B,,.,B,} alalim. a =0,b, 0 olsun. Bu takdirde,

A~l Be Al’lA( = Bl’1 B. ke {2,3,...,m} oldugu Teorem15°de gosterildi.

@:GD, xR* — R? doniisiimiiniin bir etki oldugu Onerme 36°da gosterildi.

A ~ B bagintisinin denklik bagimtis1 oldugu Onerme 37°de gosterildi

{ALA,.. A} A =a +ca",a =0.A,.,A D olsun. Butakdirde ke{2,3,...,m}

|

. a
F:D>R?> A=a+¢ca eD,F (A) = { *} dontistimiiniin lineer uzay izomorfizmast
a
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25. Onerme 40-42’de iki nokta i¢in GID, -denklik problemi ¢oziildii.

26. A=a +ea 8 #0 A =a,+¢a, f(Ai’Az): fl(Ai’Az)+€f2(A11A2) olsun.
f(Ai,A2)=% ve fz(Al,Az):alazaiﬁ fonksiyonlar1 GID, —invaryant

fonksiyonlar oldugu Teorem 16°da gosterildi.
27. A={A,A},B={B,B,} A =a+ca’,a %0, A =a,+¢a,, a, =0,

Gy b,

B,=b +¢&b",b #0, b, #0,B,=b,+&b,” €D olsun. Bu takdirde A ~ Bc>%=E

ve alaZ* _2azai* — ble* _szbl*

&
28. A=a +ea,a#0, A,...,A €D,
FOA A A)=T(AA,..+A)+ef, (A A, A) olsun. ke{2,3,...,m}

oldugu Teorem 17°de gdsterildi.

f(Ai,Az,...,A“):% ve fz(A,AZ,...,%)=a1aka1¢ fonksiyonlar1 GI), —

invaryant fonksiyonlar oldugu Teorem 18’de gosterildi.

29. A A,...A,.B.B,..B, D, A={A,A,.,A} B={B,B,,..,B,} alalm.

GD ak B bk

a, #0,b, #0 olsun. Bu takdirde, A ~Bo 2 b

alak* _akai* — blbk* _bkbl* ke

812 blz {2,3,..., m} oldugu Teorem 19°da gdsterildi.
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4. IRDELEME

Tezin amact 2-boyutlu dual diizlem geometrisi problemlerini cebirsel yontemlerle, 6zel
olarak, dual sayilar teorisi yardimi ile incelemek oldu. Bu yontemi kullanmak i¢in dual
sayilara ait bazi yeni bulgular elde edildi. Oncelikle 2-boyutlu dual diizlem geometrisinin

temel gruplarindan biri olan D, grubu ve G, igin G-denklik problemleri incelendi. Ardindan

D, ile GD,,D, ile GD, ve D, ile GD, gruplar1 arasindaki baglantilar elde edildi.



5. SONUCLAR

Tezde elde edilen sonuglari su sekilde siralayabiliriz.

1. Dual sayilara ait bazi 6zellikler bulundu.

2. Birdual saymin 2. tip mutlak degerinin 6zellikleri Onerme [14 - 20] ’de elde edildi.
3. Onerme 21°de D, ile GD, arasindaki baglant1 ortaya ¢ikarildi.

4. Onerme 47°de D, ile GID, arasindaki baglantilar ortaya gikarildi.

5. Onerme 49°de D, ile G, arasindaki baglantilar ortaya gikarildu.

6. D, denklik problemi bir nokta, iki nokta ve “n” tane nokta i¢in Teorem [8—15] ve

Onerme [23—35] ‘de ¢Ozulmustir.

~

GD, denklik problemi Onerme [36—45] ve Teorem [15—19] da incelendi.



6. ONERILER

Dual sayilarin 2-boyutlu dual diizlemde bir nokta belirtmesi bu sayilar1 gok 6nemli
yapar. Dual sayilar tizerine pek fazla kitap ve makale yazilmadigindan burada arastirilmasi

gereken konular mevcuttur. Bunlardan bazilari n tane dual noktanin 1), —denklik ve D,

denklik sartlar1 nelerdir? Fiziksel anlamlar1 var midir?

Bu sorularin cevaplar aragtirilmis ancak tam olarak sonuglara ulagilamamistir. Bu
sorularin cevaplarii bulmak igin biz bu sayilar1 1- boyutta, 2-boyutta ve n-boyutta

inceleyerek bulmaya calistik.

Tez ¢aligmasinin dnemi:

=

Dual sayilar1 anlamak ve dnemli olduklarini gostermek.
2. Tezde kullanilan yontemler dual sayilarda yeni yapilacak ¢alismalarda 6nemlidir.

3. Tezde kullanilan yontemler dual sayilarda noktalar sisteminin D, — denklik

probleminde ve kinematikte egrilerin denklik probleminde 6nemlidir.

&

Bu problemlerin arastirilmasi bazi fiziksel (6zel relativite) problemlerin

¢Oziimiinde 6nemli olabilir.
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