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ONSOZ

Bu calismada daha ¢ok reaksiyon-difiizyon etkileri ile bilinen tek canli niifus modeli;
verimli cografi bolgelere dogru goc olayin1 modelleyebilecek bicimde genellestirilerek
reaksiyon-difiizyon-konveksiyon niifus modeli elde edilmistir. Elde edilen bu model
Tiirkiye Istatistik Kurumu’ndan elde edilen niifus verileri ile test yapilarak, igeriye gog
alan veya disartya go¢ veren bolgelerin gelecekteki niifusunu tahmin etmede
kullanilabilecegini gdstermistir.
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Yiiksek Lisans Tezi

OZET

VERIMLILIK ESASLI REAKSIYON KONVEKSIYON DIFUZYON MODELI

Olgun CABRI

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Erhan COSKUN
2011, 88 sayfa

Bu calismada belirli bir bolgede niifus tahmini i¢in bolge verimliligini esas alan bir
Reaksiyon-Konveksiyon-Difiizyon (RKD) modeli gelistirilmistir. Model iistel ve lojistik
reaksiyon terimleriyle incelenmis, analitik ve sayisal ¢dziimleri elde edilmistir. Ozellikle
degisik verimlilik fonksiyonlar1 ile konveksiyon teriminin etkisi incelenmis ve niifusun
hareketleri gozlemlenmistir. Ayrica gelistirilen RKD modeli, Tiirkiye Istatistik
Kurumu’ndan (TUIK) alian gercek veriler ile test edilmis ve elde edilen sonuglar ile bu

modelin go¢ s6z konusu olan bir bolgede kullanilabilecegi sonucuna ulasilmistir.

Anahtar Kelimeler: Reaksiyon Konveksiyon Diflizyon, Niifus Modelleri, Verimlilik,
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Master Thesis

SUMMARY

A POPULATION MODEL WITH REACTION DIFFUSION CONVECTION
EQUATION

Olgun CABRI

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Erhan COSKUN
2011, 88 Pages

In this study, a reaction-convection and diffusion type population model was
developed. for analyzing population of some neighboring local regions. The model
enhances the existing models, considering immigrations across neighboring locations, due
to differences in productivity. This model has been tested on several local regions in
Turkey with population data from TUIK(Turkish Statistical Institute).The results show that
the predicted populations comply with the real data.

Key Words: Convection, Diffusion, Reaction, Population Model
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Popiilasyon ekolojisinde difiizyon denklemleri Onemli yer tutmaktadir. Bir¢ok
calismada hayvanlarin, bitkilerin ve bakterilerin yayilim hareketleri diflizyon denklemleri
ile ifade edilmistir. Baz1 durumlarda (gog, riizgar, akint1 vb.) difiizyon denklemlerine
konveksiyon(tasima) terimi de eklenerek bu hareketler incelenmistir.

Gegmiste oldugu gibi giiniimiizde de insanlar daha iyi yasam kosullar1 i¢in belirli
bolgelerde toplanmaktadir. Bu bolgeler bazi 6zellikler bakimindan diger bolgelerden
farkliliklar  gosterirler. Bu farkliliklar ekonomik, sosyal ve dogal nedenlerden
kaynaklanabilir. Insanlar bu nedenlerden dolay1 bélgeler arasinda gog¢ yapmaktadir.
Boylece bazi bolgeler go¢ alan, bazi bolgeler ise go¢ veren bolgeler olarak
adlandirilmaktadir.

Bu calismada amag belirli bir bolgede niifus tahmini yapmaktir. Bunun i¢in cografi
bir bolgeye, gecmiste goc almasi veya go¢ vermesi kriterine gore bir verimlilik degeri
atanmigtir. G6z Oniline alinan bolgeye uygun verimlilik fonksiyonu tanimlandiktan sonra
verimlilige gore degisen niifusu tahmin etmek amaciyla mevcut reaksiyon difiizyon
modeli, reaksiyon-difiizyon-konveksiyon modeli olarak genellestirilmistir. Elde edilen
genellestirilmis model ile bolge niifus degisimleri incelenmistir.

Bu amagla, B6lim 2’de temel kavramlar verilerek, reaksiyon-difiizyon modelleri
tanitilmig, Boliim 3’te verimlilik kavrami matematiksel olarak tanimlanarak verimliligi
dikkate alan reaksiyon-konveksiyon modeli ele almmistir. Boliim 4°te reaksiyon-
konveksiyon modeline diflizyon terimi eklenerek bu terimin etkisi incelenmistir. Bolim
5°te ise TUIK’ ten alian verilerle, uygun bélge verimlilik fonksiyonlari tanimlanmis ve
ilgili bolgelerin geriye doniik niifuslar1 daha eski tarihlerden baglamak suretiyle tahmin
edilmistir. Elde edilen sonuglarin ilgili bolgenin niifusunu tahmin isleminde etkin oldugu
gbzlemlenmistir. Bolgelerin komsulari ile niifus baglaminda iligkileri gelistirilen modelin

uygun Neuman sinir sartlari ile temsil edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Mevcut Niifus Modelleri

2.1.1. Ustel Biiyiime Modeli (Malthous Modeli)

N(t) bir tiirlin niifusu gostermek tizere, belirli bir tiir i¢in niifus korundugundan

niifustaki degisim orani

dN
i dogum — 6liim + net gog )

seklinde ifade edilir. Oncelikle gd¢ olmadigi ve dogum ile 6liim terimlerinin var olan N

niifusu ile orantili oldugu kabul edilsin. Bu durumda (1) denklemi yeniden diizenlenirse

dN
EzaN—szrN,N(O)zN0 (2)

denklemi elde edilir. (2) denkleminde a, b pozitif katsayilar ve N, baslangi¢ niifusudur. a
katsayis1 dogum oranini, b katsayisi ise Oliim oranini gostermektedir. Degiskenlerine
ayirma yontemi ile (2) diferansiyel denkleminin ¢oziimii

N(t) = Noe™ €)

olarak elde edilir.



Sekil 1. Ustel biiyiime modelinin r > 0 ve r < 0 oldugu durumlarina gore
¢ozlimiin grafigi

Sekil 1’de (3) ¢oziimiiniin r parametresine gore grafikleri verilmistir. Buna gore

r > 0 ise niifus iistel olarak biiyiimekte iken r < 0 ise iistel olarak azalmaktadir.

2.1.2. Lojistic Biiyiime Modeli

Ustel biiyiime modeli basit fakat ger¢ek¢i olmayan bir niifus modelidir. Ciinkii (3)
¢oziimii r > 0 oldugunda sinirsiz biiyiimektedir. Verhulst (1838,1845) uzun vadede
niifusun ortamin tasima kapasitesini gecemeyecegini onermistir.

p dogum oraninin, N niifus biiylikligliniin bir lineer azalan fonksiyonu oldugunu

kabul edilsin. Dolayisiyla f = 8, — 1N dogum ve § 6liim oran1 olmak iizere (2) denklemi

dN

Ez (,80 _BlN)N_(SN' ﬁo:ﬁlxa >0

halini alir. Bu denklem a = f, — § ve b = [5; olmak iizere yeniden diizenlenirse

dN
< = alV — bN? (4)

diferansiyel denklemi elde edilir. (4) denklemi r =a ve M = a/b alinarak yeniden

yazilirsa



dN N
5 =N =70 N =N )

halini alir. (Referans)

(5) diferansiyel denkleminden goriiliir ki Ny = M oldugu anda niifusta degisim
olmamaktadir. Eger Ny < M olursa denklemin sag tarafi sifirdan biiyiik olacagindan niifus
M oluncaya kadar artar. Eger N, > M oldugunda ise sag taraf sifirdan kii¢iik olacagindan
niifus M oluncaya kadar azalir.

Ayrica (5) adi diferansiyel denklemi degiskenlere ayirma yontemi ile ¢oziiliirse N (t)
¢Oziimil

MN,
-
NO + (M - No)e_rt

N(t) = M, t > o©

olarak elde edilir.

Lojistik buyume

Sekil 2. Degisik Ny degerleri i¢in lojistik modelin grafigi

Sekil 2’de degisik baslangic niifusu ile (5) denkleminin ¢6ziimiiniin grafigi
verilmigtir. Baslangi¢ niifusu tasima kapasitesi olan M’nin altinda oldugunda, niifus tagima
kapasitesine kadar artar ve daha sonra sabit kalir. Eger baslangic niifusu tasima
kapasitesinin listiindeyse niifus tasima kapasitesine kadar azalir ve daha sonra sabit kalir.

(Edwards and Penney, 2006)



2.1.3. Reaksiyon Difiizyon Modelleri

Popiilasyon ekolojisinde kismi tlirevli diferansiyel denklemlerinin bir uygulamasi
olan difiizyon modelleri genis yer tutar.

x konumunda ve t zamaninda N (x, t), niifus yogunlugunu gostermek iizere en basit

difiizyon denklemi
du  9°N
ot " ox? (6)

ile verilir. (6) denkleminde k(0%2N)/(9x?) difiizyon terimini, k ise difiizyon katsayisini
belirtir. Birimi m?/s dir. Difiizyon modeli N(x,t) 'nin biiyiikk degerlerinin zamanla
azalacagim gosterir. Buna gore bu model, niifusu yogun olan boélgelerden daha az yogun
bolgelere go¢ olacagi varsayimini esas alir.

Basit bir reaksiyon-difiizyon modeli asagidaki gibi tanimlanir.

2

oN 0“N

(7) denkleminde f (N) terimi reaksiyon terimi olarak bilinir.
(7) denklemi igin siklikla kullanilan iki sinir sart1 vardir.

niifus akis yonii niifusun yogun yasadigi bolge niifus akig yoni
) —
A B C
I I | |
[ ! 1
g1 0 N(x,t) L g®

Sekil 3. Ornek bir yasam alani

Sekil 3 bir niifusun 6rnek bir yasam alaninda dagilimini géstermektedir. B bdolgesi
niifusun yasadig1 bolge, A ve C bdlgesi ise B bolgesinin sinirlarina bagl komsu bolgeleri

belirtmektedir. N(x, t) B bolgesindeki niifus yogunlugunu, g, (t) ve g,(t) ise sirayla A ve



C bolgesinin niifus yogunlugunu gostermektedir. Olusturulan reaksiyon-difiizyon modelini
icin sinir sartlart asagidaki gibi tanimlanir.

1) x € [0, L] sonlu bir aralikta sinir sarti

N(t,0) = g1(t) ,N(t, L) = g2()
olarak tanimlanir. Eger Ny(t) = 0 = N(t) ise homojen Drichlet sinir sarti olarak
adlandirilir.

2) Diger bir sinir sart1 ise x € [0, L] sonlu bir aralikta

oON
a(1;, 0) = h(N(0,t) — g:(®)),
(8)

ON
o (L) = —h(N(L,£) - g2(1))

olarak tanimlanir. h katsayisi, sinirlardaki go¢ oranini temsil eden katsayidir. Bu
calismanin ileriki boliimlerinde yer alan reaksiyon-difiizyon denklemlerinde (8)’deki sinir

sartlar1 kullanilacaktir.



3. YAPILAN CALISMALAR

Skellam(1951) Avrupa’da misk faresinin ve Britanya’da mese agacinin yayilmasi

lizerine yaptig1 ¢aligmalarda

JdN 0°N
E =rN + k_axz (9)

tiriinden denklem sistemini kullanmistir. (9) denkleminde N(x,t) farenin veya mese
agacinin niifusunu, 7 ise niifusun bilyiime oranin1 gostermektedir.

Segel (1977) bakterilerin (Pseudomonas fluorescens) yayilmasi lizerine yaptigi

calismalarda
JdN 92N
E =rN+k W (10)

denklemini kullanmigtir. (10) denkleminde N(x,t), x noktasinda ve t zamaninda bakteri
niifusunu, 7 ise niifusun biiylime oranimi gostermektedir. Segel r = 0 alarak k niin
degerini hesaplamistir.

Kierstead ve Slobodkin (1953) (10) denklemini r < 0 igin planktonlara
uygulamislardir.

Fisher (1937) advantageous geninin yayilmasi lizerine yaptig1 ¢caligmalarda

ON_ o N 0N an
o ~TNA =g+ kg

denklemini kullanmigtir. Daha sonra Kolmogorov(1937) (11) denklemini daha derin
incelemis ve bazi analitik ¢oziimler elde etmistir. (11) denklemi Fisher Kolmogorov

denklemi olarak bilinir.



Helland (1984) ve Banks(1988) hayvanlarin riizgar, su akintis1 veya gog ile tasinmasi
durumunda caligmalarinda (6) denklemine N(x,t) x noktasinda ve t zamaninda hayvan

niifusunun yogunlugu ve w go¢ hizi olmak iizere konveksiyon terimi eklemislerdir.

ON d%N oN

ot~ o T Vax (12

Bu calismada ise yukaridaki niifus modellerine ek olarak niifustaki goge iliskin
verimlilik fonksiyonu tanimlanmis ve bu verimlilik fonksiyonuna bagli bir konveksiyon-
reaksiyon-difiizyon denklemi olusturulmustur. Bu denklemde reaksiyon terimi olarak iistel
ve lojistik biiylime alinarak konveksiyon teriminin etkisi incelenmistir.

Bu caligma asagidaki gibi organize edilmistir.

Kesim 4’te lineer ve parabolik verimlilik fonksiyonlar1 alinmis ve iistel ve lojistik
reaksiyon terimleriyle konveksiyon-reaksiyon denklemi ¢oziilmeye calisiimistir. Kesim
5’te konveksiyon reaksiyon denklemine diflizyon terimi eklenerek etkisi incelenmistir.
Kesim 6°da ise TUIK’ ten alinan veriler ile olusturulan konveksiyon-reaksiyon-difiizyon

denklemi test edilmistir.



4. REAKSIYON-KONVEKSiYON DENKLEMLERI

4.1. Verimlilik Fonksiyonu Tanim

Bir [a, b] cografi bolgesinde her noktaya 0 < V(x) < 1 olmak iizere bir verimlilik
degeri atansin. V(x) degerinin 0’a yakin oldugu noktalarin az verimli noktalar oldugu,
V(x) degerinin 1’¢ yakin oldugu noktalarin ise verimli noktalar oldugu varsayilsin ve
niifusun az verimli noktalardan, verimli noktalara dogru go¢ ettigi kabul edilsin. Tipik

olarak lineer ve parabolik verimlilik fonksiyonlarini inceleyelim.

4.1.1. Lineer Verimlilik Fonksiyonu

Bir cografi bolgede verimliligin tipik olarak V(x) = ax + b seklinde oldugu kabul

edilsin.

Bir cografi bolge tzerinde verimlilik fonksiyonu

V)
\"4
>
Tahmini gé¢
Vxo) A . yonii
z verimli > TN
bolge > Verimli bélge
X Cografi Bolge X

Sekil 4. Verimliligi lineer olan bir bdlge

Sekil 4 bir cografi bolgede verimliligin lineer oldugunu gdstermektedir. x, noktasina
yakin boélgeler kismen az verimli bdlgeler, x; noktasinda yakin bdolgeler ise verimli
bolgelerdir. Bu durumda tahmini gé¢ yonii ok yoniinde, az verimli bolgelerden verimli

bolgelere dogru, yani x; noktasina dogru oldugu kabul edilmektedir.
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4.1.2. Parabolik Verimlilik Fonksiyonu

Bir cografi bolgede verimliligin tipik olarak V (x) = ax? + bx + c seklinde oldugu
kabul edilsin.

Bir cografi bolgede verimlilik fonksiyonu

V(x:L
>
—_— -
Tahmini goé¢
yonu

Az verimli Verimli Az verimli

bolgeler bolgeler bolgeler
V(Xo)

x x L

1
Cografi bolge

Sekil 5. Verimliligi parabolik olan bir bdlge

Sekil 5 bir cografi bolgede verimliligin parabolik oldugunu gostermektedir. x, ve x;,
noktasina yakin bolgeler kismen az verimli bolgeler, x; noktasina yakin bdlgeler ise
verimli bolgelerdir. Bu durumda tahmini go¢ yonii ok yoniinde az verimli bolgelerden

verimli bolgelere, yani x; noktasina dogru oldugu kabul edilmektedir.

Bir cografi bolgede verimlilik fonksiyonu

V(xp)

B —
Tahmini goé¢
yonua
B

Verimli Az verimli Verimli
V(xy) bolgeler bolgeler boélgeler
Xo X1 X,

Sekil 6. Verimliligi parabolik olan bir bolge
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Sekil 6 bir cografi bolgede verimliligin parabolik oldugunu goéstermektedir. x;
noktasina yakin bolgeler kismen az verimli bolgeler x, ve x; noktalarina yakin bolgeler ise
verimli bolgelerdir. Bu durumda tahmini go¢ yonii ok yoniinde az verimli bolgelerden

verimli bolgelere, yani x, ve x; noktalarina dogru oldugu kabul edilmektedir.

4.2. Reaksiyon - Konveksiyon Denklemleri

Verimlilige bagl niifus hareketliligini modellemek i¢in asagidaki gibi bir reaksiyon-

konveksiyon denklemi tanimlansin.

Ne+ (LN, = g(N)
N(x,0) = £(x) (13)

(13) denkleminde N(x,t), x konumunda ve t zamanindaki niifusu V, = dV /dx ile
V(x) ile tanimlanan verimlilik fonksiyonunun tiirevini, g(N) ise reaksiyon terimini
gostermektedir. (13) denkleminden verimliligin birimi m?/s olarak bulunur. Bu birim
difiizyon katsayisinin birimi ile aynidir.

g(N) reaksiyon terimi yerine tipik fonksiyonlar alinarak (13) denklemindeki niifus

dagilim1 incelensin.

4.2.1. Ustel Biiyiime Reaksiyon Terimi ile Konveksiyon Denklemleri

Reaksiyon-konveksiyon denkleminde reaksiyon terimi olarak iistel biiyiime

modelindeki gibi g(N) = rN olarak alinsin.

N, + (V,N), =rN
N(x,0;=f(x), 0<x<L (14)

Lineer ve porabolik verimlilik fonksiyonlar1 alarak (14) denkleminin ¢éziimi ve

¢Oziimiin davranig1 istensin.
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4.2.1.1. Lineer Verimlilik

Oncelikle verimlilik fonksiyonunu lineer olarak gz oniine almsin. Yani V(x) =
ax + b olsun.

Bu durumda V’ (x) = a olacagindan (13) denklemi

Ny +aN, =rN

N(x,0) =f(x), 0<x<L (15)

halini alir. (15) denklemi icin karakteristikler metodunu kullanarak ¢oziimii aragtirilir. Bu

denklem i¢in karakteristik denklemler agagidaki gibidir.

dx

=@ x(0)=xo=>x=at+x,>x,=x—at (16)
dN
dr rN, N(0) = f(x0) = N(t) = f(xp)e™ (17)

(16) ¢oziimii (17) de yerine yazilirsa ¢oziim
N(x,t) = f(x — at)e™ (18)

olarak elde edilir. Bulunan bu ¢6ziim a hiz1 ile kayan (a > 0 ise saga, a < 0 ise sola)
baslangic niifusunun e™ oranminda artis gosterdigini ifade eder. Degisik ornek lineer
verimlilik fonksiyonlart ile (18) ¢6ziimiiniin davranisini gézlemleyelim.
Ornek 4.1. Lineer artan bir verimlilik fonksiyonuna sahip bir bolgenin, baslangicta
tek yerel maksimuma sahip bolge niifusunun dagilimini nasil etkileyecegi arastirilsin.
¢ Bu amagla Sekil 6’daki gibi 0 < x < 4 bolgesinde verimlilik fonksiyonunu

0.25x, 0<x<4
V(x)—{ 0, x<Ovex >4

ve baslangi¢ niifus fonksiyonunu

-(x-2)?
0, x<Ovex >4

alarak ¢6ziimiin davranisi incelensin.
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Verimlilik fonksiyonu N(x,0)

1 30 /
o.of 4
25|
0.8 - B
o7}
20|
0.6
> o.5t Z as
o.al
10
o.af
o.2f
sl
o.1f
o o
2 o 2 a 6 2 o 2 4 [
x x

Sekil 7. Bolge tizerinde lineer artan verimlilik fonksiyonu ve bu
bolgedeki baslangi¢ niifusun dagilimi

¢ Bu durumda (15) reaksiyon-konveksiyon denklemi

N, + 0.25N, =N

19
N(x,0) =30e~®2° 0<x<4 (19)

halini alir.

¢ (18)’1 kullanarak (19) denkleminin ¢6ziimii

2
N(x,t) = 30e_(x_%t_2) et

olarak elde edilir. Elde edilen bu ¢6ziimii r parametresinin durumuna gore inceleyelim

r=0 icin N(x,t)
30 T

t=0 N
- =2 BalEN
— / ~
25 | t=a ) \ i
\
20| // \ B
\
/
Z 15t , \ |
/ o ) E
10| , < AN 1
Yy, . N
, AN
5 P -
o S ‘
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 a4

Sekil 8. r = 0 degeri i¢in ¢Oziimiin ilerleyen t degerlerindeki grafigi

Sekil 8’de gorildiigii gibi niifus, ilerleyen t degerlerinde x = 4 noktasina dogru

1 2
taginmaktadir. r = 0 ig¢in N(x, t) = 30e_(x7t_2) oldugundan sadece tasinma gerceklesir.
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r=0.1>0 igin N(x,t)
45 T T T

[
ANO

t
40 — ~ ¢t
<t

Sekil 9. r = 0.1 degeri i¢cin ¢oziimiin ilerleyen t degerlerindeki
grafigi

Sekil 9¢da goriildiigii gibi eger r > 0 ise e™ > 1 oldugundan N (x, t), t nin ilerleyen

degerlerinde x = 4 noktasina dogru taginirken biiyiimektedir.

r=-0.1<0 i¢in N(x,t)
30 T T T

t=0
— - -t=2
25 N t=4 H
v \
20| , / XXX;XRXXXXX N
Z 15 // \ 7
10} / Xxxx A\ . XXX;
/ N
s| i
s AN
o = /x x> I
(o] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Sekil 10. r = —0.1  degeri icin  ¢Oziimiin  ilerleyen t

degerlerindeki grafigi

Sekilde goriildiigii gibi eger r < 0 ise e™ < 1 oldugundan N(x,t), t nin ilerleyen
degerlerinde x = 4 noktasina dogru taginirken azalmaktadir.
Ornek 4.2. Lineer azalan bir verimlilik fonksiyonuna sahip bir bolgenin, baslangicta

tek yerel maksimuma sahip bolge niifusunun dagilimini nasil etkileyecegi arastirilsin.
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Verimlilik fonksiyonu N(x,0)
: : 30

0.9¢
251
0.8
0.7
20+
0.6

0.4
10+
0.3+
0.2+

0.1r

Sekil 11. Bolge {iizerinde lineer azalan verimlilik fonksiyonu ve bu
bolgedeki baslangi¢ niifusun dagilimi

¢ Bu amagla Sekil 11°deki gibi 0 < x < 4 bolgesinde verimlilik fonksiyonunu

1—0.25x, 0<x<4
V(x)—{ 0, x<OQvex >4

ve baslangi¢ niifus fonksiyonunu

-(x-2)?
0, x<Ovex >4

alarak ¢6ziimiin davranisi incelensin.

¢ Bu durumda reaksiyon-konveksiyon denklemi

N, — 0.25N, = rN 2
N(x,0) =30e~@2* 0<x<4 29)

halini alir.
¢ (18)’1 kullanarak (20) denkleminin ¢6ziimii
~(x+it-2)”

rt

N(x,t) = 30e e

olarak elde edilir. Simdi bu ¢6ziimii r parametresinin durumuna gore inceleyelim.
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r=0 igin N(x,t)
KN

< /= N

30

I
AN O

X
X
S~
X
X
e
[

251+ x

20+ x / x A =

10} / . \ i

ekil 12. r = 0 degeri igin ¢dziimiin ilerleyen t degerlerindeki
g y
grafigi

Sekil 12’de goriliiyor ki niifus ilerleyen t degerlerinde x = 0 noktasina dogru

taginmaktadir. r = 0 oldugu i¢in niifusta biiyliime ya da azalma meydana gelmemektedir.

r=0.1>0 icin N(x,t)

45 ; S—
t=0

40+ < s — - -t=2H
x x x t=4

ekil 13.r = 0.1 degeri igin ¢O6zlimiin ilerleyen t degerlerindeki
g Yy
grafigi

Sekil 13’de goriiliiyor ki ilerleyen t degerlerinde niifus x = 0 bdlgesine dogru
taginmaktadir. r = 0.1 > 0 oldugu i¢in niifus biiyiiyerek x = 0 noktasina dogru

tasinmaktadir.
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r=-0.1<0 i¢in N(x,t)
30 T T T

t=0
— - -t=2
25+ Pys x t=4 ||
N
/
20+ T N 8
/
L ’ \ i
Z 15
/ .
N . \

10 <" / " N B

x , = N

/ N
5 , o -
~

o I ot s s

(o] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

X
Sekil 14.r = —0.1 degeri  i¢cin  ¢Oziimiin  ilerleyen 't

degerlerindeki grafigi

Sekilde goriiliiyor ki ilerleyen t degerlerinde niifus x = 0 bolgesine dogru
tasinmaktadir. r = —0.1 < 0 oldugu i¢in niifus kiiciilerek x = 0 bolgesine dogru
taginmaktadir.

Sonug olarak (15) denkleminde niifus

e a > 0isesagadogru
e a < 0ise soladogru
e 1 > (0 ise artarak

e 1 < (Oise azalarak tasinir.

4.2.1.2. Parabolik Verimlilik

(14) denklemindeki verimlilik fonksiyonu V (x) = ax? + bx + ¢ gibi parabolik bir

fonksiyon olarak ele alinsin. Bu durumda

A(V,N) ON
& = VixN +V;

ax
oldugundan (14) denklemi

N, + (2ax + b)N, = (r — 2a)N

N(x,0)=f(x), 0<x<L (21)
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halini alir. (21) kismi diferansiyel denkleminin ¢éziimii i¢in karakteristik metodu kullanilir.

Birinci karakteristik denklem degiskenlere ayirma metodu ile ¢oziiliir.

D ax+b 0) = :>f dx —fdt
acr °Y ’ X = Xo 2ax +b

1
=>—In|2ax+b|=t+c
2a

CleZat —b
2a

Basglangi¢ kosulu x(0) = x, uygulanirsa x(t) ¢oziimii

= x(t) =

c; —

2a
(2axy + b)e?3 — b
2a

x(0) =x, =

=c =2axy+b

= x(t) = (22)

olarak bulunur. ikinci karakteristik denklem icin de yine degiskenlere ayirma metodu

kullanilirsa ¢6ziim

W or—2aN,  NO) = flx) = N®) = flr)et 20 (23)

olarak bulunur. (22) ¢oziimiinde x, ’1 ¢ekip (23) c¢oziimiinde yerine yazilirsa (21)

denkleminin ¢6zimi

(24)

—-2at __
NG o) = f ((Zax +he b) =200

2a

olarak elde edilir.
Ornek 4.3. Parabolik ve orta noktalarda daha yiiksek degerlerde verimlilik
fonksiyonuna sahip bir bdlgenin, baglangigta verimli olan noktada tek yerel maksimuma

sahip bolge niifusunun dagilimini nasil etkileyecegini arastirilsin.
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Verimlilik fonksiyonu N(C<,0)

1 30
0.9 +
25 B
o.sl
o.7}
20 - —
o.6}
> o.sf Z 1s -
o.al
10} N
0.3+
oz}
sl il
o.1}
o o

Sekil 15. Bolge lizerinde parabolik verimlilik fonksiyonu ve bu bdlgedeki

baslangi¢ niifusun dagilimi

e Bu amagla Sekil 15°deki gibi 0 < x < 4 bolgesinde verimlilik fonksiyonunu

0, x<0vex >4

ve baslangi¢ niifus fonksiyonunu

-(x-2)?
0, x<0vex >4

olarak alarak ¢6zlimiin davranisi incelensin.

¢ Bu durumda reaksiyon-konveksiyon denklemi

N, + (=0.5x + 1N, = (r + 0.5)N
N(x,0)=f(x), 0<x<4

halini alir.

¢ (23) i kullanirsak bu denklemin ¢oziimii

2
(—0.5x+1)e0-5t—1

2
NGt = 300 (e 2) grhosr = g0e(6-2e) (05

olarak elde edilir. Bulunan bu ¢6ziimiin grafigini r nin durumuna gore inceleyelim.

(25)
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250

200 - h

150 - , i

100 - I |

Sekil 16. 7 = 0 degeri icin ¢oziimiin ilerleyen t degerlerindeki
grafigi

Sekil 16’da goriiliiyor ki niifus verimliligin fazla olan x = 2 noktasina dogru

tasinmaktadir. Baslangi¢ niifusunda dis taraftan i¢ tarafa dogru hareketlilik vardir.

350

300 I ' 4

250 - b _

200 | - 4

150 - ! ! =

100 e J

50

4

Sekil 17.r = 0.1 degeri icin ¢oziimiin ilerleyen t degerlerindeki
grafigi

Sekil 17°den goriiliiyor ki niifus verimliligi fazla olan x = 2 noktasina dogru
taginmaktadir. r > 0 oldugu i¢in niifus r = 0 dan farkli olarak biiyiiyerek x = 2 noktasina

dogru hareket etmektedir.



21

150 ;
,’\\ t=0
’/\ — - t=2
B S tza
Lo
L

100 - ! B

Sekil 18. r = —0.1 degeri i¢in ¢Ozlimiin ilerleyen t degerlerindeki
grafigi

Sekil 18’den goriiliiyor ki niifus verimliligi fazla olan x = 2 noktasina dogru
tasinmaktadir. < 0 oldugu icin niifus r = 0 dan farkli olarak azalarak x = 2 noktasina
dogru hareket etmektedir.

Ornek 4.4. Parabolik ve orta noktalarda daha yiiksek degerlerde verimlilik
fonksiyonuna sahip bir bolgenin, baslangigta verimli olmayan noktada tek yerel

maksimuma sahip boélge niifusunun dagilimini nasil etkileyecegi arastirilsin.

Verimlilik fonksiyonu N(x,0)

1 T T T T T 30
0.9+ q
25+
0.8+ q

0.7

20+
0.6 -

0.4+
10+
0.3+
0.2+

0.1

Sekil 19. Bolge iizerinde parabolik verimlilik fonksiyonu ve bu bdlgedeki
baslangi¢ niifusun dagilimi
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e Bu amagla Sekil 19°daki gibi 0 < x < 4 bolgesinde verimlilik fonksiyonunu

—0.25x% 4+ x, 0<x<4
0, x<0vex >4

V(x) = {

ve baslangi¢ niifus fonksiyonunu

-(x-3)?
0, x<0vex >4

alarak ¢6ziimiin davranisi incelensin.

¢ Bu durumda reaksiyon-konveksiyon denklemi

N, + (=0.5x + 1)N, = (r + 0.5)N
N(x,0) = 30e~®3* 0<x<4

halini alir.

¢ Bu durumda (23)’1i kullanarak ¢6ziim

N(x t) — 308—((x—2)90'5t_1)2e(r+0.5)t

olarak elde edilir.

r=0 igin N(x,t)
250 T

200

150 -

100

50 -

t=0

Sekil 20. r = 0 i¢in ¢dziimiin ilerleyen t degerlerindeki grafigi

(26)

Sekil 20’de goriilityor ki baslangicta x = 3 noktasina dogru yogunlasan niifus

ilerleyen t degerlerinde x = 2 noktasina dogru tasinmaktadir. r = 0 oldugu icin niifusta

bliylime ya da azalma olmamaktadir.
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r=0.1>0 igin N(x,t)

250 T T
t=0
- -t=2
n
i - t=4
200 - 1
I
I
[
[
150 D |
| ]
| |
z [
I I
[
100 - o B
| |
50 |- B
o) L \
-0.5 (o] 0.5 4.5

Sekil 21. r = 0 i¢in ¢dziimiin ilerleyen t degerlerindeki grafigi

Sekil 21°de goriilityor ki baslangicta x = 3 noktasina dogru yogunlasan niifus
ilerleyen t degerlerinde x = 2 noktasina dogru tasinmaktadir. 7 > 0 oldugu icin niifus

tasinirken biiytimektedir.

r=-0.1<0 igin N(x,t)
150 T T T

|
- o+
11l

AN O

100 -

Sekil 22. r < 0 i¢in ¢6ziimiin ilerleyen t degerlerindeki grafigi
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Sekil 22’de goriliiyor ki baslangicta x = 3 noktasina dogru yogunlasan niifus
ilerleyen t degerlerinde x = 2 noktasina dogru tasinmaktadir. r < 0 oldugu icin niifus
tasiirken azalmaktadir.

Ornek 4.5. Parabolik ve kenar noktalarda daha yiiksek degerlerde verimlilik
fonksiyonuna sahip bir bolgenin, baslangigta verimli olmayan noktada tek yerel

maksimuma sahip bdlge niifusunun dagilimini nasil etkileyecegi arastirilsin.

Verimlilik fonksiyonu N(x,0)
1 T T T 30 T
0.9+
25+
0.8+
0.7+
20+
0.6
> 05¢ z 15
0.41
10+
0.3}
0.2+
5 L
0.1
0 0] L
-1 5 -1 0 1 2 3 4 5
X X

Sekil 23. Bolge tizerinde parabolik verimlilik fonksiyonu ve bu bolgedeki
baslangic¢ niifusun grafigi

e Bu amagla Sekil 23°deki gibi 0 < x < 4 bolgesinde verimlilik fonksiyonunu

0, x<Ovex >4

ve baslangi¢ niifus fonksiyonunu

—(x-2)?
N(x’o):{sofa 2T 0<x<4
0, x<0vex >4

alarak ¢oziimiin davranisi incelensin.

¢ Bu durumda reaksiyon-konveksiyon denklemi

N¢ + (0.5x = 1)N, = (r — 0.5)N

N(x,0)=f(x), 0<x<4 27)
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halini alir.
¢ (23) kullanilirsa bu denklemin ¢éziimii

(0.5x-1)e%5t+1

2
2

olarak elde edilir. Buldugumuz bu ¢6ziimiin grafigini r = 0 i¢in ¢izdirelim.

r=0 icin N(x,t)
50 T

45+

40}

351+

30

20 -
50 - --~

10+

Sekil 24. r = 0 i¢in ilerleyen t degerinde ¢dziimiin grafigi

Sekil 24°te gorildiigii gibi baglangicta x=2 noktasinda toplanan niifusu ilerleyen ¢t
degerlerinde verimliligin fazla oldugu x =0 ve x =4 noktalarina dogru zamanla
dagilmaktadir.

Sonug olarak (21) denkleminde niifus

a<0 ise paraboliin kollar1 asagiya oldugundan bdlgenin ortasina dogru

a>( ise paraboliin kollar1 yukar1 dogru oldugundan bolge kenarlarina dogru

>0 ise artarak
e <0 isc azalarak tasinir
Buraya kadar (13) denkleminde reaksiyon terimi olarak iistel biliylime terimini alarak
¢oziimiin davranigini inceledik. Bundan sonra reaksiyon terimi olarak lojistik biiylime

terimi alarak ¢ozlimiin davranigini inceleyecegiz.
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4.2.2. Lojistik Bilyiime Reaksiyon Terim ile Reaksiyon Konveksiyon Denklemi

(13) denkleminde reaksiyon terimi olarak lojistik biiyiime

N)=rN(1 N
gy = TN(1 -3

alinsin. r dogum orani, M bdlgenin konveksiyonsuz modelin tagima kapasitesidir.

Bu durumda (13) denklemi

N + (5N, = (L - 2)
N(x,0)=f(kx), 0<x<4

(28)

halini alir.Islemlerde kolaylik olmasi agisindan (28) denkleminde

N(x,t)
P(x,t) = M

degisken doniisiimii yapilsin. Bu donilisiim altinda (28) denklemindeki kismi tiirevler
yazilsin.

N _ 0P

ot ot

ON) _  0(P)

0x 0x
Pec,0) = 2 gy

Bu kismi tiirevleri (28) denkleminde yerine yazip yeniden diizenlenirse

Py + (yN), =7P(1-P)

P(x,0) = g(x) 9)

denklemi elde edilir. (29) denklemini lineer ve parabolik verimlilik fonksiyonlar1 alarak

¢Ozlimiin davranigini inceleyelim.

4.2.2.1. Lineer Verimlilik

(29) denkleminde verimlilik fonksiyonunu V(x) = ax + b olarak alahm. Bu

durumda konveksiyon-reaksiyon denklemi
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JdN oN . oN Nel
ot T4 = TN ) (30)
N(x,0) = f(x)
halini alir. (30) denkleminde P(x,t) = N(x,t)/M donilisiimii yapilirsa
op + oF_ P(1-P
gt tag = TPA=P) 31)
P(x,0) = g(x)
halini alir.
Karakteristik metodu ile (31) denklemi i¢in ¢6ziim aranir.
dx
E=avex(0)=x0$x=at+x0 (32)
(33)

dP—Pl P P(0) =
T =TPA=P),  P(0) = g(xo)

(33) karakteristik denklemi i¢in degiskenlere ayirma metodu ile ¢6zlim aransin.

ar it
PA-pP)
=)f(ﬁ+m)dN—Tt+C
=>lr1( )—rt+c

p rt
zmzcle

et Clert
= =

(©) 14+ cie™

Bulunan son gézﬁme baslangi¢ kosulu uygulansin.

g(xo) =

1+q

g(xo)
1—g(x0)

Dolayistyla (33) karakteristik denkleminin ¢oziimii
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Clert C1 g(xo)

P(t) = = =
© T+ce™ ¢ t+e™  glxg)+(1—g(xy))e

(34)

olarak bulunur. (32) ‘den x, = x — at cekerek (33) de yerine yazilirsa (30) denkleminin

¢Ozumi

g(x —at)

Plx0) = glx —at) + (1 —g(x —at))e™ "t

(35)

olarak elde edilir.
P =N/Mve g(x,0) = f(x,0)/M oldugundan lineer verimlilikle (30) denkleminin

¢Ozimi

f(x —at)M
f(x —at) + (M — f(x — at))e—rt

N(x,t) = (36)

olarak bulunur.

Teorem: M konveksiyonsuz modelin kararli denge noktasi ise ayn1 zamanda lineer
verimlilik ile konveksiyonlu modelin kararl1 denge noktasidir.

Ispat:

r > 0 olsun.Vt € [0,0) icin p(x) = f(x — at) olsunve q(x) =M — f(x — at)

e Baslangi¢ fonksiyonu f(x) < M olan noktalar icin ilerleyen t degerlerinde
f(x — at) terimi sadece oteleme islemi yaptigindan p(x) < M olur. Dolayisiyla g(x) > 0

olur.
larak
t — oo iken q(x)e "t ——25 0 oldugu icin
N(x t) _ f(x - at)M artarak
’ f(x—at)+ M — f(x —at))e "
olur.

eBaglangi¢c fonksiyonu f(x) > M olan noktalar icin ilerleyen t degerlerinde
f(x — at) terimi sadece oteleme islemi yaptigindan p(x) > M olur. Dolayisiyla g(x) < 0

olur.
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tarak
t —» oo iken q(x)e~ "t %0 oldugu i¢in

f(x — at)M azalarak

NGt = f(x—at)+ M — f(x —at))e "

olur.
e Baslangi¢ fonksiyonu f(x) = M olan noktalar igin ilerleyen t degerlerinde
f(x — at) terimi sadece oteleme islemi yaptigindan p(x) = M olur. Dolayisiyla g(x) = 0
olur. Dolayisiyla
f(x —at)M

NGt = fx—at)+ M — f(x —at))e " =M

olur.

Buradan N (x,t) = M kararh ¢6ziimdiir.

Ornek 4.6. Lineer artan bir verimlilik fonksiyonuna sahip bir bolgenin, baslangigta
tek yerel maksimuma sahip bolge niifusunun dagilimini lojistik biiylime reaksiyon

terimiyle nasil etkileyecegi arastirilsin.

Verimlilik fonksiyonu N(x,0)

0.45 - R 40
o4r 35¢

0.35}
30+
0.3}
25¢
> 0.5} J 2
20+

15+

10+

o
o
a
.

o

X
X

Sekil 25. Bolge tizerinde lineer verimlilik fonksiyonu ve bu bdlgedeki
baslangi¢ niifusun dagilim

e Bu amagla Sekil 25°teki gibi 0 < x < 4 bolgesinde verimlilik fonksiyonunu

V) _{0.125x, 0<x<4
- 0, x<O0vex>8

ve baslangi¢ niifus fonksiyonunu
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—(x-2)?
N(x'o):{4‘5e x , 0<<x<4
0, x<Ovex >4

alarak ¢oziimiin davranisi incelensin.

¢ Bu durumda reaksiyon-konveksiyon denklemi

N
N, +0.125N; = 03N(1 - 5

N(x,0) = 45¢~ @2 g<x<4

halini alir.

¢ (35) i kullanarak (36) denkleminin ¢6ziimii

456—(x—0.125t—2)2 50
N(x,t) =

456—(x—0.125t—2)2 + (50 _ 456—(x—0.125t—2)2)e—0.3t

olarak elde edilir. t nin ilerleyen degerleri i¢in (36) ¢6ziimiiniin grafigini ¢izelim.

Sekil 26. r = 0.3 i¢in ilerleyen t degerinde ¢6ziimiin grafigi

(37)

(38)

Baslangigta her bolgede niifus tasima kapasitesi olan 50°den diistiktiir. Goriildiigii

gibi r > 0 oldugu i¢in baslangi¢ niifusu her noktada biiyliyerek tasinmaktadir. Fakat her

bolgede niifus tasima kapasitesi olan 50’yi gegmemektedir. Niifus 50 oldugunda o noktada

nifus sabit kalmaktadir.
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r=0.3=0 icin N(x,t)

X
x X

>

X

Sekil 27. r = 0.3 i¢in ilerleyen t degerinde ¢oziimiin grafigi

Sekil 27°de goriildiigii gibi baslangic niifusu N(x, 0) = 50e~*~2*olarak alindiginda
x = 2 noktasinda 50 olan niifus sabit kalmaktadir. Sadece tasinmaktadir. Diger noktalarda
niifus 50 oluncaya kadar artmaktadir. Yani niifus tasima kapasitesine esit oldugunda o

noktada biiylime durmaktadir.

r=0.3>0 icin N(x,t)
60 T T

t=0
_ — - —t=4
50| PR VU t=8 ||
- ~ t=15
s \ . 5 -
/ > N
a0l ) \ . . i
S \ N e
/ // > \ \\ >

Z 30 // \ N _

/ \

Iy \ \

/ \
20 /i \ \ i

/ // \ \\
/// \ \\
10| , N B
/ N
O L

o 1 2 3 a4 s 6 7 8

Sekil 28. r = 0.3 i¢in ilerleyen t degerinde ¢oziimiin grafigi

Sekil 28’de gdriildiigii gibi baslangic niifusu N(x, 0) = 60e~*~2’olarak alindiginda
x = 2 bolgesinde 60 olan niifus taginirken azalmaya baslamaktadir. Niifus 50 oldugunda

sabit kalarak taginmaktadir. Diger bolgelerde niifus 50 oluncaya kadar artmaktadir. Yani
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nlifusu tasima kapasitesinin istiinde olan noktalarda niifus azalirken niifusu tagima
kapasitesinden az olan noktalarda niifus artmaktadir. Niifusu tasima kapasitesine gelen
bolgelerde niifus sabit kalmaktadir.

Ornek 4.7. Lineer artan bir verimlilik fonksiyonuna sahip bir bolgenin, baslangicta

iki yerel maksimuma sahip bolge niifusunun dagilimini nasil etkileyecegi arastirilsin.

Verimlilik fonksiyonu N(x,0)
0.5 70
0.45 -
60 -
0.4+
0.35} — 50+
0.3
40
> 0.25} 1 z
30
0.2+
0.15} N 20}
0.1}
10
0.05
[0} o
1 o] 1 2 3 4 5 -1 (o) 1 2 3 4 5

Sekil 29. Bolge iizerinde lineer verimlilik fonksiyonu ve bu bdlgedeki
baslangi¢ niifusun dagilimi

e Bu amagla Sekil 29°daki gibi 0 < x < 4 bolgesinde verimlilik fonksiyonunu

Voo _{0.125x, 0<x<4
h 0, x<Ovex>8

ve baslangi¢ niifus fonksiyonunu

N(x,0) = {SS(SeCh(x —3)° +sech(x—1)%), 0<x<4
' 0, x<Ovex >4

alarak ¢6ziimiin davranisi incelensin.

¢ Bu durumda reaksiyon-konveksiyon denklemi

aN+o125aN—o3N1 N
a ax_'( 50 (39)

N(x,0) = 55(sech(x —3)3 + sech(x — 1)3), 0<x <4

halini alir.

(36) i kullanarak (39) denkleminin ¢éziimii
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P = 55(sech(x — 0.125 * t — 3)3 + sech3(x — 0.125 * t — 1)30lmak iizere

Nrt) = 50P (40
0 = 5 50 pye-o )
olarak elde edilir. t'nin ilerleyen degerleri i¢in (38) ¢Oziimiiniin grafigini ¢izelim.
r=0.2>0 icin N(x,t)
60 T
t=0
— - t=4
-----t=8 |
t=15
- i
10 - 4
0 1 1 1 1
(0] 1 2 3 4 5 6 7 8

Sekil 30. r = 0.3 i¢in ¢dzilimiin ilerleyen t degerlerindeki grafigi

Sekilde goriildiigli gibi bazi noktalarda niifus 50°nin iistiinde bazi bolgelerde 50 nin
altindadir. Niifus taginirken 50°nin istiinde olan bolgelerde niifus azalirken 50 nin altinda
olan bolgeler 50 oluncaya kadar artmaktadir. Niifusu 50 olan bolgelerde niifus sabit
kalmaktadir.

Buraya kadar lineer verimlilik fonksiyonu ve lojistik biiylime reaksiyon terimiyle
konveksiyon diflizyon denklemini inceledik. Bundan sonraki kisimda parabolik verimlilik

fonksiyonu ve lojistik reaksiyon terimiyle konveksiyon reaksiyon modelini inceleyecegiz.

4.2.2.2. Parabolik Verimlilik

(28) denkleminde verimlilik fonksiyonu olarak parabolik fonksiyon V(x) = ax? +

bx + c¢ olarak alinsin. Bu durumda reaksiyon-konveksiyon denklemi
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N L 2ax+ 0N _ N(1 N) 2aN
ax ax—r M a

Jt (41)
N(x,0) = f(x)
halini alir.
r # 0 i¢in bu denklemini diizenleyelim.
N Gax+n) 2N - N (1 N) 2aN
ot T TP =T M)~ (42)

N(x,0) = f(x)

Bu denklemin ¢6ziimii i¢in karakteristik metodunu kullanilir. (42) denklemi igin

karakteristik denklemler agagidaki gibi yazilir.

dx
— =2ax + b, x(0) = xq (43)
dt
dN—Nl N 2aN =N 2 N N(0) = 9
=N -3)—2aN =N@=2a==-),  N(0) = f(xo)
(43) karakteristik denklemi i¢in degiskenlere ayirma metodu ile ¢oziiliir.
D ax+b ) =xg > —2  —a
dr ~ cxTY =X = o+

1
= —In|2ax+b| =t +c

2a

, ce?d —p

= =

x(t) >a
Bu ¢6zlime baslangic¢ kosulu uygulanirsa ¢6ziim

2ax, + b)e?d — b

x(t) = (2axo +b) (45)

2a

olarak elde edilir. (44) karakteristik denklemi i¢in r —2a =u ve r/M = v alarak

degiskenlere ayirma metodu ile ¢6zliim aransin.
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dN
E=N(u—vN) (46)

:’f%#dt

1j1+ Y AN =t+
> — — =
u (N u—vN) ¢

= In =ut+c
(u - vN)
= N = c,e™
u—vN
NG uc, ekt
= =
1+ vcet

Bu ¢oziime baslangi¢ kosulu uygulansin.

UG
flxo) = 1+ ve,

L f)
T T U= uf(xy)

Dolayisiyla (44) karakteristik denkleminin ¢oziimii

uc et uc, uf (xo)
1+ vcet  vep +e ¥ vf(xy) + (u— vf(xy))e 4t

= N(t) = (47)

olarak bulunur.
(43) ¢oziimiinden x, 1 ¢ekip (47) ¢Oziimiinde yerine yazilirsa (41) denkleminin

¢OzUimi

(2ax+b)e‘2at—b)
2a

(r = 2a)f (

(2ax+b)e—2at—p

I a0 (B e

2a

(48)

olarak elde edilir. Bu ¢6ziim diizenlenirse
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r—2a (2ax+b)e 2at_p
N(x,t) = L Mf( 2a ) (49)
At (2ax+b)e—2at—p r—2a (2ax+b)e—2at—p e
) ()

elde edilir. Daha diizenli olmasi agisindan z = ((2ax + b)e 2% — b)/2a olarak almirsa

¢Ozlim

r—2a

N(x, ) . Mf(@) -
X, =
F@) + (C22M — f(2))e-(r—2a)t

T

olarak elde edilir.

Teorem: M konveksiyonsuz modelin kararli denge noktasi ise (r — 2a)M /r parabolik
verimlilik ile konveksiyonlu modelin kararl1 denge noktasidir.

Ispat: (r — 2a) > 0 olsun. Vt € [0, o) i¢in

(2ax + b)e~2at —
z= o ) p(x) = f(2)

veq(x) = (r —2a)M/r - f(z) olsun.

eBaglangi¢ fonksiyonu f(x) < (r —2a)M/r olan noktalar i¢in ilerleyen t
degerlerinde f(z) terimi sadece Oteleme islemi yaptigindan p(x) < (r — 2a)M/r olur.
Dolayistyla g(x) > 0 olur.

-rt

t - oo iken q(x)e™"" = 0 oldugu i¢in

r—2a

r Mf(Z) _)(T'—Za)M
F@) + (2 M - f(2))e-r—20) r

T

N(x,t) =

olur.
eBaglangi¢ fonksiyonu f(x) > (r —2a)M/r olan noktalar i¢in ilerleyen t
degerlerinde f(z) terimi sadece Oteleme islemi yaptigindan p(x) > (r — 2a)M /r olur.

Dolayisiyla g(x) < 0 olur.

artarak
t > oo iken q(x)e """ —— 0 oldugu igin
r—2a

r Mf(Z) azalarak (T — Za)
N(x' t) = r—2a M
f(2) + =M — f(z)e-r—2a) r

r
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olur.
eBaglangi¢ fonksiyonu f(x) = (r —2a)M/r olan noktalar i¢in ilerleyen t
degerlerinde f(z) terimi sadece Oteleme islemi yaptigindan p(x) = (r — 2a)M /r olur.

Dolayisiyla g(x) = 0 olur. Dolayisiyla

EMF@ (- 2a)
N(x, t) = f(z) + qe—(r—Za)t = r M

olur. Buradan N(x,t) = ((r — 2a))/r M kararh ¢6ziimdiir. (r — 2a) < 0 ise t = o iken

N(x,t) = 0 oldugu aciktir.
Ornek 4.8. Lineer artan bir verimlilik fonksiyonuna sahip bir bolgenin, baslangicta

tek yerel maksimuma sahip bolge niifusunun dagilimini nasil etkileyecegi arastirilsin.

Verimlilik fonksiyonu N(x,0)

1 120
0.9t
100 |
o.8f
0.7}
80|
0.6
> o.5f Z 60
0.4t
a0l
0.3}
0.2}
20}
0.1t
o o
1 o 1 2 3 a 5 -1 o 1 2 3 a 5

X
X

Sekil 30. Bolge lizerinde parabolik verimlilik fonksiyonu ve bu bdlgedeki
baslangi¢ niifusun grafigi

e Bu amagla Sekil 30°daki gibi 0 < x < 4 bolgesinde verimlilik fonksiyonunu

0, x<0Ovex>8

ve baslangi¢ niifus fonksiyonunu

-(x-2)?
0, x<Qvex >4

alarak ¢6ziimiin davranisi incelensin.

¢ Bu durumda reaksiyon-konveksiyon denklemi
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ON oN N
—+ (—0.5x + 1)3 =0.1N (1 — —) + 0.5N

at 50 (51)
N(x,0) = 120e"0"2°, 0<x <4
halini alir.
v e e a .. v e e _ —((x—Z)eo'St)Z

¢ (50) ¢oziimiinii kullanarak (51) denkleminin ¢oziimii p = 120e olmak

uzere
300p
N(x,t) = 52
68 = 300 = pe-0or (52)

elde edilir.

r parametresine gore (52) ¢oziimiiniin grafigini ¢izelim.

r=0.1>0 igin N(x,t)
300 T T

250 -

200 -

Zz 150+

100 -

50 -

Sekil 31. r = 0.1 i¢in ¢6ziimiin ilerleyen t degerlerindeki grafigi

Sekilde goriildiigii gibi niifus verimli olan x = 2 noktasina dogru tasginmaktadir.
Tasimnirken niifus ortamin tasima kapasitesi olan (r —2a)/r = 300 degerini
geecmemektedir.

Baslangi¢ niifusu olarak N(x,0) = 350e~®*2)” alinsmn. Bu durumda ¢Ozimiin

grafigi asagidaki gibi olur.
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r=0.1>0 igin N(x,t)
350 . e !

= ¥ t=0
< g — - -t=2
300 |- Nl v t=6 ||
x x | ====- t=10
250 | / \ -
/ \
200 - / \ B
z - / \
150 | = / \ -
! \
100 | -
: / \
50 = / \ 3 B
. / \ P
9 o os 1 1.5 2.5 3 as a4 4.5

Sekil 32. r = 0.1 i¢in ¢dziimiin ilerleyen t degerlerindeki grafigi

Gortldigi gibi niifus x = 2 noktasina dogru tasinmaktadir. Baslangi¢ niifusu tagima
kapasitesin biiylik olan bolgelerde niifus azalirken, tasima kapasitesinden diisiik olan
bolgelerde niifus artmaktadir.

Ornek 4.9. Parabolik ve orta noktalarda daha yiiksek degerlerde verimlilik
fonksiyonuna sahip bir bdlgenin, baslangigta iki yerel maksimuma sahip bolge niifusunun

dagilimin1 nasil etkileyecegi arastirilsin

Verimlilik fonksiyonu N(x,0)

0.9t

o.8

0.7

0.6

o.4af

0.3

o.2

o.1f

Sekil 33. Bolge {iizerinde parabolik verimlilik fonksiyonu ve bu
bolgedeki baslangi¢ niifusun grafigi

¢ Bu amagla Sekil 33’teki gibi 0 < x < 4 bolgesinde verimlilik fonksiyonunu

_ 2
V(x)={ 0.25x° + x, 0<x<4

0, x<Ovex>8

ve baslangi¢ niifus fonksiyonunu

N(x,0) = {150(5‘*“’(’“ —3)*+sech(x—1)%), 0<x<4
’ 0, x<Ovex >4

alarak ¢6ziimiin davranisi incelensin.
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¢ Bu durumda reaksiyon-konveksiyon denklemi

ON oN N
—+ (—0.5x + 1)5 = 0.1N (1 — —> + 0.5N

ot 50 (53)
N(x,0) = 150(sech(x — 3)3 + sech(x —1)3), 0<x<4
halini alir.
¢ (50) ¢oziimiinii kullanarak (53) denkleminin ¢6ziimii
p = 150(sech((x — 2)e®5t — 1)3 + sech((x — 2)e®5t + 1)3)
olmak tizere
300
N(x,t) = P (54)

p + (300 — p)e~(©O)¢

Olarak elde edilir. (54) ¢6ziimiiniin ilerleyen t degerlerinde grafigini ¢izelim.

r=0.1>0 icin N(x,t)
T T

300 ‘
< t=0
— - —t=2
250 |- t=6 |
N e t=10
R A
200 |- , . i
/ \ \
Z 1501 B aaes o // s 3 |
< . ~
> > > >
xx ( Xxx xx | xx
100 - < | < X . B
> % % \ xx
< | ~
. .
> ] >
50 < I l T -
! \
O ! L 1
-0.5 o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 a4 4.5

Sekil 34. r = 0.1 i¢in ¢6zliimiin ilerleyen t degerlerindeki grafigi

Sekilde gorildiigii gibi ilerleyen t degerlerinde niifus baslangi¢c seklini bozmadan
niifus x = 2 bolgesine dogru tagmir. Her noktada niifus 300 den diisiik oldugu icin niifus
artarak taginir. Tasima kapasitesi 300 oldugu anda biiyiime durur.

(53) denkleminin baslangi¢ fonksiyonunu

N(x,0) = 350(sech3(x —3) +sech3(x — 1)), 0<x<4



41

olarak alinsin. Bu durumda ¢6zlimiin grafigini ¢izelim.

r=0.1>0 icin N(x,t)
400 T T T

350 -

300

250

Z 200+

150 -

100 -

50

Sekil 35. r = 0.1 i¢in ¢dziimiin ilerleyen t degerlerindeki grafigi

Sekilde goriildiigii niifus ilerleyen t degerlerinde x = 2 bolgesine dogru tasinirken
niifusu tagima kapasitesinden biiyiik olan bolgelerde niifus azalmaktadir. Niifus 300 oldugu
anda biliytime durmaktadir.

e Sonug olarak lojistik biliylime ve parabolik verimlilik fonksiyonu ile konveksiyon-
reaksiyon modellerinde niifus tasinirken tasima kapasitesi (r —2a)M /r degerini
gecememektedir.

Buraya kadar olan bdliimlerde reaksiyon ve konveksiyon terimlerinin etkisini
inceledik. Bundan sonraki boliimlerde bu modele difiizyon terimini de ilave edip etkisini

inceleyecegiz.



5. REAKSIYON-KONVEKSIYON-DiFUZYON NUFUS MODELI
Bu boéliimde reaksiyon konveksiyon modeline yogun bolgelerden daha az yogun

bolgelere goc egilimini modellemek amaciyla difiizyon terimi ilave ederek reaksiyon

konveksiyon difiizyon modeli elde ederek analiz edecegiz.

5.1. Ustel Biiyiime Reaksiyon Terimi ile Reaksiyon -Konveksiyon-Difiizyon

Ustel biiyiime reaksiyon terimi ile inceleyecegimiz reaksiyon-konveksiyon-difiizyon

modeli asagidaki gibidir.

ON N d(GN) . 92N
ot ox  0x2
N(x,0) = f(x), 0<x<L

+rN

aN
= (0.0 = h(N(0,8) = g1(©)) (55)

N B
a(L, t) = —h(N(L,t) — g,(t))

Baz1 verimlilik fonksiyonlari i¢in (55) denkleminin ¢éziimii aragtirilsin.

5.1.1. Lineer Verimlilik

Verimlilik fonksiyonunu lineer alarak (54) baslangi¢ sinir deger problemi i¢in ¢6ziim
aransin.
V(x) =ax+b, 0<Vx)<1

olsun. Bu durumda (55) denklemi
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ON__ON_ N
ot . Vox  “oxz TT

N(x,0) = f(x)

aN
5 (00 = h(N(0) - g, (D)) (56)

N
= (L,0) = ~h(N(L) = g>(1))

halini alir.
Ozel olarak h = 0 alip (56) baslangic sinir deger probleminin ¢oziimii yapalim. Bu
problemde  N(x,t) = P(x,t).e"t doniisimii yapildiginda (56) denklemi asagidaki

probleme indirgenir.

ap oP 9P

- Vax TR

P(x,0) = f(x) (57)
0P

daP

(57) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimii i¢in asagidaki degisken doniisiimleri
uygulansin.

X=x—vt, T=t
Bu degisken doniisiimii altinda kismi tlirevleri tekrar yazilsin.

dP 0PdX O0POT P 0P

— = =ss it ="Vt

ot 0X ot 0T ot JdX dT

oP _0PoX 0P

ox 0Xox 0X

a°P 0 <6P> 0 <6P) _0°P

dx%  dx\dx) 9x\oX) 0X?

Bulunan bu kismi tiirevleri (56) denkleminde yerine koyulursa

0P _ 92P
aT " ax?
P(X +vT,0) = f(X + vT) (58)

oP oP
ﬁ(—vT,T) =0= a(l, —UT,T)
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difiizyon problemi elde edilir.

(58) denklemi i¢in degiskenlere ayirma yontemini kullanarak ¢6z{im aranir.

P(X,T) = UX)V(T)

= UX)V'(T) = kU" (X)V(T)
V'(T)y _U"(X)
kV(T) UX)

V'(T)+AkV(T) =0
U'(x)+AUX) =0 (59)
U(=vT)=0=U'(L—vT)
(59) denkleminin ¢6ziimiinii A parametresine gore arastirilsin.
1) A = 0 olsun. Bu durumda
UX)=AX+B
U'X)=4
U(vT)=0=A,U'(L-vT)=0=4
elde edilir. Buradan B yi keyfi se¢ebiliriz. U(X) = 1 bir ¢dziimdiir.
2)A = —2< 0 olsun. Bu durumda ¢dziim
U(X) = Ae™*X + Be®X
U'(X) = —ade X + aBe®X
elde edilir. Sinir sartlar1 uygulansin.
—ade T + qBe®T = ()
—aAe=L+aVT 4 o peal-avT —
Bu iki denklemi matris formatinda yazilsin.
—qe—T ae®T 1[A1 _ [0
e ae 1A_[Q
Sifirdan farkli A, B katsayilar1 olmasi i¢in determinantin sifir olmasi gerekir.
—a?e ™ + q?e* = 0= a?(e™* +e*) =0 Ny
Dolayisiyla L # 0 oldugundan bu durumda ¢6ziim yoktur.
3)A = a? > 0 olsun. Bu durumda ¢dziim
U(X) = AcosaX + BsinaX
U'(X) = —aAsinaX + aBcosaX
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olarak elde edilir. Sinir sartlar1 uygulansin.
—aAsin(—avT) + aBcos(—avT) = 0
—aAsin(al — avT) + aBcos(aL — avT) =0
Bu iki denklemi matris formatinda yazilsin.

—asin (—avT) acos (—avT) 114 0
[—asin(aL —avT) acos(aL — avT) [B] - [0]

Sifirdan farkli 4, B katsayilar1 olmasi i¢in determinantin sifir olmasi gerekir.
—a? sin(—avT) cos(al — avT) + a?sin(aLl — avT) cos(—avT) =
a?sin(aLl — avT + avT) = a?sin(al) = 0

Dolayisiyla A ve B nin sifirdan farkli olmasi i¢in
nm
aL=nn:a=T,n=1,2...
olmasi gerekir. Buradan ¢6ziim
nm nm
U,(X) = A,cos TX + aninTX

olarak elde edilir.
Son olarak (58) denkleminin ¢éziimii

kn?m?

= nm .onm_ o _ T
P(X,T)=A, + Z(Ancos TX + anmTX)e 12

n=1

olarak elde edilir. X = x — vt ve T = t oldugundan (57) denkleminin ¢ézimii

kn2m?2

- nmw . nm _ "
+ Z(AnCOST (x—vt) + anmT (x —vt))e 12
n=1

A
Px,t) ==

olarak elde edilir.

Baslangi¢ kosulunu uygulayarak A4,, ve B,, katsayilarini bulalim.

Ag - nm . nm
P(x,0) =f(x) = > + Z(A”COSTX + anme)
n=1

A—ZJL o
n=7 Of(x)cosLx X

B—ZfL T
n =T 0f(x)smLxx

Dolayisiyla N(x,t) = P(x,t)e™ oldugundan (56) baslangi¢ sinir deger probleminin

¢OzUimii
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kn2m?2

Ay = nm . nm _ ¢
N(x,t) = e”(7 + Z(A"COST (x —vt) + anmT (x —vt))e 12 7)
n=1

2 (L nm
A, = zfo f(x)cosTxdx (60)

B—ZfL I
n =7 Of(x)smLxx

olarak elde edilir.
Ornek 5.1. Lineer artan bir verimlilik fonksiyonuna sahip bir bélgenin, baslangicta
tek yerel maksimuma sahip bolge niifusunun dagilimini diflizyon terimiyle beraber nasil

etkileyecegi arastirilsin.

Verimlilik fonksiyonu N(x,0)

a7

25+

0.8

0.7 1

0.6 -

20+
0.5

0.3¢
10+

0.2+

o
T

0.1¢

Sekil 36. Lineer artan verimlilik fonksiyonu ve bolgedeki baslangig
niifusun dagilimi

¢ Bu amagla Sekil 36°daki gibi 0 < x < 4 bolgesinde verimlilik fonksiyonunu

0.2x, 0<x<4
V(x)—{ 0, x<Ovex >4

ve baslangi¢ niifus fonksiyonunu

—(x-2)?
0, x<Ovex >4

alarak ¢6ziimiin davranisi incelensin.

Bu durumda reaksiyon-konveksiyon-difiizyon denklemi
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N _ —0. za—N + 0. 1i

at dx dx?2

N(x,0) = 30e~@2° 0 < x <4 (61)
N

(Ot)—o—aN(Lt)
ax -7 T ax

halini alir.

(60)’¢oziimiinii kullanarak (61) probleminin ¢oziimii

0.1n27?

N(x,t)—70 ZAcos—(x—OZt)+Bsm (x —0.2t)e” 42 ¢

14 2 nm
A, == | 30e-®*-2 —xd
n 2.[0 e cos 2 xdx

14 nim
B, = Efo 30e"(x"2)zsinTxdx

olarak elde edilir. Bulunan ¢oziimiin grafigini gormek i¢in n = 100 alarak grafigi

cizelim.

Sekil 37. Ilerleyen t degerlerinde konveksiyon terimi ile beraber
difiizyonun etkisi
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Sekil 37’de ilerleyen t degerlerinde tasima ve diflizyonun beraber etkisi
goriilmektedir. Niifus x = 4 noktasina dogru tasmirken diflizyon katsayisinin etkisiyle
niifus diger noktalara dogru yayilmaktadir.

Farkli diflizyon katsayimnin etkisi gormek icin t = 2 aninda k = 0.1 ve k = 0.2 alarak

¢Oziimii tekrar ¢izdirelim.

t=2 anynda nifus

25

Il Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Sekil 38. t=2 aninda farkl1 difiizyon katsayilarinin etkisi

Sekil 38’de goriiliiyor ki difiizyon katsay1 artmasi niifusun ilerleyen degerlerde daha

cok yayilmasini saglamaktadir.



6. REAKSIYON KONVEKSIYON DiFUZYON MODELININ UYGULAMASI

Bu boliimde gelistirilen model TUIK’ten alman veriler ile test yapilmaktadur.
Tiirkiye haritasi {izerinde bir bolge se¢ilmis ve bu bolgedeki illerin belli bir zamandaki
niifusu iki model yardimiyla tahmin edilmeye calisilmistir. Birinci model reaksiyon
difiizyon (RD) modeli, ikinci model ise reaksiyon-konveksiyon-difiizyon (RDK)
modelidir. Bu boliimde niifus tahmini i¢in kullanilacak olan RDK modeli bundan dnceki

boliimlerde incelenen parabolik verimlilik ile reaksiyon-difiizyon-konveksiyon modelidir.

o _ (2 +b)aN+kazN + (r + 2a)N " N?

o | Ty T T TN Ty
N(x,0) = f(x)
ON (62)
52 (0.0 = A(V(0, 1) = g:(®))

X
ON
a5 (L) = —h(N(L,t) — g(6))

X

Kullanilacak ikinci yontem ise bilinen RD yontemidir.

6N_k62N N =L

ot “oxz M
N(x,0) = f(x)

(63)

oN
5 (0,0 = A(V(0) — g, (&)

N
= (L,0) = ~h(N(L) = g>(1))

Y ontem:

Verilen bir bolgenin (62) modeli ile belirli bir zamanda niifusunu tahmin etmek i¢in
Matlab'de RDK ve RD modeli i¢in iki program hazirlanmistir. Modellerde kullanilmak
lizere iki baslangi¢ yili seilmistir. Tk baslangi¢ yili tahmin edilmek istenilen zamandan 5
yil Oncesi, ikinci baglangi¢ yili ise tahmin edilmek istenilen zamandan 20 yil 6ncesidir.

Birinci baslangi¢ yili niifusu tahmin etmek i¢in, ikinci baglangic yili ise ge¢mis verilerden
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yararlanarak (64) denklemindeki ihtiyacimiz olan parametreler ve fonksiyonlar1 belirlemek
icin kullanilmistir. Niifusu tahmini yapmak icin gereken parametreler: baslangic niifus
fonksiyonlar1, lojistik model parametreleri, diflizyon katsayisi, sinir parametreleri ve
verimlilik fonksiyonlaridir. Bu parametrelerin belirlenisinde asagidaki yontemler

kullanilmastir.

» Baslangi¢ Niifus Dagilimi f(x)

Belirlenen iki baslangi¢c yili icin de baslangi¢ niifus fonksiyonlari, illeri [0,1]
araligina uygun bir sekilde yerlestirilerek o zamanki niifuslarmi temsil edecek sekilde

uygun bir egri Matlab yardimiyla belirlenmistir.

» Lojistik Model Parametreleri ve Sinir Fonksiyonlar1 (r, M, g, (t), g,(t))

Bir bolgenin lojistik model parametrelerini bulmak icin illerin 1935-2010 yillar
arasindaki niifuslart TUIK ten alinmistir. Daha sonra illerin bu tarihler arasindaki toplam
niifuslarinin lojistik modeli sagladigini kabul ederek Matlab yardimiyla toplam niifusu

temsil eden

N(t) =——
(©) 1+ Ce ™t

seklinde lojistik egrisinin degisken parametreleri M, C,r belirlenmistir. Ayni sekilde
sinirdaki illerin niifusunu temsil eden g,(t), g,(t) fonksiyonlar1 i¢in de lojistik egri

parametreleri belirlenmistir.

» Sinir Parametresi (h)

Uygun h degeri bulmak i¢in hazirlanan RD programinda sabit k degeri ve degisik h
degerleri alinarak beser yil arayla sinirdaki illerin niifusu hesaplanmigstir. Sinirdaki illerin
niifusunu 1975, 1980 ve 1985 yillarinda tahmin eden h degerleri arasindan hatalar1 kareleri

ortalamasi en diisiik olan h degeri sinir parametresi olarak seg¢ilmistir.
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» Difiizyon Katsayisi (k)

Uygun k degeri bulmak i¢in hazirlanan RD programinda bulunan h degeri ve degisik
k degerleri alinarak bolgedeki illerin niifusu hesaplanmistir. Bolgedeki illerin niifusunu
1975, 1980 ve 1985 yillarinda tahmin eden k degerleri arasindan hatalar1 kareleri

ortalamasi en diisiik olan k degeri difiizyon katsayisi olarak sec¢ilmistir.

» Verimlilik Fonksiyonu (V (x))

V(x)

X

Sekil 39. Bolgeler i¢in alinan verimlilik fonksiyonu

Alinan bolgede verimliligin kismen de olsa orta noktaya dogru gidildik¢e artan
parabolik bir fonksiyon oldugunu varsayilmistir. Uygun verimlilik fonksiyonu bulmak i¢in
hazirlanan RDK programinda bulunan h ve k degerleri ve degisik parabolik verimlilik
fonksiyonlar1 alinarak bolgedeki illerin niifuslar1 beser yil arayla hesaplanmistir. Bélgedeki
illerin niifusunu 1975, 1980 ve 1985 yillarinda tahmin eden verimlilik fonksiyonlari
arasindan hatalar1 kareleri ortalamasi en diisiik olan1 o bdélgenin verimlilik fonksiyonu

olarak secilmistir.

Bu béliimde sik¢a kullanacagimiz bir kavrami hatirlatalim.
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Bilgi: Belirleme Katsayis1 (Coefficient of Determination)

Istatistikte belirleme katsayisi, gelecek ciktilarmn model tarafindan ne kadar iyi

tahmin edilebildigine ait bir dl¢ii saglar. R?ile gosterilir.

RZ — 1 _ SSer
SStot
formiilii ile verilir. Bu formiilde y = % vy ve f; gozlem degerleri olmak iizere

n
SStot = Z()’i - ¥)?
i=1
n
SSer = Z(yi - fl)z
i=1
olarak verilir. SS,, terimi hatalarin kareleri toplami olarak adlandirilir.(URL-1)

Ornek 6.1 (A bolgesi)

Komsularina gore daha fazla gd¢ alan ili barindiran bir bolgedeki ilerin niifusunu

gbce bagl olarak bulunmak istenmektedir.

Sekil 40. A bolgesindeki illerin Tiirkiye haritasindaki
konumu

Bu amagla Sekil 40°taki gibi Tiirkiye haritasinda goriildiigii gibi bir hat tizerinde 5
tane il alinip bu illerin gegmis 1990 y1l1 niifuslar1 tahmin edilmek isteniyor. Orta kisimdaki
illerin niifusu kenardaki illere gore daha fazla oldugundan kismen de olsa bu bolgede

verimliligin orta kisimlarinda fazla diger kisimlarda az olan parabolik bir fonksiyon
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oldugunu kabul edilmektedir. Yani Bursa’nin diger illere gore daha fazla verimli oldugunu

kabul edilmektedir.

Canakkale  Balikesir Bursa Sakarya + Bolu +
Bilecik )
| | | | =fee

Sekil 41. A bdlgesinde alinan illerin bir hat tizerindeki gdsterimi

Bu illerden Bilecik’in niifusu digerlerine gore ¢ok azdir. Bundan dolay1 baglangic
niifuslarina kolay bir egri uydurmak ic¢in Sakarya ve Bilecik beraber alinmiglardir.

A bolgesinin 1990 yili niifusunu tahmin etmek i¢in 1985 ve 1970 olmak iizere iki
baslangi¢ yili segilmektedir.

» A bolgesine ait illerin verileri

A bolgesine ait illerin 1935 yilindan itibaren niifuslar1 asagidaki tablodaki gibidir.

Tablo 1. (A bolgesi niifus verileri)

(bin) Canakkale Balikesir Bursa Sakarya+Bilecik  Bolu Toplam
1935 222 481 442 307 248 1700
1940 304 482 461 332 257 1836
1945 317 524 491 368 276 1976
1950 289 563 545 399 303 2099
1955 311 612 598 436 318 2275
1960 337 670 693 506 353 2559
1965 350 708 755 543 383 2739
1970 360 749 848 597 403 2957
1975 369 789 961 632 428 3179
1980 391 853 1148 695 471 3558
1985 417 910 1324 771 504 3926

Tablo 1 in devami
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1990 432 973 1603 858 536 4402
2000 464 1076 2125 950 584 5199
2007 476 1118 2439 1038 593 5664
2008 474 1130 2507 1044 596 5751
2009 477 1140 2550 1063 606 5836
2010 490 1152 2605 1097 609 5953

» A bolgesine ait lojistik model parametrelerinin belirlenmesi

Bu illerin 1935 ile 2010 yillar1 arasindaki toplam niifusunun lojistik modeli

sagladigini kabul edilsin. Illerin toplam niifusunu temsil edecek sekilde

N =17

lojistik egrisinin parametreleri Matlab ile M = 19820, C = 11.53, r = 0.021 olarak

R = 0.99 uyum ile bulunmustur.

6000 H L gercek nufus werileri
yaklasik nufus egrisi

5500

5000

4500

4000

3500

3000

2500

2000

1500

Sekil 42. A bolgesinin toplam niifuslarina uygun lojistik egri

Ayn1 yontemle siirda olan Canakkale ve Bolu illeri i¢in de niifuslarini temsil eden

lojistik egri parametreleri bulunmustur.
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500 F

; ; ;
. gercek nufus verileri .

uygun lojistik egri

450 -

400 +

350 -

300 -

250

Sekil 43. Canakkale ili niifusunu temsil eden uygun lojistik egri

Matlab ile Canakkale ili i¢in aranan parametreler M = 631, C = 1.495, r = 0.021
olarak R = 0.96 uyum ile bulunmustur.

Dolayisiyla sinirdaki Canakkale ilinin niifusunu temsil eden egri

631
1+ 1.95¢-0021¢

olarak bulunur.

g1(t) =

T T
. gercek nufus verileri

o
600 - uygun lojistik egri .-.’

550 -

500 -

450 -

400 -

350 -

300 -

250

Sekil 44. Bolu ili niifusunu temsil eden uygun lojistik egri

Matlab ile Bolu ili i¢in aranan parametreler M = 1029, C = 3.2, r = 0.021
olarak R = 0.99 uyum ile bulunmustur.
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Dolayisiyla sinirdaki Bolu ilinin niifusunu temsil eden egri

1029
1+ 3.2¢-0021t

olarak bulunur.

g2(t) =

» A bolgesine ait illerin 1970 yil1 niifuslarina uygun egrinin belirlenmesi

A Dbolgesinin 1970 niifuslarin1 temsil edecek sekilde uygun bir egri bulunmak

istenmektedir.

Tablo 2. (A bolgesi 1970 niifus verileri)

(bin) Canakkale Balikesir Bursa Sakarya+Bilecik ~ Bolu Toplam

1970 360 749 848 597 403 2957

Matlab ile bu noktalari temsil eden yaklasik egri N, = 862.75¢~3-2131(x~0.5)°

olarak elde edilir.

900

T
(@) gercek nufus

800 - -

700 -

600 - V) —

toplam nifus

500 - -

400 y q

300 L L L
C.kale B.kesir Bursa Sak Bolu
zaman

Sekil 45. A bolgesinin 1970 niifuslarina uygun baslangig
fonksiyonu
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Bulunan egrinin gergek veriler ile uyumluluk oran1 R = 0.99 dur. (Egrinin uygun

olmasi amaciyla iller eksen iizerine sirayla 0, 0,27, 0,5, 0,84, 1 noktalarina

yerlestirilmistir.)

» A bolgesine ait illerin verimlilik fonksiyonu, difiizyon katsayr ve sinir

degerlerinin belirlenmesi

a) Sinir Degerleri

Matlab’de A bdlgesi icin hazirlanan RD programinda belirli h degerleri i¢in 1970,

1975 ve 1980 yilinda elde edilen veriler ve hatalarin kareleri asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 3. (Belirlenen h degerleriyle A bolgesi niifus verileri)

Belirlenen bu h

verilmistir.

degerlerinin hatalarinin kareleri

h degerleri Canakkale Bolu SSer
1975 yih 369(bin) 428(bin)

0,002 371 443 229

0,0018 368 442 197

0,0016 366 441 178

h degerleri  Canakkale Bolu SSer
391(bin) 471(bin)

0,002 391 476 25

0,0018 389 474 13

0,0016 386 473 29

h degerleri  Canakkale Bolu SSer
417(bin) 504(bin)

0,002 413 509 41

0,0018 409 507 73

0,0016 406 505 122

ortalamasi asagidaki tabloda



Tablo 4. (Belirlenen h degerleriyle A boélgesi niifus tahmininin hatalarinin

h degerleri

0,002
0,0018

0,0016

98,33333
94,33333

109,6667

kareleri ortalamasi)

Hatalarin Kareleri Ortalamasi

Tablo 4’de goriildiigii gibi verilenlerden en uygun h degeri 0,0018 dir. Ciinkii daha

kiiciik veya daha biiyiik h degeri se¢ildiginde hatalarin kareleri ortalamasi biiylimektedir.

Bu nedenle A bolgesi i¢in h parametresi 0,0018 olarak seg¢ilmistir.

b) Difilizyon Katsayisi

Matlab’de A boélgesi i¢in hazirlanan RD programinda daha 6nce bulunan h ve belirli

k degerleri icin 1975, 1980 ve 1985 yilinda elde edilen veriler ve hatalarin kareleri

asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 5. (Belirlenen k degerleriyle A bolgesi niifus verileri)

k degerleri

1975

yih 0,000005
0,00001
0,000015
k degerleri

1980

yili 0,000005
0,00001
0,000015
k degerleri

Canakkale
369
386

383
382

Canakkale
391
413

409
406

Canakkale

417

Balikesir
789
805

804

804

Balikesir
853
890

889

889

Balikesir

910

Bursa
961
953

953

953

Bursa
1148
1053

1052

1052

Bursa

1324

Sakarya
632
658

658
658

Sakarya
695
728

728
728

Sakarya
771

Bolu
428
438

439

439

Bolu
471
474

475

475

Bolu
504

SSer

1385

1282

1255

SSer

11976

11941

11842

SSer
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1985 Tablo 5 in devami

yih 0,000005 441 983 1162 806 512 28109
0,00001 435 983 1162 806 512 27857
0,000015 431 983 1161 806 512 28054

Belirlenen k degerlerinin hatalarinin kareleri ortalamas1 agsagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 6. (Belirlenen k degerleriyle A bolgesi niifus tahmininin hatalar
kareleri ortalamasi)

k degerleri Hatalarin Kareleri Ortalamasi
0,000005 13717
0,00001 13693,33

0,000015 13823,33

Tabloda goriildiigii gibi verilenlerden en uygun k degeri 0,00001 dir. Cilinkii daha
kiigiikk veya daha biiylik secildiginde hatalarin kareleri ortalamasi biiytimektedir. Bu
nedenle A bolgesi i¢in difiizyon katsayisi se¢cimi 0.00001 olacaktir.

¢) Verimlilik fonksiyonu
Matlab’de A bolgesi i¢in hazirlanan RDK programinda daha 6nce bulunan h ve k

degerleri icin baz1 verimlilik fonksiyonlartyla 1975, 1980 ve 1985 yilinda elde edilen

veriler ve hatalarin kareleri asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 7. (Belirlenen verimlilik fonksiyonlar1 ile A bolgesi niifus verileri)

Verimlilik Canakkale  Balikesir ~ Bursa  Sakarya Bolu SSer
Fonksiyonu

1975 369 789 961 632 428

yih —0.003x* +0.003+c 369 738 982 647 441 3436

Tablo 7’nin devami
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—0.004x* +0.004+c 366 741 992 648 441 3699
—0.005x* +0.005+c¢ 363 744 1002 649 441 4200
k degerleri Canakkale  Balikesir ~ Bursa  Sakarya Bolu SSer

1980 391 853 1148 695 471

yih —0.003x*+0.003+c 384 826 1117 720 474 2373
—0.004x* +0.004+c 379 832 1140 721 473 1329
—0.005x* +0.005+c 376 838 1162 722 473 1379
k degerleri Canakkale  Balikesir  Bursa  Sakarya Bolu SSer

1985 417 910 1324 771 504

yih —0.003x* +0.003 +c 400 924 1270 798 505 4131
—0.004x* +0.004 +c¢ 395 933 1308 799 504 2053
—0.005x* +0.005 + ¢ 392 941 1348 799 503 2947

Bu ii¢c donem icin belirlenen verimlilik fonksiyonlarmin hatalarinin kareleri

ortalamasi asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 8. (Belirlenen verimlilik fonksiyonlariyla A bdlgesi niifus verilerinin
kareleri ortalamasi)

Verimlilik Hatalarin Kareleri Ortalamasi
Fonksiyonu
—0.003x% +0.003 + ¢ 3313,333

—0.004x2 + 0.004 + ¢ 2360,333

—0.005x%+0.005+c 2842

Tabloda gorildiigli gibi  verilenlerden en wuygun verimlilik fonksiyonu
V(x) = 0.004x% + 004 + ¢ dur. Cilinkii paraboliin bas katsayisi daha kiiclik veya daha biiyiik

secildiginde hatalarin kareleri ortalamasi biiytimektedir.

> lllerin 1985 yil1 niifuslarina uygun egrinin belirlenmesi
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A bolgesinin 1985 yili niifuslarini temsil edecek sekilde uygun bir egri bulunmak

istenmektedir.

Tablo 9. (A bolgesi 1985 niifus verileri)

(bin) Canakkale Balikesir Bursa Sakarya+Bilecik  Bolu Toplam

£

1985 417 910 1324 771 504 3926

Matlab ile elde edilen egri Ny = f(x) = 1316.6e~42666(x=0-5) glarak elde edilir.

1400

—~ (@) gercek nufus
1300 - - |

1200 - -
1100 - -
1000 - -

900 - & B

tqdamnifus

800 -

700 - -

600 - -

500 [ EN

400 . . .
C.kale B.kesir Bursa Sak Bolu
Zaman

Sekil 46. A bdlgesinin 1985 yillarina uygun egri

Bulunan egri ile gergek verilerin uyumluluk orani R = 0.99549 dir. (Egrinin niifusu
daha iyi uygun olmasi amacuyla iller eksen {izerine sirayla 0, 0,21, 0,5, 0,85, 1 noktalarina

yerlestirilmistir)
» A bolgesine ait illerin 1990 y1l1 niifus tahmini

Simdiye kadar A bolgesi i¢in gerekli parametreleri bulundu. Bulunan bu parametreler

ile elde edilen RD modeli asagidaki hali almistir.

N _ 0.00001 0N +0.021N 0.021 N2 (64)
at dx2 ' 19820
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N(x,0) = 1316.6¢~+2666(x=0.5)?
631
1 4+ 1.95¢-0.021t
1029
1 + 3.2¢-0021t

aNO = 0.0009(N (0
a(lt)_ . (('t)_ )

ON
a(l, t) = —0.0009(N(1,t) —

Bulunan parametreler ile elde edilen RDK modeli asagidaki gibidir.

o _ —(0.008x + 0.004) N + 0.0000162—N + (0.021 + 0.008)N — %Nz
) ox 0x* 19820
N(x,0) = 1316.6¢~+2666(x~05)*
a—N(O t) = 0.0009(N(0,t) — 631 ) (65)
Ox =" . ’ 1 + 1.95¢-0.021¢t
on 1029
a(l, t) = —0.0009(N(1,t) — — 3.28_0.02”)

(65) ve (66) modellerini kullanarak A bolgesi i¢in 1990 yili elde edilen tahmini
niifuslar agagidaki sekildeki gibidir.

1990 vyili
1800 T T
— - — RDK modeli
RD modeli
1600 - © O  gergek nufus | |

1400

1200

1000

800

600

400 ! ! !
C.kale B.kesir Bursa Sak Bolu
il

Sekil 47. A bolgesinin 1990 y1l1 niifus tahmini

Tablo 10. (RDK ve RD modelleriyle A bdlgesi 1990 yil1 niifus tahmini)
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Model Canakkal Balikesir ~ Bursa Sakarya  Bolu SSer
e
1990 432 973 1603 858 536
yili RDK 421 1026 1509 860 524 11914
RD 446 1016 1451 863 521 25399

(64) ve (65) denklemleri kullanilarak A bélgesinin 1990 yili niifus tahmini i¢in; RDK
modeli ile hatalarinin kareleri 11914, RD modeli ile 25399 olarak bulunmustur.

» Sonug:

A bolgesindeki illerin 1990 yil1 niifuslari, RDK modeli ile RD modeline gore daha az
hatayla tahmin edilmistir.

Ornek 6.2 (B bélgesi)

Komsularia gore daha fazla gd¢ alan bir il barindiran bir bolgedeki ilerin niifusunu

gbce bagl olarak bulmak istenmektedir.

Sekil 48. B bolgesindeki illerin Tiirkiye haritasindaki konumu

Bu amacla Sekil 38’deki gibi Tiirkiye haritasinda bir hat {izerinde 5 tane bagka il
alinip, bu illerin ge¢mis yillardaki niifus verilerini kullanarak 1985 yili niifusunu tahmin
etmeye calisilmigtir. Orta kisimdaki illerin niifusu kenardaki illere gore daha fazla
oldugundan kismen de olsa bu bolgede verimliligin orta kisimlarinda fazla diger kisimlarda

az olan parabolik bir fonksiyon oldugunu kabul edilmistir. Yani Diyarbakir’in diger illere
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gore daha fazla verimli oldugunu kabul edilmistir. Batman ve Sirnak 1990 yilinda Siirt’ten

ayrildigi i¢in bolgede niifuslar1 beraber alinmustir.

Tunceli Elazig Diyarbakir Siirt Hakkari

Sekil 49. B bolgesinde alinan illerin bir hat iizerindeki gosterimi

B bolgesinin 1985 yili niifusunu tahmin etmek icin 1980 ve 1965 olmak iizere iki

baslangi¢ yili secilmektedir.

» B bolgesine ait illerin verileri

B bolgesine ait illerin 1940 yilindan itibaren niifuslar1 asagidaki tablodaki gibidir.

Tablo 11. (B bolgesi niifus verileri)

(bin) Tunceli Elazig Diyarbakir  Siirt Hakkari Toplam
1940 40 94 190 257 146 36
1945 90 198 249 127 35 705
1950 105 213 293 146 44 811
1955 121 242 343 133 54 951
1960 140 278 401 156 67 1118
1965 154 322 475 191 83 1298
1970 157 376 581 232 102 1536
1975 164 417 651 264 126 1739
1980 157 440 778 320 155 1975
1985 151 483 934 381 182 2274
1990 133 498 1094 445 172 2484
2000 93 569 1362 524 236 2979
2007 84 541 1460 849 246 2964

Tablo 11’in Devami
2008 86 547 1492 1072 258 3031
2009 83 550 1515 889 256 3069
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2010 76 552 1528 1240 251 3647

» B bolgesine ait illerin lojistik model parametrelerinin belirlenmesi

Bu illerin 1940 ile 2010 yillar1 arasindaki toplam niifusunun lojistik modeli

sagladigim kabul edilsin. illerin toplam niifusunu temsil edecek sekilde

N@t) = ——
© 14+ Ce™t

lojistik egrisinin parametreleri Matlab ile M = 5560, C = 7.095, r = 0.04 olarak
R = 0.99 uyum ile bulunmustur.

o gercek nufuslar
3500 fit 2

3000

2500

2000

1500

1000

500 L L L L L L L
o 10 20 30 40 50 60 70

Sekil 50. B bolgesinin toplam niifuslarina uygun lojistik egri

Sinirda olan Tunceli ve Hakkari illeri i¢in de niifuslarini temsil edecek sekilde uygun

egri bulunmugstur. Tunceli’nin 1940 ile 2010 yillar1 aras1 niifus verileri lojistik bir egriye
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170

160 - i
150 S R
140 o) .
130 .
120 O R
110+ .

100 - R

L}

N
O&Q
801 .

7 0 1 1 1 1 1 1

Sekil 51. Tunceli ilinin niifuslar1 i¢in uygun iistel egri

Matlab ile bulunan iistel egri g, (t) = 160e0-00060235(=35)% glarak bulunmustur.
Hakkari ilinin niifusu lojistik egriye uygun oldugundan lojistik model parametreleri Matlab

ile belirlenmistir.

e gercek nifuslar %
fit 1

250

200

150

100

50

0 10 20 30 40 50 60

Sekil 52. Hakkari ilinin niifuslar1 i¢in uygun lojistik egri
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Matlab ile Bolu ili i¢in aranan parametreler M = 326, C = 10.01, r = 0.051

olarak R = 0.99 uyum ile bulunmustur.

Dolayisiyla Hakkari ilini temsil eden egri

326
14 10.01e~051¢

olarak elde edilir.

g2(t) =

» B bolgesine ait illerin 1965 niifuslarina uygun egrinin belirlenmesi

B bolgesinin 1965 yili niifuslarini temsil edecek sekilde uygun bir egri bulunmak

istenmektedir.

Tablo 12. (B bolgesi 1965 niifus verileri)

(bin) Tunceli Elaz1g Diyarbakir  Siirt Hakkari Toplam

1965 154 322 475 191 83 2463

Matlab ile bu noktalar1 temsil eden yaklasik egri
Ny = 154 + 437,75x + 3518x% — 8412,1x3 + 4385x*

olarak elde edilir.

500

o) O gercek nifus
450 - 4th degree |H

400 + =

350 + =

300+ =

250 - =

toplam niifus

200 - i 4

150 4

100 b
D

50 L L L
Tunceli Elazig Diyarbakir Siirt Hakkari
zaman

Sekil 53. B bolgesininl1965 niifuslarina uygun egri
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Bulunan egri gercek verilerin uygunlugu R = 1 dir. (Egrinin uygun olmasi amaciyla

iller eksen iizerine sirayla 0, 0,20, 0,5, 0,85, 1 noktalarina yerlestirilmistir.)

» B bolgesine ait illerin verimlilik fonksiyonu, difiizyon katsay1, sinir degerlerinin

belirlenmesi

a) Sinir Degerleri

Matlab’de B bdlgesi i¢in hazirlanan RD programinda belirli h degerleri igin 1970,

1975 ve 1980 yilinda elde edilen tahmini niifus verileri ve hatalarin kareleri asagidaki

tabloda verilmistir.

Tablo 13. (Belirlenen h degerleriyle B bolgesi niifus verileri)

1970 yilu

1975 yih

1980 yilx

h degerleri

0,0004
0,0006
0,0008

h degerleri

0,0004
0,0006
0,0008

h degerleri

0,0004
0,0006

0,0008

Canakkale
157
160

161
163

Canakkale
391(bin)
164

166
167

Canakkale

417(bin)
163

165

168

Bolu
102
104

105
105

Bolu
471(bin)
123

125
126

Bolu
504(bin)
144

146

147

SSer

13

25

45

SSer

SSer

157

145

185

Belirlenen h degerlerinin hatalarinin kareleri ortalamasi asagidaki tabloda verilmistir.
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Tablo 14. (Belirlenen h degerleriyle B bolgesi niifus verilerinin kareleri

ortalamast)

h degerleri

0,0004
0,0006

0,0008

59,66667
58,33333

79,66667

Hatalarin Kareleri Ortalamasi

Tabloda goriildiigii gibi verilenlerden en uygun h degeri 0,006 dir. Cilinkii daha

kiigiik veya daha biiyiik se¢ildiginde hatalarin kareleri ortalamasi biiytimektedir.

b) Difiizyon Katsayisi

Matlab’de B bolgesi icin hazirlanan programda daha 6nce bulunan h degerler ile

belirli k degerleri i¢in 1970, 1975 ve 1980 yilinda elde edilen veriler ve hatalarin kareleri

asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 15. (Belirlenen k degerleriyle B bolgesi niifus verileri)

k degerleri
1970
yil 0,0004
0,0005
0,0006
k degerleri
1975
yili 0,0004
0,0005
0,0006
k degerleri
1980

yili 0,0004

Tunceli
157
161

161
161
Tunceli
164
166

166

166

Tunceli
157
166

Elazig
376
386

385
385
Elaz1g
417
461
460
458

Elaz1g
440
549

Diyarbakir
581
557

554
552
Diyarbakir
651
653
647
640

Diyarbakir
778
763

Siirt
232
236
238
239
Siirt
264
292
294
296
Siirt
320
357

Hakkari
102
104

105

105

Hakkari
126
124

124

125

Hakkari

155
145

SSer

712

871

996

SSer

2732

2773

2831

SSer

13656
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Tablo 15 in Devami
0,0005 165 545 752 360 146 13446

0,0006 165 541 742 361 146 13323

Belirlenen k degerlerinin hatalarinin kareleri ortalamasi asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 16. (Belirlenen k degerleriyle B bdlgesi niifus verilerinin

kareleri ortalamasi)

h degerleri  Hatalarin Kareleri Ortalamasi
0,0004 5700

0,0005 5696,667

0,0006 5716,667

Tabloda goriildiigii gibi verilenlerden en uygun k degeri 0,0005 dir. Ciinkii daha
kiiciik veya daha biiylik secildiginde hatalarin kareleri ortalamasi biiylimektedir. Bu

nedenle B bolgesi icin k parametresi se¢imi 0,0005 olacaktir.
¢) Verimlilik fonksiyonu
Matlab’de B bdlgesi i¢in hazirlanan RDK programinda daha 6nce bulunan h ve k

degerleri i¢in bazi verimlilik fonksiyonlariyla 1970, 1975 ve 1980 yilinda elde edilen

veriler ve hatalarin kareleri asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 17. (Belirlenen verimlilik fonksiyonlar1 ile B bolgesi niifus verileri)

Verimlilik Fonksiyonu Tunceli Elazig Diyarbakir  Siirt Hakkari SSer
1970 157 376 581 232 102
yil —0.0015x2 4+ 0.0015+c¢c 161 386 562 235 104 490
—0.001x2 + 0.001 + ¢ 161 386 560 236 104 577

—0.0005x% 4+ 0.0005+ ¢ 161 385 557 237 105 707
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Tablo 17 nin Devami

Verimlilik Fonksiyonu Tunceli  Elazig Diyarbakir ~ Siirt Hakkari SSer
1975 164 417 651 264 126
yili —0.0015x% 4+ 0.0015+c¢ 165 462 665 290 124 2902
—0.001x% + 0.001 + ¢ 165 462 659 291 124 2823
—0.0005x2 + 0.0005+¢ 166 461 653 293 124 2789
Verimlilik Fonksiyonu Tunceli  Elazig  Diyarbakir  Siirt Hakkari SSer
1980 157 440 778 320 155
yili —0.0015x2 4+ 0.0015+ ¢ 165 550 783 354 145 13445
—0.001x% + 0.001 + ¢ 165 548 773 356 145 13149
—0.0005x2 + 0.0005 +¢ 165 547 762 358 145 13313

Bu ii¢ donemde belirlenen verimlilik fonksiyonlariyla elde edilen verilerin

hatalarinin kareleri ortalamasi agagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 18. (Belirlenen verimlilik fonksiyonlariyla A bolgesi niifus verilerinin
kareleri ortalamasi)

Verimlilik Fonksiyonu Hatalarin Kareleri Ortalamasi

—0.0015x2 + 0.0015 + ¢  5612,333
—0.001x2 4+ 0.001 + ¢ 5516,333

—0.0005x2 + 0.0005 +c¢ 5603

Tabloda goriildiigii gibi  verilenlerden en uygun verimlilik fonksiyonu
—0.001x% + 0.001 + cdir Ciinkii daha paraboliin bas katsayis1 daha kiigiik veya daha biiyiik

secildiginde hatalarin kareleri ortalamasi biiyiimektedir.

» B bolgesine ait illerin 1980 yil1 niifuslarina uygun egrinin belirlenmesi

B bolgesinin 1980 yili niifuslarini temsil edecek sekilde uygun bir egri bulunmak
istenmektedir.
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Tablo 19. (B bolgesi 1980 niifus verileri)

(bin) Tunceli Elaz1g Diyarbakir  Siirt Hakkari
1980 157 440 778 320 155

Bu noktalar1 temsil eden yaklasik egri Matlab ile
Ny = 157 + 398,03x + 8242,8x% — 17577x3 + 8933,8x*

olarak elde edilir.

800

o gercek nufus

4th degree
700 - S

600 - B
500 B

400 |- R

toplam nifus

300 - - B

200 - b
P P

100 L L L
Tunceli Elazig Diyarbakir Siirt Hakkari
zaman

Toplam

1975

Sekil 54. B bolgesinin 1980 y1l1 baslangi¢ ve gergek niifuslari

Bulunan egri ile gercek veriler arasinda uyumluluk oran1 R = 1 dir. (Egrinin uygun olmast

amaciyla iller eksen iizerine sirayla 0, 0,20, 0,5, 0,85, 1 noktalarina yerlestirildi)

» B bolgesine ait illerin 1985 yili niifus tahmini

Simdiye kadar B bolgesi i¢in gerekli parametreleri bulunmustur. Bulunan bu

parametreler ile elde edilen RD modeli asagidaki hali almistir.
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N — 0.0005 o +0.04N — ok py2
ot dx2 ' 5560

N(x,0) = 157 + 398,03x + 8242,8x% — 17577x3 + 8933,8x*

ON )
a(O, t) = 0.0006(N (0, t) — 160e~0:00059(t-35))

N (1,t) = —0.0006(N(1,t) 326
ox 7 T (N (L, 14 10.01¢-0-051¢

)

Bulunan parametreler ile elde edilen RDK modeli asagidaki gibidir.

N _ (0.002 +ooo1)aN+oooo5azN L (0.044 0.002)N — 204 2
TR e WL oz T 002)N = 5555

N(x,0) = 157 + 398,03x + 8242,8x% — 17577x3 + 8933,8x*

on 2 (67)
E(O’ t) = 0.0006(N(0,t) — 160e~0-00059(t=35)"

N (1,t) = —0.0006(N(1,t) 326
ox 7 T (N (L, 14 10.01¢-0-051¢

)

(67) ve (68) modellerini kullanarak B bdlgesi i¢in 1985 yili elde edilen tahmini
niifuslar asagidaki sekildeki gibidir.

1985 vyili
1000

— - — RDK modeli
900 O gercek nufus
RD modeli

800

700

600

500

400

300

200

100 1 1 1
Tunceli Elazig Diyarbakir Siirt Hakkari

Sekil 55. B bolgesinin 1985 yil1 niifus tahmini
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Tablo 20. (RDK ve RD modelleriyle A bdlgesi 1985y1l1 niifus tahmini)

Model Canakkal Balikesir ~ Bursa Sakarya  Bolu SSer
e
1985 151 483 934 381 182
yili RDK 156 526 903 395 166 3287
RD 157 527 895 397 166 4005

(66) ve (67) denklemleri kullanilarak B bolgesinin 1985 yili niifus tahmini i¢in; RDK

modeli ile hatalarin kareleri 3287, RD modeli ile 4005 olarak bulunmustur.

» Sonug:

B bolgesindeki illerin 1985 yili niifuslari, RDK modeli ile RD modeline gore daha az

hatayla tahmin edilmistir.

Ornek 6.3 (C Bolgesi)

Komsularina gore daha fazla gog¢ alan bir il barindiran bir bolgedeki ilerin niifusunu

gbce bagl olarak bulmak isteniliyor.

Sekil 56. C bolgesindeki illerin Tirkiye
haritasindaki konumu
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Bu amagla Sekil 54°teki gibi Tiirkiye haritasinda goriildiigii gibi bir hat tizerinde
baska iller alinmistir ve bu illerin ge¢mis yillardaki niifus verilerini kullanarak 1990 yili
niifusunu tahmin etmeye calisilmistir. Orta kisimdaki illerin niifusu kenardaki illere gore
daha fazla oldugundan kismen de olsa bu bolgede verimliligin orta kisimlarinda fazla diger
kisimlarda az olan parabolik bir fonksiyon oldugunu kabul edilmistir. Yani Manisa’nin

diger illere gore daha fazla verimli oldugunu kabul edilmektedir

Canakkale Balikesir Manisa Denizli Burdur

Sekil 57. C bolgesindeki alinan illerin hat tizerindeki goriiniimii

C bolgesinin 1990 yili niifusunu tahmin etmek ic¢in 1985 ve 1970 olmak tizere iki

baslangi¢ yil1 secilmistir.

» C bolgesine ait illerin verileri

Bu illerin 1935 yilindan itibaren niifuslar1 asagidaki tablodaki gibidir.

Tablo 21. ( C bolgesi niifus verileri)

(bin) Canakkale Balikesir Manisa Denizli Burdur Toplam
1935 222 481 426 285 95 1509
1940 304 482 455 285 119 1645
1945 317 524 472 315 125 1753
1950 289 563 520 340 136 1848
1955 311 612 562 368 157 2010
1960 337 670 657 425 179 2268
1965 350 708 748 463 194 2463
1970 360 749 805 511 210 2635
1975 369 789 872 560 222 2812

1980 391 853 941 603 235 3023
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Tablo 21’in Devami

1985 417 910 1057 667 248 3299
1990 432 973 1154 750 254 3563
2000 464 1076 1260 850 256 3906
2007 476 1118 1319 907 251 4071
2008 474 1130 1316 917 247 4084
2009 477 1140 1331 926 251 4125
2010 490 1152 1379 931 258 4210

» C bolgesine ait lojistik model parametrelerinin belirlenisi

Bu illerin 1935 ile 2010 yillar1 arasindaki toplam niifusunun lojistik modeli

sagladigim kabul edilsin. illerin toplam niifusunu temsil edecek sekilde

N(t) = ——
© 14+ Ce™t

lojistik egrisinin parametreleri Matlab ile M = 6144, C = 3.267 , r = 0.026 olarak

R = 0.99 uyum ile bulunmustur.

e gercek nufus degerleri
uygun lojistik egri _

4000 r

3500

3000

2500

2000

1500

0 10 20 30 40 50 60 70

Sekil 58. C bolgesinin toplam niifuslarina uygun lojistik egri
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Aynmi yontemle sinirda olan Canakkale ve Burdur illeri i¢in de niifuslarmi temsil
edecek sekilde lojistik model parametrelerini bulunmustur. Canakkale ilinin parametreleri

A bolgesinde bulundugu i¢in yalnizca Burdur ili i¢in lojistik bir egri bulalim.

Burdur ili i¢in Matlab ile aranan parametreler M = 264, ¢ = 1.9089, r = 0.05699

olarak R = 0.99 uyum ile bulunmustur. Dolayisiyla sinirdaki Burdur i¢in lojistik egri

264
1+ 1.9089¢-0.05699¢

g2(t) =

olarak bulunur.

260 - . gercek nufus
uygun lojistik egri o o

240

220

200

180

160

140

120

100

80 X | | | | | | I |
(0) 10 20 30 40 50 60 70

Sekil 59. C bolgesinin toplam niifuslarina uygun lojistik egri

» C bolgesine ait illerin 1970 niifuslarina uygun egrinin belirlenmesi

[llerin 1970 niifuslarini temsil edecek sekilde 4.dereceden bir polinom bulalim.

Tablo 22. (C bolgesi 1970 niifus verileri)

(bin) Canakkale Balikesir Manisa Denizli Burdur Toplam

£

1970 350 708 748 463 194 2463
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Matlab ile bu noktalar1 temsil eden yaklasik egri
Ny = 154 + 437,75x + 3518x% — 8412,1x3 + 4385x*

olarak elde edilir.

900

(@] gercek nifus
4th degree
800 - o g i
O
700 + Bl
600 + Bl
3
?;
500 |- K R
400 - -
300 - -
200 L L L
C.kale B.kesir Manisa Denizli Burdur

Sekil 60. C bolgesinin1970 niifuslarina uygun baslangi¢ fonksiyonu

Bulunan egri ile gercek veriler arasindaki uygunluk oran1 R =1 dir. (Egrinin uygun

olmas1 amaciyla iller eksen iizerine sirayla 0, 0,30, 0,5, 0,84, 1 noktalarina yerlestirildi)

» C bolgesine ait illerin verimlilik fonksiyonu, difiizyon katsayi, sinir
degerlerinin belirlenmesi

a) Sinir Degerleri

Matlab *de C bolgesi i¢in hazirlanan programda belirli h degerleri i¢in 1975, 1980 ve

1985 yilinda elde edilen veriler ve hatalarin kareleri asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 23. (Belirlenen h degerleriyle C bolgesi niifus verileri)

h degerleri Canakkale Burdur SSer
1975 yihh 369 222
0,0011 361 235 233
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Tablo 23’tiin Devami

0,0012 363 236 232
0,0013 364 237 250
h degerleri  Canakkale Burdur SSer
1980 yilh 391 235
0,0011 382 249 277
0,0012 384 250 274
0,0013 386 252 314
h degerleri  Canakkale Burdur SSer
1985 yih 417 248
0,0011 402 261 394
0,0012 405 262 340
0,0013 407 264 356

Belirlenen h degerlerinin hatalarinin kareleri ortalamasi asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 24. (Belirlenen h degerleriyle C bolgesi niifus verilerinin kareleri ortalamast)

h degerleri  Hatalarin Kareleri Ortalamasi

0,0011 301,3333
0,0012 282
0,0013 306,6667

Tabloda goriildiigii gibi verilenlerden en uygun h degeri 0,0012 dir. Ciinkii daha

kiiclik veya daha biiyiik se¢ildiginde hatalarin kareleri ortalamas1 biiytimektedir.

b) Difiizyon Katsayisi

Matlab ‘de C bolgesi i¢in hazirlanan programda daha 6nce buluna h degeri ile belirli

k degerleri i¢cin 1975, 1980 ve 1985 yilinda elde edilen veriler ve hatalarin kareleri

asagidaki tabloda verilmigtir.
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Tablo 25. (Belirlenen k degerleriyle C bdlgesi niifus verileri)

k degerleri
1975
yili 0,0011

0,0012
0,0013

k degerleri

1980
yili 0,0011

0,0012
0,0013

k degerleri
1985
yil 0,0011

0,0012

0,0013

Canakkale Balikesir Manisa  Denizli Burdur SSer
369 789 872 560 222

356 813 874 552 234 957
356 811 872 550 234 897
356 808 869 548 234 827
Canakkale Balikesir Manisa  Denizli Burdur SSer
391 853 941 603 235

374 881 948 597 245 1258
374 875 943 593 245 977
374 870 938 589 245 883
Canakkale Balikesir Manisa  Denizli Burdur SSer
417 910 1057 667 248

392 951 1026 643 255 3892
391 943 1018 637 254 4222
391 934 1010 631 254 4793

Belirlenen h degerlerinin hatalarinin kareleri ortalamasi asagidaki tabloda verilmistir

Tablo 26. (Belirlenen k degerleriyle C bolgesi niifus verilerinin
kareleri ortalamasi)

k degerleri  Hatalarin Kareleri Ortalamasi

0,0011 2035,667
0,0012 2032
0,0013 2167,667

Tabloda goriildiigii gibi verilenlerden en uygun k degeri 0,0012 dir. Ciinkii daha

kiigiik veya daha biiylik secildiginde hatalarin kareleri ortalamasi biiyiimektedir. Bu

nedenle C bolgesi i¢in h parametresi se¢imi 0,0012 olacaktir.
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¢) Verimlilik fonksiyonu

Matlab’de C bélgesi i¢in hazirlanan RDK programinda daha dnce bulunan h ve k

degerleri i¢in bazi verimlilik fonksiyonlariyla 1975, 1980 ve 1985 yilinda elde edilen

veriler ve hatalarin kareleri asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 27. (Belirlenen verimlilik fonksiyonlari ile C bolgesi niifus verileri)

Verimlilik Fonksiyonu Canakkale = Balikesir ~ Manisa  Denizli

1975 369 789 872 560
yili —0.0004x2 + 0.0004 + ¢ 356 814 877 563
—0.00035x2 + 0.00035 356 814 877 563
+c
—0.0003 + 0.0003 + ¢ 355 815 878 565
Canakkale  Balikesir = Manisa Denizli
1980 391 853 941 603
yili —0.0004x2 + 0.0004 + ¢ 374 882 953 604
—0.00035x2 + 0.00035 374 881 952 603
+c
—0.0003 + 0.0003 + ¢ 373 885 955 607
Canakkale  Balikesir = Manisa Denizli
1985 417 910 1057 667
yili —0.0004x2 + 0.0004 + ¢ 391 953 1033 647
—0.00035x2 + 0.00035 391 952 1032 647
+c
—0.0003 + 0.0003 + ¢ 391 951 1031 647

Burdur
222
235

235

234

Burdur
235
245

245

244

Burdur
248
255

255

255

SSer

1375

1294

1641

SSer

3550

3514

3482

Bu ii¢ donemde belirlenen verimlilik fonksiyonlariyla elde edilen verilerin

hatalarinin kareleri ortalamasi1 agsagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 28. (Belirlenen verimlilik fonksiyonlariyla C bolgesi niifus verilerinin

kareleri ortalamasi)
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Verimlilik fonksiyonu Hatalarin Kareleri Ortalamasi
—0.0004x% + 0.0004 + ¢ 1974
—0.00035x% + 0.00035 + ¢ 1935
—0.0003 + 0.0003 + ¢ 2066,667

Tabloda gorildiigli gibi  verilenlerden en wuygun verimlilik fonksiyonu
0,00035x2 + 00035 + ¢ Ciinkii daha paraboliin baskatsay1s1 daha kiigiik veya daha biiyiik

secildiginde hatalarin kareleri ortalamasi biiyiimektedir.

» C bolgesine ait illerin 1985 yil1 niifuslarina uygun egrinin belirlenmesi

Tablo 29. (C bolgesi 1985 niifus verileri)

(bin) Canakkale Balikesir Manisa Denizli Burdur Toplam

1985 391 853 941 603 235 3023

Bu noktalar1 temsil eden yaklasik egri
Ny = 360 + 1862.6x — 1764.5x? — 475.05x> + 226.88x*

olarak elde edilir.

1100

4 (@} gercek nufus
1000 4th degree |H

900 - S -
800 - —
700

g o
600 - -
500 —
400%F -

300 —

2

00 . . .
C.kale B.kesir Manisa Denizli Burdur
il

Sekil 61. C bolgesinin 1985 yil1 niifusuna uygun egri
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Bulunan egri ile gercek veriler arasinda uyumluluk oran1 R = 1 dir. (Egrinin uygun

olmasi amaciyla iller eksen tlizerine sirayla 0, 0,27, 0,5, 0,85, 1 noktalarina yerlestirildi)
» C bolgesine ait illerin 1990 y1l1 niifus tahmini

Simdiye kadar C bolgesi i¢in gerekli parametreleri bulundu. Bulunan bu parametreler

ile elde edilen RD modeli asagidaki hali almistir.

N _ 000122 +0.026N — 2026 2
ot dx2 6144
N(x,0) = 360 + 1862.6x — 1764.5x% — 475.05x3 + 226.88x*
631 (68)
1+ 1.95¢-00210)

aN(1 t) = —0.0012(N(1,t) 264
o (L8) = —0.0012(N (1, &) = T7=5500 —oose0at)

ON
—(0,t) = 0.0012(N(0,t) —
0x

Bulunan parametreler ile elde edilen RDK modeli asagidaki gibidir.

a—N = —(0.008x + 0.004)6—N + 0.0000162—N + (0.021 + 0.008)N — %NZ

at 0x 0x? 6144

N(x,0) =360 + 1862.6x — 1764.5x% — 475.05x3 + 226.88x*

a—N(o £) = 0.0012(N(0,¢t) — 631 ) ©
ox =’ ’ 1 + 1.95¢-0-021¢

264
1+ 1.9089¢-005659)

aN(1 t) = —0.0012(N(1,t)
oy (1rt) = ~0.0012(N (1,

(68) ve (69) modellerini kullanarak C boélgesi i¢in 1990 yili elde edilen tahmini
niifuslar asagidaki sekildeki gibidir.
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1990 vyili
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Sekil 62. C bolgesinin 1990 yil1 niifus tahmini

Tablo 30. (RDK ve RD modelleriyle C bolgesi 1990 yil1 niifus tahmini)

Model Canakkale  Balikesir ~ Bursa Sakarya Bolu SSer
1990 432 973 1154 750 254
vl RDK 409 985 1140 704 264 3085
RD 407 983 1137 704 262 3194
» Sonug:

(68) ve (69) denklemleri kullanilarak C bolgesinin 1990 yil1 niifus tahmini i¢in; RDK

modeli ile hatalarinin kareleri 3089, RD modeli ile 3194 olarak bulunmustur.



7. SONUCLAR

Literatiirde mevcut reaksiyon difiizyon konveksiyon modellerine, bolgeler arast gocii
temsil etmek iizere uygun konveksiyon terimi ilave ederek RDK niifus modeli gelistirildi.
Gelistirilen modelin ¢dziimiine ait 6zellikler incelendikten sonra, TUIK ’ten alinan ve gog
alan bazi illerin komsulugundaki bolgelerin niifusu RDK modeli ile test yapildi. Elde
edilen sonuglar RDK modelinin, go¢ hareketliligi olan bdlgenin niifusunu tahmin etmede
kullanabildigini ve RD modeline goére niifusu daha az hata ile tahmin ettigini
gostermektedir. Ayrica asagidaki sonuglar elde edilmistir.

¢ Konveksiyon diflizyon reaksiyon modelinde verimliligin lineer artan oldugu
durumda niifusun hareket yoniiniin saga, lineer azalan oldugu durumda niifusun hareket
yOniiniin sola oldugu gézlemlendi.

¢ Konveksiyon diflizyon reaksiyon modelinde verimliligin parabolik oldugu
durumda; paraboliin kollar1 agsagiya dogru ise niifusun hareket yoniiniin orta tarafa oldugu,

paraboliin kollar1 asagiya dogru ise kenarlara dogru oldugu gézlemlendi.



8. ONERILER

Bu caligmada bir boyutlu bdlgede verimliligi esas alan konveksiyon-difiizyon-
reaksiyon modeli gelistirildi. Bu model iki boyutlu bolgeye uyarlanarak gelistirilebilir ve

bir tilkenin bolgesel veya bolgeler arasi niifus degisimi analizinde kullanilabilir.
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