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         Bu çalışmada, kuaternionlar uzayında kuaternionlara ait bazı sonuçlar bulundu.  ԧ - uzayında 

noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi ve Kuaternionlar uzayında ࣥ - denklik problemi 

tanımlandı. Kuaternionlar  uzayından - uzayına tanımlanan ԧ - izomorfizma yardımıyla her 

kuaterniona karşılık ԧ - uzayında bir vektör karşılık getirildi. Normu bir olan kuaternionlar grubu 

ile ԧ - uzayında determinantı bir olan üniter matrisler grubu arasında tanımlanan dönüşümün grup 

izomorfizması olduğu gösterildi. Bu sonuç kullanılarak ԧ - uzayında noktaların ܷܵ denklik 

problemi ile kuaternionlar uzayında normu bir olan kuaternionların denklik problemi arasında 

bağlantı bulundu. - denklik problemi çözüldü. Bulunan bağlantı kullanılarak, kuaternionlar 

yardımıyla ଶ - uzayında noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi çözüldü. 
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          In this study, in quaternions space the results for  quaternions have been found. 
SU(2) – equivalence problem of points system in ԧ - space and ࣥ - equivalence problem 
of points system in quaternions space were defined. From quaternion space to vector space 
a transformation was defined. This transformation was shown to be a ԧ - isomorphism. 
Also  this transformation was shown to be a group  isomorphism. Using this result, 
correlations between SU(2) – equivalence problem and ࣥ - equivalence problem has been 
studied. Further, ࣥ - equivalence problem has been solved. SU(2) – equivalence problem 
has been solved in ଶ- space by using this connection with the help of quaternions. 
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        1. GENEL BİLGİLER 

 

        1.1. Giriş 

 

         Kuaternionlar 1843 yılında İrlandalı matematikçi William Rowan Hamilton 

tarafından kompleks sayıları üç boyutlu uzaya taşımak amacıyla geliştirilmiştir[8]. 

Çalışmalarını başta iki kompleks ve bir reel bileşene sahip ܽ ൅  üçlü sayı sistemi 

üzerinde yoğunlaştıran Hamilton bu sayı sistemi ile üç boyutlu reel uzaydaki bir noktayı 

temsil etmeyi amaçlıyordu. Burada ܽ ൅  ile verilen kısım kompleks düzlemdeki yönleri 

yansıtırken ݁  ile verilen bileşen ise bu iki yöne dik üçüncü yönelimi temsil etmekteydi. Bu 

yolla cebirsel bir sistem kurmaya çalışan Hamilton bu sistem üzerinde toplama ve çarpma 

işlemlerini tanımlayabildiği halde bölme işlemi için ise bir metot geliştirememiştir. Bunun  

üzerine bu üçlü sistemden  vazgeçerek  bu sisteme üçüncü bir imajiner bileşen eklemiştir. 

Üçüncü imajiner birim ݁ଷ’ü eklemes nin ardından yukarıdaki yorumunu değiştirerek, 

ܽ ൅ ݁ଵܾ ൅ ݁ଶ şenin artık geometrik bir anlamı kalmamış, 

Böylece Hamilton, Kuaternion ismini verdiği 4-boyutlu olan sözde hiper-kompleks sayıyı 

keşfetmiştir [17, 18, 20]. 

         Kuaternionlar aynı reel ve kompleks say

݁ଵܾ ൅ ݁ଶܿ

݁ଵܾ

ଶ

i

ܿ ൅ ݁ଷ݀ kuaternionunda reel bile

bunun yerine diğer imajiner üç birim birbirine dik üç yönü göstermek için kullanılmıştır. 

ılar gibi bir sayı sistemidir. Reel sayılar bir, 

nmelerde ve fiziksel büyüklüklerin karakterlerinin 

i

hareketi kuaternionlar yardımıyla tanımlanmaktadır[22]. 

kompleks sayılar iki bileşen içerirken kuaternionlar dört bileşene sahiptir. Kompleks 

sayılar reel sayıların bir kombinasyonudur. Dolayısıyla da reel sayılar, kompleks sayıların 

bir alt kümesidir. Diğer taraftan kuaternionlar da iki kompleks sayının kombinasyonundan 

oluşmuştur. Buna göre kompleks sayılar da kuaternionların bir alt kümesidir. Bu sonuç, 

kuaternionların hem reel sayılar hem de kompleks sayıları kapsayan daha geniş bir sayı 

sistemi olduğunu göstermektedir. 

         Kuaternionlar, uzaysal dö

belirlenmesinde çok şe yaramaktadır. Ayrıca kuaternionlar grup teorisinde ve elemanter 

parçacıkların sınıflandırılmasında kullanılmaktadır. Uzaysal dönmeler, grup teori 

uygulamaları, kontrol sistemleri ve robotik uygulamalarında birçok araştırmacı için ilginç 

bir araçtır. M. Tanışlı tarafından hazırlanan doktora tezinde endüstriyel robot kollarının 
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         Kuaternionlar fiziksel büyüklükleri ifade etmek için de kullanılabilmektedir[19]. 

1989’da K. Özdaş tarafından skaler ve vektörel büyüklüklerin kuaternion uzayına taşınarak 

adır. Kimyada molekül yapılarının incelenmesinden[3, 6], tıbbi bilimlerde DNA 

unlardan  bazıları şöyledir: J. C. K. Chou kinematik ve dinamik 

r uzayında kuaternionlara ait bazı sonuçlar bulundu. 

oblemi ve Kuaternionlar 

ଵ- , normu bir olan kuaternionlar grubu) 

 

tr

 

birer kuaternion olarak nasıl ifade edileceği gösterilmiştir. Kuaternion çarpımından farklı 

olarak kuaternionlar için skaler(iç) ve vektörel(dış) çarpma işlemleri tanımlanmıştır. Bu 

işlemler yardımıyla “iş” ve “tork” gibi büyüklüklerin nasıl ifade edileceği gösterilmiştir 

[20, 22]. 

          Son yıllarda ise kuaternionların uygulama alanları bilimin tüm dallarına 

dağılmakt

ve protein yapıları, göz hareketlerinin tanımlanması[15, 23], hidrodinamik ve elastik[7, 

13], astronomi ve optikteki uygulamalara[2, 24] kadar geniş bir spektrumda kullanılmaya 

başlandığı görülmektedir. 

         Bugüne kadar birçok denklem çeşitli bilim adamları tarafından kuaternionlarla 

yeniden ifade edilmiştir. B

diferansiyel denklemleri[4], Adler kuantum mekaniği[1], M. Tanışlı ve K. Özdaş robotik 

manipülatörlerin pozisyonunun kuaternion dönüşümü, M. Tanışlı akustik enerji korunum 

denklemini, yine Tanışlı ve Özgür açısal momentum ve Dirac denklemlerini[21], Negi ve 

arkadaşları tek kutup dynonslar gibi teorik varlıkları anlatmak için bu sayı cebrini 

kullanmışlardır [14]. 

          Tezde kuaternionlar uzayında aşağıdaki konular incelendi: 

          1. Kuaternionla

          2. ԧଶ- uzayında noktalar sisteminin SU(2) - denklik pr

uzayında ଵࣥ-denklik problemi tanımlandı. 

         3. SU(2) denklik problemi ve ଵࣥ - denklik problemi arasındaki bağlantılar incelendi. 

         4. ࣥ denklik problemi çözüldü. ( ଵࣥ

         5. SU(2) – denklik problemi çözüldü. ( SU(2)  determinantı bir olan 2 ൈ 2 - tipindeki

üniter ma islerin oluşturduğu gruptur) 
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       1.2. Kümeler Üzerinde Grup Hareketi 

Ԅ: ܩ ൈ ܭ ՜  .dönüşümü verilsin ܭ

,ܩ ݔ א ,için Ԅሺ݃ ܭ ሻݔ ൌ ݃ · şeklinde yazalım ݔ ଵ݃, ݃ଶ א ,ܩ ݔ׊ א  :için ܭ

ଶ ݃

          b) ݁, ݁ ,Ԣnin birimi olmak üzereܩ · ݔ ൌ  ݔ

şulları sağlan Ԅ’ye ܩ’nin  ܩ  üzerindeki 

harek  .şeklinde gösterilir ܭ :

eki dete inantı sıfır olmayan tüm matrislerin 

m

,ሺ݊ܮܩ          Թሻ grubunun Թ  üzerindeki hareketi g=൭
ଵ݃ଵ ڮ ݃ଵ௡
ڭ ڰ ڭ ൱ א ,ሺ݊ܮܩ Թሻ ve 

௡ݔ

݃ · ݔ
݃௡ଵ ڮ ݃௡௡ ௡ݔ

,ሺ݊ܮܩ Թ  i

a) ሺ݃. ݄ሻ
ଵ݃ଵ ڮ ݃ଵ௡

ڰ ڭ
௡ଵ ڮ ݃௡௡

൱ . ൭
݄ଵଵ ڮ ݄ଵ௡

ڭ ڰ ڭ
݄௡ଵ ڮ ݄௡௡

൱ቍ .
ଵݔ

௡

 

 = ൭
ଵ݃ଵ · ݄ଵଵ ൅ ڮ ൅ ݃ଵ௡݄௡ଵ ڮ ݃ଵଵ · ݄ଵ௡ ൅ ڮ ൅ ݃ଵ௡ · ݄௡௡

ڭ ڰ ڭ
݃௡ଵ · ݄ଵଵ ൅ ڮ ൅ ݃௡௡ · ݄௡ଵ ڮ ݃௡ଵ · ݄ଵ௡ ൅ ڮ ௡௡ ݄௡௡

൱ . ൭
ଵݔ
ڭ

௡ݔ

൱ 

               

 = ൭
ሺ ଵ݃ଵ · ݄ଵଵ ൅ ڮ ൅ ଵ݃௡ · ݄௡ଵሻ · ଵݔ ൅ ڮ ൅ ሺ݃ଵଵ · ݄ଵ௡ ൅ ڮ ൅ ଵ݃௡ · ݄௡௡ሻ · ௡ݔ

ڭ
ሺ݃௡ଵ݄ଵଵ ൅ ڮ ൅ ݃௡௡ · ݄௡ଵሻ · ଵݔ ൅ ڮ ൅ ሺ݃௡ଵ · ݄ଵ௡ ൅ ڮ ൅ ݃௡௡ · ݄௡௡ሻ ௡ݔ

൱ 

 

                = ൭
݄ଵଵ · ଵݔ ൅ ڮ ൅ ݄ଵ௡ · ௡ݔ ൅ ڮ ൅ ݃ଵ௡ · ሺ݄௡ଵ · ଵݔ ൅ ڮ ൅ ݄௡௡ · ௡ሻݔ

ڭ
ሺ݃௡ଵ · ሺ݄ଵଵ · ଵݔ ൅ ڮ ൅ ݄ଵ௡ · ௡ሻݔ ൅ ڮ ൅ ሺ݃௡௡ · ሺ݄௡ଵ · ଵݔ ൅ ڮ ൅ ݄௡௡ · ௡ሻݔ

൱ 

 

                = ൭
ଵ݃ଵ ڮ ݃ଵ௡
ڭ ڰ ڭ

݃௡ଵ ڮ ݃௡௡

൱ . ൭
ሺ݄ଵଵ · ଵݔ ൅ ڮ ൅ ݄ଵ௡ · ௡ሻݔ

ڭ
ሺ݄௡ଵ · ଵݔ ൅ ڮ ൅ ݄௡௡ · ௡ሻݔ

൱ 

  

 

        Tanım 1: ܩ bir grup ve ܭ bir küme olsun. Bir 

 ݃ א ׊.

 a) ሺ ଵ݃ · ݃ ሻ ൌ ଵ݃ · ሺ ଶ · · ;ሻݔ ݔ

ko ıyorsa, ܭ üzerindeki hareketi  (etkisi) denir. ’nin ܭ

eti ܩ

         Örnek 1: ܮܩሺ݊, Թ ൈ ݊ tipind rmሻ, ݊

oluşturduğu küme olsun. ܮܩሺ݊, Թሻ atrislerin çarpımına göre bir gruptur. 

௡

݃௡ଵ ڮ ݃௡௡

ݔ ൌ ൭
ଵݔ
ڭ ൱ א Թ௡ olmak üzere ൌ ൭

ଵ݃ଵ ڮ ݃ଵ௡
ڭ ڰ ڭ ൱ . ൭

ଵݔ
ڭ ൱ olarak verilir. Gerçekten, 

݃, ݄ א ሻ ve ݔ א Թ௡ çin, 

. ݔ ൌ ቌ൭ ڭ
݃

൭ ڭ
ݔ

൱ ൌ 

൅ ݃ ·

·

ଵ݃ଵ · ሺ



4 
 

          = ൭
ଵ݃ଵ ڮ ݃ଵ௡
ڭ ڰ ڭ

ڮ ݃௡௡

൱ . ቌ൭
݄ଵଵ ڮ ݄ଵ௡

ڭ ڰ ڭ
݄௡ଵ ڮ ݄௡௡

൱ . ൭
ଵݔ
ڭ

௡ݔ

൱ቍ ൌ ݃ · ሺ݄ ·  ሻݔ

b) I= ቌ
1 0
0 1 ڮ 0

0
ڭ ڰ ڭ

0 0 ڮ 1
ቍ א ,ሺ݊ܮܩ Թሻ birim elemanını alalım. 

ݔ׊  ൌ ൮

ଵݔ
ଶݔ
ڭ

௡ݔ

൲ א Թ௡için; 

ܫ · ݔ ൌ ቌ
1 0
0 1 ڮ 0

0
ڭ ڰ ڭ

0 0

ቍ . ൮

ଵݔ
ଶݔ
ڭ

௡ݔ

൲ ൌ ൮

1 · ଵݔ ൅ 0 · ଶݔ ൅ 0 · ଷݔ ൅ ڮ ൅ 0 · ௡ݔ
 0 · ଵݔ ൅ 1 · ଶݔ ൅ 0 · ଷݔ ൅ ڮ ൅ 0 · ௡ݔ

ڭ
0 · ଵݔ ൅ 0 · ଶݔ ൅ 0 · ଷݔ ൅ ڮ ൅ 1 · ௡ݔ

൲     

ൌ ൮

ଵݔ
ଶݔ
ڭ

௡ݔ

൲ 

    

olacağından  ܫ · ݔ ൌ  .elde edilir ݔ

 

         Örnek 2: nൈ ݊ boyutlu ortogonal matrisler ܱሺ݊ሻ  grubunun Թ௡ üzerindeki hareketi 

݃ ൌ ฮܽ௜௝ ሺ݊ሻ ve ݔ ൌ ฮݔ௝ฮ א Թ௡ (i,j=1,2,…n) olmak üzere; 

௝ฮݔ ൌ ·   .௝ฮ olarak verilirݔ

erçekten;  

௝௞ฮ  için

a) ሺ݃, ݄ሻ · ݔ ൌ ൫ฮܽ ฮ ௝ܾ௞ฮ൯ · ԡݔ௞ԡ

              ൌ ฮ∑ ܽ௜௝ ·௡
௝ୀଵ ௝ܾ௞ฮ · ԡݔ௞ԡ 

ฮ∑ ∑ ൫ܽ௜௝ · ௝ܾ௞൯ ·௡
௞ୀଵ

௡
௝ୀଵ  ௞ฮݔ

                = ฮ∑ ∑ ܽ௜௝ · ൫ ௞൯௡ݔ
௞ୀଵ

௡
௝ୀଵ ฮ 

            ൌ ฮܽ௜௝ฮ · ฮ∑ ௝ܾ௞ ·௡
௞ୀଵ ௞ฮݔ ൌ ฮܽ௜௝ฮ · ൫ฮ ௝ܾ௞ฮ · ԡݔ௞ԡ൯ 

 ݃ · ሺ݄ ·  ሻݔ

 

 

݃௡ଵ

ڮ 1

ฮ א ܱ

 ݃ · ݔ ൌ ฮܽ௜௝ฮ · ฮ ฮ∑ ܽ௜௝
௡
௜,௝ୀଵ

G

݃ ൌ ฮܽ௜௝ฮ, ݄ ൌ ฮܾ א ܱሺ݊ሻ  ve ݔ ൌ ԡݔ௞ԡ א Թ௡ ; 

௜௝ฮ ·  

  

                ൌ

௝ܾ௞ ·

    

                =

elde edilir.
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0
0 1

ڮ 0
ڮ 0… ڰ …
ڮ 1

ቍ א ܱሺ݊ሻ  birim elemanını alalım. 

ൌ ൮
ଶݔ
ڭ

௡ݔ

൲ א Թ௡ için, 

.ܫ ݔ ൌ ቌ
1 0
0 1

ڮ 0
ڮ 0… …

0 0
ڰ …
ڮ 1

ቍ . ൮

ଵݔ
ଶݔ
ڭ

௡ݔ

൲ ൌ ൮
ଵ ଶ ଷݔ ൅ ڮ ൅ 0. ௡ݔ

0. ଵݔ ൅ 1. ଶݔ ൅ 0. ଷݔ ൅ ڮ ൅ 0. ௡ݔ
ڭ

0. ଵݔ ൅ 0. ଶݔ ൅ 0. ଷݔ ൅ ڮ ൅ 1. ௡ݔ

൲ ൌ ൮

ଵݔ
ଶݔ
ڭ

௡ݔ

൲ 

olacağından  ܫ · ݔ ൌ  .elde edilir ݔ

         Örnek 3: ܱሺ݊ሻ grubunun Թ௡ ൈ Թ௡ üzerindeki hareketi݃ א ܱሺ݊ሻ, ሺݔ, ሻݕ א Թ௡ ൈ Թ௡ 

olmak üzere; ݃ · ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ݃ · ,ݔ ݃ ·  ,ሻ olarak verilir. Gerçektenݕ

         a) ݃׊ଵ, ݃ଶ א ܱሺ݊ሻ ve ׊ሺݔ, ሻݕ א Թ௡ ൈ Թ௡ için ଵ݃ · ݃ଶ א ܱሺ݊ሻ olacağından; 

,ݔ ሻݕ ൌ ,ݔ ሺ ଵ݃ · ݃ଶሻ ·  ൯ݕ

                                 ൌ ൫݃ · ሺ݃ · ,ሻݔ ଵ݃ · ሺ݃ ·  ሻ൯ݕ

                 = ଵ݃ · ሺ݃ଶ · ,ݔ ݃ଶ · ሻݕ ൌ ݃ · ൫݃ · ሺݔ,  ሻ൯ݕ

א ܱሺ݊ሻ birim eleman olmak üzere, ׊ ሻ א Թ௡ ൈ Թ௡ i

ܫ     · ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺܫ · ,ݔ ܫ · ሻݕ ൌ ሺݔ,  .ሻ olurݕ

1.3. Noktalar Sisteminin G- Denkliği ve G- Yörünge

         Tanım 2: ܩ bir grup olmak üzere, ܩ’nin ܺ kümesi üzerindeki etkisi verilsin. ݔ, ݕ א ܺ 

݃׌ א ݕ için ܩ  ൌ ݃ · ܩ ise x, y’ye ݔ െdenk’tir denir ve bu durum ݕ~ݔሺܩሻ 

eklinde gösterilir. 

,ݔ׊          ݕ א ܺ 

için ݕ~ݔ bir denklik bağıntısıdır. 

İspat: “~" bağıntısının denklik bağıntısı olduğunu göstermek için yansıma, simetri 

ܺ için ݔ r. ݔ א ܺ  al

 .dir’ݔ~ݔ ,olup ݔ

b) ܫ ൌ ቌ…
0 0

1

ݔ׊ 

ଵݔ

1. ݔ ൅ 0. ݔ ൅ 0.

        ሺ ଵ݃ · ݃ଶሻሺ ൫ሺ ଵ݃ · ݃ଶሻ ·

ଵ ଶ ଶ

ଵ ଶ

elde edilir. 

          b) ܫ ሺݔ, ݕ çin; 

         

 

 

 

 

olmak üzere, 

 ş

Önerme 1: ܩ grubunun bir ܺ kümesi üzerindeki etkisi verilsin. Bu taktirde 

          

ve geçişme özelliklerini sağladığını göstermek gerekir. 

           ܑሻ ݔ׊ א di’ݔ~ ve ݃ ൌ ݁ א ܩ  alım. 

ݔ    ൌ ݃ · ݔ ൌ ݁ · ݔ ൌ
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         ii) ׊ ܺ 

 

ݕ  ൌ ݃ · ݔ ֜ ݃ିଵ ൌ ݃ ·  ݔ
ିଵ · ݕ ൌ ݁ · ݔ ൌ .dir’ݔ ,olup ݔ

        iii) ݔ׊, ݕ א ܺ için ݕ~ݔ ve ݖ~ݕ ֜  .dir‘ ݖ~ݔ

א ܺ için ݔ~ ଵ݃׌ א ݕ öyle ki ܩ  ൌ ଵ݃ ·  dir.    ….(1)’ݔ

ݕ öyle ki ܩ  ൌ ݃ଶ ·  dir.    ….(2)’ݔ

 ሺ2ሻ’de ݕ yerine (1)’deki eş i yazılırsa ݖ ൌ ݃ଶ · ଵ݃ · elde edilir.  ݃ଶ ݔ · ଵ݃ א  ܩ 

olduğundan; 

e edilir. 

 ֜ “~" bağıntısı denklik bağıntısıdır. ᇟ 

        Örnek ܩ ൌ ܱሺ1ሻ ൌ ሼെ un. ܱሺ1 Թ üzerindeki etkisini 

alalım. ݔ׊, ݕ א Թ  için ݕ ൌ ~ݔ ise ݔט ሻ’dir. 

           Örnek 5: ܩ ൌ ቄቀ ܽݏ݋ܿ ቁܽ݊݅ݏ , ܽ א ሾ0,2ߨሿቅ  olsun. ܩ grubunun Թଶ üzerindeki 

etkisini alalı ݕ ൌ ݃ · ~ݔ ise ݔ

ܩ :   ൌ ܱሺ݊ሻ olsun. ܱሺ݊ሻ grubunun Թ௡ üzerindeki etkisini alalım. 

ݔ      ଶ

ݔ

ଵݕ
ଶݕ

௡ݕ

ൌ ൭
ܽଵଵ ڮ ܽଵ௡

ڭ ڰ ڭ
ܽ௡ଵ ڮ ܽ௡௡

൱ א ሻ öyle ki,  

ଵ
ଶݕ
ڭ ൲=൭

ܽଵଵ ଵ௡
ڭ ڰ ڭ

ڮ ܽ௡௡

൱

ଵݔ
ଶ
ڭ

௡ݔ

൲ ise ݔ~ ሻ ‘dir. 

         Tanım 3: ሼݔఛ, ߬ א ܶ ,ఛݕ ߬ א ܶሽ iki vektör ailesi olsun. ݃׌ א  olmak üzere ܩ 

ఛ ఛ א ܶ ise ktör r ailesinin 

denkliği ሼݔఛ, ߬ א ܶሽ~ሼݕఛ, ߬ א ܶሽ(ܩ)  ile gösterilir. 

         Önerme 2: ሼݔఛ, ߬ א ܶሽ ve ሼݕఛ, ߬ א ܶሽ iki vektör ailesi olsun. Bu taktirde; 

 

,ݔ ݕ א için ݕ~ݔ ֞  .dir’ݔ~ݕ

,ݔ׊  ݕ א ܺ için ݕ~ݔ ֜ ݃׌ א ݕ öyle ki ܩ  ൌ ݃ ·  dir. Burada eşitliğin her iki tarafını’ݔ

soldan ݃ିଵ א   ;ile çarparsak ܩ 

· ݕ ିଵ · ݃

 ֜ ݃ ~ݕ  

  

,ݔ׊  ,ݕ ݖ ݕ ֜

ݖ~ݕ   ֜ ଶ݃׌ א

it

eld  ݖ~ݔ 

   4: 1,1ሽ ols ሻ grubunun 

ሺ1ܱ ݕ

െܽ݊݅ݏ ܽݏ݋ܿ
m. ݔ׊, ݕ א  Թଶ için ݃׌ א  .dir‘ܩ ݕ öyle ki ܩ 

        Örnek 6

     ൌ ൮ ڭ ൲, ݕ ൌ ൮ ڭ ൲ א Թ௡ için ܣ׌

ଵݔ
ݔ

௡

ܱሺ݊

         ൮

ݕ ڮ ܽ
. ൮

ݔ
ሺܱ݊ ݕ

௡ݕ
ܽ௡ଵ

 

ሽ ve ሼ

ݕ ൌ ݃ · ݔ  ߬ ׊ ,   bu ve ailelerine G- denk’tir denir. İki  vektö
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 ሼݔఛ, ߬ א ܶሽ~ ሼݕఛ, ߬ א ܶሽ(ܩ)  bir denklik bağıntısıdır. 

İspat nerme 1’deki gibi benz ilde yapı

 

       Tanım 4: Bir ܩgrubunun bir ܺ kümesi üzerindeki etkisi verilsin ve ݔ א ܺ 

· :ݔ ݃ א ܩ  esine ݔ n ir. 

 

ek 7: ܩ ൌ ܱሺ1ሻ ൌ ሼ  alalım. Bir ݔ א Թ noktasının ܱሺ1ሻ-

örünge’si ܱሺ1ሻሺݔሻ ൌ ሼט, ݔ א Թሽ şeklindedir. 

ܩ ൌ ቄቀ ܽݏ݋ܿ ܽ݊݅ݏ
െܽ݊݅ݏ ቁܽݏ݋ܿ ,ݔ ݕ א Թଶ 

oktalarının  -yörünge’si ݔԡሽ şeklindedir. 

       Not : Yörüngeler G- denklik bağıntısının denklik sınıflarıdır. 

1.4. G- İnvaryant Fonksiyonlar 

 5: Bir G grubunun erindeki etkisini alalım. ݂: ܺ ՜ Թ olmak 

 ݂ሺ݃ · ሻݔ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ׊ א ܺ ise ݂ reel fonksiyonuna ܩ t denir. 

1ሽ, ሼܩ, ·ሽ ve ݂ሺݔሻ ൌ ଶ oݔ  nin ܺ’teki etkisi’ܩ

ሺ݃,  .reel sayılarının çarpımı şeklinde alalım ݔ ሻ’ i  ݃ veݔ

         1 · ݔ ൌ ሺ1݂ ֜  ݔ · ሻݔ ൌ  ݂ሺݔሻ 

       ሺെ1ሻ · ݔ ൌ െݔ ֜ ݂൫ሺെ1ሻ · ൯ݔ ൌ ݂ሺെݔሻ ൌ  ݂ሺݔሻ 

          e  ݂ሺݔሻ ൌ ସݔ ൌ ሺെݔሻସ de  ݂ሺݔሻ, ܩ- invaryanttır. 

 

         Not: Tüm ܩ- invaryant polinomlar kümesi Թሾݔሿீ ve tüm ܩ- invaryant rasyonel 

olsun ܩ ݕ~ u tak ሿீݔԹሾ א ሻݔ ൌ ݂ ሻݕ

     İs ݕ   olduğundan  için ’dir. keyfi ݂ ܩ- invaryant polinomu 

n ݂ሺݕ ݔ ൌ  ݂ ݔ ݂ ݔ ൌ ݂ ݕ  ᇟ 

          : Ö er şek lır. 

  

olsun.ܩሺݔሻ ൌ ሼ݃ ሽ küm oktasının ܩ-yörünge’si den

         Örn െ1,1ሽ ve ܺ ൌ Թ

y

         Örnek 8: , ܽ א ሾ0,2ߨሿቅ ve ܺ ൌ Թଶ alalım.

n ܩ ሻݔሺܩ ൌ ሼݕ א Թଶ: ԡݕԡ ൌ ԡ

 

  

 

 

         Tanım  ܺ kümesi üz

üzere ݃׊ א için ܩ   - invaryan

         Örnek 9: ܩ ൌ ሼെ1, lsun. ܺ ൌ Թ. 

Ԅ

          ݂ሺݔሻ, ܩ - invaryanttır. 

  

Örnek 10: Örnek 9’daki etkiye gör

fonksiyonlar kümesi ise Թሺݔሻீ  şeklinde gösterilir. 

 

         Önerme 3: ݔ . B tirde ݂׊  için ݂ሺ ሺ ’dir. 

    pat ~ݔ : ܩ  ݃׌ א ܩ  ݕ ൌ ݃ · ݔ

içi ሻ ൌ ݂ሺ݃ · ሻ ሺ ሻ olduğundan ሺ ሻ ሺ ሻ’dir.
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 Key ܩ  varyant po nomu için ݂ሺݕሻ ൌ ݂ሺݔሻ ise ܩ ݔ~ݕ olmayabilir. 

ܩ  ൌ ሺ݊ሻ olsun. ܱሺ݊ሻ grubunun Թ௡ ım. 

൭
ଵଵ
ڭ ൱,…,   ݔ௡ ൌ ൭

௡ଵ
ڭ ൱ א Թ௡ olmak üzere | … ௡ሿ|=อݔ

ଵଵ ڮ ௡ଵ
ڮ ڰ ڮ อ için 

 ݂ሺݔ , … ݔ ሻ ൌ |ሾݔ … ݔ  alı u ܱሺ݊ሻ- invaryant’tır. Gerçekten, ݃׊ א  ܱሺ݊ሻ için, 

݃. ݔ … ݃. ݔ ሿ|ଶ ൌ |ሾ݃ ሾݔଵ … ௡ሿ|ଶ=|ሾ݃ݔ |ଶ ·  | … ௡ݔ |ଶ ൌ |ሾݔଵ … ௡ሿݔ  elde edilir. 

12: ܱ  Թ௡ ü ek etki  ଵ

௡ሻݔ,…, ଵݔሺܩݐ݁݀ ൌ ݐ݁݀ ൭
ڮ ,ଵݔۃ ௡ݔ

ڭ ڰ ڭ
,௡ݔۃ ۄଵݔ ڮ ,௡ݔۃ ۄ௡ݔ

൱ ırsa bu ܱሺ݊ሻ-invaryant’tır. 

݊

௡ሻݔ, ൌ ݀
.݃ۃ ,ଵݔ ݃. ۄଵݔ ڮ .݃ۃ ,ଵݔ ݃. ۄ௡ݔ

ڭ
,௡ݔ ݃ ଵ .݃ۃ ௡ ௡

ݐ݁݀ =                              ൭
,ଵݔۃ ݔ ௡ۄ

ڭ
ݔۃ , ݔ ۄ ڮ ݔۃ , ݔ ۄ

൱ 

                                     ൌ  ଵ ௡ሻ 

       Önerme 4: Թሾݔሿீ ve Թሾݔሿ polinomlar Թ-cebir’inin birimli Թ-altcebir’ idir. 

ଶ Թ א ݔ׊

 ሺ ଵ݂ ൅ ଶ݂ሻሺ݃ · ሻݔ ൌ ଵ݂ሺ݃ · ሻݔ ൅ ଶ݂ሺ݃ · ሻݔ ൌ ଵ݂ሺݔሻ ൅ ଶ݂ሺݔሻ ൌ ሺ ଵ݂ ൅ ଶ݂ሻሺݔሻ 

ሻሺ݃ · ሻݔ ݃ · ሻݔ · ଶ݂ሺ݃ · ሻݔ ൌ ଵ݂ሺݔሻ · ଶ݂ሺݔሻ ൌ

  olmak üzere, ሺλ · ݂ ሻሺ ሻݔ ൌ λ · ଵ݂ሺ݃ · ሻݔ ൌ  λ · ଵ݂ሺݔሻ ൌ ሺλ ·  ଵ݂ሻሺݔሻ 

 1ሺݔሻ ൌ 1 א Թሾݔሿ birim elemanı için, 1א Թሾݔሿீ olduğundan 

ሻሺ݃ · ሻݔ · ሺ݃ · ሻݔ · ଵ݂ሺ݃. ሻݔ ൌ 1 ·  ଵ݂ሺݔሻ ൌ ଵ݂ሺݔሻ 

olup,  ଵ݂ ൅ ଶ݂, ଵ݂ · ଶ݂, λ. ଵ݂, 1 ,ሿீݔሿீ’ dir. Yani ԹሾݔԹሾ א Թሾݔሿ’in birimli Թ-altcebir’ idir. 

 

         Not : fi ݂ li- in

ܱ  üzerindeki etkisini alal

 

          Örnek 11:

ଵݔ   ൌ
ݔ ݔ ݔ ݔ

 
ଵ௡ݔ ௡௡ݔ

ሾݔଵ
ଵ௡ݔ ڮ ௡௡ݔ

ଵ ௡ ଵ ௡ሿ|ଶ nırsa, b

det 1ט = ܩ olduğundan, 

ሿ · ሿ |ሾ ଵ ௡ ሾݔଵ ሿ |ଶ

 

i          Örnek ሺ݊ሻ grubunun zerind sini alalım. ݔ ௡ݔ,…,  א Թ௡ olmak 

,ଵݔۃ ۄଵݔ ۄ
alınüzere, 

Gerçekten, ݃׊ א  ܱሺ ሻ için;  

…, ଵݔሺܩݐ݁݀           ݐ݁ ൭ ڰ ڭ
.݃ۃ . ݔ ۄ ڮ ݔ , ݃. ݔ ۄ

൱ 

          
ଵۄ ڮ ,ଵݔۃ ݔ

ڰ ڭ
௡ ଵ ௡ ௡

ݔሺܩݐ݁݀   ݔ,…, 

elde edilir. 

 

  

         İspat : ׊ ଵ݂, ݂ ሾݔሿீ  olsun. א Թ, ݃׊ א  ;için ܩ

 ሺ ଵ݂ · ଶ݂ ൌ ଵ݂ሺ ሺ ଵ݂ · ଶ݂ሻሺݔሻ 

λא Թ ଵ ݃ ·

 ሺ1 · ଵ݂ ൌ 1
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 Tanım 6,[1  ,ᇱ, ԧ kompleks sayılar cismi üzerinde vektör uzayı olmak üzereܧ 

nü ağ

λ׊ , ԧ n; 

 ߮ᇱሺݔ ൅ ,ݕ ሻݖ ߮ᇱሺݔ, ሻݖ ൅ ߮ᇱሺݕ  

2) ߮ᇱሺ ,ݔ ሻݕ ൌ λ. ߮ᇱሺݔ,  ሻݕ

3) ߮ᇱ , ,ݕሻ=߮ᇱሺݕ ሻതݔ

         1.5. Üniter Uzay 

 

6]:

 ߮ᇱ: ܧ ൈ ᇱܧ ՜ ԧ dö mü aş ıdaki aksiyomları sağ sın: 

א

ᇱ şü la

,ݔ׊  ,ݕ ݖ א ᇱܧ  içi

1) ൌ , ሻݖ

λ

ሺݔ തതതതതതതതത 

 

5) ߮ᇱ , ሻݔ

şekilde tanımlanan  dönü ᇱ kompleks vektör uzay  

çarpım denir. ሺܧᇱ, ߮ᇱሻ ikilisine  iç çarpımlı ko leks vektör uzayı denir. 

 Tanım 7: Sonlu boyutlu kompleks iç çarp lı vektör uzayına üniter uzay denir. 

Örnek 13: ܧᇱ ൌ ԧ alalım. ߮ᇱ: ԧ ൈ ԧ ՜ ԧ , ݔ, ݕ א ԧ olmak üzere ߮ᇱሺݔ, ሻݕ ൌ  തݕݔ

ı  ሺԧ, ߮ᇱሻ’nin üniter uzay olduğunu gösterelim: 

           olm  üzere; 

 ߮ ݔ ൅ ,ݕ ݖ ൌ ݕ ҧݖ ഥ ݕݔ  ҧݖݕ   ߮ ,ݔ ݖ ൅ ߮ ,ݕ ݖ

2) ߮ᇱሺλݔ,

3) ߮ᇱሺ ሻݕ ൌ ҧതݔݕ

4) ߮ᇱሺݔ, ሻݔ ൒ 0

ሺݔ ൌ 0 ֞ ݔ ൌ 0 

          Bu ߮ᇱ şümüne ܧ ında skaler (iç)

 de mp

ım        

          

dönüşümünü tanımlayal m.

,ݔ׊ ,ݕ ,ݖ λ א ԧ ak

1) ᇱሺ ሻ ሺݔ ൅ ሻ = + = ᇱሺ ሻ ᇱሺ ሻ 

ሻݕ ൌ ሺλxሻݕ ഥ ൌ λሺݕݔതሻ ൌ λ߮ᇱሺݔ,  ሻݕ

,ݔ തݕݔ  ൌ  തതത ൌ ߮ᇱሺݕ,  ሻതതതതതതതതതതݔ

߮ᇱሺݔ, ሻݔ ൌ ҧݔݔ  ൌ ଶ|ݔ| ൒ 0

߮ᇱሺݔ, ሻݔ ֜ ݔݔ  |ଶ ൌ 0 ֜ ݔ ൌ 0 

     ֜ ݔ  ൌ 0 ֜ ߮ᇱሺݔ, ሻݔ ൌ 0 

ıktır.

nek 14: ܧᇱ ൌ ԧ ߮ᇱ: ଶܥ ൈ ԧଶ ՜ ԧ, ݔ ൌ ቀ
ଵݔ
ଶݔ

ቁ, ݕ ൌ ቀ
ଵݕ
ଶݕ

ቁ א  ଶ olmak üzereܥ

ᇱ

4)  

5) ҧ ൌ 0 ֜ ݔ|

                            

olduğu aç  

          Ör ଶ alalım. 

߮ ሺݔ, ሻݕ ൌ ଵതതതݕଵݔ ൅ ଶതതത dönüݕଶݔ ünü tanımlayalım.ሺԧ , ߮ ሻԢnin üniter uzay olduğunu 

1) ߮ᇱሺݔ ൅ ൌ ሺ ൅ ݕ ሻݖഥ ൅ ሺݔ ൅ ݕ ሻݖഥ ൌ ݔ ഥݖ ൅ ݕ ഥݖ ൅ ݔ ഥݖ ൅

şüm ଶ ᇱ

gösterelim: 

,ݕ ሻݖ ଵ ଵ ଶ ଶ ଶ ଵ ଵ ଵ ଵ ଶ ଶ ଶഥݖଶݕ  

     

 ߮ᇱሺλݔ, ሻݕ

ଵݔ

 ሺݔଵ

 

 

                      = ଵഥݖ ൅ ଶഥݖଶݔ ሻ ൅ ሺݕଵݖଵഥ ൅ ଶഥݖଶݕ ሻ ൌ  ߮ᇱሺݔ, ሻݖ ൅ ߮ᇱሺݕ,            ሻݖ

2) ൌ λݔଵݕଵതതത ൅ λݔଶݕଶതതത=λሺݔଵݕଵതതത ൅ ଶതതതሻݕଶݔ ൌ  λ߮ᇱሺݔ,  ሻݕ
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߮ᇱሺݔ, ሻݕ ൌ ଵത3) തതݕଵݔ ൅ ଶതതതݕଶݔ ൌ ଵതതതതതതതതതݔଵݕ ൅ ଶതതതതതതതതതݔଶݕ ൌ ߮ᇱሺݕ, തݔ ሻതതതതതതതതത 

4) ߮ᇱሺݔ, ሻݔ ൌ ଵതതതݔଵݔ ൅ ଶതതതݔଶݔ ൌ ଵ|ଶݔ|  

߮ᇱሺݔ, ሻݔ ൌ ଵതݔଵݔ

ଶ|ଶݔ|+ ൒ 0

5) തത ൅ ଶതതതݔଶݔ ൌ | ଵ|ଶ ݔ| + ଶ|ଶݔ ൌ 0 ֞ ଵݔ ൌ 0, ଶݔ ൌ 0 ֞ ݔ ൌ 0 

an ሺԧଶ, ߮ᇱሻ üniter uzayd

         Örnek 15: ܧᇱ ൌ ԧ௡ alalım. ߮ᇱ: ௡ܥ ൈ ԧ୬ ՜ ԧ , ݔ ൌ ൮

ଵݔ
ଶݔ
ڭ

௡ݔ

൲, ݕ ൌ ൮

ଵݕ
ଶݕ
ڭ

௡ݕ

൲ א  ௡ olmakܥ

∑ ௜ݕ

olduğund ır. 

üzere ߮ᇱሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ ௜
௡
௜ୀଵ şümünü tanımlayalım. ሺԧ௡, ߮ᇱሻ üniter uzaydır. 

          Örnek 16: ܧᇱ ൌ ݕ א ԧ o

ሺԧ, ߮ᇱሻ’ nin üniter uzay olmadığını gösterelim: 

çekten ݔ׊, ,ݕ ݖ א ԧ olmak üzere; 

          ߮ᇱሺ ҧݖሻଶݕ ൌ ҧݖଶݔ ൅ ҧݖଶݕ ൅  ҧ olur. Ama iç çarpım tanımına göreݖݕݔ2

߮ᇱሺݔ ൅ ݕ ሻ ൌ ҧݖଶݔ ൅ ҧݖݕݔҧ olmalıdır. Bunun için 2ݖଶݕ ൌ 0 olması gerekir. Buradan ݔ ൌ 0 

veya ݕ ൌ 0 veya ݖ ൌ 0’dır. Fakat bu şart tüm ݔ, ,ݕ         ,ler için sağlanmadığından’ݖ

, ሻݖ ് ҧݖଶݔ ൅ ҧ  olup, ım değildir. Dolayݖଶݕ ሺԧ௡, ߮ᇱሻ üniter uzay 

nım 8: V ve W, ԧ üzerinde lineer uzaylar olsun. Aşağıdaki özellikleri sağlayan 

nüşüm ör denir. 

         i) ܨሺݖଵ ൅ ଶሻݖ ൌ ܨ ଵݖ ൅ , ଶሻݖሺܨ ,ଵݖ ଶݖ א ԧ௡ 

Fሺz λ  ௡ܥ

 

ot : ܨ: ܸ ՜ ܹ line V,W) ş m. 

ሺܧଵ
ᇱ, ଶܧ

ᇱ, ߮ଶ
ᇱሻ üniter uzaylar olm ଵܧ :ܨ

ᇱ ՜ ଶܧ
ᇱ

dönüşümü için; 

bir ve ö

 

         iii) ߮ଶ
ᇱሺܨሺݔሻ, ሻሻݕሺܨ ൌ ߮ଵ

ᇱሺݔ,  ሻݕ

ise ሺܧଵ
ᇱ, ߮ଵ

ᇱሻ ve ሺܧଶ
ᇱ, ߮ଶ

ᇱሻ üniter uzaylarına izomorf denir.   

  dönü

 

ԧ alalım. ߮ᇱ: ԧ ൈ ԧ ՜ ԧ , ݔ, lmak üzere ߮ᇱሺݔ, ሻݕ ൌ  തݕଶݔ

tanımlayalım. 

         Ger

ݔ ൅ ,ݕ ሻݖ ൌ ሺݔ ൅

, ݖ

߮ᇱሺݔ ൅ ݕ ߮ᇱ iç çarp ısıyla 

değildir. 

 

          Ta

ܸ :ܨ ՜ ܹ dö üne lineer operat

ሺ ሻ

         ii) ܨሺλzሻ ൌ λ ሻ, א ԧ, ݖ א

         N er dönüşümler kümesini Hom( eklinde göstereli

 

         Tanım 9: ߮ଵ
ᇱሻ ve ሺ ak üzere,  

         i)ܨ , bire rten 

         ii) ܨ , lineer
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 ሺܧᇱ, ߮ଵ
ᇱሻ üniter uzay ve ܾܧݕ݋ᇱ ൌ

uzayı,ሺԧ௡, ᇱሻ üniter uzayߪ ᇱሺݔ, ሻݕ ൌ

          Sonuç : ݊ olsun. O halde ሺܧᇱ, ߮ଵ
ᇱሻ üniter 

ına izomorftur. Burada  ߪ ∑ ௜ݔ
௡
௜ୀଵ  .௜’dirݕ

 

,ݔۃ ԧۄݕ ൌ ∑ ௜ݔ
௡
௜ୀଵ  .௜          Not : Bundan sonra  şeklinde alınacaktırݕ

          Tanım 10: ԧ௡ üniter uzayında ݔ א ԧ௡ için ඥݔۃ,  vektörünün normu ݔ ԧ sayısınaۄݔ

enir ve ԡݔԡ şeklinde gösterilir. 

 

 ԧ ’de tanımlanan norm aşağıdaki aksiyomları sağlar: 

ݔ׊  א ԧ௡, ߣ׊ א ԧ için, 

ԡݔԡ ൒ 0  

        ii) ԡݔԡ ൌ 0 ֞ ݔ ൌ 0 

        iii) ԡݔߣԡ ൌ  ԡݔԡ|ߣ|

,ݔۃ ԧۄݔ

d

          Tanım 11: ԡݔԡ ൌ 1 ise, ݔ vektörüne birim vektör denir. 

௡          Lemma :

          i) 

  

  

          İspat :  

          i) ԡݔԡ ൌ ඥ =ඥ|ݔଵ| ൅ |ଶݔ| ൅ ڮ ൅ |௡ݔ| ൒ 0 

) ԧ iiۄ  ԡݔԡ ൌ 0 ֜ ඥݔۃ, ݔ ൌ 0 ֜ ඥ|ݔଵ|ଶ ൅ ଶ|ଶݔ| ൅ ڮ ൅ ௡|ଶݔ| ൌ 0 

ğu açıktır. 

 ԡݔߣԡ=ඥݔߣۃ, ԧۄݔߣ

ݔ ൌ 0 ֜ ԡݔԡ ൌ 0 oldu

          iii) ൌ ඥ|ݔߣଵ| ൅ ଶ|ଶݔߣ| ൅ ڮ ൅ ௡|ଶଶݔߣ|  

ଵ|ଶݔ|ଶ|ߣ|௡|ଶ                                             =ඥݔ|ଶ|ߣ ൅ ଶ|ଶݔ|ଶ|ߣ| ൅ ڮ ൅ |  

ଶ|ଶݔ ൅ ଵ|ଶݔ|ଶሺ|ߣ|ඥ=                                             ڮ ൅ | ൅  ௡|ଶሻݔ|

ݔ|ඥ|ߣ|=                                              |ଶ ൅ ݔ| |ଶ ൅ଵ ଶ ڮ ൅  ௡|ଶݔ|

 .ԡݔԡ|ߣ|=                                           

          Tanım 12: ݔۃ , ݔ ۄ ൌ ߜ ൌ ൜0,        
1,      , ݅, ݆ ൌ 1,2, … ݉ ise ሼݔ , ݔ , … , ݔ ሽ 

, ݕ א ԧଶ 1 0

,ݔۃ ԧۄݕ ൌ ଵതݕଵݔ

  

௜ ௝ ԧ ௜௝  ݅ ൌ ݆ ଵ ଶ ௠

vektörler sistemine ortonormal sistem denir. 

݅ ് ݆

         Örnek 17: ݔ  alalım. ݔ ൌ ቀ0ቁ ve ݕ ൌ ቀ1ቁ seçelim. Bu taktirde,  

  തത ൅ ,ݔۃ  ଶതതത olduğundanݕଶݔ ԧۄݔ ൌ 1, ,ݔۃ  ԧۄݕ ൌ 0, ,ݕۃ  ԧۄݕ ൌ 1 olarak bulunur. 

Burada ሼݔ,  .ሽ ortonormal bir sistem oluştururݕ
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rem 1: ܧ bir üniter uzay, ሼ݁ଵ, ݁ଶ, … , ݁௡ሽ sistemi ܧ’de bir ortonormal taban  ve 

ݔ א ݔ ;olsun. Bu taktirde ܧ ൌ ଵ݁ଵߣ ൅ ଶ݁ଶߣ ൅ ڮ ൅ ௜ߣ ௡݁௡ öyle kiߣ ൌ ,ݔۃ ݁௜ۄԧ ݅ ൌ

 

ଵ, ݁ଶ, … , ݁௡ሽ, ܧ’ de bir taban olduğundan ݔ ൌ ଵ݁ଵߣ ൅ ଶ݁ଶߣ ൅ ڮ ൅  ௡݁௡ içinߣ

௡ߣ , א Թ vardır ,ݔ ݁௜ۄԧ iç çarpımını alalım. 

,ݔۃ   ݁ ۄ ଵ݁ଵߣۃ= ൅ ଶ݁ଶߣ ൅ ڮ ൅ ,௡݁௡ߣ ݁௜ۄԧ ൌ ௜ߣ ,௜݁ۃ ݁௜ۄԧᇣ

         Teo

1,2, … , ݊’dir.

         İspat : ሼ݁

,ଵߣ …,ଶߣ ۃ .

௜ ԧ ᇧᇤᇧᇥ ൌ ,௜ߣ ݅ ൌ 1,2, … , ݊ olur. ᇟ 

                                                                                 1 

 

, ݕ א ԧ௡ için |ݔۃ, |ԧۄݕ ൑ ԡݔԡԡݕԡ (Cauchy-Schwarz Eşitsizliği)’dir. 

        İspat : ܽ׊, ܾ א ԧ ve ݔ׊, ݕ א ԧ௡; 

 ԡ ԡଶ ۃ െ ԧۄݕܾ ൌ ,ݔܽۃ ݔܽ െ ԧۄݕܾ െ ,ݕܾۃ ݔܽ െ  ԧۄݕܾ

,ݔ ۄݕܾ ,ݕܾۃ ԧۄݔܽ ൅ ,ݕܾۃ  ԧۄݕܾ

ԡଶݔ െ ܽ തܾݔۃ, ԧۄݕ െ ܾ തܽݕۃ, ԧۄݔ ൅ ܾ|ଶԡݕԡଶ 

|ܾ|ଶԡݕԡଶ 

 ve ܾ ൌ ԧ ırsak; 

                    =ԡݔԡଶԡݕԡ ଶԡݕԡଶ ൅ ,ݔۃ|  ԡଶݕԧ|ଶԡۄݕ

lde edilir. 

 ԡܽݔ ଶ ԡݕԡଶሺԡݔԡଶԡݕԡଶ െ ,ݔۃ| ԧ|ଶۄݕ Dolayısıyla

ԡݕԡ ് 0 ise ԡ ԡ ԡݕԡ ൒ ,ݔۃ|   ԧ|ଶ’dir. Her iki tarafın karekökünü alırsakۄݕ

ԡݔԡԡݕԡ ൒ ,ݔۃ| ԡݕԧ|  elde ederiz. ԡۄݕ ൌ 0 yani ݕ ൌ 0 ise |ݔۃ, ԡݕԡԡݔԧ|  =0 ve ԡۄݕ ൌ

,ݔۃ| |ԧۄݕ ൌ ԡ

 

       Teorem 3: Keyfi ݔ, ݕ א ԧ௡ için ԡݔ ൅ ԡݕ ൑ ԡݔԡ ൅ ԡݕԡ (Minkowsk ği)’dir. 

,ݔ ԧۄݕ ൅ ,ݕۃ ԧۄݔ ൅ ,ݕۃ ԧۄݕ

,ݔۃ=                                     ԧۄݔ ൅ ,ݔۃ ԧۄݕ ൅ ,ݔۃ ԧതۄݕ

        Teorem 2: ݔ׊

ݔܽ െ ݕܾ ൌ ݔܽ െ ,ݕܾ ݔܽ

,ݔܽۃ=                       ԧۄݔܽ െ ܽۃ ԧ െ

                      =|ܽ|ଶԡ |

                      =|ܽ|ଶԡݔԡଶ െ 2ܴ݁൛ܽ തܾݔۃ, ԧൟۄݕ ൅

Burada ܽ ൌ ԡݕԡଶ ,ݔۃ ۄݕ  al

  ସ െ ,ݔۃ|2 |ԧۄݕ

                      = ԡݕԡଶሺԡݔԡଶԡݕԡଶ െ ,ݔۃ| ԧ|ଶሻ eۄݕ

 

െ ԡݕܾ ൒ 0 olduğundan, ሻ ൒ 0 ‘dır.  

ݔ ଶ ଶ

0 olduğundan ݔԡԡݕԡ’dir. ᇟ 

  i Eşitsizli

          İspat : ԡݔ ൅ ԡଶݕ ൌ ݔۃ ൅ ,ݕ ݔ ൅ ,ݔۃ=ԧۄݕ ԧۄݔ ൅ ۃ
തതതതതതത ൅ ,ݕۃ  ԧۄݕ

        ൑ ,ݔۃ ,ݔۃ| |ԧۄݕ ൅ ,ݔۃ| ۄݕ

                                     =ԡݔԡଶ ൅ ,ݔۃ|2 |ԧۄݕ ൅ ԡݕԡଶ 

ԡଶݔ ൅ 2ԡ ԡݕԡ ൅ ԡݕԡଶ 

ԧۄݔ                             ൅ ԧ| ൅ ,ݕۃ  ԧۄݕ

                                     ൑ ԡ ԡݔ
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                                   =ሺԡݔԡ ൅ ԡݕԡሻଶ 

         ԡݔ ൅ ԡଶݕ ൑ ሺԡݔԡ ൅ ԡݕԡሻଶ ֜ ԡݔ ൅ ԡݕ ൑ ԡݔԡ ൅ ԡݕԡ. ᇟ 

r Dönüşümler, Üniter Matrisler ve ࢁሺ࢔ሻ, ࡿ ሺ࢔ሻ Grupları 

 

me 5: , … , ݁௡ሽ , ܸ ım uzayının bir ortonormal bazı olsun. 

Herhangi ݑ א ܸ için, 

ଵۧԧ݁ଵ ൅ ڮ ൅ ,ݑۦ ݁௡ۧԧ݁௡’dir. 

א ݑ ; ܸ ൌ ܽଵ݁ଵ ൅ ڮ ൅ ܽ௡݁௡, ଵ ௡  ԧ’dir. 

, ݁ଵۧԧ ൌ ଵ݁ଵܽۦ ൅ ڮ ൅ ܽ௡݁௡, ݁ଵۧԧ ൌ ܽଵ݁ۦଵ, ݁ଵۧԧ ൅ ڮ ൅ ܽ௡݁ۦ௡, ݁௡ۧԧ 

݁ଵ, … , ݁௡ሽ , ܸ ko  uzayının bir ortonormal bazı olduğ

              = ܽଵ1 ൅ ڮ ൅ ܽ 0 ൌ ܽ  bulunur. 

 ݅ ൌ 1, … , ݊ i kilde, 

,ݑ ݁௜ۧԧ= ܽۦଵ݁ଵ ൅ ڮ ൅ ܽ௜݁௜ ൅ ڮ ൅ ܽ௡݁௡, ݁௜ۧԧ 

,ଵ݁ۦ              ݁ଵۧԧ ൅ ڮ ൅ ܽ௜݁ۦ௜, ݁௜ۧԧ ൅ ڮ ൅ܽ௡݁ۦ௡, ݁௡ۧԧ 

ܽ 0 ൅ ڮ ൅ ܽ௜1 ൅ ڮ ൅ܽ௡0 ൌ ܽ௜ bulunur. 

ܽ௜’ler yerine ݑۦ, ݁௜ۧԧ’ler konulduğunda, 

,ݑۦ ݁௡ۧԧ݁௡ elde edilir. ᇟ 

 boyutlu bir kompleks iç çarpım uzayı olsun. Bir ܣ א ,ሺܸ݉݋ܪ ܸሻ 

, 

 .dönüşümüne üniterdir denir ܣ

       Örnek 18: ܣ ׷  ԧଶ ՜ ԧଶ 

ଶݔ                     ଶݔ

  

 

1.6. Ünite ࢁ

 

         Öner ሼ݁ଵ  kompleks iç çarp

ݑ           ൌ ,ݑۦ ݁

         İspat : ݑ׊ ܽ , … , ܽ א

ݑۦ 

 ሼ mpleks iç çarpım undan, 

௡ ଵ

çin benzer şe

ۦ 

ൌ ܽଵ

              = ଵ

Dolayısıyla, ݅ ൌ 1, … , ݊ için 

ݑ  ൌ ,ݑۦ ݁ଵۧԧ݁ଵ ൅ ڮ ൅

         Tanım 13: ܸ sonlu

dönüşümü ve ݔ׊, ݕ א ܸ

,ሻݔሺܣۦ  ሻۧԧݕሺܣ ൌ ,ݔۦ  ԧ iseۧݕ

 

  

ቀ
ଵቁݔ ՜ ሺቀܣ

ଵቁሻݔ ൌ ቌ
ଵା௜

ଷ
ଵെݔ √଻

ଷ
ଶݔ

√଻
ଷ

ଵݔ ൅ ଵା௜
ଷ

ଶݔ

önüşümü üniterdir. 
ଵቁݔ , ቀ

ଵݕ
ଶݕ

ቁ

ቍ 

d

         Çözüm : ׊ ቀݔଶ
א ԧଶ; 
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ሺቀܣۦ        ଵ
ଶݔ

ቁሻ, ሺቀܣ
ଵݕ
ଶݕ

ቁሻۧԧ ൌ ቌۦ
ଵା௜

ଷ  
ݔ ଵെݔ √଻

ଷ
ଶݔ

√଻
ଷ

ଵݔ ൅ ଵା௜
ଷ

ଶݔ

ቍ , ቌ
ଵା௜

ଷ
ଵെݕ √଻

ଷ
ଶݕ

√଻
ଷ

ଵݕ ൅ ଵା௜
ଷ

ଶݕ

ቍۧԧ

                          = ቌ
ଵା௜

 

                  ଷ
ଵെݔ √଻

ଷ
ଶݔ

√଻
ଷ

ݔ ൅ ଵା௜
ଵ ଷ

ଶݔ

ቍ ቌ
ଵା௜

ଷ

்
ଵെݕ √଻

ଷ
ଶݕ

√଻
ଷ

ଵݕ ൅ ଵା௜
ଷ

ଶݕ

ቍ 

                                            = ቌ
௜

ଷ
ଵା ଵെݔ √଻

ଷ
ଶݔ

√଻
ଷ

ଵݔ ൅ ଵା௜
ଷ

ଶݔ

ቍ

்

ቌ
ଵି௜

ଷ
ଵതതതെݕ √଻

ଷ
തଶݕ

√଻
ଷ

ଵതതതݕ ൅ ଵି௜
ଷ

ଶതതതݕ
ቍ 

ଵ
ଽ

                                            = ( ൅ ଵ
ଽ

൅ ଻
ଽ
ሻݔଵݕଵതതത ൅ ሺ଻

ଽ
 + ଵ

ଽ
൅ ଵ

ଽ
ሻݔଶݕଶതതത 

                          ൌ ଵത                  തതݕଵݔ ൅  ଶതതതݕଶݔ

 
ݔ ݕ

  
ଶ

ቁ , ቀݕଶ
ቁۧԧ                                          ൌ ቀۦ ଵ

ݔ
ଵ

         Not:  ܣ ൌ ൣܽ௜௝൧ ݊ ൈ ݊ - boyutlu kompleks matris olsun. ܣ’ nın tranpozesini ்ܣ 

. Bu durumda ܣҧ ൌ ൣܽ

 .dönüşümü üniterdir  ܣ ֜           

şeklinde gösterelim ௜௝൧ olsun. ܣ
்
 matrisini כܣ şeklinde gösterelim. 

כ ൌ AכA ൌ I୬ şartını sağlayan ܣ matrisine üniter matris denir. 

         Örnek 19: ܣ ׷  ԧଶ ՜ ԧଶ 

                               ቀ
ଵݔ
ଶݔ

ቁ ՜ ሺቀܣ
ଵݔ
ଶݔ

ቁሻ ൌ ቌ
ଵା௜

ଷ

         Tanım 14: AA

ଵെݔ ଻√
ଷ

ଶݔ

√଻
ଷ

ଵݔ ൅ ଵା௜
ଷ

ଶݔ

ቍ 

üniter dönüşümünün matrisi, 

ሺቀܣ
ଵݔ
ଶݔ

ቁሻ ൌ ቌ
ଵା௜

ଷ

 

              
െ √଻

ଷ
√଻
ଷ

ଵା௜
ଷ

ቍ
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

A

 ቀ
ଵݔ
ଶݔ

ቁ elde edilir. ܣ matrisi üniterdir. 

ܣ              ൌ ቌ
ଵା௜

ଷ

Gerçekten, 

െ √଻
ଷ

√଻
ଷ

ଵା௜
ଷ

ቍ 
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          ֜ ҧܣ ൌ ቌ
ଵି௜

ଷ
െ √଻

ଷ
√଻
ଷ

ଵି௜
ଷ

ቍ 

             ֜ ܣ
்

ଵି௜
ଷൌ ቌ

√଻
ଷ

ି√଻
ଷ

ଵି௜
ଷ

ቍ  olacağından 

ܣ             ܣ
்

ൌ ቌ
ଵା௜

ଷ
െ √଻

ଷ
√଻
ଷ

ଵା௜
ଷ

ቍ . ቌ
ଵି௜

ଷ
√଻
ଷ

ି√଻
ଷ

ଵି௜
ଷ

ቍ ൌ ቌ
ଶା଻

ଽ
0

0 ଻ାଶ
ଽ

ቍ ൌ ቀ1 0
0 1ቁ ൌ  ve ܫ

benzer şekilde ܣ
்

ܣ ൌ  .olduğu görülür ܫ

ൈ ݊ - boyutlu  üniter matrisler kümesini ܷሺ݊ሻ ile gösterelim. 

         Önerme 6: Tüm üniter matrisler kümesi çarpım işlemine göre gruptur. 

ܷሺ݊ሻ için ܣ · ܤ א ܷሺ݊ሻ olduğunu gösterelim: 

ܣ  א ܷሺ݊ሻ ֜ ܣ · ҧ்ܣ ൌ ܤ ve  ܫ א ܷሺ݊ሻ ֜ ܤ · ത்ܤ ൌ  .olur  ܫ

ሻܤܣ · ሺܤܣത

 .matrisi üniterdir ܣ ֜

 

         Not: Tüm ݊

         İspat: ܣ׊, ܤ א

 ሺ തതതሻ் ൌ ሺܤܣሻ · ሺܣҧܤതሻ் ൌ ܣ ቆܤܤതถ்
ூ

ቇ ҧ்ܣ ൌ ܣ · ҧ்ܣ ൌ  ܫ

ܣ ֜ · ܤ א ܷሺ݊ሻ’dir. 

, ,ܤ ܥ א  ܷሺ݊ሻ için ܣ · ሺܤ · ሻܥ im: 

Bütün matrisler için geçerli olduğundan özel olarak üniter matrisler için de geçerlidir. 

ܣ׊           א ܷሺ݊ሻ için ܣ · ܫ ൌ ܫ · ܣ ൌ א olacak şekilde I ܣ ܷሺ݊ሻ vardır. Çünkü ܫ · ܫ ҧ் ൌ

ܣ׊           א ܷሺ݊ሻ için ܣ · ଵିܣ ൌ ଵିܣ · ܣ ൌ ଵିܣ olacak şekilde ܫ א ܷሺ݊ሻ vardır. Gerçekten, 

ܣ · ҧ்ܣ ൌ ܫ ֜ ଵିܣ · ܣ · ҧ்ܣ ൌ ଵିܣ ֜ ҧ்ܣ ൌ  ଵିܣ

ିଵ · ଵതିܣ

ܣ׊           ൌ ሺܣ · ሻܤ · olduğunu gösterel ܥ

 .dir’ܫ

ܣ          തതതത்
ൌ ҧ்ܣ · തିܣ ଵതതതത்

ൌ ሺିܣଵܣᇣᇤᇥ
ூ

തതതതതതതሻ் ൌ ܫ ҧ் ൌ ଵିܣ olacağından ܫ א ܷሺ݊ሻ’ dir. 

 ֜ ܷሺ݊ሻ kümesi çarpım işlemine göre gruptur. ᇟ 

 

         Tanım 15,[10]:  Determinantı 1 olan bütün üniter matrislerin oluşturduğu gruba özel 

üniter grup denir ve ܷܵሺ݊ሻ ile gösterilir. 
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: ܷܵሺ݊ሻ  grubudur. 

esinin çarpım işlemine göre grup olduğu önerme 6’da ispat edildi. 

ሺ݊ሻ kümesinin tanımından ܣ׊ א ܷܵሺ݊ሻ ֜ ܣ א  ܷሺ݊ሻ olduğu kolayca görülür. 

ሻ ؿ trislerde çarp ine göre 

ܷܵሺ݊ሻ’nin ܷሺ݊ሻ ‘nin bir alt grubu olduğu açıktır. ᇟ 

20: θ א  Թ ol zere, ൬݁
0

 

     1.7. Cebirler 

anım 16,[10]: esinde “ +, ·, ߣ · ” işle mesi aşağıdaki 

ı sağlasın: 

         ii) ሺܥ, ൅, ߣ ·ሻ ı, 

         iii) ߣሺݕݔሻ ൌ ݔߣ ݕ ൌ ,ሻݕߣሺݔ ,ݔ׊ ݕ א ߣ׊ ve ܥ א  Թ 

, ߣ ·, ߣ א  ine Թ - cebir denir. 

         Örnek 21: ሼԹ, ൅,·, ߣ ·, ߣ א  Թሽ , Թ - cebir’dir. 

 Katsayıları Թ’ den olan tüm polino i Թሾݔሿ ile g lim. 

,ሿݔ ൅

    Örnek 23: Tüm rasyonel fonksiyonlar kümesini Թሺݔሻ ile gösterelim. 

1.8. Reel Kuaternionlar 

 

    

        İspat : ܷሺ݊ሻ küm

ܷܵ

    Önerme 7 , ܷሺ݊ሻ’nin bir alt

Dolayısıyla ܷܵሺ݊ ܷሺ݊ሻ’dir. Buradan ܷሺ݊ሻ’deki ma ım işlem

         Örnek mak ü 0
݁ି௜஘൰ א ܷܵሺ2ሻ’ dir. 

௜஘

 

    

 

şartlar

         T C küm mleri verilsin ve C kü

         i) ሺܥ, ൅,·ሻ halka, 

 Թ üzerinde vektör uzay

ሺ ሻ

 ሼܥ, ൅,· Թሽ sistem

 

         Örnek 22: mlar kümesin östere

 ሼԹሾ ,·, ߣ ·, ߣ א  Թሽ , Թ - cebir’dir. 

     

ሼԹሺݔሻ, ൅,·, ߣ ·, ߣ א  Թሽ , Թ - cebir’dir. 

 

 

Tanım 17,[12]:  Bir reel kuaternion sıralı dört sayının +1, ݁ଵሬሬሬԦ,  ݁ଶሬሬሬሬԦ,  ݁ଷሬሬሬሬԦ gibi dört birime 

şlik etmesiyle  tanımlana  birin 1 bir reel sayıdır, diğer üç 

birim ise, 

 ݁ଵሬ

e bilir. Burada ci birim +

     i) ሬሬԦଶ ൌ ݁ଶሬሬሬԦଶ ൌ ݁ଷሬሬሬԦଶ

    ii) ݁ଵሬ

ൌ െ1 

ሬሬԦ ·   ݁ଶሬሬሬሬԦ= ݁ଷሬሬሬሬԦ ,  ݁ଶሬሬሬሬԦ ·   ݁ଷሬሬሬሬԦ=݁ଵሬሬሬԦ ,  ݁ଷሬሬሬሬԦ ·  ݁ଵሬሬሬԦ= ݁ଶሬሬሬሬԦ 
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    iii)  ݁ଶሬሬሬሬԦ ·  ݁ଵሬሬሬԦ ൌ ଷെ ሬ݁ሬሬሬԦ ,  ݁ଷሬሬሬሬԦ ·   ݁ଶሬሬሬሬԦ ൌ െ݁ଵሬሬሬԦ , ݁ଵሬሬሬԦ ·  ݁ଷሬሬሬሬԦ ൌ െ ݁ଶሬሬሬሬԦ 

özelliklerine sahiptir. 

        Böylece bir kuaternion: 

ଵ

 

  

ݍ           ൌ ݀ ൅ ܽሬ݁ሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ 

içiminde ifade edilir. Burada ݀, ܽ, ܾ, ܿ א Թ reel sayılarına ݍ kuaternionunun bileşenleri 

ım18 : ionlar için eşitlik bağıntısı: 

ଵ, ଶݍ א ࣥ iç మ ve ሬܸ

b

denir. 

 

       Tan  Kuatern

ݍ׊            in  ݍଵ ൌ ଶݍ ֞ ܵ௤భ ൌ ܵ௤ Ԧ௤భ ൌ ሬܸԦ௤మ 

anımlanır. 

       ݁ଵሬ

şeklinde t

  ሬሬԦ,  ݁ଶሬሬሬሬԦ,  ݁ଷሬሬሬሬԦ bir y r uzayının bir dik koordinat sisteminin taban 

ektörleri olarak alınabilir. 

iyonu ܵ௤ ile göste  ve ௤ܸሬ

imleri 3- bo utlu reel vektö

v

         Bir ݍ kutern rilen skaler kısım ሬሬԦ ile gösterilen vektörel kısımdan 

         ܵ௤= ݀ , ௤ܸሬ

oluşur. 

ሬሬԦ ൌ ܽ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾ ሬ݁ ଶሬሬሬԦ ൅ ܿ ሬ݁ ଷሬሬሬԦ olmak üzere; 

ݍ          ൌ ܵ ൅ ሬܸ௤ ௤ሬሬԦ  

şeklinde yazılabilir. 

       Örnek 24:  ݍ ൌ 5 െ 1݁ଵሬ  ሬሬԦ ൅ 3 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ 6 ݁ଷሬሬሬሬԦ  kuternionu için; 

              ܵ௤=5 , ௤ܸሬሬሬԦ ൌ െ1݁ଵሬሬሬԦ ൅ 3 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ 6 ݁ଷሬሬሬሬԦ  şeklindedir. 

         ot : Reel kuternionlar kümesini ࣥ ile gösterelim. Dolayısıyla ࣥ kümesinden özel 

olarak Թଷ üç- b

küme

 

    nek 25: ݍ ൌ 10 ise ܽ ൌ ܾ ൌ ܿ ൌ 0 olduğundan  ݍ א Թ’dir. 

    ൅ ݁ଵ ሬ

N

 Թ reel sayılar kümesi, ԧ kompleks sayılar kümesi ve oyutlu vektörler 

si elde edilir. 

     Ör

     Örnek 26: ݍ ൌ 4 ሬሬሬԦ ise 4, ܽ 1, ൌ ܿ ൌ 0 olduğundan ݍ א ԧ’dir. 

    ek 27: ݍ ൌ 2ሬ݁

݀ ൌ ൌ ܾ

     Örn ଵሬሬԦ െ  ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ 9 ݁ଷሬሬሬሬԦ  is ൌ ௤ܸሬe ݍ ሬሬԦ olduğundan ݍ א Թଷ’tür. 
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՜ ࣥ 

                       ሺݍଵ, ଶሻݍ ՜ ଵݍ ଶݍ ൌ ܵ௤భ۩௤మ ൅ ሬܸ

         Tanım 19,[9]:  ۩ : ࣥൈ ࣥ

             ۩ Ԧ௤భ۩௤మ 

ଵ ൌ ݀ଵ ൅ ܽଵ݁ଵሬ

dönüşümü verilsin. 

ݍ            ሬሬԦ ൅ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦ  , 

ଶݍ         ൌ ݀ଶ ൅ ܽଶ݁ଵሬ  ሬሬԦ ൅ ܾଶ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଶ ݁ଷሬሬሬሬԦ  

ଵ۩ݍଶ ൌ ሺ݀ ሻ ൅ ሺܽଵ ൅ ܽଶሻ݁ଵሬ

olmak üzere, 

ݍ            ଵ ൅ ݀ଶ ሬሬԦ ൅ ሺ ܾଶሻ ݁ଶሬܾଵ ൅ ሬሬሬԦ ൅ ሺܿଵ ൅ ܿଶሻ ݁ଷሬሬሬሬԦ  

şleme ࣥ-kuternionlar kümesi üzerinde toplama işlemi denir. 

Burada ܵ

şeklinde tanımlanan i

          ௤భ, ܵ௤మ א Թ ve  +  işlemi Թ’deki toplama işlemidir. ሬܸԦ௤భ,  ሬܸሬሬԦ௤మ’de birer vektör 

olup  ۩  işlemi Թଷ reel vektör uzayındaki Abel grubu (vektörlerde toplama) işleminin 

 ሺࣥ, ۩ሻ ikilisi bir abel grubudur. Etkisiz eleman sıfır kuterniyonu adını alır ve 

ı lı dörtlüsüdür. 

          Örnek 28:  ݍଵ ൌ 1 ൅ ݁ଵሬ

aynısıdır. 

         Not :

ሺ0,0,0,0ሻ s ra

ሬሬԦ ൅ 3 ݁ଶሬሬሬሬԦ െ 3 ݁ଷሬሬሬሬԦ ,   ݍଶ ൌ 3 ൅ 4݁ଵሬሬሬԦ െ 6 ݁ଶሬሬሬሬԦ  kuternionları 

 

ଶ = 4 + 5݁ଵሬݍ۩ଵݍ           

verilsin. Buna göre;

ሬሬԦ െ 3 ݁ଶሬሬሬሬԦ െ 3 ݁ଷሬሬሬሬԦ  şeklinde bulunur. 

]: ٖ : Թ ൈ ࣥ ՜ ࣥ 

,ߣ)                                            ሻݍ ՜ ߣ ٖ ݍ  ൌ ݍߣ ൌ ௤ܵߣ ൅ ሬܸߣ

 

          Tanım 20,[9

Ԧ௤ 

ü verilsin. dönüşüm

ߣ           ݍ Թ ve א ൌ ݀ ൅ ܽ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ olmak üzere; 

ߣ           ٖ ݍ  ൌ ݀ ߣ ൅ ሬ݁ܽߣ ଵሬሬԦ ൅ ሬ݁ ܾߣ ଶሬሬሬԦ ൅ ሬ݁ ܿߣ ଷሬሬሬԦ 

şeklinde tanımlanan işleme ࣥ-kuternionlar kümesi üzerinde skalerle çarpma işlemi denir. 

ߣ ൌ 5 ݍ  ൌ െ6 ൅         Örnek 29:  א Թ  ve ݁ଵሬሬሬԦ ൅ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦ െ 4 ݁ଷሬሬሬሬԦ  o zere; 

ݍ  ൌ 5ሺെ ݁ଵሬ

lmak ü

ߣ                         ٖ 6 ൅ ሬሬԦ ൅ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦ െ 4 ݁ଷሬሬሬሬԦሻ  

െ30 ൅ 5݁ଵሬ                                     = ሬሬԦ ൅ ଶ10 ሬ݁ሬሬሬԦ െ 20 ݁ଷሬሬሬሬԦ  olur. 

         Önerme 8: Kuaternionlar üzerinde  tanımlanan skalerle çarpım işlemi aşağıdaki 

zellikleri sağlar: 

      i) ߣ ٖ ሺqଵ۩qଶሻ ሺ ٖ qଵ ሻ۩ ٖ qଶ ሻ , ߣ׊ א  Թ, ,qଵ׊ qଶ א ࣥ. 

ଵ ଶ ଵ ٖ qሻ۩ ଶ ٖ qሻ , ,ଵߣ׊ ଶߣ א  Թ, q׊ א ࣥ 

        iii) ሺߣଵ · ଶሻߣ ٖ ٖ ሺߣଶ ٖ qሻ 

ö

  ൌ ߣ  ሺ ߣ

        ii) ሺߣ ൅ ߣ ሻ ٖ q ൌ ሺߣ ሺߣ

q ൌ ଵߣ
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         Böylece ሼࣥ, ۩, Թ , ൅,·,ٖሽ siste bir reel vektör uzayıdır. Kısaca bu uzayı ࣥ ile 

elim. ࣥ’daki toplama ۩ işlemini de + ile gösterelim. 

 

ൈ ׷  ࣥൈ ࣥ ՜ ࣥ 

                                  ሺݍ , ݍ ሻ ՜ ݍ ൈ ݍ   

൅1 ݁ଵሬ

        iv) 1 ٖ q ൌ q 

 

mi 

göster

         Tanım 21,[9]: 

ଵ ଶ ଵ ଶ

işlemi aşağıdaki çarpım tablosu ile tanımlanır: 

 

 

ൈ ሬሬԦ  ݁ଶሬሬሬሬԦ ݁ଷሬሬሬሬԦ

൅1 ݁ଵሬ ൅1 ሬሬԦ  ݁ଶሬሬሬሬԦ ݁ଷሬሬሬሬԦ

݁ଵሬሬሬԦ ݁ଵሬሬሬԦ ‐1  ݁ଷሬሬሬሬԦ ‐ ݁ଶሬሬሬሬԦ

 ݁ଶሬሬሬሬԦ  ݁ଶሬሬሬሬԦ ‐ ݁ଷሬሬሬሬԦ   ‐1 ݁ଵሬሬሬԦ

 ݁ଷሬሬሬሬԦ    ݁ଷሬሬሬሬԦ  ݁ଶሬሬሬሬԦ  ‐݁ଵሬሬሬԦ  ‐1

 

buna göre; 

ൌ ݀ ൅ ܽ ሬ݁            ݍଵ ଵ ଵ ଵሬሬԦ ൅ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦ   

ଶݍ           ൌ ݀ଶ ൅ ܽଶ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾଶ ሬ݁ ଶሬሬሬԦ ൅ ܿଶ ݁ଷሬሬሬሬԦ olmak üzere; 

݀ଶ െ ሺܽଵܽଶ ൅ ܾଵܾଶ ൅ ܿଵܿଶሻ 

       + (݀ଵܽଶ ൅ ܽଵ݀ଶ ൅ ܾଵܿଶ െ

ଵݍ            ൈ ଶݍ ൌ ݀ଵ

                     ܿଵܾଶሻ݁ଵሬሬሬԦ 

           ଵ                 + (ܾଵ݀ଶ ൅ ݀ଵܾଶ െ ܽଵܿଶ ൅ ܿ ܽଶሻ ݁ଶሬሬሬሬԦ 

                            + (ܿଵ݀ଶ ൅ ݀ଵܿଶ ൅ ܽଵܾଶ െ ܾଵܽଶሻ ݁ଷሬሬሬሬԦ  

şeklinde tanımlana e ki ku rpımı denir. n işlem  i aternionunun kuaternion ça

          Örnek 30:   ݍ ൌ 3 ൅ 2݁ଵሬ

 

ଵ ሬሬԦ െ 1 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ 4 ݁ଷሬሬሬሬԦ ve  ݍଶ ൌ 1 ൅ 2݁ଵሬሬሬԦ െ 5 ݁ଶሬሬሬሬԦ െ 3 ݁ଷሬሬሬሬԦ   

 +(3·2+2·1+(-1)·(-3)-4·(-5)) ݁ଵሬ

olmak üzere; 

ଵݍ                  ൈ ଶݍ ൌ 3 െ ሺ2 · 2 ൅ ሺെ1ሻ · ሺെ5ሻ ൅ 4 · ሺെ3ሻሻ 

                              ሬሬԦ 

                   +((-1)·1+3·(-5)-2·(-3)+4·2)  ݁ଶሬ            ሬሬሬԦ 
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                   +(4·1+3·(-3)+2·(-5)-(-1)·2)  ݁ଷሬ            ሬሬሬԦ 

                = 6+31݁ଵሬ               ሬሬԦ െ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦ െ 13 ݁ଷሬሬሬሬԦ   

bulunur. 

9: Kuaternion

         i) İki kuaternionun çar ı bir kuaterniondur. 

      iii) Kuaternion çarp ılıml ır. 

arp  değişimli değildir. 

olduğunu gösterelim: 

ଵݍ ൌ ݀ଵ ൅ ܽଵ݁ଵሬ

şeklinde 

 

         Önerme  çarpımı aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

pım

        ii)  Kuaternion çarpı ı birleşimlidir. 

 dağ

m

ımı ıd

 ç ımı

  

        iv) Kuaternion

 

İspat : i) ݍ׊ଵ, ଶݍ א ࣥ için ݍଵ ൈ ଶݍ א ࣥ  

  ሬሬԦ ൅ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦ  , 
 
ଶݍ

ൌ ݀ଶ ൅ ܽଶ  ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾଶ ሬ݁ ଶሬሬሬԦ ൅ ܿଶ ଷ ሬ݁ሬሬሬԦ  

olmak üzere; 

ଵݍ   ൈ ଶݍ ଵ ݁ଵሬ= ሺ݀ ൅ ଵܽ ሬሬԦ ൅ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ  ݁ଷሬଵ ሬሬሬԦሻ ൈ ሺ݀ଶ ൅ ܽଶ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾଶ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଶ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 

              ݀ ሺܽ ܿଵܿଶሻ 

                 + ( ଵܽ ൅ ଶ ଵܾଶሻ݁ଵሬ

 = ଵ݀ ଶ െ ଵ ൅

ܽ ଶ

ܽଶ

ଵ݀

ܾଵܾଶ

ܾଵ

൅

݀ ଶ ൅ ܿ െ ܿ ሬሬԦ 

               + ଵ݀ଶ െ ଶ ଵܽଶሻ ݁ଶሬ   (ܾ ൅ ݀ଵ ଶܾ ܽ ܿଵ ൅ ܿ ሬሬሬԦ 

               + ଵ݀ଶ ଵ ൅ ܽଵ ଶ ଵܽଶሻ ݁ଷሬ  (ܿ ൅ ݀ ܿଶ ܾ െ ܾ ሬሬሬԦ ‘dir. 

a ܽଵ, ܾଵ, ܿଵ, ܽଶ, ܾଶ, ܿଶ א Թ’den   ଶ െ ሺܽଵܽଶ ൅ ܾଵܾଶ ൅ ܿଵܿଶሻ א Թ olur. 

మ ൌ   ݀ଵ݀ଶ െ ሺܽଵܽଶ ൅ ܾଵܾଶ ൅ ܿଵ

 

 Burad ݀ଵ݀

 ܵ௤భൈ௤ ܿଶሻ , 

 ሬܸԦ௤భൈ௤మ ൌ  (݀ଵܽଶ ൅ ܽଵ݀ଶ ൅ ܾଵܿଶ െ ܿଵܾଶሻ݁ଵሬሬሬԦ 

ଵܾଶ െ ܽଵܿଶ ൅ ܿଵܽଶሻ ݁ଶሬ               + (ܾଵ݀ଶ ൅ ݀ ሬሬሬԦ 

               + ( ଵܿଶ ൅ ܽଵܾଶ െ ܾଵܽଶሻ ݁ଷሬܿଵ݀ଶ ൅ ݀ ሬሬሬԦ 

şeklinde olduğundan ݍଵ ൈ ଶݍ ൌ ܵ௤భൈ௤మ ൅ ሬܸԦ௤భൈ௤మ א ࣥ’dır. 

österelim: 

൅ ܽ ሬ݁

         ii) ݍ׊ଵ, ,ଶݍ ଷݍ א ࣥ için ݍଵ ൈ ሺݍଶ ൈ ଷሻݍ ൌ ሺݍଵ ൈ ଶሻݍ ൈ ଷ olduğunu gݍ

ଵݍ ൌ ݀ଵ ଵ ଵሬሬԦ ൅ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦ   
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݁ଵሬ ݍଶ ൌ ݀ଶ ൅ ܽଶ ሬሬԦ ൅ ܾଶ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଶ ݁ଷሬሬሬሬԦ  

ݍ  ൌ ݀ ൅ ܽ ሬ݁ଷ ଷ ଷ ଵሬሬԦ ൅ ܾ  ሬ݁ଷ ଶሬሬሬԦ ൅ ܿ  ሬ݁ଷ ଷሬሬሬԦ   

olmak üzere; 

ଶݍ  ൈ ଷ=ሺ݀ଶݍ ൅ ܽଶ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾଶ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଶ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ ൈ ሺ݀ଷ ൅ ሬ݁ܽଷ ଵሬሬԦ ൅ ܾଷ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଷ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 

ଶ ଷ ଶܾଷ ൅ ܿଶܿଷሻ 

              +ሺ݀ଶܽଷ ൅ ܽଶ݀ଷ ൅ ܾଶܿଷ െ ܿଶܾଷሻ݁ଵሬ

              = ݀ ݀ െ ሺܽ ܽ ൅ ܾଶ ଷ

  ሬሬԦ 

                +ሺ݀ ܾ ൅ ܾ ݀ ൅ ܿ ܽ െ ܽ ܿ ሻ ሬ݁ଶ ଷ ଶ ଷ ଶ ଷ ଶ ଷ ଶሬሬሬԦ 

                +ሺ݀ଶܿଷ ൅ ܿଶ݀ଷ ൅ ܽଶܾଷ െ ܾଶܽଷሻ ሬ݁ ଷሬሬሬԦ  

ݍ  ൈ ሺݍ ൈ ݍ ሻ ൌ ሺ݀ ൅ ܽ ሬ݁ଵ ଶ ଷ ଵ ଵ ଵሬሬԦ ൅ ܾ  ሬ݁ଵ ଶሬሬሬԦ ൅ ܿଵ ଷ ሬ݁ሬሬሬԦሻ  ൈ  ݀ଶ݀ଷ െ ሺܽଶܽଷ ൅ ܾଶܾଷ ൅ ܿଶܿଷሻ 

                                                                                 +ሺ݀ଶܽଷ ൅ ܽଶ݀ଷ ൅ ܾଶܿଷ െ ܿଶܾଷሻ݁ଵሬ  ሬሬԦ 

                                              ܿଶܽଷ െ ܽଶܿଷሻ ݁ଶሬ                                     +ሺ݀ଶܾଷ ൅ ܾଶ݀ଷ ൅ ሬሬሬԦ 

                                                                                   +ሺ݀ଶܿଷ ൅ ܿଶ݀ଷ ൅ ܽଶܾଷ െ ܾଶܽଷሻ ݁ଷሬሬሬሬԦ 

 dଵdଶd dଵሺܽଶܽଷ ൅ ܾଶܾଷ ൅ ܿଶܿଷሻ െ ܽଵሺ݀ଶܽଷ ൅ ܽଶ݀ଷ ൅ ܾଶܿଷ െ ܿଶܾ ሻ െ ܾଵሺ݀ଶܾଷ ൅

ܽଷ െ ܽଶܿଷሻ െ ܿଵሺ݀ଶܿଷ ൅ ܿଶ݀ଷ ଶܾଷ െ ܾଶܽଷሻ 

ଵ ଶ ଷ ܽଶ݀ଷ ൅ ܾଶܿଷ െ ܿଶܾଷሻ ൅ ܽଵ݀ଶ ଷ െ ܽଵሺܽଶܽଷ ൅ ܾଶܾଷ ൅ ܿଶܿଷሻ 

ܿଶ݀ଷ ൅ ܽଶܾଷ െ ܾଶܽଷሻ െ ܿଵሺ݀ଶܾ ݀ଷ ൅ ܿଶܽଷ െ ܽଶܿଷሻሿ ݁ଵሬ

 

= ଷ െ ଷ

   ܾଶ݀ଷ ൅ ܿଶ ൅ ܽ

  +ሾ݀ ሺ݀ ܽ ൅ ݀

  +ܾଵሺ݀ଶܿଷ ൅ ଷ ൅ ܾଶ ሬሬԦ 

+[ܾଵ൫݀ଶ݀ଷ െ ሺܽଶܽଷ ൅ ܾଶܾଷ ൅ ܿଶܿଷሻ൯ ൅ ݀ଵሺ݀ଶܾଷ ൅ ܾଶ݀ଷ ൅ ܿଶܽଷ െ ܽଶܿଷሻ 

  +ܿଵሺ݀ଶܽଷ ൅ ܽଶ݀ଷ ൅ ܾଶܿଷ െ ܿଶܾଷሻ െ ܽଵሺ݀ଶܿଷ ൅ ܿଶ݀ଷ ൅ ܽଶܾଷ െ ܾଶܽଷሻሿ ݁ଶሬ

  

ሬሬሬԦ 

ܿଵ൫݀ଶ݀ଷ െ ሺܽଶܽଷ ൅ ܾଶܾଷ ൅ ܿଶܿଷሻ൯ ൅ ݀ଵሺ݀ଶܿଷ ൅ ܿଶ݀ଷ ൅ ܽଶܾଷ െ ܾଶܽଷሻ 

+ܽଵሺ݀ଶܾଷ ଶ݀ଷ ൅ ܿଶܽଷ െ ܽଶܿଷሻ െ ܾଵሺ݀ ܽଷ ൅ ܽଶ݀ଷ ൅ ܾଶܿଷ െ ܿଶܾଷሻሿ ݁ଷሬ

  +[

  ൅ ܾ ଶ ሬሬሬԦ 
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ଵܽଶ ൅ ܾଵܾଶ ൅ ܿଵܿଶሻ൯݀ଷ െ ሺ݀ଵܽ ൅ ܽଵ݀ଶ ൅ ܾଵܿଶ െ ܿଵܾଶሻܽଷ െ ሺ݀ଵܾଶ െ ܽଵܿଶ ൅

   ܾ ݀ ൅ ܿ ܽ ሻܾ െ ሺ݀ଵܿଶ ൅ ܽଵܾଶ െ ܾଵܽଶ ൅ ܿଵ݀ଶሻܿଷ 

 +[൫݀ ݀ଶ െ ሺܽଵܽଶ ൅ ܾଵܾଶ ൅ ܿଵܿଶሻ൯ܽଷ ൅ ሺ݀ଵܽଶ ൅ ܽଵ݀ଶ ൅ ܾଵܿଶ െ ܿଵܾଶሻ݀ଷ 

 +ሺ݀ଵܾଶ െ ܽଵܿଶ ൅ ܾଵ݀ଶ ൅ ܿଵܽଶሻܿଷ ൅ ሺെ݀ଵܿଶ െ ܽଵܾଶ ൅ ܾଵܽଶ െ ܿଵ݀ଶሻܾଷሿ݁ଵሬ

=൫݀ଵ݀ଶ െ ሺܽ ଶ

ଵ ଶ ଵ ଶ ଷ

ଵ

ሬሬԦ 

 +[ሺ݀ଵܾଶ െ ܽଵܿଶ ൅ ܾଵ݀ଶ ൅ ܿଵܽଶሻ݀ଷ ൅ ሺ݀ଵܿଶ ൅ ܽଵܾଶ െ ܾଵܽଶ ൅ ܿଵ݀ଶሻܽଷ 

 +ሺെܾଵܾଶ ൅ ݀ଵ݀ଶ െ ܿଵܿଶ െ ܽଵܽଶሻܾଷ ൅ ሺെ݀ଵܽଶ െ ܽଵ݀ଶ െ ܾଵܿଶ ൅ ܿଵܾଶሻܿଷሿ ݁ଶሬሬሬሬԦ 

 +[ሺ݀ଵܿଶ ൅ ܽଵܾଶ െ ܾଵܽଶ ൅ ܿଵ݀ଶሻ݀ଷ ൅ ሺെ݀ଵܾଶ ൅ ܽଵܿଶ െ ܾଵ݀ଶ െ ܿଵܽଶሻܽଷ 

ଵ ଶ ଵ݀ଶ ൅ ܾଵܿଶ െ ܿଵܾଶሻܾଷ ൅ ሺെܾଵܾଶ ൅ ݀ଵ݀ଶ െ ܿଵܿଶ െ ܽଵܽଶሻܿଷሿ ݁ଷሬ +ሺ݀ ܽ ൅ ܽ ሬሬሬԦ 

   ݀ଵ݀ଶ ܽଵܽଶ ൅ ܾଵܾଶ ൅ ܿଵܿଶሻ  ൈ  ( ݀ଷ ൅ ܽଷ݁ଵሬ= െ ሺ ሬሬԦ ൅ ܾଷ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଷ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 

ଵ݀ଶ ൅ ܾଵܿଶ െ ܿଵܾଶሻ݁ଵሬ    + (݀ଵܽଶ ൅ ܽ ሬሬԦ 

݀ଵܾଶ െ ܽଵܿଶ ൅ ܿଵܽଶሻ ݁ଶሬ    + (ܾଵ݀ଶ ൅ ሬሬሬԦ 

݀ଵܿଶ ൅ ܽଵܾଶ െ ܾଵܽଶሻ ݁ଷሬ    + (ܿଵ݀ଶ ൅ ሬሬሬԦ 

ଷ 

       Böylece ݍଵ ൈ ሺݍଶ ൈ ଷሻݍ ൌ ሺݍଵ ൈ ଶሻݍ ൈ  .ଷ olduğu elde edilirݍ

ଵݍ ൈ ଶሻݍ ൅ ሺݍଵ ൈ ଷሻ oldݍ unu 

gösterelim: 

ଵݍ ൌ ݀ଵ ൅ ܽଵ݁ଵሬ

 = ሺݍଵ ൈ ଶሻݍ ൈ ݍ

  

          ܑܑܑሻ ݍ׊ଵ, ,ଶݍ ଷݍ א ࣥ için ݍଵ ൈ ሺݍଶ ൅ ଷሻݍ ൌ ሺ uğ

ሬሬԦ ൅ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦ   

ଶ ଶ ଶ ଵ ݍ ൌ ݀ ൅ ܽ ሬ݁ሬሬԦ ൅ ܾ  ሬ݁ଶ ଶሬሬሬԦ ൅ ܿ  ሬ݁ଶ ଷሬሬሬԦ  

ଷݍ  ൌ ݀ଷ ൅ ܽଷ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾଷ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଷ ݁ଷሬሬሬሬԦ   

mak üzere; 

 ሺݍଶ ൅ ଷሻ=݀ଶ൅݀ଷݍ ൅ ሺܽଶ ൅ ܽଷሻ݁ଵሬ

ol

ሬሬԦ ൅ ሺܾଶ ൅ ܾଷሻ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ሺܿଶ ൅ ܿଷሻ ݁ଷሬሬሬሬԦ   

ଵݍ  ൈ ሺݍଶ ൅ ଷሻ=ሺ݀ଵݍ ൅ ܽଵ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦ ) ൈ 

                            (݀ଶ ൅ ݀ଷ ൅ ሺܽଶ ൅ ܽଷሻ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ሺܾଶ ൅ ܾଷሻ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ሺܿଶ ൅ ܿଷሻ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 
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ሺ݀ଶ ൅ ݀ଷሻ െ ܽଵሺܽଶ ൅ ܽଷሻ െ ܾଵሺܾଶ ൅ ܾଷሻ െ ܿଵሺܿଶ ൅ ܿଷሻ 

݀ଵሺܽଶ ൅ ܽଷሻ ൅ ܽଵሺ݀ଶ ൅ ݀ଷሻ ൅ ܾଵሺܿଶ ൅ ܿଷሻ െ ܿଵሺܾଶ ൅ ܾଷሻ൯݁ଵሬ

=݀ଵ

  +൫ ሬሬԦ 

ଵሺܾଶ ൅ ܾଷሻ ൅ ܾଵሺ݀ଶ ൅ ݀ଷሻ ൅ ܿଵሺܽଶ ൅ ܽଷሻ െ ܽଵሺܿଶ ൅ ܿଷሻ൯ ݁ଶሬ  +൫݀ ሬሬሬԦ 

݀ଵሺܿଶ ൅ ܿଷሻ ൅ ܿଵሺ݀ଶ ൅ ݀ଷሻ ൅ ܽଵሺܾଶ ൅ ܾଷሻ െ ܾଵሺܽଶ ൅ ܽଷሻ൯ ݁ଷሬ  +൫ ሬሬሬԦ 

݀ଶ ൅ ݀ଵ݀ଷ െ ܽଵܽଶ െ ܽଵܽଷ െ ܾଵܾଶ െ ܾଵܾଷ െ ܿଵܿଶ െ ܿଵܿଷ 

ሺ݀ଵܽଶ ൅ ݀ଵܽଷ ൅ ܽଵ݀ଶ ൅ ܽଵ݀ଷ ൅ ܾଵܿଶ ൅ ܾଵܿଷ െ ܿଵܾଶ െ ܿଵܾଷሻ݁ଵሬ

=݀ଵ

 + ሬሬԦ 

ሺ݀ଵܾଶ ൅ ݀ଵܾଷ ൅ ܾଵ݀ଶ ൅ ܾଵ݀ଷ ൅ ܿଵܽଶ ൅ ܿଵܽଷ െ ܽଵܿଶ െ ܽଵܿଷሻ ݁ଶሬ + ሬሬሬԦ 

  +ሺ݀ଵܿଶ ൅ ݀ଵܿଷ ൅ ܿଵ݀ଶ ൅ ܿଵ݀ଷ ൅ ܽଵܾଶ ൅ ܽଵܾଷ െ ܾଵܽଶ െ ܾଵܽଷሻ ݁ଷሬሬሬሬԦ 

݀ଵ݀ଶ െ ሺܽଵܽଶ ൅ ܾଵܾଶ ൅ ܿଵܿଶሻ ൅ ݀ଵ݀ଷ െ ሺܽଵܽଷ ൅ ܾଵܾଷ ൅ ܿଵܿଷሻ 

݀ଵܽଶ ൅ ܽଵ݀ଶ ൅ ܾଵܿଶ െ ܿଵܾଶሻ݁ଵሬ

=

  +ሺ ሬሬԦ ൅ ሺ݀ଵܾଶ ൅ ܾଵ݀ଶ ൅ ܿଵܽଶ െ ܽଵܿଶሻ ݁ଶሬሬሬሬԦ 

ሺ݀ଵܿଶ ൅ ܿଵ݀ଶ ൅ ܽଵܾଶ െ ܾଵܽଶሻ ݁ଷሬ  + ሬሬሬԦ ൅ 

݀ଵܽଷ ൅ ܽଵ݀ଷ ൅ ܾଵܿଷ െ ܿଵܾଷሻ݁ଵሬ  +ሺ ሬሬԦ ൅ ሺ݀ଵܾଷ ൅ ܾଵ݀ଷ ൅ ܿଵܽଷ െ ܽଵܿଷሻ ݁ଶሬሬሬሬԦ 

  +ሺ݀ଵܿଷ ൅ ܿଵ݀ଷ ൅ ܽଵܾଷ െ ܾଵܽଷሻ ݁ଷሬሬሬሬԦ 

=ሺݍଵ ൈ ଶሻݍ ൅ ሺݍଵ ൈ  ଷሻݍ

         Böylece ݍଵ ൈ ሺݍଶ ൅ ଷሻݍ ൌ ሺݍଵ ൈ ଶሻݍ ൅ ሺݍଵ ൈ  .ଷሻ olduğu elde edilirݍ

,ଵݍ׊ ሻܞܑ ଶݍ א ࣥ için ݍଵ ൈ ଶݍ ് ଶݍ ൈ  :ଵ olduğunu gösterelimݍ

ଵݍ  ൌ 4 ൅ 3݁ଵሬሬሬԦ ൅ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦ , ݍଶ ൌ 2 ൅ ݁ଵሬሬሬԦ െ 3 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦ olmak üzere; 

ଶ ൌ ሺ4 ൅ 3݁ଵሬ ݍଵ ൈ ݍ ሬሬԦ ൅ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦ ) ൈ ሺ2 ൅ ݁ଵሬሬሬԦ െ 3 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 

     = 8- (3-6) + (4+6+2) ݁ଵሬ          ሬሬԦ + (-12+4-3)  ݁ଶሬሬሬሬԦ + (4-9-2)  ݁ଷሬሬሬሬԦ 

ݍ  ൈ ଶ  = 11+12݁ଵሬଵݍ ሬሬԦ െ 11 ݁ଶሬሬሬሬԦ െ 7 ݁ଷሬሬሬሬԦ  …(1) 

ଶݍ  ൈ ଵݍ ൌ ሺ2 ൅ ݁ଵሬሬሬԦ െ 3 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦሻ ൈ ሺ4 ൅ 3݁ଵሬሬሬԦ ൅ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦሻ 

           = 8-(3-6) + (6+4-2) ݁ଵሬ    ሬሬԦ ൅ ሺ4 െ 12 ൅ 3ሻ ݁ଶሬሬሬሬԦ +(4+2+9)  ݁ଷሬሬሬሬԦ 

ଵ  = 11+8݁ଵሬ                ݍଶ ൈ ݍ ሬሬԦ െ 5 ݁ଶሬሬሬሬԦ +15 ݁ଷሬሬሬሬԦ …(2) 
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(1) ve (2)’den ݍଵ ൈ ଶݍ ് ğu görülür. ᇟ 

          Not : Özel olarak ݍଵ ve ݍଶ ısımları orantılı ise veya ԧ- kompleks 

sayılar kümesinin elemanı ise; 

ଵݍ        ൈ ଶݍ ൌ ଶݍ ൈ  .ଵ olurݍ

 Yukarıda gösterdiğimiz özellikleriyle ሼࣥ, ۩, Թ, ൅ , . ,ٖ,ൈሽ sistemi bir 

asosyatif (birleşimli) cebirdir. Bu cebire kuaternion cebiri denir ve kısaca ࣥ ile gösterilir. 

Kuaternion cebirinin bir tabanı ሼ൅1, ݁ଵሬ

ଶݍ ൈ ଵ olduݍ

 

 bir skaler, vektör k

  

         Tanım 22:

ሬሬԦ,  ݁ଶሬሬሬሬԦ,  ݁ଷሬሬሬሬԦሽ ‘dir ve boyutu 4’tür. 

aternionlar Üzerinde Diğer Temel İşlemler 

     Tanım 23,[9]: Kuaternionlar için fark; 

,ଵݍ׊      ଶݍ א ࣥ için ݍଵ െ ଶ=൫ܵ௤భݍ െ ܵ௤మ൯ ൅ ൫ሬܸ

 

          1.9. Reel Ku

 

     

     Ԧ௤భ െ ሬܸԦ௤మ൯ 

linde tanımlanır. 

      Örnek 31:  ݍଵ ൌ ଵ
ଷ

şek

   ൅ 4݁ଵሬሬሬԦ െ 3 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ହ
ଶ

 ݁ଷሬሬሬሬԦ  ve ݍଶ ൌ 7 െ 2 ଵሬ݁ሬሬԦ ൅ 5 ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ଶ
ଷ

 ݁ଷሬሬሬሬԦ 

ak üzere; 

െ ଶݍ ൌ ሺଵ
ଷ

olm

ଵݍ  ൅ 4݁ଵሬሬሬԦ െ 3 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ହ
ଶ

 ݁ଷሬሬሬሬԦ)െ ሺ7 െ 2݁ଵሬሬሬԦ ൅ 5 ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ଶ
ଷ

 ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 

          =ቀଵ
ଷ

     െ 7ቁ ൅ ሺ4 െ ሺെ2ሻሻ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ሺെ3 െ 5ሻ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ൬ହ
ଶ

െ ቀെ ଶ
ଷ
ቁ൰ ଷ ሬ݁ሬሬሬԦ 

            = ିଶ଴
ଷ

   ൅ 6݁ଵሬሬሬԦ െ 8 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ଵଽ
଺

 ݁ଷሬሬሬሬԦ 

 

ım 24,[9]: Kuaternionlar için eşlenik; 

      ሺ, ሻത
          Tan

     തതത : ࣥ ՜ ࣥ 

ݍ                     ՜ ሺݍሻതതതത ൌ  തݍ

 ݀ ൅ ܽ݁ଵሬ ݍ ൌ ሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ ՜ തݍ ൌ ݀ െ ܽ݁ଵሬሬሬԦ െ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ 
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linde tanımlanır ve ݍത kuaternionuna ݍ kuaternionunun eşleniği denir. 

 

      Örnek 32: ݍ ൌ  െ3 ൅ 6݁ଵሬ

şek

   ሬሬԦ ൅ 8 ݁ଶሬሬሬሬԦ െ 5 ݁ଷሬሬሬሬԦ olmak üzere; ݍത ൌ െ3 െ 6݁ଵሬሬሬԦ െ 8 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ 5 ݁ଷሬሬሬሬԦ 

 

          Önerme 10: ݀ ൅ ܽ݁ଵሬ

şeklindedir. 

ݍ׊  ൌ ሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ א  ࣥ için; 

          ൈ ݍ א Թ’dir. i) ݍ ൈ തݍ ൌ തݍ ൌ ݀ଶ ൅ ܽଶ+ ܾଶ ൅ ܿଶ

          ii) ݍ ൈ തݍ ൌ തݍ ൈ ݍ ൒ 0’dır. 

        iii) ݍ ൈ തݍ ൌ തݍ ൈ ݍ ൌ 0 ֞ ݍ ൌ 0’dır. 

ሬ݁

  

          İspat : ܑሻ ݍ׊ ൌ ݀ ൅ ܽ ଵሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ א  ࣥ için; 

തݍ ݁ଵሬ ݍ ൈ ൌ ሺ ݀ ൅ ܽ ሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ሬ݁ ଷሬሬሬԦ) ൈ ሺ݀ െ ܽ݁ଵሬሬሬԦ െ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ) 

            = ݀ଶ ൅ ܽଶ+ ܾଶ ൅ ܿଶ 

െܽ݀ ൅ ܽ݀ െ ܾܿ ൅ ܾܿሻ݁ଵሬ             + ( ሬሬԦ 

൅ ܽܿሻ  ݁ଶሬ             + (െܾ݀ ൅ ܾ݀ െ ܽܿ ሬሬሬԦ 

 (െܿ݀ ܾܽ ൅ ܾܽ             + ൅ ܿ݀ െ ሻ ݁ଷሬሬሬሬԦ 

         = ݀ଶ ൅ ܽଶ+ ܾଶ ൅ ܿଶ  

ğer taraftan; 

ൈ ݍ ൌ ሺ݀ െ ܽ݁ଵሬ

olarak bulunur. Di

തݍ  ሬሬԦ െ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ) ൈ ሺ ݀ ൅ ܽ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ଶܾ ሬ݁ሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ) 

ଶ

݁ଵሬ

           =  ݀ଶ ൅ ܽଶ+ ܾଶ ൅ ܿ  

            + (ܽ݀ െ ܽ݀ െ ܾܿ ൅ ܾܿሻ ሬሬԦ 

  + (ܾ݀ െ ܾ݀ െ ܽܿ   ݁ଶሬ          ൅ ܽܿሻ ሬሬሬԦ 

            + (ܿ݀ െ ܿ݀ െ ܾܽ ൅ ܾܽሻ  ݁ଷሬሬሬሬԦ 

          =  ݀ଶ ൅ ܽଶ+ ܾଶ ൅ ܿଶ’dir. 

         ii) ׊q ൌ d ൅ aeଵሬሬሬԦ ൅ b eଶሬሬሬሬሬԦ ൅ c eଷሬሬሬሬሬԦ א  ࣥ için

ݍ  ൈ തݍ ൌ തݍ ൈ ଶ݀ =ݍ ൅ ܽଶ+ ܾଶ ൅ ܿଶ’den ܽ, ܾ, ܿ, ݀ א Թ olduğundan  ݀ଶ ൅ ܽଶ+ ܾଶ ൅ ܿଶ א Թ 

lur. 

; 

o

         iii) ݍ׊ ൌ ݀ ൅ ܽ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ א  ࣥ için; 

ݍ   ൈ തݍ ൌ തݍ ൈ ݍ ൌ  ݀ଶ ൅ ܽଶ+ ܾଶ ൅ ܿଶ ൌ 0 ֞  ܽ, ܾ, ܿ, ݀ א Թ olduğundan 
ଶ ൌ ܽଶ ൌ ܾଶ=ܿଶ=0 ֞ ݀ ൌ ܽ ൌ ܾ ൌ ܿ ൌ 0 ֞ ݍ ൌ 0 olmalıdır. ᇟ  ݀
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nerme 11: rnionl üzerinde eşlenik işlemi aş ğıdaki özelliklere sahiptir: 

         i)   ܽݍଵ ൅ ଶതݍܾ
         Ö  Kuate ar a

തതതതതതതതതതതത ൌ ,ܽ׊ ,  ଵതതതݍଵതതത+bݍܽ ܾ א Թ  , ݍ׊ଵ, ଶݍ א ࣥ. 

         ii)  ݍଵ ൈ ଶതതതതതതതതതݍ ൌ തଶതതݍ ൈ qଵതതത  , ݍ׊ଵ, ଶݍ א ࣥ. 

ݍ א ࣥ. 

         İspat : ܑሻ ܽ׊, ܾ א Թ  , ݍ׊ଵ, ଶݍ א ࣥ için, 

        iii)  ݍധ ൌ ׊ , ݍ

ଵݍܽ   ൅ ଶതതതതതതതതതതതതത= ܽሺ݀ଵݍܾ ൅ ܽଵ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ ൅ ܾሺ݀ଶ ൅ ܽଶ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾଶ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଶ ݁ଷሬሬሬሬԦሻതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത 

                   =ܽ݀ଵ ൅ ܾ݀ଶ െ ܽܽଵ݁ଵሬሬሬԦ െ ܾܽଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ܽܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦ െ ܾܽଶ݁ଵሬሬሬԦ െ ܾܾଶ ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ܾܿଶ ݁ଷሬሬሬሬԦ 

 ܽ݀ଵ െ ܽܽଵ݁ଵሬ                   = ሬሬԦ െ ܾܽଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ܽܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦ ൅ ܾ݀ଶ െ ܾܽଶ݁ଵሬሬሬԦ െ ܾܾଶ ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ܾܿଶ ݁ଷሬሬሬሬԦ 

                   =ܽሺ݀ଵ െ ܽଵ݁ଵሬሬሬԦ െ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ ൅ ܾሺ݀ଶ െ ܽଶ݁ଵሬሬሬԦ െ ܾଶ ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ܿଶ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 

 ଵതതതതݍ ଵതതത +bݍܽ=                   

elde edilir. 

 

         ii)  ݍ׊ଵ, ଶݍ א ࣥ için, 

ଵݍ  ൈ = ଶതതതതതതതതതݍ ଶ ݍതതത ൈ qଵതതത olduğunu gösterelim: 

݀ଵ ൅ ܽଵ݁ଵሬ  ݍଵ ൈ ଶ = ሺݍ ሬሬԦ ൅ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ ൈ ሺ݀ଶ ൅ ܽଶ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾଶ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଶ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 

               = ݀ଵ݀ଶ െ ሺܽଵܽଶ ൅ ܾଵܾଶ ൅ ܿଵܿଶሻ 

                 + (݀ଵܽଶ ൅ ܽଵ݀ଶ ൅ ܾଵܿଶ െ ܿଵܾଶሻ݁ଵሬሬሬԦ 

                 + (ܾଵ݀ଶ ൅ ݀ଵܾଶ െ ܽଵܿଶ ൅ ܿଵܽଶሻ ݁ଶሬሬሬሬԦ 

ܿଵ݀ଶ ൅ ݀ଵܿଶ ൅ ܽଵܾଶ െ ܾଵܽଶሻ ݁ଷሬ                 + ( ሬሬሬԦ 

ଵ ൈ തതതതതതതതത = ሺ݀ଵݍ ଶݍ ൅ ܽଵ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ ൈ ሺ݀ଶ ൅ ܽଶ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾଶ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿଶ ݁ଷሬሬሬሬԦሻതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത 

              =  ݀ଵ݀ଶ െ ሺܽଵܽଶ ൅ ܾଵܾଶ ൅ ܿଵܿଶሻ 

   െ (݀ଵܽଶ ൅ ܽଵ݀ଶ ൅ െ ܿଵܾଶሻ݁ଵሬ              ܾଵܿଶ ሬሬԦ 

 െ(ܾଵ݀ଶ ൅ ݀ଵܾଶ െ ܽଵܿଶ ൅ ܿଵ                ܽଶሻ ݁ଶሬሬሬሬԦ 

                 െ (ܿଵ݀ଶ ൅ ݀ଵܿଶ ൅ ܽଵܾଶ െ ܾଵܽଶሻ ݁ଷሬሬሬሬԦ 

=   ݀ଵ݀ଶ ሺܽଵܽଶ ܾଵܾଶ ൅ ܿଵܿଶሻ 

 (െ݀ଵܽଶ െ ܽଵ݀ଶ െ ܾଵܿଶ ܿଵܾଶሻ݁ଵሬ

               െ ൅

                + ൅ ሬሬԦ 

 ሺെܾଵ݀ଶ െ ݀ଵܾଶ ൅ ܽଵܿଶ െ ܿଵܽଶሻ ݁ଶሬ                + ሬሬሬԦ 
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(െܿଵ݀ଶ െ ݀ଵܿଶ െ ܽଵܾଶ ൅ ܾଵܽଶሻ ݁ଷሬ               + ሬሬሬԦ  …(1) 

ଶ ݍതതത ൈ qത ଵതത= ሺ݀ଶ െ ܽଶ݁ଵሬሬሬԦ െ ܾଶ ଶ ሬ݁ሬሬሬԦ െ ܿଶ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ ൈ ሺ݀ଵ െ ܽଵ݁ଵሬሬሬԦ െ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 

           =   ݀ଵ݀ଶ െ ሺܽଵܽଶ ൅ ܾଵܾଶ ܿଵܿଶሻ 

 (െܽଵ݀ ݀ଵܽଶ ൅ ܿଵܾଶ െ ܾଵܿଶሻ݁ଵሬ

  ൅

              + ଶെ ሬሬԦ 

              + ( െܾଵ݀ଶ െ ݀ଵܾଶ ൅ ܽଵܿ െ ܿଵܽଶሻ ݁ଶሬଶ ሬሬሬԦ 

              + (െܿଵ݀ଶ െ ݀ଵܿଶ ൅ ܾଵܽଶ െ ܽଵܾଶሻ  ݁ଷሬሬሬሬԦ  …(2) 

(1) ve (2) eşitliklerinden ݍଵ ൈ ଶതതതതݍ  =  ଶതതതതതതതതതݍ ൈ qଵതതത  eşitliği elde edilir. 

         iii) ݍ׊ א ࣥ için, 

aeଵሬ q ൌ d ൅ ሬሬԦ ൅ b eଶሬሬሬሬሬԦ ൅ c eଷሬሬሬሬሬԦ   

  qത ൌ dଵ െ a֜ ଵeଵሬሬሬԦ െ bଵ eሬ ଶሬሬሬሬԦ െ cଵ eଷሬሬሬሬሬԦ 

ଵ െ ܽଵ݁ଵሬ ݍധ=ሺ݀ ሬሬԦ െ ܾଵ ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ܿଵ ݁ଷሬሬሬሬԦሻതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത = ݀ ൅ ܽ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ ൌ  olur. ᇟ ݍ

       Tanım 25,[9]: Kuaternionlar için norm: 

       ԡ ԡ ׷  ࣥ

ݍ                  ՜ ԡݍԡ ൌ ݍ ൈ തݍ ൌ തݍ ൈ  ݍ 

ܽ݁ଵሬ

  

  ՜ Թ 

  

olmak üzere ݍ׊ א ࣥ için; 

ݍ  ൌ ݀ ൅ ሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ   

  ֜  ԡݍԡ ݍ ൌݍ  ݍ  ൈ ത ൌ തݍ ൈ  

൅ ܽଶ+ ܾଶ ଶ  

pozitif reel sayısına ݍ’nun normu denir ve ԡݍԡ şeklinde gösterilir. 

,ଵݍ׊ :12  ଶݍ א ࣥ için; 

  ԡݍଵ ൈ ଵԡݍଶԡ=ԡݍ · ԡݍଶԡ ‘dir. 

,ଵݍ׊ ݍ א ࣥ için; 

 ԡݍ ൈ ݍ ԡ=ሺݍଵ ൈ ଶሻݍ ൈ ଵݍ ൈ ଶതݍ

  ֜ ԡݍԡ ൌ  ݀ଶ ൅ ܿ

         Önerme

                      

         İspat : ଶ

ଵ ଶ തതതതതതതത 

ሺݍଵ ൈ ଶሻݍ ൈ ሺ ݍଶത                 = തത ൈ qଵതതതሻ 
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ଵݍ=                ൈ ሺݍଶ ൈ ଶത  തതሻݍ  ൈ qଵതതത 

ଵݍ ൈ ԡݍଶԡ ൈ             = qଵതതത    , ԡݍଶԡ א Թ olduğundan; 

          = ଶԡ · ሺݍଵ  ԡݍ ൈ qଵതതതሻ 

  ԡݍ           = ଶԡ ·  ԡݍଵԡ   , ԡݍଵԡ, ԡݍଶԡ א Թ olduğundan; 

ԡ · ԡݍଶԡ elde edilir. ᇟ 

 

26,[9]: ሺ ሻିଵ: ࣥ െ ሼ0ሽ ՜ ࣥ ሼ0ሽ 

ݍ                                       ՜ ଵିݍ ௤ത
ԡ௤ԡ

            =ԡݍଵ

          Tanım െ

                      ൌ  

şeklinde ିݍଵ elemanını tanımlayalım. 

ݍ׊ :13  א  ࣥ െ ሼ0ሽ için q ൈ qିଵ ൌ qିଵ ൈ q ൌ 1ᇱdir. Yani qିଵ elemanı ݍ 

lemanın  ࣥ’daki çarpım işlemine göre  tersidir. 

          İspat :  q ൈ qିଵ ൌ qିଵ ൈ q ൌ 1 olduğunu göstermeliyiz: 

݁ଵሬ

         Önerme

e ın

ݍ ൌ ݀ ൅ ܽ ሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ  olmak üzere 

തݍ  ൌ ݀ െ ܽሬ݁ ଵሬሬԦ െ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ    ve  ԡݍԡ ൌ  ݀ଶ ൅ ܽଶ+ ܾଶ ൅ ܿଶ ‘dir. 

ݍ  ൈ ଵିݍ ൌ ሺ ݀ ൅ ܽ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ ൈ ቀௗି௔௘భሬሬሬሬԦି௕ ௘మሬሬሬሬሬԦି௖ ௘యሬሬሬሬሬԦ 
 ௗమା௔మା ௕మା௖మ ቁ 

 ௗ ା௔మା ௕మା௖మ

 ௗమା௔మା ௕మା௖మ               = 
మ

+   

݀ܽ ൅ ܽ݀ െ ܾܿ ൅ ܾܿሻ݁ଵሬ                  +(െ ሬሬԦ 

                 +(ܾ݀ െ ܾ݀ ൅ ܽܿ െ ܽܿሻ  ݁ଶሬሬሬሬԦ 

ܿ݀ െ ܿ݀ െ ܾܽ ൅ ܾܽሻ  ݁ଷሬ                 +( ሬሬሬԦ 

dir. 

taraftan; 

=ቀௗି௔௘భሬ

                =1’

         Diğer 

         qିଵ ൈ q ሬሬሬԦି௕ ௘మሬሬሬሬሬԦି௖ ௘యሬሬሬሬሬԦ 
 ௗమା௔మା ௕మା௖మ ቁ ൈ ሺ ݀ ൅ ܽ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 

                       =  ௗ
మା௔మା ௕మା௖మ

 ௗమା௔మା ௕మା௖మ 

                        +( ݀ܽ െ ܽ݀ െ ܾܿ ൅ ܾܿሻ݁ଵሬሬሬԦ 

ܾ݀ െ ܾ݀ െ ܿܽ ൅ ܿܽሻ  ݁ଶሬ                        +( ሬሬሬԦ 

     +(݀ܿ െ ܿ݀ െ ܾܽ ൅ ܾܽሻ  ݁ଷሬ                   ሬሬሬԦ 

    =1 bulunur.                    
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a işlem e göre t

ିଵ ൌ ௗି௔௘భሬ

         Böylece q’nun çarpm in ersi, 

ݍ          ሬሬሬԦି௕ ௘మሬሬሬሬሬԦି௖ ௘యሬሬሬሬሬԦ 
 ௗమା ା௖మ௔మା ௕మ ൌ ௤ത

ԡ௤ԡ  şeklindedir. ᇟ 

         Önerme 14: ݍ׊ א  ࣥ െ ሼ0ሽ için çarpma işlemine göre tersi tektir. 

       İspat : Kabul edelim ki ݍ א  ࣥ െ ሼ0ሽ kuaternionunun  ݍଵ ve ݍଶ şeklinde iki tane tersi 

var olsun. O halde; 

ݍ  ൈ ଵݍ  ൌ ଵݍ  ൈ q ൌ 1 …(1) 

ଶݍ ൌ ଶݍ ൈ q ൌ 1 ‘dir…(2) 

  

ݍ  ൈ

(1)’deki eşitliği soldan ݍଶ ile çarparsak; 

ଶݍ  ൈ ᇣᇤᇥݍ
ଵ

ൈ ଵݍ ൌ ଶݍ ൈ ଵݍ ൈ qᇣᇤᇥ
ଵ

 

 1ൈ ݍ ൌ ݍ ൈ 1 

ଵݍ ֜  ൌ  .ଶ elde edilirݍ

           Dolayısıyla ݍ א  ࣥ െ ሼ0ሽ kuaternionunun çarpım işlemine göre tersi tektir. ᇟ 

        Not : ݍ ് 0 olmak üzere ݍ׊ א  ࣥ െ ሼ0ሽ elemanının bir ିݍଵ tersine sahip olması ࣥ 

 cebiri yapar. 

          Tanım 27,[9]: ݍ ് 0 olmak üzere bir ݌ kuaternionunu bir ݍ kuaternionu ile bölmek 

işimli olmadığı için bu 

çarpma işlemi iki türlüdür. 

ଵ

 

in ݍ ile sağdan ve ݎଶ kuaterniyonuna ݌’nin ݍ ile soldan 

ölümü denir. Genel olarak ݎଵ v ଶ farklıdır. Bundan  dolayı  ௣ݎ
௤

ଵ ଶ

  

cebrini bir bölüm

için ݌’yi ିݍଵ ile çarpmak gerekir. Fakat kuaternion çarpımı değ

ݎ          ൌ ݌ ൈ  ଵିݍ

ଶݎ          ൌ ଵିݍ ൈ p

Burada   ݎଵ kuaternionuna ݌’n

b e   notasyonu kullanılmaz. 

݌  ൌ 2 െ 3݁ଵሬ         Örnek 33: ሬሬԦ ൅ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦ ve ݍ ൌ 1 ൅ ݁ଵሬሬሬԦ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦ olmak üzere 

ൌ ሺ2 െ 3݁ଵሬ        ݌ · ଵିݍ ሬሬԦ ൅ 2 ሬ݁ ଶሬሬሬԦ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦሻ · ሺ1 ൅ ݁ଵሬሬሬԦ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦሻିଵ 

          = ሺ2 െ 3݁ଵሬሬሬԦ ൅ 2 ሬ݁ ଶሬሬሬԦ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦሻ ଵା௘భሬ· ሬሬሬԦା ௘మሬሬሬሬሬԦ
ԡଵା௘భሬሬሬሬԦା ௘మሬሬሬሬሬԦԡ 

݁ଵሬ         = ሺ2 െ 3 ሬሬԦ ൅ 2 ଶ ሬ݁ሬሬሬԦ ൅  ሬ݁ ଷሬሬሬԦሻ · ଵି௘ሬ భሬሬሬԦି ௘మሬሬሬሬሬԦ
ଷ

 



30 
 

ଷାଵሻ௘భሬ          =    ଶିሺଷିଶሻାሺିଶି ሬሬሬԦାሺିଶାଶିଵሻ ௘మሬሬሬሬሬԦାሺଵାଷାଶሻ ሬ௘యሬሬሬሬԦ
ଷ

 

          = ଵ
ଷ

െ ସ
ଷ

ሬ݁ ଵሬሬԦ െ ଵ
ଷ

 ሬ݁ ଶሬሬሬԦ ൅ ଺
ଷ

 ሬ݁ ଷሬሬሬԦ   şeklinde bulunur. 

arpımını hesap :          Şimdi ିݍଵ. ç ݌ layalım

ଵିݍ          · ݌ ൌ ሺ1 ൅ ݁ଵሬሬሬԦ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦሻିଵ ·  ሺ2 െ 3݁ଵሬሬሬԦ ൅ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 

            = ଵା௘భሬሬሬሬԦା ௘మሬሬሬሬሬԦ
ԡଵା௘భሬሬሬሬԦା ௘మሬሬሬሬሬԦԡ  · ሺ2 െ 3݁ଵሬሬሬԦ ൅ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅  ሬ݁ ଷሬሬሬԦሻ 

            =  ଵି௘భሬሬሬሬԦି ௘మሬሬሬሬሬԦ
ଷ

 · ሺ2 െ 3݁ଵሬሬሬԦ ൅ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 

ଶିሺଷିଶሻାሺିଷିଶିଵሻ௘భሬ            =  ሬሬሬԦାሺିଶାଶାଵሻ ௘మሬሬሬሬሬԦାሺଵିଶିଷሻ ௘యሬሬሬሬሬԦ
ଷ

 

ଷ
            =  ଵ െ 2݁ଵሬሬሬԦ ൅ ଵ

ଷ
 ݁ଶሬሬሬሬԦ െ ସ

ଷ
 ݁ଷሬሬሬሬԦ olur. 

sıyla ݌ · ଵିݍ ് ଵିݍ ·  .dir‘ ݌

         Önerme 15: ݍ׊૚, ,ଶݍ … , ୬ݍ א ࣥ için, 

૚ݍ ൅ ଶݍ ൅ ڮ ൅ ୬ݍ

          Dolayı

         i)  തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ൌ ૚തതതݍ ൅ ଶതതതݍ ൅ ڮ ൅  ୬തതതݍ

ൈ ૚ݍ ୬           ܑܑሻݍ ൈ ଶݍ ൈ …തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ൌ ୬തതതݍ ൈ ௡ିଵതതതതതതݍ ൈ … ൈ  ૚തതതݍ

          iii) ԡݍ૚ ൈ ଶݍ ൈ … ൈ ୬ԡݍ ൌ ԡݍଵԡ · ԡݍଶԡ … · ԡݍ௡ԡ 

iv) ሺݍ૚ ൈ ଶݍ ൈ … ൈ ୬ሻିଵݍ ൌ ୬ݍ
ିଵ ൈ ୬ିଵݍ

ିଵ ൈ … ൈ ૚ݍ
ି૚ ‘dir. 

         İspat : i) n ൌ 1 için ݍ૚ത

         

 

തത ൌ  .૚തതത ‘dirݍ

૚ ൅ ݊         ଶݍ ൌ 2 için  ݍതതതതതതതതതത ൌ ૚തതതݍ ൅ ଶതതത  oldݍ ğu önerme 11’in (i) şıkkında a=1 ve b=1 

durumunda gösterildi. 

          ݊ െ 1 için doğru olsun. 

ଶݍ ൅ ڮ ൅ ୬ݍ

u

         ݊ için  ݍ૚ ൅തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ൌ ૚തതതݍ ൅ തଶതതݍ ൅ ڮ ൅  ୬തതതݍ

eşitliğinin doğru olduğunu gösterelim: 

૚ ଶ ୬ݍ ൅ ݍ ൅ ڮ ൅ ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥݍ
୯ౡ

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത   ݊ ൌ 2 için doğru olduğundan; ሺq୩ ൌ ଶݍ ൅ ڮ ൅  ୬ሻݍ

ത૚തതݍ = ൅           ୩തതതݍ

૚= ݍതതത ൅ ଶݍ ൅ ڮ ൅ ݊     ୬തതതതതതതതതതതതതതതതݍ െ 1 için doğru olduğundan; 

૚തതതݍ = ൅ ଶതതതݍ ൅ ڮ ൅  .୬തതത olduğu elde edilirݍ
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૚ݍ  ൈ ଶതݍ
 

          ii)  ݊ ൌ 2 için തതതതതതതതത ൌ ଶതതതݍ ൈ  .ଵതതത  doğru olduğu önerme 11, (ii)’de gösterildiݍ

െ 1 için doğru olsun

 için, 

૚ݍ  ൈ ଶݍ ൈ … ൈ ୬തݍ

݊ .  

 ݊

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ൌ ୬തതതݍ ൈ ௡ିଵതതതതതതݍ ൈ … ൈ   ૚തതതݍ

૚ ൈ ଶݍ ൈ … ൈ ୬തݍ
eşitliğinin doğru olduğunu  gösterelim: 

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ifadesinde  q୩ݍ  ൌ ଶݍ ൈ … ൈ  ୬ olarak kabul edelim. O haldeݍ

૚ݍ   ൈ ݊    ୩തതതതതതതതതതݍ ൌ 2 için doğru olduğundan, 

ݍ  ൈ ୩തݍ ૚തതതതതതതതത  =  ݍ୩തതതത ൈ  .ଵതതത  olurݍ

1 için ݊ ୩തݍ െ  doğru olduğundan; ( തത ൌ ଶݍ ൈ … ൈ ୬തതതതതതതതതതതതതതതݍ ൌ ୬തതതݍ ൈ ௡ିଵതതതതതതݍ ൈ …  ( ଶതതതݍ

ത୬തതݍ= ൈ ௡ିଵതതതതതതݍ ൈ … ଶതതതݍ ൈ  ૚തതതݍ

ilir.

ൈ ଶݍ ԡݍଵԡ · ԡݍଶԡ …

Bunun için, 

ଵԡ ‘d

2  ԡݍ

dildi. 

 için doğru olsun. 

 ݊ için doğru olduğunu gösterelim: 

 ݊ ൌ 2 için doğru olduğundan, 

 ԡݍ૚ ൈ ୩ԡݍ ൌ ԡݍଵԡ · ԡݍ௞ԡ olur. 

 için eşitlik doğru olduğundan, 

 ԡݍ ԡ · ԡݍ௞ԡ = ԡݍଵԡ ·  ԡݍଶԡ … · ԡݍ௡ԡ olduğu elde edilir. 

          iv) ݍ׊૚, ,ଶݍ … , ୬ݍ א ࣥ için, 

૚ ଶ ൈ … ൈ ୬ሻିଵݍ ൌ ୬ݍ
ିଵ ൈ ୬ିଵݍ ൈ … ൈ ૚ݍ

ି૚ 

eşitliğinin doğru olduğunu gösterelim: 

 

elde ed

 

 

          iii) ԡݍ૚ ൈ … ൈ ୬ԡݍ ൌ · ԡݍ௡ԡ  

eşitliğinin varlığını gösterelim: 

݊ ൌ 1 için ԡݍଵԡ ൌ ԡݍ ir. 

 ݊ ൌ  için ૚ ൈ ଶԡݍ ൌ ԡݍଵԡ · ԡݍଶԡ 

olduğu önerme 12’de ispat e

 ݊ െ 1

 ԡݍ૚ ൈ ଶݍ ൈ … ൈ ୬ԡ  ifadesinde  q୩ݍ ൌ ଶݍ ൈ … ൈ   ୬ olarak kabul edelim. O haldeݍ

 ݊ െ 1

ଵ

 

  ሺݍ ൈ ݍ ିଵ

 ݊ ൌ 1 için,
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ൌ 1’dir 

݊ ൌ 2 için, 

ሺݍ૛
ି

ሺݍଶ ൈ ૛ݍ
ି૚ሻᇣ

૚ݍ  ൈ ૚ݍ
ି૚

 ሺݍ૚ ൈ ଶሻݍ ൈ ૚ ൈ ૚ݍ
ି૚ሻ 

૚ݍ= ൈ ᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ୀ૚

ൈ ૚ݍ
ି૚ 

ݍ= ൈ 1 ൈ ૚ݍ
ି૚ 

૚ ૚  

=1 

. O halde; 

  ሺݍ ൈ ݍ ሻିଵ ൌ ૛ݍ
ି૚ ൈ ૚ݍ

ି૚’dir. 

ğru olsun. 

ൈ … ൈ ୬ିଵሻିଵݍ ൌ ୬ିݍ
ିଵ ୬ିଶݍ

ିଵ ൈ … ൈ ૚ݍ
ି૚ 

 ݊ için, 

ሻିଵ ൌ ୬ݍ
ିଵ ൈ ݍ ൈ … ൈ ૚ݍ

ି૚  yani 

 ሺݍ૚ ൈ ଶݍ ൈ … ൈ ୬ሻݍ ൈ ሺݍ୬
ିଵ ൈ ୬ିଵݍ

ିଵ ൈ … ൈ ૚ݍ
ି૚ሻ ൌ 1 olduğunu göstermeliyiz. 

૚ ଶ ୬ሻ ൈ ሺݍ୬
ିଵ ൈ ୬ିଵݍ

ି ൈ ૚ݍ
ି૚ሻ 

ଶ ൈ … ൈ ୬ିଵሻݍ ൈ ୬ݍ ൈ ୬ݍ
ିଵᇣ

૚

ݍ= ൈ ݍ ି૚

 elde edilir

૚ ଶ

 ݊ െ 1 için do

 ሺݍ૚ ൈ ଶݍ ଵ ൈ

 ሺݍ૚ ൈ ଶݍ ൈ … ൈ ୬ݍ ୬ିଵ
ିଵ

 ሺݍ ൈ ݍ ൈ … ൈ ݍ ଵ ൈ …

=ሺݍ૚ ൈ ݍ ᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ୀଵ

ൈ ሺݍ୬ିଵ
ିଵ ୬ିଶݍ

ିଵ ൈ … ൈ ૚ݍ
ି૚ሻ 

ଶ ൈ … ൈ ୬ିଵሻݍ ൈ ሺݍ୬ିଵ
ିଵ ൈ ୬ିଶݍ

ିଵ ൈ … ൈ ݍ ି૚ሻ 

 hipotezine göre ݊ െ 1 için doğru olduğundan, 

୬ିଵݍ ୬ିଵ
ିଵ ିଵ ൈ … ൈ ૚ݍ

ି૚ሻ=1’dir. Dolayısıyla 

ଶݍ ൈ ୬ሻ ൈ ሺݍ୬
ିଵ ൈ ୬ିݍ

 

Benzer şekilde gösterilebilir ki; 

୬ ୬ିଵ
ିଵ ൈ … ൈ ૚ݍ

ି૚ሻ ൈ  ሺݍ૚ ൈ ଶݍ ൈ … ൈ ୬ݍ ൌ 1’dir. 

  ሺݍ૚ ൈ ଶݍ ൈ … ൈ ୬
ିଵ ൌ ୬ ୬ିଵ ૚

ି૚  

itliği elde edilir. ᇟ 

 

ൈ

 =ሺݍ૚ ൈ ݍ ૚

tümevarım

ሺݍ૚ ൈ ଶݍ ൈ … ൈ ሻ ൈ ሺݍ ൈ ୬ିଶݍ

 ሺݍ૚ ൈ … ൈ ݍ ଵ
ିଵ ൈ … ൈ ૚ݍ

ି૚ሻ ൌ 1 olur. 

 ሺݍ ିଵ ൈ ݍ ሻ

Böylece, 

ݍ ሻ ݍ ିଵ ൈ ݍ ିଵ ൈ … ൈ ݍ

eş
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       Tanım 28: Normu bir olan kuaterniona birim kuaternion denir.  

       Eğer ݍ ൌ ݀ ൅ ܽ݁ଵሬ

   

  ሬሬԦ ൅ ܾ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܿ ݁ଷሬሬሬሬԦ  bir kuaternion ise ௤
ඥԡ௤ԡ

ൌ ௗା௔௘భሬሬሬሬԦା௕ ௘మሬሬሬሬሬԦା௖ ௘యሬሬሬሬሬԦ
√ ௗమା௔మା ௕మା௖మ   ifadesi 

ternio

         nionu olmak üzere, 

ߠݏ݋ܿ = ൅ ܵ଴ሬ

birim kua ndur. 

Bir ݍ଴ birim kuater

0̊ , ߠ݊݅ݏ଴ ሬሬԦݍ          ൑ ߠ ൑ 180̊ 

rmunda yazılabilir.  

√ 

fo

Burada ܿߠݏ݋ ൌ ௗ
ௗమା௔మା ௕మା௖మ , ߠ݊݅ݏ ൌ √௔మା ௕మା௖మ

√ ௗమା௔మା ௕మା௖మ ‘dir. 

ܽଶ ൅  ܾଶ ൅ ܿ u zaman; 

 ܵ଴ ሬ

         ଶ ് 0 olduğ

ሬሬሬሬԦ= ௔௘భሬሬሬሬԦା௕ ௘మሬሬሬሬሬԦା௖ ௘యሬሬሬሬሬԦ
√௔ ௕మା௖మమା 

  birim vektörüne  ݍ଴ birim kuaternionunun ekseni denir. 

 

           Not : Normu 1 olan kuaternionlar kümesini ଵࣥ ൌ ሼݍ א ࣥ: ԡݍԡ ൌ 1ሽ ile gösterelim. 

       Önerme 16: ଵࣥ kümesi bileşke işlemine göre gruptur. 

,ଵݍ׊ : ଶݍ א ଵࣥ için ݍଵ · ଶݍ  א ଵࣥ olduğunu gösterelim: 

ଵ, ଶݍ א ଵࣥ ֜ ԡݍଵԡ ൌ 1 ve ԡݍଶԡ ൌ 1 ‘dir. 

ൌ ԡݍଵԡ · ԡݍଶԡ ൌ 1 · 1 ൌ 1 olacağından ݍଵ · ଶݍ  א ଵࣥ olur. 

ଵ · ሺ ݍଶ ·  :ଷሻ olduğunu gösterelimݍ 

Önerm ’dan ݍ׊ଵ, ݍ  için ݍଵ ൈ ሺݍଶ ൈ ଷሻݍ ൌ ሺݍଵ ൈ ଶሻݍ ൈ  ଷ eşitliği varݍ

lduğundan özel olarak normu bir olan kuaternionlar için de bu eşitlik geçerlidir. 

1ԡ ൌ 1 olduğundan 1 א ଵࣥ’ dir. Dolayısıyla ݍ׊ א ଵࣥ  

için ݍ · 1 ൌ 1 · ݍ ൌ  .dur’ݍ

ݍ׊         א ଵࣥ ݍ א ଵࣥ vardır öyleki ݍ · ଵିݍ ൌ ଵିݍ · ݍ ൌ 1’dir. Buradan 

ԡݍԡ ൌ 1 olduğundan ԡିݍଵԡ ൌ 1 olur. Dolayısıyla 

ଵିݍ א ଵࣥ ‘dir. ᇟ 

 

          1.10. Reel Kuaternionların Matris Gösterimi 

       ԧࣥ ൌ 1 ൅ aଵeଵሬ

   

          İspat

ݍ 

 ԡݍଵ · ଶԡݍ

,ଵݍ׊          ,ଶݍ ଷݍ א ଵࣥ için ሺݍଵ · ଶሻݍ  · ଷݍ ൌ ݍ

e 9 ଶ, ଷݍ א ࣥ

o

         Şimdi ݍ଴ ൌ 1 için ԡݍ଴ԡ ൌ ԡ

   için ିଵ

 ԡݍ · ଵԡିݍ ൌ ԡݍԡ · ԡିݍଵԡ ൌ 1 ve 

 

  ൛a଴ ሬሬԦ ׷  a଴, aଵ א Թ, eଵሬሬሬԦଶ ൌ െ1ൟ 

kümesi verilsin. 
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ሼࣥ, ۩, Թ, ൅ ,·,ٖ,ൈሽ kümesi verilen işlemlerle bir cebir olduğundan ԧࣥ kümesi ࣥ 

 

        ൅ aଵeଵሬ

          

kümesinin bir alt cebirine izomorf olur.

ሺa଴1׊   ሬሬԦሻ א ԧࣥ kuaternionu için ൫a଴ ൅ aଵ√െ1൯ א ԧ sayısına eşlenirse bu 

şlemeye göre   ԧ’ye izomorf olur. ࣥ kümesi ԧ’ye izomorf olan bir cisim 

kapsa an ࣥ’yı ԧ üzerinde bir vektör uzayı olarak alabiliriz. 

Tanım 29: ݍ׊ א ࣥ ve ݔ׊ ൌ ൫a଴ ൅ aଵ√െ1

e  ԧࣥ

dığınd

 

          ൯ א ԧ için; 

ݔݍ  ൌ ݍ ·  ൫a଴ ൅ aଵ√െ1൯ א ࣥ olmak üzere; 

       i) ሺݍଵ ൅ ݍ ሻ · ݔ ൌ ݔଵݍ ൅ ,ଵݍ׊    ݔଶݍ ଶݍ א ݔ׊ , ࣥ א ԧ 

       ii) ݍ ଵݔ ൅ ଶሻݔ ൌ ଵݔݍ ൅ ,ଵݔ׊    ଶݔݍ ଶݔ א ԧ 

   iii) ݍ · ሺݔଵݔଶሻ ൌ ሺݔݍଵሻݔଶ ൌ ሺݔݍଶሻݔଵ 

   ଶ

   · ሺ

      

         iv) ݍ · ሺ1 ൅ 0eଵሬሬሬԦሻ ൌ  ݍ

şlemleri ile ࣥ kümesine ԧ k ılar kümesi üzerinde bir vektör uzayı denir. 

ࣥ kümesi ԧ kompleks sayılar kümesi üzerinde iki boyutludur. 

spat : ݍ׊ א ࣥ için ݁଴ ൌ ൅1 olmak üzere; 

ݍ            ൌ ܽ଴݁଴ ൅ ܽଵeଵሬ

 i ompleks say

 

          Önerme 17: 

           İ

ሬሬԦ ൅ ܽଶ ݁ଶሬሬሬሬԦ ൅ ܽଷ ݁ଷሬሬሬሬԦ  

             = ݁଴ሺܽ଴ ൅ ܽଵeଵሬ  ሬሬԦሻ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦሺܽଶ െ ܽଷeଵሬሬሬԦሻ 

             = ݁଴൫ܽ଴ ൅ ܽଵ√െ1  ൯ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦ൫ܽଶ െ ܽଷ√െ1൯ 

e yazarsak 

ൌ  ݁଴ ൫ܽ଴ ൅ ܽଵ√െ1

şeklind

ݍ  ൯ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
ԧא

൅  ݁ଶሬሬሬሬԦ ൫ܽଶ െ ܽଷ√െ1൯ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
ԧא

  olacağından 

ൌ spሼ݁଴,  ݁ଶሬ ࣥ ሬሬሬԦሽ olur. Yani ሼ݁଴,  ݁ଶሬሬሬሬԦሽ  ࣥ’nın bir tabanıdır.  

eks say  ᇟ 

         Önerme 18: ݍ׊, ᇱݍ א  ࣥ için; 

                            ௤ܶ: ࣥ ՜ ࣥ 
ᇱݍ ՜ ௤ܶሺݍᇱሻ ൌ  ᇱݍݍ

e tanımlanan dönüşüm ԧ െ lineer dönüşümdür. 
 
        İspat: ݍ׊, ଵݍ

ᇱ, ଶݍ
ᇱ א  ࣥ  ve ݔ׊ א ԧ için; 

 ௤ܶሺݍଵ
ᇱ ൅ ଶݍ

ᇱሻ ൌ ଵݍሺݍ
ᇱ ൅ ଶݍ

ᇱሻ ൌ ଵݍݍ
ᇱ ൅ ଶݍݍ

ᇱ 
 ௤ܶሺݍଵ

ᇱሻ ൅ ௤ܶሺݍଶ
ᇱሻ 

௤ሺݍଵ
ᇱݔሻ ൌ ଵݍሺݍ

ᇱݔሻ ൌ ଵݍݍ
ᇱݔ 

 ௤ܶሺݍଵ
ᇱሻݔ 

Böylece ࣥ kümesi ԧ kompl ılar kümesi üzerinde iki boyutlu olur.

                                  
şeklind

  

                                                  =
 ܶ
                                   =
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eer dönüşümdür. ᇟ 

Not : ݉݋ܪ , ࣥሻ ൌ ൛ ௤ܶ: ݍ א ࣥൟ kümesi ԧ kompleks sayılar kümesi üzerinde bir 

 uzayı kısaca ॶ ile gösterelim.   

        Tanım 30,[9]: ॶ‐ uzayında ݍ׊ א  ࣥ için ܶ  dönüşümüne karşılık 2 ൈ 2 boyutunda 

ሻ ൌ ݁଴ݔଵଵ ൅  ݁ଶሬ

  ֜  ௤ܶ lin
 
          

v

 

ሺࣥ

ektör uzayıdır ve bu

  ௤

bir matris karşılık gelir bu matrise reel kuaternionun matris gösterimi denir ve  

          ௤ܶሺ݁଴ ሬሬሬԦݔଶଵ  
           ௤ܶሺ ݁ଶሬሬሬሬԦሻ ൌ ݁଴ݔଵଶ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦݔଶଶ  olmak üzere ; 

 
 Önerme 19 :  ݍ׊ଵ, א ࣥ  için ௤ܶభ మ ൌ ௤ܶభ ל ௤ܶభ’dir. 

in;  ௤ܶభ௤మ(q)  = ݍଵݍଶሺݍ) 
                       ൌ  ሻݍଶሺݍሻݍଵሺݍ 

                                        =  ௤ܶభ ל ௤ܶమ  

௤ܶభ௤మ ൌ ܶ
 ᇟ 

      1.11. Simplektik Geometri  

 

mak üzere, 

       ࣥ௡ ൌ ࣥ ൈ …

          ௤ܶ ՞ ቀݔଶଵ ଶଶݔ
ቁ şeklinde gösterilir. 

ଵଵݔ ଵଶݔ

ଶݍ         ௤

          İspat: א ݍ׊ iç ܭ

                 
                       ௤భ ל ௤ܶమ    
         olarak bulunur.
 

  

          Kuaternionlar cebiri ࣥ ol

  ࣥ ൈ ൈ ࣥᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௡ 

 

alalım. 

]:  ࣥ௡ ൌ ሼሺܽଵ ሻ| ܽ௜ א ࣥ, 1 ൑ ݅ ൑ ݊ሽ kümesini

r. 

         Tanım 32,[9]:  ۩ : ࣥ௡ ൈ ࣥ௡ ՜ ࣥ௡ 

                         ൫ Ԧܽ, ሬܾ

          

         Tanım 31,[9 , ܽଶ, … , ܽ௡ n elemanlarına 

birer vektör ve  ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ א ࣥ kuaternionlarına da bu vektörün bileşenleri deni

Ԧ൯ ՜ Ԧܽ۩ bሬԦ 

׊  Ԧܽ, ሬܾԦ א ࣥ௡ için ሬܽሬሬԦ ൌ ሺܽଵ, ܽଶ, … , ܽ ሻ ve ሬܾ௡ Ԧ ൌ ሺ ሻ olmak üzere;  

         Ԧܽ۩bሬ

ܾଵ, ܾଶ, … , ܾ௡

Ԧ ൌ ሺ ൅ ܾଵ, ܽଶ ൅ ܾଶ, … , ܽ௡ ൅ ܾ௡ሻ 

işlemi ile ሺࣥ ሻ ikilisi bir abel grubudur. 

         ۨ : ࣥ௡ ൈ ࣥ ՜ ࣥ௡ 

ܽଵ
௡, ۩
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       ሺ Ԧܽ, ሻݍ ՜ Ԧܽݍ ൌ ሺܽଵݍ, ܽଶݍ, … , ܽ௡ݍሻ 

׊           Ԧܽ, ሬܾ

  

şeklindeki dış işlemin aşağıdaki özellikleri vardır: 

Ԧ א ࣥ௡ ve ݍ׊, ,ଵݍ ଶݍ א ࣥ için 

        i) ൫ Ԧܽ ൅ ሬܾ  Ԧ൯ݍ ൌ Ԧܽݍ ൅ ሬܾԦݍ 

i) Ԧܽሺݍଵ ൅ ଶሻݍ ൌ Ԧܽݍଵ ൅ Ԧܽݍଶ 

ൌ ሺ Ԧܽݍଵሻݍଶ 

       iv) Ԧܽ · 1 ൌ Ԧܽ 
௡ ine ࣥ kuaternionlar cismi üzerinde vektör uzayı 

 

Ça pım

        Tanım 33,[9]: ൏ , ൐ ׷  ࣥ௡ ൈ ࣥ௡ ՜  ࣥ 

Ԧ, ሬܾ

         i

         iii) Ԧܽሺݍଵݍଶሻ

  

          Böylece ሼࣥ , ۩, ࣥ , ൅,·, ۨሽ sistem

denir. 

          Simplektik r  

 

  

                             ൫ܽ Ԧ൯ ՜ , ሬܾ൏ Ԧܽ Ԧ ൐ൌ ∑ ܽ௜
௡
௜ୀଵ ܾ௜ 

e tanımlanan işlem aşa re sahip olur: 

ଵሬ

şeklind ğıdaki özellikle

          i) ൏ ሬܽሬሬԦ ൅ ܽଶሬሬሬሬԦ, ሬܾԦ ൐ ൌ ൏ ܽଵሬሬሬሬԦ, ሬܾԦ ൐ ൅൏ ܽଶሬሬሬሬԦ, ሬܾԦ ൐ 

Ԧ, ܾଵሬ          ii) ൏ ܽ ሬሬԦ ൅ ܾଶሬሬሬሬԦ ൐ ൌ ൏ Ԧܽ, ܾଵሬሬሬԦ ൐ ൅൏ Ԧܽ, ܾଶሬሬሬሬԦ ൐

Ԧ, ሬܾ

 

         iii) ൏ ܽ Ԧݍ ൐ ൌ ൏ Ԧܽ, ሬܾԦ ൐  ݍ

Ԧܽݍ, ሬܾ         iv) ൏ Ԧ ൐ ൌ തݍ  ൏ Ԧ, ሬܾܽ Ԧ ൐ 

         v) ൏ Ԧܽ, ሬܾԦ ൐ ൌ ൏ ሬܾԦ, Ԧܽ ൐തതതതതതതതതതത 

         vi) ൏ Ԧܽ, Ԧܽ ൐ ൒ 0 

karıda anan ça k çarpım denir. 

anım 34: ׊ Ԧܽ א ࣥ௡ için ൏ Ԧܽ, Ԧܽ ൐ൌ ∑ ܽ௜

         vii) ൏ Ԧܽ, Ԧܽ ൐ ൌ 0 ฻ Ԧܽ ൌ 0 

bu durumda yu tanıml rpıma simplekti

         T ௡
௜ୀଵ ܽ௜ ൌ ԡ Ԧܽԡ reel sayısına Ԧܽ vektörünün 

         Örnek 34: Ԧܽ ൌ ሺ2 െ 3eଵሬ

uzunluğu denir. 

ሬሬԦ ൅ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦ , 1 ൅ eଵሬሬሬԦ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦሻ א ࣥଶ olmak üzere, 

∑ ܽ௜        ԡ Ԧܽԡ ൌ ଶ
௜ୀଵ ܽ௜ 

3eଵሬൌ൏ ሺ2 െ ሬሬԦ ൅ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦ , 1 ൅ eଵሬሬሬԦ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦሻ, ሺ2 െ 3eଵሬሬሬԦ ൅ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦ , 1 ൅ eଵሬሬሬԦ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦሻ ൐ 

               = ሺ2 ൅ 3eଵሬ  ሬሬԦ െ 2 ݁ଶሬሬሬሬԦሻ. ሺ2 െ 3eଵሬሬሬԦ ൅ 2 ሬ݁ ଶሬሬሬԦሻ ൅ ሺ1 െ eଵሬሬሬԦ െ  ݁ଷሬሬሬሬԦሻ. ሺ1 ൅ eଵሬሬሬԦ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦሻ 

                 = 4 ൅ 9 ൅ 4 ൅ 1 ൅ 1 ൅ 1 

                  = 20
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2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

2.1. Reel Kuaternionlara Ait Bazı Sonuçlar 

 

         Önerme 20: ॶ‐ uzayında  ܶ  ՞ ቀ ’dir. 

଴

௘బ
1 0
0 1ቁ

݁ ௘బ

௤ሺ݁଴ሻ ൌ ݁଴ݔଵଵ ൅  ݁ଶሬ

         İspat : ݍ ൌ  için ܶ  dönüşümüne karşılık gelen matrisi bulalım: 

           ܶ ሬሬሬԦݔଶଵ ଴ ൌ ൅1

ሺ݁଴ሻ ൌ ݁଴ · ݁଴ ൌ ݁଴ݔଵଵ ൅  ݁ଶሬ

 olmak üzere; ݁  olduğundan 

           ௘ܶబ ሬሬሬԦݔଶଵ ൌ 1

ଵଵ ൌ 1 , ଶଵݔ ൌ 0

 ݁ଶሬ

ݔ ֜              olur. 

            ௤ܶሺ

  

ሻ ൌ ݁଴ݔଵଶ ൅  ሬ݁ ଶሬሬሬԦ ሬሬሬԦݔଶଶ olmak üzere;  

௘ ሺ ݁ଶሬ           ܶ ሻ ൌ ݁଴ ·  ݁ଶሬሬሬሬԦ ሬሬሬԦ ൌ ݁଴ݔଵଶ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦݔଶଶ ൌ  ݁ଶሬሬሬሬԦబ  

ଵଶ ൌ 0 ଶଶ ൌ 1

lece 

0 1
eklinde bulunur

yında  ܶୣభሬ

ݔ ֜            ݔ ,   olur. 

          Böy

௘బ
0ቁ          ܶ  ՞ ቀ1   

         ş . ᇟ 

          Önerme 21: uza ൬√െ1ॶ‐  ሬሬሬԦ ՞ 
0

0 െ√െ1
൰’dir. 

          İspat : ݍ ൌ eଵሬሬሬԦ için ܶୣభሬሬሬሬԦ dön mü  matr

ଵଵ

üşü ne karşılık gelen isi bulalım: 

݁଴ݔ           ௤ܶሺ݁଴ሻ ൌ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦݔଶ
          ܶୣభሬ

ଵ olmak üzere; ݁଴ ൌ ൅1 olduğundan; 

ሺ݁଴ሻ ൌ eଵሬሬሬԦ · ݁଴ ൌ ݁଴ݔଵଵ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦݔଶଵ ൌ eሬሬሬሬԦ ଵሬሬԦ 

ukarıdaki eşitliğin her iki tarafını soldan eଵሬሬሬԦ Y  ile çarparsak, 

         eሬ ሺ݁ ݔ ൅ ሬ݁଴ ଵଵ ଶݔ ሻ ൌ eሬଶଵ ଵሬଵሬԦ ሬሬԦ ሬሬԦ ·   eሬ ଵሬሬԦ 

          ֜  eଵሬሬሬԦݔଵଵ ൅ eଵሬሬሬԦ݁ଶሬሬሬԦݔଶଵ ൌ െ1 

ଵଵ ൅ eଵሬ ݔଵଵ ൌ ܽ ሬሬԦܾଵଵ ve ݔଶଵ ൌ ܽଶଵ ൅ eଵሬሬሬԦܾଶଵ olarak alalım. Burada  ܽଵଵ, ܾଵଵ, ܽଶଵ, ܾଶଵ א Թ’dir. 

eଵሬ          ֜  ሬሬԦሺܽଵଵ ൅ eሬ ଵሬሬԦܾଵଵሻ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦሺܽଶଵ ൅ eଵሬሬሬԦܾ

eଵሬ

ଶଵሻ ൌ െ1 

ሬሬԦܽଵଵ െ ܾଵଵ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦܽଶଵ ൅ ݁ଶሬሬሬԦ              ܾଶଵ ൌ െ1 

ଵଵ ൌ 0,  ܾଵଵ ൌ 1, ܽଶଵ ൌ 0, ܾଶଵ ൌ 0  

ଵଵݔ ֜           ൌ √െ1

          ֜ ܽ

ଶଵݔ ,  ൌ 0  olur. 
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          ܶ ሺ୯  ݁ଶሬሬሬሬԦሻ ൌ ݁ ݔ ൅  ሬ଴ ݁ଶଵଶ ሬሬሬԦݔ  olm k üzereଶଶ

         ܶሬୣ

a , 

భሬሬሬԦሺ ݁ଶሬሬሬሬԦሻ ଵൌ eሬሬሬԦ.  ሬ݁ ଶሬሬሬԦ ൌ ݁଴ ൅ ଶݔଵଶ  ሬ݁ሬሬሬԦݔଶଶ ൌ   ଷሬ݁ሬሬሬԦ 

aki eş liğin her iki taraf dan  ݁ଷሬYukarıd it ını sol ሬሬሬԦ ile çarparsak; 

          ݁ଷሬሬሬሬԦሺ݁଴ݔଵଶ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݔ ݁ଷଶଶሻ ൌ  ሬሬሬሬԦ.  ݁ଷሬሬሬሬԦ 

          ֜  ݁ଷሬሬሬሬԦݔଵଶ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦ݁ଶሬሬሬԦݔଶଶ ൌ െ1 

          ֜  ݁ଷሬሬሬሬԦݔଵଶ െ eଵሬሬሬԦݔଶଶ ൌ െ1 

ݔ ൌ ܽ ൅ eଵሬଵଶ ଵଶ ሬሬԦܾଵଶ ଶଶݔ ൌ ܽଶଶ ൅ eଵሬ ve ሬሬԦܾଶଶ ܽଵଶ, ܾଵଶ, ܽଶଶ, ܾଶଶ א Թ’dir.  olarak alalım. Burada  

         ݁ଷሬሬሬሬԦሺܽଵଶ ൅ eଵሬሬሬԦܾଵଶሻ െ eଵሬሬሬԦሺܽ ൅ eଵଶଶ ሬሬሬԦܾଶଶሻ ൌ െ1 

݁ଷ          ֜  ሬሬሬሬԦܽଵଶ ൅ ݁ଶሬሬሬԦܾଵଶ െ eଵሬሬሬԦܽ ଶ ܾଶଶ ൌ െ1 

ଵଶ ൌ 0, ܾଵଶ ൌ 0, ܽଶଶ ൌ 0, ܾଶଶ ൌ െ1 

ଵଶ ൌ ݔ , 0 െ√െ1

ଶ

          ֜ ܽ

ݔ ֜          

൅

ଶଶ ൌ   olur. 

ylece          Bö

         ܶୣభሬሬሬሬԦ ՞ ൬
√െ1 0
0 െ√െ1

൰  

linde b nur. ᇟ

 2 : ॶ‐ uzayında  ܶ ௘మሬ

         şek lu

 

2

u  

          Ön eerm ሬሬሬሬԦ ՞ ቀ
0 െ1
1 0 ቁ’dir. 

 İspat : ݍ ൌ  ݁ଶሬ         ሬሬሬԦ  ܶ ௘ሬiçin మሬሬሬሬԦ dönüşümüne karşılık gelen matrisi bulalım: 

ଶ            ௤ܶሺ݁଴ሻ ൌ ݁଴ݔଵଵ ൅  ሬ݁ሬሬሬԦݔ  olmak üzere; ݁଴ ൌ ൅1 olduğundan; 

 ௘మሬ

ଶଵ

           ܶ ሬሬሬሬԦሺ݁଴ሻ ൌ  ሬ݁ ଶሬሬሬԦ · ݁ ݁ଶ଴ ൌ ݁଴ݔଵଵ ൅  ሬሬሬሬԦݔଶଵ ൌ  ݁ଶሬሬሬሬԦ 

          ܶ ሺ ሬ݁

ଵଵݔ ֜            ൌ ଶଵݔ , 0 ൌ 1 olur. 

௤ ଶሬሬሬԦሻ ൌ ݁଴ݔ  ݁ଶሬଶଵ ൅ ሬሬሬԦݔଶଶ olma

 ௘మሬ

k üzere; 

           ܶ ሬሬሬሬԦሺ ሬ݁ ଶሬሬሬԦሻ ൌ  ݁ଶሬሬሬሬԦ.   ଶሬ݁ሬሬሬԦ ൌ ݁ ݔ ൅  ሬ݁଴ ଵଶ ଶሬሬሬԦݔ ൌ െ1 ଶଶ

ଵଶݔ ֜            ൌ െ1 , ݔଶଶ ൌ 0 

lece          Böy

         ܶ ௘మሬሬሬሬሬԦ ՞ ቀ
0 െ1
1 0 ቁ  

inde bu nur. ᇟ 

rme 23: ‐ uzayı  ܶ ௘యሬ

         şekl lu

         Öne  ॶ nda ሬሬሬሬԦ ՞ ൬
0 െ√െ1

െ√െ1 0
൰’dir. 

 ሬ         İspa ݁ଷt : ݍ ൌ ሬሬሬԦ için ܶ ௘ሬ యሬሬሬሬԦ dönüşümüne karşılık gelen matrisi bulalım: 

           ௤ܶሺ݁଴ሻ ൌ ݁଴ݔଵଵ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦݔଶଵ olmak üzere; ݁଴ ൌ ൅1 olduğundan; 
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ܶ ௘యሬ           ሬሬሬሬԦሺ݁଴ሻ ൌ  ݁ଷሬሬሬሬԦ · ݁଴ݔଵଵ ൅  ݁ଶሬ݁଴ ൌ ሬሬሬԦݔଶଵ ൌ  ݁ଷሬሬሬሬԦ 

Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafını soldan  ݁ଷሬሬሬሬԦ ile çarparsak; 

          ݁ଷሬሬሬሬԦሺ݁଴ݔଵଵ ൅  ሬ݁ ଶሬሬሬԦݔଶଵሻ ൌ  ݁ଷሬሬሬሬԦ ·  ݁ଷሬሬሬሬԦ 

          ֜  ݁ଷሬሬሬሬԦݔଵଵ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦ ݁ଶሬሬሬሬԦݔଶଵ ൌ െ1 

          ֜ ݁ଷሬሬሬሬԦݔଵଵ െ eଵሬሬሬԦݔଶଵ ൌ െ  1

ଵଵݔ ൌ ܽଵଵ ൅ eଵሬሬሬԦܾଵଵ ve ݔଶଵ ൌ ܽଶଵ ൅ eଵሬሬሬԦܾଶଵ ola . Burada  ܽଵଵrak alalım , ܾଵଵ, ܽଶଵ, ܾଶଵ א Թ’dir. 

        ݁ଷሬ  ሬሬሬԦሺܽଵଵ ൅ eଵሬሬሬԦܾଵଵሻ െ eଵሬሬሬԦሺܽଶଵ ൅ eଵሬሬሬԦܾଶଵ ሻ ൌ െ  1

         ֜  ݁ଷሬሬሬሬԦܽଵଵ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦܾଵଵ െ eଵሬሬሬԦܽଶଵ ൅ ܾଶଵ ൌ െ1 

          ܽ ൌ 0, ܾଵଵ ൌ 0, ܽଶଵ ൌ 0, ܾଶ ൌ െ1 

ଵଵ ൌ ଶଵݔ , 0 ൌ െ√െ1

ଵଵ

ݔ ֜          

ଵ

  olur. 

 ݁ଶሬ            ௤ܶሺ ሬሬሬԦሻ ൌ ݁଴ݔଵଶ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦݔ  olmak üzere, 

య

ଶଶ

          ܶ ௘ሬሬሬሬሬԦሺ ݁ଶሬሬሬሬԦሻ ൌ  ݁ଷሬሬሬሬԦ ·    ݁ଶሬሬሬሬԦ ൌ ݁଴ݔ ൅  ݁ଶሬଵଶ ሬሬሬԦݔଶଶ ൌ െeଵሬሬሬԦ 

aki eşitliğin her iki tarafını soldaYukarıd n  eଵሬሬሬԦ ile çarparsak; 

          eଵሬሬሬԦሺ݁଴ݔଵଶ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦݔଶଶሻ ൌ 1 

eଵሬ          ֜  ሬሬԦݔଵଶ ଵሬ൅ eሬሬԦ ݁ଶሬሬሬሬԦݔଶଶ
          

ൌ 1 

eଵሬ֜  ሬሬԦݔଵଶ ݁ଷሬ൅  ሬሬሬԦݔଶ  

൅
ଶ ൌ 1

eଵሬݔଵଶ ൌ ܽଵଶ ሬሬԦܾଵଶ ଶ ve ൌ ܽଶ ൅ eଵሬݔଶଶ ሬሬԦܾଶଶ olarak alalım. Burada  ܽଵଶ, ܾଵଶ, ܽଶଶ, ܾଶଶ א Թ’dir. 

         eଵሬሬሬԦሺ eଵሬܽଵଶ ൅ ሬሬԦܾଵଶሻ  ݁ଷሬ൅ ሬሬሬԦሺܽଶଶ ൅ eଵሬሬሬԦܾ

          ֜ eሬ
ଶଶሻ ൌ 1 

ଵሬሬԦܽଵଶ െ ܾଵଶ ൅  ݁ଷሬሬሬሬԦܽଶଶ ൅  ݁ଶሬሬሬሬԦܾଶଶ ൌ 1 

   .         ֜ ܽଵଶ ൌ 0, ܾଵଶ ൌ െ1, ܽଶଶ ൌ 0, ܾଶଶ ൌ 0 olur

ଵଶݔ ֜            ൌ െ√െ1 , ݔଶଶ ൌ 0 olur. 

          Böylece 

య         ܶ ௘ሬሬሬሬሬԦ ՞ ൬
0 െ√െ1

െ√െ1 0
  

linde bulunur. ᇟ 

erme24: ayında ݔ, ݕ א ԧࣥ ௘బ௫ା ௘మሬ

൰

         şek

         Ön ॶ‐uz  olmak üzere ܶ ሬሬሬሬԦ௬ ൬x െyത
y xത ൰’dir 

at: ܶ௘బ ௘మሬ

՞

İsp ௫ା ሬሬሬԦ௬ሺ݁଴ሻ ൌ ݁଴ݔଵଵ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݔଶଵ

      ֜ ଴ݔ ൅ ݁ଶሬ

 

     ሺ݁ ሬሬԦݕ ଴ ൌ ݁ ൅ ሬ݁ሻ݁ ଵଵ଴ݔ ଶሬሬԦݔ

     ֜   ൅ ሬ݁
ଶଵ 

ݕଶሬሬԦ               ݔ  ଵ ൅ ݁ଶሬ = ݔଵ݁଴ ሬሬԦݔ

, ݔ                .olur  ݕ
ଶଵ 

ݔ ֜      ൌ ଶݔ ൌ  

௫ା௘మሬ

ଵଵ ଵ

                    ܶ௘బ ሬሬሬԦ௬ሺ݁ଶሬሬሬԦሻ ൌ ݁଴ݔ ଶଵଶ ൅ ሬ݁ሬሬԦݔଶଶ 
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ሺ݁଴ݔ ൅ ሬ݁                    ֜  ଶሬሬԦݕሻ݁ଶሬሬሬԦ ൌ ݁଴ݔଵଶ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݔଶଶ           x,y א ݔ  ଵܭ ൌ ܽ ൅ ݁ଵሬሬሬԦܾ     , y=c+݁ଵሬሬሬԦ݀ 

                                                                                                  a,b,c,d א Թ,  ݁ଵሬሬሬԦ
ଶ ൌ െ1 

          ֜ ሺ݁଴ ൅ ݁ଵሬሺa ሬሬԦܾሻ ൅ ݁ଶሬሬሬԦሺc ൅ ݁ଵሬሬሬԦ݀ሻሻ݁ଶሬሬሬԦ ൌ ݁଴ݔଵଶ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݔଶଶ 

଴          ֜ ݁ ܽ݁ଶሬሬሬԦ ൅ ݁ ሬ݁଴ ଵሬሬԦܾሬ݁ ଶሬሬԦ ൅ ݁ଶሬሬሬԦc݁ଶሬሬሬԦ + ሬ݁ ଶሬሬሬԦሬ݁ ଵሬሬԦ݀݁  ሬ ଶሬሬሬԦ= ݁଴ݔଵଶ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݔଶଶ 

          ֜ ܽ݁ଶሬሬሬԦ ൅ ܾ݁ଷሬሬሬԦ െ ܿ ൅ ݀݁ଵሬሬሬԦ ൌ  ݁଴ݔଵଶ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݔଶଶ 

଴ሺെܿ ൅ ֜ ݁ ݁ଵሬሬሬԦ݀ሻ ൅ ݁ଶሬሬሬԦሺܽ െ ሬ݁ ଵሬሬԦܾሻ ൌ  ݁଴ݔଵଶ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݔଶଶ 

֜ ଵଶݔ ൌ െܿ ൅ ݁ଵሬ                     ሬሬԦ݀ ,  ܽ െ ݁ଵሬݔଶଶ ൌ ሬሬԦܾ 
ଵଶ= െݕത  ,  ݔଶଶ ൌ r.                     ֜ ݔ   ҧ oluݔ

Böylece  

          ܶ௘బ௫ା௘మሬሬሬሬԦ௬ ↔ ቀ
ଵଵݔ ଵଶݔ
ଶଵݔ ଶଶቁݔ ൌ ൬ݔ െݕത

ݕ ҧݔ ൰  

şeklin
 
         Önerme 25 :  ݔ ׊ א  ԧ ,    ݁ଶሬ

de elde edilir. ᇟ 

ሬሬԦଶ ൌ െ1 olmak üzere   ݁ݔଶሬሬሬԦ ൌ ݁ଶሬሬሬԦݔҧ ‘dir. 

ݔ ׊          א  ԧ  için  ݔ ൌ ܽ ൅ ሬ݁İspat: ଵሬሬԦܾ     a,b א Թ olarak alalım. 

ଶሬሬሬԦ = (ܽ +݁ଵሬሬሬԦܾ )݁ଶሬሬሬԦ݁ݔ                        ൌ ܽ݁ଶሬሬሬԦ ൅ ݁ଵሬሬሬԦܾ݁ଶሬሬሬԦ 

                    = ܽ݁ଶሬሬሬԦ ൅ ݁ଷሬሬሬԦܾ 

                    = ܽ݁ଶሬሬሬԦ െ ݁ଶሬሬሬԦ݁ଵሬሬሬԦܾ 

ଶ                    = ሬ݁ሬሬԦሺܽ െ ݁ଵሬሬሬԦܾሻ 

݁ଶሬ                    = ሬሬԦݔҧ 

                  ଶሬ݁ݔ   ֜     ሬሬԦ ൌ ݁ଶሬሬሬԦݔҧ     ሺݔ ׊ א  ԧ ,  ݁ଶሬሬሬԦ
ଶ ൌ െ1) 

şeklinde . ᇟ 

         Önerme 2 q׊ א ࣥ için ݍ ൌ ݁଴ݔ ൅ ݁ଶሬ

         bulunur

6: ሬሬԦݔ) ݕ, ݕ א ԧሻ olmak üzere;                        

         ݍ ൌ ݁଴ݔ ൅   ԡ ԡ ԡ ݁ଶሬሬሬԦݕԡ ൌ ଶ|ݔ| ൅  .ଶ şeklindedir|ݕ|

çin ԡݍ ൌ ݍ ൈ q׊ :İspat          ݍ א ࣥ ԡ i  old

ԡ݁଴ݔ ൅

uğundan, 

         ԡݍԡ ൌ ݁ଶሬሬሬԦݕԡ ൌ ሺ݁଴ݔ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݕ ) ൈ ሺ݁ ൅ ݁ଶሬ଴ݔ ሬሬԦݕሻ 

                             ଴ݔ ൅ ݁ଶሬ             = ሺ݁ ሬሬԦݕ )ൈ ሺ݁଴ݔ െ ݁ଶሬሬሬԦݕ ) 

െ                           ݔݔ =                ݔݕଶሬሬሬԦ݁+ ݕଶሬሬሬԦ݁ݔ െ ݁ଶሬሬሬԦ݁ݕଶሬሬሬԦݕ  

െ =                                          ݔݔ ݁ଶሬሬሬԦݕݔ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݔݕ െ ݁ଶሬሬሬԦ݁ଶሬሬሬԦݕݕ 

ݔݔ =                                           െ ݁ଶሬሬሬԦݕݔ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݔݕ ൅  ݕݕ

ଶ|ݔ| ൅  =                                           ଶ olarak bulunur. ᇟ|ݕ|
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: A= 
തݕ
ҧ ൰ matrisi üniter matristir.฻ 

i | |ଶ ൌ 1

          İspat (฻:)  ܣ ൌ ൬ݔ െݕത
ҧݔ ൰ matrisi üniter m ܣ

         Önerme 27
െ
ݕݔ൬ݔ

,ݔ ݕ| ݕ א  ԧ öylek ଶ|ݔ ൅ ’dir. 

atris olsun. O halde Aݕ
்
ൌ  .dir‘ ܫ

ܣ          ൌ ൬ݔ െݕ
ݕ ݔ ൰ ֜ ܣ

்
ൌ ൬ ݔ തݕ

െݕ  .൰ olurݔ

         Aܣ
்
ൌ   ൬ݔ െݕത

ݕ ҧݔ ൰ ൬
ݔ തݕ

ݕ൰ െݔ

                  ൌ ൬ݔݔ ൅ ݕݕ തݕݔ െ ݔݕ
ݔݕ െ ݕݔ ݕݕ ൅  ൰ݔݔ

0
0 ଶ|ݔ| ൅ ଶ|ݕ|

        ฻| |ଶ ൅ ଶ|ݕ| ൌ 1 elde edilir. 

       Bu da

                  = ൬
ଶ|ݔ| ൅ ଶ|ݕ| ൰  

                   = ቀ1 0
0 1ቁ 

   ݔ

  ra n Aܣ
்
ൌ ܣ ฻ܫ ൌ ൬ തݕ

ݕ ҧݔ ൰ , |ݔ|ଶ ൅ ଶ|ݕ| ൌ 1’dir. ᇟ 

଴ݔ ൅ ݁ଶሬ

ݔ െ

          Sonuç: q ൌ ݁ ሬሬԦݕ א ࣥ ݕ ҧݔ  

          

uaternionlar yında ԧ- Lineer Operatörler 
 
 

nım 35: Aşağıdaki özellikleri sağlayan F : ࣥ௡ ՜ ࣥ௡ dönüşümüne ԧ- lineer 

operatör denir. 

ଵݍ ൅ ଵሻݍ)ଶ) = Fݍ ൅ ,ଶሻݍሺܨ ,ଵݍ  ଶݍ א ࣥ௡ 

)λ,  λא ԧ, q א ࣥ௡ 

 

28: Keyfi - lineer operatör ԧ- lineerdir. 

t : F keyfi ࣥ- lineer opera

ଵݍ) ൅ )ଶ) = Fݍ ൅ ,ଶሻݍሺܨ ,ଵݍ  ଶݍ א ࣥ௡ 

(q)λ,   ࣥ, q א ࣥ௡ 

א ࣥ için geçerli old  λ ൌd ൅ a݁ଵሬ

ଵ  ฻ ൬ݔ െݕത൰ , ଶ|ݔ| ൅ ଶ|ݕ| ൌ 1 ‘dir.

         K  Uza

         Ta

         i) F(

         ii) F(qλ) = F(q

        Ön ࣥ

        İspa tör olsun. 

         i) F

erme 

ଵሻݍ

    ii) F(qλ) = F λא

uğundan

     

λ׊  ሬሬԦ ൅ 0݁ଶሬሬሬԦ ൅ 0݁ଷሬሬሬԦ, λ א rlidir. 

 λ, λ א ԧ 

ԧ için de geçe

֜ F(qλ) = F(q)



42 
 

erdir. ᇟ 

       2.2. ԧ૛- Uzayında Nokt ar Sisteminin SU(2) - Denklik Problemi ve K- Uzayında        
               क૚- Denklik Problemi 

 

m 36: … , u୫෦ሽ ك ԧଶ , ሼݒଵ෦, …,ଶ෦ݒ ௠෦ሽݒ ك ԧଶ öyle ki  ݒప෥= Fݑప෥  , i=1,2,…,m 

olacak şekilde Fא SU ሼuଵ෦, uଶ෦ … , u୫෦ሽ , ሼݒଵ෦, …,ଶ෦ݒ , ௠෦ሽݒ െm’lileri SU(2) denk denir  

e ሼݑଵ෦, …,ଶ෦ݑ ׽ ௠෦ሽݑ …,ଶ෦ݒ , ௠෦ሽሺݒ U(2 şeklinde gösterilir. 

֜ F, ԧ- line

 
al  

  
 

         Tanı ሼuଵ෦ ,, uଶ෦,

(2) varsa ,

,   ሼݒଵ෦,  Sv )) 

ష√ૠ

         Örnek 35: ݑଵ෦ ൌ ൫૚ା࢏૚ି࢏൯, ଶ෦ݑ  ൌ ൭ ૜ ା࢏൬૛૜ା
√ૠ
૜ ൰

√ૠ
૜ ା࢏൬

√ૠ
૜ ି

૛
૜൰
൱ א  ԧ૛ olmak üzere ; 

                    ൫૚ା࢏૚ି࢏൯ ׽ ൭
ష√ૠ
૜ ା࢏൬૛૜ା

√ૠ
૜ ൰

√ૠ
૜ ା࢏൬

√ૠ
૜ ି

૛
૜൰

 (  ‘

൯ ׽
ష√ૠ

൱ SU(2)) dir. 

z         Ç ૚ା࢏
૚ି࢏ö üm : ൫ ൭ ૜ ା࢏൬૛૜ା

√ૠ
૜ ൰

√ૠ
૜ ା࢏൬

√ૠ
૜ ି

૛
૜൰
൱   ൭

ష√ૠ

 ( SU(2)) ֜ ૜ ା࢏൬૛૜ା
√ૠ
૜ ൰

√ૠ
૜ ା࢏൬

√ૠ
૜ ି

૛
૜൰
൱ ൌ F. ൫૚ା࢏૚ି࢏൯ olacak şekilde 

ܷሺ2ሻ vard  

ğer ܨ ൌ ቌଷ

ܨ׌ א ܵ ır.

 E
ଵ ൅ ଵ

ଷ
݅ ି√଻

ଷ
√଻
ଷ

ଵ
ଷ
െ ଵ

ଷ
݅
ቍ olarak alınırsa, 

 F. ൫૚ା࢏૚ି࢏൯ ൌ ቌ
ଵ
ଷ
൅ ଵ

ଷ
݅ ି√଻

ଷ
√଻
ଷ

ଵ
ଷ
െ

ଷ
ଵ ݅

૚ା࢏
૚ି࢏൯ ൌ ൭

ష√ૠ

ቍ . ൫ ૜ ା࢏൬૛૜ା
√ૠ
૜ ൰

√ૠ
૜ ା࢏൬

√ૠ
૜ ି

૛
૜൰
൱ bulunur. 

Burada ܨ א ܷܵሺ2ሻ ir.  

Gerçekten, det(F) = ቮ
ଵ
ଷ

’d

൅ ଵ
ଷ
݅ ି√଻

ଷ
√଻
ଷ

ଵ
ଷ
െ ଵ

ଷ
݅
ቮ = 1’dir. Ayrıca, 

.ܨ  ത்ܨ ൌ ቌଷ
ଵ ൅ ଵ

ଷ
݅ ି√଻

ଷ
√଻
ଷ

ଵ
ଷ
െ ଵ

ଷ
݅
ቍ . ቌ

ଵ
ଷ
െ

ଷ
ଵ ݅ ି√଻

ଷ
√଻
ଷ

ଵ
ଷ
൅ ଵ

ଷ
݅
ቍ  

்
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ଵ

          = ቌଷ
൅

ଷ
ଵ ݅ ି√଻

ଷ
√଻
ଷ

ଵ
ଷ
െ ଵ

ଷ
݅
ቍ . ቌ

ଵ
ଷ
െ ଵ

ଷ
݅ √଻

ଷ
ି√଻
ଷ

ଵ
ଷ
൅ ଵ

ଷ
݅

          = ቀ1 0
0 1ቁ ൌ  .olduğu görülür ܫ

ım 37: ሼuଵ, uଶ ୫ ଵ, ,ଶݒ … , ௠ሽݒ ك  ࣥöyle ki ݒ௜ ൌ ,௜ݑ݃ ݅ ൌ

1,2, … ,݉ olacak şekilde ݃ ,ଵݑଵࣥ varsa ሼ א ,ଶݑ … , ,ଵݒ௠ሽ , ሼݑ ,ଶݒ … , ௠ሽݒ െ  m’lileri ଵࣥ denk 

denir ve ሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ ׽  ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ௠ሽሺݒ ଵࣥሻ ile gösterilir. 

         Örnek 36 :  ݍଵ ൌ 3 ൅ 2݁ଵሬ

ቍ 

         Tan , … , u ሽ ك ࣥ, ሼݒ

ሬሬԦ ൅ 4݁ଶሬሬሬԦ െ ݁ଷሬሬሬԦ   ve  ݍଶ ൌ
଻
ଷ
൅ ଵ଴

ଷ
݁ଵሬሬሬԦ ൅

ଵଵ
ଷ
݁ଷሬሬሬԦ olmak üzere  

ଶሺ ଵࣥሻ ‘di

         Çözüm: ݍଵ  ׽ ଶሺݍ  ଵࣥሻ ֜ ଶݍ  ൌ ݍ׌ ଵ olacak şekildeݍݍ א ଵࣥ vardır. O halde son 

eşitliğin her iki tarafını ݍଵିଵ ile çarparsak, 

ଵ
ିଵ   

ଶݍ  ֜ · ଵିଵݍ ൌ  .olur ݍ

ݍ    א ଵࣥ olup olmadığını inceleyelim: 

ଶ. ଵିݍ ൌ ሺ଻
ଷ

׽  ଵݍ  ݍ  r. 

ଶݍ   · ଵିଵݍ ൌ ଵݍݍ · ݍ 

ݍ   ଵ ൅ ଵ଴
ଷ
݁ଵሬሬሬԦ ൅

ଵଵ
ଷ
݁ଷሬሬሬԦ) . ሺ3 ൅ 2݁ଵሬሬሬԦ ൅ 4݁ଶሬሬሬԦ െ ݁ଷሬሬሬԦሻିଵ 

 ൌ ሺ଻
ଷ
൅ ଵ଴

ଷ
݁ଵሬሬሬԦ ൅

ଵଵ
ଷ
݁ଷሬሬሬԦ) . 

ሺଷିଶ௘భሬሬሬሬԦିସ௘మሬሬሬሬԦି௘యሬሬሬሬԦሻ
ଷ଴

 

ଵ = 
ଷ଴
ቂቀ7 ൅ ଶ଴

ଷ
െ ଵଵ

ଷ
ቁ ൅ ቀିଵସ

ଷ
൅ 10 ൅ ସସ

ଷ
ቁ ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ቀିଶ଼

ଷ
െ ଵ଴

ଷ
െ ଶଶ

ଷ
ቁ ݁ଶሬሬሬԦ ൅ ሺ଻

ଷ
െ ସ଴

ଷ
൅ 11ሻ݁ଷሬሬሬԦቃ 

 = ଵ
ଷ଴
ቂଷ଴
ଷ
൅ ଺଴

ଷ
݁ଵሬሬሬԦ െ

଺଴
ଷ
݁ଶሬሬሬԦቃ 

ଵ = 
ଷ
൅

ଷ
ଶ ݁ଵሬሬሬԦ െ

ଶ
ଷ
݁ଶሬሬሬԦ şek

Dolayısıyla ݍ ൌ ଵ

linde bulunur. 

ଷ
൅ ଶ

ଷ
݁ଵሬሬሬԦ െ

ଶ
ଷ
݁ଶሬሬሬԦ 

֜ ݍ ൌ ሺ
ଷ

          ԡ ԡ ଵሻ ൅ ሺଶ ଶ
ଷ
ሻ ൅ ሺଶ ିଶ

ଷ
ሻଶ 

ଵ                       = 
ଽ
൅

ଽ
ସ ൅ ସ

ଽ
 

                       = 1 olur. 

 olacak şekilde ݍ׌ א ଵࣥ  

׽   ଶሺࣥݍ  . 

൅ ሬ݁

Böylece  ݍଶ ൌ ଵݍݍ  vardır.

ଵݍ ֜ ଵሻ ‘dir

 

         Örnek 37:  ݍଵ ൌ 1 ଵሬሬԦ ൅ 2݁ଶሬሬሬԦ  ve   ݍଶ
ିଵൌ
ହ
൅

ହ
଼ ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ହ

ଷ ݁ଶሬሬሬԦ ൅
଼
ହ
݁ଷሬሬሬԦ  olmak üzere   

׽  ଵݍ  ଶሺݍ  ଵࣥሻ değildir. 
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    Çözüm: ݍଵ ׽ ଶሺݍ  ଵࣥሻ ֜   ଶݍ  ൌ ݍ׌ ଵ olacak şekildeݍݍ א ଵࣥ vardır. O halde son 

liğin her iki t  ,ଵିଵ ile çarparsakݍ

· ଵିݍ

ଶ · ଵିଵݍ ൌ  .olur ݍ

ݍ  א ଵࣥ olup olmadığını inceleyelim: 

ଶ · ଵିଵݍ ൌ ቀିଵ
ହ

       

eşit arafını 

ଶ  ݍ ଵ ൌ ଵݍݍ ·    ଵିଵݍ 

ݍ  ֜

ݍ   ൅
ହ
଼ ݁ଵሬሬሬԦ ൅

ଷ
ହ
݁ଶሬሬሬԦ ൅

଼
ହ
݁ଷሬሬሬԦ ቁ · ሺ1 ൅ ݁ଵሬሬሬԦ ൅ 2݁ଶሬሬሬԦ ሻିଵ 

 = ቀିଵ
ହ
൅ ଼

ହ
݁ଵሬሬሬԦ ൅

ଷ
ହ
݁ଶሬሬሬԦ ൅

଼
ହ
݁ଷሬሬሬԦቁ ·

ሺଵି௘భሬሬሬሬԦିଶ௘మሬሬሬሬԦ ሻ
଺

 

ଵ= 
଺
ቂቀିଵ

ହ
൅ ଼

ହ
൅ ଺

ହ
ቁ ଵ൅ ቀ

ହ
൅

ହ
଼ ൅

ହ
ଵ଺ቁ ݁ଵሬሬሬԦ ൅ ቀଶ

ହ
൅ ଷ

ହ
െ ଼

ହ
ቁ ݁ଶሬሬሬԦ ൅ ሺିଵ଺

ହ
൅ ଷ

ହ
൅ ଼

ହ
ሻ݁ଷሬሬሬԦቃ 

=  ଵ
଺
ቀଵଷ
ହ
൅ 5ሬ݁ ଵሬሬԦ െ

ଷ
ହ
݁ଶሬሬሬԦ െ ݁ଷሬሬሬԦቁ 

=  
ଷ଴
ଵଷ ൅ ହ

଺
݁ଵሬሬሬԦ െ

ଵ
ଵ଴
݁ଶሬሬሬԦ െ

ଵ
଺
݁ଷሬሬሬԦ  bulunur. 

ଵଷݍ ൌ
ଷ଴
൅

଺
ହ ݁ଵሬሬሬԦ െ ଵ଴

ଵ ݁ଶሬሬሬԦ െ
ଵ
଺
݁ଷሬሬሬԦ   

ԡݍ ൌ ቀଵଷ
ଷ଴

֜ԡ ቁ
ଶ
൅ ቀହ

଺
ቁ ൅ ቀ

ଵ଴

ଶ ିଵቁ ൅ ቀିଵ
଺

ଶ
ቁ
ଶ
് 1 

uğundan ݍଵ  ׽ ଶሺݍ  ଵࣥሻ değildir. 

               

          2.3. SU(2) – Denklik Problemi ve क െDenklik Problemi Arasındaki Bağlantı 

     Önerme 2 ࣥ:ଵܨ : ՜ ԧଶ 

ܽ ൅ ݁ଶሬ

old

                                 

૚

 

     9

                                 (݁଴

 

ሬሬԦb) ՜ ൫௔௕൯ 

linde ın ԧ - izomorfizmadır. 

           İspat:  ׊ ܽ ൅ ݁ଶሬ

ş  tanımlanan ܨଵ dönüşümü ԧ üzerindeki lineer uzaylarek

 

ሬሬԦb , ܿ ൅ ݁ଶሬሬሬԦ݀  א ࣥ; 

ܽ ൅ ݁ଶሬܨଵሺ ሬሬԦbሻ ൌ ଵሺܿܨ ൅ ݁ଶሬሬሬԦ݀ሻ ֜ ܽ ൅ ݁ଶሬሬሬԦb ൌ  ܿ ൅ ݁ଶሬሬሬԦ݀  olduğunu gösterelim: 

ଵሺܽܨ  ൅ ݁ଶሬሬሬԦbሻ ൌ ଵሺܿܨ ൅ ݁ଶሬሬሬԦ݀ሻ       

 ൫௔௕൯=൫
௖
ௗ൯  ֜
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ܽ ൌ ܾ ݁ݒ ܿ ൌ ݀ ‘dir. 

 ֜   ܽ ൅ ݁ଶሬ

 ֜ 

ሬሬԦb ൌ  ܿ ൅ ݁ଶሬሬሬԦ݀ 

 .ଵ – birebirdirܨ

 

൫௔௕൯׊  א ԧ
ଶ; ܨଵሺܽ ൅ ݁ଶሬ

 ֜

ሬሬԦbሻ ൌ ൫௕൯ olacak şekilde ܽ ൅ ݁ଶሬ௔ ሬሬԦb א ࣥ vardır. 

 .ଵ - örtendirܨ

ሺሺܽ ൅ ሬ݁

 ֜

 

ଵܨ  ଶሬሬԦbሻ+ሺܿ ൅ ݁ଶሬሬሬԦ݀ሻሻ ൌ ܨ ൫ሺܽ ൅ ܿሻ ൅ ሬ݁ଵ ଶሬሬԦሺܾ ൅ ݀ሻ൯ ൌ ൫௔ା௖௕ାௗ൯ 

  ൌ      ൫௕൯ ൅ ൫
௖
ௗ൯ 

                                                                                      

                                                

                                             

௔

ൌ    ଵሺܽܨ ൅ ݁ଶሬሬሬԦbሻ ൅ ܨଵሺܿ ൅ ݁ଶሬሬሬԦ݀

λא ԧ; 

ሻ                                                                           

׊ 

ଵ൫ሺܽܨ  ൅ ݁ଶሬሬሬԦbሻλ൯ ൌ ଵሺܽλܨ ൅ ݁ଶሬሬሬԦbλሻ ൌ ൫௔஛௕஛൯ ൌ ൫௔௕൯λൌܨଵሺܽ ൅ ݁ଶሬሬሬԦbሻλ 

 ֜ ଵ൫ሺܽܨ ൅ ݁ଶሬሬሬԦbሻλ൯ ൌ ݁ଶሬܨଵሺܽ ൅ ሬሬԦbሻλ 

 ֜  .ଵ , ԧ‐ lineerdirܨ

ଵ, ԧ ‐izomܨ ֜ 

 

orfizmadır. ᇟ 

Önerme 30: ܨଵିଵ: ԧଶ ՜ ࣥ 
                                 ൫௔௕൯ ՜(݁଴ܽ ൅ ݁ଶሬ

         
  ሬሬԦb) 

mlanan ܨଵିଵ dönüşümü ԧ üzerindeki lineer uzayların ԧ - izomorfizmadır. 
     İspat : Önerm ereği ܨଵ:ࣥ  ՜ ԧଶ dönüşümü birebir, örten olduğundan 
ଵܨ : ԧଶ ՜ ࣥ dönüşümü vardır. 

       ଶ; 

ଵିଵܨ        ቀ൫௔௕൯ቁ ൌ ଵܨ 
ିଵ ቀ൫௖ௗ൯ቁ ֜ ൫௔௕൯ ൌ ൫௖ௗ൯ olduğunu gösterelim: 

ଵ
ିଵ ቀ൫௔௕൯ቁ ൌ ଵܨ 

ିଵ ቀ൫௖ௗ൯ቁ eşitli e işl larsak, 

ܨ       ൯ቁ൰ ൌ ଵܨ ൬ܨଵିଵ ቀ൫௖ௗ൯ቁ൰ ֜ ൫௔௕൯ ൌ ൫௖ௗ൯ 

ଵିଵܨ ֜        െbirebirdir. 

଴ܽ݁)׊          ൅ ݁ଶሬ

şeklinde tanı
    e 29 g

ିଵ

 
,൫௔௕൯ ׊   ൫

௖
ௗ൯ א ԧ

  

ܨ  ğine ܨଵ ile soldan bileşk emi uygu

  ଵ ൬ܨଵିଵ ቀ൫௔௕
  
 

ሬሬԦb) א ଵିଵܨ ;ܭ ቀ൫௔௕൯ቁ ൌ (݁଴ܽ ൅ ݁ଶሬሬሬԦb) olacak şekilde ൫௔௕൯ א ԧ
ଶ var mıdır? 
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ଵ
ିଵ ቀ൫௔௕൯ቁ ൌ (݁଴ܽ ൅ ݁ଶሬܨ ሬሬԦb) eşitliğine soldan  ,ଵ ile bileşke işlemi uygularsakܨ

ଵܨ          ൬ܨଵିଵ ቀ൫௔௕൯ቁ൰=ܨଵሺ݁଴ܽ ൅ ݁ଶሬ

 

ሬሬԦbሻ 

        ௔ ൌ ଵሺ݁଴ܽܨ ൅ ݁ଶሬ൫௕൯ ሬሬԦbሻ elde edilir. 
       ğundan ൫௔௕൯ א ԧ

ଶ’dir. 
  ଵ

ିଵ െ örtendir. 

ଵ
ିଵ(൫௔௕൯ ൅ ൫௖ௗ൯ሻ ൌ ଵିଵܨ ቀ൫௔ା௖௕ାௗ൯ቁ ൌ ݁଴ሺܽ ൅ ܿሻ ൅ ݁

ଵ örten olduܨ  
 ܨ ֜      
 

ଶሬ ܨ ሺ ሬሬԦሺܾ ൅ ݀ሻሻ 
                                         = ݁଴ܽ ൅ ݁ଶሬ               ( ሬሬԦb + ܿ ൅ ݁ଶሬ݁଴ ሬሬԦd ) 
                                         = ݁଴ܽ ൅ ݁ଶሬ               ( ሬሬԦb) + (݁଴ܿ ൅ ݁ଶሬሬሬԦd) 

                    = ଵ
ିଵ ቀ൫௔௕൯ቁ ൅ ଵିଵܨ ቀ൫௖ௗ൯ቁ 

א

ଵ ቀ൫௔஛௕஛൯ቁ ൌ ሺ݁଴ܽλ ଶ

                  

 

λ  ԧ; 

ܨ                 

׊ 

ܨ  ିଵ ቀ൫௔൯λቁ ൌ ܨ ି
ଵ ௕ ଵ ൅ ሬ݁ሬሬԦbλሻ ൌ ሺ݁଴ܽ ൅ ݁ଶሬሬሬԦbሻλ ൌ ܨ ିଵ ቀ൫௔௕൯ቁ λ 

r. 

 

 ࣥ:ଵܨ  ՜ ԧଶ 

                   ܽଵ ൅ ݁ଶሬ

ଵ

ଵିଵ , ԧܨ ֜  െlineerdi

ଵିଵ , ԧܨ ֜   െizomorfizmadır. ᇟ

 

         Teorem 4:

            ሬሬԦܾଵ ՜ ቀ௔భ௕భቁ  ܽଵ, ܾଵ ԧ א

lsun. Bu taktirde  ܪ:ࣥ ՜ ିଵ ଶ ଶ eerdir. 
İspat: ሺ֜ሻ:  ܪ:ࣥ ՜
ቁ , ቀ௖భௗభቁ א ԧ

ଶ; 

ל ଵିଵܨ ௖భ
భ
ቁ൰ ൌ ൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ௔భ௕భቁ ൅ ൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ௖భௗభቁ ? 

ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ௔భ
భ
ቁ ൅ ௖భ

ௗభ
ቁ൰=ሺܨଵ ל ܪ ቆܨଵିଵ ൬ ௔ ௖

ଵିଵ  ԧ ‐ lineer olduܨ      

ሻܪ ൬ܨଵିଵ ቀ௔భ௕భቁ ൅ ଵ
ିଵ ቀ௖భௗభቁ൰=൭ܨ ቆܪ ൬ܨଵିଵ ቀ௔భ௕భቁ ൅ ଵିଵܨ ቀ௖భௗభቁ൰ቇ൱ 

‐ lineer olduğundan; 

൬ܨଵ ൬ܨଵିଵ ቀ௖భௗభቁ൰ቇ  

 ;ଵ  ԧ ‐ lineer olduğundanܨ 

 

o ࣥ   ԧ‐ lineerdir.֞ ܨଵ ל ܪ ל ଵܨ : ԧ ՜ ԧ , ԧ ‐lin
           ࣥ  dönüşümü  ԧ‐ lineer olsun. 

ቀ௔భ௕భ׊ 
 ൫ܨଵ ל ܪ ൯ ൬ቀ௔భ௕భቁ ൅ ቀௗ

 ൫ܨଵ ל ൬ቀ௕ ቀ ሻ ቀ భ
௕భ
ቁ ൅ ቀ భ

ௗభ
ቁ൰ቇ 

ğundan; 

 ሺܨଵ ל ܨ ଵ

 ԧ  ܪ 

ൌ ଵܨ ቆܪ ቀ௕భቁ൰ ൅ ଵିܪ ௔భ
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ଵܨ ൬ܨଵିଵ ቀ௔భ௕ ቁ൰ቇ ൅ ଵܨ ቆܪ ൬ܨଵିଵ ቀ௖భௗభቁ൰ቇ 

൯ ቀ௖భௗభቁ 

௕భ

ଵܨ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ൬ቀ௔భ௕భቁ λ൰ ൌ ൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ௔భ௕భቁ λ    ? 

 ൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ൬ቀ௔భ௕భቁ λ൰ൌሺܨଵ ל ଵܨሻቆܪ
ିଵ ൬ቀ௔భ௕భቁ λ൰ቇ  

 ;ଵିଵ ԧ ‐lineer olduğundanܨ   

ሺ ל ܪ ଵ భ
 

ଵ ܪ ቀ ିଵ
௕భ

ğundan; 

ቁ λቁ    

r oldu undan; 

ଵܨ= ቆܪ ൬ܨଵ ଵ ቀ௔భ௕భቁ൰ቇ λ 

൫ܨଵ ל ܪ ିଵ൯ ቀ௔భ௕భቁ λ    

ଵܨ  ל eerdir. 

 ሺ֚ ל ܪ ל ଵିଵ: ԧଶܨ ՜ ԧଶ, ԧ ‐lineer olsun. 

 = ቆܪ
భ

=൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ௔భ௕భቁ ൅ ൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵܨ ‘dir. 

ቀ௔భቁ׊  א ԧଶ , ׊λא ԧ; 

 ൫

= ଵܨ ሻ ቀܨ ିଵ ቀ௔భ௕ ቁ λቁ

ܨ= ൬ ଵܨ ቀ௔భቁ λቁ൰  

ԧ ‐lineer oldu ܪ  

ଵܨ= ቀܪ ൬ܨଵିଵ ቀ௔భ௕భ ൰

ğ  ܨଵ  ԧ ‐linee

ି

= ל ଵܨ

 ֜ ܪ ל ଵିଵ: ԧଶܨ ՜ ԧଶ, ԧ ‐lin

 

ሻ: ܨଵ
ଵܽ ׊  ൅ ݁ଶሬሬሬԦܾଵ,  ܿଵ ൅ ݁ଶሬሬሬԦ݀ଵ א

൅ ሬ݁

ࣥ alalım. Bu taktirde, 

 ܽଵ ଶሬሬԦܾଵ ൌ ଵିଵܨ ቀ௔భ௕భቁ ,  ܿଵ ൅ ݁ଶሬሬሬԦ݀ଵ ൌ ܨ ቀ௖భௗభቁ  ݁ݒ  ቀ
௔భ
௕భ
ቁ , ቀ௖భௗభቁ א ԧ

ଶ’dir. 

ଵ ൰ ൌ ൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ௔భ௕భቁ ൅ ൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ௖భௗభቁ’dir. 

Yuk ki eşitliğe soldan ܨଵିଵ uygulandığında; 

ଵିଵܨ  ቆ൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ൬ቀ௔భ௕భቁ ൅ ቀ௖భௗభቁ൰ቇ 

ଵ
ିଵ

൫ܨ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ൬ቀ௔భ௕భቁ ൅ ቀ௖భௗభቁ

arıda
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ଵିଵܨ=        ଵିଵ൯ܨ ቀ௔భ௕భቁ ൅ ൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ భ
భ
ቁ൰ 

ଵିଵܨ =        ቆܨଵ൫ܪ ל ଵିଵܨ ൬ቀ௔భ௕భቁ ൅ ቀ௖భௗభቁ൰ቇ 

ܪ ל ଵିܨ ௔భ
௕భ
ቁ ൅ ܪଵ൫ܨ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ௖భௗభ  

ଵ
ିଵ 

ܪ ל ௖భ
ௗభ

൰ ൌ ଵିଵܨ ൬ܨଵ൫ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ௔భ௕భቁ൰ ൅ ଵିଵܨ ൬ܨଵ൫ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ௖భௗభቁ൰ 

ܪ ቆܨଵିଵ ൬ቀ௔భ௕భቁ ൅ ቀ௖భௗభ ቇ=ܪ ൬ܨଵିଵ ቀ௔భ௕భቁ൰ ൅ ܪ ൬ܨଵିଵ ቀ௖భௗభቁ൰ 

 ௖
ௗ ൬൫ܨଵ ל ܪ ל

  ൯

ଵ൯ ቀ ቁ൰         =ܨଵିଵ ൬ܨଵ൫

ܨ  ԧ ‐lineer olduğundan; 

ଵିଵ൯ܨ ൬ቀ௔భ௕భቁ ൅ ቀ ൫ ቁ

    ቁ൰

൫ሺܽଵܪ  ൅ ݁ଶሬሬሬԦܾଵሻ ൅ ሺܿଵ ൅ ݁ଶሬሬሬԦ݀ଵሻ൯ ൌ ሺܽଵܪ ൅ ݁ଶሬሬሬԦܾଵሻ ൅ ሺܿଵܪ ൅ ݁ଶሬሬሬԦ݀ଵሻ….(1) 

    imdi ׊ ܽଵ ൅ ݁ଶሬ      Ş ሬሬԦܾଵ א ࣥ ve ׊λ א Թ alalım. Buradan ܽଵ ൅ ݁ଶሬሬሬԦܾଵ ൌ ଵିଵܨ ቀ௔భ௕భቁ , 

భ
௕భ
ቁ ଶ’dir. 

ל lineer olduğundan; 

൫ܨଵ ל ଵିଵ൯ܨ ൬ቀ௔భ௕భቁ λ൰ ൌ ൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ௔భ௕భቁ λ   ′ dir. 

ukarıdaki eşitliğe sol  ଵିଵ uygulandığındaܨ

ଵ
ିଵ ቆ൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ൬ቀ భቁ λ൰ቇ ൌ ଵିଵܨ ൬൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ௔భ௕భቁ λ ൰ 

ଵ  ԧ ‐lineer olduğundan; 

ቆ൫ܨଵ ל ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ൬ቀ௔భ௕భቁ ܪ ל ଵିଵ൯ܨ ቀ௔భ௕భቁ൰  λ            

ל ଵିଵ൯ܨ ൬ቀ௔భ௕భቁ λ൰=൫ܪ ל ଵܨ ቀ௕భቁ ൰  λ 

ܪ  ቆ ܨଵିଵ ൬ቀ௔భ௕భቁ λ൰ቇ ൌ ܪ ቆܨଵିଵ ൬ቀ௔భ௕భቁ൰ቇ  λ 

ܨ ିଵ ԧ ‐lineer olduğundan; 

ܪ  ቀ ܨଵିଵ ൬ቀ௔భ௕భቁ൰ λቁ= ܪ ቆܨଵିଵ ൬ቀ௔భ௕భቁ൰ቇ  λ 

൫ሺܽଵܪ  ൅ ݁ଶሬ

ቀ௔ א ԧ

ଵܨ ܪ ל ଵିଵ: ԧଶܨ ՜ ԧଶ, ԧ ‐

ל ܪ

Y dan 

ܨ  ௔
௕భ

ܨ ିଵ

ଵିଵܨ  λ

൫ܪ ିଵ ௔భ

൰ቇ=ܨଵିଵ ൬൫ܨଵ ל

൯ ൬

ଵ

ሬሬԦܾଵሻλ൯= ܪ൫ሺܽଵ ൅ ݁ଶሬሬሬԦܾଵሻ൯λ….(2) 

) ve  (2) eşitliklerinden  ܪ:ࣥ ՜ ࣥ dönüşümü  ԧ‐ lineerdir. ᇟ          (1
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nım 38: ሼܨ:ࣥ ՜ ࣥ, ܨ െ ԧ െ  lineer operatörሽ kümesine kuaternionlar uzayında 

tüm ԧ‐ lineer operatörlerin kümesi denir ve M(ࣥ, ԧሻ ile gösterilir. 

        T ım 39: ሼܨ: ԧଶ ՜ ԧଶ, ܨ െ ԧ െ  lineer operatörሽ kümesine ԧଶ- kompleks vektör 

zay törlerin kümesi denir ve M(ԧଶ, ԧሻ ile gösterilir. 

         Not: M(ࣥ, ԧሻ ve M(ԧଶ, ԧሻ kümeleri ԧ üzerinde birer lineer uzaydır. 

       Teorem 5:  W : M(ࣥ, ԧሻ ՜Mሺԧଶ, ԧሻ 

                                           H   ՜ WሺHሻൌ ܨଵ ל ܪ ל  ଵିଵܨ

 ԧ-izomorfizm  

        İspat: , ଶܪ M א  ԧ

Wሺܪଵሻ ൌ ܹሺܪଶሻ ֜ ଵܪ
Wሺܪଵሻ ൌ ܹሺܪଶሻ ֜ ଵܨ ל ଵܨ ൌ ଵܨ ל ଶܪ ל  ଵିଵܨ

Eşitliğin soldan ܨଵିଵ,sa ଵ ile bileşkesini alırsakܨ 

ଵ ൌ ଵିଵ൯ܨ ל  ଵܨ

 ൫ܨଵିଵ ל ଵ൯ܨ ל ଵܪ ל ൫ܨଵିଵ ל ଵ൯ܨ ൌ ൫ܨଵିଵ ל ଵ൯ܨ ל ଶܪ ל ൫ܨଵିଵ ל  ଵ൯ܨ

 ֜ ܪ ଶ 

 ֜ W

          Keyfi ܣ א ,ሺԧଶܯ ԧሻ için ܣ ൌ ܹሺܪሻ olacak şekilde bir Hא var mıdır? 

         Keyfi ܣ א ሺܯ ଶ, ԧሻ alalım. ܣ’nın soldan ܨଵିଵ,sağdan ܨଵ ile bileşkesini alırsak, 

ଵିଵܨ   ל A ל  ଵܨ elde edilir.  ܨଵିଵ  ל A ל ࣥ :ଵܨ ՜ ࣥ  bir dönüşümdür. Burada  ܨଵିଵ  ל A ל  ଵܨ

lemanını ܪ ile gösterelim. Bu taktirde ܪ: ՜ ࣥ ‘dır. 

֜ ܹ rtendir. 

֜ ܹ

   Şi  ‐nin ԧ’ܪ  eer dönüşüm olduğ nu gösterelim: 

Önerme 29 ve önerme 30’e göre sırasıyla ܨଵ ve  ܨଵିଵ dönüşümleri ԧ‐  lineerdir. Diğer 

raftan ܣ  dönü mü ԧ‐  lineer ol an bileş ଵ
ିଵ  ל A ଵ ൌ  ܪ dönüşümü ԧ‐ 

, ԧሻ ‘dir. 

         Ta

 

an

u ında tüm ԧ‐ lineer opera

 

 

  

        dönüşümü adır.

ଵܪ ׊  ሻ; (ࣥ,

ൌ  ? ଶܪ

ל ଵܪ ିଵ

ğdan ; 

ଵିଵܨ  ל ൫ܨଵ ל ଵܪ ל ଵିଵ൯ܨ ל ܨ ଵିଵܨ ל ൫ܨଵ ל ଶܪ ל

ଵൌܪ

-birebirdir. 

Mሺࣥ, ԧሻ 

ԧ

e ࣥ

െö

െbirebir ve örtendir. 

mdi  lin u

ta şü duğund ke  ܨ ל  ܨ

lineerdir. Dolayısıyla ܪ א Mሺࣥ
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ሺܪଵሻ ൅Wሺܪଶሻ ?     

 

                                                               ൌ ܪଵሺܨ  ିଵ ൅ ଶሻܪଵሺܨ ל  ଵିଵܨ

                                   = Wሺܪଵሻ ൅Wሺܪଶ

ሺܪଵλሻ ൌ W

 

,ଵܨ 

ܪ) λ 
neerdir.  

mad
   Teorem 6: W : M(ࣥ, ԧሻ ՜Mሺԧଶ, ԧሻ 

önüşümü ԧ - cebir izomorfizmasıdır. 

        İspat: Teorem 5’ten W  ԧ‐lineerdir. 

         ଵ, ଶܪ  ;ԧ אλ׊ , M(ࣥ, ԧሻ א

     ( ଵ ൅ ଶሻܪ ൌ W(ܪଵሻ ൅Wሺܪଶሻ 

ଵ ଵ  λ  ‘dir. 

ଶ ൌ Wሺܪ ሺܪଶሻ   ? 

ܪ ሻ ൌ ଵܨ ל ሺ
ିଵ ܪ ଵ

                                                            = Wሺܪଵሻ ל   

d asıdır. ᇟ

     Ö SU(2) 

                         ൌ ݁଴ݔ ൅ ݁ଶሬ

Wሺܪଵ ൅ ଶሻܪ ൌ W

Wሺܪଵ ൅ ଶሻܪ ൌ ଵܨ  ל ሺܪଵ ൅ ଶሻܪ ל ଵܨ
ିଵൌ൫ܨଵሺܪଵሻ ൅ ଶሻ൯ܪଵሺܨ ל ଵିଵܨ

        ଵሻ ל   ଵܨ

                            ሻ 

elde edilir. 

 

 ;ԧ אλ׊

ሺܪଵሻ λ  ? W

Wሺܪ     ଵλሻ ൌ ଵܨ  ל ሺܪଵλሻ ל ଵܨ
ିଵ  

 , ଵିଵ ‐ ԧ‐ lineer olduğundanܨ 
ିଵ               = ൯λ 

         =W
W- ԧ‐ li
W- ԧ ‐ izomorfiz ır. ᇟ 

൫ ܨଵ ל ଵܪ ל ଵܨ

ଵሻ       
 ֜ 
 ֜ 

                                H   ՜ WሺHሻൌ ܨଵ ל ܪ ל  ଵିଵܨ

d

  

   ܪ׊

i) W     ܪ

λሻ ൌ Wሺܪ

ሻ

         iiሻ Wሺܪ ሻ

         Wሺܪଵ ל ܪ ଵሻ ל   W

W        ܪ ל ଵ ל ଶሻܪ ଵ ൌ ଵܨ ל ל ଵିଵܨ ל ܨ ל ଶܪ ל ଵܪଵିଵ ሺܨ ଶ ל ܨ ଵ

Wሺܪଶሻ 

     ֜ W  önüşümü ԧ-cebir izomorfizm      

 

    nerme 3 Ψ: ଵࣥ→1: 

ݍ    ሬሬԦݕ ՜ Ψሺqሻ ൌ ൬ݕ ҧݔ ൰ 
ݔ െݕത
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? 

଴ݔଵ ൅ ሬ݁

dönüşümü grup izomorfizmasıdır. 

         İspat: ݍ׊ଵ, ଶݍ א ଵࣥ; Ψሺݍଵሻ ൌ Ψሺݍଶሻ ֜ ଵݍ ൌ ଶݍ …

ݍ  ൌ ݁ ଶଵ ሬሬԦݕଵ  

ଶ ݍଶ ൌ ݁଴ݔଶ ൅ ሬ݁ሬሬԦݕଶ olmak üzere; 

 Ψሺݍଵሻ ൌ Ψሺݍଶሻ ֜ ൬
ଵݔ െݕଵതതത
ଵݕ ଵݔ

൰ ൌ ൬ݔଶ െݕതଶതത
ଶݕ ଶതതതݔ

൰ 

ଶ olur. 

 Ψ ebirdir

ݔ െ ൰ א SU 2ሻ iç ሺqሻ ൌ ൬ݔ െݕത
ݕ ҧݔ ൰ olacak şekilde bir ݍ א ଵࣥ mevcuttur 

ğu Önerme 27’de gösteri

rtendir. 

ଵࣥ ሺݍଵ · ݍ ሻ ൌ Ψሺݍଵሻ · Ψሺݍଶሻ… ? 

                      

 halde ݍଵ ൌ ݍ

         ֜ ଵݔ ൌ ଵݕ ଶ veݔ ൌ  .ଶ ‘dirݕ

O

       - bir . 

തݕ
ҧݔ ሺ

   ֜

൬      in Ψ׊   

ld ldi. 

ݕ

o u

- ö         ֜  Ψ 

׊          ଶݍ א ; Ψݍଵ, ଶ

ଵݍ          · ଶݍ ൌ ሺ݁଴ݔଵ ൅ ሬ݁ ଶሬሬԦݕଵሻ · ݁଴ݔଶሺ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݕ

ଵሬ݁ݔ

ଶሻ 

                      ൌ ଶݔଵݔ ൅ ଶሬሬԦݕଶ ൅ ሬ݁ ଶሬሬԦݕ ൅ ݁ଵݔଶ ଶሬሬሬԦݕଵ݁ଶሬሬሬԦݕଶ 

     ଶ               =ݔଵݔଶ ൅ ሬ݁  ሬሬԦݔଵݕଶ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݕଵ ଶ െ ݔଵതݕ തതݕଶ 

ଶݔଵݔ =                        െ ଶݕଵതതതݕ ൅ ݁ଶሬሬሬԦሺݔଵݕଶ ൅ ݕ

ଵതݕ

ଵݔଶሻ

ሺݍଵ · ଶሻݍ ൌ

 

        Ψ ቆݔଵݔଶ െ തതݕ െሺݔଵଶ ଶݕ ൅ തݕ
ଵݔଶሻതതതതതതതതതതതതതതതതത

ଶݕଵݔ ൅ ଵݕ ଶݔ ଶݔଵݔ െ ଶതതതതതതതതതതതതതതതݕଵതതതݕ ቇ 

      ൌ  
തݕ

                   ൬
ݔଵݔ ଵଶ െ തതݕଶ െሺݔଵݕതଶതത ൅ ଶݔଵതതതݕ
ݕଵݔ ଵݔଶଶ ൅ ݕ ଶݔଵݔ െ ଶതതതതതതതതതതതതതതതݕଵതതതݕ ൰…(1) 

ൌ Ψሺ ଶሬ         Ψ ଴ݔଵ ൅ ݁ሺݍଵሻ ݁ ሬሬԦݕ ൬
ଵݔ ଵത

ଵሻ ൌ
െݕതത

ଵݕ ଵݔ
൰  

ሺݍଶሻ ൌ Ψሺ݁଴ݔଶ ൅ ݁ଶሬ         Ψ ሬሬԦݕଶሻ ൌ ൬ݔଶ ଶതെݕ തത
ଶݕ ଶݔതതത

൰ olmak üzere; 
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         Ψሺݍଵሻ · Ψሺݍଶሻ=൬
ଵݔ െݕଵതതത
ଵݕ ଵݔ

൰. ൬ݔଶ െݕଶതതത
ଶݕ ଶതതതݔ

൰ 

                                   ൌ ൬ ଶݔ െ ଵݔଵതݕ തതݕଶ െݔଵݕଶതതത െ ଶݔଵതതതݕ
ଶݕଵݔ ൅ ଶݔଵݕ െݕଵݕଶതതത ൅ ଶݔଵݔ

൰…(2) 

ଵݍ · ଶሻݍ ൌ Ψሺݍଵሻ · Ψሺݍଶሻ eşitliği elde edilir. 

 ֜ Ψെ grup izomorfizmasıdır. ᇟ  

         Teorem 7: ሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ ׽  ሼݒଵ, ,ଶݒ … ,  ୫ሽሺݒ ଵࣥሻ . ֞ 

 ሼu෤ଵ, u෤ଶ … , u෤୫ሽ ׽ ሼݒ෤ଵ, ෤ଶݒ … ,            .෤୫ሽሺSUሺ2ሻሻݒ

        İspat : ሺ֜: ሻ ሽ ׽  ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ୫ሽሺݒ ଵࣥሻ  olsun. O halde ݒ௜ ൌ  ,௜ݑ݃

݅ ൌ 1,2, … ,݉ olacak şekilde bir ݃ א ଵࣥ vardır. 

 ሼu෤ଵ, u෤ଶ … , u෤୫ሽ ׽ ሼݒ෤ଵ, ෤ଶݒ … , ෤୧ݒ ෤୫ሽ൫SUሺ2ሻ൯ olduğunu göstermek içinݒ ൌ   ,u෤୧ ܨ

          ݅ ൌ 1,2, … ,݉ olacak de bir ܨ olduğunu göstermeliyiz: 

ଵ  ܭ ՜ ԧ           

   (݁଴

(1) ve (2) ‘den Ψሺ

   ሼuଵ, uଶ, … , u୫

şekil א SUሺ2ሻ 

ܨ          : ଶ         

          ܽ ൅ ݁ଶሬሬሬԦb) ՜ ൫௔௕൯    dönüşümü ԧ - izomorfizma olduğundan; 

௜ א ௜ሻݒଵሺܨ ֜ ܭ ൌ ݒ ଶ olur. 

itliğine ܨଵ dönüşümünü uygularsak; 

ଵሺݒ௜  olur. 

W : M(ࣥ, ԧሻ ՜Mሺԧଶ, ԧሻ 

                  H   ՜  WሺHሻൌ ܨଵ ל ܪ ל  ଵିଵܨ   şeklinde tanımlanan W- dönüşümü ԧ-    

izomorfizma olduğundan, 

௜ሻݒଵሺܨ           ൌ  ௜ሻݑଵሺ݃ܨ

 ௜ሻݑଵሺ݃ሻሺܨ =                    

ሺ݃ሻܨଵିଵܨଵሺݑ௜ሻ 

௜ሻݒଵሺܨ           ൌ ሺ ܨଵ݃ܨଵିଵሻܨଵሺݑ௜ሻ 

ݒ          ෤୧ א ԧ

௜ݒ          ൌ ݅     ௜ݑ݃ ൌ 1,2, … ,݉ eş

ܨ          ሻ ൌ ௜ሻݑଵሺ݃ܨ

          

           

ଵܨ  =                    
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෤୧ݒ        ൌ ሺ ܨଵ݃ܨଵିଵሻu෤୧ bulunur. 

 

Burada  ܨଵ݃ܨଵିଵ ൌ ܨ olarak alırsak, Önerme 31’ den ܨ א SUሺ2ሻ’ dir. 

୧ ݅   u෤୧ܨ ൌ 1,2, … ,݉ olacak şekilde bir ሺ2ሻ vardır.  

Dolayısıyla   ሼݑଵ෦, …,ଶ෦ݑ , ௠෦ݑ ሽ ׽  ሼݒଵ෦, …,ଶ෦ݒ ,  .௠෦ሽሺSU(2)) olurݒ

           ሺ:֚ሻ ሼu෤ଵ, u෤ଶ … , u෤୫ሽ ׽ ሼݒ෤ଵ, ෤ଶݒ … ,  .෤୫ሽ൫SUሺ2ሻ൯ olsunݒ

de ݒ෤୧ ൌ ݅ ,u෤୧ܨ ൌ 1,2, … ,݉ olacak şekild ሻ vardır. 

 ሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ ׽  ሼݒଵ, ,ଶݒ … ,  ୫ሽሺݒ ଵࣥ ሻ olduğunu göstermek için ݒ୧ ൌ ݃u୧ ݅ ൌ 1,2, … ,݉ 

 şekilde bir ݃ א ଵࣥ olduğunu göstermeliyiz: 

ଵିଵ: ԧଶܨ            ՜              ܭ

                      ൫௔௕൯ ՜ (݁଴ܽ ൅ ݁ଶሬ

        

Böylece ݒ෤ ൌ ܨ  א SU

 

 O hal e bir ܨ א SUሺ2

olacak

ሬሬԦb)   dönüşümü ԧ- izomorfizm ğundan 

෤୧ሻݒଵିଵሺܨ          ൌ ୧ݒ א ࣥ  ve ܨଵିଵሺu෤୧ሻ ൌ ୧ݑ א ࣥ ‘dır. 

ൌ 1,2, … ,݉ eşitliğine ܨଵି nüşümünü uygularsak; 

෤୧ሻݒଵିଵሺܨ          ൌ  u෤୧ሻܨଵିଵሺܨ

ଵܨ      , ܨ א SUሺ2ሻ 

ଵܨܨ ,   ଵିଵሺu෤୧ሻܨଵܨ ൌ ݃ olarak alır nerme 31’ den ݃ א ଵࣥ olur. 

Böylece ݒ୧ ൌ ݃u୧ , ݅ ൌ 1,2, … ,݉ olacak şekilde bir א ardır. 

olayısıyla ሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ ׽  ሼݒଵ, ,ଶݒ … ଵ )  bulunur. ᇟ 

          

         2.4. क૚- Denklik Probleminin Çö

eorem 8: ݑ, ݑ ; ׽ ሺࣥݒ

İspat: ሺ֜: ֜ ݒ ൌ ݑ݃ şekilde ݃׌ א ଵ vardır. 

ԡ ֜ ԡ ൌ ԡ݃ ağından ԡݒԡ ൌ ԡuԡ 

elde edilir. 

          ሺ:֚ሻԡuԡ=ԡݒԡ olsun. Göste li ݑ ׽ ሻ

֜ ԡuԡ=ԡ ԡ olduğunda

a oldu

෤୧ݒ           ൌ ,u෤୧ܨ ݅ ଵ ԧ- izomorfizma dö

    ିଵሺݒ෤୧ሻ ൌ   ଵିଵሺu෤୧ሻܨሻܨଵିଵሺܨ

୧ݒ         ଵିଵܨ ൌ ܨଵିଵܨ sak, Ö

݃ ଵࣥ v

D , ࣥ ୫ሽሺݒ

 

zümü 

 

         T ݒ א ࣥ olmak üzere ଵሻᇱdir ฻ ԡuԡ=ԡݒԡ’dir. 

          ሻ ݑ ׽ ሺݒ ଵࣥሻ  olacak ࣥ

 ԡݒԡ ൌ ԡ݃u ԡݒ ԡԡuԡ ,   ݃ א ଵࣥ olduğundan ԡ݃ԡ ൌ 1 olac

re m  ki  ݒሺ ଵࣥ ’ dir. 

ݑ  ൌ 0 ݒ n ݒ ൌ 0 olur ki bu da ݑ ׽ ሺݒ ଵࣥሻ’dir. 
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് 0 ֜ ԡuԡ ol an 0’ dır. 

ݑ          ׽ ሺࣥݒ u gö ek için ݒ ൌ ݃׌ olacak şekilde ݑ݃ א ଵࣥ olduğunu 

 mevcutt

ଵ ile çarpaିݑ  ; 

ݒ           · ଵିݑ ൌ ݃ ԡ݃ԡ ൌ ԡ  ݒ · ଵԡିݑ ൌ ԡݒԡ ·  ԡିݑଵԡ ൌ ԡ௩ԡ
ԡ୳ԡ

ݑ und=ԡݒԡ duğ ݒ  ്

ଵሻ olduğun sterm

א א ࣥ

göstermeliyiz: 

ݒ          ൌ ݑ݃ ֜ ݑ ࣥ ֜ ଵିݑ ur. 

 Eşitliğin her iki tarafını sağdan rsak

֜  , 

 ԡuԡ=ԡݒԡ olduğundan; 

ݒ   · ଵԡିݑ

ԡݒ ·  ԡିݑଵԡ ൌ ԡ௩
ԡ୳

          ԡ݃ԡ ൌ ԡ  

                  ൌ ԡ ԡ
ԡ ൌ 1 

    ֜ ԡ݃ԡ ൌ 1 ֜ ݃ א ଵࣥ   

ሺݒ ଵࣥሻ olur. ᇟ 

erme 32: ࣥ ,  ୫ሽ- m’liler sistemleri verilsin öyleݒ

ሼ ሽ ׽ ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ݒ ሽሺ ଵࣥሻ olsun. Bu taktirde ൌ 0 ฻ ଵݒ ൌ 0’dır. 

ሺ֜: ሻሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ ׽ ሼݒଵ ଶ, … , ୫ݒ ሺ ଵࣥሻ olduğundan ݒ୧ ൌ ݃u୧ , ݅ ൌ

lacak şekilde ݃׌ א ଵࣥ. uଵ ൌ 0 ֜ ଵݒ ൌ gu ’de ݒଵ ൌ ݃. 0, ݃ א ଵࣥ olduğundan 

. 

ଵ ൌ 0 … ,݉ eşitl ൌ ݃uଵ ‘den ݃ א ଵࣥ 

lduğundan ݃ିଵ א ଵࣥ mevcuttur. 0 rafını s ldan ݃ିଵ ile 

ൌ ݃ିଵ · ݃uଵ ൌ uଵ ֜ uଵ 0 olduğu elde edilir. ᇟ 

          Önerme 33: ݑ ൌ ሼu ௠ א ࣥ௠ sistemleri 

verilsin öyle ki uଵ ൌ ଵݒ ൌ 0 olsun. Bu taktirde; 

ݑ ׽ ሺݒ ଵࣥሻ ฻ ሼuଶ ୫ ׽ ,ଶݒ … , ݒ

İspat: ሺ֜: ሻሼuଵ, uଶ, … , u୫ ׽ ଵ, ,ଶݒ … , ୫ሽሺݒ ଵࣥሻ ve uଵ olsun. Bu taktirde  

ݒ ൌ ݃u୧ , ݅ ൌ 1,2, … ,݉ olacak şekilde ݃ א ଵ vardır. Burada ୧ ൌ ݃ ୧ , ݅ ൌ 2,… ,݉ 

 şekilde ݃ א ଵࣥ vardır yani;

, … , u୫ሽ ሼݒଶ, … , ୫ሽሺݒ

  

ݑ ֜       ׽

 

       Ön ’da ሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ ve ሼݒଵ, ,ଶݒ …  

ki  

u

, ݒ

 ଵ, uଶ, … , u୫ ୫ uଵ
İspat: ሽ         

1,2, … ,݉ o ଵ

ଵݒ ൌ 0 olur

ሻ ݒ          ሺ:֚  olsun. O halde ݒ ൌ ୧ , ݅ ൌ 1,2, iğinde 0୧ gu

o ൌ ݃uଵ eşitliğinin her iki ta o

çarparsak ; 

 ݃ିଵ · 0 ֜ ݃ିଵ · 0 ൌ

 ଵ, uଶ, … , u୫ሽ א ࣥ  ve ݒ ൌ ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ୫ሽݒ

          , … , u ሺ ଵࣥሻ’dir. ሽ ሼ ୫ሽ

ሽ ሼݒ ൌ ଵݒ ൌ 0 

ࣥ n ݒ u

         

୧

olacak  

         ሼ ׽ ଵࣥሻ’dir. uଶ
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         ሺ:֚ሻ ሼuଶ, … , u୫ሽ ׽ ሼݒଶ, … , ୫ሽሺݒ ଵࣥሻ ֜ ୧ݒ ൌ ݃u୧ , ݅ ൌ 2,… ,݉ olacak şekilde 

ଵ vardır. Diğer taraftan uଵ ൌ ଵݒ ൌ 0 olduğundan ݒଵ ൌ guଵ eşitliğinde 

݃ ur. O halde uଵ ׽ ଵሺݒ ଵࣥሻ’dır. Dolayısıyla 

୧ݒ u୧ , ݅ ൌ 1,… ,݉ olacak şekilde ݃׌ א ଵࣥ var olduğundan; 

ሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ ׽ ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ୫ሽሺݒ ଵࣥሻ’dır. ᇟ 

r ݑ ൌ ሼu ࣥ௠ ve ݒ ൌ ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ୫ሽݒ ௠ öyleki uଵ ൌ 0 

ve ݒ 0 ise ݑ ve ݒ sistemler ࣥ െdenk olam . Benzer  şekilde ݑ ሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ א

,ଵݒ ,ଶݒ … , ୫ሽݒ א ࣥ௠ öylek ଵ ଵ  ise ݑ emler ଵࣥ െdenk 

lamaz. 

: Önerme 32 yardımıyla ispatlanır. 

me 33 gösterdi k ğer, ሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ ve ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ୫ሽ sistemlerinde uଵݒ ൌ

roblemi m ileri  ଵࣥ- denklik problemine 

temiyle incelenebilir. Böyle sistemlerin ଵࣥ- denklik 

probleminin cel 0 ve 0 durumuna iniyor. Şimdi böyle özellikli 

lerin ଵࣥ- : 

9: m ൒ 2 olsun. ݑ ൌ ሼuଵ ଶ, … , u୫ሽ א ࣥ௠ ve ݒ ൌ ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ୫ሽݒ א ࣥ௠ 

ri verilsin öy i u ് 0 ve 
ିଵ · ݑ ିଵ     i=2,3,…,m. 

      ሺ֜: ሻ ݑ ሺ ଵሻ olsun. O halde 

 ௜ , i=1,2,…,m …(1)ݑ

lac  şe  vardır. (1)’den; 

ଵ…(2ݑ

 ֜ ԡݒ ԡ ൌ ԡ݃ݑଵԡ ൌ ԡ݃ԡ · ԡݑଵԡ, ݃ א ଵࣥ olduğundan ԡ݃ԡ ൌ 1’den 

ଵ ԡݑଵԡ olur. 

en uଵ ് 0 olduğ ଵିଵݑ א ࣥ mevcuttur. (2) eşitliğinin her iki tarafını sağdan 

 e çarparsak

ଵ · ଵିଵݑ ൌ ଵݑ݃ · ଵିݑ ݃ ൌ ଵݒ ·   .ଵିଵ olurݑ

௜ ௜ ൌ ,… ,m olduğundan; 

௜ ൌ ଵݒ · ௜ ,  i=2,3,…,m….(3) oݑଵିଵݑ

ଵݒ  ് 0 olduğundan ݒଵିଵ א ࣥ mevcuttur. 

  

݃׌ אࣥ

ଵݒ  ൌ 0 ൌ . 0 olacağından ݃׌ א ଵࣥ mevcutt

ൌ ݃

          

          Sonuç: Eğe ଵ, uଶ, … , u୫ሽ א א ࣥ

ଵଵ ് az ൌ

ࣥ௠ ve ݒ ൌ ሼ i u ് 0 e ݒ ൌ 0  ve ݒ s v ist

o

          İspat

         Öner i e

ଵݒ  ൌ 0 ise bu sistemlerin ଵࣥ- denklik p -1- l n

iniyor. Bu ise tümeva ım yönr

in enm si uଵ ݒ  ്e ് ଵ

sistem denklik problemini inceleyelim

           Teorem , u

iss m ଵݒ 0 olsun. Bu taktirde; te le le k ଵ ്

ݑ  ׽ ሺݒ ଵࣥሻ ֞ԡݑଵԡ ൌ ԡݒଵԡ , ݑଵ ௜   ൌ ଵݒ · ௜ݒ
    İspat : ׽ ݒ ࣥ

௜ ൌ ݒ ݃

 o ak kilde ݃׌ א ଵࣥ

ଵݒ  ( ൌ ݃

ଵ

 ֜ ԡݒ ԡ ൌ

(2)’d undan 

ଵିଵݑ il ; 
ଵ ݒ ֜

 (1)’den ݒ ൌ ݑ݃ , i 1,2

ݒ   lur. 
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i tarafını so an ݒଵିଵ ile çarparsak; 

ଵିݒ  ௜ݒ ൌ ݒ

ൌ ݑ 2,3,…,m elde edilir. 

ݑ ሼu , uଶ, … , u୫ሽ א ࣥ  ve ݒ ൌ ሼݒଵ, ݒ , … , ݒ ሽ א ࣥ   öyle ki ԡ ൌ ԡݒଵԡ , 

௜ , ,   i=2,3,…,m

ଵ lduğundan Teorem 8’den ݒଵ ൌ ݑ݃  olacak şekilde ݃ א ଵࣥ şitlikten 

e ) n; 

· ௜  ,    iݑ ൌ 2,3,… ,m. 

௜ ൌ ଵିଵݑ · (5)

0 lduğundan (5) eşitliğinin her iki tarafını so ଵ ile çarparsak; 

 ݃ିଵ ݑ =  ,    i ൌ 2,3, … ,m…(6) 

 her iki tarafını soldan ݃ א ଵࣥ ile çarparsa

௜ݒ  ൌ ݃    i ൌ 2,3, … ,

elde ed

 

U(2) – Probleminin Çözümü 

        Teorem 10: ԧ ’deki ሼu෤ , u෤ … , u෤୫ሽ ve ሼݒ෤ , ݒ … , ෤ݒ ሽ vektör sistemleri öyleki u෤ଵ ് 0  

ve ݒ෤ ് 0

ଵ ଶ … , u෤୫ሽ ׽ ሼݒ෤ଵ, ෤ଶݒ … ,  ෤୫ሽሺSUሺ2ሻሻݒ ෤୧ሻ ൌ ሺݒ෤ଵ,  ෤୧ሻݒ ve ሾu෤ଵ, u෤୧ሿ ൌ ሾݒ෤ଵ,  ෤୧ሿݒ

   İspat :( ଵ
ଵݕ ݕ ௠ݕ

ൌ ቀ
ଵݖ
ݓ ቁ , … , ෤୫ݒ ൌ ቀ

௠ݖ
  ௠ቁݓ

, ௠ݑ ൌ ݁଴ݔ௠  ve 

ݒ   ൌ ݁ ݖ ൅ ݁ ݓ , ݒ  ൌ ݁ ݖ ൅ ݁ ݓ ,… , ݒ ൌ ݁ ݖ ൅ ݁ ݓ

şeklinde yazılır ki; 

 (3)’ün her ik ld
ଵ · ଵ

ିଵ · ଵݒ ·  ௜ݑଵିଵݑ

௜ݒ ଵݑ௜ ,  i= ֜ ଵିଵݒ ·   ଵ
ି

 

          ሺ:֚ሻ  ൌ ଵ
௠

ଶ ୫
௠  ԡݑଵ

ଵିଵݑ ·   ௜ݑ ൌ ଵିଵݒ · ݒ  …(4) olsun. 

 ԡݑଵԡ ൌ ԡݒ ԡ o . Bu e

(4
ଵ ׌ 

v ’te

 ሺ݃ݑଵሻିଵ · ௜ݒ ൌ ଵିଵݑ

 ֜ ଵିଵݑ · ݃ିଵ · ݒ ௜  ,    iݑ ൌ 2,3, … ,m…

 o

 

  uଵ ് ldan  u

· ௜ݒ ௜ 

(6) eşitliğinin k; 

 ,  ௜ݑ m. 

 ֜ ݑ ׽ ሺݒ ଵࣥሻ ilir. ᇟ 

 

         2.5. S

 

 
૛

ଵ ଶ ଵ ୫

 olsun. Bu taktirde, 

෤ଶ

ଵ

 ሼu෤ , u෤ ֞ ሺu෤ଵ, u

݅ ൌ 2,3, …݉’dir. 

      ฻ሻ u෤ଵ ൌ ቀ
ݔ
ቁ, u෤ଶ ൌ ቀ

ଶݔ
ଶ
ቁ, …, u෤୫ ൌ ቀ

  ௠ቁݔ

෤ଵݒ                             ଵ
ቁ , ෤ଶݒ ൌ ቀ

ଶݖ
ଶݓ

olmak üzere, 

ଵݑ  ൌ ݁଴ݔଵ ൅ ݁ଶݕଵ, ݑଶ ൌ ݁଴ݔଶ ൅ ݁ଶݕଶ, … ൅ ݁ଶݕ௠

ଵ ଴ ଵ ଶ ଵ ଶ ଴ ଶ ଶ ଶ ௠ ଴ ௠ ଶ ௠  



57 
 

u୫ሽ ׽  ଶ, … ,

ଶ ୫ ଵ ଶ ୫

ԧଶ nüşüm ğundan,                                

 u෥ଵ ് 0 ve ݒ෤ 0  ֜ uଵ ് e  ݒଵ ് 0  ‘dır. Teorem 9’dan, 

u , u , … , u ׽  ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ݒ ሽሺ ܭ ሻ ֞ ԡݑ ԡ ൌ ԡ ଵ ଵݒ · ௜ݒ ൌ ଵିଵݑ ·    ௜ݑ

ğundan; 

෤ଵ, u෤ଶ … ୫ሽሺSU(2)) ֞ԡݑଵԡ ൌ ԡݒଵԡ ve ݒଵିଵ · ௜ݒ ൌ ଵିଵݑ ·    ௜ݑ

imdi gösterelim ki, 

ݑ ԡ ൌ ԡݒଵԡ ve ݒଵିଵ · ௜ݒ ൌ ଵିݑ · =௜   iݑ

u෤ଵ, u෤୧ሻ ൌ ሺݒ෤ଵ, ෤ݒ u෤ଵ, u෤୧ሿ ൌ ሾݒ෤ଵ, ݅ ෤୧ሿݒ ൌ 2,3, …݉’dir. 

ԡݒଵԡ ֞  |ଶ ൅ ଵ|ଶݕ|

                               ԡݒଵԡ ൌ ଵ|ଶݖ| ൅ |ଵݓ| ൌ ሺݒ෤ଵ,  ෤ଵሻݒ

 ԡݑଵԡ ൌ ଵݒ ֞ u෤ଵ, u෤ଵሻ ൌ ሺݒ෤ଵ,  .෤ଵሻ’ dirݒ

ଵ
ିଵ · ௜ݒ ൌ ଵିଵݑ ·  ;௜   i=2,3,…,m eşitliğini kullanırsakݑ

ൌ ሺ݁଴ݔଵ ൅ ݁ଶݕଵሻିଵ. ሺ݁

                ൌ ሺ௘బ௫భା௘మ௬భሻ

teorem 7’e göre, ሼuଵ, uଶ, … , ሼݒଵ, ݒ  ୫ሽሺݒ ଵࣥሻ  ֞ 

… , u෤ ሽ ׽  ሼݒ෤ , ෤ݒ … , ෤ݒ ሽሺSU(2)) .      ሼu෤ଵ, u෤

         Önerme 29’daki ܨଵ: ܭ  dö ü izomorfizma oldu  ՜

ଵ ് 0 v

ሼ ୫ሽ ݒ ԡ ve ିଵ

u
ଵ ଶ ୫ ଵ ଵ

i=2,3,…,m old

ሼu , u෤୫ሽ ׽  ሼݒ෤ଵ, ෤ଶݒ … , ෤ݒ

i=2,3,…,m’dir. 

Ş

 ԡ ଵ
ଵ 2,3,…,m ֞ 

 ሺ ୧ሻ ve ሾ

 ԡݑଵԡ ൌ ԡݑଵԡ ൌ |ݔଵ ൌ ሺu෤ଵ, u෤ଵሻ 
ଶ

ԡ ԡ ሺ

ݒ

ଵିଵݑ  · ௜ݑ ଴ݔ௜ ൅ ݁ଶݕ௜ሻ 

|௫భ|మା|௬భ|మ
. ሺ݁ ݔ ൅ ݁ ݕ ሻ 

                =ሺ௘బ௫భ

଴ ௜ ଶ ௜

ି௘మ௬భሻ.ሺ௘బ௫೔ା௘మ௬೔ሻ
ା|௬భ|మ|௫భ|మ

  

               ൌ ௫భ௫೔ି௘మ௬భ௫೔ା௫భ௘మ௬೔ି௘మ௬భ௘మ௬೔
మ మ|௫భ| ା|௬భ|

 

                = ௫భ௫೔ା௬భ௬೔ି௘మ௬భ௫೔ା௘మ௫భ௬೔|௫భ|మା|௬భ|మ
 

              =  ሺ୳෥భ,୳෥౟ሻା௘మሾ୳෥భ,୳෥ԡ௨భԡ
  ౟ሿ   …(1)   

elde edilir.

ଵିଵݒ  ·   ௜ݒ ݁ଶ ൅ ݁ଶ

                 భሻ

 Diğer taraftan; 

ൌ ሺ݁଴ݖଵ ൅ ଵሻିଵݓ · ሺ݁଴ݖ௜  ௜ሻݓ

ൌ ሺ௘బ௭భା௘మ௪
|௭భ|మା|௪భ|మ

· ሺ݁଴ݖ௜ ൅ ݁ଶݓ௜ሻ 

  ௘బ௭భ               =  ሺ ି௘మ௪భሻ.ሺ௘బ௭೔ା௘మ௪೔ሻ
|௭భ|మା|௪భ|మ

 

                ൌ ௭భ௭೔ା௪భ௪೔ି௘మ௪భ௭೔ା௭భ௘మ௪೔
|௭భ|మା|௪భ|మ

 

               =  ሺ௩෤భ,௩෤౟ሻା௘మሺ௭భ௪೔ି௪భ௭೔ሻ
|௭భ|మା|௪భ|మ
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ԡ௩భԡ
                 =  ሺ௩෤భ,௩෤౟ሻା௘మሾ௩෤భ,௩෤౟ሿ    …(2) 

ݒ ൌ ݑ ି
ଵ
ିଵ · ௜ݒ ଵ

ଵ · ଵԡݑ௜  ,  i=2,3,…,m ve ԡݑ ൌ ԡݒଵԡ  eşitliklerinden 

ሺ୳෥భ,୳෥౟ሻା௘మሾ୳෥భ,୳෥౟ሿ
ԡ௨భԡ

 ൌ ሺ௩෤భ,௩෤౟ሻା௘ ,௩෤౟ሿ
ԡ௩భ

మሾ௩෤భ
ԡ   olur.  

୳෥భ,୳෥౟ሻା௘మሾ୳෥భ,୳෥౟
ԡ௨భԡ

 ሺ ሿ ൌ ෤౟ሿ
ԡ௩భ

ሺ௩෤భ,௩෤౟ሻା௘మሾ௩෤భ,௩
ԡ ֞ ሺu෤ଵ, u෤୧ሻ ൌ ሺݒ෤ଵ, ,෤୧ሻ  ve ሾu෤ଵݒ u෤୧ሿ ൌ ሾݒ෤ଵ,  ෤୧ሿ    i=2,3,…,mݒ

lduğu elde edilir. 

 

෤ଵ, u෤ଶ … , u෤୫ሽ ׽ ሼݒ෤ଵ, ෤ଶݒ … ,  ෤୫ሽሺSUሺ2ሻሻݒ ֞ ሺu෤ଵ, u෤୧ሻ ൌ ሺݒ෤ଵ,  ෤୧ሻݒ ve ሾu෤ଵ, u෤୧ሿ ൌ ሾݒ෤ଵ,  ෤୧ሿݒ

 

o

Böylece,

ሼu

݅ ൌ 2,3, …݉’dir. ᇟ

 



      

         3. BULGULAR  

 

         Tez len bulgu layabiliriz: 

         ૚. ॶ-uzayında ݔ, ݕ א ଵࣥ olmak üzere ܶ௘బ௫ା ௘మሬ

de elde edi ları aşağıdaki şekilde sıra

ሬሬሬሬԦ௬ ՞ ൬x െyത
y xത ൰ olduğu önerme 24 ile 

gösterilmiştir. 

          ૛. ݔ ׊ א  ԧ ,    ݁ଶሬሬሬԦଶ ൌ െ1 olmak üzere   ݁ݔଶሬሬሬԦ ൌ ݁ଶሬሬሬԦݔҧ olduğu önerme 25 ile 

gösterilm t .iş ir  

q׊ .3         ݔ א ࣥ için ݍ ൌ ݁଴ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݕ

 ԡݍԡ ൌ ԡ݁଴ݔ

,ݔ)  ݕ א ԧሻ olmak üzere 

൅ ݁ଶሬሬሬԦݕԡ ൌ duğu önerme 26 ile gösterilmiştir. 

         4. A= ൬ݔ െݕത
ݕ ҧݔ ൰ matrisi üniter matristir.฻ݔ, ݕ א  ԧ öyle ki |ݔ|ଶ ൅ ଶ|ݕ| ൌ 1 olduğu 

öne t miştir. 

ଶ|ݔ| ൅ ଶ şeklinde ol|ݕ|

rme 27 ile gös eril

         ૞. önüşümünün ԧ  izomorfizma olduğu önerme 29 ile gösterilmiştir.   ܨଵ: ࣥ ՜ ԧଶ  d  -

         6. ି  dönüşümü ün ԧ - izomorfizma olduğu önerme 30 ile gösterilmiştir. ܨଵ
ଵ: ԧଶ ՜ ࣥ n

ܨ  : ࣥ ԧଶ dönüş  ere;           7. ଵ ՜ ümü ԧ - izomorfizma olmak üz

:ܪ ࣥ ՜ ࣥ   ԧ- lineerdir.֞ ଵܨ  ל ܪ ל ଵܨ
ିଵ: ԧଶ ՜ ԧଶ, ԧ -lineerdir olduğu teorem 4 ile 

gösterilmiştir. 

         8. W : M(ࣥ, ԧ) ՜M(ԧଶ, ԧሻ dönüşümünün ԧ - izomorfizma olduğu teorem 5 ile 

gösterilmiştir. 

         9. W : M(ࣥ, ԧ) ՜M(ԧଶ, ԧሻ dönüşümünün ԧ -cebir  izomorfizması olduğu teorem 6 

ile  gösterilm ir. işt

        10.   Ψ: ଵࣥ→SU(2) 

ݍ               ൌ ݁଴ݔ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݕ ՜ Ψሺqሻ ൌ ൬ݔ െݕത
ݕ ҧݔ ൰ 

dönüşüm as  u 3   gösterilmiştir. ü grup izomorfizm ı old ğu önerme 1 ile

         11. ሽ ݒ … , ,୫ሽሺ ଵࣥሻ. ֞  ሼuଵݒ uଶ, … , u୫ ׽  ሼ ଵ, ,ଶݒ

 ሼݑଵ෦, ,ଶ෦ݑ ௠෦ݑ ௠෦ݒ u teorem 7 ile gösterilmiştir. … , ሽ ׽  ሼݒଵ෦, ,ଶ෦ݒ … , ሽሺSU(2))  olduğ

   u , , , ,ଶݒ … , ୫ሽ- m’liler sistemleri vݒ l        12. ࣥ’da ሼ ଵ uଶ … , u୫ሽ ve ሼݒଵ erilsin öy e ki 

 ሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ ׽ ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ୫ሽሺݒ ଵࣥሻ olsun. Bu taktirde uଵ ൌ 0 ฻ ଵݒ ൌ 0 olduğu 

önerme 32 ile gösterilmiştir. 
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,ݑ .13         ݒ א ࣥ olmak üzere; ݑ ׽ ሺݒ ଵࣥሻᇱdir. ฻ ԡuԡ=ԡݒԡ olduğu teorem 8 ile 

gösterilmiştir. 

ݑ .14         ൌ ሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ א ࣥ௠ ve ݒ ൌ ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ୫ሽݒ א ࣥ௠ sistemleri verilsin öyle 

ki uଵ ൌ o . u d ଵݒ; ൌ 0 lsun  B  taktir e  

ݑ           ׽ ฻ ሼ , … , u ଵሻ o ö rilmiştir. ݒሺ ଵࣥሻ uଶ ୫ሽ ׽ ሼݒଶ, … , ୫ሽሺࣥݒ lduğu nerme 33 ile göste

         15. m ൒ 2 olsun. ݑ ൌ ሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ א ࣥ௠ ve ݒ ൌ ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ୫ሽݒ א ࣥ௠ sistemleri 

v  k 0erilsin öyle i uଵ ്  ve ݒଵ ് 0 olsun. Bu taktirde; 

ݑ  ׽ ሺݒ ଵࣥሻ ֞ԡݑଵԡ ൌ ԡݒଵԡ , ݑଵ
ିଵ. ௜  ൌݑ ଵݒ

ିଵ.  ௜ i=2,3,…,m. olduğu teorem 9 ileݒ

gösterilmi r. şti

         16. ԧ૛’deki ሼu෤ଵ, u෤ଶ … , u෤୫ሽ ve ሼݒ෤ଵ, ෤ଶݒ … , ෤୫ሽ vektör sistemleri öyleki u෤ଵݒ ് 0  ve 

෤ଵݒ ് 0 olsun. Bu taktirde; 

ሼu૚,෦ u૛,෦ … , u୫෦ ሽ ׽ ሼݒଵ෦, ,ଶ෦ݒ … , ௠෦ݒ ሽሺSUሺ2ሻሻ ֞ ሺu෤ଵ, u෤୧ሻ ൌ ሺݒ෤ଵ, ,෤୧ሻ ve ሾu෤ଵݒ u෤୧ሿ ൌ ሾݒ෤ଵ,  ෤୧ሿݒ

݅ ൌ 2,3, … ݉. olduğu teorem 10 ile gösterilmiştir. 

 

 

 

 

   



 

        4. İRDELEME 

 

         H. H. Hacısalihoğlu’nun 1983’te yayınladığı kitabında [9] reel kuaternionlar üzerinde 

temel işlemler tanımlanmış, dört birimle oluşturulan kuaternion sayısının kompleks sayılar 

yardımıyla iki boyutta yazılabileceği gösterilmiştir. İki vektörün kuaternion çarpımı 

vektörlerin iç çarpımı ve vektörel çarpımı yardımıyla ifade edilmiştir. Kuaternion vektör  

uzayında tanımlanan bir dönüşüm yardımıyla her kuaterniona kompleks sayılar cismi 

üzerinde 2ൈ 2- tipindeki matrisler karşılık getirilmiştir. Bu tezin  genel bilgiler kısmında 

kuaternion cebirine ait tüm temel işlemler genelleştirilerek ispatları ayrıntılı olarak verildi. 

Ayrıca kompleks sayılar yardımıyla iki boyutta yazılan her kuaterniona karşılık gelen 2ൈ

2- tipindeki matrisin genel ifadesi önerme şeklinde i ı. fade edilip ispatland

         Gülistan Kaya’nın yüksek lisans tezinde [11] ܱሺ݊ሻ, ܱܵሺ݊ሻ,  ሺ݊ሻ gruplarıݖܫܵ ሺ݊ሻ veݖܫ

için ܩ െdenklik tanımları verilmiştir ve denklik problemleri önerme ve teoremlerle 

çözülmüştür. Hazırlanan bu tezde ise ԧଶ- uzayında noktalar sisteminin ܷܵሺ2ሻ െdenklik 

problemi ve kuaternion vektör uzayında ଵࣥ- denklik problemi tanımları 

verildi.  ܷܵሺ2ሻ െdenklik problemi ve ଵࣥ- denklik problemi çözüldü. 

          Hüsnü Anıl Çoban’nın yüksek lisans tezinde [5] üniter uzaydaki izometriler ve reel 

uzaydaki izometriler arasındaki bağlantılar incelenmiştir. Hazırlanan bu tezde ise ԧଶ- 

uzayında noktalar sisteminin determinantı  bir olan bütün üniter matrislerin oluşturduğu 

gruba göre denklik problemi ile kuaternion vektör uzayında normu bir olan kuaternionların 

oluşturduğu gruba göre denklik problemi arasındaki bağlant r incelendi. ıla

        Yapılan bu çalışmayla kuaternionlar  uzayından ԧଶ- uzayına tanımlanan ԧ - 

izomorfizma yardımıyla her kuaterniona karşılık ԧଶ- uzayında bir vektör karşılık getirildi. 

Normu bir olan kuaternionlar grubu ile ԧଶ- uzayında deteminantı bir olan üniter matrisler 

grubu arasında tanımlanan dönüşümün grup izomorfizması olduğu gösterildi. Bu sonuç 

kullanılarak ԧଶ- uzayında noktaların ܷܵሺ2ሻ െdenklik problemi ile kuaternionlar uzayında 

normu bir olan kuaternionların denklik problemi arasında bağlantılar bulundu. Böylece 

çözümü zor ve zaman alan ԧଶ- uzayında noktalar sisteminin ܷܵሺ2ሻ െdenklik probleminin 

kuaternionlar uzayında normu bir olan kuaternionlar grubu yardımıyla kolaylıkla 

çözülebileceği görüldü. 



   

       5. SONUÇLAR 

 

ݔ ׊ .1         א  ԧ ,    ݁ଶሬሬሬԦଶ
ଶൌ െ1 olmak üzere   ݔሬ݁ሬሬԦ ൌ ݁ଶሬሬሬԦݔ ğu öner 2 i ö lmiştir. ҧ oldu me 5 le g steri

        2. A= ൬ݔ െݕത
ݕ ҧݔ ൰ matrisi üniter matristir.฻ݔ, ݕ א  ԧ öyle ki |ݔ|ଶ ൅ ଶ|ݕ| ൌ 1 olduğu 

önerme 27 ile gösterilmiştir. 

        3. Ψ: ଵࣥ→SU(2) 

ݍ               ൌ ݁଴ݔ ൅ ݁ଶሬሬሬԦݕ ՜ Ψሺqሻ ൌ ൬ݔ െݕത
ݕ ҧݔ ൰ 

dönüşüm o ı n e 31 ile gösterilmiştir. ü grup izom rfizmas  olduğu ö erm

 ሼ ሼ ଵ , ,ଵ ). ֞         4. uଵܭ୫ሽሺݒ uଶ, … , u୫ሽ ׽  ݒ , ,ଶݒ …

 ሼݑଵ෦, ,ଶ෦ݑ … ௠    ሼݒଵ෦, ,ଶ෦ݒ … ௠෦ݒ ሽሺS u le terilm tir. , ෦ݑ ሽ ׽ , U(2)) old ğu teorem 7 i  gös iş

,ݑ .5          ݒ א ࣥ olmak üzere; ݑ ׽ ሺݒ ଵࣥሻᇱdir. ฻ ԡuԡ=ԡݒԡ olduğu teorem 8 ile 

gösterilmiştir. 

         6. m ൒ 2 olsun. ݑ ൌ ሼuଵ, uଶ, … , u୫ሽ א ࣥ௠ ve ݒ ൌ ሼݒଵ, ,ଶݒ … , ୫ሽݒ א ࣥ௠ sistemleri 

v  ്erilsin öyle ki uଵ 0 ve ݒଵ ് 0 olsun. Bu taktirde; 

ݑ  ׽ ሺݒ ଵࣥሻ ֞ԡݑଵԡ ൌ ԡݒଵԡ , ݑଵ
ିଵ · ௜  ൌݑ ଵݒ

ିଵ ·  ௜    i=2,3,…,m olduğu teorem 9 ileݒ

gösteril tir. miş

         7. ԧ૛’deki ሼu෤ଵ, u෤ଶ … , u෤୫ሽ ve ሼݒ෤ଵ, ෤ଶݒ … , ෤୫ሽ vektör sistemleri öyleki u෤ଵݒ ് 0  ve 

෤ଵݒ ് 0 olsun. Bu taktirde; 

 ሼu૚,෦ u૛,෦ … , u୫෦ ሽ ׽ ሼݒଵ෦, ,ଶ෦ݒ … , ௠෦ݒ ሽሺSUሺ2ሻሻ ֞ ሺu෤ଵ, u෤୧ሻ ൌ ሺݒ෤ଵ, ,෤୧ሻ ve ሾu෤ଵݒ u෤୧ሿ ൌ ሾݒ෤ଵ,  ෤୧ሿݒ

݅ ൌ 2,3, … ݉. olduğu teorem 10 ile gösterilmiştir. 

 



 

         6. ÖNERİLER 

          Tezde kuaternionlar uzayında ଵࣥ- denklik problemi basit bir yöntemle çözüldü. ԧଶ - 

uzayında noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi ile kuaternionlar uzayında ଵࣥ- 

denklik problemi arasında bağlantı bulundu. Bu bağlantı kullanılarak, kuaternionlar 

yardımıyla çözümü zor olan ԧଶ - uzayında noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi 

kolaylıkla çözüldü. 

         Benzer şekilde Թସ௡ ve ԧଶ௡ uzaylarındaki farklı cebirsel ve geometriksel problemler 

 ࣥ௡- uzayındaki kuaternionların problemlerine indirgenip çözülebilir. 

         Kuaternion sayılarının özellikleri  ࣥ௡- uzayındaki bazı problemleri kolaylıkla 

çözmeye imkan vermektedir. Örneğin; ԧଶ – uzayında reel homotetiler ve SU(2) ile üretilen 

grubu ܪ ൈ SUሺ2ሻ,  kuaternion uzayında normu sıfırdan farklı kuaternionlar grubunu ଶࣥ ile 

gösterelim. Tezde  geliştirilen yöntemle ԧଶ – uzayında noktalar sisteminin ܪ ൈ SUሺ2ሻ- 

denklik probleminin çözümü kuaternionlar uzayında ଶࣥ- denklik probleminin çözümüne 

indirgenebilir. Böylece kuaternionlar yardımıyla problem kolayca tam şekilde 

incelenebilir. 
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