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OZET
KUATENIONLAR UZAYINDA DONUSUM GRUPLARI
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Danisman:Prof. Dr. Djavvat KHADJIEV
2011, 65 Sayfa

Bu ¢alismada, kuaternionlar uzayimnda kuaternionlara ait bazi sonuglar bulundu. C2- uzayinda
noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi ve Kuaternionlar uzayinda K;- denklik problemi
tanimlandi. Kuaternionlar uzaymdan C2?- uzayma tanmimlanan C - izomorfizma yardimyla her
kuaterniona karsilik C?- uzayinda bir vektor karsilik getirildi. Normu bir olan kuaternionlar grubu
ile C2- uzayinda determinant: bir olan iiniter matrisler grubu arasinda tanimlanan déniisiimiin grup
izomorfizmasi oldugu gosterildi. Bu sonug kullanilarak C2- uzaymnda noktalarm SU(2) —denklik
problemi ile kuaternionlar uzaymda normu bir olan kuaternionlarin denklik problemi arasinda
baglanti bulundu. K- denklik problemi ¢oziildii. Bulunan baglanti kullanilarak, kuaternionlar

yardimiyla C? - uzayinda noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi ¢6ziildii.

Anahtar Kelimeler: Kuaternion, Invaryant, Denklik Problemi.
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Mathematics Graduate Program

Supervisor: Assoc. Prof. Djavvat KHADJIEV
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In this study, in quaternions space the results for quaternions have been found.
SU(2) — equivalence problem of points system in C?- space and ;- equivalence problem
of points system in quaternions space were defined. From quaternion space to vector space
a transformation was defined. This transformation was shown to be a C - isomorphism.
Also this transformation was shown to be a group isomorphism. Using this result,
correlations between SU(2) — equivalence problem and K- equivalence problem has been
studied. Further, X;- equivalence problem has been solved. SU(2) — equivalence problem
has been solved in C2- space by using this connection with the help of quaternions.

Key Words: : Quaternion, Invariant, Equivalence Problem.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Kuaternionlar 1843 yilinda Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton
tarafindan kompleks sayilar1 iic boyutlu uzaya tasimak amaciyla gelistirilmistir[8].
Calismalarini basta iki kompleks ve bir reel bilesene sahip a + e; b + e,c {i¢lii say1 sistemi
lizerinde yogunlastiran Hamilton bu say1 sistemi ile ii¢ boyutlu reel uzaydaki bir noktay1
temsil etmeyi amagliyordu. Burada a + e; b ile verilen kisim kompleks diizlemdeki yonleri
yansitirken e, ile verilen bilesen ise bu iki yone dik {igiincii yonelimi temsil etmekteydi. Bu
yolla cebirsel bir sistem kurmaya ¢alisan Hamilton bu sistem iizerinde toplama ve ¢arpma
islemlerini tanimlayabildigi halde bolme islemi igin ise bir metot gelistirememistir. Bunun
tizerine bu {i¢lii sistemden vazgecerek bu sisteme li¢iincii bir imajiner bilesen eklemistir.
Ugiincii imajiner birim e;’{i eklemesinin ardindan yukaridaki yorumunu degistirerek,
a + e;b + e,c + e;d kuaternionunda reel bilesenin artik geometrik bir anlami kalmamus,
bunun yerine diger imajiner ii¢ birim birbirine dik li¢ yonii géstermek i¢in kullanilmistir.
Boylece Hamilton, Kuaternion ismini verdigi 4-boyutlu olan sézde hiper-kompleks sayiy1
kesfetmistir [17, 18, 20].

Kuaternionlar ayni1 reel ve kompleks sayilar gibi bir say1 sistemidir. Reel sayilar bir,
kompleks sayilar iki bilesen igerirken kuaternionlar dort bilesene sahiptir. Kompleks
sayilar reel sayilarin bir kombinasyonudur. Dolayisiyla da reel sayilar, kompleks sayilarin
bir alt kiimesidir. Diger taraftan kuaternionlar da iki kompleks sayinin kombinasyonundan
olusmustur. Buna gore kompleks sayilar da kuaternionlarn bir alt kiimesidir. Bu sonug,
kuaternionlarin hem reel sayilar hem de kompleks sayilar1 kapsayan daha genis bir say1
sistemi oldugunu gostermektedir.

Kuaternionlar, uzaysal donmelerde ve fiziksel biiyiikliiklerin karakterlerinin
belirlenmesinde ¢ok ise yaramaktadir. Ayrica kuaternionlar grup teorisinde ve elemanter
pargaciklarin  siniflandirilmasinda  kullanilmaktadir. Uzaysal donmeler, grup teori
uygulamalari, kontrol sistemleri ve robotik uygulamalarinda bir¢ok arastirmaci i¢in ilging
bir aractir. M. Tanish tarafindan hazirlanan doktora tezinde endiistriyel robot kollarinin

hareketi kuaternionlar yardimiyla tanimlanmaktadir[22].



Kuaternionlar fiziksel biiyiikliikleri ifade etmek icin de kullanilabilmektedir[19].
1989°da K. Ozdas tarafindan skaler ve vektdrel biiyiikliiklerin kuaternion uzayina tasmarak
birer kuaternion olarak nasil ifade edilecegi gosterilmistir. Kuaternion ¢arpimindan farkli
olarak kuaternionlar i¢in skaler(i¢c) ve vektorel(dis) carpma islemleri tanimlanmistir. Bu
islemler yardimiyla “is” ve “tork™ gibi biiyiikliiklerin nasil ifade edilecegi gosterilmistir
[20, 22].

Son yillarda ise kuaternionlarin uygulama alanlari bilimin tiim dallarina
dagilmaktadir. Kimyada molekiil yapilarinin incelenmesinden(3, 6], tibbi bilimlerde DNA
ve protein yapilari, géz hareketlerinin tanimlanmasi[15, 23], hidrodinamik ve elastik[7,
13], astronomi ve optikteki uygulamalara[2, 24] kadar genis bir spektrumda kullanilmaya
baslandig1 goriilmektedir.

Bugiine kadar bir¢ok denklem g¢esitli bilim adamlar tarafindan kuaternionlarla
yeniden ifade edilmistir. Bunlardan bazilar sdyledir: J. C. K. Chou kinematik ve dinamik
diferansiyel denklemleri[4], Adler kuantum mekanigi[1], M. Tanish ve K. Ozdas robotik
manipiilatérlerin pozisyonunun kuaternion doniisiimii, M. Tanisli akustik enerji korunum
denklemini, yine Tanish ve Ozgiir acisal momentum ve Dirac denklemlerini[21], Negi ve
arkadaslar1 tek kutup dynonslar gibi teorik varliklar1 anlatmak igin bu sayr cebrini
kullanmisglardir [14].

Tezde kuaternionlar uzayinda asagidaki konular incelendi:

1. Kuaternionlar uzayinda kuaternionlara ait bazi sonuglar bulundu.

2. C%- uzayinda noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi ve Kuaternionlar
uzayinda K -denklik problemi tanimlandi.

3. SU(2) denklik problemi ve X; - denklik problemi arasindaki baglantilar incelendi.

4. K - denklik problemi ¢oziildii. ( K, normu bir olan kuaternionlar grubu)

5. SU(2) — denklik problemi ¢oziildii. ( SU(2) determinanti bir olan 2 X 2 - tipindeki

tiniter matrislerin olusturdugu gruptur)



1.2. Kiimeler Uzerinde Grup Hareketi

Tamm 1: G bir grup ve K bir kiime olsun. Bir ¢: G X K — K doniisiimii verilsin.
g € G,x € K i¢in ¢p(g,x) = g - x seklinde yazalm.Vg,, g, € G,Vx € K igin:
a) (g1-92) - x =91 (g2 - x);
b) e, G'nin birimi olmak iizere, e - x = x
kosullar1 saglaniyorsa, ¢’ye G’ nin K tizerindeki hareketi (etkisi) denir. G ’nin K {lizerindeki
hareketi G: K seklinde gosterilir.
Ornek 1: GL(n, R),n X n tipindeki determinant1 sifir olmayan tiim matrislerin

olusturdugu kiime olsun. GL(n, R) matrislerin ¢arpimina gore bir gruptur.

g1 " Yin
GL(n, R) grubunun R iizerindeki hareketi g=< : : > € GL(n,R) ve
In1 " Ynn
X1 i1 " Yin X1
X = ( : ) € R™ olmak {izere g - x = ( oo )( : ) olarak verilir. Gergekten,
Xn In1 " Ynn Xn

g,h € GL(n,R) ve x € R" igin,
gi1 " Yin h11 hln X1
2 (g.h).x = ( )( ) (>:
In1 7 Ynn hn1 hnn Xn
( 11 - hair + -+ ginhnr gll'h1n+"'+gln'hnn) (9(1)
In1 h11+"'+gnn'hn1 gnl'h1n+”'+gnn'hnn Xn
((911 his + -+ gin - hpy) - x1 + + (911 - han + =+ Gin - hnn) - xn)

(gnlhll Tt Gnn e nl) X+t (gnl * hln t+ -t Gnn hnn) *Xn

(gnl (hll X1 + "'+h1n'xn)+"'+(gnn'(hnl'x1+"'+hnn'xn

< 11 (hyqg Xy + o+ hyp - xp + +g1n (hpy - x1 + -+ hpy - Xp) )
)
(gll > ((hu X+ +h1n' n))
In1 (hnl x1+ +hnn xn)



gu v Gin hy1 - hyy X
(I ) e
In1 " Ynn hnl hnn Xn

10 0
b) I= (0 : 1 . 0) € GL(n,R) birim elemanini alalim.
00 - 1
X1
X
ve=["7 € R™igin;
le
10 0 X1 1-x,+0-x,+0-x3+--+0-x,
I,x—(o 1 - 0) xZ _ O'X1+1-x2-|—0-x3+...+0.xn
0 0 1 Xn 0°x1+0-x2+0-x3+...+1.xn
X1
_ | *2
xn

olacagindan I - x = x elde edilir.

Ornek 2: nx n boyutlu ortogonal matrisler O(r) grubunun R {izerindeki hareketi

g = ||laij|| € 0(m) ve x = ||x|| € R™ (i,j=1.2,...n) olmak iizere;
g-x = llayll - x| = 12721 aij - x| olarak verilir.
Gergekten;
g =|laij|l,h = ||bjx|| € 0(n) ve x = |Ix, |l € R™ igin;
a) (g, 1) - x = ([lag| - | jel]) - llcil

= [|Zos @iy - by - Nl

= [|Z721 X (@i - bjr) - x|

= (|21 Zh=r @iy - (Bc - x|

= Nlagll - 12k i - xiel| = [leagsl| - (U1l - Maciell)

=g-(h-x)
elde edilir.



1 0 0
b)I = O 1 0le O(n) birim elemanini alalim.
0 O 1
X1
X
Vx = :2 € R" i¢in,
le
1 0 0 X1 1.x;+0.x; +0.x3+ -+ 0.x, X1
Ix=[0 1 0 X2 _[0x;+1Lx;+0.x3+--+0.x, | _ (X2
0 0 ... 1/ \x, 0.x; +0.x, + 0.3 + -+ 1.x, Xn

olacagindan [ - x = x elde edilir.

Ornek 3: 0(n) grubunun R™ x R™ iizerindeki hareketig € 0(n), (x,y) € R* x R"
olmak tizere; g - (x,y) = (g - x, g - y) olarak verilir. Gergekten,
a)Vg,, g, € 0(n) ve V(x,y) € R" X R" i¢in g, - g, € 0(n) olacagindan;
91 92)(x,y) = ((91 *92) %, (g1 92) " )’)
= (91 (92:%),91 (g2 3’))
=91 (92" %92 ¥) = 91" (92 - (%, )
elde edilir.
b) I € O(n) birim eleman olmak tizere, V(x,y) € R™ X R" igin;

[-(x,y)=U-x,1-y)=(x,y)olur.

1.3. Noktalar Sisteminin G- Denkligi ve G- Yoriinge

Tanim 2: G bir grup olmak iizere, G nin X kiimesi tizerindeki etkisi verilsin. x,y € X
olmak tiizere, 3g € G igin y = g - x ise X, y'ye G —denk’tir denir ve bu durum x~y(G)
seklinde gosterilir.

Onerme 1: G grubunun bir X kiimesi {izerindeki etkisi verilsin. Bu taktirde Vx,y € X
icin x~y bir denklik bagmntisidir.

Ispat: “~" bagmtisinin denklik bagintis1 oldugunu gostermek icin yansima, simetri
ve gecisme Ozelliklerini sagladigini gostermek gerekir.

i) Vx € X igin x~x’dir. x € X ve g = e € G alalim.

xX=g-x=e-x=xolup, x~x’dir.



ii) Vx,y € X igin x~y & y~x’dir.
Vx,y € X icin x~y = 3g € G 0Oyle ki y = g -x’dir. Burada esitligin her iki tarafini
soldan g~! € G ile garparsak;
y=g-x=>g'y=g"'-9g-x

=g 1-y=e-x=xolup, y~x’dir.
iii) Vx,y € X i¢in x~y ve y~z = x~z ‘dir.
Vx,y,z € X icinx~y = 3g, € G oylekiy = g, - x’dir. ....(1)
y~z=3g, € G Oylekiy = g, -x’dir. ....(2)

(2)’de y yerine (1)’deki esiti yazilirsa z=g, g, -x elde edilir. g,-g; € G

oldugundan;

x~z elde edilir.
= “~" bagintis1 denklik bagintisidir. ¢
Ornek 4: G =0(1) ={-1,1} olsun. O(1) grubunun R iizerindeki etkisini
alalim. Vx,y € R igin y = +x ise x~y 0(1)’dir.

cosa Ssina

Ornek 5: G = {(—sina cosa

),a € [O,Zn]} olsun. G grubunun R? iizerindeki

etkisini alalm. Vx,y € R?icin3g € G dylekiy = g - x ise x~y G*dir.

Ornek 6: G = 0(n) olsun. 0(n) grubunun R™ iizerindeki etkisini alalim.

X1 V1
x y ajq An
x=|"ly=|"?]eRviginaa=| : t | e 0(n) dyle ki,
Xp Y ap1 = Qpp
X
§1 ai; o Qip xl
52 = i), 32 ise x~y 0(n) “dir.
a e a
Yn nl nn Xn

Tanmm 3: {x,;,7 € T} ve {y,, 7 € T} iki vektor ailesi olsun. 3g € G olmak iizere
Yy, =g+ x, , VTET ise bu vektdr ailelerine G- denk’tir denir. Iki vektdr ailesinin

denkligi {x;, T € T}~{y,, 7 € THG) ile gosterilir.

Onerme 2: {x,,7 € T} ve {y,, T € T} iki vektor ailesi olsun. Bu taktirde;



{x;, T € T}~ {y,, T € THG) bir denklik bagintisidir.
Ispat: Onerme 1°deki gibi benzer sekilde yapilir.

Tammm 4: Bir Ggrubunun bir X kiimesi Ulzerindeki etkisi verilsin ve x € X

olsun.G(x) = {g - x: g € G} kiimesine x noktasinin G-yoriinge’si denir.

Ornek 7: 6 =0(1) ={-1,1} ve X =R alalm. Bir x € R noktasmnin 0(1)-
yoriinge’si 0(1)(x) = {+, x € R} seklindedir.

Ornek 8: G = {( cosa sma)’a € [O,Zn]} ve X =R? alalm.x,y € R?
—sina cosa

noktalarinin G-yériinge’si G(x) = {y € R?: ||y|| = ||x||} seklindedir.

Not : Yoriingeler G- denklik bagintisinin denklik siniflaridir.

1.4. G- Invaryant Fonksiyonlar

Tammm S: Bir G grubunun X kiimesi {lizerindeki etkisini alalim. f: X — R olmak
lizere Vg € G igin f(g - x) = f(x), Vx € X ise f reel fonksiyonuna G - invaryant denir.

Ornek 9: G ={-1,1}, {G, -} ve f(x) =x%olsun.X = R. G’nin X teki etkisi
¢(g,x)’ i g ve x reel sayilarinin ¢arpimi seklinde alalim.

f(x), G - invaryanttr.

lex=x=2f1-x)= f(x)

(D) -x==x=f((-1)-x)=f(-=x) = f(x)

Ornek 10: Ornek 9°daki etkiye gore f(x) = x* = (—x)*de f(x), G- invaryanttir.

Not: Tiim G- invaryant polinomlar kiimesi R[x]¢ ve tiim G- invaryant rasyonel

fonksiyonlar kiimesi ise R(x)¢ seklinde gosterilir.

Onerme 3: x~y G olsun. Bu taktirde Vf € R[x]¢ i¢in f(x) = f(y)dir.

Ispat : x~y G oldugundan 3g € G igin y = g - x’dir. keyfi f G- invaryant polinomu
icin f(y) = f(g - %) = f(x) oldugundan f(x) = f(y)’dir. ¢



Not : Keyfi f G- invaryant polinomu i¢in f(y) = f(x) ise y~x G olmayabilir.

Ornek 11: G = 0(n) olsun. 0(n) grubunun R" iizerindeki etkisini alalim.

X11 Xn1 X117 Xm
x,=| ¢ )., xp,=| i | €R" olmak iizere |[x; ... x,]|=

leTl

igin

Xin " Xnn

X1n
f(xqg, .. xy) = |[x1 ... x,,]|? alinirsa, bu O(n)- invaryant’tir. Gergekten, Vg € 0(n) icin,
det G = +1 oldugundan,

[g-x1 - g-2]12 = 1[g] - [y o ]12=I[g11% + 1[2¢1 - %0 ]1% = [[21 ... % ]2 elde edilir.

Ornek 12: O(n) grubunun R™ iizerindeki etkisini alalim. x; ,....x,, € R® olmak

(Xl,X1> <x1an>
tizere, detG(x; ,...,.x,) = det : almirsa bu O(n)-invaryant’tir.
<xn'x1) <xn'xn>

Gergekten, Vg € 0(n) igin;

(9.x1,9.x1) -+ {9.X1,9-%Xn)
detG(xq ,...,x,) = det( : : >
(g-xrvg-x1> (g-xn'g'xn>
((xlixl) (xlrxn))
=det : :
(n, x1) o (X, X)

= detG(xq ,...,Xp)

elde edilir.

Onerme 4: R[x]¢ ve R[x] polinomlar R-cebir’inin birimli R-altcebir’ idir.
Ispat : Vf,, f, € R[x]¢ olsun. Vx € R, Vg € G igin;
i+ )9 %) =fi(g-x)+ fo(g-x) = fi(x) + f2(x) = (f + L) (x)
(fr-f(g-x) = fi(g-x) - fo(g-x) = fi(x) - fo(x) = (f1 - [2) (%)
A€ R olmak tizere, A- fi)(g-x) =A-fi(g-x)=A-f;(x) =+ f)(x)
1(x) = 1 € R[x] birim eleman i¢in, 1€ R[x]¢ oldugundan

1-f)g-x)=1-(g-x)fi(g.x) =1 fi(x) = f1(x)
olup, fi + fo, fi * far A f1, 1 € R[x]¢’ dir. Yani R[x]¢, R[x]'in birimli R-altcebir’ idir.



1.5. Uniter Uzay

Tamm 6,[16]: E', C kompleks sayilar cismi tizerinde vektor uzay1 olmak tizere,
@' E' X E' > C donisiimii asagidaki aksiyomlari saglasin:
Vx,y,z € E', VA € C igin;

D ¢'(x+y,2) =9 (x,2) + ¢'(y,2)

2) o'(x,y) =Lo'(x,y)

3) ¢'(6y)=¢'(,x)

4) ¢'(x,x) =0

5 o'(x,x)=0x=0

Bu sekilde tanimlanan ¢’ doniisimiine E’ kompleks vektor uzayinda skaler (ig)
carpim denir. (E’, ¢") ikilisine de i¢ ¢arpimli kompleks vektor uzayi denir.

Tamm 7: Sonlu boyutlu kompleks i¢ ¢arpimli vektor uzayina tiniter uzay denir.

Ornek 13: E' = C alalm. ¢":CxC— C , x,y € C olmak iizere ¢'(x,y) = xy
doniisiimiini tanimlayalim. (C, ¢")’nin {initer uzay oldugunu gosterelim:

Vx,y,z, A € Colmak lizere;

D ¢'(x+y,2) = (x+y)z=xy +yz=¢'(x,2) + ¢'(y,2)

2) ¢'(x,y) = )y =Axy) = A" (x,y)

3) o'(x,y)=xy=yx=¢'(y,x)

4) ¢'(x,x)= xx=|x[>=0

5) ’(x,x) > xx=0>[x]?=0=>x=0

>x=0=>¢'(x,x)=0

oldugu aciktir.

V1
Y2

@' (x,y) = x,9; + x,J; doniisiimiinii tanimlayalim.(C?, ¢")'nin {initer uzay oldugunu

N x
Ornek 14: E' = C? alalim. ¢": C? X C?> > C, x = (x;), y = ( ) € C? olmak iizere

gosterelim:
1) o' (x+y,2) = (x1 +y1)Z1 + (X2 + ¥2)Z3 = X121 + Y171 + X325 + V22,
=121 + x22) + 121 + y223) = @' (x,2) + @' (¥, 2)

2) ¢'(Ax,y) = Ax1y;1 + A Y,=A0x Y1 + x7) = A@'(x,y)
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3) ' (x,y) = x1V1 + X372 = 1% + Y% = @' (¥, %)
4) @' (x,x) = x,%7 + x,%; = |x|2+|x,]> = 0
5) @'(x,x) = x,%1 + %%, = |x1|2+|x2|2 =0©x=0,x=0x=0

oldugundan (C?, ¢") iiniter uzaydir.

X1 Y1

. X

Ornek 15: E' = C" alalim. ¢":C" X C" > C , x = 52 , Yy = y:z € C™ olmak
xn yn

tizere @' (x,y) = Y1 x;y; donisiimini tanimlayalim. (C", ¢") tiniter uzaydur.

Ornek 16: E' = C alalm. ¢":CxC - C , x,y € C olmak iizere ¢'(x,y) = x2y

tanimlayalim. (C, ")’ nin tiniter uzay olmadigini gosterelim:
Gergekten Vx,y,z € C olmak iizere;

@' (x+y,z) =(x+y)2Z=x%2+ y?Z + 2xyZ olur. Ama i¢ carpim tanimima gore
@' (x +y,z) = x*Z + y?Z olmalidir. Bunun i¢in 2xyZ = 0 olmas1 gerekir. Buradan x = 0
veya y=0 veya z = 0’dir. Fakat bu sart tim x,y,z’ler i¢in saglanmadigindan,
@' (x+y,z) #x2Z2+ y%*Z olup, ¢’ i¢ ¢arpim degildir. Dolayisiyla (C", ") iiniter uzay
degildir.

Tanmm 8: V ve W, C lizerinde lineer uzaylar olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan
F:V = W donilisiimiine lineer operatdr denir.

)F(zy+2,) =F(zy) + F(z,),2,,2z, € C"

ii) F(Az) = AF(z), A€ C,ze C"

Not : F: V — W lineer doniistimler kiimesini Hom(V,W) seklinde gosterelim.

Tanmm 9: (E,’, ;") ve (E,,@,’) liniter uzaylar olmak iizere, F:E,' - E,’
doniisiimii i¢in;

i)F , birebir ve Orten

ii) F , lineer

i) ;" (F(x), F(¥)) = ¢1'(x,y)

ise (E;, ¢,") ve (E,’, @,") liniter uzaylarina izomorf denir.
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Sonu¢ : (E', ') tUniter uzay ve boyE' =n olsun. O halde (E',¢;') lniter

uzay1,(C", ¢") iiniter uzayina izomorftur. Burada o'(x,y) = )i x; y; dir.

Not : Bundan sonra (x, y)c = X.i=; X; y; seklinde alinacaktir.
Tamim 10: C™" iiniter uzaymnda x € C" igin /(x, X)¢ sayisina x vektoriiniin normu

denir ve ||x|| seklinde gosterilir.

Tamm 11: ||x|| = 1 ise, x vektoriine birim vektor denir.

Lemma : C"’de tanimlanan norm asagidaki aksiyomlar1 saglar:
Vx € C", VA € C i¢in,
D lxll =0

i) x| =0 = x =0
i) [|AxI] = All1x]

ispat :
) 121l = 6 x0e=y Tl + 1ol + -+ 1l = 0
i) [1xIl = 0 = /(o x)c = 0= YT + o2+ F [%al? = 0
x = 0= ||x]| = 0 oldugu agiktir.
iii) II/’lxII:\/(/’lx,Ax)(C = \/I/’lxllz + |Ax, |2 + -+ | Ax, |2
=VIAR[x1 |2 + [A12[x |2 + - + |A]2] 2, |2

=121 12 + [xa 2 + - + [xa]?)

=11 2 + T2 |2 + - o+ [ |2

=l Alllxl.

0, (#]j

Tanmmm 12: (xl-,xj)(c =6 = {1 i= i,j=12,..m ise {x1,x3, ...,Xp}

vektorler sistemine ortonormal sistem denir.

1
0

(x,¥)c = x1y1 + x,y; oldugundan (x,x)c =1, (x,¥)c =0, (¥,¥)c = 1 olarak bulunur.

Ornek 17: x,y € C? alalm. x = ( ) vey = ((1)) segelim. Bu taktirde,

Burada {x, y} ortonormal bir sistem olusturur.
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Teorem 1: E bir tniter uzay, {e;, €,, ..., €,} sistemi E’de bir ortonormal taban ve
x €E olsun. Bu taktirde; x = A;e; + A,e, + -+ A, Oyle ki A; =(x,¢e))¢c i =
1,2, ...,n’dir.

Ispat : {e;, e, ...,e,}, E’ de bir taban oldugundan x = A,e; + A,e, + - + A,.e, icin
A1, Ag,..., Ay € Rvardir. (x, e;)¢ i¢ ¢carpimini alalim.

(x,e;)c=(Ae1 + Ae, + -+ Anen, €)c = Ai (e e))c = A0 = 1,2, ...,nolur. ¢

1

Teorem 2: Vx,y € C" igin |[(x, ¥)c| < l|x|||ly]| (Cauchy-Schwarz Esitsizligi)’dir.
Ispat:Va,b € CveVx,y € C%
llax — by|l? = {ax — by, ax — by)c = (ax, ax — by)c — (by, ax — by)c
=(ax, ax)¢ — (ax, by)¢ — (by, ax)¢ + (by, by)¢
=la|?||lx[|* = ab{x, y)¢c — baly, x)¢ + [bI*||yll>
=lal?|lx||* — 2Re{ab(x, y)c} + |b|*lylI?

Burada a = ||y||? ve b = (x, y) alirsak;

=Py I = 216G e 2Ny l? + 16 vl 2y ll2
=y ANy I? = [€x, y)el?) elde edilir.

llax — by|l*> = 0 oldugundan, [[ylI>(llx|[*[lyll* = [{x,¥)c|>) =0 <dir. Dolayistyla
Iyl # 0 ise ||x|I?|l¥]|* = I{x, y)c|? dir. Her iki tarafin karekokiinii alirsak

llxllllyll = [{x, ¥)c|  elde ederiz. ||yl =0 yani y =0 ise [(x,y)c| =0 ve [lx|lllyll =
0 oldugundan [(x, y)c| = llx[llly]l’dir. 4

Teorem 3: Keyfi x,y € C" igin ||x + y|| < ||x]|| + ||y|| (Minkowski Esitsizligi)’dir.
Ispat : [|x + y|I* = (x + y,x + y)c=(x, X)¢ + (X, )¢ + (V. X)c + (1, ¥)c

=(x, X)¢ + (%, ¥)c + (t, ¥)c + (V. ¥)c

< (X, x)¢ + [0, ¥l + x ydel + (v, y)e

=[lxI* + 2[¢x, y)el + llylI?

< llxlI? + 2lxl Iyl + iy ll?
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=(llxIl + llyID?
llx + Y112 < Clxll + 1lyID? = llx + yIl < llxll + [lyll.

1.6. Uniter Déniisiimler, Uniter Matrisler ve U(n), SU(n) Gruplar

Onerme 5: {e,, ...,e,} , V kompleks i¢ carpim uzayinin bir ortonormal baz1 olsun.

Herhangi u € V i¢in,
u=(u,e)ce + -+ (u, ey)ce, dir.

Ispat: Vu € V;u=ae; +-+aye, a,..,a, € Cdir.

(u,e1)c = (ayeq + -+ anen, e1)c = ar{ey, e1)c + - + anlen, en)c
{ei, ..., en} , V kompleks i¢ garpim uzayinin bir ortonormal bazi oldugundan,

=aq1+ -+ a,0 = a, bulunur.

i = 1,..,nigin benzer sekilde,
(w,e)c=(areq + -+ age; + -+ aney, )¢

= as{ep, er)c t + + aile, e)c +  Tan(en, en)c
=a;0+ -+ a;1+--+a,0 = q; bulunur.

Dolayisiyla, i = 1, ...,n igin a;’ler yerine (u, e;)¢’ler konuldugunda,

u = (u,e)ces + -+ (u e,)ce, elde edilir. ¢
Tamm 13: V sonlu boyutlu bir kompleks i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Bir A € Hom(V, V)

dontistimii ve Vx,y € V,
(A(x), A(¥))c = (x,¥)c 1se A doniisiimiine iiniterdir denir.

Ornek 18: A : C2 - C?

X1 X, 1T+ix1_ \gsz
(xz) - A((xz)) - ﬂxl + 1—+ixz
3 3
doniigiimii liniterdir.
Céziim : V (2) ) @;) € C%;
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X1 V1 | TR T S T2
aCpae= 22 M2 )
3 X1 +Tx2 ?3’1"‘?)’2
1+i V7 L V7
B 3 1T X S T3 )2
vz 1+ V7 1+
3 1+Tlx2 3N +Tl 2
1+i V7 T i V7 _
B =5 1T X2 S V1T )2
v 1+i 7 1-i__

1 1 7 — 7 1 1 —
=(5t 5t P+ Gyt %)

=X1Y1 + XY,

-G
= A doniisiimii tiniterdir.

Not: A= [al- j] n X n - boyutlu kompleks matris olsun. A’ min tranpozesini AT

_ —T
seklinde gosterelim. Bu durumda A = [Ei j] olsun. A matrisini A* seklinde gosterelim.

Tanim 14: AA* = A*A = 1, sartin1 saglayan A matrisine liniter matris denir.

Ornek 19: A : C% - C?

1+i _ﬁ
()= aep={g " L
X2 X2)7 \ V7 1+i
St
Uiniter donilisiimiiniin matrisi,
w7
A((xl)) = 3 ; (xl) elde edilir. A matrisi tiniterdir
X2 V7 o1+ | \xp - .
3 3
A
Gercekten,
w7
—| 3 3
A e
3 3
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V7 1t
3 3
1+4i V7 1-i 7 247 0
=T _[3 3 3 3 |_( 9 (1 0\ _
A=y w )\l )=y 2 _(0 1)"Ve
3 3 3 3 9

—T
benzer sekilde A A = I oldugu goriiliir.

= A matrisi Uniterdir.

Not: Tiim n X n - boyutlu iiniter matrisler kiimesini U(n) ile gosterelim.

Onerme 6: Tiim {initer matrisler kiimesi ¢arpim islemine gore gruptur.

Ispat: VA, B € U(n) igin A - B € U(n) oldugunu gosterelim:
AeUm)>A-AT=1veBeU(n)=B-BT =1 olur.

(AB) - (AB)" = (4B) - (AB)" = A (@j) A=A AT =]
1

= A-B € U(n) dir.
VA,B,C € Un)iginA-(B-C) = (A-B) - C oldugunu gosterelim:

Biitiin matrisler i¢in gegerli oldugundan 6zel olarak {initer matrisler i¢in de gegerlidir.
VA€ U(n) igin A-1=1-A= A olacak sekilde 1€ U(n) vardir. Ciinkiil-IT =
[’dir.
VA€ U(n)icinA-A™1 = A71. A =] olacak sekilde A~! € U(n) vardir. Gergekten,
AAT =141 A AT=4"1=AT=4"1

AT AT = AT AT = (A~1A)T = IT = olacagindan A™1 € U(n)’ dir.
I

= U(n) kiimesi ¢arpim islemine goére gruptur. ¢

Tanim 15,[10]: Determinanti 1 olan biitlin {initer matrislerin olusturdugu gruba 6zel

tiniter grup denir ve SU(n) ile gosterilir.
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Onerme 7: SU(n), U(n)’nin bir alt grubudur.

Ispat : U(n) kiimesinin ¢arpim islemine gore grup oldugu 6nerme 6’da ispat edildi.
SU(n) kiimesinin tanimindan VA € SU(n) = A€ U(n) oldugu kolayca goriiliir.
Dolayisiyla SU(n) € U(n)’dir. Buradan U(n)’deki matrislerde ¢arpim islemine gore
SU(n)’nin U(n) ‘nin bir alt grubu oldugu agiktir. ¢

N i0
Ornek 20: 6 € R olmak iizere, (e(l) 91‘9) € SU(2)’ dir.
e

1.7. Cebirler

Tamm 16,[10]: C kiimesinde “ +, -, A - islemleri verilsin ve C kiimesi asagidaki

sartlar1 saglasin:

i) (C,+,") halka,

ii) (C,+, 1 ) R iizerinde vektor uzayi,

iii) A(xy) = (Ax)y = x(Ay),Vx,y € Cve VA € R
{C,+,,1:,1 € R} sistemine R - cebir denir.

Ornek 21: {R, +,, 1,1 € R}, R - cebir’dir.

Ornek 22: Katsayilar1 R’ den olan tiim polinomlar kiimesini R[x] ile gdsterelim.
{R[x],+,, 11 € R}, R - cebir’dir.

Ornek 23: Tiim rasyonel fonksiyonlar kiimesini R(x) ile gdsterelim.

{R(x),+,,1-,1€ R}, R - cebirdir.

1.8. Reel Kuaternionlar

Tamim 17,[12]: Bir reel kuaternion sirali dort saymnin +1, e, e,, e5 gibi dort birime

eslik etmesiyle tanimlanabilir. Burada birinci birim +1 bir reel sayidir, diger {i¢

birim ise,
2 2 52
l) 61 = ez = 63 = _1

sey — —_— — — —_— — — —_— —
ii)e; - e;=e3, e, ez=e;, e3- e;=¢e,
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—

iii) ;- e/ =—e3,€;5- e;=—¢€/ .,/ = —¢

ozelliklerine sahiptir.

Boylece bir kuaternion:
gq=d+ae/+be,+ce;
biciminde ifade edilir. Burada d, a, b, c € R reel sayilarina q kuaternionunun bilesenleri

denir.

Tanim18 : Kuaternionlar i¢in esitlik bagintist:

Vaq1,q; EK igin qy = q, © Sg, = Sq, veVy, =V,
seklinde tanimlanir.
e;, €,, e; birimleri 3- boyutlu reel vektor uzayinin bir dik koordinat sisteminin taban

vektorleri olarak alinabilir.
Bir q kuterniyonu S, ile gosterilen skaler kisim ve Vq) ile gosterilen vektorel kistmdan
olusur.

Sq=d ,V, = ae; + b'e; + c'e3 olmak iizere;

q=5,+V,
seklinde yazilabilir.

Ornek 24: q =5 — 1e; + 3¢, + 6 e; kuternionu igin;

Sq=5,V;=—1e;+ 3¢, + 6e; seklindedir.

Not : Reel kuternionlar kiimesini X ile gosterelim. Dolayisiyla K kiimesinden 6zel
olarak R reel sayilar kiimesi, C kompleks sayilar kiimesi ve R3 {i¢- boyutlu vektdrler

kiimesi elde edilir.

Ornek 25: g = 10ise a = b = ¢ = 0 oldugundan q € R’dir.
Ornek 26: q =4 +e; ised = 4,a = 1,b = c = 0 oldugundan q € C’dir.

Ornek 27: g = 2e; — e, + 9e; iseq = VC; oldugundan q € R3 tiir.
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Tanm 19,[9]: @ . KX K - K

(91, 92) » 1192 = Sg,0q, + I7)q1@‘]2
doniistimii verilsin.
qu=d;+a.e  +bie;+cies,
qz =d; +ae; +bye; +cye3
olmak tizere,
0:1®q, = (dy +d;) + (a; + az)e] + (by + by)e; + (¢ + ) e;
seklinde tanimlanan isleme K -kuternionlar kiimesi {izerinde toplama islemi denir.

Burada S, , S;, € Rve + islemi R’deki toplama islemidir. I7q 1,7;2’de birer vektor

D
olup @ islemi R3 reel vektdr uzayindaki Abel grubu (vektdrlerde toplama) isleminin
aynisidir.

Not : (¥, ®) ikilisi bir abel grubudur. Etkisiz eleman sifir kuterniyonu adini alir ve
(0,0,0,0) sirali dortlistdiir.

Ornek 28: g, =1+e +3e,—3e; , q,=3+4e, —6e, kuternionlar
verilsin. Buna gore;

q1®Dq, =4+ 5e; — 3’e, — 3e; seklinde bulunur.

Tamm 20,[9]: O:RX K - K
Lq) ~>AQ q=2q =4S, + 1V,

doniistimii verilsin.
AL€ERveq =d+ ae; + be, + c’e; olmak lizere;
A0 q=21d+Aae; + 1be; + Ace;

seklinde tanimlanan isleme K -kuternionlar kiimesi lizerinde skalerle ¢carpma islemi denir.

Ornek29: 1=5€R ve q=—-6+¢, +2e, —4e; olmak iizere;

AO q=5(—6+e +2¢e,—4e;3)
=—30+ 5e; + 10e, — 207e; olur.

Onerme 8: Kuaternionlar iizerinde tamimlanan skalerle garpim islemi asagidaki
ozellikleri saglar:

)10 (q:1®92) = (10 q)B(10Oqz),VAE R, Vqy,q; € K.

i) (4 +2,) Oq= 4 O P®UA, © @) ,VA, 4, € R, V€K

i) (1, - ,) 0Oq=4 01 O q
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iv)1Oq=gq

Boylece {K,®, R, +,,,O} sistemi bir reel vektér uzayidir. Kisaca bu uzay1r K ile

gosterelim. K ’daki toplama @ islemini de + ile gdsterelim.

Tamm 21,[9]: X : KX K - K
(q1,92) = 91 X q2

islemi asagidaki ¢arpim tablosu ile tanimlanir:

— — — —_—

e, e, -1 e; -6,
—_— —_— — —

e, | e, -e3 -1 ¢
—_— —_— —_— —

es e; e -e -1

buna gore;

qu=dytae;+the+cies

q, = d, + a,e; + b, e, + ¢, e; olmak lizere;

q1 X qz = dydy — (@10, + b1by + c1¢7)
+(d1a; + aydy + byc; — c1by)eq
+(bydy + dib; —aic; + c1az) €;
+(c1dy + dic; + ayb; — biag) €3

seklinde tanimlanan isleme iki kuaternionunun kuaternion ¢arpimi denir.

Ornek30: g, =3 +2e;—1e,+4e;ve q,=1+2e;—5e, — 3¢,
olmak iizere;
1 Xq;=3—-(2-2+ (=1 (=5 +4-(=3))
+(3:2+2:1+(-1)+(-3)-4+(-5)) e;
H((-1)-14+3+(-5)-2:(-3)+4-2) e,
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HA-143+(-3)142:(-5)-(-1)-2) &
=6+31e; — 26 — 13¢5

seklinde bulunur.

Onerme 9: Kuaternion ¢arpimi asagidaki dzelliklere sahiptir.
i) iki kuaternionun ¢arpimi bir kuaterniondur.

ii) Kuaternion ¢arpimi birlegimlidir.

iii) Kuaternion carpimi dagilimlhidir.

iv) Kuaternion carpimi degisimli degildir.

Ispat : i) Vq,,q, € K igin q; X g, € K oldugunu gosterelim:
q=d;+aje] +bie;+cie;
q, = d2+ a6 +hye; +cre3
olmak iizere;
q1 X qz= (dy + are] + bye; + ¢ e3) X (dy + azel + be; +¢c; e3)
=dyd; — (a1a; + b1by + ¢163)
+(dya; + a;dy + byc; — ¢1by)e;
+(bydy + dib; — ayc; + c1az) €;

+ (Cldz + d1C2 + a1b2 - blaz)a ‘dir.

Burada a4, b, ¢4, ay,b,,c, € R’den dqd, — (a;a, + b;b, + c1¢;) € Rolur.

S did, — (a,a, + b1b, + ci¢5) ,

q1}q; —
Vaixq, = (dia; +aydy + bicy — c1by)eg

+ (bydy +diby —asc, + C1a2)?2)
+(c1dy +dyc, + a1b; — b1a2)?3)

seklinde oldugundan q; X g, = S, + I7q xq, € X dir.

q41%Xq>
i) Vq4,q2,q3 € K igin q; X (q2 X q3) = (q1 X q3) X q3 oldugunu gosterelim:

q1=dy +a,e; +hye; +cies
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q; =d; +aze; +bye; +cye3
q3 = d3 + aze; + bye; +cs'e;
olmak iizere;
q2 X q3=(d; + aze; + by’e; + ¢, e3) X (d3 + aze; + by'e; + ¢z €3)
=d,d; — (ayaz + bybz + c,c3)
+(daas + azds + bycs — cyb3)e;
+(dybs + byds + a3 — azcs)e;
+(dacs + c2d3 + agb; — byas)es
q1 X (q2 X q3) = (dy + ae; + by'e; + ¢ 'e3) X dpd; — (aza3 + bybs + c¢3)
+(dza3 + azds + bycs — c;b3)eq
+(dzbs + byds + ca3 — azcs)e;

+(d,c3 + cpd3 + abs — byaz)e;

=d;d,d3 — d;(azas + bybs + cyc3) — ay(dyas + a,ds + bycz — c;b3) — by (dybs +

b,ds; + c,a3 — ac3) — ¢1(dyc3 + cpds + azbz — byaz)

+[d,(dyaz + ayd; + byc3 — c,b3) + ayd,d; — aq(ayas + bybs + cyc3)
+by(dc3 + cad3 + azbs — boaz) — c1(dabs + bads + coa3 — azcs)] ef
+[by (dads — (azas + bybs + c5¢3)) + dy(dybs + byds + ca5 — ayc;)
+c1(dpas + azds + bacs — c3b3) — ay(dycs + cpds + azbs — byas)]e;
+[cl(d2d3 — (ayas; + byb; + C2C3)) +d,(d,c3 + c,d; + a,b; — byas)

+ay(dybz + byds + cya3 — ayc3) — by(dyaz + a,ds + bycs — cyb3)]es
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=(d1d2 - (a1a2 + b1b2 + C1C2))d3 - (dlaz + a1d2 + b1C2 - Clbz)a3 - (dlbz - a1C2 +

b,d, + c;a;)b; — (dyc, + a1b, — bya, + c1dy)cs
+[(d1d2 — (aya, + byb, + clcz))a3 + (d,a, + a;d, + byc, — c1by)ds
+(d1b, — ajc; + bid, + ciay)cs + (—dic; — aiby + bya, — cydy)bsle;
+H(d1by — aicy + bid;y + craz)ds + (dicy + a1by — bia, + ¢y dy)as
+(=b1by + did; — 16, — a1a3)bs + (—dya; — aydy — bicy + ¢1by)cs]e;
+[(dyc, + a1b, — bia, + ¢;dy)ds + (—d by, + ayc, — bid, — c1a3)as
+(d1a; + ayd; + bycy — ¢1by)bs + (b1 by + dyd; — ¢i0; — ajaz)cs]es
= dydy — (aya; + byby + ¢1¢5) X (d3 + aze; + by e; + cz'€3)

+(dia, + a;d, + byc, — c1by)e;

+(bydy + dib; —aic; + c1az) ey

+(cydy + dyc; + ayb, — biay)es
= (91 X q2) X q3

Boylece q; X (g3 X q3) = (q1 X q3) X q5 oldugu elde edilir.

iii) Vqy,q2,q3 EX i¢in - qy X (q2 + q3) = (91 X q2) + (q1 X q3)

gosterelim:

qu=d;+a.e{ +bie;+cie;

qz =dy +aze] +bye; +ce;

q3 = d3 + aze] + bye; +czes

olmak tizere;

(92 + q3)=dy+d3 + (a; + az)e] + (b, + b3)e; + (c; + c3)e3
q1 X (g2 + q3)=(dy + aje] + by e; + ¢y e3) X

(dy +ds + (ay + az)e; + (b, + b3)e; + (c; + c3)°e3)

oldugunu
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=d,(d, + d3) — a;(a; + az) — by(by, + b3) — c1(cy + c3)
+(dy(ay + az) + a,(dy + ds) + by(c; + ¢3) — c1(b, + b3))e;
+(dy(by + b3) + by (dy + d3) + c1(ay + az) — a,(c; + ¢3)) €
+(dy(cy + ¢3) + c1(dy + d3) + ay (b, + bs) — by(a, + az))es
=d,d, + d1d3 —a;a, — a,a3 — byb, — b1b3 — cic; — c1C3
+(d,a; + dyas + a;dy, + ads + bicy, + bycs — ¢ b, — ¢1bs)e;
+(dib; + dybs + byd, + byd; + cia, + craz — a;¢c; —aqc3)€;
+(dyc; + dyc3 + ¢idy + ¢1ds + ayby + a1b; — bia, — bias)es
=d,d, — (aya, + b1b, + c;c;) + d;d5s — (a;a3 + bybs + c1¢3)
+(d1a; + a1dy + bicy — ¢1by)el + (diby + bidy + cia; — arcr)e;
+(dyc; + c;dy + a;b, — byay)e; +
+(d1az + a;ds + bycz — c1b3)er + (dibs + bids + cia3 — asc3)e;
+(dyc3 + ¢;ds + a;b; — bjaz)es
=(q1 X q2) + (g1 X q3)
Boylece q; X (g3 + q3) = (g1 X g2) + (g1 X q3) oldugu elde edilir.
iv) Vq4,q, € K i¢in q; X q; # q, X q; oldugunu gosterelim:

qGu=4+3e;+2%€e,,q, =2+e; —3e, + e; olmak iizere;
q1Xqy=(4+3e/+2¢;)x (2+e;—3¢; +€3)
= 8- (3-6) + (4+6+2) e; + (-12+4-3) e, + (4-9-2) &3
gL X qy = 11+12e; — 1165 — 7&; ...(1)
q2%Xqy = (2+e]—3¢; +e3) X (4+3e] + 27¢7)
=8-(3-6) + (6+4-2) &7 + (4 — 12 + 3) &5 +(4+219) &3

q2 X q; =11+8e] —5%€; +15¢;3 ...(2)
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(1) ve (2)’den g4 X q, # q, X q; oldugu goriiliir. ¢

Not : Ozel olarak q; ve g, bir skaler, vektor kisimlar1 orantili ise veya C- kompleks

sayilar kiimesinin elemani ise;

q1 X qz = g X q; olur.

Tammm 22: Yukarida gosterdigimiz Ozellikleriyle {,®,R,+,.,,x} sistemi bir

asosyatif (birlesimli) cebirdir. Bu cebire kuaternion cebiri denir ve kisaca K ile gosterilir.

Kuaternion cebirinin bir tabani1 {+1, e, e, €5} ‘dir ve boyutu 4 tiir.
1.9. Reel Kuaternionlar Uzerinde Diger Temel islemler

Tamm 23,[9]: Kuaternionlar icin fark;

¥q1,4z € K igin g1 — 42=(Sg, = Sq,) + (Va, =~ Vo)
seklinde tanimlanr.
Ornek 31: q =3+ 42— 3¢ +3¢; veq, =728/ +5¢; ~3 &
olmak iizere;
1 — N 5 N . 2
q1—q,=(G+4e; —3e; +- e3)— (7—2e; +5¢e; — e3)
5 2

(-7)+G4-CoE+3-95+(3-(-3) 5

—-20 19
:T+6€_1>—8?2)+??3)

Tanmim 24,[9]: Kuaternionlar i¢in eslenik;

(): K=K
q-(@ =7

q=d+ae;+be,+ce;>q=d—ae;—be,—ce;
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seklinde tanimlanir ve g kuaternionuna q kuaternionunun eslenigi denir.

Ornek 32: ¢ = —3 + 6¢e; + 8¢, — 5e; olmak iizere; § = —3 — 6¢; — 8¢, + 5¢e;

seklindedir.

Onerme 10: Vg = d + ae, + be, + ce; € K igin;
i)gxq=3qxq=d?+a’*+b?+ c? € Rdir.
ii)gxgq=qgxq=0dm.
iii)gxg=qxq=0¢& q=0dr.
Ispat:i) Vg =d + ae; + be, + ce; € X igin;
gxq=(d+ae;+be,+ce;)x(d—ae; —be,—ce;)
=d? + a®*+b% + ¢
+(—ad + ad — bc + bc)e;
+(—db + bd — ac + ac) ‘e,
+(—cd + cd — ab + ab)e;
=d? + a’+ b? + ¢?
olarak bulunur. Diger taraftan;

gxXq=(d—ae;—be,—ce;)x(d+ae  +be,+ce;)
= d? 4+ a*+b*+c?
+(ad — ad — bc + bc)e;
+(db —db — ac + ac) e;
+(cd —cd — ab + ab) "e3

= d? + a*+ b?% + ¢ dir.

ii)Vq=d +ae; +be, +ce; € XK igin;
qXxXq=qxq=d*+ a*+b%?+ c*dena,b,c,d € Roldugundan d? + a’*+b%?+c?> € R
olur.

iii) Vg =d + ae; + be; + ce; € K igin;
gqXqg=qgxq=d*+a*+b?>+c>*=0 © a,b,c,d € R oldugundan

d?=a? =b?=c*~0=d=a=b=c=0e q=0olmalhdir. ¢
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Onerme 11: Kuaternionlar iizerinde eslenik islemi asagidaki dzelliklere sahiptir:
i) aq, + bg, = ag;+bq; ,Va,b €R ,Vq,,q, € K.

i) ¢ Xq, =92 Xq1 ,VYqy,9; € K.

iii) g =q,Vq € K.

Ispat : i) Va,b € R , Vqy,q, € X igin,

aq; +bg,=a(d; + ae; + bye; + ¢y 'e3) + b(d, + aze; + by e; + ¢y €3)
=ad, + bd, — aa,e; — ab; e, — ac, e; — ba,e; — bb, e, — bcy es
=ad, —aa,e; — ab; e; —ac, e; + bd, — ba,e; — bb,e; — bc, e5
=a(d; —a,e; — bye; — ¢y e3) + b(d, —aye; — by e; —cy’e3)
=aq; tbq;
elde edilir.

ii) Vq1,q, € X i¢in,
q1 X Q2 =4 X q; oldugunu gosterelim:
q1 X gz = (dy + are; + bye; + ci'e3) X (dy + aze] + by’e; +cy'e3)

=dydy — (aya; + biby + ¢1¢3)
+(dia, + a;d; + by, — C1b2)e_1)
+(byd; +dib, — asc; + cia3)e;

+(cydy + dicy + a;b, — byay)es

q1 X qz=(dy + ae] + bye; +ci'e3) X (d, + aze] + bye; +cy'e3)
= dyd; — (@10, + biby + ¢165)
— (dya; + aydy + byc; — ¢ by)ef
—(bydy + diby —aic; + c1a3) €;
— (c1dz + dyc; + ayb, — byay)es
= dydy — (a1a; + b1by + c163)
+(—d1a; — a;d; — bicy + ¢1by)ef

+(=bydy; —dyby + asc; — C1a2)?2)
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+(—cydy —dic; — arhy + biaz)es ...(1)
Gz X Q1= (d; —ae; —bye; —c,’e3) X (dy —aje] — by e; —¢i'e3)
= dydy — (a1a; + b1b; + c1c3)
+(—aydy—dya; + ¢1b; — bicy)el
+(=byd; —diby + ajc; — c1a3)e;
+(—c1dy — dicy + biay —arhy) €5 ...(2)
(1) ve (2) esitliklerinden q; X q, = q, X q; esitligi elde edilir.
iii) Vg € X ig¢in,
q=d+ae; +be, +ce;

— — — —
= q=d; —a;e; —bje; —ce;

q=(dy —a,e; —bye;, —c;e3)=d +ae; + be, + ce; =qolur. ¢
Tamm 25,[9]: Kuaternionlar i¢in norm:

I I x->R

g-llqll=gxg=qx q

olmak tizere Vq € K i¢in;
q=d+ae;+be,+ce;
= llall= gxg=gxq
= llqll = d* +a®+b* +c?
pozitif reel sayisina q¢’nun normu denir ve ||q|| seklinde gésterilir.

Onerme 12: Vq,, q, € X icin;
llg: % q2l1=llgsll - llg2 |l “dir.
Ispat : Vq,,q, € X igin;
lgs % q211=(q1 X q2) X g1 X'q;
=(q1 X q2) X (@2 X q1)



28

=q1 X (g2 X q2) X q
=q1 X g2l X q1 , llg2]l € R oldugundan;
=llgzll - (g1 x q1)
=llgzll - llg:ll . llgsll, llgzl € R oldugundan;
=llq:l - llq2l elde edilir. 4

Tanim 26,[9]: ( )" 1: K — {0} » K — {0}

-1 _ q

=9 =
seklinde g~ elemanini tanimlayalim.
Onerme 13: Vg € K — {0} icin qx q~t =q ! x q = 1'dir. Yani q~* elemanm q
elemaninin K ’daki ¢carpim islemine gore tersidir.
fspat: qx q ' =q ' x q = 1 oldugunu gostermeliyiz:
q =d+ ae; + be, + ce; olmak lizere
g=d—ae;—be,—ce; ve |qll = d?+ a?+b? + c? ‘dir.

qu‘1=(d+a?1+b?2’+c?3’)x(

d—ae‘l’—b?z’—c?g)
d2+a?+ b%+c?
_ d?+a?+b2+c?

d?+a?+ b%+c?

+(—da + ad — bc + bc)e;
+(bd — bd + ac — ac) e,
+(cd — cd — ab + ab) "e;

=1"dir.
Diger taraftan;

d—ae;-be;—ce3

d2+a?+ b%+c? ) x(d+ ae_l) + b?z) + C?g’))

a7 x q=(

_ d?+a?+ b%+c?
d2+a?+ b?+c?

+(da — ad — bc + cb)e;
+(db — bd — ca + ca) e,
+(dc —cd — ab + ab) e

=] bulunur.
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Boylece g’nun ¢arpma islemine gore tersi,

_1 _ d—ae;-be;—ce3 q . .
=———-*° "= = — geklindedir.
q d2+a2+ b%+c? llqll $ ¢

Onerme 14: Vq € K — {0} icin carpma islemine gore tersi tektir.

Ispat : Kabul edelim ki ¢ € K — {0} kuaternionunun ¢, ve g, seklinde iki tane tersi
var olsun. O halde;
qX q1= g1 xq=1...(1)
qXq,=qy,*xq=1"dir...(2)

(1)’deki esitligi soldan g, ile ¢arparsak;

G X g Xqy =4 Xq1 X(q
1 1

1x qdi1 = Q4> X1
= q; = q, elde edilir.

Dolayisiyla g € K — {0} kuaternionunun garpim islemine gore tersi tektir. ¢

Not : g # 0 olmak iizere Vg € K — {0} elemanmimn bir ¢~ tersine sahip olmas1 K
cebrini bir boliim cebiri yapar.

Tanim 27,[9]: g # 0 olmak {izere bir p kuaternionunu bir g kuaternionu ile bélmek
i¢in p’yi ¢! ile ¢arpmak gerekir. Fakat kuaternion garpimi degisimli olmadig1 i¢in bu
carpma iglemi iki tiirliidiir.

n=pxq’

r,=q 'Xp
Burada 7y kuaternionuna p’nin q ile sagdan ve r, kuaterniyonuna p’nin q ile soldan

boliimii denir. Genel olarak r; ve r, farklidir. Bundan dolay1 g notasyonu kullanilmaz.

Ornek33:p =2 -3¢, + 2%, + e;veq = 1 + e; + €, olmak iizere

p-qt=Q—-3e+2e,+e) (1+e+7e) !

—_— — 1+e;+e;
:(2—3e_1)+2€2+ 63)'%
l1+er+ezll

1-e;— e,

=(2-3e/+2¢e;+€3)

3
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2—(3-2)+(-2-3+De +(-2+42-1) e, +(1+3+2)e3
3

1 1,  6— .
3Tzé1—3;etses seklinde bulunur.

Simdi ¢g~1. p garpmmini hesaplayalim:

—

gl p=QQ4+e+e) ™t (2—3e+2€, + €3)

1+ej+e, N
=+j '(2—38_1)+262 +?3))
[[1+e1+ €]l
1-e/—e,

S (23 + 25+ E)

2—(3-2)+(-3-2-1De;+(-2+2+1) e, +(1-2-3)e3
3

1 — 1l 4,
=—2e; +="e, —="e; olur.
3 17 3%2 373

Dolayisiylap - g~ # g1 - p “dir.

Onerme 15: Vq4, g5, ..., q, € X icin,

D1+t +qh=q1+tq; + -+
i) gy Xqy X . X @ = Qg X Qg X .. X @1
i) [lgq X q2 X .. X qull = llgell - llg2ll .- llqnll

iv) (g1 X gy X . X qy) P =gyt X g7t X X qq 7L Cdir.

Ispat : i) n = 1 i¢in g7 = gy “dir.
n=2igin qq + q; = q1 + q; oldugu énerme 11’in (i) sikkinda a=1 ve b=1

durumunda gosterildi.

n — 1 i¢in dogru olsun.

nicin gq+q, ++q,=q1+q; +--+7q,

esitliginin dogru oldugunu gosterelim:

1+ gz + -+ Gy n =2 igin dogru oldugundan; (qi = gz + - + qn)
Ak
+ gk
1+q;++4q, n—1icindogruoldugundan;
+

1

==

q; + -+ + q, oldugu elde edilir.

I
)

1
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i) n =21¢in qq X q, = q; X q; dogru oldugu dnerme 11, (ii)’de gosterildi.
n — 1i¢in dogru olsun.

n igin,

1 X gy X .o Xy =qn X Q1 X .. X qq

esitliginin dogru oldugunu gosterelim:

q1 X qz X ... X qp ifadesinde qp = g, X ... X g, olarak kabul edelim. O halde
q1 X qx n = 2 i¢in dogru oldugundan,

q1 X qx = Qg X q; olur.

n — 1 i¢in dogru oldugundan; (g = g, X ... X @y = qn X -1 X Q3 )

=qn X Qn_1 X .43 X qq1

elde edilir.

iii) [lg1 X g2 X ... X qull = llqull - g2l - - llgn |l

esitliginin varhigim gosterelim: Bunun i¢in,
n = Llicin ||q,[| = llq, ]l “dir.
n = 2igin |lq1 X g2l = llgs 1l - llg|l

oldugu 6nerme 12°de ispat edildi.

n — 1 i¢in dogru olsun.

n i¢in dogru oldugunu gosterelim:

llg1 X g2 X ... X qnl| ifadesinde qi = g, X ... X g, olarak kabul edelim. O halde
n = 2 i¢in dogru oldugundan,

lla x all = llgull - gl olur.
n — 1 i¢in esitlik dogru oldugundan,

gl - llgell =Mlqsll - llgzll ... llg, |l oldugu elde edilir.

iv) Vq1,92, -, qn € K icin,
(@1 X qz X X qn) ™" =qn " X qnog XX qq 7t
esitliginin dogru oldugunu gosterelim:

n =1 i¢in,
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g1 X g, = 1°dir
n = 2 i¢in,
(91X q2) X (g2 X q1™)

=q1 X (g2 X g2 1) x g471
=1

=q1 X 1xq;7*
=q1 X q17"
=1
elde edilir. O halde;
(q1 X q2)7" = g2~ x g~ Vdir.
n — 1 i¢in dogru olsun.
(@1 X qz X X qno) ™t = oy P X gyt XX gy 7!
n igin,
(@1 XqzX X qn)™" =qn " X quog 7t X X @7t yani
(g1 X qa X .. X qp) X (@™t X 1"t X ... X q1~1) = 1 oldugunu gostermeliyiz.
(@1 X g2 X . X qn) X (@n " X g 7" X X g7 1)
=(q1 X G2 X . X Gno1) X G X @y X (@nog P X oyt XX g7 1)
-1
=(q1 X g2 X . X qn-1) X (Gn-17" X g 7" X . X q17)
tiimevarim hipotezine gore n — 1 i¢in dogru oldugundan,

(1 X @2 X o X qn_1) X (qn-1"t X qn_p~ ! X ... X g~ 1)=1"dir. Dolayisiyla

(g1 X gz X .o X qn) X (@t X qpe1” ' X .. X q,71) = 1 olur.

Benzer sekilde gosterilebilir ki;

(@ P X gy P X X g D) X (g1 X gy X ... X qy) = 1dir.
Boylece,

(@1 X @ X .. Xq)™ P =gy ' Xgpqg P X ux gyt

esitligi elde edilir. ¢



33

Tanim 28: Normu bir olan kuaterniona birim kuaternion denir.

q _ d+aej+bez+ces

= ifadesi
Vgl v d?+a?+ b%+c?

Eger ¢ = d + ae; + be; + c’e; bir kuaternion ise
birim kuaterniondur.
Bir g, birim kuaternionu olmak iizere,

qo = cosf +§sin0 ,0<6<180

formunda yazilabilir.

d , va?+ b?+c? .
Burada c0s0 = —————, Sinf = —————= ‘dir
vVd2+aZ+ b2+c2’ Vd2+a2+ b2+c?

a? + b? + c¢? # 0 oldugu zaman;
QZ % birim vektoriine g, birim kuaternionunun ekseni denir.

Not : Normu 1 olan kuaternionlar kiimesini X; = {q € X: ||q|| = 1} ile gosterelim.

Onerme 16: K, kiimesi bileske islemine gore gruptur.

Ispat: Vq,, q, € K i¢in q; - q, € K, oldugunu gosterelim:
q1,92 € K1 = llq1ll = 1 ve [[q|| = 1 “dir.
g1 - @2Il = llg1ll - llgzll = 1- 1 =1 olacagindan q, - g, € ¥ olur.

Vq1,q2,93 € Ky igin (q1 + q2) - 93 = q1 + (g2 * g3) oldugunu gdsterelim:
Onerme 9’dan Vqq,q,,q3 €K icin g X (g, X q3) = (q; X q3) X q3 esitligi  var
oldugundan 6zel olarak normu bir olan kuaternionlar i¢in de bu esitlik gecerlidir.

Simdi g, = 1 i¢in ||qoll = ||1]] = 1 oldugundan 1 € X’ dir. Dolayisiyla Vq € X,
icing-1=1-q = q’dur.

Vq € X, i¢in g~ € K, vardir 6ylekiq - g~ = ¢! - ¢ = 1’dir. Buradan
lg-q~ 'l =1llqll-llg" =1 ve llgll=1 oldugundan [lg'|| =1 olur. Dolayistyla
q ! € XK, ‘dir. ¢

1.10. Reel Kuaternionlarin Matris Gosterimi

K¢ ={apl+ase; : ag,a; € R &’ = —1}

kiimesi verilsin.
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{X,®, R, +,,0,x} kiimesi verilen islemlerle bir cebir oldugundan K¢ kiimesi K
kiimesinin bir alt cebirine izomorf olur.

V(apl +a,€;) € K¢ kuaternionu igin (ap +a;v—1) € C sayisma eslenirse bu
eslemeye gore K C’ye izomorf olur. KX kiimesi Cye izomorf olan bir cisim

kapsadigindan K ’y1 C tlizerinde bir vektor uzay1 olarak alabiliriz.

Tanimm 29: Vq € K ve Vx = (ao + aI\/—l) € C i¢in;
qx =q- (ao + aI\/—l) € K olmak iizere;

i) (q1+q2) x=qx+qx Vq,q, €K ,Vx €C

ii)g-(x +x) =qx; +qx, Vx;,x, €C

iii) q - (x1x3) = (gx1)x, = (qx3)x,

ivig-(1+0e)=gq

islemleri ile K kiimesine C kompleks sayilar kiimesi {izerinde bir vektor uzay denir.

Onerme 17: K kiimesi C kompleks sayilar kiimesi iizerinde iki boyutludur.
Ispat : Vq € X icin ey = +1 olmak iizere;
q = agey +ae; tae; +ase;
=ep(ao + asey) +e;(a, — azey)
=eo(ag + a;V-1) + e5(a; — azvV-1)
seklinde yazarsak
q = ey (ayg+ a;V—1) +e; (a; — azvV—1) olacagindan
ec ec

K = sp{ey, €5} olur. Yani {e;, e;} K’ nin bir tabanidir.
Boylece K kiimesi € kompleks sayilar kiimesi lizerinde iki boyutlu olur. 4

Onerme 18: Vq,q’' € X i¢in;
Ty K-> K

q' = T,(q") =qq
seklinde tanimlanan doniisiim C — lineer doniistimdiir.

Ispat: Vq,q,',q,' € K ve Vx € Cigin;
To(q." +q2") = q(q." + 92) = qq." + qq;’
=Tq(q1") + Ta(q2")
Tq(q1'x) = q(g1'x) = qq.'x
=T,(q:)x
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= T, lineer doniigiimdiir. ¢

Not : Hom(¥,K) = {Tq: qEX } kiimesi C kompleks sayilar kiimesi iizerinde bir

vektor uzayidir ve bu uzayi kisaca K ile gosterelim.

Tamim 30,[9]: K- uzayinda Vq € X i¢in T, donlsiimiine karsilik 2 X 2 boyutunda
bir matris karsilik gelir bu matrise reel kuaternionun matris gésterimi denir ve

—
Ty(eo) = egx11 + €3x31
T,(ez) = egx1y + €;x,, olmak iizere ;

X171 X
T, © (xi x;z) seklinde gosterilir.

Onerme 19: Vq,,q, € X i¢in T, 5, =T, © T, dir.
Ispat: Vq € K i¢in; Tg,q,(9) =q1q2(q)
= q1(9)q2(q)
= Tgq Ty,
Tg1q, = Tq, © To,

olarak bulunur. ¢

1.11. Simplektik Geometri

Kuaternionlar cebiri KX olmak iizere,

KT'=KXKX.XK

n

alalim.

Tamm 31,[9]: X" = {(a,a,, ..,a,)| a; € KX,1 < i < n} kiimesinin elemanlarina

birer vektor ve a4, a,, ..., a, € K kuaternionlarina da bu vektoriin bilesenleri denir.

Tamm 32,[9]: @ : K" X K" - K"
(a, B) > d®b
Vd, b € K™ icind = (aq, ay, ..., a,) ve b= (by, by, ..., by,) olmak iizere;
d®b = (a, + by, a, + by, ..., a, + b,)
islemi ile (X", @) ikilisi bir abel grubudur.
O K'"XK ->K"
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(@ q) - dq = (19,9, -, anq)
seklindeki dis islemin asagidaki 6zellikleri vardir:
vd, b € K" ve Vq, 41,92 € X igin
i)(&+5)q=&q+5q
ii) d(q, + q;) = dq, + dq;
iii) d(q1q2) = (dq1)q-
ivia-1=d
Boylece {K™, @, X, +,:, ®} sistemine K kuaternionlar cismi lizerinde vektor uzay1

denir.
Simplektik Carpim

Tamm 33,[9]: <,>: K" X K" > K
(d,b) »<d,b >= 3", a;b;
seklinde tanimlanan islem asagidaki 6zelliklere sahip olur:
)<@ +a,b>=<a;,b>+<ayb >
ii)<db,+b,>=<db, >+<d,b, >
iiiy)<dbg>=<adb>q

5

ivi<dq,b>= g<a,b>
V< db>=<bd>
viy<a,a>=0
vil<d,a>=0<a=0
bu durumda yukarida tanimlanan ¢arpima simplektik ¢carpim denir.
Tamim 34: Va € X" igin < d,d >= Y-, a; a; = ||d|| reel sayisina a@ vektdriiniin
uzunlugu denir.
Ornek 34:d = (2 —3e; +2%¢,,1 + e, + &) € K? olmak iizere,
lall = ¥i-; @ a;
=<(2-3e;+2e,,1+e;+7e3),(2—3e;+2%e,,1+e;+e3) >
=(2+3e;—2%€).(2—3e[+2¢;) + (1—¢] —e3). (1 +& + &)
=44+9+4+1+1+1
=20



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Reel Kuaternionlara Ait Baz1 Sonuclar

1 0
0 1

Ispat: q = e, icin T,, dontstimiine kargilik gelen matrisi bulalim:

Onerme 20: K- uzayinda T, < ( )’dir.

T,(eo) = egx1q + €;x,; olmak iizere; e, = +1 oldugundan
Te,(€0) = €9 - €9 = €oXy1 + ex1 =1

= x;1 =1,%x,; = 0olur.

T,(ez) = egx1, + e;x,, olmak iizere;

Te,(€2) = €y €; = egXqp + €%, = €,

= X1, =0, x9, = 1 olur.

Boylece

T (o 1)

seklinde bulunur. ¢

Onerme 21: K- uzayinda Ty © ( V-1 0 )’dir.
0 —V=1

Ispat: g = €] icin Ts; dontistimiine kargilik gelen matrisi bulalim:
T,(ep) = epx11 + €;x,; olmak iizere; ey = +1 oldugundan;
Te;(e0) = € ey = egXyy + €xy =€

Yukaridaki esitligin her iki tarafini soldan €7 ile ¢arparsak,
e1(epx1y +€3xp1) = €1 - €
= e(x1 +eexy = —1

X11 = Aq1 + e—l)bll V€ Xp1 = Ay + e—1)b21 olarak alalim. Burada aqq, bll’ asq, bz]_ € R’dir.

= ej(ajq +e1by1) +es(az; +e/byy) = -1
€ja;; — byy + ?3)5121 +eybyy = —1

:>a11:0, b11:1,a2120,b21:0

>x1 =V—1,%x,;, =0 olur.
11 21
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Tq(ez) = egx1, + €;x5, olmak iizere,
——> —_— — —_— —
Te;(ez) = e1. e; = egxyp + €35, = €3
Yukaridaki esitligin her iki tarafini soldan “e; ile ¢arparsak;

— — —_— —
e3(egxqy +e3xp;) = €3.°e3

= ?:;xlz + e3ezx22 = _1
— — _ 1
= €3X1p —€1Xy; = —

X12 = Aq2 + e_l)blz V€ Xpp = Up3p + e_l)bzz Olarak alahm. Burada aqo, blz, aso, b22 € R’dir.

e3(ay; +erbyy) —ef(az; +eby,) = —1
= e3a,; +e3b1; —€1ay; + by = —1
=a;, =0,b1,, =0,a,, =0,by, =—1
= x1, =0, x,, = —V—1 olur.

Boylece

rae (N0 )

seklinde bulunur. ¢

0 -1
1 0

Ispat: g = &, icin T, dontisiimiine kargilik gelen matrisi bulalim:

Onerme 22: K- uzayinda T—; & ( )'dir.

T,(ep) = epx11 + €;x,; olmak iizere; ey = +1 oldugundan;
T+;(ep) =5 ey = egxyq + €3x1 = €;

= X111 = 0 y Xoq1 = 1 olur.

T,(ez) = egxy1 + €,x,, olmak iizere;

T?z’(?z)) =€, €; = egX1p + €%, = —1
=>x12 = _1,x22 = 0
Boylece
0 -1
T72 o (1 0 )

seklinde bulunur. ¢

0 —/=1\, ;.
V1 0 )dlr.

Ispat : g = e; icin T&; dontisiimiine kargilik gelen matrisi bulalim:

Onerme 23: K- uzayinda T+; & (

T,(eo) = epxy1 + €;x,; olmak iizere; ey = +1 oldugundan;
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T?g(eo) =e3 ey = egX1q + X1 = €3
Yukaridaki esitligin her iki tarafin1 soldan “e; ile ¢arparsak;

— — —_— —
es(egx1q + €;x31) = €3 e3

= ?3).7(11 + 63 62X21 == —1
>'e3x1 — €1Xp = —1

X11 = Aq1 + e_1>b11 V€ Xp1 = dpq + e—1>b21 olarak alalim. Burada aiq, blll azq, b21 € R’dir.

e3(a;; +e;byy) —ej(ay; +ejby ) = -1
= "e3a;1 + €;byq —€jay; + by = —1

a;1 =0,by1 =0,a,1 =0,by; = -1
= x1, =0,x5; = —V—1 olur.
T,(ez) = egx1, + €;x,;, olmak iizere,
T+;(e;) ="e3- e, = egXyp + €%y, = —€;
Yukaridaki esitligin her iki tarafin1 soldan €7 ile ¢arparsak;
e1(egx1y + €3xp,) =1
S e1X; + 81 exyy =1
S e1X; + e3x; =1
X12 = Q45 + €1by, Ve X5, = ay, + €1b,, olarak alalim. Burada ay,, by,, ayy, by, € R dir.
e1(ay; +e7byy) +es(az, +ebyy) =1

— — —
= €,a1p — b12 + €3d;, + ezbzz =1

= Q1 = 0, blZ = -1, azy = 0, bzz = 0 olur.
= X1, = —V—1, x5, = 0 olur.
Boylece
Te o ( 0 oV _1)
—V-1 0

seklinde bulunur. ¢

Onerme24: K-uzayinda x,y € K olmak iizere Tex+e5y © (; _)_(y>’dir

Ispat: T, i5y(e0) = €gX11 + €3%p1
= (eox + €3y)eg = egX1q + €%z
= x+e;y=egx1; + 3%z
= Xy1 = X,Xy; =Y olur.

Te0x+e—2’y(ez) = egX12 T €32X2;
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= (epx +eyy)e; = egxy, + exp; X,y€K, x=a+eb

a,b,c,d € R, e_{z

= (eo(a +e1b) +ey(c+ejd))e; = epxip + €3xz,
= eoae; + epe he; + e;ce; v ezerde; = egxy; + €3x2;
== ae_2>+b€_3)—c+de_1)= 60x12 +e_2>x22

= eg(—c +ed) +e;(a—eb) = egxy; +e3xy,

:>x12 = —C+€_1)d, xzz =a—e_1)b
= X12= =V , Xy, = X olur.
Boylece

T (_)(xn x12)_ X -y
eox+ezy x21 x22 y )z-

seklinde elde edilir. ¢

Onerme25: Vx € C, e, = —1olmak iizere xe; = g;% “dir.
Ispat: Vx € C icin x =a+eb ab € R olarak alalim.

xe; =(a terb Je; = ae; + ejbe;

=ae, +esb

=ae, —eye.b

=e;(a —éb)

=(?2g

> xe;=e;x (Vx€C, e =-1)

seklinde bulunur. ¢

Onerme 26: VqQEX icin q=eyx+e,y (x,y€C) olmak

llgll = llegx + eyl = |x|? + |y|? seklindedir.

Ispat: Vq € X icin ||q]| = g X g oldugundan,

ligll = lleox + &Il = (eox + &y ) X (eox + 3y)
= (eox + €3y )X (egx — €3y )
= XX — Xe;y Te;yX — €;y€zy
= XX — €;Xy + &yX — €;€,)y
= XX — &xy + eyxX +yy

= |x|? + |y|? olarak bulunur. ¢

, y=cte;d

=1

uzere;
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. X -y e .
Onerme 27: A= (y fy ) matrisi liniter matristir.&

x,y € Coyleki |x|? + |y|? = 1°dir.

. Y —T
Ispat (&) A = ( y) matrisi tiniter matris olsun. O halde AA =1 “dir.

A= 2)E )

y X /)\=y x

xx +yy xi—?x)
yX —Xy yy+xx
:(|x|2+|;v|2 0 )

0 x| + |y|?

G 9

x| + |y|? = 1 elde edilir.

—T —_
Buradan AA =[S A = <x iy) ,|x|? + |y]* = 1°dir. ¢

y

Sonu¢: q = epx + e,y E K, & <; _fy>, |x|? + |y|?> = 1 “dir.

Kuaternionlar Uzayinda C- Lineer Operatdrler

Tammm 35: Asagidaki ozellikleri saglayan F : K™ — K™ doniistimiine C- lineer
operator denir.

i)F(q, + q2) =F(q1) + F(q2), q1,q2 E K™
ii) F(gA) =F(q)A, Ae C,q e K"

Onerme 28: Keyfi K- lineer operatdr C- lineerdir.

Ispat : F keyfi X - lineer operatdr olsun.

i) F(q1 + q2) = F(q1) + F(q2), 91,9, € K™

ii) F(qQA) =F(q)A, A€ K,q € K™
VA € K i¢in gegerli oldugundan A =d + ae; + Oe, + Oe;, A € Cigin de gegerlidir.
= F(q)=F(@AAeC



42

= F, C- lineerdir. ¢

2.2. C%- Uzayinda Noktalar Sisteminin SU(2) - Denklik Problemi ve K- Uzayinda
¥ - Denklik Problemi

Tamm 36: {0}, Ty, ..., 0} € C2,{By, 5, ..., O} € C2 byle ki ¥= FiI, , i=1,2,...,m

olacak sekilde Fe SU(2) varsa {uy, U3, ..., Uy}, (U1, U2, ..., U} —mlileri SU(2) denk denir
ve {7, Uy, ..., Uy} ~ {V1,73, ..., Uy }( SU(2)) seklinde gosterilir.

—~7,.(2 V7
. ) (24X
Ornek 35: U] = i’_fi) W, = (j7+(<“37 z))> € (2 olmak iizere ;

3 3 3

()
0~ ( i,&_;) ) (SUQ)) “dir.

3

3

. ‘—ﬁ+i(3+ﬂ) ‘—ﬁ+i(3+ﬂ) .
Coziim : ((*) ~| & 2] (SU@y= | 5 % 2| =F.(3) olacak sekilde
’(T_E) ?“(7‘5)

3F € SU(2) vardur.

1,1 7
at3t 3
Eger F = o L olarak alinirsa,
3 373
1,1 -7
_+_l e __ﬁ+l(2+ﬁ)
1+iy _[3 3 3 1+iy _ [ 3 71373
F. 1_l.) = o N 1_l.) =\ & 72 bulunur.
-  =—=i ?“(??)
3 3 3

Burada F € SU(2)’dir.

l+li -7
_I3 3 3 | o
Gergekten, det(F) = 7 Y I’dir. Ayrica,
3 3 3t
T
T A
FF = V7 1 1 7 1,1
— -—=i — -+-i
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“|5

W
[V
i

((1) (1’) = I oldugu goriiliir.

Tanmm 37:
1,2, ...

{u,uy, ...,
,m olacak sekilde g € K; varsa {u,, u,, ...

denir ve {uq, uy, ..., uy} ~ {vy, vy, ...,

Ornek36: q, = 3 +2e; +4e, —e; ve q2:§+

q1 ~ q2(¥) “dir.
Coziim: g,
esitligin her iki tarafin1 g, ! ile ¢arparsak,
-1
a1

= q olur.

92 ¢ =qq;
= qz- 611_1

q € K olup olmadigini inceleyelim:

uy,} €K, {vy, vy, ..

;um} ) {vlr U3y ey

vy }(K,) ile gosterilir.

,Un} © Koyle ki v, =gu;,i=

v} — m’lileri K; denk

e, e += e3 olmak iizere

~ q,(K;) = q, = qq, olacak sekilde 3q € K; vardir. O halde son

+ G -2+ 11)g)

_ 0, 11
q2-q1 ' = ( toet 93) (3+ 2, +4e; —e3)!
_ (_+E—1>+E—3>) (3—231;(‘:92—33)

-7 +2-F)+ (5 + 10+ D) + (2
" 30 3 3 3 3
130,805 805~
3013 3 1 372

; + %e_f - %e_z’ seklinde bulunur.
Dolayisiyla g = PR 2 )

> llgll = 2 + G + (D?

Boylece q, = qq, olacak sekilde 3q € K; vardir.

=>q; ~ q(Xy) dir.

Ornek37: ¢, =1+¢e +2e, ve q,

q1 ~ q2(¥;) degildir.

-1 ,8_ 3 8, ,
=ctcet_etces olmak iizere
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Coziim: g; ~ q,(K,) = q, = qq, olacak sekilde 3q € K, vardir. O halde son
esitligin her iki tarafim1 gq; 7! ile garparsak,
G2 41 ' =qq - ¢
= q,+q, ! = qolur.
q € XK olup olmadigini inceleyelim:

— -1 8 — 3— 8 — — — .
qz’ql 1:(?‘l‘gel'*‘gez+Ee3)'(1+el+292) 1

(1-e1-2e7)

-1 8., 3_, 8_,
=\—+-e +=-e +—e)
(5 51157271 573 6

_if(r,8_,°8 1,8 16\~ (2,3 8\ 716 3, 8->
_6[( Tt )+(5+5+5)e1+( + )92+(5 +5+5)e3]

5 5 5 5

13 o> 3—  —
—+5e, —=e —e)
5 1 5 2 3

I
o=
N

13 5 1 1
= —+4+-e;, ——e, ——e; bulunur.
30 6 10 6

B 5 _ 1o 1o
10 2 63

=lall= () + () + (5) + () =1

oldugundan q; ~ g, (%) degildir.
2.3. SU(2) — Denklik Problemi ve X'; —Denklik Problemi Arasindaki Baglanti

Onerme 29: F;: KX — C?
(epa +e;b) - (Z)

seklinde tanimlanan F; doniisiimii C lizerindeki lineer uzaylarin C - izomorfizmadir.

Ispat: Va+e,b,c+e,d € K;
F,(a +e;b) = F,(c + e;d) = a +e;b = ¢ + e;d oldugunu gosterelim:

Fi(a +ezb) = Fi(c +e;d)

= (=)
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=>a=cveb =d ‘dir.
= a+eb= c+eyd

= F, — birebirdir.

V(}) € €% Fi(a + &;b) = (}) olacak sekilde a + ;b € K vardr.

= F, - ortendir.

Fi((a +&b)+(c +e;d)) = F((a+¢) +e;(b +d)) = (8¢

= G+ @

= F,(a+e;b)+ F,(c+e;d)
VAE C;
Fi((a+eb)x) = F(ar + &bh) = (£) = (§)A=F,(a + e;b)A
= F,((a +eb)A) = F(a + ezb)A
= F, , C- lineerdir.

= F,, C -izomorfizmadir. ¢

Onerme 30: F,1: C? - K
(5) ~(eoa +€3b)
seklinde tanimlanan F; ~* doniistimii C tizerindeki lineer uzaylarin C - izomorfizmadur.
Ispat : Onerme 29 geregi F;: K — C? doniisiimii birebir, 6rten oldugundan

F,~1: C? - X doniistimii vardr.

v () (3 €Tt
Ft ((‘;)) = Ft ((Z)) = (1) = (§) oldugunu gésterelim:
Ft ((g)) = F1 ((;)) esitligine F; ile soldan bileske islemi uygularsak,

A(EH(©)=5(R(0)=® =@

= F, ! —birebirdir.

V(eqa +e,b)E K; F; 1 ((Z)) = (epa + e,b) olacak sekilde (Z) € C? var midir?
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Ft ((Z)) = (epa + e;b) esitligine soldan F; ile bileske islemi uygularsak,

Fy (Fl‘l ((Z)))ZFl (epa + e3b)
(%) = Fy(eoa + &5b) elde edilir.
F, orten oldugundan (g) € C?°dir.

= F, ! — 6rtendir.

B+ () = A7((19) = (eola+ ) + & (b + d))
=(epa + e;b +eyc +e,d)
= (epa + e;b) + (egc + e;d)

=F" ((Z)) +F ((2))

VA E G
F1_1 ((2)7\) = Fl—l ((Zi)) = (epal + e,bA) = (ega + e;b)A = F1—1 ((Z)) A
= F,”', C —lineerdir.

= F,”', C —izomorfizmadir. ¢

Teorem 4: F;: KX — C?
a, +e,b; - (Zi) a,, b, €C

olsun. Bu taktirde H: KX — K C- lineerdir.& F, o H o F;~': C?> » C?, C -lineerdir.
Ispat: (=): H: K - K doéniisiimii C- lineer olsun.

v() (&) e
(Fro o R ((22) + (5)) = (Frotro B (52) + (R o F) (3) 2

(oo B (3)+ () e (7 () + ()

F,~' C - lineer oldugundan;

e ) o () 0 (5 ) 057 ()

H C - lineer oldugundan;

=i (e () o 2)

F; C - lineer oldugundan;
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—F, (H (Fl"l (‘;1))) +F (H (F;l (;11))>
=(FyoH o Fy™) (8) + (FooH o Fy71) () dir
v () ec?. waec;
(FLoHoF,™) ((Zf) A) =(FoHo ) (&) 2
(Fy o HoF™) ((g;) A):(F1 o H) <F1‘1 ((Zi) A))
F, ™! C -lineer oldugundan;
=(F, o 1) (R (5)2)
-+ (1 (57 (1))

H C -lineer oldugundan;

- (1 (77 (2))2)

F; C -lineer oldugundan;
({7 ()

— -1

~(F e HoFy71) (8)2

= F, o HoF,~*:C? - C? C -lineerdir.

(€):Fy o Ho F,~": C? - C?, C -lineer olsun.

Y a, + e;b,, ¢; + e,d; € K alalim. Bu taktirde,
ay+ &b =F 7 (9), oo+ gd = F () ve (2),(8) € €dir
(FioHoF,™) ((Zf) + (fﬁ)) = (FoHoF ™) (&) + (FyoHoF,™Y) (&) dir.

Yukaridaki esitlige soldan F; ~* uygulandiginda;

p1—1<(FloH°F1_1) () + (21)))
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R (e H e n ) () (oo m ) (2)

—F,1 (Fl(H oF, 1) ((ﬁi) + (cﬂ))

o (R (2) AR )

F,~! C -lineer oldugundan;

o8 (5)+ )R 0 G v )
(5 () + @) () o 2)

H((al +e3by) + (¢ + e_Z)dl)) = H(a; + e;by) + H(c; + e3d,) ...(1)
Simdi V a; + e,b; € K ve VA € R alalim. Buradan a; + e,b; = F; ! (Zi) ,
(1) e € dir.
F, o H o F,~': C? > C?, C -lineer oldugundan;
(FLoHoF,™) ((Zi) x) = (FoHoFR™)(3)n "dir

Yukaridaki esitlige soldan F; ~* uygulandiginda

(e ) ()0)) = (e ) (1)

F, ™! C -lineer oldugundan;

(e (@)0) o (o) )
(o) ()2 o ) ((32) ) »

H ( F,t ((gi) x)) —H (F;l ((E))) A
n (e ()0 (2 ((3))

H((ay +e;b)))=H((a; + &5b))A....(2)
(1) ve (2) esitliklerinden H: K — K doniisimii C- lineerdir. 4
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Tanim 38: {F: X — K,F — C — lineer operator} kiimesine kuaternionlar uzayinda

tiim C- lineer operatorlerin kiimesi denir ve M(X, C) ile gosterilir.

Tamm 39: {F:C? - C% F — C — lineer operatdr} kiimesine C2- kompleks vektor

uzayinda tiim C- lineer operatdrlerin kiimesi denir ve M(C?, C) ile gosterilir.
Not: M(¥K, C) ve M(C?, C) kiimeleri C iizerinde birer lineer uzaydir.

Teorem 5: W : M(X, C) >M(C?, C)
H -WMH)=F ocHoF,*
doniisiimii C-izomorfizmadir.
Ispat: V H,, H, € M(XK, C);
W(H,) =W(H,) = Hy = Hy?
W(H,) =W(H,) = FoHi o F, ' = Fy o Hyo Fy ™
Esitligin soldan F; ~* sagdan F; ile bileskesini alirsak;

Fi7lo(FyoH oF, ) oF, =F "o(FioHyoF, ') o F
(F1_1 ° F1) °Hjo (F1_1 ° F1) = (F1_1 ° F1) °oHyo (F1_1 ° F1)
= H,=H,
= W-birebirdir.
Keyfi A € M(C?,C) igin A = W (H) olacak sekilde bir HE M(%, C) var midir?

Keyfi A € M(C?, C) alalim. A’nin soldan F, ~*,sagdan F; ile bileskesini alirsak,
F,7'o Ao F; elde edilir. F;”'o Ao F;: K — X bir doniisiimdiir. Burada F, ' o Ao F,
elemanini H ile gosterelim. Bu taktirde H: K — K ‘dir.
= W —ortendir.
= W —birebir ve ortendir.

Simdi H’nin C- lineer doniisiim oldugunu gosterelim:
Onerme 29 ve 6nerme 30°¢ gore sirasiyla F; ve F,~* doniisiimleri C- lineerdir. Diger
taraftan A  doniisiimii C- lineer oldugundan bileske F;"'o Ao F, = H doniisimii C-

lineerdir. Dolayisiyla H € M (¥, C) “dir.
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W(H, + H,) = W(H,) + W(H,) ?

W(H, + Hy) = Fy o (Hy + Hy) o Fy '=(F (Hy) + Fi(Hy)) o F; ™
= Fi(H)oF, "+ F(Hy) o F,7*
=W(H,) + W(H,)

elde edilir.

VLE C;

W(HA) =W(H) A ?

W(HN) = Fo(H) oy~

Fy, F;~* - C- lineer oldugundan ,
=(FioHyoF,7')A

=W(H;) A
= W- C- lineerdir.
= W- C - izomorfizmadir. ¢
Teorem 6: W : M(X, C) »M(C?, C)

H -WMH)=F ocHoF, ™"

doniisiimii C - cebir izomorfizmasidir.

Ispat: Teorem 5’ten W C-lineerdir.
VH,,H, € M(X, C), VAE C;
i) W(H, + Hy) = W(H,) + W(H)

ii) W(H;2) = W(H,) A ‘dir.

W(H, o Hy) =W(H;) o W(H;) ?

W(H; o H;) :F1°(Hl°Hz)°F1_1 :F1°H1°F1_1°F1°H2°F1_1

=W(H;) o W(H,)

= W doniisiimii C-cebir izomorfizmasidir. ¢

Onerme 31: ¥: X;—SU(2)

— x -y
0= +aiy-r@=(" 7)
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dontisiimii grup izomorfizmasidir.
Ispat: Vqy,q, € Ky W(q1) = ¥(q2) = ¢1 = ¢z .7

_
1 = €pX1 + exy1

4, = egx, + e,y, olmak lizere;

won=vi= (5 )= )

= x; =X, vey; =y, ‘dir.
O halde q; = g, olur.
= W - birebirdir.
x ___

y) olacak sekilde bir g € K; mevcuttur

v(x B ) € SU(2) icin W(q) = (y E

y X
oldugu Onerme 27°de gosterildi.

= W - ortendir.

Va1, q; € K15 ¥ (qr - q2) = ¥(q1) - ¥(q) ...7

Q1+ @2 = (eoxq +€3y1) - (e, + €3Y5)
= X1X; + X1€,Y; + €,V1X; + €;,Y1€,Y;
=X1Xp + €,X1Y; + €,Y1X — Y1V2
=x1%; = V1¥2 + & (1Y, + Y1%2)

X1Xp — V7. —(x1y; + y1x
W(g, - q,) = (_1 2 = V1Y (12 _}’1 2))
X1Y2 + Y1X2 X1X2 = V12

_ <x1x2 =¥y, —(y; + 371@> 1)
X1y + V1%, X1X2 — Y1Y2

— X, =YV
W(qy) = Y(epx; +e3y1) = ( ! —1)
Y1 X1
— — N_ (X2 Y2 .. )
W(q2) = P(eox, + e2y,) = ( — ) olmak tizere;
Y2 X3
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X1 Y1\ (X2 —Y2
ly ' lp :< X, )l < Xy )
(q1) (q2) v, X y, %

_ <x1x2 —V1¥Y2 XYz — )ﬁxz) )
X1y + Y1X2  —V1YV2 + XX,

(1) ve (2) ‘den W(q4 - q5) = ¥Y(q,) - Y(q,) esitligi elde edilir.
= W — grup izomorfizmasidir. ¢

Teorem 7: {u;, uy, ..., upn} ~ (v, vy, o, v} (Ky) . &
{t,, 0, ..., U} ~ {D1, Uy ..., Uy J(SU(2)).

Ispat: (=:) {u, uy, ..., up,} ~ {vy, V5, ..., vy }(K;) olsun. O halde v; = gu;,

i =1,2,...,molacak sekilde bir g € K; vardir.
{t,,0, ..., 0} ~ {D1, 7y ..., ﬁm}(SU(Z)) oldugunu gostermek i¢in 7; = F {;,
i = 1,2,...,molacak sekilde bir F € SU(2) oldugunu gostermeliyiz:
F;:K - C?
(epa + e;b) —» (Z) doniigiimii C - izomorfizma oldugundan;
v; € K = F,(v;) = 7 € C? olur.
v, =gu; 1=12,.. mesitligine F; donlisimiini uygularsak;
F,(v;) = F1(gw;) olur.
W : M(X, €) »M(C?, C)

H - WMH)=F,0cHoF, ' seklinde tammlanan W- doniistimii

izomorfizma oldugundan,
Fi(vy) = Fi(gw)

=F(g9)(w)
= F1(9)F1_1F1(ui)
Fi(vy) = (FlgFl_l)Fl(ui)
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¥, = (F,gF, "Y1 bulunur.

Burada F;gF,~! = F olarak alirsak, Onerme 31’ den F € SU(2)’ dir.
Boylece ¥; = Fii; i = 1,2, ..., m olacak sekilde bir F € SU(2) vardur.

Dolayisiyla {7, U3, ..., U} ~ {V1, V3, ..., U }(SU(2)) olur.

<) {0y, 8y ., U} ~ {1, By oo, T} (SU(2)) olsun.
O halde 7; = Fi;, i = 1,2, ..., m olacak sekilde bir F € SU(2) vardir.
{u;,uy, ..., up} ~ {vy, vy, ., v J( Ky ) oldugunu géstermek igin v; = gu; i = 1,2, ..., m
olacak sekilde bir g € K oldugunu gostermeliyiz:

F,he2>K
(8) = (eoa + &;b) doniisiimii C- izomorfizma oldugundan

F,7 @) = v, € X ve F; (1) = u; € X ‘dir.

¥, = Fii;, i = 1,2, ..., m esitligine F; ~* C- izomorfizma doniisiimiinii uygularsak;

F1_1(771) = Fl_l(Fﬁi)

F,H (@) = F U (F)F (@) L F € SU(2)

v, = F,”'FF,F,"Y(%i) , F,"'FF, = g olarak alirsak, Onerme 31’ den g € X olur.
Boylece v; = gu;,i = 1,2, ..., m olacak sekilde bir g € K; vardir.

Dolayisiyla {uy, uy, ..., uy} ~ {vq,v4, ..., U }( K, ) bulunur. ¢

2.4. ¥ 1- Denklik Probleminin Coziimii

Teorem 8: u, v € K olmak lizere; u ~ v(¥;)'dir & ||u||=||v||dir.
Ispat: (=:) u ~ v(K,) = v = gu olacak sekilde 3g € K vardur.

lvll = llgull = llvll = lgllllull , g € ¥; oldugundan ||g|| = 1 olacagindan |[v|| = ||ull
elde edilir.

) |lul[=]lv]| olsun. Gosterelim ki u ~ v(XK;)’ dir.

u = 0 = ||lul|=||v]| oldugundan v = 0 olur ki bu da u ~ v(¥;)’dir.



54

u # 0 = ||u||=||v|| oldugundan v # 0’ dir.
u ~ v(¥;) oldugunu gostermek icin v = gu olacak sekilde 3g € K; oldugunu
gostermeliyiz:
v=gu=u€X =>u"! €KX mevcuttur.
Esitligin her iki tarafim sagdan u~? ile garparsak;
vl

vt =g lglh=1voull= vl lu =1
|[ull=]|v|| oldugundan;
gl =1 v-u™tl

_ —1y _ vl _
= ||lv|l - [lu =-—=1
Il - J ) =

=lgll=1=>g€%X
= u ~ v(¥;) olur. ¢

Onerme 32: K’da {uy, u,, ..., up} ve {vy, vy, ..., ¥y }- m’liler sistemleri verilsin dyle
ki
{u,uy, ..., up} ~ {vq, v, ..., v }(K;) olsun. Bu taktirde u; = 0 & v; = 0’°dur.

Ispat: (=:){ug,uy, ..,upn} ~ (v, vy, oo, 1 }(K;) oldugundan v, =gu; , i=
1,2, ..., m olacak sekilde 3g € K. u; = 0 = v; = gu,'de v; = g.0, g € K; oldugundan
v; = 0 olur.

(:<) vy = 0 olsun. O halde v; = gu; , i = 1,2, ..., m esitliginde 0 = gu, ‘den g € K
oldugundan g~! € K; mevcuttur. 0 = gu; esitliginin her iki tarafini soldan g~?! ile
carparsak ;
gt-0=g1-gu =91 0=u; =u =0oldugu elde edilir. ¢

Onerme 33: u = {u;, Uy, ..,u,} EX™ ve v=1{v, v, .., 0} €K™ sistemleri
verilsin dyle ki u; = v; = 0 olsun. Bu taktirde;

u -~ v(j(l) = {uZ, ,um} ~ {172, ...,vm}(?(l)'dir.

Ispat: (=:){u;, uy, ...,upn} ~ vy, vy, ..., v }(K,) ve u; = v; = 0 olsun. Bu taktirde
vy =gy , i =12, ..,m olacak sekilde g € K; vardir. Buradan v; = gu; , i =2,...,m

olacak sekilde g € XK; vardir yani;

{uZJ ey um} ~ {172, ey vm}(jcl),dir'
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o) {uy, e up} ~ {vg, v, v} (K =2 vy =9y , i=2,..,m olacak sekilde
dg € K; vardir. Diger taraftan u; = v; = 0 oldugundan v; = gu; esitliginde
v; = 0 = g.0 olacagindan 3Ig € K; mevcuttur. O halde u; ~ v, (¥;)’ dir. Dolayisiyla
v; = gu;, i = 1,...,molacak sekilde 3g € K var oldugundan;

{u, uy, ..., up} ~ {vy, vy, o, v J(F) dir. @

Sonug: Eger u = {uy,uy, ..., up,} € K™ ve v = {vy, vy, ..., Uy} € K™ Oylekiu; = 0
ve v; # 0 ise u ve v sistemler K; —denk olamaz. Benzer sekilde u = {uy,u,, ..., up,} €
K™ vev ={vy,Vy, ..., 0} € K™ dyleki u; # 0 ve v; = 0 ise u ve v sistemler K; —denk
olamaz.

Ispat: Onerme 32 yardimyla ispatlanir.

Onerme 33 gosterdi ki eger, {u;,u,,...,uy,} ve {vy, vy, ..., Uy} sistemlerinde u; =
v; = 0 ise bu sistemlerin K- denklik problemi m-1- lilerin XK;- denklik problemine
iniyor. Bu ise tiimevarim yoOntemiyle incelenebilir. Boyle sistemlerin K- denklik
probleminin incelenmesi u; # 0 ve v; # 0 durumuna iniyor. Simdi bdyle ozellikli
sistemlerin X; - denklik problemini inceleyelim:

Teorem 9: m = 2 olsun. u = {u;, Uy, ..., U} € K™ ve v = {vy, 0, ..., 05} € K™

sistemleri verilsin dyle ki u; # 0 ve v; # 0 olsun. Bu taktirde;

1 1

u~v) eluyll =llvdl,u, ™ sy =v7t -y 1=2,3,...,m.
Ispat: (=:) u ~ v(X;) olsun. O halde
v; =gu; ,1=1,2,....m...(1)
olacak sekilde 3g € XK; vardir. (1)’den;
vy = guy...(2)
= llvall = llgusll = ligll - llugll, g € ¥ oldugundan ||g]| = 1’den
= |[v1]l = lluy || olur.
(2)’den u; # 0 oldugundan u;~! € X mevcuttur. (2) esitliginin her iki tarafim1 sagdan
u; 1 ile carparsak;

vcuy Tt =guycu; = g = v - uytolur.
(1y’den v; = gu;,i = 1,2, ..., m oldugundan;
v; = vy - u; tu;, i=2,3,...,m....(3) olur.

v; # 0 oldugundan v; ! € K mevcuttur.
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(3)’iin her iki tarafini soldan v; "1 ile ¢arparsak;

-1

vy by =v7 v u

= v, 1. v, =u; yy, 1=2,3,...,m elde edilir.

o) u={u,uy, ..,un} EKXM™vev ={v, vy, ..., Vn} € K™ Oyle ki |Juq |l = |lv4]l,
u tew; =v7t oy, 122,3,...,m...(4) olsun.
l[ug]l = ||vy]| oldugundan Teorem 8’den v; = gu, olacak sekilde 3g € K;. Bu esitlikten

ve (4)’ten;

(gu)™t-v,=u; oy, i=23,...,m

su, teg ey =u T oy, 1=23,..,m...(5)

u; # 0 oldugundan (5) esitliginin her iki tarafin1 soldan u, ile ¢arparsak;
g tv=u, i=23,..,m..(6)

(6) esitliginin her iki tarafini soldan g € K ile garparsak;
vi,=gu;, i=23, ..,m.

= u ~ v(¥K,) elde edilir. ¢
2.5. SU(2) — Probleminin Coziimii

Teorem 10: C?°deki {ii;, 0, ..., i, } ve {#y, D, ..., B, } vektor sistemleri dyleki &i; # 0
ve U; # 0 olsun. Bu taktirde,
{U, 0 o, U} ~ {D1, D2, T }(SU2))  © (U, 0p) = (U, B1)  ve [0y, ] = [y, ]

[ =2,3,..mdir.
g = (5302 G280 = )

- (%N L. (%2 - (Zm
v = w, , Uy = W, ) ey Uy = w,,

olmak iizere,
Uy = epX1 t+ eV, Uy = egXy + €3V, ..., Uy = €9Xy + €3V VE
V1 = €9z + eywy, Uy = €gZ, + €Wy, ..., Uy = €0Zy, + Wy,

seklinde yazilir ki;
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teorem 7’¢ gore, {uy, Uy, ..., Uy} ~ {V1, V5, .., U }(Ky) ©
{ﬁl, ﬁz ey ﬁm} ~ {171, 172 ey ﬁm}(SU(Q)) .

Onerme 29°daki F;: K — C? doniisiimii izomorfizma oldugundan,

U; #0ve?; #0 > uy # 0ve vy # 0 ‘dir. Teorem 9’dan,

{ug, uy, o, up}t ~ vy, vy, o, U3 (Kp) © lugll = |lvyl] ve 171_1 "V = ul_l * U
i=2,3,...,m oldugundan;
{Uy, Uy oo, U} ~ {D1, U3 oo, T} (SUQR)) ©lug |l = [lv4 || ve 171_1 ‘U = ul_l *U;

1=2,3,...,m’dir.
Simdi gosterelim ki,
lwll = llvgll vevy ™ vy = w7y 92,3, .me

(ﬁl' ﬁl) = (51, 1‘71) Ve [ﬁl’ ﬁl] = [51, 171] i = 2,3, ...m’dir.

lusll = llvall & llugll = |1 1? + |y1]? = (Gy, Ty)
v ll = |z, 1? + [wy|? = (B3, 1)
llusll = llvsll & (@, 84) = (7, 1)’ dir.
v, 7y = w7t w1223, .., m esitligini kullanirsak;
u; 7wy = (egxy +ey1) 7 (eox; + €2y;)
= % (eox; + €21)

_(eox1—e3y1).(eoxitezyi)
[x112+|y11?

_ XiXi—ey1Xi+X1€3Yi—€2Y1€Yi
2112 +|y1 12

_ XaXi+Y1Yi—eY1Xi+teX1Yi
1|2 +]y1]?

_ (@, 0)+ep [0y, 1)

lludll

(D)

elde edilir. Diger taraftan;

-1

vy = (epzy 4 eowy) Tt - (epz; + W)

(eoz1+e,wq)
= L2l (goz; + ew;
|Z1 |2+ wq |2 (0 l 2 1)
_ (eozy—e;w1).(eozi+e,wi)

|z |2 +]wy|?

_ Z1ZitWiwi—e,wy Zi+Z1e,wy
[z1]2+|wq]?

_ W p)+er(ziwi-wazp)

|z1|2+]|wq|?
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_ (0,0 +ex[D1,0i]
Il (2)

1oy, =u, 7w, 22,3, ,m ve ||lug || = ||vy]| esitliklerinden

41
(U1, 05)+ex [U1,05] _ (B1,01)+ex[01,5;

= ] olur.
Il Il

U, U)+ex[U,0;] _ (P1,01)+ex[P1,7;

[l llvall

e (8, 0) = (5, %) ve [Uy, 0] = [0y, 5] 23,....m
oldugu elde edilir.
Boylece,

{ﬁlfﬁZ ""ﬁm} ~ {ﬁli 172 T 1’Em}(SU(Z)) And (ﬁllﬁi) = (ﬁl; 171) ve [ﬁlfﬁi] = [51' ﬁ1]

i=23,..mdir. ¢



3. BULGULAR

Tezde elde edilen bulgular1 asagidaki sekilde siralayabiliriz:

1. K-uzayinda x,y € KX, olmak lizere To xi155y © (; —)_(y) oldugu 6nerme 24 ile

gosterilmistir.
2¥x€e C , e =—1olmak iizere xe, = e;x oldugu oOnerme 25 ile
gosterilmistir.

3.Vq € K i¢in ¢ = eyx + e,y (x,y € C) olmak lizere

llgll = lleox + &3yl = |x|? + |y|? seklinde oldugu dnerme 26 ile gdsterilmistir.

4. A= (; _)_Cy ) matrisi iiniter matristir.<x,y € C dyle ki |x]|? + |y|? = 1 oldugu

onerme 27 ile gosterilmistir.
5. F;: KX — C? doniisiimiiniin C - izomorfizma oldugu dnerme 29 ile gdsterilmistir.
6. F,~': €% -» X doniisiimiiniin C - izomorfizma oldugu 6nerme 30 ile gosterilmistir.
7. F;: K — C? doniisiimii C - izomorfizma olmak iizere;
H:X - X  C- lineerdir.& F, o HoF,~1:C? - C?, C -lineerdir oldugu teorem 4 ile
gosterilmistir.
8. W : M(X, C)—>M(C? C) déniisiimiiniin C - izomorfizma oldugu teorem 5 ile
gosterilmistir.
9. W : M(¥, C) >M(C?, C) déniisiimiiniin C -cebir izomorfizmasi oldugu teorem 6
ile gosterilmistir.

10. ¥: %, —SUQ)

— x -y
0= e +aiy-r@=(" 7)

doniisiimii grup izomorfizmasi oldugu dénerme 31 ile gosterilmistir.

11. {uy, uy, ..., up} ~ vy, V5, o, V(K. &
{u;, uz, ..., 4} ~ {1, 73, ..., U }(SU(2)) oldugu teorem 7 ile gosterilmistir.
12. K’da {uy, u,, ..., uy} ve {vq, vy, ..., vn }- m’liler sistemleri verilsin 6yle ki
{fu;,uy, ...,upnt ~ {vy, vy, o, v J(&,) olsun. Bu taktirde u; =0 v; =0 oldugu

onerme 32 ile gosterilmistir.
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13. u,v € X olmak flzere, u ~ v(¥;)'dir.< |[ul|=[|lv|| oldugu teorem 8 ile
gosterilmistir.

14. u = {uy,uy, ..., uy} € K™ ve v = {vy,V,, ..., Uy} € K™ sistemleri verilsin Oyle
ki u; = v; = 0 olsun. Bu taktirde;

u~v(¥,) e {u,, .., unt ~ {vy, ..., v }(K;) oldugu 6nerme 33 ile gosterilmistir.

15. m > 2 olsun. u = {uy, uy, ..., un} € K™ ve v = {vy, vy, ..., Uy} € K™ sistemleri
verilsin dyle ki u; # 0 ve v; # 0 olsun. Bu taktirde;
u~v(&) ollull =Ilvil , uy Ly =v, Ly, i=2,3,...,m. oldugu teorem 9 ile
gosterilmistir.

16. C*>’deki {{iy,Qy ..., 0} ve {¥y, Ty ..., Dy} vektor sistemleri dyleki fi; # 0 ve
U1 # 0 olsun. Bu taktirde;
{07, 0z, ..., U} ~ {U1, 7%, .., 7} (SU2)) & (0, W) = (U, ) ve  [Uy, O] = [Ty, ]

i = 2,3,...m.oldugu teorem 10 ile gosterilmistir.



4. IRDELEME

H. H. Hacisalihoglu’nun 1983’te yayinladig: kitabinda [9] reel kuaternionlar iizerinde
temel islemler tanimlanmis, dort birimle olusturulan kuaternion sayisinin kompleks sayilar
yardimiyla iki boyutta yazilabilecegi gosterilmistir. Iki vektdriin kuaternion ¢arpimi
vektorlerin i¢ ¢arpimi ve vektorel ¢arpimi yardimiyla ifade edilmistir. Kuaternion vektor
uzayinda tanimlanan bir doniisiim yardimiyla her kuaterniona kompleks sayilar cismi
tizerinde 2X 2- tipindeki matrisler karsilik getirilmistir. Bu tezin genel bilgiler kisminda
kuaternion cebirine ait tiim temel islemler genellestirilerek ispatlart ayrintili olarak verildi.
Ayrica kompleks sayilar yardimiyla iki boyutta yazilan her kuaterniona karsilik gelen 2x
2- tipindeki matrisin genel ifadesi 6nerme seklinde ifade edilip ispatlandi.

Giilistan Kaya’nin yiiksek lisans tezinde [11] 0(n),SO(n),1z(n) ve SIz(n) gruplar
icin G —denklik tanimlar1 verilmistir ve denklik problemleri 6nerme ve teoremlerle
¢Oziilmiistiir. Hazirlanan bu tezde ise C?- uzaymda noktalar sisteminin SU(2) —denklik
problemi ve kuaternion vektér uzaymmda K;- denklik problemi tanimlari
verildi. SU(2) —denklik problemi ve K; - denklik problemi ¢6ziildii.

Hiisnli Anil Coban’nin yiiksek lisans tezinde [5] {initer uzaydaki izometriler ve reel
uzaydaki izometriler arasindaki baglantilar incelenmistir. Hazirlanan bu tezde ise C2-
uzayinda noktalar sisteminin determinanti bir olan biitlin {initer matrislerin olusturdugu
gruba gore denklik problemi ile kuaternion vektér uzayinda normu bir olan kuaternionlarin
olusturdugu gruba gore denklik problemi arasindaki baglantilar incelendi.

Yapilan bu calismayla kuaternionlar uzaymdan C?- uzayina tammlanan C -
izomorfizma yardimiyla her kuaterniona karsilik C2- uzayinda bir vektdr karsilik getirildi.
Normu bir olan kuaternionlar grubu ile C2- uzayinda deteminanti bir olan iiniter matrisler
grubu arasinda tanimlanan doniisiimiin grup izomorfizmasi oldugu gosterildi. Bu sonug
kullanilarak C2- uzayinda noktalarin SU(2) —denklik problemi ile kuaternionlar uzayinda
normu bir olan kuaternionlarin denklik problemi arasinda baglantilar bulundu. Boylece
¢Oziimii zor ve zaman alan C2- uzayinda noktalar sisteminin SU(2) —denklik probleminin
kuaternionlar uzaymmda normu bir olan kuaternionlar grubu yardimiyla kolaylikla

coziilebilecegi goriildii.



5. SONUCLAR

1.LVx€ C, & =—1olmakiizere xe, = &% oldugu dnerme 25 ile gdsterilmistir.
2. A= (; _)_Cy ) matrisi {initer matristir.<x,y € C dyle ki |x|? + |y|?> = 1 oldugu

Oonerme 27 ile gosterilmistir.

3.¥: K, —SUQ)

— x =y
q=ex tey—>¥(Q) = (y fy)

doniigiimii grup izomorfizmasi oldugu onerme 31 ile gosterilmistir.

4. {us,uy, ., up} ~ {v, vy, ., 3Ky ). &
{u;, uz, ..., un} ~ {1, 73, ..., U }(SU(2)) oldugu teorem 7 ile gosterilmistir.

5. u,v €KX olmak tlzere, u~ v(X,)'dir.< [|[u||=|lv|]| oldugu teorem 8 ile
gosterilmistir.

6. m > 2 olsun. u = {uy, Uy, ..., Uy} € K™ ve v = {vy,v,, ..., 0} € K™ sistemleri
verilsin 0yle ki u; # 0 ve v; # 0 olsun. Bu taktirde;

u~v@) ellwll=lvll, w,™w =v ™

- V; 1=2,3,...,m oldugu teorem 9 ile
gosterilmistir.

7.C%’deki {{ij, 0, ..., 0} ve {¥y, Ty ..., Py} vektdr sistemleri Oyleki @i; 0 ve
¥, # 0 olsun. Bu taktirde;

{ITI' ITE' ey ﬁ;l} ~ {ﬁi; 175' rﬁ:’n}(SU(Z)) < (ﬁl: ﬁl) = (ﬁlﬂﬁi) ve [ﬁlﬂﬁi] = [ﬁlr U

S

i = 2,3,...m.oldugu teorem 10 ile gosterilmistir.



6. ONERILER

Tezde kuaternionlar uzaymda X, - denklik problemi basit bir ydntemle ¢oziildii. C? -
uzayinda noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi ile kuaternionlar uzayinda X;-
denklik problemi arasinda baglanti bulundu. Bu baglanti kullanilarak, kuaternionlar
yardimyla ¢dziimii zor olan C? - uzayinda noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi
kolaylikla ¢oziildii.

Benzer sekilde R*" ve C2?" uzaylarindaki farkli cebirsel ve geometriksel problemler
K™- uzayindaki kuaternionlarin problemlerine indirgenip ¢o6ziilebilir.

Kuaternion sayilarinin 6zellikleri K™- uzayindaki bazi problemleri kolaylikla
¢6zmeye imkan vermektedir. Ornegin; C? — uzayinda reel homotetiler ve SU(2) ile iiretilen
grubu H X SU(2), kuaternion uzayinda normu sifirdan farkli kuaternionlar grubunu X, ile
gosterelim. Tezde gelistirilen yontemle C? — uzayinda noktalar sisteminin H X SU(2)-
denklik probleminin ¢6ziimii kuaternionlar uzayinda K,- denklik probleminin ¢dziimiine
indirgenebilir. Bodylece kuaternionlar yardimiyla problem kolayca tam sekilde

incelenebilir.
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