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         Bu çalışmada, kuaternionlar uzayında kuaternionlara ait bazı sonuçlar bulundu.  - uzayında 

noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi ve Kuaternionlar uzayında - denklik problemi 

tanımlandı. Kuaternionlar  uzayından - uzayına tanımlanan  - izomorfizma yardımıyla her 

kuaterniona karşılık - uzayında bir vektör karşılık getirildi. Normu bir olan kuaternionlar grubu 

ile - uzayında determinantı bir olan üniter matrisler grubu arasında tanımlanan dönüşümün grup 

izomorfizması olduğu gösterildi. Bu sonuç kullanılarak - uzayında noktaların denklik 

problemi ile kuaternionlar uzayında normu bir olan kuaternionların denklik problemi arasında 

bağlantı bulundu. - denklik problemi çözüldü. Bulunan bağlantı kullanılarak, kuaternionlar 

yardımıyla  - uzayında noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi çözüldü. 
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          In this study, in quaternions space the results for  quaternions have been found. 
SU(2) – equivalence problem of points system in - space and - equivalence problem 
of points system in quaternions space were defined. From quaternion space to vector space 
a transformation was defined. This transformation was shown to be a  - isomorphism. 
Also  this transformation was shown to be a group  isomorphism. Using this result, 
correlations between SU(2) – equivalence problem and - equivalence problem has been 
studied. Further, - equivalence problem has been solved. SU(2) – equivalence problem 
has been solved in - space by using this connection with the help of quaternions. 
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        1. GENEL BİLGİLER 

 

        1.1. Giriş 

 

         Kuaternionlar 1843 yılında İrlandalı matematikçi William Rowan Hamilton 

tarafından kompleks sayıları üç boyutlu uzaya taşımak amacıyla geliştirilmiştir[8]. 

Çalışmalarını başta iki kompleks ve bir reel bileşene sahip  üçlü sayı sistemi 

üzerinde yoğunlaştıran Hamilton bu sayı sistemi ile üç boyutlu reel uzaydaki bir noktayı 

temsil etmeyi amaçlıyordu. Burada  ile verilen kısım kompleks düzlemdeki yönleri 

yansıtırken  ile verilen bileşen ise bu iki yöne dik üçüncü yönelimi temsil etmekteydi. Bu 

yolla cebirsel bir sistem kurmaya çalışan Hamilton bu sistem üzerinde toplama ve çarpma 

işlemlerini tanımlayabildiği halde bölme işlemi için ise bir metot geliştirememiştir. Bunun  

üzerine bu üçlü sistemden  vazgeçerek  bu sisteme üçüncü bir imajiner bileşen eklemiştir. 

Üçüncü imajiner birim ’ü eklemes nin ardından yukarıdaki yorumunu değiştirerek, 

şenin artık geometrik bir anlamı kalmamış, 

Böylece Hamilton, Kuaternion ismini verdiği 4-boyutlu olan sözde hiper-kompleks sayıyı 

keşfetmiştir [17, 18, 20]. 

         Kuaternionlar aynı reel ve kompleks say

i

 kuaternionunda reel bile

bunun yerine diğer imajiner üç birim birbirine dik üç yönü göstermek için kullanılmıştır. 

ılar gibi bir sayı sistemidir. Reel sayılar bir, 

nmelerde ve fiziksel büyüklüklerin karakterlerinin 

i

hareketi kuaternionlar yardımıyla tanımlanmaktadır[22]. 

kompleks sayılar iki bileşen içerirken kuaternionlar dört bileşene sahiptir. Kompleks 

sayılar reel sayıların bir kombinasyonudur. Dolayısıyla da reel sayılar, kompleks sayıların 

bir alt kümesidir. Diğer taraftan kuaternionlar da iki kompleks sayının kombinasyonundan 

oluşmuştur. Buna göre kompleks sayılar da kuaternionların bir alt kümesidir. Bu sonuç, 

kuaternionların hem reel sayılar hem de kompleks sayıları kapsayan daha geniş bir sayı 

sistemi olduğunu göstermektedir. 

         Kuaternionlar, uzaysal dö

belirlenmesinde çok şe yaramaktadır. Ayrıca kuaternionlar grup teorisinde ve elemanter 

parçacıkların sınıflandırılmasında kullanılmaktadır. Uzaysal dönmeler, grup teori 

uygulamaları, kontrol sistemleri ve robotik uygulamalarında birçok araştırmacı için ilginç 

bir araçtır. M. Tanışlı tarafından hazırlanan doktora tezinde endüstriyel robot kollarının 
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         Kuaternionlar fiziksel büyüklükleri ifade etmek için de kullanılabilmektedir[19]. 

1989’da K. Özdaş tarafından skaler ve vektörel büyüklüklerin kuaternion uzayına taşınarak 

adır. Kimyada molekül yapılarının incelenmesinden[3, 6], tıbbi bilimlerde DNA 

unlardan  bazıları şöyledir: J. C. K. Chou kinematik ve dinamik 

r uzayında kuaternionlara ait bazı sonuçlar bulundu. 

oblemi ve Kuaternionlar 

- , normu bir olan kuaternionlar grubu) 

 

tr

 

birer kuaternion olarak nasıl ifade edileceği gösterilmiştir. Kuaternion çarpımından farklı 

olarak kuaternionlar için skaler(iç) ve vektörel(dış) çarpma işlemleri tanımlanmıştır. Bu 

işlemler yardımıyla “iş” ve “tork” gibi büyüklüklerin nasıl ifade edileceği gösterilmiştir 

[20, 22]. 

          Son yıllarda ise kuaternionların uygulama alanları bilimin tüm dallarına 

dağılmakt

ve protein yapıları, göz hareketlerinin tanımlanması[15, 23], hidrodinamik ve elastik[7, 

13], astronomi ve optikteki uygulamalara[2, 24] kadar geniş bir spektrumda kullanılmaya 

başlandığı görülmektedir. 

         Bugüne kadar birçok denklem çeşitli bilim adamları tarafından kuaternionlarla 

yeniden ifade edilmiştir. B

diferansiyel denklemleri[4], Adler kuantum mekaniği[1], M. Tanışlı ve K. Özdaş robotik 

manipülatörlerin pozisyonunun kuaternion dönüşümü, M. Tanışlı akustik enerji korunum 

denklemini, yine Tanışlı ve Özgür açısal momentum ve Dirac denklemlerini[21], Negi ve 

arkadaşları tek kutup dynonslar gibi teorik varlıkları anlatmak için bu sayı cebrini 

kullanmışlardır [14]. 

          Tezde kuaternionlar uzayında aşağıdaki konular incelendi: 

          1. Kuaternionla

          2. - uzayında noktalar sisteminin SU(2) - denklik pr

uzayında -denklik problemi tanımlandı. 

         3. SU(2) denklik problemi ve  - denklik problemi arasındaki bağlantılar incelendi. 

         4. denklik problemi çözüldü. ( 

         5. SU(2) – denklik problemi çözüldü. ( SU(2)  determinantı bir olan 2 2 - tipindeki

üniter ma islerin oluşturduğu gruptur) 
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       1.2. Kümeler Üzerinde Grup Hareketi 

:  dönüşümü verilsin. 

,  için , ·  şeklinde yazalım , ,  için: 

          b) , nin birimi olmak üzere, ·  

şulları sağlan ’ye ’nin   üzerindeki 

harek :  şeklinde gösterilir. 

eki dete inantı sıfır olmayan tüm matrislerin 

m

         ,  grubunun  üzerindeki hareketi g= ,  ve 

·

,  i

a) . . .

 

 = 
· · ·

· · ·
.  

               

 = 
· · · · · ·

· · · ·
 

 

                = 
· · · · ·

· · · · · ·
 

 

                = .
· ·

· ·
 

  

 

        Tanım 1:  bir grup ve  bir küme olsun. Bir 

 .

 a) · · · ; ·

ko ıyorsa,  üzerindeki hareketi  (etkisi) denir. ’nin 

eti 

         Örnek 1: ,  tipind rm,

oluşturduğu küme olsun. ,  atrislerin çarpımına göre bir gruptur. 

 olmak üzere .  olarak verilir. Gerçekten, 

,  ve çin, 

.  

·

·

·
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          = . . · ·  

b) I= 
1 0
0 1

0
0

0 0 1

,  birim elemanını alalım. 

 için; 

·
1 0
0 1

0
0

0 0

.

1 · 0 · 0 · 0 ·
 0 · 1 · 0 · 0 ·

0 · 0 · 0 · 1 ·

    

 

    

olacağından  ·  elde edilir. 

 

         Örnek 2: n  boyutlu ortogonal matrisler   grubunun  üzerindeki hareketi 

 ve  (i,j=1,2,…n) olmak üzere; 

·  olarak verilir.  

erçekten;  

 için

a) , · ·

              ∑ · ·  

∑ ∑ · ·  

                = ∑ ∑ ·  

            · ∑ · · ·  

 · ·  

 

 

1

 · · ∑ ,

G

,   ve ; 

·  

  

                

·

    

                =

elde edilir.
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0
0 1

0
0… …
1

  birim elemanını alalım. 

 için, 

.
1 0
0 1

0
0… …

0 0
…
1

.

0.
0. 1. 0. 0.

0. 0. 0. 1.

 

olacağından  ·  elde edilir. 

         Örnek 3:  grubunun  üzerindeki hareketi , ,  

olmak üzere; · , · , ·  olarak verilir. Gerçekten, 

         a) ,  ve ,  için ·  olacağından; 

, , · ·  

                                 · · , · ·  

                 = · · , · · · ,  

 birim eleman olmak üzere,  i

    · , · , · ,  olur. 

1.3. Noktalar Sisteminin G- Denkliği ve G- Yörünge

         Tanım 2:  bir grup olmak üzere, ’nin  kümesi üzerindeki etkisi verilsin. ,  

  için ·  ise x, y’ye denk’tir denir ve bu durum ~  

eklinde gösterilir. 

         ,  

için ~  bir denklik bağıntısıdır. 

İspat: “~" bağıntısının denklik bağıntısı olduğunu göstermek için yansıma, simetri 

 için r.   al

 olup, ~ ’dir. 

b) …
0 0

1

 

1. 0. 0.

        · · ·

elde edilir. 

          b) , çin; 

         

 

 

 

 

olmak üzere, 

 ş

Önerme 1:  grubunun bir  kümesi üzerindeki etkisi verilsin. Bu taktirde 

          

ve geçişme özelliklerini sağladığını göstermek gerekir. 

            ~ ’di ve  alım. 

   · ·
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         ii)  

 

 · ·  

· ·  olup, ’dir.

        iii) ,  için ~  ve ~ ~  ‘dir. 

 için ~   öyle ki · ’dir.    ….(1) 

  öyle ki · ’dir.    ….(2) 

 2 ’de  yerine (1)’deki eş i yazılırsa · ·  elde edilir.  ·   

olduğundan; 

e edilir. 

  “~" bağıntısı denklik bağıntısıdır.  

        Örnek 1 un. 1  üzerindeki etkisini 

alalım. ,   için  ise ~ ’dir. 

           Örnek 5: , 0,2   olsun.  grubunun  üzerindeki 

etkisini alalı ·  ise ~

  :  olsun.  grubunun  üzerindeki etkisini alalım. 

      öyle ki,  

=  ise ~  ‘dir. 

         Tanım 3: , ,  iki vektör ailesi olsun.   olmak üzere 

 ise ktör r ailesinin 

denkliği , ~ , ( )  ile gösterilir. 

         Önerme 2: ,  ve ,  iki vektör ailesi olsun. Bu taktirde; 

 

, için ~ ~ ’dir. 

 ,  için ~   öyle ki · ’dir. Burada eşitliğin her iki tarafını 

soldan   ile çarparsak;  

· ·

 ~  

  

 , ,

  ~

it

 ~   eld

   4: 1,1  ols  grubunun 

 1

m. ,   için   öyle ki  ‘dir. 

        Örnek 6

     ,  için 

         .  

 

 ve 

·   ,   bu ve ailelerine G- denk’tir denir. İki  vektö
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 , ~ , ( )  bir denklik bağıntısıdır. 

İspat nerme 1’deki gibi benz ilde yapı

 

       Tanım 4: Bir grubunun bir  kümesi üzerindeki etkisi verilsin ve  

· :  esine  n ir. 

 

ek 7: 1  alalım. Bir  noktasının 1 -

örünge’si 1 ,  şeklindedir. 

,  

oktalarının  -yörünge’si  şeklindedir. 

       Not : Yörüngeler G- denklik bağıntısının denklik sınıflarıdır. 

1.4. G- İnvaryant Fonksiyonlar 

 5: Bir G grubunun erindeki etkisini alalım. :  olmak 

 · ,  ise  reel fonksiyonuna t denir. 

1 , , ·  ve  o ’nin ’teki etkisi 

, ’ i   ve  reel sayılarının çarpımı şeklinde alalım. 

         1 ·    1 ·   

       1 ·   1 ·   

          e   de  , - invaryanttır. 

 

         Not: Tüm - invaryant polinomlar kümesi  ve tüm - invaryant rasyonel 

~   olsun u tak  

     İs   olduğundan  için ’dir. keyfi  - invaryant polinomu 

n    

          : Ö er şek lır. 

  

olsun.  küm oktasının -yörünge’si den

         Örn 1,1  ve 

y

         Örnek 8: , 0,2  ve  alalım.

n : 

 

  

 

 

         Tanım   kümesi üz

üzere   için  - invaryan

         Örnek 9: 1, lsun. . 

          ,  - invaryanttır. 

  

Örnek 10: Örnek 9’daki etkiye gör

fonksiyonlar kümesi ise  şeklinde gösterilir. 

 

         Önerme 3: . B tirde  için ’dir. 

    pat : ~   ·

içi ·  olduğundan ’dir.
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 Key  varyant po nomu için  ise ~   olmayabilir. 

  olsun.  grubunun ım. 

,…,    olmak üzere | … |=  için 

 , … | …  alı u - invaryant’tır. Gerçekten,   için, 

. … . | | … | =| | ·  | … | | …  elde edilir. 

12:   ü ek etki  

 ,…,
,

, ,
 ırsa bu -invaryant’tır. 

,
. , . . , .

, .

                             = 
,

, ,
 

                                       

       Önerme 4:  ve  polinomlar -cebir’inin birimli -altcebir’ idir. 

 

 · · ·  

· · · · ·

  olmak üzere, λ · λ · ·  λ · λ ·   

 1 1  birim elemanı için, 1  olduğundan 

· · · · . 1 ·   

olup,  , · , λ. , 1  ’ dir. Yani , ’in birimli -altcebir’ idir. 

 

         Not : fi li- in

 üzerindeki etkisini alal

 

          Örnek 11:

   

| nırsa, b

det  = 1 olduğundan, 

· | |

 

i          Örnek  grubunun zerind sini alalım.  ,…,  olmak 

,
alınüzere, 

Gerçekten,   için;  

           ,…
. . , .

 

          
,

   ,…,

elde edilir. 

 

  

         İspat : ,  olsun.  ,  için; 

 · ·  

λ ·

 1 · 1
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 Tanım 6,[1  ,  kompleks sayılar cismi üzerinde vektör uzayı olmak üzere, 

nü ağ

, λ n; 

 , ,  

2) , λ. ,  

3) , = ,

         1.5. Üniter Uzay 

 

6]:

 :  dö mü aş ıdaki aksiyomları sağ sın: şü la

 , ,  içi

1) ,

λ

 

 

5) ,

şekilde tanımlanan  dönü  kompleks vektör uzay  

çarpım denir. ,  ikilisine  iç çarpımlı ko leks vektör uzayı denir. 

 Tanım 7: Sonlu boyutlu kompleks iç çarp lı vektör uzayına üniter uzay denir. 

Örnek 13:   alalım. :  , ,  olmak üzere ,  

ı  , ’nin üniter uzay olduğunu gösterelim: 

           olm  üzere; 

 ,     , ,

2) λ ,

3) 

4) , 0

0 0 

          Bu şümüne ında skaler (iç)

 de mp

ım        

          

dönüşümünü tanımlayal m.

, , , λ ak

1) = + =  

λx  λ λ ,  

,   ,  

,  | | 0

,  | 0 0 

      0 , 0 

ıktır.

nek 14:  : , ,  olmak üzere 

4)  

5) 0 |

                            

olduğu aç  

          Ör  alalım. 

,  dönü ünü tanımlayalım. , nin üniter uzay olduğunu 

1) 

şüm

gösterelim: 

,  

     

 λ ,

 

 

 

                      =  , ,            

2) λ λ =λ  λ ,  
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,3) ,  

4) , | |  

,

+| | 0

5) | | |+ | 0 0, 0 0 

an ,  üniter uzayd

         Örnek 15:   alalım. :  , ,  olmak 

∑

olduğund ır. 

üzere , şümünü tanımlayalım. ,  üniter uzaydır. 

          Örnek 16:   o

, ’ nin üniter uzay olmadığını gösterelim: 

çekten , ,  olmak üzere; 

          2  olur. Ama iç çarpım tanımına göre 

 olmalıdır. Bunun için 2 0 olması gerekir. Buradan 0 

veya 0 veya 0’dır. Fakat bu şart tüm , , ’ler için sağlanmadığından,        

,   olup, ım değildir. Dolay ,  üniter uzay 

nım 8: V ve W,  üzerinde lineer uzaylar olsun. Aşağıdaki özellikleri sağlayan 

nüşüm ör denir. 

         i)  , ,  

F z λ  

 

ot : :  line V,W) ş m. 

, ,  üniter uzaylar olm : 

dönüşümü için; 

bir ve ö

 

         iii) , ,  

ise ,  ve ,  üniter uzaylarına izomorf denir.   

  dönü

 

 alalım. :  , , lmak üzere ,  

tanımlayalım. 

         Ger

,

,

 iç çarp ısıyla 

değildir. 

 

          Ta

:  dö üne lineer operat

         ii) λz λ , ,

         N er dönüşümler kümesini Hom( eklinde göstereli

 

         Tanım 9:  ve ak üzere,  

         i)  , bire rten 

         ii)  , lineer
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 ,  üniter uzay ve 

uzayı, ,  üniter uzay ,

          Sonuç :  olsun. O halde ,  üniter 

ına izomorftur. Burada  ∑ ’dir. 

 

, ∑          Not : Bundan sonra  şeklinde alınacaktır. 

          Tanım 10:  üniter uzayında  için ,  sayısına  vektörünün normu 

enir ve  şeklinde gösterilir. 

 

 ’de tanımlanan norm aşağıdaki aksiyomları sağlar: 

 ,  için, 

0  

        ii) 0 0 

        iii) | |  

,

d

          Tanım 11: 1 ise,  vektörüne birim vektör denir. 

          Lemma :

          i) 

  

  

          İspat :  

          i) = | | | | | | 0 

) ii  0 , 0 | | | | | | 0 

ğu açıktır. 

 = ,

0 0 oldu

          iii) | | | | | |  

| | |                                             = | | | | | | | | |  

|                                             = | | | | | | |  

                                             =| | | | | | | |  

                                           =| | . 

          Tanım 12: , 0,        
1,      , , 1,2, …  ise , , … ,  

, 1 0

,

  

 

vektörler sistemine ortonormal sistem denir. 

         Örnek 17:  alalım. 0  ve 1  seçelim. Bu taktirde,  

   olduğundan  , 1,  , 0,  , 1 olarak bulunur. 

Burada ,  ortonormal bir sistem oluşturur. 
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rem 1:  bir üniter uzay, , , … ,  sistemi ’de bir ortonormal taban  ve 

 olsun. Bu taktirde;  öyle ki ,  

 

, , … , , ’ de bir taban olduğundan  için 

,  vardır ,  iç çarpımını alalım. 

  , = , ,

         Teo

1,2, … , ’dir.

         İspat : 

, ,… . 

, 1,2, … ,  olur.  

                                                                                 1 

 

,  için | , |  (Cauchy-Schwarz Eşitsizliği)’dir. 

        İspat : ,  ve , ; 

 , ,  

, , ,  

, , |  

| |  

 ve ırsak; 

                    = | , |  

lde edilir. 

 | , | Dolayısıyla

0 ise | , | ’dir. Her iki tarafın karekökünü alırsak  

| , |  elde ederiz. 0 yani 0 ise | , |  =0 ve 

| , |

 

       Teorem 3: Keyfi ,  için  (Minkowsk ği)’dir. 

, , ,

                                    = , , ,

        Teorem 2: 

,

                      = ,

                      =| | |

                      =| | 2 ,

Burada ,  al

  2| , |

                      = | , |  e

 

0 olduğundan, 0 ‘dır.  

0 olduğundan ’dir.  

  i Eşitsizli

          İspat : , = ,

,  

        , | , | | ,

                                     = 2| , |  

2  

                            | ,  
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                                   =  

         .  

r Dönüşümler, Üniter Matrisler ve ,  Grupları 

 

me 5: , … ,  , ım uzayının bir ortonormal bazı olsun. 

Herhangi  için, 

, ’dir. 

 ; ,  ’dir. 

, , , ,  

, … ,  ,  ko  uzayının bir ortonormal bazı olduğ

              = 1 0  bulunur. 

 1, … ,  i kilde, 

, = ,  

             , , ,  

0 1 0  bulunur. 

’ler yerine , ’ler konulduğunda, 

,  elde edilir.  

 boyutlu bir kompleks iç çarpım uzayı olsun. Bir ,  

, 

 dönüşümüne üniterdir denir. 

       Örnek 18:   

                    

  

 

1.6. Ünite

 

         Öner  kompleks iç çarp

          ,

         İspat : , … ,

 

 mpleks iç çarpım undan, 

çin benzer şe

 

              = 

Dolayısıyla, 1, … ,  için 

 ,

         Tanım 13:  sonlu

dönüşümü ve ,

 , ,  ise 

 

  

√

√

önüşümü üniterdir. 

,

 

d

         Çözüm : ; 
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       ,  
√

√
,

√

√

                          = 

 

                  
√

√

√

√
 

                                            = 
√

√

√

√
 

                                            = (  +  

                                             

 

  ,                                           

         Not:    - boyutlu kompleks matris olsun. ’ nın tranpozesini  

. Bu durumda 

              dönüşümü üniterdir. 

şeklinde gösterelim  olsun.  matrisini  şeklinde gösterelim. 

 A A I  şartını sağlayan  matrisine üniter matris denir. 

         Örnek 19:   

                               

         Tanım 14: AA

√

√
 

üniter dönüşümünün matrisi, 

 

              
√

√

A

  elde edilir.  matrisi üniterdir. 

             

Gerçekten, 

√

√
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√

√
 

             
√

√
  olacağından 

              
√

√
.

√

√

0

0
1 0
0 1  ve 

benzer şekilde  olduğu görülür. 

 - boyutlu  üniter matrisler kümesini  ile gösterelim. 

         Önerme 6: Tüm üniter matrisler kümesi çarpım işlemine göre gruptur. 

 için ·  olduğunu gösterelim: 

 ·   ve ·   olur. 

·

  matrisi üniterdir. 

 

         Not: Tüm 

         İspat: ,

 · ·  

 · ’dir. 

, ,   için · · im: 

Bütün matrisler için geçerli olduğundan özel olarak üniter matrisler için de geçerlidir. 

           için · ·  olacak şekilde I  vardır. Çünkü ·

           için · ·  olacak şekilde  vardır. Gerçekten, 

· · ·  

·

          · ·  olduğunu gösterel

’dir. 

         ·  olacağından ’ dir. 

   kümesi çarpım işlemine göre gruptur.  

 

         Tanım 15,[10]:  Determinantı 1 olan bütün üniter matrislerin oluşturduğu gruba özel 

üniter grup denir ve  ile gösterilir. 
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:  grubudur. 

esinin çarpım işlemine göre grup olduğu önerme 6’da ispat edildi. 

 kümesinin tanımından     olduğu kolayca görülür. 

trislerde çarp ine göre 

’nin  ‘nin bir alt grubu olduğu açıktır.  

20: θ   ol zere, 
0

 

     1.7. Cebirler 

anım 16,[10]: esinde “ +, ·, · ” işle mesi aşağıdaki 

ı sağlasın: 

         ii) , , · ı, 

         iii) , ,  ve   

, ·,  ine  - cebir denir. 

         Örnek 21: , ,·, ·,   ,  - cebir’dir. 

 Katsayıları ’ den olan tüm polino i  ile g lim. 

,

    Örnek 23: Tüm rasyonel fonksiyonlar kümesini  ile gösterelim. 

1.8. Reel Kuaternionlar 

 

    

        İspat :  küm

    Önerme 7 , ’nin bir alt

Dolayısıyla ’dir. Buradan ’deki ma ım işlem

         Örnek mak ü 0 2 ’ dir. 

 

    

 

şartlar

         T C küm mleri verilsin ve C kü

         i) , ,·  halka, 

  üzerinde vektör uzay

 , ,·  sistem

 

         Örnek 22: mlar kümesin östere

 ,·, ·,   ,  - cebir’dir. 

     

, ,·, ·,   ,  - cebir’dir. 

 

 

Tanım 17,[12]:  Bir reel kuaternion sıralı dört sayının +1, ,  ,   gibi dört birime 

şlik etmesiyle  tanımlana  birin 1 bir reel sayıdır, diğer üç 

birim ise, 

 

e bilir. Burada ci birim +

     i)

    ii) 

1 

·   =  ,  ·   =  ,  ·  =  
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    iii)  ·    ,  ·    , ·    

özelliklerine sahiptir. 

        Böylece bir kuaternion: 

 

  

             

içiminde ifade edilir. Burada , , ,  reel sayılarına  kuaternionunun bileşenleri 

ım18 : ionlar için eşitlik bağıntısı: 

, iç  ve 

b

denir. 

 

       Tan  Kuatern

           in   

anımlanır. 

       

şeklinde t

  ,  ,   bir y r uzayının bir dik koordinat sisteminin taban 

ektörleri olarak alınabilir. 

iyonu  ile göste  ve 

imleri 3- bo utlu reel vektö

v

         Bir  kutern rilen skaler kısım  ile gösterilen vektörel kısımdan 

         =  , 

oluşur. 

   olmak üzere; 

           

şeklinde yazılabilir. 

       Örnek 24:  5 1  3 6   kuternionu için; 

              =5 , 1 3 6   şeklindedir. 

         ot : Reel kuternionlar kümesini  ile gösterelim. Dolayısıyla  kümesinden özel 

olarak  üç- b

küme

 

    nek 25: 10 ise 0 olduğundan  ’dir. 

     

N

  reel sayılar kümesi,  kompleks sayılar kümesi ve oyutlu vektörler 

si elde edilir. 

     Ör

     Örnek 26: 4  ise 4, 1, 0 olduğundan ’dir. 

    ek 27: 2     Örn  9   ise  olduğundan ’tür. 
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                       ,

         Tanım 19,[9]:   : 

              

dönüşümü verilsin. 

               , 

              

olmak üzere, 

               

şleme -kuternionlar kümesi üzerinde toplama işlemi denir. 

Burada 

şeklinde tanımlanan i

          ,  ve  +  işlemi ’deki toplama işlemidir. ,  ’de birer vektör 

olup    işlemi  reel vektör uzayındaki Abel grubu (vektörlerde toplama) işleminin 

 ,  ikilisi bir abel grubudur. Etkisiz eleman sıfır kuterniyonu adını alır ve 

ı lı dörtlüsüdür. 

          Örnek 28:  1

aynısıdır. 

         Not :

0,0,0,0  s ra

3 3  ,   3 4 6   kuternionları 

 

            = 4 + 5

verilsin. Buna göre;

3 3   şeklinde bulunur. 

]: :  

                                           ( ,  

 

          Tanım 20,[9

 

ü verilsin. dönüşüm

            ve    olmak üzere; 

               

şeklinde tanımlanan işleme -kuternionlar kümesi üzerinde skalerle çarpma işlemi denir. 

5  6         Örnek 29:     ve 2 4   o zere; 

 5

lmak ü

                        6 2 4   

30 5                                     = 10 20   olur. 

         Önerme 8: Kuaternionlar üzerinde  tanımlanan skalerle çarpım işlemi aşağıdaki 

zellikleri sağlar: 

      i) q q q  q   ,  , q , q . 

q q  , ,  , q  

        iii) · q  

ö

    

        ii) q

q
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         Böylece , , , ,·,  siste bir reel vektör uzayıdır. Kısaca bu uzayı  ile 

elim. ’daki toplama  işlemini de + ile gösterelim. 

 

    

                                  ,   

1

        iv) 1 q q 

 

mi 

göster

         Tanım 21,[9]: 

işlemi aşağıdaki çarpım tablosu ile tanımlanır: 

 

 

    

1 1    

  ‐1   ‐

   ‐    ‐1 

        ‐   ‐1

 

buna göre; 

                 

             olmak üzere; 

 

       + (

           

                      

                            + (   

                            + (    

şeklinde tanımlana e ki ku rpımı denir. n işlem  i aternionunun kuaternion ça

          Örnek 30:   3 2

 

1 4  ve  1 2 5 3    

 +(3·2+2·1+(-1)·(-3)-4·(-5)) 

olmak üzere; 

                 3 2 · 2 1 · 5 4 · 3  

                               

                   +((-1)·1+3·(-5)-2·(-3)+4·2)               
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                   +(4·1+3·(-3)+2·(-5)-(-1)·2)               

                = 6+31               2 13    

bulunur. 

9: Kuaternion

         i) İki kuaternionun çar ı bir kuaterniondur. 

      iii) Kuaternion çarp ılıml ır. 

arp  değişimli değildir. 

olduğunu gösterelim: 

şeklinde 

 

         Önerme  çarpımı aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

pım

        ii)  Kuaternion çarpı ı birleşimlidir. 

 dağ

m

ımı ıd

 ç ımı

  

        iv) Kuaternion

 

İspat : i) ,  için   

      , 
 

      

olmak üzere; 

  =      

               

                 + (

 = 

 

               +     (  

               +    (  ‘dir. 

a , , , , , ’den    olur. 

  

 

 Burad

  , 

   (  

                + (  

               + (   

şeklinde olduğundan  ’dır. 

österelim:          ii) , ,  için  olduğunu g
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olmak üzere; 

 =      

 

              +

              = 

   

                +   

                +    

      

                                                                                 +   

                                                                                    +  

                                                                                   +   

 d d d d

 

 

 

 

=

   

  +

  +  

+[  

  +  

  

 

 

+  

  +[
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 +[  

 +

=

 

 +[  

 +   

 +[  

  +  

      ( =    

    + (  

     + (  

     + (  

 

       Böylece  olduğu elde edilir. 

 old unu 

gösterelim: 

 = 

  

           , ,  için uğ

     

     

      

mak üzere; 

 =

ol

     

 =    )  

                            (    
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 =

  +  

   +  

   +  

 =

 +  

  +  

  +   

 =

  +   

   +  

  +   

  +   

=  

         Böylece  olduğu elde edilir. 

 ,  için  olduğunu gösterelim: 

 4 3 2  , 2 3   olmak üzere; 

4 3 2  ) 2 3   

     = 8- (3-6) + (4+6+2)            + (-12+4-3)   + (4-9-2)   

   = 11+12 11 7   …(1) 

 2 3  4 3 2  

           = 8-(3-6) + (6+4-2)     4 12 3   +(4+2+9)   

  = 11+8                5  +15  …(2) 
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(1) ve (2)’den ğu görülür.  

          Not : Özel olarak  ve ısımları orantılı ise veya - kompleks 

sayılar kümesinin elemanı ise; 

        olur. 

 Yukarıda gösterdiğimiz özellikleriyle , , , , . , ,  sistemi bir 

asosyatif (birleşimli) cebirdir. Bu cebire kuaternion cebiri denir ve kısaca  ile gösterilir. 

Kuaternion cebirinin bir tabanı 1,

 oldu

 

 bir skaler, vektör k

  

         Tanım 22:

,  ,   ‘dir ve boyutu 4’tür. 

aternionlar Üzerinde Diğer Temel İşlemler 

     Tanım 23,[9]: Kuaternionlar için fark; 

     ,  için =

 

          1.9. Reel Ku

 

     

      

linde tanımlanır. 

      Örnek 31:  

şek

   4 3    ve 7 2 5   

ak üzere; olm

 4 3  )  7 2 5   

          =     7 4 2 3 5    

            =    6 8   

 

ım 24,[9]: Kuaternionlar için eşlenik; 

      ,

          Tan

      :  
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linde tanımlanır ve  kuaternionuna  kuaternionunun eşleniği denir. 

 

      Örnek 32:  3 6

şek

   8 5  olmak üzere; 3 6 8 5  

 

          Önerme 10:

şeklindedir. 

     için; 

          ’dir. i) + 

          ii) 0’dır. 

        iii) 0 0’dır.   

          İspat :      için; 

    )   ) 

            = +  

             + (  

               + (  

 (             +   

         = +   

ğer taraftan; olarak bulunur. Di

   )    ) 

           =  +  

            + (  

  + (              

            + (    

          =  + ’dir. 

         ii) q d ae b e c e   için

 = + ’den , , ,  olduğundan  +  

lur. 

; 

o

         iii)     için; 

   + 0  , , ,  olduğundan 

= =0 0 0 olmalıdır.   
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nerme 11: rnionl üzerinde eşlenik işlemi aş ğıdaki özelliklere sahiptir: 

         i)   

         Ö  Kuate ar a

+b   , ,   , , . 

         ii)  q   , , . 

. 

         İspat :  ,   , ,  için, 

        iii)   , 

  =      

                   =      

                    =      

                   =      

                   =  +b  

elde edilir. 

 

         ii)  ,  için, 

  = q  olduğunu gösterelim: 

   =      

               =  

                 + (  

                 + (   

                  + (  

  =      

              =   

    (               

 (                  

                  (   

=    

 (

               

                +  

                  +  
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(                 +   …(1) 

 q =      

           =    

 (

  

              +  

              + (   

              + (     …(2) 

(1) ve (2) eşitliklerinden   =  q   eşitliği elde edilir. 

         iii)  için, 

ae q d b e c e    

  q d a e b  e c  e  

 =    =    olur.  

       Tanım 25,[9]: Kuaternionlar için norm: 

        

                    

  

   

  

olmak üzere  için; 

      

      

+   

pozitif reel sayısına ’nun normu denir ve  şeklinde gösterilir. 

 12: ,  için; 

  = ·  ‘dir. 

,  için; 

 =

   

         Önerme

                      

         İspat : 

 

                  = q  
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               =    q  

             = q     ,  olduğundan; 

          = ·  q  

             = ·     , ,  olduğundan; 

·  elde edilir.  

 

26,[9]: : 0 0  

                                      

            =

          Tanım 

                       

şeklinde  elemanını tanımlayalım. 

 13:  0  için q q q q 1 dir. Yani q  elemanı  

lemanın  ’daki çarpım işlemine göre  tersidir. 

          İspat :  q q q q 1 olduğunu göstermeliyiz: 

         Önerme

e ın

    olmak üzere 

       ve   +  ‘dir. 

       
  

 

  
  

               = +   

                  +(  

                 +(    

                   +(  

dir. 

taraftan; 

=

                =1’

         Diğer 

         q q    
  

    

                       =   
  

 

                        +(  

                          +(  

     +(                       

    =1 bulunur.                    
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a işlem e göre t         Böylece q’nun çarpm in ersi, 

            
  

  şeklindedir.  

         Önerme 14:  0  için çarpma işlemine göre tersi tektir. 

       İspat : Kabul edelim ki  0  kuaternionunun   ve  şeklinde iki tane tersi 

var olsun. O halde; 

   q 1 …(1) 

q 1 ‘dir…(2) 

  

 

(1)’deki eşitliği soldan  ile çarparsak; 

 q 

 1 1 

   elde edilir. 

           Dolayısıyla  0  kuaternionunun çarpım işlemine göre tersi tektir.  

        Not : 0 olmak üzere  0  elemanının bir  tersine sahip olması  

 cebiri yapar. 

          Tanım 27,[9]: 0 olmak üzere bir  kuaternionunu bir  kuaternionu ile bölmek 

işimli olmadığı için bu 

çarpma işlemi iki türlüdür. 

 

in  ile sağdan ve  kuaterniyonuna ’nin  ile soldan 

ölümü denir. Genel olarak  v  farklıdır. Bundan  dolayı  

  

cebrini bir bölüm

için ’yi  ile çarpmak gerekir. Fakat kuaternion çarpımı değ

          

         p

Burada    kuaternionuna ’n

b e   notasyonu kullanılmaz. 

 2 3         Örnek 33: 2   ve 1   olmak üzere 

2 3        · 2  · 1   

          = 2 3 2  ·  
 

 

         = 2 3 2  ·   
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          =       

          =      şeklinde bulunur. 

arpımını hesap :          Şimdi .  ç layalım

         · 1  ·  2 3 2   

            =  
 

 · 2 3 2   

            =    · 2 3 2   

            =     

            =  2    olur. 

sıyla · ·  ‘dir. 

         Önerme 15: , , … ,  için, 

          Dolayı

         i)   

             … …  

          iii)  … · … ·  

iv) … …  ‘dir. 

         İspat : i) n 1 için 

         

 

 ‘dir. 

         2 için    old ğu önerme 11’in (i) şıkkında a=1 ve b=1 

durumunda gösterildi. 

          1 için doğru olsun. 

u

          için   

eşitliğinin doğru olduğunu gösterelim: 

   2 için doğru olduğundan; q  

=           

=      1 için doğru olduğundan; 

=  olduğu elde edilir. 
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          ii)   2 için   doğru olduğu önerme 11, (ii)’de gösterildi. 

1 için doğru olsun

 için, 

 …

.  

 

…   

…

eşitliğinin doğru olduğunu  gösterelim: 

  ifadesinde  q …  olarak kabul edelim. O halde 

      2 için doğru olduğundan, 

   =    olur. 

1 için  doğru olduğundan; ( … …  ) 

= …  

ilir.

· …

Bunun için, 

 ‘d

2  

dildi. 

 için doğru olsun. 

  için doğru olduğunu gösterelim: 

 2 için doğru olduğundan, 

 ·  olur. 

 için eşitlik doğru olduğundan, 

 ·  = ·  … ·  olduğu elde edilir. 

          iv) , , … ,  için, 

… …  

eşitliğinin doğru olduğunu gösterelim: 

 

elde ed

 

 

          iii) … ·   

eşitliğinin varlığını gösterelim: 

1 için ir. 

  için ·  

olduğu önerme 12’de ispat e

 1

 …   ifadesinde  q …  olarak kabul edelim. O halde  

 1

 

  

 1 için,
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1’dir 

2 için, 

 

  

=  

= 1  

 

=1 

. O halde; 

  ’dir. 

ğru olsun. 

… …  

  için, 

…   yani 

 … … 1 olduğunu göstermeliyiz. 

 

…

=

 elde edilir

 1 için do

 

 …

 … …

= …  

… …  

 hipotezine göre 1 için doğru olduğundan, 

… =1’dir. Dolayısıyla 

 

Benzer şekilde gösterilebilir ki; 

…  … 1’dir. 

  …   

itliği elde edilir.  

 

 =

tümevarım

…

 … … 1 olur. 

 

Böylece, 

…

eş
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       Tanım 28: Normu bir olan kuaterniona birim kuaternion denir.  

       Eğer 

   

      bir kuaternion ise   
√  

  ifadesi 

ternio

         nionu olmak üzere, 

= 

birim kua ndur. 

Bir  birim kuater

           , 0̊ 180̊ 

rmunda yazılabilir.  

√ 

fo

Burada 
 

 , √  
√  

 ‘dir. 

 u zaman; 

  

         0 olduğ

=   
√  

  birim vektörüne   birim kuaternionunun ekseni denir. 

 

           Not : Normu 1 olan kuaternionlar kümesini : 1  ile gösterelim. 

       Önerme 16:  kümesi bileşke işlemine göre gruptur. 

: ,  için ·   olduğunu gösterelim: 

,   1 ve 1 ‘dir. 

· 1 · 1 1 olacağından ·   olur. 

·  ·   olduğunu gösterelim: 

Önerm ’dan ,  için  eşitliği var 

lduğundan özel olarak normu bir olan kuaternionlar için de bu eşitlik geçerlidir. 

1 1 olduğundan 1 ’ dir. Dolayısıyla   

için · 1 1 · ’dur. 

         vardır öyleki · · 1’dir. Buradan 

1 olduğundan 1 olur. Dolayısıyla 

 ‘dir.  

 

          1.10. Reel Kuaternionların Matris Gösterimi 

       1 a e

   

          İspat

 

 ·

         , ,  için ·  ·

e 9 ,

o

         Şimdi 1 için 

   için 

 · · 1 ve 

 

  a  a , a , e 1  

kümesi verilsin. 
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, , , ,·, ,  kümesi verilen işlemlerle bir cebir olduğundan  kümesi  

 

        a e

          

kümesinin bir alt cebirine izomorf olur.

  a 1  kuaternionu için a a √ 1  sayısına eşlenirse bu 

şlemeye göre   ’ye izomorf olur.  kümesi ’ye izomorf olan bir cisim 

kapsa an ’yı  üzerinde bir vektör uzayı olarak alabiliriz. 

Tanım 29:  ve a a √ 1

e  

dığınd

 

           için; 

 ·  a a √ 1  olmak üzere; 

       i) ·     ,  ,  

       ii)     ,  

   iii) ·  

   

   ·

      

         iv) · 1 0e  

şlemleri ile  kümesine  k ılar kümesi üzerinde bir vektör uzayı denir. 

 kümesi  kompleks sayılar kümesi üzerinde iki boyutludur. 

spat :  için 1 olmak üzere; 

           e

 i ompleks say

 

          Önerme 17: 

           İ

    

             = e   e  

             = √ 1   √ 1  

e yazarsak 

 √ 1

şeklind

  √ 1   olacağından 

sp ,    olur. Yani ,    ’nın bir tabanıdır.  

eks say   

         Önerme 18: ,   için; 

                            :  
 

e tanımlanan dönüşüm  lineer dönüşümdür. 
 
        İspat: , ,    ve  için; 

  
  

 
  

Böylece  kümesi  kompl ılar kümesi üzerinde iki boyutlu olur.

                                  
şeklind

  

                                                  =
 
                                   =
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eer dönüşümdür.  

Not : , :  kümesi  kompleks sayılar kümesi üzerinde bir 

 uzayı kısaca  ile gösterelim.   

        Tanım 30,[9]: ‐ uzayında   için  dönüşümüne karşılık 2 2 boyutunda 

 

     lin
 
          

v

 

ektör uzayıdır ve bu

  

bir matris karşılık gelir bu matrise reel kuaternionun matris gösterimi denir ve  

            
               olmak üzere ; 

 
 Önerme 19 :  ,   için ’dir. 

in;  (q)  = ) 
                         

                                        =    

  

      1.11. Simplektik Geometri  

 

mak üzere, 

       …

             şeklinde gösterilir. 

        
          İspat:   iç

                 
                           
         olarak bulunur.
 

  

          Kuaternionlar cebiri  ol

  
 

 

alalım. 

]:  | , 1  kümesini

r. 

         Tanım 32,[9]:   :  

                         ,

          

         Tanım 31,[9 , , … , n elemanlarına 

birer vektör ve  , , … ,  kuaternionlarına da bu vektörün bileşenleri deni

 b 

 ,  için , , … ,  ve  olmak üzere;  

         b

, , … ,

, , … ,  

işlemi ile  ikilisi bir abel grubudur. 

          :  

,
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       , , , … ,  

          ,

  

şeklindeki dış işlemin aşağıdaki özellikleri vardır: 

 ve , ,  için 

        i)    

i)  

 

       iv) · 1  

ine  kuaternionlar cismi üzerinde vektör uzayı 

 

Ça pım

        Tanım 33,[9]:  ,     

,

         i

         iii) 

  

          Böylece , , , ,·,  sistem

denir. 

          Simplektik r  

 

  

                             , ∑  

e tanımlanan işlem aşa re sahip olur: şeklind ğıdaki özellikle

          i) ,   , ,  

,          ii)   , ,

,

 

         iii)   ,  

,         iv)   ,  

         v) ,   ,  

         vi) ,  0 

karıda anan ça k çarpım denir. 

anım 34:  için , ∑

         vii) ,  0 0 

bu durumda yu tanıml rpıma simplekti

         T  reel sayısına  vektörünün 

         Örnek 34: 2 3e

uzunluğu denir. 

2  , 1 e   olmak üzere, 

∑         

3e2 2  , 1 e  , 2 3e 2  , 1 e   

               = 2 3e  2 . 2 3e 2 1 e  . 1 e   

                 = 4 9 4 1 1 1 

                  = 20
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2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

2.1. Reel Kuaternionlara Ait Bazı Sonuçlar 

 

         Önerme 20: ‐ uzayında       ’dir. 1 0
0 1

 

         İspat :  için  dönüşümüne karşılık gelen matrisi bulalım: 

           1

·  

 olmak üzere;  olduğundan 

           1

1 , 0

 

                olur. 

           

  

   olmak üzere;  

            ·        

0 1

lece 

0 1
eklinde bulunur

yında  

              ,   olur. 

          Böy
0               1   

         ş .   

          Önerme 21: uza √ 1‐      0
0 √ 1

’dir. 

          İspat : e  için  dön mü  matrüşü ne karşılık gelen isi bulalım: 

            

          

 olmak üzere; 1 olduğundan; 

e ·   e  

ukarıdaki eşitliğin her iki tarafını soldan e Y  ile çarparsak, 

         e e  ·   e  

             e e 1 

e  ve e  olarak alalım. Burada  , , , ’dir. 

e             e   e

e

1 

               1 

0,   1,  0,  0  

              √ 1

            

 ,  0  olur. 
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                olm k üzere

         

a , 

  e .        

aki eş liğin her iki taraf dan  Yukarıd it ını sol  ile çarparsak; 

             .    

                1 

              e 1 

e e ve , , , ’dir.  olarak alalım. Burada  

          e e e 1 

              e 1 

0,  0,  0,  1 

0 ,  √ 1

            

               olur. 

ylece          Bö

              √ 1 0
0 √ 1

  

linde b nur. 

 2 : ‐ uzayında    

         şek lu

 

2

u  

          Ön eerm     0 1
1 0 ’dir. 

 İspat :              için  dönüşümüne karşılık gelen matrisi bulalım: 

               olmak üzere; 1 olduğundan; 

               ·      

            

              0 ,  1 olur. 

   olma

 

k üzere; 

                .     1 

              1 ,  0 

lece          Böy

                0 1
1 0   

inde bu nur.   

rme 23: ‐ uzayı    

         şekl lu

         Öne  nda     0 √ 1
√ 1 0

’dir. 

          İspat :  için    dönüşümüne karşılık gelen matrisi bulalım: 

              olmak üzere; 1 olduğundan; 
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              ·      

Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafını soldan    ile çarparsak; 

               ·    

                  1 

             e  1

e  ve e  ola . Burada  rak alalım , , , ’dir. 

          e e e    1

               e 1 

           0,  0,  0,  1 

0 ,  √ 1               olur. 

                olmak üzere, 

                 ·       e  

aki eşitliğin her iki tarafını soldaYukarıd n  e  ile çarparsak; 

          e   1 

e             e  

          

1 

e     1

e  ve e  olarak alalım. Burada  , , , ’dir. 

         e e   e

            e

1 

    1 

   .            0,  1,  0,  0 olur

              √ 1 ,  0 olur. 

          Böylece 

               0 √ 1
√ 1 0

  

linde bulunur.   

erme24: ayında ,  

         şek

         Ön ‐uz  olmak üzere 
x y
y x ’dir 

at: İsp

      

 

     

       

 

                 = 

                ,   olur.
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                                 x,y        , y=c+  

                                                                                                  a,b,c,d ,   1 

          a c  

          c  +   =   

             

     

                      ,   
=   ,  r.                          olu

Böylece  

            ↔   

şeklin
 
         Önerme 25 :       ,    

de elde edilir.   

1 olmak üzere    ‘dir. 

               için  İspat:      a,b  olarak alalım. 

                         = (  +  )  

                    =  

                    =   

                    =  

                    =  

                                      ,   1) 

şeklinde .   

         Önerme 2 q  için 

         bulunur

6:  ( ,  olmak üzere;                        

           | | | |  şeklindedir. 

çin           İspat: q  i  olduğundan, 

          )   

                                          =  )  ) 

               =                             +   

                                          =  

                                          =  

| | | |  olarak bulunur.                                             = 
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: A=  matrisi üniter matristir.  

i | | 1

          İspat ( :)    matrisi üniter m

         Önerme 27

|  ,    öylek | ’dir. 

atris olsun. O halde A  ‘dir. 

            olur. 

         A    

                   

0
0 | | | |

         | | | | 1 elde edilir. 

       Bu da

                  = 
| | | |

  

                   = 1 0
0 1  

  

  ra n A    , | | | | 1’dir.   

          Sonuç: q  

          

uaternionlar yında - Lineer Operatörler 
 
 

nım 35: Aşağıdaki özellikleri sağlayan F :  dönüşümüne - lineer 

operatör denir. 

) = F( ,   ,  

)λ,  λ , q  

 

28: Keyfi - lineer operatör - lineerdir. 

t : F keyfi - lineer opera

( ) = F( ,   ,  

(q)λ,   , q  

 için geçerli old  λ d   a

  , | | | | 1 ‘dir.

         K  Uza

         Ta

         i) F(

         ii) F(qλ) = F(q

        Ön

        İspa tör olsun. 

         i) F

erme 

    ii) F(qλ) = F λ

uğundan

     

  λ    0 0 , λ rlidir. 

 λ, λ  

 için de geçe

 F(qλ) = F(q)
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erdir.   

       2.2. - Uzayında Nokt ar Sisteminin SU(2) - Denklik Problemi ve K- Uzayında        
                - Denklik Problemi 

 

m 36: … , u  , , , …  öyle ki   = F  , i=1,2,…,m 

olacak şekilde F  SU u , u … , u  , , , … , m’lileri SU(2) denk denir  

e , , …  , … , U(2 şeklinde gösterilir. 

 F,  - line

 
al  

  
 

         Tanı u ,, u ,

(2) varsa ,

,   ,  Sv )) 

√

         Örnek 35: ,  
√

√ √
    olmak üzere ; 

                    
√ √

√ √
 (  ‘

√

SU(2)) dir. 

z         Çö üm : 
√

√ √
  

√

 ( SU(2)) 
√

√ √
F.  olacak şekilde 

2  vard  

ğer 

ır.

 E
√

√
 olarak alınırsa, 

 F.
√

√

√

.
√

√ √
 bulunur. 

Burada 2 ir.  

Gerçekten, det(F) = 

’d

√

√
 = 1’dir. Ayrıca, 

 .  
√

√
.

√

√
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          = 
√

√
.

√

√

          =  1 0
0 1  olduğu görülür. 

ım 37: u , u , , … ,   öyle ki ,

1,2, … ,  olacak şekilde   varsa , , … ,  ,  , , … ,   m’lileri  denk 

denir ve u , u , … , u   , , … ,  ile gösterilir. 

         Örnek 36 :   3 2

 

         Tan , … , u ,

4    ve    olmak üzere  

 ‘di

         Çözüm:        olacak şekilde  vardır. O halde son 

eşitliğin her iki tarafını  ile çarparsak, 

   

   ·  olur. 

    olup olmadığını inceleyelim: 

.

     r. 

   · ·  

   ) . 3 2 4  

 ) .  

 = 7 10 11  

 =  

 =  şek

Dolayısıyla 

linde bulunur. 

 

           

                       =  

                       = 1 olur. 

 olacak şekilde  

    . 

Böylece    vardır.

   ‘dir

 

         Örnek 37:  1 2   ve      olmak üzere   

      değildir. 
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    Çözüm:        olacak şekilde  vardır. O halde son 

liğin her iki t  ile çarparsak, 

·

·  olur. 

  olup olmadığını inceleyelim: 

·

       

eşit arafını 

   ·      

  

     · 1 2    

 = ·    

=  

=  5  

=    bulunur. 

   

1 

uğundan      değildir. 

               

          2.3. SU(2) – Denklik Problemi ve Denklik Problemi Arasındaki Bağlantı 

     Önerme 2 : :  

old

                                 

 

     9

                                 (

 

b)   

linde ın  - izomorfizmadır. 

           İspat:    

ş  tanımlanan  dönüşümü  üzerindeki lineer uzaylarek

 

b ,   ; 

b b     olduğunu gösterelim: 

 b        

 =   
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     ‘dir. 

   

  

b    

 – birebirdir. 

 

 ;  

 

b  olacak şekilde b   vardır. 

 - örtendir.  

 

 b +  

           

                                                                                      

                                                

                                             

   b  

λ   ; 

                                                                           

 

  b λ λ bλ λ b λ 

  b λ b λ 

   ,  ‐ lineerdir. 

    ,   ‐izom

 

orfizmadır.   

Önerme 30: :   
                                 (

         
  b) 

mlanan  dönüşümü  üzerindeki lineer uzayların  - izomorfizmadır. 
     İspat : Önerm ereği :    dönüşümü birebir, örten olduğundan 

:   dönüşümü vardır. 

       ; 

          olduğunu gösterelim: 

   eşitli e işl larsak, 

       

        birebirdir. 

         (

şeklinde tanı
    e 29 g

 
   ,

  

 ğine  ile soldan bileşk emi uygu

  

  
 

b)  ;  ( b) olacak şekilde  var mıdır? 
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 ( b) eşitliğine soldan  ile bileşke işlemi uygularsak, 

         =

 

b  

        b  elde edilir. 
       ğundan ’dir. 
   örtendir. 

(

   örten oldu
        
 

  

                                         =               ( b + d ) 
                                         =               ( b) + ( d) 

                    =  

λ

                  

 

λ   ; 

                 

 

 λ bλ b λ λ 

r. 

 

 :    

                   

   , lineerdi

    , izomorfizmadır. 

 

         Teorem 4:

               ,  

lsun. Bu taktirde   : eerdir. 
İspat:  :   :
, ; 

 ? 

=

           ‐ lineer oldu

=  

‐ lineer olduğundan; 

  

     ‐ lineer olduğundan; 

 

o     ‐ lineerdir.   :  ,   ‐lin
             dönüşümü   ‐ lineer olsun. 

 

 

  

ğundan; 
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λ λ    ? 

  λ λ   

       ‐lineer olduğundan; 

 

ğundan; 

λ     

r oldu undan; 

= λ 

λ    

 eerdir. 

  :  ,   ‐lineer olsun. 

 =

= ‘dir. 

  , λ   ; 

 

= λ

= λ   

     ‐lineer oldu

=

ğ     ‐linee

=

 :  ,   ‐lin

 

: 

    ,    alalım. Bu taktirde, 

 ,       , ’dir. 

’dir. 

Yuk ki eşitliğe soldan  uygulandığında; 

  

arıda
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       =  

       =  

 

 

 

=  

  

  

         =

  ‐lineer olduğundan; 

 

   

 ….(1) 

    imdi        Ş  ve  λ  alalım. Buradan  , 

’dir. 

lineer olduğundan; 

λ λ   ′ dir. 

ukarıdaki eşitliğe sol  uygulandığında 

λ λ   

  ‐lineer olduğundan; 

 λ            

λ =    λ 

   λ  λ 

  ‐lineer olduğundan; 

   λ =   λ 

 

:  ,   ‐

Y dan 

 

  λ =

λ =  λ….(2) 

) ve  (2) eşitliklerinden   :  dönüşümü   ‐ lineerdir.            (1
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nım 38:  : ,  lineer operatör  kümesine kuaternionlar uzayında 

tüm ‐ lineer operatörlerin kümesi denir ve M( ,   ile gösterilir. 

        T ım 39: : ,  lineer operatör  kümesine - kompleks vektör 

zay törlerin kümesi denir ve M( ,   ile gösterilir. 

         Not: M( ,   ve M( ,   kümeleri  üzerinde birer lineer uzaydır. 

       Teorem 5:  W : M( ,    M ,  

                                           H     W H    

 -izomorfizm  

        İspat: ,  M  

W

W  

Eşitliğin soldan ,sa   ile bileşkesini alırsak

 

   

   

   W

          Keyfi  ,  için  olacak şekilde bir H var mıdır? 

         Keyfi ,  alalım. ’nın soldan ,sağdan   ile bileşkesini alırsak, 

    A    elde edilir.     A  :    bir dönüşümdür. Burada     A   

lemanını  ile gösterelim. Bu taktirde :  ‘dır. 

  rtendir. 

   Şi  ’nin ‐  eer dönüşüm olduğ nu gösterelim: 

Önerme 29 ve önerme 30’e göre sırasıyla  ve    dönüşümleri ‐  lineerdir. Diğer 

raftan   dönü mü ‐  lineer ol an bileş   A   dönüşümü ‐ 

,  ‘dir. 

         Ta

 

an

u ında tüm ‐ lineer opera

 

 

  

        dönüşümü adır.

    ; ( ,

 ? 

ğdan ; 

 

-birebirdir. 

M ,  

e

ö

birebir ve örtendir. 

mdi  lin u

ta şü duğund ke    

lineerdir. Dolayısıyla M
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W  ?     

 

                                                                   

                                   = W W

λ  W

 

  ,

( λ 
neerdir.  

mad
   Teorem 6: W : M( ,    M ,  

önüşümü  - cebir izomorfizmasıdır. 

        İspat: Teorem 5’ten W  ‐lineerdir. 

         ,  M( ,   ,  λ   ; 

     (  W( W  

 λ  ‘dir. 

 W    ? 

                                                            = W    

d asıdır. 

     Ö SU(2) 

                         

W  W

W  

         

                             

elde edilir. 

 

λ   ; 

 λ  ? W

W     λ   λ  

   ‐  ‐ lineer olduğundan , 

               = λ 

         =W
W- ‐ li
W-  ‐ izomorfiz ır.   

 

       
  
  

                                H     W H    

d

  

  

i) W    

λ  W         ii  W

         W    W

        W  

W  

      W  önüşümü -cebir izomorfizm      

 

    nerme 3 Ψ: →1: 

   Ψ q  
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? 

dönüşümü grup izomorfizmasıdır. 

         İspat: , ; Ψ Ψ …

   

  olmak üzere; 

 Ψ Ψ  

 olur. 

 Ψ ebirdir

SU 2  iç q  olacak şekilde bir  mevcuttur 

ğu Önerme 27’de gösteri

rtendir. 

· Ψ · Ψ …? 

                      

 halde 

           ve  ‘dir. 

O

       - bir .    

         in Ψ

ld ldi. o u

- ö          Ψ 

         ; Ψ,

         · ·  

                        

                    =   

                       = 

·

 

        Ψ  

                           …(1) 

Ψ         Ψ   

Ψ         Ψ  olmak üzere; 
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         Ψ · Ψ = .  

                                    …(2) 

· Ψ · Ψ  eşitliği elde edilir. 

  Ψ  grup izomorfizmasıdır.    

         Teorem 7:  u , u , … , u   , , … ,    .   

 u , u … , u , … , SU 2 .           

        İspat : :   , , … ,   olsun. O halde , 

1,2, … ,  olacak şekilde bir  vardır. 

 u , u … , u , … , SU 2  olduğunu göstermek için  u ,  

          1,2, … ,  olacak de bir olduğunu göstermeliyiz: 

            

   (

(1) ve (2) ‘den Ψ

   u , u , … , u

şekil SU 2  

         :          

          b)      dönüşümü  - izomorfizma olduğundan; 

   olur. 

itliğine  dönüşümünü uygularsak; 

 olur. 

W : M( ,    M ,  

                  H      W H       şeklinde tanımlanan W- dönüşümü -    

izomorfizma olduğundan, 

            

                    =   

 

              

         

              1,2, … ,  eş

         

          

           

                    =  
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         u  bulunur. 

 

Burada    olarak alırsak, Önerme 31’ den SU 2 ’ dir. 

u     1,2, … ,  olacak şekilde bir 2  vardır.  

Dolayısıyla   , , … ,    , , … , SU(2)) olur. 

            :   u , u … , u , … , SU 2  olsun. 

de u , 1,2, … ,  olacak şekild  vardır. 

 u , u , … , u   , , … ,      olduğunu göstermek için u  1,2, … ,  

 şekilde bir  olduğunu göstermeliyiz: 

           :               

                        (

        

Böylece  SU

 

 O hal e bir SU 2

olacak

b)   dönüşümü - izomorfizm ğundan 

           ve u  ‘dır. 

1,2, … ,  eşitliğine nüşümünü uygularsak; 

         u  

     , SU 2  

u    ,  olarak alır nerme 31’ den  olur. 

Böylece u  , 1,2, … ,  olacak şekilde bir ardır. 

olayısıyla u , u , … , u   , , …  )  bulunur.   

          

         2.4. - Denklik Probleminin Çö

eorem 8: , ; 

İspat: : şekilde  vardır. 

ağından u  

elde edilir. 

           : u =  olsun. Göste li

u =  olduğunda

a oldu

          u ,  - izomorfizma dö

    u   

         sak, Ö

 v

D ,  

 

zümü 

 

         T  olmak üzere dir u = ’dir. 

             olacak 

 u u  ,    olduğundan 1 olac

re m  ki  ’ dir. 

 0 n 0 olur ki bu da ’dir. 
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0 u ol an 0’ dır. 

         u gö ek için  olacak şekilde  olduğunu 

 mevcutt

  ile çarpa ; 

           ·    · ·  

und=  duğ  

 olduğun sterm

göstermeliyiz: 

          ur. 

 Eşitliğin her iki tarafını sağdan rsak

 , 

 u =  olduğundan; 

   ·

·  

           

                  1 

    1    

 olur.   

erme 32: , - m’liler sistemleri verilsin öyle 

, , … ,  olsun. Bu taktirde 0 0’dır. 

: u , u , … , u , … ,  olduğundan u  , 

lacak şekilde . u 0 gu ’de . 0,  olduğundan 

. 

0 … ,  eşitl u  ‘den  

lduğundan  mevcuttur. 0 rafını s ldan  ile 

· u u u 0 olduğu elde edilir.  

          Önerme 33: u  sistemleri 

verilsin öyle ki u 0 olsun. Bu taktirde; 

 u ,… ,

İspat: : u , u , … , u , , … ,  ve u olsun. Bu taktirde  

u  , 1,2, … ,  olacak şekilde  vardır. Burada  , 2,… ,  

 şekilde  vardır yani;

, … , u , … ,

  

       

 

       Ön ’da u , u , … , u  ve , , …  

ki  

u

,

 , u , … , u u

İspat:          

1,2, … ,  o

0 olur

            :  olsun. O halde  , 1,2, iğinde 0gu

o u  eşitliğinin her iki ta o

çarparsak ; 

 · 0 · 0

 , u , … , u  ve , , … ,

          , … , u ’dir. 

0 

n u

         

olacak  

         ’dir. u
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          :   u , … , u , … , u  , 2,… ,  olacak şekilde 

 vardır. Diğer taraftan u 0 olduğundan gu  eşitliğinde 

ur. O halde u ’dır. Dolayısıyla 

u  , 1,… ,  olacak şekilde  var olduğundan; 

u , u , … , u , , … , ’dır.   

r u  ve , , … ,  öyleki u 0 

ve 0 ise  ve  sistemler denk olam . Benzer  şekilde  u , u , … , u

, , … ,  öylek  ise emler denk 

lamaz. 

: Önerme 32 yardımıyla ispatlanır. 

me 33 gösterdi k ğer, u , u , … , u  ve , , … ,  sistemlerinde u

roblemi m ileri  - denklik problemine 

temiyle incelenebilir. Böyle sistemlerin - denklik 

probleminin cel 0 ve 0 durumuna iniyor. Şimdi böyle özellikli 

lerin - : 

9: m 2 olsun.  u , … , u  ve , , … ,  

ri verilsin öy i u 0 ve 

·     i=2,3,…,m. 

      :    olsun. O halde 

 , i=1,2,…,m …(1) 

lac  şe  vardır. (1)’den; 

…(2

  · ,  olduğundan 1’den 

 olur. 

en u 0 olduğ  mevcuttur. (2) eşitliğinin her iki tarafını sağdan 

 e çarparsak

· · ·  olur.  

, … ,m olduğundan; 

·  ,  i=2,3,…,m….(3) o

 0 olduğundan  mevcuttur. 

  

 0 . 0 olacağından  mevcutt

          

          Sonuç: Eğe , u , … , u

az

 ve i u 0 e 0  ve  s v ist

o

          İspat

         Öner i e

  0 ise bu sistemlerin - denklik p -1- l n

iniyor. Bu ise tümeva ım yönr

in enm si u  e

sistem denklik problemini inceleyelim

           Teorem , u

iss m 0 olsun. Bu taktirde; te le le k

   ,     ·

    İspat : 

 

 o ak kilde 

)  

 

(2)’d undan 

il ; 

 

 (1)’den , i 1,2

   lur. 
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i tarafını so an  ile çarparsak; 

 

2,3,…,m elde edilir. 

u , u , … , u  ve , , … ,   öyle ki  , 

 , ,   i=2,3,…,m

lduğundan Teorem 8’den  olacak şekilde şitlikten 

e ) n; 

·   ,    i 2,3,… ,m. 

· (5)

0 lduğundan (5) eşitliğinin her iki tarafını so  ile çarparsak; 

 =   ,    i 2,3, … ,m…(6) 

 her iki tarafını soldan  ile çarparsa

     i 2,3, … ,

elde ed

 

U(2) – Probleminin Çözümü 

        Teorem 10:  ’deki u , u … , u  ve , … ,  vektör sistemleri öyleki u 0  

ve 0

… , u , … , SU 2   ,   ve u , u ,  

   İspat :(

, … ,   

,  ve 

   ,   , … ,

şeklinde yazılır ki; 

 (3)’ün her ik ld

 · · ·  

 ,  i= ·  

 

           :    

·    ·  …(4) olsun. 

  o . Bu e

(4

 

v ’te

 ·

 · ·   ,    i 2,3, … ,m…

 o

 

  u ldan  u

·  

(6) eşitliğinin k; 

  ,  m. 

  ilir.   

 

         2.5. S

 

 

 olsun. Bu taktirde, 

 u , u   u , u

2,3, … ’dir. 

       u  , u , …, u   

                            ,

olmak üzere, 

 , , …
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u   , … ,

nüşüm ğundan,                                

 u 0 ve  0  u e   0  ‘dır. Teorem 9’dan, 

u , u , … , u   , , … ,    · ·    

ğundan; 

, u … SU(2))   ve · ·    

imdi gösterelim ki, 

 ve · ·    i=

u , u , u , u ,  2,3, … ’dir. 

  | | |

                               | | | | ,  

  u , u , ’ dir. 

· ·    i=2,3,…,m eşitliğini kullanırsak; 

.

                

teorem 7’e göre, u , u , … , ,       

… , u    , … , SU(2)) .      u , u

         Önerme 29’daki :  dö ü izomorfizma oldu 

0 v

 ve 

ui=2,3,…,m old

u , u    , … ,

i=2,3,…,m’dir. 

Ş

 2,3,…,m  

   ve 

  | u , u  

 ·  

| | | | .  

                = .
| || |   

               | | | |  

                = | | | |  

              =  , ,     …(1)   

elde edilir.

 ·   

                 

 Diğer taraftan; 

·  

| | | | ·  

                 =  .
| | | |  

                | | | |  

               =  ,
| | | |   



58 
 

                 =   , ,     …(2) 

· ·   ,  i=2,3,…,m ve   eşitliklerinden 

, , , ,   olur.  

, , , ,   u , u ,   ve  u , u ,     i=2,3,…,m 

lduğu elde edilir. 

 

, u … , u , … , SU 2     u , u ,   ve u , u ,  

 

o

Böylece,

u

2,3, … ’dir. 

 



      

         3. BULGULAR  

 

         Tez len bulgu layabiliriz: 

         . -uzayında ,  olmak üzere  

de elde edi ları aşağıdaki şekilde sıra
x y
y x  olduğu önerme 24 ile 

gösterilmiştir. 

          .    ,    1 olmak üzere    olduğu önerme 25 ile 

gösterilm t .iş ir  

         3. q  için 

 

 ( ,  olmak üzere 

duğu önerme 26 ile gösterilmiştir. 

         4. A=  matrisi üniter matristir. ,   öyle ki | | | | 1 olduğu 

öne t miştir. 

| | | |  şeklinde ol

rme 27 ile gös eril

         . önüşümünün  izomorfizma olduğu önerme 29 ile gösterilmiştir.   :    d  -

         6.  dönüşümü ün  - izomorfizma olduğu önerme 30 ile gösterilmiştir. : n

 :   dönüş  ere;           7. ümü  - izomorfizma olmak üz

:    - lineerdir.  : ,  -lineerdir olduğu teorem 4 ile 

gösterilmiştir. 

         8. W : M( , ) M( ,  dönüşümünün  - izomorfizma olduğu teorem 5 ile 

gösterilmiştir. 

         9. W : M( , ) M( ,  dönüşümünün  -cebir  izomorfizması olduğu teorem 6 

ile  gösterilm ir. işt

        10.   Ψ: →SU(2) 

              Ψ q  

dönüşüm as  u 3   gösterilmiştir. ü grup izomorfizm ı old ğu önerme 1 ile

         11. … ,  .   u , u , … , u  , ,

 , , u teorem 7 ile gösterilmiştir. … ,    , , … , SU(2))  olduğ

   u , , , , … , - m’liler sistemleri v l        12. ’da u … , u  ve erilsin öy e ki 

 u , u , … , u , , … ,  olsun. Bu taktirde u 0 0 olduğu 

önerme 32 ile gösterilmiştir. 
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        13. ,  olmak üzere; dir. u =  olduğu teorem 8 ile 

gösterilmiştir. 

        14. u , u , … , u  ve , , … ,  sistemleri verilsin öyle 

ki u o . u d ;0 lsun  B  taktir e  

           , … , u  o ö rilmiştir. u , … , lduğu nerme 33 ile göste

         15. m 2 olsun. u , u , … , u  ve , , … ,  sistemleri 

v  k 0erilsin öyle i u  ve 0 olsun. Bu taktirde; 

   , .   .  i=2,3,…,m. olduğu teorem 9 ile 

gösterilmi r. şti

         16. ’deki u , u … , u  ve , … ,  vektör sistemleri öyleki u 0  ve 

0 olsun. Bu taktirde; 

u , u , … , u , , … , SU 2   u , u ,  ve u , u ,  

2,3, … . olduğu teorem 10 ile gösterilmiştir. 

 

 

 

 

   



 

        4. İRDELEME 

 

         H. H. Hacısalihoğlu’nun 1983’te yayınladığı kitabında [9] reel kuaternionlar üzerinde 

temel işlemler tanımlanmış, dört birimle oluşturulan kuaternion sayısının kompleks sayılar 

yardımıyla iki boyutta yazılabileceği gösterilmiştir. İki vektörün kuaternion çarpımı 

vektörlerin iç çarpımı ve vektörel çarpımı yardımıyla ifade edilmiştir. Kuaternion vektör  

uzayında tanımlanan bir dönüşüm yardımıyla her kuaterniona kompleks sayılar cismi 

üzerinde 2 2- tipindeki matrisler karşılık getirilmiştir. Bu tezin  genel bilgiler kısmında 

kuaternion cebirine ait tüm temel işlemler genelleştirilerek ispatları ayrıntılı olarak verildi. 

Ayrıca kompleks sayılar yardımıyla iki boyutta yazılan her kuaterniona karşılık gelen 2

2- tipindeki matrisin genel ifadesi önerme şeklinde i ı. fade edilip ispatland

         Gülistan Kaya’nın yüksek lisans tezinde [11] , ,  ve  grupları 

için denklik tanımları verilmiştir ve denklik problemleri önerme ve teoremlerle 

çözülmüştür. Hazırlanan bu tezde ise - uzayında noktalar sisteminin 2 denklik 

problemi ve kuaternion vektör uzayında - denklik problemi tanımları 

verildi.  2 denklik problemi ve - denklik problemi çözüldü. 

          Hüsnü Anıl Çoban’nın yüksek lisans tezinde [5] üniter uzaydaki izometriler ve reel 

uzaydaki izometriler arasındaki bağlantılar incelenmiştir. Hazırlanan bu tezde ise - 

uzayında noktalar sisteminin determinantı  bir olan bütün üniter matrislerin oluşturduğu 

gruba göre denklik problemi ile kuaternion vektör uzayında normu bir olan kuaternionların 

oluşturduğu gruba göre denklik problemi arasındaki bağlant r incelendi. ıla

        Yapılan bu çalışmayla kuaternionlar  uzayından - uzayına tanımlanan  - 

izomorfizma yardımıyla her kuaterniona karşılık - uzayında bir vektör karşılık getirildi. 

Normu bir olan kuaternionlar grubu ile - uzayında deteminantı bir olan üniter matrisler 

grubu arasında tanımlanan dönüşümün grup izomorfizması olduğu gösterildi. Bu sonuç 

kullanılarak - uzayında noktaların 2 denklik problemi ile kuaternionlar uzayında 

normu bir olan kuaternionların denklik problemi arasında bağlantılar bulundu. Böylece 

çözümü zor ve zaman alan - uzayında noktalar sisteminin 2 denklik probleminin 

kuaternionlar uzayında normu bir olan kuaternionlar grubu yardımıyla kolaylıkla 

çözülebileceği görüldü. 



   

       5. SONUÇLAR 

 

        1.    ,    1 olmak üzere   ğu öner 2 i ö lmiştir.  oldu me 5 le g steri

        2. A=  matrisi üniter matristir. ,   öyle ki | | | | 1 olduğu 

önerme 27 ile gösterilmiştir. 

        3. Ψ: →SU(2) 

              Ψ q  

dönüşüm o ı n e 31 ile gösterilmiştir. ü grup izom rfizmas  olduğu ö erm

 ,  ).          4. u , u , … , u  , , …

 , , …    , , … S u le terilm tir. , , U(2)) old ğu teorem 7 i  gös iş

         5. ,  olmak üzere; dir. u =  olduğu teorem 8 ile 

gösterilmiştir. 

         6. m 2 olsun. u , u , … , u  ve , , … ,  sistemleri 

v  erilsin öyle ki u 0 ve 0 olsun. Bu taktirde; 

   , ·   ·     i=2,3,…,m olduğu teorem 9 ile 

gösteril tir. miş

         7. ’deki u , u … , u  ve , … ,  vektör sistemleri öyleki u 0  ve 

0 olsun. Bu taktirde; 

 u , u , … , u , , … , SU 2   u , u ,  ve u , u ,  

2,3, … . olduğu teorem 10 ile gösterilmiştir. 

 



 

         6. ÖNERİLER 

          Tezde kuaternionlar uzayında - denklik problemi basit bir yöntemle çözüldü.  - 

uzayında noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi ile kuaternionlar uzayında - 

denklik problemi arasında bağlantı bulundu. Bu bağlantı kullanılarak, kuaternionlar 

yardımıyla çözümü zor olan  - uzayında noktalar sisteminin SU(2) - denklik problemi 

kolaylıkla çözüldü. 

         Benzer şekilde  ve  uzaylarındaki farklı cebirsel ve geometriksel problemler 

 - uzayındaki kuaternionların problemlerine indirgenip çözülebilir. 

         Kuaternion sayılarının özellikleri  - uzayındaki bazı problemleri kolaylıkla 

çözmeye imkan vermektedir. Örneğin;  – uzayında reel homotetiler ve SU(2) ile üretilen 

grubu SU 2 ,  kuaternion uzayında normu sıfırdan farklı kuaternionlar grubunu  ile 

gösterelim. Tezde  geliştirilen yöntemle  – uzayında noktalar sisteminin SU 2 - 

denklik probleminin çözümü kuaternionlar uzayında - denklik probleminin çözümüne 

indirgenebilir. Böylece kuaternionlar yardımıyla problem kolayca tam şekilde 

incelenebilir. 
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programında lisans eğitimine başladı. 2005-2006 eğitim-öğretim yılında Karadeniz Teknik 

Üniversitesi Fatih Eğitim Fakültesi Ortaöğretim Fen ve Matematik Alanları Eğitimi 

Bölümü Matematik Öğretmenliği programına yatay geçiş yaparak lisans eğitimini burada 

tamamladı. 2008 yılında lisans eğitiminden matematik öğretmeni unvanıyla birincilikle 
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Enstitüsü Yüksek lisans (matematik) programına başladı. İyi  derecede İngilizce 
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