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OZET
KURESEL EGRILER VE BERTRAND EGRILERI
Giil GUNER

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Yasemin SAGIROGLU
2011, 54 Sayfa

Bu calismada, oncelikle 3 boyutlu Oklid uzaymda diizlemsel egrilerden silindirik helisler
ve kiiresel egrilerden Bertrand egrileri elde edilebildigi gosterilmis, burada verilen metod
kullanilarak, bir egrinin kiiresel gostergelerine karsilik gelen Bertrand egrileri
arastirilmistir. Ayrica bir silindirik helisin diizlemsel evoliitii ve bir kiiresel egrinin kiiresel
evoliitii incelenmistir. Oklid uzayinda kullanilan metod Minkowski uzayina tasmmstir ve
3 boyutlu Minkowski uzayinda da kiiresel egrilerden Bertrand egrilerinin elde edilebildigi

gdsterilmistir. Ayrica E; uzayinda bir kiiresel egrinin hiperbolik evoliitii incelenmistir. Son

olarak, spacelike ve timelike uzay egrilerinin kiiresel gostergelerine karsilik gelen Bertrand

egrileri aragtirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bertrand Egrisi, Minkowski Uzayi, Kiiresel Evoliit, Kiiresel

Gostergeler, Hiperbolik Evoliit.
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SUMMARY
SPHERICAL CURVES AND BERTRAND CURVES
Giil GUNER

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Yasemin SAGIROGLU
2010, 54 Pages

In this thesis, it is firstly shown that it can be constructed cylindrical helices from the
planar curves and Bertrand curves from the spherical curves in 3 dimensional Euclidean
space. By using this method, the Bertrand curves corresponding to the spherical
indicatrices of a space curve, are investigated. Also, the planar evolute of a cylindrical
helice and the spherical evolute of a spherical curve, are studied. The method in Euclidean
space is carried to the Minkowski space and it’s shown that it can be constructed Bertrand

curves from the spherical curves in 3 dimensional Minkowski space, too. Also, the

hyperbolic evolute of a spherical curve in E; is studied. Finally, the Bertrand curves

corresponding to the spherical indicatrices of spacelike and timelike curves, are

investigated.

Key Words: Bertrand Curve, Minkowski Spacetime, Spherical Evolute, Spherical
Indicatrices, Hyperbolic Evolute.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Klasik geometride 6zel egriler olarak bilinen silindirik helisler ve Bertrand egrileri,
dairesel helislerin farkli genellestirmeleridir. Bu egriler, her ne kadar 6zel egriler olarak
adlandirilsalar da, uzay egrilerinin biiyiik bir sinifin1 olustururlar. S. Izumiya'nin [1] ile verilen
calismasinda, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda, Frenet catis1 ve bir egrinin egrilik ve burulmasi
kullanilarak, diizlemsel bir egriden silindirik helis ve kiiresel bir egriden Bertrand egrisi elde
edilebildigi gosterilmistir. Bu ¢alismaya gore, Oklid uzayinda, tiim silindirik helisler ve tiim
Bertrand egrileri bu metodla iiretilebilmektedir. Ayrica bir silindirik helisin diizlemsel evoliitii
ve bir kiiresel egrinin kiiresel evoliitii kavramlar1 tanimlanarak, bir kiiresel egriye karsilik gelen
Bertrand egrisinin kiiresel Darboux gostergesi ile bu egrinin kiiresel evoliitiiniin esit oldugu
gorilmiistiir.

Bu calismada, &ncelikle ii¢ boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin kiiresel gdstergelerine
karsilik gelen Bertrand egrileri hesaplanmis, daha sonra Izumiya'nin vermis oldugu metod, {i¢
boyutlu Minkowski uzayma taginmistir. Spacelike ve timelike egrilerin Hiperbolik
Evoliitii'nden bahsedilmis, ayrica bu egrilerin kiiresel gostergelerine karsilik gelen Bertrand
egrileri de hesaplanmustir.

Unlii matematik¢i Hermann Minkowski'den sonra Minkowski Uzay — Zamani diye anilan
uzay — zaman (spacetime) kavrami , temelinde Albert Einstein'in 1905 yilinda ortaya koydugu
Ozel Gérelilik teorisine dayanmaktadir. Buna gore, uzay — zamani tamimlamak i¢in, uzayin iig
boyutu ile zamanin tek boyutu birleserek dort boyutlu bir manifold olusturmaktadir. Minkowski
1908 yilinda, dort boyutlu bir afin koordinat sisteminde uzay ve zamani dort degisken (x,y,z,t)
ile ifade etmistir ve eski Ogrencisi Albert Einstein'in sirli gorelilik kavramina, bugiin
klasiklesmis bir geometrik yorum getirmistir. Bununla ilgili olarak Minkowski'nin su sozleri
tarihte yerini almistir:

"Bundan sonra, kendi basina uzay ve kendi basina zaman golgelerde yitmeye mahkumdur;

yalnizca, ikisinin bir cins birligi bagimsiz bir gercegi koruyacaktir."



1.2. E’ de Temel Tanimlar

Tamm 1.2.1. x,yeR’ olmak iizere (x,y) Oklid i¢ carpimmi gostersin. y:/ — R’ egrisi

icin, y’(t) = %(t) ve y'(t);t 0 olmak iizere ¢, €I i¢in y egrisinin yay uzunlugu

5(0)= [ e

ile verilir. Bu durumda s parametresi yay parametresi olup, 7/'(S)=%(s) olmak {izere,
s

y'(s]| =1 olacak sekilde tanimlanir ve y egrisi yay parametresi ile parametrelendirilmistir

denir. T(s)=y'(s) vektorline y egrisinin s noktasindaki birim teget vektorii denir. y

egrisinin egriligi ise x(s)= 7/"(S)|| seklinde tanimlanir. Eger x(s)#0 isey egrisinin asli
normal vektorii N(s), y"(s)=x(s)N(s) ifadesi ile verilir. B(s)="T(s)xN(s) birim vektorii

de y egrisinin s noktasindaki binormal vektorii olarak adlandirilir. Bu durumda, Z'(S) 4

egrisinin s noktasindaki burulmasi olmak iizere Frenet formiilleri
T'(s)= x(s)N(s)
N'(s) = —x(s)T(s) + 7(s)B(s)
B'(s) = —z(s)N(s)
ile verilir [1].
Tamm 1.2.2. y:7/ - R’ birim hizli egrisi igin
D(s)=t1 (S) T(s)+x(s)B(s)

D(s)
O

vektoriine Darboux vektorii denir. d(s)= vektoriine ise yp egrisinin Darboux

Gostergesi denir. Bu vektor aslinda {T ,N ,B} tic ayaklisinin her s aninda bir ani helis
hareketi yaptig1 eksendir [2]
Tamm 1.2.3. K'(S)#O olacak sekilde bir y:7 — R’ egrisinin her s noktasinda teget

dogrular sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yapiyor ise, y egrisine silindirik helis denir.



7(s)
x(s)

Tamm 1.24. y:I >R’ egrisi i¢in «(s) ve 7(s) ifadelerinin her ikisi de sabitse y

Teorem 1.2.1. y:7 — R’ egrisi bir silindirik helistir <> degeri sabit ise [2].

egrisine dairesel helis denir [2].

Tamm 1.2.5. a:/ >R’ ve B:1 >R’ egrileri verilsin. a egrisinin Frenet ii¢ ayaklisi
{T,N,B} ve B egrisinin Frenet ii¢ ayaklist {T*,N*,B*} olmak tizere Vsel igin {N,N*}
ikilisi lineer bagimh oluyorsa (e, ) ikilisine Bertrand egri cifti denir [2].

Teorem 1.2.2. o :] — R’ egrisinin bir Bertrand egrisi olabilmesi icin gerek ve yeter sart,
34,BeR icgin Ax+Br=1 olmasidir [2].

Tanmim 1.2.6. E™' de

n+l1
S" = {x = (x,,%,,...x,,, )€ E" | le.z = rz}
i=1
kiimesine n boyutlu hiperkiire denir [2].
Tanmm 1.2.7. S§" hiperkiiresi i¢in bir y egrisi y:I — S" olacak sekilde tanimlaniyorsa, y
egrisine kiiresel egri denir [2].
Teorem 1.2.3. Bir y:/ — R’ birim hizli egrisi verilsin. s, €/ ve x(s)>0 icin
a(0)=y(s,).'(0)= /(s )" (0) = 7"(s,)
olacak sekilde y egrisine ikinci basamaktan degen bir tek & ¢emberi vardir ve bu cembere y

egrisinin egrilik cemberi denir. Bu gemberin merkezi ve yarigapi

027(30)"';]\/(5'0)

x(s0)

dir [2].
Tamim 1.2.8. Bir y:1 - R’ egrisiile }/(s) noktasinda sonsuz yakin 4 ortak noktas1 bulunan

kiireye oskiilator kiire veya egrilik kiiresi denir [2]



Tamm 1.2.9. E° de bir y egrisinin tegetleri, y* ile verilen bir baska egrinin normalleri
oluyorsa, y* egrisine y egrisinin involiitii, y egrisine de y” egrisinin evoliitii denir [2]
Teorem 1.2.4. Bir y diizlem egrisinin egrilik merkezlerinin geometrik yeri, » egrisinin

evolutini verir ve

e (s)= }/(S)+LN(S)

% (s)

ile tamimlanir [2] .

1.3. 3-Boyutlu Lorentz - Minkowski Uzayinda Temel Tanimlar

Tamm 1.3.1. E* 3 boyutlu Oklid uzay: olmak iizere, Vu = (u,,u,,u;),v=(v,,v,,v;)€ E’ i¢in
Lorentz anlaminda i¢ ¢arpim, <u,v> | =V, +uyv, —ugvy ile tanimlanir. Bu durumda (E 3,<,>L)
ikilisine 3 boyutlu Lorentz - Minkowski uzayi denir ve E; ile gosterilir [3]
Tamm 1.3.2. u€ E’ olmak iizere eger, <u,u> , >0 veya u=0 ise u vektorine spacelike
vektér, (u,u), <0 ise timelike vektdr ve u=0 olmak iizere (u,u), =0 ise lightlike (null)
vektor denir. E; uzaymin tiim lightlike vektodrlerinin kiimesi,

C = {(u,,uz,u3) ek u’+u’ —u’ = 0} —{(0,0,0)}
konisidir. Biitlin timelike vektorlerin kiimesi ise C, konisinin i¢ini gosterir. Benzer sekilde C,
konisinin dist ve (0,0,0) noktasi da tiim spacelike vektdrlerin kiimesini gosterir [4]

Onerme 1.3.1. u,ve E; vektérleri igin,
1. Her ikisi de lightlike vektor ise, bu vektorlerin lineer bagimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

<u,v> L= 0 olmasidir.

2. u,veE] vektorlerinin her ikisi de timelike vektor ise <u,v>L #0 dir [4]

Tanmm 1.3.3. Bir ueEl3 vektoriiniin Lorentz anlaminda normu, |u||= Ku,uu olarak

tanimlanir [4]



Tamim 1.3.4. u,ve E; vektorleri igin Lorentz anlaminda vektérel ¢arpim,

i —k

axb=u, u, u,

ile verilir [4].
Teorem 1.3.1. u,ve E’ ayni timelike koni iizerinde iki vektdr olsun. Bu durumda
(u.v), = ulMcoshe
olacak sekilde bir tek ¢ > 0 sayisi vardir ve bu saytya u ile v arasindaki hiperbolik a¢t denir
[4]
Onerme 1.3.2. U c E] bir altuzay olsun. Bu durumda asagidaki 6zelikler mevcuttur;

1. U spacelike bir altuzay ise buradaki tiim vektorler spacelike olmalidir.
2. U timelike bir altuzay ise i¢inde en az bir timelike vektdr bulunmalidir.

3. U lightlike bir altuzay ise iginde timelike vektor yoktur [4].

Onerme 1.3.3. U c E] bir altuzay olsun. U" uzayi asagidaki dzelikleri saglar;

1. U spacelike bir altuzay ise U™ timelike altuzaydir.

2. U timelike bir altuzay ise U~ spacelike altuzaydir.

3. U lightlike bir altuzay ise U* lightlike altuzaydir [4].

Tamm 1.3.5. m=(m,,m,,m,) ve reR" olmak iizere, E; de bir hiperboloid ve bir kiire
sirastyla

H12(V),,, = {u = (u,,u,,u,) € R’ |<u—rn,u—m>L :_rz}
Slz (r)m = {M = (u,,u,,u,;) e R’ | <u—m’u_m>L _ rz}

seklinde tamimlanmir. Bu durumda orjin merkezli birimkiire igin kisaca S} =S/ (1)0 ve

H}=H} (1), gdsterimleri kullanilacaktir [3].



1.4.E; Uzayinda Egriler

Tanmim 1.4.1. / c R olmak iizere a:1 — E; egrisi igin ii¢ durum mevcuttur. Vzel igin
a(t) hiz vektorleri spacelike, timelike ya da null vektorler ise o = a(t) egrisine sirastyla,

spacelike, timelike ya da null(lightlike) egri denir. Ancak « egrisi / araligimin her yerinde

ayn1 karakteri tasimayabilir [4]

Ornek 1.4.1. a(t)=(cosht,*,sinht) egrisi gz Gniine alindiginda, (a'(t)a'(t)), =4t -1

olur. Bu durumda « egrisi (_w’%ju(%’wJ araliginda spacelike, (—%,%) araliginda

timelike ve {—%,%} noktalarinda null (lightlike) olur [4]

Ornek 1.4.2. a(t) = (rcost,rsint,0) egrisi spacelike diizlem igerisinde yatan spacelike bir
egridir. Gergekten, a(¢)=(-rsint,rcost,0) oldugundan (@'(t).a’(r)), =r*>0 olur.
Ayrica z=0 diizleminin normali olan N =(0,0,1) vektorii timelike oldugundan, bu diizlem

spacelike diizlemdir. Dolayisiyla a egrisi spacelike diizlem igerisinde yatan spacelike bir
egridir [4].

Ornek 1.4.3. a(t)=(0,rsinh¢,rcoshr) egrisi timelike diizlem igerisinde yatan spacelike bir
egridir. Gergekten, <a'(t),a'(t)> L= r* >0 oldugundan a egrisi spacelike bir egri ve x=0
diizleminin normali olan N =(1,0,0) vektorii spacelike oldugundan, bu diizlem timelike
diizlemdir. Dolayisiyla « egrisi timelike diizlem igerisinde yatan spacelike bir egridir [4]
Ornek 1.4.4. a(1)=(0,rcosht,rsinh¢) egrisi timelike diizlem igerisinde yatan timelike bir
egridir. Gergekten, <a'(t),a'(t)> L= —r? <0 oldugundan « egrisi timelike bir egri ve x=0
diizleminin normali olan N =(1,0,0) vektorii spacelike oldugundan, bu diizlem timelike
diizlemdir [4]

Ornek 1.4.5. a(t) =(t,t>,t%) egrisi lightlike diizlem igerisinde yatan spacelike bir egridir.



Gergekten, «(7)=(1,2¢,2r) oldugundan <a’(t),a’(t)>L =1>0 dir ve dolayisiyla « egrisi
spacelike bir egridir. Ayrica y =z diizlemi lightlike diizlem oldugundan, o egrisi lightlike
diizlem igerisinde yatan spacelike bir egridir [4]

Tamm 1.4.2. ¢,/ icin a'(t,)# 0 ise a egrisi ¢, da regiilerdir denir. Eger bu sart V¢ eI
icin saglaniyorsa « ya regiiler egri denir [4]

Onerme 1.4.1. Herhangi bir timelike veya lightlike egri regiilerdir [4]

ispat.  a()=(x(1),y(1),z(t)) timelike bir egri olsun. &'(f)=(x'(t).y'(?),2'(t)) ve
<a'(t),a'(t)>L <0 olacagindan (x’)2 (t)+(y’)2 (@) —(z')2 (#r)<0 olur. Burada z'(1)#0
olmalidir aksi halde (x')*(¢)+(»')’(£) <0 olur ki bu bir geliskidir. z'(f)# 0 oldugundan

a'(t)#0 olurvebuda a egrisinin regiiler oldugunu gosterir.

Benzer sekilde «(¢) egrisinin lightlike bir egri olmasi durumunda yine z'(¢) # 0 olmak
zorundadir. Gercekten z'(£)=0 olmasi durumunda, <a'(t),a'(t)> , =0 oldugundan
X))+ @ -(E)V@=0 ve dolayisiyla (x')(1)+(»') () =0 olur ki bu da
x'(t)=y'(t)=0 olmasi demektir. O halde «'(r)=(0,0,0) olacaktir. Bu ise a egrisinin
lightlike olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla z'(¢) # 0 oldugundan «'(¢) # 0 olur [4]

Tamm 1.4.2. Bir lightlike olmayan « egrisi i¢in ||a'(s)|| =1 oluyorsa, s ye « egrisinin yay

parametresi denir ve
t
s(r)= j||a'(t)||dt
lo

ile verilir [4].
Tammm 1.4.3. Yay parametresi ile parametrelendirilmis bir a(s) egrisinin Frenet catisi,
T(s)=a'(s), N(s)= &) ve B(s)=T(s)xN(s) olmak iizere, {T(S), N(S),B(s)} dir [4]

o)

Teorem 1.4.1. «:1 — E; egrisinin timelike bir egri olmasi durumunda Frenet formiilleri

T'(s)=x(s)N(s)



N'(s)= x(s)T'(s) + z(s)B(s)

B'(s) = —(s)N(s)
ile verilit. &(s) ve 7(s) ifadeleri sirasiyla, & egrisinin egrilik ve burulmasim
gostermektedir ve x(s)=|T"(s)| ve z(s)=(N'(s),B(s)), olarak tanimlanir [4].

Ispat. o egrisi timelike bir egri ise 7 birim teget vektorii timelike vektdr olur ve Frenet

catisinin tanimindan,

(T.7), = 1(N.N), = (8.5), =1
<T’N>L :<T’B>L :<N’B>L =0

esitlikleri mevcuttur. Bu durumda K(S): ||T '(SX| ve 7(s)= <N '(s),B(s)> , ©oldugundan,

_a(s)
o

_T(s)
x(s)

T'(s)= K(S)N (s)

dir. Ayrica (N,N) =1 ve dolayisiyla (N',N), =0 oldugundan, N' vektorii sp{T,B}
diizlemine aittir. O halde u,,v, e R olmak lizere,

N'(s) =u,T(s)+v,B(s)
olarak yazilabilir.

(N'(s),B(s)), =u, (T(s),B(s)),+v, (B(s),B(s)),

0 1

=v, =17(s)
bulunur. Ayrica
(N'(s).T(s)), =u, (T(5),T(5)),+v, (B(5),T(5)),

-1 0

= _ul



(N(s5).T(s)), =0

(N'(s)T(5)), +(N(s),T'(s)), =0
rc(s)

(N'(s).T(s), =—xls)
u, = x(s)
dir. Bu degerler yerine yazildiginda,
N'(s)= x(s)T(s) +z(s)B(s)
elde edilir.

Benzer sekilde, <B,B> , =1 ve dolaysiyla <B',B> , =0 oldugundan B’ vektori
sp{T,N} diizlemine aittir. O halde u,,v, € R olmak iizere
B'(S) =u,T(s)+v,N(s)
olarak yazilabilir.

(B'(s)T(s)), =u (T(5).T(5)), + v, (N(s).T(s)), ==,

-1 0

bulunur. Ayrica
(B(s).T(s)), =0

(s).7()), +(Bls)T'(s)), =0

(5).7(s)), +x(s)(Bls). N(s)), =0

(BN, =us (T, N(s), + v, (N N(s)), =,

0 1

(B(s),N(s)), =0
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<B'(s),N(s)>L + <B(s),N'(S)>L =0
7(s)
<B'(s),N(s)>L = —Z'(S)

=V, =—7(s)
dir. Bu degerler yerine yazildiginda B'(S) = —r(s)N (s) elde edilir.
Teorem 1.4.2. «:[ — E; egrisinin spacelike bir egri olmasi durumunda Frenet formiilleri igin

ti¢ durum mevcuttur:

1. T’ niin spacelike vektdr olmasi durumunda Frenet formiilleri

T'(s)=x(s)N(s)

N'(s)=—(s)T(s)+7(s)B(s)

B'(s) = z(s)N(s)
seklindedir. o egrisinin egriligi x(s)=[7'(s)] ve burulmasi z(s)=—(N'(s).B(s)), ile
tanimlanir.

2. T' niin timelike vektdr olmasi durumunda Frenet formiilleri
T'(s)= x(s)N(s)
N'(s)=x(s)T(s) + 2 (5)B(s)
B'(s) =z(s)N(s)

seklindedir. « egrisinin egriligi &{s)=|T"(s)] ve burulmast z(s)=(N'(s).B(s)), ile

tanimlanir.
3. T' niin lightlike (null) vektdor olmasi durumunda, asli normal vektorii 7 ile lineer
bagimsizdir ve N(S):T ’(s) ile tamimlanir. B lightlike vektori, <N,B>=l ve T vektOriine
dik olacak sekilde tek olarak belirlidir. Bu vetére o egrisinin s noktasindaki binormal
vektorii denir. Bu durumda Frenet formiilleri

T'(s)= N(s)

N'(s)=7(s)N(s)

B'(s)=-T(s)—7(s)B(s)

seklindedir. T(S) ifadesi « egrisinin burulmasini gostermektedir. « egrisinin egriligi ise
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tanimsizdir [4].
Teorem 1.4.3. a:I— E egrisinin lightlike (null) bir egri olmasi durumunda Frenet
formiilleri,

T'(s)=N(s)

N'(s)=z(s)T(s) — B(s)

B'(s) = —-7(s)N(s)
seklindedir. «(s) ve z(s) ifadeleri sirasiyla, o egrisinin egrilik ve burulmasini
gostermektedir [4].
Teorem 1.4.4. Genel parametre ile parametrelendirilmis bir «:1 — E; egrisi i¢in egrilik ve
burulma formiilleri agagidaki gibidir;

() sl - (@)
o' (e}
)~ s e

00

Burada a"(t) spacelike ise o=1 ve a”(t) timelike ise §=-1 dir [6]. Bunun bir

uygulamas1 olarak, o egrisi timelike egri iken egrilik ve burulma formiilleri Oklid

uzayindakine benzerdir [4]

Tamm 14.5. o:1 > E ve B:1—E’ egrileri verilsin. « egrisinin Frenet igliisii
{T,N,B} ve [ egrisinin Frenet tgliisii {T*,N*,B*} olmak iizere, Vsel igin {N,N*}
ikilisi lineer bagimh oluyorsa (e, f) ikilisine Bertrand egri cifti denir [4].

Teorem 1.4.6. Bir «:1 — E; egrisinin Bertrand egrisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart,

d4,BeR i¢in Ax+Br =1 olmasidir [4]



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME
2.1.E’ de Diizlemsel Egriler ve Silindirik Helisler

Bilindigi gibi, £’ de bir diizlem egrisinden bir uzay egrisi elde edilebilir ve bu uzay egrisi
bir silindirik helis olacaktir. 7(31) birim hizli diizlem egrisi ve s, de yay parametresi olsun. 7
egriside y egrisine karsilik gelen uzay egrisi olmak iizere, bu egrinin yay parametreside s ile
gosterilsin. 7 egrisinin Frenet Ugliisii {T ,N ,B} olmak tizere, a vektorii y egrisine dik ve
<T , a> =cos @ olacak sekilde bir vektor olsun. Bu durumda

7(51) 7(s )""1"(51)
(r(5)-a(s.))=(7(s1)-a(s1))+ 2(a(s).a(s))
A= < (s:)-a(s))

olacaktir. Dolayisiyla y egrisi y(s,)=7(s,)- <;7(s1 ).a(s, )>a (s,) olarak yazilabilir. O halde

ﬁ:ﬂ£_<ﬂﬁ >

ds, dsds, \dsds,’
—T£—<T a>aﬁ
ds, ds,

= T.ﬁ—acosé?ﬂ
s, ds,

dir. Burada norm alinirsa

2 2 2
ar_ [ g —2cos’ @ a5 +cos’ @ a5
ds, ds, ds,

ds,
ds 3 ds .
=—~1/l-cos" @ =—sind
ds, ds,

ar =1 oldugundan as _

S

.1 ve ﬂ=ﬂ+acos9£
ds, sin6 ds, ds, ds,

dir.




13

d
=—7/+acot9

S
7= y+acot0]”7(r)”dr+c
dir [5].
Teorem 2.1.1. Bir y(¢) birim hizl diizlem egrisi verildiginde,
77(t)y(t)+[cot9j”7(t)”dt}a+c (1)
fo
ile tanimlanan 77(t) uzay egrisi bir silindirik helistir, ayrica tiim silindirik helisler bu metodla
inga edilebilir. Burada € sabit sayi, a ve ¢ de ||a|| =1, {a, 7}(1‘)) =0 olacak sekilde sabit
vektorlerdir [1] .
Ispat. 7(¢) egrisinin «(7) ve 7(¢) degerlerini hesaplayalim. Genel parametre i¢in egrilik ve

burulma formilleri

ile verilir. O halde, K, Y egrisinin egriligi olmak uzere,

F(t)=7(t)+ cot@(uy(t)H.HH)}(to )H.O)a
=y(t)+acotd

elde edilir. Buradan
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7(t)x7(t) = &, (b(t) - cot 1(1))

Hf(r)xf(r)

= J(x, (b) ~ cot 0u(r)). &, (b(t)~cot O1(1)))

= \/sz (1) (1 +cot’ (9)

|0
sin @

1

(7(0).7(0))= =
det 7(0). 70070 | = (7(0)<7(0).710)

= (i, (b(t)—cot 01(1)), &, ()n(t)—x,” (£)1(1))

= cot chp3 (1)

ifadeleri hesaplanir. Bu durumda
K (t)=|x, @)sin* 0
(t)= K, (t)cot@sin® O

elde edilir. O halde

(Lj(t) ~ cot O sabir)

K

oldugundan 77(t) egrisi bir silindirik helistir.

Tersine }7(s) egrisi birim hizli silindirik helis olsun, bu durumda (ij(s) orani sabit
K

olacaktir. Bu silindirik helise ait Frenet catist {T (s), N(s), B(S)} olmak iizere, kiiresel Darboux
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gostergesi sabittir. Gergekten;

D) B(S)-f—(;j(S)T(S)
" ol :
1+ (Tj (s)
K

B'(s)+ [T)(S)T('s)

d'(s) = £
1+ Tj (s)
K
—(s)N(s)+ ;j(s)K(S)N(S)

1+ (Tj (s)
K

elde edilir ki bu da d(s) nin sabit olmasi demektir. a=d(s) ile tanimlayalim,

=0

a” =1
olacaktir. ;7(s) egrisi silindirik helis oldugundan T(S) = CK(S) olacak sekilde ceR vardir

ve 6 y1 cot@=c olacak sekilde segelim.
7(s)=7(s)=(7(5).a)a
egrisi, 77(5) silindirik helisine karsilik gelen diizlemsel egridir. Gergekten;
<7/(S)7a> = <7(S)_<77(S)9a>aaa>

=0

oldugundan y diizlemsel bir egridir, ayrica

<77(s) , a> = Hﬂs)””a” cosd

=cos@
7 ()| =(7(s)= (7 (s).0a.7(s) (7 (s). a)a)

- \/<T(s), T(s))+cos’ &a,a) —2<;7(s),cos 0a>
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= \/1 +cos” @ —2cos 6?<77(s),a>
=sinf
Bu degerler (1) ifadesinde yerine yazilirsa

y(s)+[cot0j”;>(s)”ds}a =7(s)—scosfa+scotOsinba

S0

=7(s)
elde edilir.

Sonu¢ 2.1.1. Bir diizlemsel egrinin ¢ember olmasi durumunda, bu egriye karsilik gelen

silindirik helisler dairesel helislerdir [1] .
Ispat. Teorem 2.1.1. de diizlemsel bir y egrisine karsilik gelen 7 silindirik helisi igin egrilik
ve burulma degerleri
Kk (1)= ‘Kp (t)‘ sin’ @
z(t)=x,(t)cot Osin> 6
olarak hesaplanmisti. y egrisinin gember olmasi durumunda «, egriligi sabit olacagindan x

ve 7 ifadeleri de sabit olacaktir. Bu durumda y egrisi dairesel helistir.

2.2. E® de Bir Silindirik Helisin Diizlemsel Evoliitii

Tamm 2.2.1. 7 :1 > R*, (i=1,2) uzay egrileri i¢in eger, 7\"(z,)=7"(t,) 0<p<k
kosulu saglaniyorsa , 7, ve 7, en az (k+1) degme noktasina sahiptir denir. Ayrica eger 7,
ve 7, en az (k+1) degme noktasma sahip ve 7" (z,) 27" (1,) ise 7, ve 7, (k+1)
degme noktasina sahiptir denir [1] .

Onerme 2.2.1. 7:1 > R’, x#0 olacak bicimde regiiler egri olsun. Bu durumda bir
t,eJ <1 agik aralif1 ve bir tek 5:J - R* dairesel helisi vardir 5yleki 5 (tO)Z 77(t0) ve ¢,

noktasinda y ile 5 enaz3 degme noktasina sahiptir [1]
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5 dairesel helisine s, =s(z,) da 7 egrisinin oskiilator dairesel helisi denir. 7 egrisinin
silindirik helis olmasi durumunda, bu iki egrinin kiiresel Darboux gostergeleri sabit bir a
vektoriidiir. Teorem 2.1.1. in ispatina gére &(s)=8(s)—(5(s),ada eg risi ) egrisine karsilik
gelen diizlemsel egridir ve é egrisi dairesel helis oldugundan & bir gemberdir. S ve v
egrilerinin s, =s(#,) da en az 3 ortak noktas: bulundugundan }/(S)=77(s)—<}7(s),a>a
egrisi ile 0 egrisinin de en az 3 ortak noktas1 bulunmaktadir. Bu ise, 0 egrisinin s, da y
egrisinin egrilik ¢emberi oldugunu gosterir. y diizlem egrisinin egrilik merkezlerinin
geometrik yeri y min evoliitii olarak adlandirilir ve e, (s) = y(s)+(1/x,(s))n(s) ile verilir. y

silindirik helisi i¢in

E,(s)= 7(s)_<y(s),a>a+%zv(s)

ifadesine 7 silindirik helisinin diizlemsel evoliitii denir [1].
Teorem 2.2.1. E,(s) egrisi diizlemsel bir egridir ve y(s)=7(s) —<;7(s),a>a egrisinin
evoliitiine esittir [1].

Ispat. <Ei (s),a> =0 dir. Gergekten

sa=~sa—~saaa+Ls) s),a
<E;7( )’> <7/( )’> <<7( )’>’> TZ(S)+K2(S)<N( )’>

dir. Burada N 1 a oldugundan <N(s),a> =0 dir. Bu durumda <E7 (s),a> =< ;(s),a> =0

oldugu goriiliir, dolayistyla E,(s) diizlemsel bir egridir. y(s)= ;7(s)—<)7(s),a>a egrisinin

evoliitiiniin
e,(s)=y(s)+(1/x,(s)n(s)
oldugunu biliyoruz E; (s)=7(s)=F(s) aya+ % N(s) ifadesinde
7% (s)+x7(s)
7(s)
! __ x(s) . e
( m(s)=———5—~N (s) oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Burada hatirlanmalidir

K, (s) o*(s)+x7(s)

ki, bir helisin eksenine dik bir diizlem iizerine izdiisiimiiniin asli normali, helisin asli normaline
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paraleldir ve karsilik gelen egrilik x, =——— dir [5]
sin” @
L —cotd oldugundan sin@ = K dir
K VKt + 7 .
o - _K
P sin* @
K_Z
L: sin26? _ K2+1'2
K, K K
S Llo_ X
2 2
K, K +7
1
n//N ve —=> f/{z oldugundan E,(s)=e,(s) elde edilir.

P

2.3.E’ de Kiiresel Egriler ve Bertrand Egrileri

Tammm 2.3.1. Bir y:/ — S* birim kiiresel egrisi o yay parametresi ile verilmis olsun.

. dy
4 do

olmak iizere, y nn o daki birim teget vektori #(o)=y(o) ile verilir.
s(o)=y(o)xt(o) seklinde tanimlanan s(o) vektoriiile birlikte » boyunca ortonormal bir
{r(0).t(c).s(c)} atisi elde edilir. Bu catrya  egrisinin Sabban gatist denir [1].
Teorem 2.3.1. y:1 — S* birim kiiresel egrisi igin kiiresel Frenet formiilleri asagidaki gibidir;
7(o)=1(o) @)
i(0) = —y(0)+ 1, (0)s(0)
$(0)=-x,(o)t(0)
Burada «,(0), y min S deki geodezik egriligi olup «,(c)=det(y(c),t(c),i(c)) ile

verilir [1] .

Ispat. { 7(o).t(o),s (0)} ortonormal bir ¢at1 oldugundan
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(7(0).1(e))=0
{7(0).1@))+(7(0).i(e))
{(0).i(e))==(7().1o)
=—~(7().7(o))

=1

0

Benzer sekilde «,(o)=(y(o)xt(c),i(c)) oldugundan
<s(0),t(0')> =0
<S (o). t(0')> + <s (o). i(a)> =0

[N —

K, (o)

<$(0),t(0')> =—K, (0)
bulunur.

Teorem 2.3.2. Bir 7/(0‘) birim hizl kiiresel egrisi verildiginde,
}7(0')=aIy(u)du+acot9js(u)du+c 3)
°0 %0
ile tanimlanan )7(0) uzay egrisi bir Bertrand egrisidir, ayrica tiim Bertrand egrileri bu metodla
insa edilebilir. Burada a ve @ sabit sayilar, ¢ sabit vektordiir [1] .

Ispat. Genel parametre i¢in egrilik ve burulma formiilleri

(o) (o)

(o)

x(0)=

3

oldugundan, 7 egrisine ait k¥ ve 7 degerleri hesaplanilabilir.

7(o)=ay(c)+acotfs(o)
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f/(O‘) = at(a)+acot6’(—/(g (G)t(G))
= a(l —cot bk, (a))t(a)

;%(0') =—acotk, (o)(o)+ a(l —cot 91{ X— o)+ K, (o)s( ))

7(o)x7(0)=-a’cotO(1-cot bk, (c))y (o) +d’ (1 —cotk, (0))s(o)

(o)) - (7o) 70).7(e)7)

= \/a4 cot’ 0(1 —cot Ok, (0'))2 +a' (1 —cot Ok, (0))2

= \/a4 (l—cot K, (O'))2 (1+C0t2 6)

1
=q4%(1=-
a ( cot Ok, (O-))siné?
3 ; ? 4 2 1
7(o)x7(o)| =a (l—cot&xg(a)) ey
& =21 olmak lizere
b (o) (7(e).70)
=+a*+a’cot’ 0
=ca—
sin @
, 3 1
= — 3
H]/(O') “ i o
' a 0 acotd
det(7,;§,7) = 0 a(l —cot Ok, (0')) 0
—a(l—cot@rcg(a)) —acot@kg(a) Kg(a)a(l—cotﬁlcg(a)

=a (1 —cot bk, (0'))2 (K‘g (o)+cot 9)
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Bulunan degerler yerlerine yazilirsa

1
a’ (l—coté?lcg (0')),—
K(O‘)= — siné
ca ———
sin” @

sin’ 0(1 —cot chg (J))

a

=&

a’ (1 —cot Ok, (G))2 (Kg (o) +cot 49)

r(o)=

a’ (l—cot O, (0'))2 sir112 5
_ sin’ G(Kg (0')+c0t9)
a

elde edilir. Teorem 1.2.2. geregince, 7 egrisinin bir Bertrand egrisi olabilmesi igin
Ax(o)+Br(o)=1 olacak sekilde 34 0,B+0€R bulunabilmelidir. Bu durumda 4= ¢a
ve B=acotf alindiginda
Ax(o)+Br(o)=¢cax(o)+acotfr(c) =1
oldugu goriiliir.
Tersine, ;7(s) bir Bertrand egrisi olsun. Bu durumda

7(s)=¢&(sinOT(s)—cos OB(s))
kiiresel egrisi diistiniildiigiinde

7'(s)= &(sinO7"(s) — cosGB'(s))

= &(sin Ok (s) +cos Oz(s)) N(s)

= gsin Q(K(s) +cot Hr(s))N(s)

1/a

_&sinf

N(s)
a

dir. y egrisinin yay parametresi o olmak lizere, do = J ||7'(s]|ds oldugundan 62_0': £sinf
s a

50

4
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olacaktir. Bu durumda (4) ile verilen y egrisi (3) denkleminde yerine yazildiginda,

a :‘f 7(0)du+ac0t9js(0)dl) :aj- P

0'0 0'0 SO SO

gsin @

7(U)du+acot9J- gsmgs(u)du
a

- j-siné’(Sin 6T (v)—cos OB (v))dv + jcose(cos 0T (v)+sin 0B(v))dv

S0 S0

bulunur. O halde y egrisi 7 Bertrand egrisine karsilik gelen kiiresel egridir.
Sonug 2.3.1. y:/ — S* birim hizh kiiresel egrisinin bir gember olabilmesi icin gerek ve yeter
sart, karsilik gelen Bertrand egrilerinin dairesel helisler olmasidir [1] .

Ispat. Teorem 2.3.2. nin ispatindan, y egrisine karsilik gelen # Bertrand egrisinin egrilik ve

burulmasinin
in’ @(1—coté.
(o :gsm ( co K'g(O'))
a
B sin® 9<Kg (0)+c0t¢9)

r(0)=

oldugu bilinmektedir. Bu ifadelerin tiirevleri alindiginda

a

1&(0)2—5%‘5’(0) ve r'(O')Z »

sin? Gkg (a)

elde edilir.
y kiiresel egrisi bir ¢ember oldugundan kg(G)EO dir. Dolayisiyla K"(O'):O ve
T'(O')ZO olmalidir. Bu durumda K‘(O') ve T(O‘) ifadeleri sabittirler yani 7 egrisi bir

dairesel helistir.

Benzer sekilde 7 egrisinin bir dairesel helis olmasi durumunda x(o) ve 7(o)

ifadeleri sabit olacagindan «, sabittir, dolayisiyla y kiiresel egrisi bir gember olur.
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2.4.E’ de Bir Kiiresel Egrinin Kiiresel Evoliitii

k, #0 olmak tizere y:1 —>S§ * kiiresel egrisi verildiginde, V o, € I olmak iizere

1
e (oy)= > (Kg(00)7(00)+s(00))
K, (0y) +1
vektorii diisiintilsiin.
¢ = %, (o)

olmak iizere,
S'(ey.cy) = {x eS| <x,e0> = co}
gemberi igin yiikseklik fonksiyonu; 4, :S* —R dyleki £, (x)=(x,¢,)~¢, ile tanimlanr.

Bu durumda

2

(heo 07)(0-0)2%(}%0 07)(0-0)= ddaz (heo 07/)(0_0)=0

dir. S'(e,,c,) c¢emberine y egrisinin y(c,) daki geodezik egrilik ¢emberi denir. y

egrisinin }/(0‘0) daki geodezik egrilik ¢emberinin merkezi ¢, dir. Bu egrilik merkezlerinin

geometrik yerine, y egrisinin kiiresel evoliitii denir ve

e,(0) = ————(x, (0 )(0)+5(c))

K (o) +1
ile verilir [1]
Onerme 2.4.1. y:] — S* bir kiiresel egri ve 7 - R’ egrisi de y egrisine karsilik gelen
Bertrand egrisi olsun. Bu durumda y egrisinin kiiresel Darboux gostergesi, y egrisinin
kiiresel evoliitiine esittir [1].

Ispat. Teorem 2.3.2. nin ispatindan, » egrisine karsilik gelen 7 Bertrand egrisinin egrilik ve
burulmasi
sin’ 0(1 —cot Ok, (0'))

a

K\O)=¢&
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1(0') _ sin’ 9<Kg (0)+c0t0)
a
dir. Ayrica do _zsind oldugundan
ds a

a;/(a)cjl—: = ag(sin 0T (o) —cos GB(O'))Esin 0

do d
acotOs(c)— =acotOy x
( )dS i

=sin’ OT (o) +cos Osin B(o)

= acot O (sin 0T (o) —cos 0B(o) ) x

gsin@

N(o)

= cos@sin @B(c) +cos’ OT (o)

(5) ve (6) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa,

elde edilir. y(o)=

dir ve benzer sekilde

elde edilir.

_&sinf

T(o)= a(}/(a)+c0t Hs(a))d—
S

B(o)=c¢a (s ((7) —cot 97/(0))

N(o) oldugundan

do

N(o)=¢t(o)

do
ds

(7), (8), (9) ifadeleri yerine yazilirsa, 7 egrisinin Darboux vektorii

D(o)=1(0)T(o)+x(c)B(0)

22 (s(0) ()7 ()

dir ve dolayisiyla kiiresel Darboux gostergesinin

d(G):

)

(6)

(7)

(®)

©)
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oldugu goriiliir.

2.5.E’ de Bir Egrinin Kiiresel Gostergelerine Karsiik Gelen Bertrand Egrileri

Tamm 2.5.1. Bir y:/ - R’ egrisi o yay parametresi ile verilmis olsun. y egrisinin Frenet
vektorleri {t,n,b} olmak {izere, P_ta olacak sekilde P noktas1 y egrisini ¢izerken, Q
noktasinin birimkiire ilizerinde ¢izdigi egriye y egrisinin birinci kiiresel gistergesi veya
tegetler gostergesi denir. Bu egri (¢) ile gosterilecek olursa, (¢) egrisinin denklemi

y(o,)=t ile verilir. Bu ifadede o, ile (¢) egrisinin yay parametresi gosterilmektedir [2].

Teorem 2.5.1. y egrisinin tegetler gdstergesinin o, yay parametresi igin C;O-’ = K'(O') dir
o
2]

Ispat. o,(c)= T”i(v)”dv
70

= T HK‘(U)I’I (U)H dv

olarak hesaplanir.

Teorem 2.5.2. Tegetler gostergesine karsilik gelen Bertrand egrisi

7(c,)=ay(o,)+acotd I b(v)dv +c

O
‘o

dir.

Ispat. Tanim 2.3.1. geregince (t) egrisinin Sabban catist {tt s} olur. Burda ¢ _

¥t dO‘
t
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ifadesi (¢) egrisinin tefet vektorii ve s, =¢x¢, dir. Bu durumda Teorem 2.3.2. geregince (7)

egrisine karsilik gelen Bertrand egrisi

O,
)

% %
7(o,)=a I t(v)dv+acotd I s, (v)dv+c
O'tO

=ay(o,)+acotd j t(v)xt, (v)dv+c
O'to
olacaktir. Burada ¢, = i _ dt do oldugundan, Frenet formiilleri kullanilarak
do, dodo,
%
7(o,)= ay(o;)+acot00.[ t(v)xx(v)n(v) K(lu) dv+c

)

=ay(o,)+acotd _[ b(v)dv + ¢

Uto
elde edilir.

Tamm 2.5.2. Bir y:/ - R’ egrisi o yay parametresi ile verilmis olsun. y egrisinin Frenet
vektorleri {t,n,b} olmak iizere, P—an olacak sekilde P noktasi y egrisini ¢izerken, Q
noktasinin birimkiire lizerinde ¢izdigi egriye y egrisinin ikinci kiiresel gostergesi veya asli
normaller gostergesi denir. Bu egri (n) ile gosterilecek olursa, (n) egrisinin denklemi
}/(0'”)=n ile verilir. Bu ifadede o, ile (n) egrisinin yay parametresi gosterilmektedir [2]

Teorem 2.5.3. y egrisinin asli normaller gdstergesinin o, yay parametresi icin

Cilo-” = ||D(G]| dir. Burada D(O') = r(a)t(a)+l((0')b(0') olup, Darboux vektoriinii
o

gostermektedir [2]

Ispat. o,(0)= T i(v)|dv
%0
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do, _
.~ pfo)

dir.

Teorem 2.5.4. Asli normaller gostergesine karsilik gelen Bertrand egrisi

7(o,)=a f n(v)dv+acotd f d(v)dv+c
o-no O-no

dir.

Ispat. Tamim 2.3.1. geregince (n) egrisinin Sabban ¢atis1 {n,tn,sn} olur. Burda ¢, = ddn
o

n

ifadesi (n) egrisinin teget vektorii ve s, =nxt, dir. Bu durumda Teorem 2.3.2. geregince

(n) egrisine karsilik gelen Bertrand egrisi

G}‘I

7(o,)=a I n(v)dv+acotd f s,(v)dv+c

) oy

=a f n(v)dv+acotd f n(v)xt,(v)dv+c

O
0 o

oldugundan, Frenet formiilleri kullanilarak

y =aannu v+aco annux—xutu+ru v ! v+c
P [ e)dvracod Jao (o) OO s

_Clcnn vjav+aco 1 K\U v)+7\v 1% ! LV+cC
Jaterdosacod [ [ep(o) o] o

elde edilir. @ egrisinin Darboux vektori D ( O') =7 (0') t (0') + K(O') b (0') oldugundan
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7(o,)=a f n(v)dv+acotd f Mdu+c

D(U)H

o
n
0

=q f n(v)dv+acotd f d(v)dv+c
O'no O_no

bulunur.

Tamm 2.5.3. Bir y:/ - R’ egrisi o yay parametresi ile verilmis olsun. y egrisinin Frenet
vektorleri {t,n,b} olmak {izere, }?QZb olacak sekilde P noktast y egrisini ¢izerken, Q
noktasinin birimkiire iizerinde ¢izdigi egriye y egrisinin iigiincii kiiresel gostergesi veya
binormaller gostergesi denir. Bu egri (b) ile gdsterilecek olursa, (b) egrisinin denklemi

7(0,)="b ile verilir. Bu ifadede o, ile (b) egrisinin yay parametresi gosterilmektedir [2].

Teorem 2.5.5 y egrisinin binormaller gostergesinin o, yay parametresi i¢in 9 _ T(O‘)
o

dir [2]

Ispat. o,(c)= THb(UX‘d v
%0

= [Fe(o)n(v)dv

e

Teorem 2.5.6. Binormaller gostergesine karsilik gelen Bertrand egrisi

7(o,)=a ‘[ b(v)dv+acotd J t(v)dv+e

dir.

Ispat. Teorem 2.5.4. iin ispatina benzer sekilde ispatlanur.
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2.6.E; de Kiiresel Egriler ve Bertrand Egrileri

[6] ve [7] ile verilen ¢alismalarda yazarlar, Minkowski-3 uzayinda kiiresel spacelike,
timelike ve lightlike egrilerin zeliklerini incelemislerdir. Minkowski uzayinda da Oklid

uzayindaki kiiresel egri tanimina benzer olarak denilebilir ki, Lorentz kiireleri olan H veya
S lizerine tanimlanabilen egri kiiresel egridir.
Teorem 2.6.1. E; uzayinda kiire iizerinde lightlike (null) egri yoktur [61

E} de lightlike (null) olmayan y egrisi, birim hizli kiiresel bir egri olsun. o yay

: . e 9 o . d
parametresi olmak {iizere, y egrisinin o noktasindaki birim teget vektori, ;/2—7 olmak

do
iizere, t(o)=y(o) ile verili. Bu durumda, s(o)=y(o)xt(o) olmak iizere,
{;/(O'),t(a),s(a)} iicliisii » boyunca pseudo-ortonormal bir catidir [8]

y egrisinin spacelike bir egri olmas1 durumunda, Tanim 1.4.1. dolayisiyla ¢ birim teget
vektorii spacelike vektdrdiir. Bu durumda, eger y vektdrii spacelike ise yani egri S} de
tanimliysa, s timelike vektor ve eger y vektorii timelike ise yani egri H; de tanimliysa, s
spacelike vektordiir. Benzer sekilde y egrisinin timelike bir egri olmasi durumunda ¢
timelike vektdr ve #(o)=y (o) oldugundan, y ve s spacelike vektorlerdir. Bu durumda y
egrisi 7 de tanimlidir.

Teorem 2.6.2. y egrisi, E’ de birim hizli kiiresel bir egri olsun. y ni hiperbolik
Frenet-Serret formiilleri asagidaki gibidir;

i. y spacelike egrisi H; de tammliysa (s spacelike vektor ise)
7(o)=1(o)
i(o)=7(o)+x,(0)s(o)
$(0)=-x,(o)t(o)

ii. y spacelike egrisi S] de tanimliysa (s timelike vektor ise)

7(o)=t(o)
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i(o)=-r(0)-x,(o)s(o)

$(0)=-x,(o)t(o)
iii. y timelike bir egri ise

7(o)=1(o)

i(o)=y(c)+x,(0)s(o)

$(0)=-x,(o)t(0)
bicimindedir. Burada «, ifadesi y nin geodezik egriligi olup, &, =det(y,t,f) ile verilir [8]
Teorem 2.6.3. y egrisi E; de birim hizli kiiresel bir egri olsun. Bu durumda, a ve 6
sabit sayilar, ¢ sabit vektor ve & =21 olmak iizere

7(o)=a T}/(u)du+gcoth6’js(u)du +c (10)

ile verilen ;~/ egrisi bir Bertrand egrisidir. y spacelike egri ise ¢ =1, timelike egri ise & =-1
alinir. Ayrica asli normal vektorii lightlike (null) olmayan tiim Bertrand egrileri bu metodla
tiretilebilir.
Ispat.

1.y egrisi birim hizl kiiresel spacelike bir egri olsun. Bu durumda, tanimdan ¢ spacelike
vektor olacaktir. { y,t,s} gatisina gore y egrisinin karakteri i¢in iki durum mevecuttur:

i. y vektorii timelike oldugunda s spacelike vektordiir. Bu durumda Teorem 2.6.2. de verilen

hiperbolik Frenet-Serret formiilleri kullanilarak
7(0) = a(y(o) +coth Os(c))
y(0) = a(1-coth O (o))

(o) = —acoth 0k, (o)t(c)+ a(1-coth Ok, (0))(y(0) + k, (0)s(0))

hesaplanir. Burada <7~/, ]~/> =a’ 'nlllz P >0 oldugundan y egrisi spacelike bir egridir. Ayrica
B si
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2

y(0)| =a*(coth’0-1)=

2
a

sinh? @
2

()| =a*(1-coth bk, (5))’

<?(a),?<a>> =0

det(;(a),;(a),;(a)} = a’(1-coth O, (0))2 (x, (o) —coth )
esitlikleri elde edilir. ¢ =21 olmak {iizere, Teorem 1.4.4. de verilen egrilik ve burulma

formiillerinde ;(0) spacelike oldugundan 6 =1 olur ve

_<7/(0), 7(0)>  sinh*0(1 —coth Or ()

6 2
a

2

7©@)| 7o)

K2<a>—‘

(o)

sinh® 6’(1 —coth Qlcg ((7))

a

k(o)=¢

) det(y(O'),V(O')aJ/(O')] ) &’ (1-coth O, (O-))z (Kg (o)-coth )
r(o)=- s a*(1-coth bk, (0))*
sinh’ @

K’ (0') ;(0)

sinh? ¢9<Kg (0') —coth 9)

a

7(0)=
elde edilir. Teorem 1.4.7. geregince y~/ egrisinin bir Bertrand egrisi olabilmesi i¢in
AK‘(O‘)+B’[(O‘):1 olacak sekilde 4 ve B sayilari bulunabilmelidir. Bu durumda
—a(ex (o) —cothfr(c)) =1
oldugundan y~/ bir Bertrand egrisidir.

ii. y vektorii spacelike oldugunda s timelike vektordiir. Bu durumda Teorem 2.6.2. de verilen

hiperbolik Frenet-Serret formiilleri kullanilarak
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7(0) = a(y(c) + coth Os(c))
7(0) = a(1-coth 6 (0))(o)

;(a) =—acothO k(o) (o) +a(l1-coth Ok, (0))(~y(0) -k, (0)s(c))

IS 1 ~
hesaplanir. Burada <7, }/> =—a’ — h2¢9<0 oldugundan y egrisi timelike bir egridir.
. sin

Ayrica
det(;/, ;/, }7] =a (1 —coth bk, (0'))2 (coth 0-x, (0'))
oldugundan, Teorem 1.4.4. de verilen egrilik ve burulma formiillerinden, 7 egrisinin egrilik ve
burulmasi
sinh’ 6’(1 —coth Ok, (J))

a

k(o)=¢

~ sinh? 9(coth 0-x, (0'))

T\O )=

a

olarak hesaplanir. Teorem 1.4.7. geregince, 4A=—-a& ve B=acoth@ secildiginde

—a(ex (o) —cothOr(0)) =1

oldugundan ;~/ bir Bertrand egrisidir.

2. y egrisinin kiiresel timelike bir egri olmas1 durumunda, tanimdan ¢ birim teget vektorii
timelike vektor olacaktir. Bu durumda {y,t,s} catistna gore y ve s vektorleri spacelike

vektorlerdir. Teorem 2.6.2. de verilen Frenet-Serret formiilleri kullanilarak
7(0) = a(y(c") - coth Os(c))
7(0) = a(1+coth Ok, (0))t(c)

;(0') =acoth@ K;, (o)t (O') +a(l+coth Ok, (0))(y(0)+k,(0)s(0))

. 2
hesaplanir. Bu durumda <7/, 7/> =—— 6;2 7 <0 oldugundan y egrisi timelike egridir. Ayrica
. sin
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det[;/, ;;/,7/] =a (1 +coth Ok, (O'))2 (K‘g (0) + coth 6’)

oldugundan, ¢ =21 olmak iizere, 7 egrisinin egrilik ve burulmasi

inh? @(1 th @
(o =gsm ( +co K‘g(O'))
a
sinh? G(Kg (o) +coth 9)
(o) =
a

olarak hesaplanir. Teorem 1.4.7. geregince, A=—a& ve B=acoth@ secildiginde
—a(ex (o) —cothfr(c)) =1 (11)
oldugundan ;~/ bir Bertrand egrisidir.

Tersine, » egrisi normali null olmayan bir Bertrand egrisi ve {T ,N ,B} figliisii 7 mn
Frenet catis1 olsun. » egrisi spacelike egri ise, yani 7 vektorii spacelike ise, 7" vektdriiniin
karakterine gore li¢ durum mevcuttur.

T' niin spacelike vektdr olmasi durumunda

y(o)=¢ (sinh 0T (o) +cosh HB(O'))
egrisi tanimlansin. Bu durumda y'(c) = esinhO(x(c )+ coth@r(c))N(o) dir. N vektori

spacelike  oldugundan, y egrisi spacelike egridir. (1 1) esitligi  kullanilarak

y'(o)= M elde edilir. o y egrisinin yay parametresi olmak iizere,
a

do, _¢sinh0 oldugundan
do a

ay (o) CZ;O-I =sinh9(sinh 0T (o) +cosh HB(O')) (12)

o
acoth8s (o) f;_l = acoth @y (o) x j—;%
= —cosh 6?(cosh¢9T(0')+sinh6?B(o-)) (13)

esitlikleri vardir. (12) ve (13) esitlikleri (10) ifadesinde yerine yazilirsa
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o

a J.l y(v)dv + acoth st(u)du = _[sinh 6(sinh 6T (v) + cosh BB(v) v
0 0

99

- '[ cosh &(cosh 0T (v)+ sinh 8B(v))dv

9o

= —:‘[T(U)du =—y(o)+c

oldugu goriiliir. Burada 7 egrisi negatif yonlendirilmistir.
T' niin timelike vektor olmas1 durumunda
y(o)=-¢ (sinh 0T (o)+cosh OB (0))
egrisi tammlansin. Bu durumda »'(c) = —gsinh@(x(c)+ coth@z(c))N(o) dir. N vektorii

timelike  oldugundan, »  egrisi timelike egridir. (1 1) esitligi  kullanilarak

y'(o)=- £sinh 0 N (0') elde edilir. o, y egrisinin yay parametresi olmak {izere,
do, _ £sinh0 oldugundan
do a
ay(a)?=—sinh@(sinhﬁT(o)+cosh6?B(0')) (14)
o
acoth8s (o) flj = acoth @y (o) x j—;%
= —cosh 9(005h¢9T(a)+sinh6?B(o-)) (15)

esitlikleri vardir. (14) ve (15) esitlikleri (10) ifadesinde yerine yazilirsa

a f 70 —acoth 0_[1 s(v)dv = - I sinh §(sinh 8T () + cosh 8B(v) v
0 0

o

+ Icosh 6(cosh 6T (v)+ sinh 6B(v ) v

=)

o

= IT(U)JU =y(o)+c

0o
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oldugu goriiliir. ;~/ egrisinin tanimindan 7 vektorii lightlike olamaz.
Simdi 7~/ egrisi timelike egri olsun. Bu durumda
y(o)=-¢ (sinh 0T (o) +cosh OB (0))

egrisi tamimlansim. y'(o) = —¢&sinh 6’(1((0)— coth 97(0))N (a) ve N vektori spacelike

oldugundan, y egrisi spacelike egridir. (1 1) esitligi kullanilarak y'(o) = M elde
a
edilir. o, y egrisinin yay parametresi olmak iizere, 6271 _ £sinh oldugundan
o a
a}/(a)cz;o-l = —sinh 6(sinh 0T () + cosh 0B(c)) (16)
o
acoth 495»‘(0')ﬂ = acoth 6y (o) x dy do,
do do, do
=coshH(cosh@T(a)+sinh6’B(G)) (17)

esitlikleri vardir. (16) ve (17) esitlikleri (10) ifadesinde yerine yazilirsa

a f y(Mv + acoth 6’_[] s(ofv = - I sinh A(sinh 67 (v) + cosh 8B(v))dv
0

0 o

+ Icosh &(cosh 0T (v)+ sinh 6B(v))dv

= TT(u)du =7(0)+c

oldugu goriiliir. 7~/ egrisi, tanim1 geregince, null egri olamaz. O halde bir kiiresel y egrisi
verildiginde, ona karsilik bir 7 Bertrand egrisi ve tersine normali null olmayan bir 7 Bertrand

egrisi verildiginde, ona karsilik bir kiiresel y egrisi bulunabilmektedir.

2.7.E; de Bir Kiiresel Egrinin Hiperbolik Evoliitii

Bu boliimde, birim kiireler iizerine tanimli regiiler bir egrinin evoliitii tanimlanacak ve

hiperbolik evoliit egrisinin geometrik anlami arastirilacaktir.
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E;} uzaymdaki birim kiireler
H:= {x eR’ |<x,x>L =-1,x, 2 1}
H? = {x e R’ |<x,x>L =-1,x, < —1}
S} = {xe R’ |<x,x>L = 1}
ile verilir. Bu durumda, bir y:I—>H> (y:1—>H’ veya y:I1—S]) regiler egrisi

verildiginde, «,(o)# =%l olmak iizere

HE (o) = ———(x_(o)y(o)+s(0)
z«gw—l\( ro)ec)

ile tanimlanan egriye y egrisinin hiperbolik evoliitii denir. Burada eger &, (O') >1 ise HE,
egrisi H> UH? de ve eer K, (O') <1 ise HE, egrisi S} de bulunmaktadir HE, egrisi
H’ iizerinde oldugu durumda, HE , egrisi yerine —HE, egrisi distintlebilir [81
Tamm 2.7.1. y:1 — H’ veya y:I— S kiiresel egrisi verildiginde
H":IxH! >R,H" (o,u)= <}/(O‘),u>L
H®:IxS} >R,H’(o,u)= <7(6),M>L
fonksiyonlara sirasiyla, p egrisi lizerinde hiperbolik timelike yiikseklik fonksiyonu ve
hiperbolik spacelike yiikseklik fonksivonu denir. Bu fonksiyonlar sirasiyla &' (a) ve i’ (0')
ile gosterilecektir [81
Onerme 2.7.1. » Kkiiresel egrisi verilsin.
1. V(O',u) € ]fo i¢in;

L (1) (o) =0 uelr(o).5(0)),

ii. (hf)(a)=(h5)(0')=0c>u=i;(lcg (0)7(0')+s(c7)) ve k.’ (0)>1



k’(0)>1 ve x,(0)=x,(c)=0 dir.
2. V(O‘,M)EIXSIZ i¢in;
i. (h,f)(a)=0c>ue<}/(0'),s(0')>

ii. (1)(c)=(h)(c)=0cu=x 1

1-x ((7)2

g

iii. (h)(c)=(1)(0)=(r)" =0u=x+

ve k,(0)=0

iv. (5)()=(1)(0)=(r)" = ()" =0 u=2+ _(x,(0)7(0)+s(0))

k’(o)<1 ve x,(0)=x,(c)=0 dir[8].

g

Ispat. Teorem 2.6.2. de verilen hiperbolik Frenet-Serret formiilleri kullamldiginda;

i. Tamm geregince (4, )(o)=(y(c).u), oldugundan (k] )(c)=(t(c),u) dur. Bu durumda
()(0)=0<(t(c).u), =0 oldugu goriilir. O halde u e (y(c).s(c)), dir.
ii. i ozeliginden, u(c)=Ay(c)+us(c) olacak sekilde A,ueR  vardr.
(7)(o)=(r(c)+x,(c)s(c).u) ve (h])(c)=0 oldugundan
0=(y(0)+5,(0)5(0),27 (o) + is(@)),
= Mr(0).r(0))+ur, (0){s(a).5(0)),
= A+ ux, (o)

elde edilir. O halde A= uk, (o) olacagindan u(O')Z,u(Kg (0)7/(0')+s(a)) dir. Ayrica
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u,u) =—1 oldugundan ,u=i—1 elde edilir.
(u.u), gu

2
x, (o) -1

iii. ve iv. 6zelikleri ve 2. 6zelik, benzer sekilde ispatlanir [81
Tamm 2.7.2. VreR ve u,e H. (veya u,€S) igin, PS' (uo,r) = {u eH: |<u,u0>L = r}
kiimesine H’ de u, merkezli r yarigapli pseudo ¢ember denir [81

Onerme 2.7.2. y:I— H’ birim hizli egrisi verilsin. «;(c)#1 olmak iizere, x!(o)=0

olmas1 icin gerek ve yeter sart u, = iTl‘(Kg (0')7/((7)+s(0')) sabit olmasidir. Bu
x (o) -

g

sart altinda, y egrisi u, merkezli gemberin bir pargasidir [8].
Ispat.

1 , kK \o)k, o
Uy = i—(Kg (0)7/(0)+ s(a)):> u, = ig—)m]/(()')i M (0')

‘K'g (o) —1‘ QK‘g (@) -1 1)3/2 ’

dir. Bu durumda u;=0< k) (O')EO dir. Bu sartlar altinda p egrisi, Yyarigapi

Kg (O-)

r=t———— ve merkezi u0=i—(/c (0)7/(0‘)+s(0)) olan PS'(u,,r)
k(o) -1

g

¢emberinin bir parcasidir [81

Onerme 2.7.3. «(0)#1 olmak iizere y:/— H. birim hizl egrisi verilsin. Vo, e/ igin,

+ Ke (0-0)

uOZHEy(O'O) ve 1, = -
G

olmak iizere, PS'(u,,r,) ¢emberi ile y egrisi,

}/(0‘0) da en az li¢ degme noktasina sahiptir [8].

Ispat. PS'(u,,r,)c H? olsun. Bu durumda tanimdan, (huTo )71 (r,)=PS" (uy,7,) olur. Onerme
2.7.1. de 1/iii. ézeligi geregince, PS'(u,,r,) gemberiile y egrisi, y(o,) daen az ii¢ degme
noktasina sahiptir. PS' (u,,7,) =S} oldugunda ise h:;) (r,) hiperbolik yiikseklik fonksiyonu

diisiintilerek benzer sekilde ispatlanir.
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Onerme 2.7.3. de verilen PS' (uo,ro) cemberine oskiilator cember veya geodezik egrilik
¢emberi denir. Bu ¢cemberin merkezi olan u,, geodezik egrilik merkezi olarak adlandirilir.
Dolayisiyla y  egrisinin hiperbolik evoliiti  HE, (0') , geodezik egrilik merkezlerinin

geometrik yeridir [81

2.8.E; de Spacelike ve Timelike Egrilerin Kiiresel Gostergelerine Karsiik Gelen

Bertrand Egrileri

Tamm 2.8.1. Bir y:/ —> E timelike egrisi o yay parametresi ile verilmis olsun. y
egrisinin Frenet vektorleri {t,n,b} ve egriligi K(O‘)¢O olmak iizere, y,:I — H} Oyleki
7, (s) =1(s) seklinde tamimlanan egriye y egrisinin birinci kiiresel gostergesi veya tegetler
gostergesi denir.

Teorem 2.8.1. y, egrisinin yay parametresi o, ile verilsin. Bu durumda C;O-’ = K'(O') dir.
o

Ispat. y egrisi timelike egri oldugundan n vektorii spacelike vektordiir. O halde

o,(c)- j”f(u)”du

= j HK‘(U)I’I(U)HdU = ]{ K‘(U)dl)

%0

elde edilir.
Teorem 2.8.2. E’ de timelike bir egrinin tegetler gdstergesi olan y, egrisine karsilik gelen
Bertrand egrisi

7(o,)=ay(c,)+acoth® j b(v)dv + ¢

o
)

dir.
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Ispat. y egrisi timelike bir egri oldugundan teget vektorii ¢ timelike vektordiir. Bu durumda

y, egrisi, teget vektori ¢, = j—t spacelike vektor oldugundan, spacelike bir egridir. s, =¢xt,

o,

olmak tlizere, y, egrisinin {t, t, s[} catisina gore hiperbolik Frenet formiilleri Teorem 2.6.2. de

verildigi gibidir. Bu durumda Teorem 2.6.3. geregince y, egrisine karsilik gelen Bertrand

egrisi
%t %
7(o,)=a J t(v)dv+acoth j s, (v)dv+c
G'ZO O'to
=ay(o,)+acoth@ J- t(v)xt,(v)dv+c
O'to
olacaktir. Burada ¢ = dt _dt do oldugundan, Teorem 1.4.1 kullanilarak
do, dodo,
}7(0,)=a;/(0t)+acoth0j t(u)XK(U)n(U)ﬁdquc
‘o
%
=ay(o,)+acothd J b(v)dv + ¢
O-IO
elde edilir.

Tamm 2.8.2. Bir y timelike egrisi o yay parametresi ile verilmis olsun. y egrisinin Frenet
vektorleri {z,n,b} ve y egrisinin egriligi x(o)#0 olmak iizere, y,:I—S’ Oyleki
7,(s)=n(s) seklinde tanimlanan egriye y egrisinin ikinci kiiresel gostergesi veya asli

normaller gostergesi denir.

do

Teorem 2.8.3. y, egrisinin yay parametresi o, ile verilsin.Bu durumda ||w(0')|| dir.

G =
Burada w(o)=7(0)t(c)+x(0)b(o) olup, Darboux vektdriinii gostermektedir.
t n —-b

Ispat. w=nxn'=|0 1 0|=>w=u+xb

x 0 7
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elde edilir.
Teorem 2.8.4. E; de timelike bir egrinin asli normaller gostergesi olan y, egrisine kargilik
gelen Bertrand egrisi

7(0,)=a f (v )du+gcoth6?j v)dv |+c

(o2
] ”0

dir. y, egrisinin spacelike veya timelike olmasma gore sirasiyla £ =1 ve &=-1 degerini

alir. Burada a’( ) dir.

HW H

Ispat. y eprisi timelike bir egri oldugundan asli normal vektorii n spacelike vektordiir. Bu

. 9 o d . L ,
durumda y, egrisinin teget vektori olan ¢ =d—n spacelike veya timelike vektor
o

n

oldugundan, y, egrisisirasiyla, spacelike veya timelike bir egridir. s, =¢x¢, olmak iizere, y,
egrisinin {n,tn,sn} catisina gore hiperbolik Frenet formiilleri Teorem 2.6.2. de verildigi

gibidir. Bu durumda Teorem 2.6.3. geregince y, egrisine karsilik gelen Bertrand egrisi

Gﬂ

7(o )=a_[ n(v )du+agcoth€.f v)dv+c

n

(e (e
7[0 110

=a f n(v)dv+ae coth @ f n(v)xt, (v)dv+c

O O
oy o
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elde edilir. Burada Teorem 1.4.1. geregince :;’_n =n(o)=x(o)t(c)+7(c)b(o) olup, nxn
o

Lorentz vektorel carpimi yapildiginda

o-i'l

7(o,)=a I n(u)du+aac0th9}

(o3
0

o-n
an
0

elde edilir.

n(v)dv+ae coth @ I

¢ w(v)

Ha’u+c

(@)l

o
n,
0

du+c

”0

Tamm 2.8.3. Bir y timelike egrisi o yay parametresi ile verilmis olsun. y egrisinin Frenet

vektorleri {z,n,b} ve egriligi x(c)#0 olmak iizere, y,:1— S’ dyleki y,(s)=b(s)

seklinde tanimlanan egriye y egrisinin giincii kiiresel gdstergesi veya

gostergesi denir [3] .

Teorem 2.8.5 y, egrisinin yay parametresi o, ile verilsin. Bu durumda do, _

binormaller

(o) dir.

do

Ispat. y egrisi timelike egri oldugundan n vektorii spacelike vektordiir. O halde

o)= juz;(ux\du
- J =

~2(0)

%0

do,
do

dir.

‘du = ]Z (v)dv

Teorem 2.8.6. E’ de timelike bir egrinin binormaller gdstergesi olan y, egrisine karsilik

gelen Bertrand egrisi
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% %
7(0,)=a Ib(u)dv+gcoth6? I t(v)dv |+c

dir. y, egrisinin spacelike veya timelike olmasma gore sirasiyla £ =1 ve &=-1 degerini

alir.

Ispat. y egrisi timelike bir egri oldugundan binormal vektérii b spacelike vektordiir. Bu

durumda y, egrisinin teget vektorii olan ¢, =

spacelike veya timelike vektor
Oy

oldugundan, y, egrisi sirasiyla, spacelike veya timelike bir egridir. s, =¢x¢, olmak iizere, y,
egrisinin {n,tb,sb} catisina gore hiperbolik Frenet formiilleri Teorem 2.6.2. de verildigi

gibidir. Bu durumda Teorem 2.6.3. geregince y, egrisine karsilik gelen Bertrand egrisi

% %
7(o,)=a I b(v)dv+aecoth @ I s, (v)dv+e
% %
=a J b(v)dv+aecoth I b(v)xt,(v)dv+c
olacaktir. Burada ¢, = b _db do oldugundan Teorem 1.4.1. kullanilarak
o, dodo,
% %
7(o,)=a _[ b(v)dv+ascothd I b(u)x[—r(u)n(v)]r(u)du+c
% %
=a I b(v)dv+ae coth§ J t(v)dv+e

elde edilir.

Tanim 2.8.4. Bir y spacelike egrisi o yay parametresi ile verilmis olsun. y egrisinin Frenet
vektorleri {z,n,b} ve egriligi x(o)#0 olmak iizere, y,:/— S’ &yleki y,(s)=1(s)
seklinde tanimlanan egriye y egrisinin birinci kiiresel gostergesi veya tegetler gostergesi

denir.
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Teorem 2.8.7. y, egrisinin yay parametresi o, ile verilsin. Bu durumda Cfio-‘ = K’(O‘) dir.
o

Ispat. Frenet formiilleri kullanilarak

o,()= [Jiw)dv

= THK(U)I’!(U)HCZU = TK(U)dU

%0

elde edilir.
Teorem 2.8.8. E’ de spacelike bir egrinin tegetler gdstergesi olan y, egrisine karsilik gelen

Bertrand egrisi

%
7(c,)=4d| y(o,)+ecothd I b(v)dv | +c
O'tO
dir. y, egrisinin spacelike veya timelike olmasina gore sirastyla € =1 ve &=-1 degerini
alir.

Ispat. y egrisi spacelike bir egri oldugundan teget vektorii ¢ spacelike vektdrdiir. Bu

durumda, teget vektorii ¢ =j—t spacelike veya timelike vektor oldugundan, y, egrisi

o,

sirastyla spacelike veya timelike bir egridir. s, =¢x¢, olmak iizere, y, egrisinin {,7,,s,}

catisina gore hiperbolik Frenet formiilleri Teorem 2.6.2. de verildigi gibidir. Bu durumda
Teorem 2.6.3. geregince y, egrisine karsilik gelen Bertrand egrisi

% %
7(0,)=a J t(v)dv+agcoth @ J s, (v)dv+c

O,
)

=ay(o,)+ascothd I t(v)xt (v)dv+c

O,
0
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olacaktir. Burada ¢, = —= 229 oldugundan, Teorem 1.4.1. kullanilarak

do+c

7(0,)= ay(a,)+agcoth9:f t(v)xx(v)n(v)

%

1
x(v)

=a| y(o,)+&coth & I b(v)dv |+ ¢

O
‘o

elde edilir.

Tanim 2.8.5. Bir y spacelike egrisi o yay parametresi ile verilmis olsun. y egrisinin Frenet
vektorleri {z,n,b} ve y egrisinin egriligi x(o)#0 olmak iizere, y,(s)=n(s) seklinde
tanimlanan egriye y egrisinin ikinci kiiresel gostergesi veya asli normaller gostergesi denir.

Burada y egrisi spacelike oldugundan n vektorii spacelike veya timelike olabilir, bu

durumda, y, egrisisirasiyla S} veya H; iizerine tanimlidir.

Teorem 2.8.9. y, egrisinin yay parametresi o, ile verilsin.Bu durumda % = ||W(0'X| dir.
o

Burada, n vektorii timelike iken Darboux vektorii W(O') = T(O‘)t(O‘) + K(O‘)b(O‘) ve n
vektorii spacelike iken Darboux vektdrii w(o)=7(o)t(o)—x(o)b(o) dur.
Ispat. y eprisi spacelike bir egri ve n timelike bir vektdr olmak iizere, Frenet formiilleri

kullanilarak

t n =-b
w=nxn=0 1 0|=>w=u+xb

xk 0 7

oldugu goriiliir ve HW(O‘)H = \/ k*(o)+7° (o) dir. Benzer sekilde n spacelike bir vektor ise

t n -b
w=nxn=|0 1 0|=>w=u—-xb

-k 0 7

elde edilir ve HW(O‘)H:\/K‘Z (O')—T2 (o) dir. O halde n nin timelike bir vektér olmasi

durumunda
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I
—
A
—_
C
N—
~
—_
c
N
+
l\]
—_
C
N
S
—_
c
=
QL
C

I
—_—
[\S]
—_
~
+
N
[38]
—_
C
—
QU
C

do, _ e (u)+ 12(0) = ||M<O']|

do

ve n nin spacelike bir vektor olmasi durumunda, b timelike vektor oldugundan

o,(0)= j”n(u)”a’u

I
—
|
A
—_
C
~
=~
—_
C
~
+
N
—_
C
~

(ol
—_
C
=

QU
C

I
—_—
A

[\
—_
C
~
|
Vﬁ

[\
—_
C
~
[
C

oldugu goriiliir.
Teorem 2.8.10. E de spacelike bir egrinin asli normaller gdstergesi olan y, egrisine karsilik

gelen Bertrand egrisi

7(0,)=a f n(v)dv+ecoth f d(v)dv |+c
UnO O-no

dir. y, egrisinin spacelike veya timelike olmasma gore sirasiyla £ =1 ve &=-1 degerini

alir. Burada d (v)= LG)H dir.

o
Ispat. y egrisi spacelike bir egri oldugundan asli normal vektdrii 7 spacelike veya timelike

vektor olabilir. n spacelike vektor oldugunda, y, egrisinin teget vektorii olan ¢ _dn

do

n
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spacelike veya timelike vektor olacagindan, y, egrisi sirastyla, spacelike veya timelike bir

egridir. Benzer sekilde n timelike vektor oldugunda, y, egrisinin teget vektorii olan

t, :d_n spacelike vektor olacagindan, y, egrisi spacelike bir egridir. Her iki durumda da
O-l’l

s =txt, olmak lizere, y, egrisinin {n,tn,sn} catisina gore hiperbolik Frenet formiilleri ve
Teorem 2.6.3. geregince y, egrisine karsilik gelen Bertrand egrisi

o
n

7(e,)=a I n(v)dv + as coth @ f s, (v)dv+c

O—HO no
=a f n(u)dv+aecoth9fn(u)xtn(u)du+c
O-ﬂo U’lo

olacaktir. Burada ¢, = —— =——— oldugundan

7(o,)=a I n(v)dv+aecothd f n(v)x

o
n
0

dn 1
E—HW(U)H dv+c

elde edilir. Burada Teorem 1.4.1. geregince 5—” =n(o)=x(o)t(c)+7(c)b(c) olup, nxn
o

Lorentz vektorel carpimi yapildiginda

7(o,)=a fn(u)du+agcoth6’ fMdu+c
Gno O_n

w(u)”

=q f n(v)dv+aecoth @ f d(v)dv+c
O-no 0-’10

elde edilir.
Tamm 2.8.6. Bir y spacelike egrisi o yay parametresi ile verilmis olsun. » egrisinin Frenet
vektorleri {7,n,b} ve egriligi x(c)#0 olmak iizere, y,:1— S’ dyleki y,(s)=b(s)

seklinde tanimlanan egriye y egrisinin iigtincii kiiresel gostergesi veya binormaller gostergesi

denir [3] )
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Teorem 2.8.11 y, egrisinin yay parametresi o, ile verilsin. Bu durumda Cflo-” = r(o-) dir.
o

Ispat. y egrisi spacelike egri oldugundan n vektorii spacelike veya timelike vektor olabilir.

Her iki durumda da, Frenet formiilleri geregince b=m oldugundan

o,(c)= ]{Hb(uﬂdu

= [Jewn(o)dv = [ 7(v)do
do, r(o-)

elde edilir.
Teorem 2.8.12. E; de spacelike bir egrinin binormaller gdstergesi olan y, egrisine karsilik

gelen Bertrand egrisi

77(6,,)2 a J. b(v)dz)—gcothe I t(u)du +c
‘7170 GbO

dir. y, egrisinin spacelike veya timelike olmasma gore sirasiyla £ =1 ve &=-1 degerini

alir.
Ispat. y eprisi spacelike bir egri oldugundan binormal vektdrii b spacelike veya timelike
. e C 9 o db .
vektor olabilir. Bu durumda p, egrisinin teget vektorii olan ¢, =—— de spacelike veya
Oy
timelike vektor oldugundan, y, egrisi sirasiyla, spacelike veya timelike bir egridir. s, =¢x¢,
olmak iizere, y, egrisinin {n,7,,s,} catisina gore kiiresel Frenet formiilleri Teorem 2.6.2. de
verildigi gibidir. Bu durumda Teorem 2.6.3. geregince y, egrisine karsilik gelen Bertrand
egrisi
%p

%
7(o,)=a I b(v)dv+aecothd I s, (v)dv+e

O O,
by by
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%

%
=a J b(v)dv+aecoth I b(v)xt,(v)dv+c
0 %
olacaktir. Burada ¢, = ——=——— oldugundan Teorem 1.4.1. kullanilarak

7(6;, ) =a I b(u)du +agcoth @ T b(u)x [Z‘(U)n(u)]L dv+c

)

%p %h
=a I b(v)dv — ag coth @ I t(v)dv +c

elde edilir.



1.

3. SONUCLAR

Bu caligmanin literatiire katkilar1 agagidaki sekilde 6zetlenebilir:

Bu calismada ilk olarak 3 boyutlu Oklid uzayinda, kiiresel egrilerden Bertrand egrisi
elde edilisini veren metod kullanilarak, bir egrinin kiiresel gostergelerine karsilik gelen
Bertrand egrileri hesaplanmuistir.

Tegetler gostergesine karsilik gelen Bertrand egrisi,

~

7(c,)=ay(o,)+acotd '[ b(v)dv + ¢
O-IO
Asli normaller gostergesine karsilik gelen Bertrand egrisi,

o-i'l

7(o,)=a f n(v)dv+acotd _[ d(v)dv+c
o-no O-no

Binormaller gostergesine karsilik gelen Bertrand egrisi,

% %
7(o,)=a _[ b(v)dv+acotd I t(v)dv+c

olarak hesaplanmustir.
Bu calismada ayrica, Oklid uzayindaki metod 3 boyutlu Minkowski uzaymna
genisletilmis ve bir kiiresel egriye karsilik gelen Bertrand egrisinin, a ve & sabit

sayilar, ¢ sabit vektor ve & ==1 olmak lizere,
7(o)=a I}/(u)du +& coth@js(u)iu +c
oldugu goriilmiistiir.
Lorentz — Minkowski uzayinda da spacelike ve timelike egrilerin kiiresel gostergeleri

tanimlanmis ve onlara karsilik gelen Bertrand egrileri hesaplanmistir.
E’ de timelike veya spacelike bir egrinin tegetler gdstergesi olan y, egrisine

karsilik gelen Bertrand egrisi
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7(c,)=d| y(c,)+&cothd J.t bv)dv |+c 7,
%1
dir. y, egrisinin spacelike veya timelike olmasina gore sirasiyla € =1 veya &=-1
degerini alir.

E’ detimelike veya spacelike bir egrinin asli normaller gdstergesi olan y, egrisine

karsilik gelen Bertrand egrisi,

o
n

7(o,)=a J n(v)dv+ecothd f d(v)dv |+c
" "
dir. y, egrisinin spacelike veya timelike olmasina gore sirasiyla ¢ =1 veya &=-1
degerini alir.
E’ de spacelike bir egrinin binormaller gdstergesi olan y, egrisine karsilik gelen
Bertrand egrisi,

(e}

77(6,,)241 J.b(v)dv—gcothGTt(u)du +c

%, %,
dir. y, egrisinin spacelike veya timelike olmasina gore sirasiyla ¢ =1 veya ¢ =-1
degerini alir.

E’ de timelike bir egrinin binormaller gdstergesi olan y, egrisine karsilik gelen

Bertrand egrisi,

% %
7(0,)=a J. b(v)dv+ecothd J. t(v)dv |+c

dir. y, egrisinin spacelike veya timelike olmasina gore sirasiyla € =1 veya ¢=-1

degerini alir.



4. ONERILER

I

Verilen bu yontem null egriler i¢in farkli bir ¢ati ile olusturulabilir.

3 boyutlu Minkowski uzayinda yapilan bu hesaplamalar, 4 boyuta tasinabilir.

Bishop Kiiresel Gostergeler i¢in ayn1 yontemle Bertrand egrileri hesaplanabilir.

Null egriler i¢in hiperbolik evoliit kavrami ¢aligilabilir. Burada egrilik gemberleri yerine
horocycle’lar diisiiniilebilir. Bir horocycle kisaca, belirli bir noktada ayni tegete sahip,
sonsuz yarigapli ¢emberlerin limiti olarak tamimlanabilir. Oklid uzayinda “sonsuz

yarigapli gember” bir dogru iken, hiperbolik geometride bu bir egridir.
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