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OZET

Bu calismada Hiperbolik sayilar ve Hiperbolik sayilarin 2-boyutlu Hiperbolik
geometriye uygulamalar1 yapildi. Hiperbolik sayilara ait bazi1 Ozellikler gosterildi.
B(H),,B(H), ve L(H) gruplarina gore denklik problemleri ¢oziildii. Bu sonuglari
kullanarak 0(1,1,R),S0(1,1,R) ve Lorentz gruplarinin denklik problemleri ¢oziildi.
Ayrica L(H),L,B(H);,50(1,1,R),0(1,1,R),B(H), gruplar arasindaki baglantilar

incelendi.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik geometri, Hiperbolik Say1, Invaryant, Lorentz grubu



SUMMARY

Hyperbolic Numbers and The Applications of Hyperbolic Numbers In 2-Dimensional
Hyperbolic Geometry

In this study Hyperbolic numbers and the applications of Hyperbolic numbers to the

2-dimensional Hyperbolic geometry were applied. Some properties of Hyperbolic numbers

were shown. Equality problems for groups B(H);, B(H),, and L(H) were solved. Using

these results, equality problems for 0(1,1, R), SO(1,1, R) and Lorentz groups were solved.

Also the haks among the groups L(H),L,B(H),SO(1,1,R),B(H),,0(1,1,R) were

examined.

Key Words: Hyperbolic geometry, Hyperbolic numbers, Invariant, Lorentz group
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Hiperbolik say1 olarak adlandirilan sayilar ¢esitli kaynaklarda Split karmasik say1
veya Double karmasik say1 olarak adlandirilir.

Split karmasik sayilarin kullanimi1 James Cockle’ nin 1848 tarihli ¢alismasina [1]
kadar gider. Willam Kingdom Clifford split karmasik sayilari calismalarinda [2]
kullanmustir.

1935’ de J.C.Vignaux ve A. Duranonay Vedia ¢aligmada [4] split karmagik geometri,
cebir ve fonksiyon teorisini gelistirdiler. Bu agiklayict ve pedagojik caligmalarla konuyu
umumi degerlendirmelerle sundular.

1995° de G. Sobczyk yaptigi calismada [5] Hiperbolik sayilar i¢in modiil, i¢-¢arpim,
matris gosterimi ve grafikleri hakkinda bilgi sundu. Hiperbolik sayilarin hiperbolik
fonksiyonlar yardimiyla gdsteriminin ifadesini yapti.

2003’ de F. Catoni, R. Cannata, V. Catoni, P. Zampetti yaptiklar1 ¢alismada [6]
Hiperbolik sayilarin Hiperbolik fonksiyonlar yardimiyla ifadesini verdiler. Hiperbolik
sayinin grafiksel gosterimini sundular.

2008 de D. Boccaletti, E. Nichelatti, F. Catoni, R. Cannata, V. Catoni and
P. Zampetti yazdiklar kitapta [3] Hiperbolik sayilar hakkinda genis bilgi sundular.

Hiperbolik sayilar ile ilgili bilgi [8] ve [9] calismalarinda da verilmektedir.

Tezin amact 2- boyutlu hiperbolik geometrideki temel gruplar icin G- denklik
problemlerini hiperbolik sayilar kullanilarak incelemektir. Bu yontem hiperbolik
geometrideki temel SO(1,1, R), L gruplaria karsilik gelen ve hiperbolik sayilardan olusan
B(H)4, L(H) gruplarini ortaya ¢ikardi. Bu yontemin 6nemli bir 6zelligi su oldu ki, dogal
olarak hiperbolik sayilarin 6nemli yeni bir grubunu (B(H), grubunu) da ortaya ¢ikardu.

Tezde asagidaki konular incelendi:

1) SO(1,1,R) ve L gruplarina karsilik gelen B(H), ve L(H) hiperbolik sayilar
gruplariin tanimlar1 ve 6zellikleri;

2) B(H), grubunun tanimi ve 6zellikleri;

3) B(H),,B(H),, L(H) gruplarina gore G- denklik problemleri;



4) 0(1,1,R),S0(1,1,R), L gruplarina gore G- denklik problemleri;
5)L(H),L,B(H),,5S0(1,1,R), B(H),, 0(1,1, R) gruplar arasindaki baglantilar.
Bu problemlerin ¢oztimleri hiperbolik sayilara ait bazi problemleri ortaya ¢ikardi.

Tezde bu sekilde ortaya ¢ikmis olan problemler de incelendi.

1.2. Hiperbolik Sayilarin Temel Ozellikleri

Tammm 1: Va,b € R olmak iizere A = (a, b) ikilisine siral ikili denir.
R? =RxR ={(a,b):a,b € R} olmak iizere, Vh k € R>,h = (x,v),k = (z,w) ve
x,y,Z,w€Ricinx =z,y=w & h=kdr.

Simdide R? = {(x,y):x,y € R} iizerinde toplam ve ¢arpim tanimlayalim.

Tamm 2: @: R? X R? - R? i¢ islemi h = (x,v),k = (z,w) € R? olmak iizere
h®k=(y ®(zw)=((x+zy+w) seklinde tammlanir ve R?’ deki toplama

olarak adlandirilir.

Tanm 3: O: R? X R?2 > R? i¢ islemi h = (x,y),k = (z,w) € R? olmak iizere
hOQk=(xy) ©(zw)=(xz+yw,xw + yz) seklinde tanimlanir ve R?> deki ¢arpma

olarak adlandirilir.

Tammm 4: R Reel sayilar ciimlesi olmak iizere R? ciimlesi iizerinde Tanim 2 ve
Tanim 3’ deki gibi toplama ve c¢arpma islemleri tammlanmis ise (R?,@,() ciimlesine

Hiperbolik sayilar ciimlesi denir ve H ile gosterilir.

Teorem 1: H ciimlesi birimli ve degismeli halkadir.
Ispat: H ciimlesinin degismeli halka oldugunu gosterelim.
1) (H,®) ikilisi birimli ve degismeli halkadir.
1.1) VA,B,C e Hve A = (a,b),B = (c,d),C = (e, f) igin;
A® (B@®C)=(A®B) D C ise birlesimlidir.
A®@BOC)=(ab)®((cd®@(ef)=(ab)®(+ed+f)
=(a+(c+e)b+(@+f)=(@+c+db+d+f)

A®B®C=(ab)®(d))DEN=@@+cb+d) @ (ef)



=(a+c)+e(b+d)+f)=(@+c+db+d+f)
Bu esitliklerden A @ (B ® C) = (A @ B) @ C oldugu goriiliir.
1.2) VA, BeH ve A= (ab),B=(cd)igcin A® B =B ® A ise H degisimlidir.
A®B=(a,b)®(c,d)=(a+c,b+d)
B®A=(d) ®(ab)=(c+ad+b)
esitliklerinden A @ B = B @ A oldugu gortiliir.
1.3) 30 € H &yle ki keyfi A€ H icin A@0=0®D A=A dir. 0=(0,0) olarak
alalim ve keyfi A = (a, b) eleman olsun. A @ 0 = (a,b) @ (0,0) = (a, b) = A bulunur.
14) KeyfiA€eHicin A@ X = X ® A = 0 olacak sekilde X € H’ n var oldugunu
gostermeliyiz.
ADX=@b)®xy)=0=(a+x,b+y)=(0,0) buradan x+a=0=
x=—avey+b=0= y=—bdir. Dolayisiyla X = (—a,—b) € H dir.
2) (H,®) ikilisi birimli ve degigmeli halkadir.
2.1)VA,B,C e Hve A = (a,b),B = (c,d),C = (e, f) i¢in;
AOBOC)=(A0OB)(OC ise H birlesimlidir.
AOBOC)=(a,b)O((cd)O(ef))=(ab) O (ce+df,cf +de) =
= (a(ce +df) + b(cf + de),a(cf + de) + b(ce + df) =
= (ace + adf + bcf + bde,acf + ade + bce + bdf)
AOB)OC=((ab)®(d)O(ef) = (ac+bd,ad + bc) © (e, f) =
= ((ac + bd)e + (ad + bc)f, (ac + bd)f + (ad + bc)e) =
= (ace + bde + adf + bcf,acf + bdf + ade + bce)
Bu esitlikten A © (B O C) = (A © B) © C oldugu sonucu ¢ikar.
22)VA,BeEHve A= (ab),B=1(cd)igin AO B =B (O A ise H degisimlidir.
AO®OB =(a,b) ®©(c,d) = (ac+ bd,ad + bc)
BOA=(c,d) O®(ab)=(ca+bd,cb+da);
bu esitliklerden A O B = B O A oldugu sonucu ¢ikar.
23) IE€EH dyle ki keyfi AeHicin AOQE=EOA=A dir. £€=(1,0) olarak
alalim ve A = (a, b) keyfi eleman olsun.
AOE=(a,b)®(1,0)=(al+b0,b1+a0) =(a,b) =A buradan ¢arpimin
degisme ozelliginden A O E=E O A = A bulunur.
3) @ ve © islemlerinin dagilma 6zelligi;
31)VA,B,CEHiginAOQ (B®C) =(AOB)® (A O C) ise soldan dagilma



ozelligi vardir.
AOB®C) =(ab)O((cd)®(ef)=(abO(+ed+f)=
= (a(c +e)+bd+f),ald+f)+b(c+ e)) =

= (ac + ae + bd + bf,ad + af + bc + be)

AOBB®MUAOC)=((ab)Od)®((ab)Olf)=
= (ac + bd,ad + bc) @ (ae + bf,af + be) =
= (ac + bd + ae + bf,ad + bc + af + be)

bu esitlikten A © (B@ C) = (A O B) @ (A © C) sonucu gikar.

32) VAB,CEH igin A@B)OC=(A0OC)D (BOC) ise sagdan dagilma

ozelligi vardir. Carpimin degisme 6zelliginde bu esitlikte saglanir. m

Teorem 2: H ciimlesi bir cisim degildir.

Ispat: Eger H cisim olsaydi VO # A€ H icin AQ B =B ® A = (1,0) olacak
sekilde B = (x,y) € H mevcut olmasi gereklidir. Bu durumda A = (a,a) € H i¢in boyle
ozellikli B € H mevcut olmadigini gosterelim.

AOB=01,0)=(a,a) O (xy)=(10) = (ax + ay,ax + ay) = (1,0)

{ax+ay=1

ax +ay = 0’ bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla B € H mevcut degildir. m

Not: @ islemi yerine * + “, © islemi yerine ‘.” kullanilacak.

Teorem 3: H hiperbolik sayilar halkast R reel sayilar cismine izomorf bir alt
climleyi alt cisim olarak kapsar.

Ispat: M = {(a,0),a € R, M € H ve f:M — R; f(a,0) = a olarak tanimlayalim.
@®:MxXM —MVABEM, igin A®B =(a,0)® (b,0) =(a+b,0) €M kapalidir.
O:MxXM — M VABEeEM, igin AOB=1(a,0)® (b,0)=(ab,0) € M kapalidir.
@, islemine goére M abel grubudur.

1) VA, B, C € H I¢in birlesme 6zelligi oldugundan M’ deki keyfi ii¢ eleman icinde
birlesme 6zelligi vardir.

2) VA,B € H i¢in degisme ozelligi oldugundan M’ deki keyfi iki eleman iginde
degisme ozelligi vardir.

3) M’deki (0,0)eMve A €M iginA® (0,0) =(a,0)® (0,0) =(a,0)=A4

oldugundan (0,0) € M, @ islemine gore birim elemandir.



4) Keyfi X € M icin Y € M vardir. Oyle ki X @ Y = (0,0), dur.
X = (a,0)igin Y € M’ nin var oldugunu gosterelim;
X®Y =1(00)
(a,0) @ (,0) = (0,0)
(a+y,0)=(0,0)= y=—a olur ve (—a,0) €M oldugundan Y e M
mevcuttur.
©® Isleminin @ islemi iizerine dagilma 6zelligi tiim H’de var oldugundan M’de de
vardir.
@ Isleminin dzelligi;
1) VA, B, C € H i¢in birlesme 06zelligi oldugundan M’ deki keyfi ii¢ eleman iginde
birlesme 6zelligi vardir.
2) A, B € Hicin degisme o6zelligi oldugundan M’ deki keyfi iki eleman i¢inde
degisme 6zelligi vardir.
3) (1,00 eMve A€ Higin A QO (1,0) = A dir. Tim H’ de birim eleman 6zelligi
oldugundan M’de de vardir.
4) Keyfi 0 # X € M igin A € M vardir, 6yleki A © X = (1,0)’ dur.
X = (x,0) ve X # 0 oldugundan x # 0" dur.
AOX=(,0)
(a,0) © (x,0) = (1,0)
(ax + a0,x0 + a0) = (1,0)
(ax,0)=(1,0) > ax=1=a = i bulunur. A1 = (i,O) € Mdir.
Dolayistyla M cisimdir. Simdi de f’ nin izomorfizm oldugunu gosterelim.
f, @ islemine gore homomorfizmdir:
A=1(a,0),B=(b,0)eEMcH olmak iizere f(A® B) = f((a, 0) @ (b, 0)) =
fl@+b,0)=a+b=7f(a0 @ f(b0)=f(A)® f(B) du.
f, © islemine gore homomorfizmdir:
A=(a0),B=(h,00eMcH olmak iizere f(AQB)=f((a,0) 0O (b,0)) =
f(ab,0) = ab = f(a,0) O f(b,0) = f(4) O f(B) dir.
f bire birdir:
A=(a0)#B=(bh0)eMcHigin f(A) # f(B) dir.
A#+B=(a,0)# b0 =a#*b=f(a0) #f(b0)= f(A) # f(B)
f ortendir:



Vb € R i¢in b = f(B) olacak sekilde B € M c H vardir. B’ yi B = (b,0) olarak
secelim. f(b,0) = b dir. m

Tanim 5: Teorem 3’ {in sonucu olarak (a,0) hiperbolik sayisinin izomorfu olan a

reel sayisi olarak gosterilecek yani; (a, 0) = a alinacaktir.

Tanmmm 6: Bir A = (a,b) € H hiperbolik sayisinda "a" reel sayisina A’ nin reel
kismi, "b" reel sayisina A’ nin hiperbolik kismi denir ve Re(A4) = a, Hp(A) = b seklinde

yazilir.

Tamm 7: (0,1) hiperbolik sayis1 § ile gosterilecektir yani; (0,1) = § alinacak ve

hiperbolik birim olarak adlandirilacak.

Sonuc 1: §2 = 1°dir.
Ispat: 62 = 66 = (0,1)(0,1) = (0 + 1,0 + 0) = (1,0) = 1 elde edilir. m

Teorem 4:A4 = (a,b) EH icin A =a+ db seklinde tektiirlii yazilabilir yani;
(a,b) = a + &b’ ye esittir.
Ispat: A = (a,b) = (a,0) + (b,0) = (a,0) + (0,1)(0,b) = a + &b elde edilir. m

Tanmim 8: A € Rile A € H sayisinin ¢arpimi R X H — H, A(a, b) = (1a, Ab)

seklindeki sayiya bir hiperbolik saymin bir reel skaler ile ¢arpimi denir.

1.3. Hiperbolik Sayinin Matris Gosterimi

Z Z) formundaki matrisler cimlesi olsun.

M’ de matrislerdeki (4) ve () islemlerini géz 6niine alalim. (M, +,") islemlerine gore

Teorem 5: a,b € R olmak iizere, M,(

M birimli degismeli bir halkadir ve bu halka H’ ye izomorftur.

a
b

oldugunu gosterelim. Oncelikle M’ nin (M, +,") islemine gore birimli ve degismeli bir

Ispat: f:H — M, f(a,b) = ( Z), olarak tanimlayalim ve f’ in bir izomorfizm

halka oldugunu gdosterelim.



+:M X M — M\YA,B € M i¢in

A+B= (Z Z) + (ccl Cci) = (Z -il-_cci Zi?) € M oldugundan M kapalidir.

<M X M — M\VA,B € Mig:in;

=0y 0@ 0= Gathe i

(M, +), Ikilisi birimli ve degismeli bir halkadur.

) € M oldugundan M kapalidir.

1) VA, B, C matrisleri i¢in birlesme 6zelligi oldugundan M’ deki keyfi ii¢ matris i¢in
de birlesme 6zelligi vardir.

2) Keyfi A, B matrisleri i¢in degisme 6zelligi oldugundan M’ deki keyfi iki matris
icin de degisme ozelligi vardir.

3)3 (8 8) € M, A € M keyfi bir matris olsun.

(8 8) (7 Z) =(} 2) — A € M oldugundan M birimlidir.

4)Keyfi0 # X € M igin A € M vardir Syle ki A + X = (8 8) dir.

x=(} 3)#0=x#0y#0dr

y x

_ a b X YN _(0 0 at+tx b+y\y (0 0
A+X_(0'0)=>(b a)+(y x)_(o 0):(b+y a+x)_(0 0)
buradana+x =0=x=—-aveb+y=0= y = —p dir.
Dolayisiyla X = (:Z :2) € M bulunur.

(+) isleminin (+) islemi {izerine dagilma 6zelligi vardir.

VA,B,C € M igin A(B + C) = AB + AC oldugunu gosterelim

awro= (6 D+ D)=G DETF 2D)-

_(ac+ae+bd+bf ad+af+bc+be>
“\ad + af + bc + be ac + ae + bd + bf

arac=(5 (G O+G DG )=

=(ac+bd ad+bc) (ae+bf af+be)
ad + bc ac + bd af + be ae+ bf

(ac+ae+bd+bf ad+af+bc+be>
ad + af + bc + be ac+ ae+ bd + bf

Buradan goziikiiyor ki A(B + C) = AB + AC * dir.

(+) isleminin 6zelligi:



1) VA, B, C matrisleri i¢in birlesme 6zelligi oldugundan M’ deki keyfi ii¢c matris i¢in
de birlesme 6zelligi vardir.
2) Keyfi A, B matrisleri i¢in degisme 6zelligi oldugundan M’ deki keyfi iki matris

icin de degisme 6zelligi vardir.

3) (1 0) € M, A € M keyfi bir matris olsun.

0 1
1 0\(fa b\ _(a b)_ . . .. .. . 1yee
(O 1) (b a) = (b a) =A €M, tim matrisler icin birim eleman o6zelligi var

oldugundan M i¢in de var.

4) Keyfi 0 # X € M i¢in A € M vardir oyle ki AX = (1 0) dir.

0 1
X:(; ) #0=x#0,y#0dr.
aw=00=0 06 D=6 D=(in ain-6 1=
{Zf}igi Z (1), bulunur. a =b igin {Z; ::__ ch] : (1), oldugundan bu bir ¢eliskidir.

Dolayisiyla (M, +,-) islemlerine gore M birimli ve degismeli bir halkadir.

f, +, islemine gére homomorfizmdir:

VA,B € Higin f(A + B) = f(A) + f(B) oldugunu gosterelim.
fA+B)=f(a+éb+c+dd)=f((a+c)+6(b+d)=f(a+c,b+d) =

“(bia ard = DG D=r@+r®

f,+, islemine gére homomorfizmdir:
VA,B € H,A € Rigin f(AAB) = Af (A)f (B) oldugunu gosterelim.
f(AAB) = f(A(a + 8b)(c + 6d)) = f(A(ac + bd + §(ad + bc))) =

aarve acrva) =2 G 0=

= f(A(ac + bd, ad + be))=A (
= Af (A)f (B),
Sonug olarak f(A1AB) = Af(A)f(B)’ dir.

f, bire birdir:

VA BEH i¢in A+ B = f(A) # f(B) oldugunu gosterelim. Gergek den;
A=(ab),B=(c,d)eH igin A#B=a#c veya b=+#d dir. Dolaysiyla
f(A) # f(B)’ dir.

f, Ortendir:

M’ deki her bir (Z Z) matrisi H' deki bir tek A = (a, b) hiperbolik sayisinin f ile



elde edilmis goriintiistidiir. m

1.4.0(1,1,R),SO(1,1, R) Gruplan

Bu kisimda ~ R'f™?!

reel  vektdr  uzaymmda, g:R!xR!*! >R,
g(x,y) = (x,y) = x;¥; — x5y, ile verilen indeksi bir olan lorentz i¢ g¢arpimini ve
(eje;)==x1,i=12 ve (e,e)=0,i#j,i,j=12 olan {e; =(1,0),e,=(0,1)}
ortonormal tabanini ele alacagiz. Buna gore,

0(1,1,R) = {F: R — R™1:(F(x), F(y)) = (x,y)} kiimesi bir grup olusturur. Bu
asagida ispat edilecek. Burada kisaca 0(1,1, R): = 0(1,1) olarak yazacagiz.

]R1+1

Tamm 9: reel vektdr uzayr olmak iizere Vx,y € R!*! icin

(F(x),F(y)) = (x,y) olan F: R'"*1 — R*? déniisiimiine ortogonal déniisiim denir.

Onerme 1: F: R'*! — R*! keyfi ortogonal déniisiim ise, F lineerdir.

Ispat: R1*1" de (e, e;) = 1,{(e,, ;) = —1,(e;,e,) = 0 olan
{e;, = (1,0),e, = (0,1)} ortonormal taban olsun. Buna F’ yi kullanirsak,
(F(eq), F(er)) = (eq,e1) = 1,{F(ez), F(ey)) = ez, €3) = —1,

(F(ey),F(ey)) = (eq,e5) = 0 olup, {ey, e,} ortonormal taban ve F ortogonal oldugundan
{F(e1), F(e;)} ortonormal tabandir.

Simdi, x € R'*! olmak iizere x = ae; + be,,a,b € R ise a = {x,e;),b = —(y, ;)
yazabiliriz. {F(e,),F(e;)} tabam i¢in, F(x)=cF(e;)+ dF(e;),c,d ER ise
c =(F(x),F(e))),d =—(F(x),F(x,)) yazabiliriz ve ¢ =(F(x),F(e))=(x,e)=a,
d = —(F(x),F(x,)) = —(x,e,) = b oldugundan F (x) = aF(e,) + bF(e,)’ dir.

Benzer sekilde y € R!*!

olmak iizere y=oae;+fe,a f E€R icin
F(y) = aF(e;) + BF(e,)' dir. Buradan, x + y = (a + a)e; + (b + B)e, yazlabilir.
Buna F’ yi kullanirsak
F(x+y)=(a+a)F(e;) + (b+p)F(ey) =
= aF(e,) + bF(e,) + aF(e;) + BF(ey) =
= F(x) + F(y)’ dir.
A € R alalim x € R**? olmak iizere x = ae; + be,,a, b € R i¢in Ax = lae, + Abe,

elde edilir. Buradan,
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F(Ax) = F(Aae,) + F(Abe,) = A(F(ae,) + F(be,)) = A(aF(e,) + bF(e;)) = AF (x)

elde edilir. Boylece F lineerdir.m

Tamm 10: g:R'*! x R'*1 — R indeksi bir olan lorentz i¢ ¢arpim olsun.

e:R"1 SR, o) =gwv) ={(v,v) =v?—v? ile tanimlanan doniisime R*!

tizerinde g- i¢ carpimiyla verilen kuadratik form denir.

Lemma 1: F:R!*!

denkdir:

— R'*! bir lineer doniisiim olsun. Bu taktirde asagidakiler

i) F, ortogonal doniistimdiir.

ii) F, kuadratik formu korur, yani keyfi x € R*1 i¢in <p(F (%)) = p(x)’ dir.

iii) ¥/, R1*!’ nin her ortonormal tabanin1 R**1” nin baska ortonormal tabanina tasir.

Ispat:

"i) = ii)" F, ortogonal doniisiim olsun. Bu taktirde tanim10’ dan Vx,y € R1*? i¢in
(F(x),F(y)) = {x,y) dir. R de {e;,e,} ortonormal tabanim alalim. F, ortogonal
oldugundan {F(e;),F(ez)}’ de ortonormaldir. Yani, (F(e;),F(e;)) = (e;e;) =1,
i=j=12 (F(e) F(e)) = (e;e)=0,i # dir

x € R™! alalm buradan x = Y2_; x;e;” dir. Béylece F (x) = X2, x;F (e;)’ dir.

(FGO, F () = (S xiF (e), B xiF (e)) =

= (F(e1), F(e1)) + 2x1x2(F (1), F(€3)) + x5 (F (e2), F (e2)) =
= x{—x3 = (x, x) olup kuadratik formu korur.

"ii) = iii)" Keyfi x € R'** elemani i¢in ¢(F(x)) = ¢(x) olsun. R’ de {e,, e,}
ortonormal tabanmi alalim. Keyfi x € R'*! elemam x = Y%, x;e; seklinde ifade
edilebilir. F, lineer oldugundan F(x) =Y’ ,x;F(e;)’ dir. F, kuadratik formu
korudugundan keyfi x € R icin (F(x),F(x)) = (x,x)> dir. Buradan,
(FOO, F(0)) = (T xiF (e0), B2y xiF (1)) =

= x7(F(e1), F(ey)) + 2x1x,(F (e1), F (€2)) + x3(F (e3), F(e2))" dir. Diger
tarafdan,

(x,x) = Xy xie, Ny Xie) = x7{eq, eq) + 2x1x5(eq, e;) + x5 (e, €,)” dir.

(F(x), F(x)) = (x, x) oldugundan
xP(F (e1), F(e1)) + 2x1%5(F (e1), F(e2)) + x3(F (e2), F (e2)) =
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x2(es, e1) + 2x,x,(eq, ;) + x2{e,, ;) olup esitligin saglanabilmesi icin
(F(e1), F(ey)) = (ey, e1),(F(e1), F(ez)) = ey, e3),(F(ez), F(e3)) = (e, €3) olmalidur.
Buradan R’ de {e;, e,} ortonormal taban olup {F (e;), F (e,)}’ de ortonormal tabandir.

"iii) = i)" F’ nin ortogonal oldugunu gostermek istiyoruz. R'*1’ de {e;,e,}

R1+1’ R1+17

ortonormal tabanini alalim. F, nin her ortonormal tabanini nin baska

R*T alalim.

ortonormal tabanina tagidigindan {F (e;), F(e,)}’ de ortonormal tabandir. x €
R'*?* de {ey,e,} ortonormal taban oldugundan x = Y%, x;e; seklinde ifade edilir. F,
lineer oldugundan F(x) = Y2, x;F(e;)’ dir. Benzer sekilde y € R'*! alalm. R'*” de
{e1,e,} ortonormal taban oldugundan y = Y%, v;e; seklinde ifade edilir. F, lineer
oldugundan F(y) = Y2, y;F (e;)’ dir.
(FOO, F)) = (T XiF (1), Xy VP (6)) = X210 x3;(F (e, F(e))

= Ziz,j=1 xin<ei:ej) =(x,y)

olup F, ortogonaldir.m

Tamm 11: A, 2 X 2 tipinde bir matris olsun. A’ nin satirlarinin ve siitiinlarinin yer

degistirilmesiyle elde edilen matrise A’ nin transpozesi denir ve A ile gosterilir.

Onerme 2: 0(1,1,R) = {F:R"! — R™1L.(F(x),F(y)) = (x,y)}, F € 0(1,1,R)

a b

< {F'ine; = ((1)) vee, = (2) tabana gore matrisi A = (c d) :a,b,c,d € R,A'nA =

nn =5 °))} seklindedir

Ispat: R'*Y de g: R x R - R, g(x,y) = (x,y) = x;y; — x,V, indeksi bir
olan lorentz i¢ ¢arpimi olmak iizere (el-,ej) =11,i=1,2 ve (ei,ej) =0,i#j,i,j =12
olan {e; = (1,0),e, = (0,1)} seklindeki ortonormal taban olsun. F:R*! — R1*1
bir ortogonal dontisim ve e; = (1,0),e, = (0,1) bir ortonormal taban olmak iizere,

F(e;) = (a,b) ve F(e,) = (c,d) olarak tanimlayalim. Bu doniisiime karsilik gelen matris

A= (Ccl Z)’ dir. F, ortogonal doniisiimiiniin 6zelliklerini kullanarak,

(e,e1) =1 olup (F(ey), F(ey)) =(eq, e;) oldugundan (F(e;),F(e;))=1=
= ((a,b),(a,b))=1=a?—-b?=1...... ).

(e1,e2) =0 olup (F(eq), F(ey)) =(es, e;) oldugundan (F(e;),F(ey))=0=
= ((a,b),(c,d))=0=ac—bd=0...... (**).
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(e, e3) = —1 olup (F(ey), F(ey)) = (e, e;) oldugundan (F(e,),F(ey))=—-1=
= <(Cr d)) (C' d)) =-1= CZ - d2 =-1..... (***)
Ancak ortogonal doniisiim matris formunda,

((F(91)' F(e1)) (F(ey), F(ez))) _ (<e1' e;) (e ey)
(F(ez), F(eq)) (F(ep) F(ey)) (ez,e1) (ez ;)

2 _ p2 _
kullanarak bu matris (Zc B Z J Ccuz: B Zczi) = ((1) _01) seklinde ifade edilir.

(& h G2i)=C DG S0=C 26 D6 2=6 %)
oldugundan AnAt = A'nA = 1 olup F, ortogonal doniisiimii bu matris ile ifade edilebilir.

Simdi tersini gosterelim. A = (CCL Z (1) _01) olan

matrise karsilik gelen doniisiimiin ortogonal oldugunu gosterelim.

A= (Ccl Z):a,b,c,d €R A'NA=1,n= ((1)

karsilik gelen doniisiim F: R**! — R'*? olsun. Biz F’ nin ortogonal oldugunu gdstermek

) oldugundan (*),(**),(***)" 1

):a,b,c,d ER A'MA =1n,1 :(

_01) matrisini alalim. Bu matrise

istiyoruz. O zaman R de g:RM! xR S R, g(x,y) = (x,y) = x;y; — %,V,,
indeksi bir olan lorentz i¢ c¢arpimi olmak iizere (ei,ej) =+4+1,i=1,2 ve
(ei,ej) =0,i #j,i,j =12 olan {e; = (1,0),e; = (0,1)} seklindeki ortonormal taban

alalim. Buradan F(e;) = (a,b) ve F(e,) = (c,d) olarak yazabiliriz. A matrisinin

o lis a’?—b?> ac—bdy_(1 O
ozelliginden (ac Cbd - dz) = ( 0 — 1) yazabiliriz.

(F(e1), F(e1)) ={(a,b),(a b)) = a® — b* = (ey, 1),
(F(e1),F(ez)) = ((a,b), (c,d)) = ac — bd = (ey, €,),
(F(ey),F(ey)) = {(c,d), (c,d)) = c? — d? = (e,, e,)’ dir. Buradan x € R**? olmak iizere
X = ae; + be, alirsak, bunu F(x) = aF(e;) + bF(e,) ile ifade edebiliriz. Benzer sekilde
y € R'*1 olmak iizere y = ce; +de, icin F(y) = cF(e;) + dF(e,)’ dir. Buradan
(F(x), F(y)) = (aF(e;) + bF(e;),cF(ey) + dF(e;)) =

= ac(F(e1), F(e1)) + (ad + bc)(F(e,), F(ey)) + bd(F (e;), F (e3)) =

= ac(e,,e,) + (ad + bc){es, e,) + bd{e,, e,) = ac — bd = (x,y)
olup F, ortogonaldir. Béylece, 0(1,1,R) = {F:R'*! — R (F(x),F(y)) = (x,y)} =

= {A = (g Z):a,b,c,d ERANA =n,n = ((1) _01)}’d1r. -

Onerme 3: Keyfi F € 0(1,1) ve {e;, e,}, indeksi bir olan ortonormal taban ise,
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{F(e1), F(e,)} de indeksi bir olan ortonormal tabandir.

Ispat: Keyfi F € 0(1,1) ve {ej,e,}, indeksi bir olan ortonormal taban olsun.
x =Y% x;e; alahm.F lineer oldugundan F(x) = Y2, x;F(e) dir.y =YY%, ve
alabm.F  lineer oldugundan F(y) = Y2 ,y;F(e;))’ dir. F ortogonal oldugundan
(F(x),F(y)) = (x,y)’ dir. Buradan,
(F(0), F(y)) = (o1 x:F (e), X1 ¥iF (€))) = X7 j=1 x,3; (F(e,), F (e)))
(6,7) = (T2 210 Ty ¥1¢)) = T2m1 %13 (€1, ) olup (F(x), F(») = (x, ) oldugundan
(F(e;), F(ej)) = (e;,ej) olmahdir. Ancak {e;,e,}, indeksi bir olan ortonormal taban
oldugundan (ej,e;) = 1,{ey,e;) = —1,{(e;,e;) =0 veya (ej,e;)=—1(eze;)=1,
(eq,e3) = 0 seklindedir.

Eger (e, e1) =1,(ey,e;) = —1,{(e;,e;) =0 ise, (F(e;), F(ej)) = (e €))
oldugundan (F(e,), F(e,)) = 1,(F(e,),F(e;)) = —1,(F(e;1),F(ey)) = 0’ dir.

Eger (e, e1) = —1,(ez,e,) =1,{(e;,e;) =0 ise, (F(e;), F(ej)) = (e )
oldugundan (F(e;), F(e,)) = —1,(F(e,), F(e3)) = 1,(F(ey),F(e;)) = 0’ dir.

Boylece {F(e,), F(e;)}, indeksi bir olan ortonormal tabandir. m

Onerme 4: {e;,e,} ve {fi,f,} indeksi bir olan ortonormal tabanlar olmak iizere
F(e;) = fi,i,j = 1,2 olacak sekilde tek F € 0(1,1) vardir.

Ispat: x=3Y2,x;e; ve y=Y2,y;e; olmak iizere F(x)=Y%,x;F(e),
F(y) = Y2, y;F(e;) alalm.{e;,e,} indeksi bir olan ortonormal taban oldugundan
(e1,e1) = 1,(ey, ;) = —1,(eq, e;) = 0 olarak alahm. {f;, 5} indeksi bir olan ortonormal
taban  oldugundan  (f},f1) = L{fo. o) = —L(fi,f2) =0 veya (fi,f1)=—-1,
(f2, f2) = 1,({f1, f2) = 0 seklindedir. Burada (e;,e;) = 1,{ez, e;) = —1,(e;, e;) = 0 olmak
tizere (f1, f1) = L{f2, f2) = =1L{f1, f2) = 0 olsun. F(e;) = fi,F(e;) = f, olan lineer
doniistimiini alalim.

(F(x), F() = (Xi=1 xiF (&), Xi=1 Vi F (€))) = X j=1 xiy; (F (e,), F () =

= 3203 (fi f)) = (X, )

olup F € 0(1,1)’ dir.

Simdi (e, e;) = 1,{e,, e5) = —1,(e;, e;) = 0 olmak lizere
(fuf1) = —1{f2, f2) = L{f1, ) = 0 olsun.

F(ey) = f1, F(e;) = f, olan lineer dontisiimiinii alalim.
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(F(x), F(¥)) = (X1 xiF (€,), X3, yiF () = X7 jo1 x;y; (F(e;), F () =
= x1y1(F (e1), F(€1)) + (X1, + x2y1)(F (e1), F(e2)) + x2¥2(F (e2), F (e3))
= x101{f2 f2) + Cery2 + 22910)(f1, f2) + x252(f1, 1) =
= Ziz,j=1 XiYj (fbfj) =(x,y)

olup F € 0(1,1)’ dir.

Simdi ise, F € 0(1,1) in tekligini gosterelim. Farz edelim F,(e,) = f1, F1(e;) = f5
F,(e1) = f1,F,(e) = f, veya Fi(e1) = fo,Fi(ey) = fi, Fo(e1) = f,,F,(e;) = f; olacak
sekilde F; F, € 0(1,1,) olsun. Keyfi x = Y2_, x;e; olmak iizere, F;(e;) = f1, F1(e3) = fa,
Fy(e) = fi, Fa(ez) = frigin Fi(x) = T xiFi(e) = Xy xif;,
Fo(x) = X7 xiF,(e;) = Xy x;f; ' dir. Boylece Fy(x) = F,(x) olup Fy = F,’ dir. Simdi,
Fi(e1) = fo, Fi(er) = f1, Fy(e1) = fo, Fa(er) = fi icin
Fi(x) = Yi xiFi(e) = x1Fi(er) + x2Fi(e2) = x1f, + %2 f1,
F(x) = Y xiFo(e) = x1Fy(e1) + x3F;(e5) = x1fo + xofy”  dir. Boylece  Fi(x) =
F,(x) olup F; = F,’ dir.

Sonug olarak, bu 6nermedeki sart1 saglayan tek F € O(1,1) vardir. m

Sonug¢ 2: Keyfi A € 0(1,1) i¢in det4d = +1° dir.

Ispat: A € 0(1,1) alahm. A € 0(1,1) oldugundan A’nA =’ dir. Her iki tarafin
determinant1 almirsa detA‘nA = detn = detA'detndetd = detn = (detd)? = 1’ dir.
Ancak detA® = detA olup, buradan (detd)? = 1 = detd = +1° dir. m

Onerme 5: 0(1,1) = {A = (2 3

matrislerde carpma igslemine gore bir gruptur.
Ispat: A,B € 0(1,1) olsun,

A€ O0(1,1)olduguigin A'nA =n...... (*),

B €0(1,1) olduguicin B*nB =1 ...... (**) dir.

):a,b,c,d ERAMA=nn= (1 0 )}

AB € 0(1,1) oldugunu gdstermek istiyoruz. Bunun i¢in; (AB)n(AB) = n oldugunu
gostermek  yeterlidir. (AB)'n(AB) =n = Bt Aizy_fl B=n= w =7 olup
Q) ()
AB € 0(1,1)’ dir.
Simdi grup aksiyomlarini gosterelim:

1) A,B,C € 0(1,1) olsun. (AB)C = A(BC) oldugunu gostermek istiyoruz.
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_ (%1 Q12 _ (b1 by _ (€11 C12
A—(a21 azz),B—<b21 bzz),c—(cz1 sz)e0(1,1) alalm. Bu durumda

(%1 Q12\ (byy b12> €11 Ci12\ _
(AB)C_((GM a22)<b21 by, (C21 CZZ)_

_ <a11b11 + a;2by1  ag1biptag by, ) (011 C12)
Az1b1q + Azzb31  aAp1byp + ayyby; C21 C22

( (ay1b11 + aq3bz1)c11 + (Ag1b12+ta12b23)Coq (a1b11 + agabyi)cip + (a11b12+a12b22)c5; )
(az1b11 + Az2b31)C11 + (Az1b12 + Az2b32)C21  (Az21b11 + Az2b21)C1z + (Az1D12 + Az2b23)Co

_ (a11 a12) <(b11C11 + b12C21 b11C12Hb12Co; ))

Az1 Q22 by1¢11 + bayCa1 by1Cip + byaCyy

_ (%1 Q12 biq b12> Ci1 Ci2\\ _
_(a21 a22)<<b21 b,, (021 622) = A(BC) olur.

2) I = ((1) (1)) matrisini alalm. I*nl =71 ve detl = 1 # 0 oldugundan I € 0(1,1)’

dir. A=1€ 0(1,1) olarak alinirsa VB € O(1,1) i¢in IB = Bl = B olup I € 0(1,1) birim
elemanidir.

3) A€ 0(1,1) alalim. Sonug 1’ e gore detA = 1 olup detd # 0 oldugundan A
matrisinin tersi vardir ve A~! ile gosterilir. Biz A™! € 0(1,1) oldugunu gostermek
istiyoruz.

A € 0(1,1) oldugundan A'nd =n = A'n = nA~! = (4Y)"1nA~1 = n’ dir. Ancak
A™1, A matrisinin tersi oldugundan AA™! = A"'A =1 dir. Burada transpoze islemi
uygulanirsa (AA™1H)E = (A7 1A =1t = (A71)PAY = AY (A1)t =] dir. Burada A%’ nin
tersi (A™1)% dir. Aym1 zamanda A®’ nin tersi(4AY)™! olup (4Y)™! = (4™1)" dir. Boylece
(A HA Tt =nolup A7t € 0(1,1) dir.

Boylece 0(1,1) matrislerdeki ¢carpma islemine gére gruptur. m

Not: SO(1,1,R) ={A € 0(1,1,R):detA = 1} kiimesini kisaca SO(1,1) olarak
alacagiz.

Onerme 6: SO(1,1) = {4 € 0(1,1,R):detA = 1} kiimesi matrislerde ¢arpma
islemine gore gruptur.

Ispat: A,B € SO(1,1) olsun.
A € S0(1,1) oldugu i¢in tanimdan A‘nA = n,detA =1 ...... (*)
B € S0(1,1) oldugu igin tanmimdan B'nB = n,detB =1 ...... (*%)

AB € S0(1,1) oldugunu gdstermek istiyoruz. Bunun i¢in; (AB)n(AB) = n ve
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det(AB) =1 oldugunu gostermek yeterlidir. (AB)'n(AB) =n = B'A'nAB =n =
()
B'nB =1 olup AB € 0(1,1) dir. Simdi determinantina bakalim.
(*%)
det(AB) = detAdetB = 1 oldugundan AB € SO(1,1)’ dir.
Simdi grup aksiyomlarini gosterelim:
1) A,B,C € SO(1,1) olsun. (AB)C = A(BC) oldugunu gostermek istiyoruz. Ancak
S0(1,1) € 0(1,1) oldugundan bu 6zellik 6zel olarak saglanir.

2) I = (é (1)) matrisini alalm. I € 0(1,1) ve det I = 1 oldugundan [ € SO(1,1)’

dir. A=1€ S50(1,1) olarak almirsa VB € SO(1,1) i¢in IB = Bl = B olup I € SO(1,1)
birim elemanidir.

3) AeS0(1,1)) alahm. A € SO(1,1)oldugundan A € 0(1,1),detA =1’ dir.
detd # 0 oldugundan A matrisinin tersi vardir ve A~1 ile gosterilir. Biz A™! € SO(1,1)

oldugunu gostermek istiyoruz. A € 0(1,1),detA =1 oldugundan A = (Z Z)’

a -b

detd = a? — b? = 1 alalim. A™1 = (
—b a

) € 0(1,1),detd = a? — b% = 1
oldugundan A~ € SO(1,1)’ dir.

Boylece SO(1,1) matrisler de ¢arpma islemine gore gruptur. m

Tamm 12: SO(1,1) = {4 € 0(1,1, R): detA = 1} grubuna 6zel ortogonal grup

denir.

1.5. Kiime Uzerinde Grup Hareketi

Tanmim 13: G bir grup ve E bir kiime olsun. Bir ¢: G X E — E donlistimii verilsin.
g € G,x € E igin ¢(g,x) = gx seklinde yazalim. Vg,, g, € G,x € E igin:
i) (9192)x = 91(g2%),

ii) e, G' nin birimi olmak iizere ex = x

kosullar1 saglaniyorsa ¢ ye G’ nin E tizerindeki hareketi(etkisi) denir.

Ornek 1: 0(1,1) grubunun R {izerindeki hareketi g = ||al-j|| € 0(1,1) ve

X = ||x]|| € R, (i,j =12) ve ||x]|| — sutun seklinde olmak tizere
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gx = ”aij””xj” = ||Z§=1 aijx]-” olarak verilir.

i) g = ||ai|, h = ||bjx|| € 0(1,1) ve x = [Ix, |l € R*** igin;
(gh)x = ([lag ||| IDxicll = 12521 @iyl [lxicll = 12521 ZR=1(agibyp)xe|| =

= || 2721 Bher @iy x| = llag 127 =1 biwcicl| = llag | (llis | 11xill) = g (hx)
elde edilir.

x
i) 1= ((1) 2) € 0(1,1) birim elemamm alalim. Vx = (x;) € R igin;

Ix = ((1) 2) (2) = ((1)2 i (1)2) = (2) oldugundan Ix = x elde edilir.

Ornek 2: SO(1,1) grubunun R** hareketi 6rnek 1° deki gibidir.

Ornek 3: 0(1,1) grubunun R*** x R1*? hareketi g € 0(1,1) ve
(x,y) € R x R olmak iizere g(x,y) = (gx, gy) olarak verilir. Ger¢ekten;

a) Vg1 9, € 0(1,1) ve V(x,¥) € R*™*! xR™! i¢cin g;9, € 0(1,1) olacagindan;
(9192) (%, y) = ((9192)%, (9192)Y) = (91(92%), 91(92¥)) = 91(92%, 92¥) =

= 91(92(x,y)) elde edilir.
b) I € 0(1,1) birim eleman olmak iizere V(x,y) € R*! x R*1 i¢in

1(x,y) = (Ix,1y) = (x,y) olup istenen saglanir.
Benzer sekilde H < 0(1,1) grubunun R? x---x R! (m tane) hareketi
gEHcCcO1),x = (xq,, %) € R x R i¢in;

gy, X)) = (gxq,+, gxym) € R x R1*1 ile verilir.

1.6. G-Denk Vektorler Sistemi ve G-Yoriinge

Tammm 14: G bir grup olmak iizere, G’ nin R*! iizerindeki etkisi verilsin.
x € R,y € R olsun. 3g € G dyle ki y = gx ise x eleman y’ ye G-denktir denir ve
bu durum x ¢ y ile gosterilir.

Iki vektor ailesinin denkligi ise su sekilde verilir. {x;, T € T} ve {y,, 7 € T}, R1*1 de
iki vektor ailesi olsun. 3g € G i¢in y; = gx,, VT € T ise bu vektor ailelerine G-denktir
denir ve {x,,7 € T} {y,, 7 € T} ile gosterilir.

K < 0(1,1) alt grup olsun. x,y € R icin 3g € K dyle ki y = gx ise x eleman y’

ye K-denktir denir ve x X y ile gosterilir.
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{x,T€ET} ve {y,T€T}LR™M de iki vektér ailesi olsun. 3g € K icin
y, = gx;, VT € T ise bu vektdr ailelerine K-denktir denir ve {x,,7 € T}*{y,, 7 € T} ile

gosterilir.

R1+1 R1+1

Onerme 7: G grubunun tizerindeki etkisi verilmek lizere, x,y € i¢cin

x Ey bir denklik bagintisidir.

Ispat: "~" bagintisinin denklik bagmtisi oldugunu gostermek icin yansima, simetrik
ve gecisli 0zelliklerini sagladigini géstermemiz gerekir. Bunlar1 gosterelim.

i) Vx € R icin x~x’ dir. x € R*! ve g =1 € G alalm. x = gx = Ix olup x~x’
dir.

ii) Vx,y € R igin x~y & y~x’ dir. x,y € R'*! alalim. x~y = 3g € G dyle ki
y=gx’ dir. Burada esitligin her iki tarafi g '€ G ile ¢arpilirsa
y=gx =g ly=g1gx = g 1y = Ix = x olup y~x’ dir.

iii) Vvx,y,z€ R icin x~y ve y~z = x~z’ dir. x,y,z € R'"*! alalim.
x~Vy oldugundan 3g; € G oyle ki y = g,x’ dir.--- (1),
y~z oldugundan 3g, € G dyle ki z = g,y’ dir.--- (2),

(2)’ de y yerine (1) deki esiti yazilirsa z = g, g,x’ dir. Ancak g,g,; € G oldugundan x~2z’
dir.

Boylece "~" bagintis1 yansima, simetrik ve gegisli Ozelliklerini sagladigindan

denklik bagintisidir. m

Y1

. X1
Ornek 4: G = SO(1,1) alalim. x = (xz),y = (yz

) € R icin

a b

ElAz(b a

) € SO0(1,1) dyle ki (;;) = (Z Z) (2) ise x,y’ ye SO(1,1)-denktir.

Tammm 15: Bir ¢ grubunun bir E kiimesi lizerinde etkisi verilsin. Bir x € E
noktasinin G yoriingesi Gx = {gx: g € G} olarak verilir.

Ornek 5: G =0(1,1) ve E =R! alalim. Bir x € R'*! noktasinin 0(1,1)

yoriingesi 0(1,1)(x) = {(Z 2) (i;),(fb —ba) (2), la| # |b|,a,b € ]R} seklindedir.

Not: 1) Yoriingeler, G-denklik bagintisinin denklik siniflaridir.
2) iki yoriingenin arakesiti bos kiime degilse yoriingeler ¢cakisir. Arakesiti bog kiime

ise farkli yoriingelerdir.
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1.7.0(1,1,R),S0(1, 1, R) ve L Gruplarimin Yoériingeleri

Verilen k € R igin {x = (x1,x,) € R1*1:x? — x7 = k} kiimesini Y}, ile gdsterelim.
Onerme 8 [11]: i) Keyfi k # 0 igin Y}, kiimesi 0(1,1) grubunun yériingesidir.

ii) k = 0 i¢in Y, \{(0,0)} kiimesi O(1,1) grubunun yoriingesidir.

iii) {(0,0)} noktas1 0(1,1) grubunun yoriingesidir.

iv) 0(1,1) grubunun i),ii) ve iii)’ de verilen yoriingelerinden farkli yoriingesi yoktur.

k = 0i¢in {x = (xq,x;) € Y,\{(0,0)}: x; = x,} kiimesini Y, ve
{x = (x1,x;) € Y5\{(0,0)}: x; = —x,} kiimesini Yy ile gosterelim
Onerme 9 [11]: i) Keyfi k # 0 igin Y}, kiimesi SO(1,1) grubunun ydriingesidir.
ii) k = 0 i¢in Y, kiimesi SO(1,1) grubunun yoriingesidir.
iii) kK = 0 i¢in Yy, kiimesi SO(1,1) grubunun yoriingesidir.
iv) {(0,0)} noktas1 SO(1,1) grubunun yoriingesidir.
v) SO(1,1) grubunun 1),ii), iii) ve iv)’ de verilen yoriingelerinden farkli yoriingesi

yoktur.

k > 0i¢in; Yo = {x = (x1,%3) € Yiix; > 0} ve Yy = {x = (xq,x;) € Yy x; <0}

k < 0i¢in; Yo = {x = (x1,%3) € Vi xy > 0} ve Yy = {x = (x4, %) € Y3ix, < 0}

k = 0 icin; Yoo0 = {x = (%1, x2) € Ypp: 21 > 0}, Ypo1 = {x = (1, x2) € Ypo:x; < 0}
Yo10 = {x = (x1,%2) € Yo1:25 > 0}, Yo11 = {x = (21, x3) € Yp1:x, < 0}

kiimelerini gosterelim.

Onerme 10 [11]: i) Keyfi k # 0 icin Y, ve Y}, kiimeleri L grubunun yériingeleridir.

ii) k=0 i¢cin Yyo0, Y001, Y010, Yo11 klmeleri L grubunun yoriingeleridir.

iii) {(0,0)} noktas1 L grubunun yoriingesidir.

iv) L grubunun 1),i1) ve iii)’ de verilen yoriingelerinden farkli yoriingesi yoktur.

1.8. G-Invaryant Fonksiyon

]R1+1 R1+1

Tamm 16: G bir grup olmak iizere, G’ nin tizerindeki etkisini alalim. f,
tizerinde tanimli sifirdan farkli bir reel fonksiyon olsun. Vg € G i¢in f(gx) = f(x),

vx € R ise f, fonksiyona G-invaryant denir.
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Tiim G-invaryant polinomlar kiimesi R[x]¢ ile, tiim G-invaryant rasyonel
fonksiyonlar kiimesi R(x)¢ ile gosterilir.

x %y olsun. Bu durumda 3g € G igin y = gx tir. Vf, G-invaryant polinomu igin
f(y) = f(gx) = f(x) oldugundan f(y) = f(x)’ dir. Tersine , Vf, G-invaryant polinomu
icin f(y) = f(x) ise y,x’ e G-denk olmayabilir.

Ornek  6: 0(1,1)  grubunun R iizerindeki  etkisini  alalim.

X11 X271

X11 X21 ..
X, = ( ),x2 = (x ) € R olmak iizere |det (xy,x;)| = ”x N
22 12 X22

X1 ” alimirsa bu
0(1,1) invaryanttir. Gergekten, Vg € 0(1,1) igin,

|det (gx1, gx2)| = |detgdet(xy, x;)| = |detg||det (xq, x;)| = |det (x1, x2)| elde
edilip istenen saglanir.

Ornek 7: G = 0(1,1) olsun. 0(1,1) grubunun R iizerindeki etkisini alalim. x € R
olmak tizere f(x) = (x,x) almirsa bu 0(1,1) invaryanttir. Gergekten, Vg € 0(1,1) igin:

flgx) = (gx, gx) = (x,x) = f(x) olup istenen saglanir.

Tamim 17: R reel sayilar cismi, V- R iizerinde n > 1 boyutlu keyfi reel vektor uzayi

(x1,%1) o {xg,xp)
V€ Xq,Xo,*, X, €V olmak lizere Gr(x,, x,,**,X,) = : g matrisine

(xn;xl) (xn'xn)

Gram matrisi denir.

Ornek 8: 0(1,1) grubunun R**? iizerindeki hareketini alalim. x;,x, € R**! olmak

(x1,%1)  (x1,%3)

alimirsa bu 0(1,1) invaryanttir. Gerg¢ekten,
(x5, %1) (xz.xz>) @D i ¢

tizere detGr(xq,x,) = det(

Vg € 0(1,1):

_ (x1,%1)  (x1,%3)

= aet (<x2: x1)  (xz, xz))

(gx1, 9%1) (gxl,gx2)>
(gx2, 9%1)  (gx2, gx2)

= detGr(xq, x)

detGr(gx,, gx,) = det<

elde edilip istenen saglanir.

Onerme 11: R[x]¢ kiimesi R[x] polinomlar R-cebirinin birimli alt R-cebiridir.
Ispat: f,, f, € R[x]¢ olsun. Vx € R,Vg € G igin;

(fi + f2)(g7%) = f1(gx) + fo(gx) = 1(x) + f(x) = (L + f) (%),

(f1f2)(gx) = f1(gx) f2(gx) = f1()f2(x) = (f1/2) (%),
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A € R olmak tizere (Af;)(gx) = 1f;(gx) = Af;(x) = (Af;)(x) dir.
1(x) = 1 € R[x] birim elemani i¢in (1f;)(gx) = 1(gx)f;(gx) = 1f,(x) = f;(x) olup
fi = far fifo Afi, 1 € R[x]¢’ dir. Yani, R[x]¢, R[x]’ in bir birimli alt R-cebiridir. m

Tamm 18: G < 0(1,1) bir alt grup ve f, R!*! {izerinde taniml sifirdan farkl1 bir
fonksiyon olsun. AA(h)(h € G) fonksiyonu i¢in f(hx) = A(h)f(x),Vh € G,Vx € R*?
ise f’ ye nispi invaryant denir. Burada A(h) fonksiyonuna ise f’ nin ¢arpani denir.

x € R, hy,h, € G olmak iizere f,A carpanina sahip, sifirdan farkli bir nispi
invaryant fonksiyon olsun. Bu durumda;
f((h1hz)x) = f(h1(h2x)) = A(hy)f (hyx) = A(h)A(h)f (x)
f((h1hz)x) = A(h hy)f (%),
ve f sifirdan farkli oldugundan A(hy)A(h,) = A(h,h,),Vhih, € H elde edilir. Yani
carpan bu ozelligi saglar.

Ornek 9: G = 0(1,1) ve x;,x, € R'*1 olsun. 0(1,1)" in R™*? {izerindeki etkisi
ornek 6’deki gibi olmak tizere f(x;,x,) = det(x;,x,) polinomunu Ornek 6’deki gibi
alalim. Vg € G i¢in f(gx,, gx,) = det(gxy, gx,) = detgdet(x;, x,) olup A(g) = detg
olur. det(g,9,) = detg,detg, oldugundan; determinant, O(1,1) grubuna gore nispi

invaryanttir.

1.9. S0(1, 1, R) Grup Elemanlarinin Hiperbolik Fonksiyonlar Yardimiyla
ifadesi

b
d

a=(; 2D V) deta=-1air

a b

. . — a
Onerme 12 [11]: A (C .o

Jeo@n e a= (¢ ?) detd=1veya

© D) deta=1veyaa=(; 2)(¢ 7). deta=-1

olsun. Amacimiz A € 0(1,1) oldugunu gostermektir. Bunun i¢in A'nA = n,detd # 0

Ispat: "<="A= (

oldugunu gosterelim.

A= (Z Z) oldugundan A = (Z Z

ana=n=( )l 26 =16 26 G o=

)’ dir.
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=& DE D)= <a2 - _(aZO_ bz)) =(0 %)=n  elde cdili. Aym
zamanda detA =1 # 0 olup A € 0(1,1)’ dir.
Simdi, A = ((1) )( ) = ( ) alalim. At = (Z )
ama=n=( ") 2D 2)=1G Z)G6 DG _a) -
2 _ p2
:(Z Z)(—ab —ba):(a ob —(a? —bZ)) (1) S =T

elde edilir. Ayni zamanda detA = —1 # 0 olup A € 0(1,1)’ dir.

"= " A= (CCL Z) € 0(1,1) olsun. Amacimiz, A = (Z b) detA=a?—-b%=1

1 0\/a b < i . "
veya A = (0 B 1) (b ) detA = —(a? — b?) = —1 oldugunu gostermektir. Vektorler

x=(x1,%),y = (V,y,) € R olmak iizere g(x,y) = x;y; — x,y, lorentz ig

R — R*1 bir ortogonal déniisim ve {e;},i = 1,2,(e;, e;) = 1,

carpimini alalim. F:
i=12, {e;,e)=0,i,j =12 olan e; = (1,0),e, = (0,1) seklindeki ortonormal taban
olmak {izere, F(e;) = (a,b) ve F(e,) = (c,d) olarak tamimlayalm. F ortogonal
doniistimiiniin 6zelligini kullanarak,

(e1,e1) =1 olup (F(ey) F(e1))=(ey,e;) oldugundan (F(e;),F(e)))=1=
= ((a,b),(a,b))=1=a?—-b?=1...... (*)

(e1,e2) = 0 olup (F(ey), F(ey)) = (eq, ;) oldugundan (F(e;), F(ey)) = 0=
= ((a,b),(c,d))=0=ac—bd=0...... (**)

(e, e3) = —1 olup (F(ey), F(ey)) = (e, e;) oldugundan (F(e,),F(ey))=—-1=
= ((c,d),(c,d))=—-1=c?—-d*=-1...... (**%)

Simdi (**), ac — bd = 0 ifadesini alalim. a # 0 durumunda ¢ = % yazabiliriz.

Burada a’ nin degerine gore birka¢ durum inceleyelim.

1) a # 0 olsun. (***) ifadesinden c? —d? = —=1ve ¢ = “ ( )2 d? =-1=
b2d?
——d*=-1=>d*(b*-a?)=-a*=d*(-1)=-a*=>d*=a*=

= Vd?2 =va? = |d| = |a| = d = a veyad = —a’ dir. Burada:

1.1) d = a olsun. a # 0 oldugundan c¢ = % = % = b olup ¢ = b’ dir. Boylece,

A= (Ccl Z) = (Z 2) elde edilir ve detd = a — b2 = 1 olup (*)’ dan istenen 6zelligi

saglar.
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1.2) d = —a olsun. a # 0 oldugundan ¢ = % = @ = —b olup ¢ = —b’ dir.
i _(a b\ _[(a b _(1 O0\/a b o
Boylece, A= (c d) = (—b —a) = (0 _1) (b a) elde edilir ve
detA = —(a? — b?) = —1 olur. Bu ise istenen 6zelligi saglar.

2) a = 0 olsun. ac — bd = 0 denkleminden - bd = 0 elde edilir. Buradan b =0
veyad = 0’ dir.

2.1) b = 0 olsun. a = 0 oldugundan , (*) ifadesinden a? — b2 =1=02-02 =1
= 0 = 1 olup celiskidir. Bu istenen 6zelligi saglamaz.

2.2) d=0 olsun. a=0 oldugundan, (%) ifadesinden
c2—d?*=-1=¢?*-0%?=-1= c? = —1 olup c’nin reel kokii yoktur. Bu ise ¢ € R
ile ¢elisir.

a b

Sonug olarak A= (Ccl b) €E0(11) = A= (b o

d ) ,detd =1 veya

A= ((1) _01) (Z 2) ,detA = —1 olarak yazilabilir. m

a b

Not: Yukarida ispat edildi ki : A = ( b q

) € 0(1,1) i¢in a = 0 olamaz.

a b

Onerme 13 [11]: A:(C g a b

) €S0(1,1) = A = (b a),detA —a?—b2=1
dir.

’ 2),detA = a? — b? = 1 olsun. Gésterilmeli ki 4 € SO(1,1)

dir. Bunun i¢in A € 0(1,1) ve detA = 1 oldugunun gosterilmesi gereklidir. Oncelikle

fspat: "<="A = (

A € 0(1,1) oldugunu gosterelim. A‘nA =n,n = ((1) _01) oldugu 6nerme 12’ in ispatinda

oldugu gibi gosterilir.

e

Oonerme 12’ in ispatinda oldugu gibi gosterilir. m

a b

) €S0(1,1) olsun. A= (b a),detA =a?—bh2=1 oldugu

a b

Onerme 14: A = (b a

) € S0(1,1) ise lal > 1" dir.

a b
b a

detA=a?—-b?*=1=a®? =b?+ 1= a? > 1’ dir. Buradan

Ispat: A = ( ) € SO(1,1) alalim. Ancak

a221=»\/?2\/f=»|a|21$a21veyaaﬁ—1’dir.l
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1.10. Lorentz Grubu

Onerme 15 [11]: A € SO(1,1) olsun.

a

1) Eger A = (b

Z),detA —a?—b?=1vea>1 isc tek a € R vardir, dyle ki,
cosha sinh a) roq

a =cosha,b =sinhaolup A = (sinh % cosha dir.

cosha sinha

2) Bger A= (sinha cosh

) seklinde bir matris ise cosh? @ —sinh?a =1 ve

cosha = 1’ dir.

a b

Ispat: 1) A= (b a),detA =a? —b? =1,a = 1 olsun. Gostermek isteniyor ki,

cosha sinh a), )

tek ¢ € R vardir, 6yle ki A = (sinh % cosha dir.

Farz edelim a = cosh a, b = sinh a olacak sekilde @ € R’ yi alalim.

e%+e~ @

Buradan, a = cosha = = 2a =e%+e™* dir. Esitligin her iki tarafi e® ile
carpilirsa, e?* —2ae®*+1=0 elde edilirr Bu denklemi ¢dzdiigiimiizde
e*=a++va?—1 olup a = a;, =1In(a £ Va2 — 1)’ dir. Buradan denklemin koklerini
a; = In(a + Va2 — 1) ve a, = In(a — Va2 — 1) elde edilir.

a?—b2=1=a?=b*+1=0a?>>1 dir. Buradan a®>1=Va2>V/1=
la] > 1= a>1veyaa < —1’ dir. Burada a; = In(a + Va2 — 1) kékiinii inceleyelim.

i) a > 1 olsun. Bu durumda a; kokiiniin varligimi gostermek istiyoruz. Burada
a ++Va? —1 > 0 oldugu gosterilirse is biter. Ancak a = 1 oldugundan Va2 — 1 > 0 olup
a++Va?z—1>0 dr.

Boylece a; = In(a + Va2 — 1), a = 1 olmalidur.

ii) a = 1 olsun. Bu durumda o, kokiiniin varligim1 gostermek istiyoruz. Burada
Analizden fonksiyonlarin monotonluk tanimma gére 0 <x; <x, oldugunda
flx) < f(xy) ise fonksiyon monoton artandir.
0<x; <x, ise \x; <+X, yazilabilir. Burada x; =a?—1 ve x, =a? secilirse
Va2 —1 < Va?’ dir. Burada a > 1 oldugundan Va2 —1<a = 0<a—+Va? -1’ dir.
Boylece durum saglanir.

Buradan @, = In(a — Va2 — 1), a = 1 olmahdir. Sonug olarak,
a=a,=In(at m), a = 1 olmalidir. Simdi a = cosha, @ € Rve b = sinha,
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a € R olan denklemleri inceleyelim. Bunun igin, a®> — b?* = 1 = a? — 1 = b’ dir.

a=>1 icin Vb2 = Va2 —1=|b|=va?—1=b =+Va? — 1’ dir. Bu durumlan

inceleyelim.

a)a; =In(a ++vVa?—-1),a =1veb =+vVa? — 1 olsun. Buradan,

e®lte 1 eln(a+Va?-1) o-In(a+va?-1) __ (a+Va?-1)?+1 _ 2a(a+Va?-1) _

cosha; =

2 - 2 T 2(a+Va?-1)  2(a+VaZ-1)
inh e®—g=@1  eln(a+Va?-1)_,-In(a+Va?-1) (a+Va?2-1)2-1  2(a?+ava?-1-1)
sihfray = 2 - 2 T 2(a+Va?-1)  2(a+VaZ-1)
__ (a?-1+ava?-1) _ b%+ab _ b(a+b) _ . .. . <
= e = aw @) b olup istenen  Ozellik  saglanir.

Boylece a; =In(a++Va?2—1), a>1 i¢in b =Va? —1 i¢in a = cosha, ,b = sinha;,
olur.

Simdi benzer sekilde a, = In(a — Va2 — 1), a > 1 igin b = —Va? — 1 degerlerini
inceleyelim.

b) @, = In(a —Va? — 1), a = 1i¢in b = —vVa? — 1 olsun. Buradan

h e®2 42  gln(a—Va%-1), ,-In(a—Va?-1) (a—x/ﬁ)2+1 2a(a—Vaz-1)
cosh a, = = = = =aq,
2 2 2 2(a—VaZ-1) 2(a—Va?-1)

e®2_g=@1  eln(a-Va?-1)_,-In(a—va?-1) (a—\/az—l)z—l 2(a?-ava2-1-1)
2 o 2 - 2(a—Va2-1) - 2(a—Va2-1) o
(a’-1-ava?-1) _ b%+ab _ b(a+b)

= i) a @) b olup istenen 6zellik saglanir.

sinha, =

Boylece @, =In(a —va? —1),a =1 1i¢in b = —va? — 1 i¢in a = cosha,,b = sinh a,
olur.

a b
b

olan a € R’ nin tekligini gdsterelim. Farz edelim ki, o« € R tek olmasin.

Simdi ise A=( ) detA=a?—-b?*=1,a>1 icin a=cosha,b =sinha

Buradan 38 € R 6yle ki a = cosha = coshff ve b = sinha = sinh 8’ dir. Buradan,

e%+e @

a =cosha =

b =sinha =<

Bye-B
a=coshp =2 e

s g =a+b=ef . ()
b =sinhp ==

dir.

I
=

Boylece (*) ve (**) in esitliginden e*=ef olup «
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Boylece tek @ € R i¢in a = cosha,b = sinha olup 4 = (Z 2) = (Z?r?l}:g Eggﬁi)

olarak yazilabilir.

2)A = (cosha sinh «a

) olsun.
sinha cosh a)

] e%te@ e%—e~ @ e2qqpe—2ay ) e2dpe—2a_p
DetA=cosh2a—smh2a:(T)z—(T)Z:( ” )_( ):1
ete™@ 2044
cosha = = > dir. Ancak
2 2e%

e +1>2e*=e?*—2e*+12>0= (e*—1)2>0o0lup cosha > 1’ dir. m

L={A= (Z 2) €0(1,1),detA =1,a = 1} alt kiimesi O0(1,1) grubunun alt
kiimesidir. Bu alt kiimenin 0(1,1) = {4 = (Z Z),detA = 11} grubunun alt grubu

oldugunu ispatlayalim. L’ ye Lorentz grubu denir.

Onerme 16 [11]: L alt kiimesi 0(1,1) grubu altinda matrislerde carpma islemine
gore alt gruptur.
Ispat: Bunun ispat1 icin VA, B € L i¢in AB,A™! € L oldugunu gostermek yeterlidir.

Buradan,

.. . __ (cosha sinha _(coshp sinhp
1)VA,B €L alalim oyle ki, A= (sinha cosh a)'B = (sinhﬁ cosh ﬁ)

olsunlar. AB €L oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun icin
_ (cosh(a + ) sinh(a + p)
~ \sinh(a + B) cosh(a + B)

AB = (cosh a sinh a) (COSh f sinh ,6’)
sinha cosha/\sinhf coshp

)E L oldugunu gostermemiz gerekli. Buradan

e%+e™® %™ ePre B eP—e B
— 2 2 2 2 _
e%—e™% e%te™ ¢ eB_e=B By B
2 2 2 2
o(@+B) 4 o—(a+B)  p(@tB)_g—(a+h)
_ 2 2 __ (cosh(a + B) sinh(a+ p)
T\ e@tP_e=@tB)  @tBpe=(atp) | T <sinh(0( +pB) cosh(a+ ﬁ))

2 2
olup detAB = 1’ dir.
Simdi ise, cosh(a + B) = 1 oldugunu gosterelim.

@B po-(@+B)  p2(@Piq. .
€ ¢ =2 > dir. Ancak
2 eOH-B

cosh(a + p) =
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e2@th) 11 > 2e%tF = 2(@+h) — 209t + 1 >0 = (e*"F —1)2 = 0 olup
cosh(a + f) = 1°dir. Boylece AB € L’ dir.

2) VA € L alalim oyle ki A = (Z Z) € L olsun. A™! € L oldugunu gostermeliyiz.

a -b

b a ) € L oldugunu gostermemiz  gerekli. Buradan,

Bunun i¢in A7?! =(

A= (Z Z) € L= detA=1,a>1 dir. Buradan A1 = (Zi Zz) ile gosterirsek,
buradan
a7 =12 D an)=( 1=
== (o 2= (5 )

olup detA™ = 1,a = 1 oldugundan A~1 € L’ dir. Béylece L lorentz grubu, 0(1,1) grubu

altinda matrislerde ¢carpma iglemine gore alt gruptur. m



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Hiperbolik Sayilarin Baz1 Ozellikleri

Teorem 6: A = (a,b),B = (c,d) € H olsun. Bu taktirde;

AX = B,X = (x,y) € H denkleminin H’da ¢6ziimii vardir < asagidaki dort sarttan
herhangi biri saglanirsa:

1) |a| # |b| ve Vc,d € R;

2)a=b,c=d,a#0;

3)a=—-b,c=—-d,a+0;

4)Ya=b=c=d=0.

Ispat: ()AX = B © (a,b)(x,y) = (c,d) & (ax + by,ay + bx) = (c,d)

{ax+by=c

ay +bx = d bulunur.

1) |Z Z| # 0 a?—-b? # 0 < |a| # |b|. Bu durumda |Z Z| # 0 oldugundan
¢Oziimii vardir.
Simdi |Z Z| — 0 olsun. Bu takdirde a?—b2 =0 (a—b)(a+b) =0

a = b veyaa = —b dir.

ax+ay=c

2) Simdi a = b olsun. {ay tax=d

sol taraflar esit oldugundan ¢ = d bulunur.
Eger a = b ve ¢ # d, ise ¢dziim yok.
a=b,c=d, ve a # 0 olsun. Bu durumda denklem sistemi x +y = 2 denkleme
gelir. Bu denklemin ise ¢dzlimii her zaman mevcuttur.
a=b =0,c=d # 0 ise bu denklem sisteminin ¢éziimii yoktur.

ax + by =c¢ = { e sol taraflar esit

3) a = —b olsun. Bu taktirde {

ay+bx =d a(x—y)=—-d
oldugundan ¢ = —d bulunur.
Eger a = —b ve ¢ # —d, ise ¢ozlim yok.
a =—b,c = —d ve a # 0 olsun. Bu durumda denklem sistemi x +y = § denkleme

gelir. Bu denklemin ise ¢dzlimii her zaman mevcuttur.

a=—b =0,c =—d # 0 ise bu denklem sisteminin ¢éziimii yoktur.
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4) a=b=c=d =0 olsun. Bu durumda denklem sisteminin sonsuz c¢Ozimii

vardir.

Onerme 17: A=a+6b € H,a,b €R olsun. Bu takdirde A~! € H mevcuttur
< |al # |b|’ dir.
Ispat:  Teorem 6’ ya gére AX =B = (1,0) denkleminin ¢oziimii vardir

< |a| # |b|” dir. m

Onerme 18: Hiperbolik sayilar halkasinin sadece dort ideali vardir ve onlar

sunlardir:
1) A= {0}
2)A=H;

NA={r(1+6):r eR};

4)A={r(1-96):r € R} dir.

Ispat: 1) {0} ve 2) H’ 1n idealler oldugu agiktir.

GosterelimkiA = {r(1+ 8):r € R} ve A = {r(1 — §):r € R} kiimeleri ideallerdir.

3) A = {r(1 + 8):r € R} olsun. Once gosterelim ki (4, +) alt grubtur.

i) vrn(1+6),n(1+8)€A i¢in rn(1+6)+nr(1+5) €A ise Kkapalidir.

n(1+8)+nr,d+8)=00n+nrn)A+385 olur ve nr+r,€R oldugundan
(rp +)(1+6) € A’dur.

ii) H igin birlesme 6zelligi var oldugundan A = {r(1 + 6):r € R} i¢inde vardir.

iii) 30 = 0(1 + &) € A 6yle ki vVr(1 + &) € 4 icin,
r1+8)+01+6)=010+6)+r(1+8)=r(1+6)€A oldugundan birimlidir.

iv) Vir(1+6) €A igin r(1+6) + X = 0(1 + 9) olacak sekilde X € A ise tersi
mevcuttur:

r1+8)+X=01+6)=X=0-r)(1+86)=—-r(1+5) olur ve¢ —TER
oldugundan —r(1+8) = X € A’ dur.

Simdi (¢ + 6d) € H keyfi olsun. Gosterelim ki (¢ + dd)(r(1+8)) € A’ dir.

(c+ (Sd)(r(l + 6)) = r((c +d)+6(c+ d)) =r(c+d)(1+8) €A dir. Yani
keyfi (c + 6d) e Hve r(1+6) € Aigin (¢ + 8d)(r(1 + §)) € A’ dir. Dolayisiyla A bir
idealdir.

4) A = {r(1 — §):r € R} olsun. Once gosterelim ki (4, +) alt grubtur.
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Hvr(1-6),rn(1-958)ediginr(1—-35) +r,(1—46) € Aise kapahdir.

n1-6)+rn1-8)=0+rn)A—-8) olur ve r+1r€R oldugundan
(rp +r,)(1 —6) € A’dur.

ii) H icin birlesme 6zelligi var oldugundan A = {r(1 — §):r € R} i¢in de vardir.

iii) 30 = 0(1 — §) € A dyle ki Vr(1 — §) € A igin,
r1-86)+01-6)=01-6)+r(1—-8)=r(1—-6)€ A oldugundan birimlidir.

iv) Vr(1—-6) € A igin r(1 —6) + X = 0(1 — §) olacak sekilde X € A ise tersi
mevcuttur:

r(1-8)+X=01-8)=X=0-rA-6)=-1r(1-46) olur ve —TER
oldugundan —r(1 — §) = X € A’ dur.

Simdi (¢ + 6d) € H keyfi olsun. Gosterelim ki (¢ + dd)(r(1—48)) € A’ dir.

(c+6d)(r(1=8)=r(c+d)+8(c+d)=r(c+d)(1-6)€A dr. Yani
keyfi (c + 6d) e Hve r(1 —6) € A igin (¢ + 8d)(r(1 — §)) € A’ dir. Dolayisiyla A bir
idealdir.

Gosterelim ki bu dort idealden bagka ideal yoktur.

A, H’ 1n bir ideali olsun. A, H’ n ideali oldugundan A, H’ 1n bir lineer alt uzayidir. H’
n boyutu 2 oldugundan A i¢in su ti¢ durum vardir: boyA = 0,boyA = 1, boyA = 2 dir.

Eger boyA = 0 ise, A = {0} dir ve boyA = 2 ise, A = H dur.

boyA=1 olsun. Bu takdirde x,+dy,€ A mevcut Oyle ki
A={r(xg+96yy);r € R} dir. Vh =c+ 6d € H ve x, + 6y, € A, A ideal oldugundan
h(xy + 8y,y) € A dir. Buradan
(c+ 6d)(x + 8yo) = 11(xo + 6¥o) = (cxo + dyo) + 8(dxo + cyo) = 11(xg + 5¥o).
Dolayisiyla x4, yg € R ve keyfi ¢, d € R igin

{cx0 +dy, = 11X
dxy + cyy = 11Y0

olacak sekilde r; € R mevcut olmas1 lazim.

Once x, # 0 olsun. Bu durumda

xog+dyy,=rxy=>c+d 3;—0 =mnbulunur. Bu 1r;  degerini  dxy+ cyy =11Yo
0

denkleminde yerine yazarsak dx, + cy, = (¢ +d ;’—0) Yo =
0

2 2
= dxy + cy, = cyo + di—o = dx, = di—(’ = dx2 = dy¢ bulunur. Burada ¢ + &d
0 0

keyfi oldugundan d # 0 alinabilir. Dolayisiyla dx& = dyé = x3 = y3 = x, = y, veya
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Xy = —Y, bulunur.

Ilk olarak x, = y, olsun. Bu durumda x, + 8y, = xo(1 + &) seklinde yazilir.
A={r(1+6):r € R} olur. Yani x, = y, durumunda A ideali {r(1 + &):r € R} idealle
cakisir.

Ikinci olarakx, = —y, olsun. Bu durumda x, + 8§y, = xo(1 — &) seklinde yazilir.
A={r(1—-06):r € R} olur. Yani x, = y, durumunda A ideali {r(1 — §):r € R} idealle
cakisir.

Eger x, = 0 ise, xy # 0 oldugunu gdsterelim:

A={r(xg+8yy):r €ER} ={r(6yy):r € R} = {(ry,)d:r € R} ideal midir?

V¢ + 6d i¢in (¢ + 6d)(rd) € A midur?

(c+6d)(@d) =r(c6+d)¢ A dir ¢inki c¢=0 i¢cin Véd € A,6drd =rd ¢ A.
Dolayisiyla A ideal olamaz.

Simdi {r(1+6):reR} ve {r(1—906):r € R} ideallerinin farkli oldugunu
gosterelim.

fr0+6):reR}={r(1—-6):r € R} oldugunu farz edelim. Bu takdirde
1+ 6 =nr(1-46) olacak sekilde r; € R vardir. Buradan 1+ § =r; — ;6 oldugundan
r, = 1,71 = —1 dir. Bu bir ¢eligkidir dolayisiyla bu idealler farklidir. m

Lemma2: A € H,A = a + 6bi¢in a? — b? = ¢?,c > 0 ise |a| = c dir.

Ispat: A = a + 6b,a? — b* = —c? ve ¢ > 0 olsun.

al—b? =c*=b?=a’+c?*=>b>>c?=>Vbh2=2Vc2= |b| =’ dir. =

Teorem 7: A =a+ 6b,a?—b?# 0 hiperbolik sayr olsun. Bu takdirde bu
hiperbolik sayinin hiperbolik fonksiyonlar yardimi ile ifadesi soyledir:

1) a?—-b*=c%4c>0,ceR ve a=>c ise ttk a € R mevcut oOyle ki
A = c(cosha + § sinh ) dir.

2) a?—b*=c%c>0,ceR ve a<-—c ise tk a € R mevcut Oyle ki
A = —c(cosha + § sinh ) dir.

3) a?—=b*=—-c%*c>0,ceR ve b=>c ise tck a €R mevcut dyle ki
A = dc(cosh a + § sinh ) dir.

4) a’—-b*=—-c%c>0,ceER ve b<—c ise tek a € R mevcut dyle ki
A = —68c(cosh a + § sinh ) dir.

Ispat: 1) Once ¢ = 1 i¢in gosterelim.
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A=a+6b,a’? —b? =1,a > 1ise dnerme 15°den
A = cosha + § sinh « dir.

A=a+6b,a’? —b?>=c?c>0,a>colsun.

A=c(3+62), (9)2 - (g)2 = 1,2 > 1 oldugundan A = c(cosh & + & sinh ) seklinde

Cc

yazilabilir.

2) Once ¢ = 1 igin gosterelim.
A=a+6b,a’>?—b*>=1,a < —1ise
A=—((-a) +8(=b)),(—a)? — (=b)? = 1,—a > 1 6nerme 15’den
A = —(cosha + 6 sinh a) dir.
A=a+6b,a’? —b?>=c?c>0,a < —colsun.

A=—c ((— %) +6(— %)),(— %)2 - (— 2)2 =1, —% > 1 oldugundan
A = —c(cosh a + § sinh a) seklinde yazilabilir.
3) Once ¢ = 1 igin gdsterelim.
A=a+6b,a’?—b*>=—-1,b=>1ise A=6(b+ 8a),b?> —a? =1,b = 16nerme 15’den
A = §(cosh a + 6 sinh a)dir.

A=a+6b,a’? —b?>=—c?c>0,b>colsun.

A=dc (g + 5%) , (2)2 - (3)2 = 1,% > 1 oldugundan A = éc(cosh a + § sinh @)

c

seklinde yazilabilir.
4) Once ¢ = 1 i¢in gosterelim.
A=a+6b,a? —b?>=—-1,b < —1ise
A=-56((-b) + 6(-a)),(=b)? = (—a)? = 1,—b = 1 6nerme 15°den
A = —6(cosh a + 6 sinh a) dir.

A=a+6b,a’? —b%?=—c?c>0,b < —colsun.

b a b\? a\? b o
a=-sc((-+6-9),(-2) -(-2) =1-2 21 oldugundan
A = —d6c(cosh a + § sinh ) seklinde yazilabilir. m
Not: Teorem 7’ de verilen hiperbolik sayilarin hiperbolik fonksiyonlar yardimiyla

ifadesi kompleks sayilarin Euler formiiliiniin benzeridir.

Onerme 19: A = a + 6b hiperbolik say1 a? — b? = 0 sartim saglasin. Bu takdirde
bu say1 i¢in a + 6b = c(cosh a + § sinh @) veya a + §b = cd(cosh a + 6 sinh ) olacak
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sekil de ¢ € R ve a € R sayilar mevcut degildir. Yani bu hiperbolik say1 i¢in Euler
formiiliiniin benzeri mevcut degildir.

Ispat: A = a + 8b,a? — b% = 0 olsun.
a?—b’=0=((a-b)(a+b)=0=a—-b=0 veya a+b=0 dir.
a—-b=0=a=bdirr A=a+déb=a+dbéa=a(l+65) veyaa+b=0=a=-b
dirA=a+6éb=a—-38a=a(l—-45)dn.

1) a(l+6) icin ispatt verelim. Farz edelim ki a(1+8)#0 ve
a(l+6) = c(cosha + §sinha) olacak sekilde ¢, € R mevcut olsun. Bu takdirde

¢ # 0 dir. Buradan

a e*+e®* a _ a
a cosha = — — =z et e @ =2_
cosha + §sinha=—-(1+6) = g:> a - —a €=
¢ sinha = — e ~e _¢& e*—e*=2-
c 2 c c

Bu iki ifade taraf tarafa ¢ikarilirsa 2e "% = 0 = e~%* = 0 bulunur bu ise ¢eligkidir.

a(1+ 6) = c6(cosh a + 6 sinh @) olacak sekilde c,a € R mevcut olmadigi benzer
sekilde gosteriliyor.

2)a(l1—-46) igin ispati verelim. Farz edelim ki a(l—56)#0 ve
a(l —36) = c(cosha + §sinha) olacak sekilde ¢, € R mevcut olsun. Bu takdirde
¢ # 0 dir.Buradan

a — a

a cosha = - S = e“+e *=2-

cosha + §sinha ==(1-196),§ P = _ ‘a
¢ sinha = —— =-2 (e¥—e¥=-2-

Bu iki ifade taraf tarafa toplanirsa 2e* = 0 = e® = 0 bulunur bu ise ¢eliskidir.
a(l —§) = c8(cosh a + & sinh ) olacak sekilde ¢, @ € R mevcut olmadigi benzer

sekilde gosterilir. m

Onerme 20: L(H) = {A=a + 6b € H,|A|, = a®> — b? = 1,a > 1} olmak iizere

1) VA,B € L(H) i¢in AB € L(H)’ dir.

2)VA € L(H)i¢in A~ € L(H)’ dir.

Ispat: 1) VA, B € L(H) alalim &yle ki,
A =cosha+ dsinha,B =coshf +dsinhff  olsunlar. Biz AB € L(H) oldugunu
gostermek istiyoruz. Bunun i¢in AB = cosh(a + ) + 6 sinh(a + ) € L(H) oldugunu

gostermek yeter. Buradan
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AB = (cosha + § sinha)(coshf + §sinh ) =

_ (e“+e‘“ n 6ea—e‘“) (eﬁ+e‘ﬁ n 5eﬁ+e'ﬁ) _
2 2 2 2
e(a+B)+e_(a+B) e(a+ﬁ)—e_(a+ﬁ) .
= . +6 > = cosh(a + B) + 6 sinh(a + )

olup |AB|; = 1’ dir.
Simdi ise, cosh(a + B) = 1 oldugunu gosterelim.

(@+B) po—(@+B)  p2(@+Byq.
g ° =2 > dir. Ancak
2 ea:+B

cosh(a + p) =

e2@*h) + 1 > 2e%+F = 2(@th) — 244 1+ 1 >0 = (e*"F —1)2 = 0 olup
cosh(a + B) = 1°dir. Béylece AB € L(H)’ dir.

2) VA € L(H) alalim &yle ki A=a+ 6b € L(H) olsun. A1 € L(H) oldugunu
gostermek istiyoruz. Bunun igin A”! € L(H) oldugunu gostermek yeter. Buradan,
A=a+6beLH)=|Al;=1,a=1 dir. A1 =x+ 6y ile gosterirsek, buradan,
AA =1= (a+ 6b)(x + 6y) =1 = (ax + by + 6(ay + bx) = 1 hiperbolik sayilarin
esitliinden ax +by =1 veya ay + bx =0 bulunur. Bu iki denklem taraf tarafa
toplanirsa x(a+ b) +y(a+b)=1=(a+b)(x+y)=1=>x+y = ﬁ bulunur ve
a? — b? = 1 oldugundan |a| # |b| dir. Dolayisiyla A~! € H mevcuttur. |[A™Y]; = 1,x > 1
oldugunu gosterirsek A™* € L(H) olur.

(a + 6b)(x + 6y) = 1 her iki tarafin mutlak degeri alinirsa
[(a+6b)(x+6y)|, =11]; = la+86blilx+6y];=1= @ -b)H* -y’ =1=
x% —y? =1 olur. Dolayisiyla [A7Y|; =1 dir. x? — y? =1 = x2 = y? + 1 oldugundan
x = 1dir. Buradan A1 € L(H) dir.m

Not: Bu Onermenin ispati [11]" de hiperbolik fonksiyonlarin matris gdsterimi ifadesi

kullanilarak verildi.

2.2. Hiperbolik Sayilarda 1. tip ve 2. tip Mutlak Degerler
Tanmim 19 [3,5,6,7,10]: A = (a,b) € H hiperbolik sayilarin biitiiniine hiperbolik
diizlem denir. Her bir (a, b) ikilisine hiperbolik diizlemin bir noktas1 veya hiperbolik say1

denir.

Tamim 20 [3,6,7]: a? — b? reel sayisma A = a + &b hiperbolik sayismin 1. Tip
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mutlak  degeri denir ve |A|; =|a+6b|; seklinde gosterili.  Su  halde
|Al; = |a + 6b|; = a? — b? olur.

Teorem 8: VA € H igin |A]; = |a + 6b|; = 0 & |a| = |b]’ dir.
Ispat: (=) |Al;=0=|a+6bl;,=0=a?—-b?>=0= a? =b?> = |a| = |b]

(Slal=|b|=a*>=b*=a?-b>?=0=|a+6b|;=0=|4];,=0dir. m

Teorem 9: VA, B € H igin |AB|,; = |A|;|B|, esitligi saglanir.
Ispat: A=a+6b,B=c+d6dvea,b,c,d € R olsun
|AB|, = |(a + 6b)(c + 6d)|; = |lac + bd + §(ad + bd)|, =
= (ac + bd)? — (ad + bc)? =
= (ac)? + 2acbd + (bd)? — (ad)? — 2adbc — (bc)? =
= (ac)? + (bd)? — (ad)? — (bc)?
|Al1|Bly = la + 8bllc + 8dl|, = (a* = b*)(c* —d?) =
= (ac)? + (bd)? — (ad)? — (bc)?,
Bu esitlik den goziikiiyor ki |AB|; = |Al;|B]|; esitligi mevcuttur. m
|Al1

Teorem 10: VA,B € H, B = ¢ + 8d ve |c| # |d] i¢in |§| = 5L esitligi saglanir.
1 1

. A AB _ A o ,
ispat: |E|1 1Bl = |2 = 14B71Bl, = 4], = |E|1 IB|, = |Al, her iki tarafi |B|, e
bolersek |5 = % esitligi bulunur. m
1 1

Tamm 21 [3,6,7]: \/|a? — b?| reel sayisina A = a + 8b hiperbolik sayisinin 2. tip
mutlak  degeri denir ve |A|, =|a+8b|, scklinde gosterilir.  Su  halde

|Al, = |a + 8b|, = /laZ — b?| olur.

Teorem 11: VA € H i¢in |A|, = |a + 8b|, = 0 & |a| = |b|’ dir.

Ispat: (=)|Al,=0=|a+6b|,=0= /a2 —b%|=0= |a®> - Db?|=0=
a’?—b?>=0= a? =b? = |a| = |b|

(S lal=|b|=a?=b?=a?>-b?>=0= |a®? - b?| =0 = /|a? — b?| =

0:>|a+5b|2=0$|14|2=0d1r.l
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Teorem 12: VA, B € H i¢in |AB|, = |A|,|B|, esitligi saglanir.
Ispat: A=a+6b,B=c+d6dvea,b,c,d € R olsun.
|AB|, = |(a + &b)(c + 6d)|, = |ac + bd + §(ad + bd)|, =
= JI(ac + bd)? — (ad + bc)?| =

= \/|(ac)? + 2achd + (bd)? — (ad)? — 2adbc — (bc)?| =
= JI(ac)? + (bd)? - (ad)? — (bc)?|
|A1,1Bl, = 1(@ = BDI(e? = )] = /1@ = b2)(cZ — d)] =
= JI(ac)? + (bd)? - (ad)? — (bc)?|
Bu esitlik den goziikiiyor ki |AB|, = |A|,|B|, esitligi mevcuttur. m

Teorem 13: VA, B € H, B—c+6dve|c|¢|d|1<;m| |

IBI 2 esitligi saglanir.

ispat: |§| IB|, = |?2 = |AB~'B|, = |A|, = |E|2|B|2 = |A|, her iki tarafi

|B|,’e bolersek | | :—2 esitligi bulunur. m
2

A € H ve |A|; = 1 kosulunu saglayan elemanlarin kiimesini B(H); ile gosterelim.
Teorem 14: B(H); = {A = (a,b) € H: |A|; = a? — b? =1}, -, islemine gore
degismeli gruptur.

Ispat: 1) Kapalilik:

VA,BeH,|Al; =1,|Bl; =1 igin AB€ B(H); oldugunu  gosterelim.
|AB|; = |A|;|B|; = 1 oldugundan AB € B(H), dir.

2) Birlesme 6zelligi:

H’ 1n tiim elemanlar1 i¢in birlesme 6zelligi var oldugundan B(H); i¢in de birlesme
ozelligi vardir.

3) Degisme ozelligi:

H’ 1n tim elemanlar1 i¢in degisme 6zelligi var oldugundan B(H), i¢in de degisme
ozelligi vardir.

4) Birim eleman:

31 € H 6yle ki |1 + 60|, = 12 — 0% = 1 oldugundan 1 € B(H), dir.
5) Ters eleman:

A € B(H)4,|A|; = 1i¢in AX = 1 olacak sekilde X € B(H);’ nin var oldugunu
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gosterelim. A € B(H); oldugundan |A|; =1 = a?—b? =1= a? # b?> = |a| = |b|
dir. Dolayisiyla AX = 1 olacak sekilde X € H vardir. Simdide X € B(H); olmasi1 i¢in
|X]; = 1 oldugunu gosterelim.

AX =1 ise her iki tarafin mutlak degeri alinirsa|AX|; = |1|; = |A|1|X]; =1 ve
|A]; = 1 oldugundan |X|; = 1 bulunur. Dolayisiyla X € B(H), dir. m

A € H ve |A|, = 1 kosulunu saglayan elemanlarin kiimesini B(H), ile gosterelim.

Teorem 15: B(H), = {A = (a,b) € H: |A|, = /|a? — b?| = 1}, -, islemine gore
degismeli gruptur.

Ispat: 1) Kapalilik:

VA,B e H,|Al, =1,|Bl, =1 i¢in AB € B(H), oldugunu  gosterelim.
|AB|, = |A|;|B|, = 1 oldugundan AB € B(H), dir.

2) Birlesme 6zelligi:

H’ 1n tiim elemanlar1 i¢in birlesme 6zelligi var oldugundan B(H), i¢in de birlesme
ozelligi vardir.

3) Degisme ozelligi:

H’ 1n tim elemanlar1 i¢in degisme 6zelligi var oldugundan B(H), i¢in de degisme
ozelligi vardir.

4) Birim eleman:

31 € H éyle ki |1 + 80|, = /|12 — 02| = 1 oldugundan 1 € B(H), dir.

5) Ters eleman:

A € B(H), |Al, =1 igin AX =1 olacak sekilde X € B(H),’ nin var oldugunu
gosterelim. A € B(H), oldugundan |A|, =1 = /|a? —b2| =1 = a?® # b? = |a| #
|b| dir. Onerme 20 ye gére AX = 1 olacak sekilde X € H vardir. Simdide X € B(H),
olmast i¢in |X|, = 1 oldugunu gosterelim.

AX =1 ise her iki tarafin mutlak degeri alinirsal|AX|, = |1|, = |A],|X], =1 ve
|A], = 1 oldugundan |X|, = 1 bulunur. Dolayisiyla X € B(H), dir. m

Onerme 21: B(H), € B(H),, B(H),, B(H),’ nin alt grubudur ve B(H); # B(H),
dir.
Ispat: VA € B(H), icin A € B(H), oldugunu gosterelim.
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A € B(H), oldugundan A = a + &b igin |A]; =1 = a? — b%? =1 her iki tarafin
mutlak degeri alinirsa |a? — b?| = 1| = |a? — b?| =1= m =1=|4],=1
bulunur. Dolayisiyla VA € B(H), i¢in A € B(H), olur. B(H)4, B(H), nin alt grubu olur.

B(H); # B(H), oldugunu bir ornekle gosterelim A = 2 ++/58 olarak alalim

22 — \/gz =4 —5=—1 bulunur. TanimlardanA € B(H),, A € B(H),; dir. Buradan
goriiliiyor ki B(H); # B(H), dir. m

Onerme 22: H* ={A=(a,b) € H:a? — b? # 0}, -, islemine gore degismeli
gruptur.

Ispat: 1) Kapalilik:

VA = (a,b),B = (c,d) € H,a? —b? #0,c? —d? # 0 icin AB € H* oldugunu
gosterelim.

AB = (a® — b?)(c? — d?) # 0 oldugundan AB € H* dur.

2) Birlesme 6zelligi:

H’ 1n tiim elemanlar1 i¢in birlesme 06zelligi var oldugundan H* i¢in de birlesme
ozelligi vardir.

3) Degisme 0zelligi:

H’ 1n tim elemanlar1 i¢in degisme 0Ozelligi var oldugundan H* i¢in de degisme
ozelligi vardir.

4) Birim eleman:

31 € H dyle ki 12 — 0% # 0 oldugundan 1 € H* dur.

5) Ters eleman:

A€ H*,a? —b? #0 icin AX =1 olacak sekilde X € H* nm var oldugunu
gosterelim. A € H* oldugundan a? — b? # 0 = a? # b?> = |a| # |b| dir. Onerme 20’
ye gore AX =1 olacak sekilde X € H vardir. Simdide X = (x,y) € H* olmasi i¢in
x? —y? # 0 oldugunu gosterelim.

AX =1 ise her iki tarafin mutlak degeri almirsa(a? — b?)(x?> —y?) =1 ve

a’ — b? # 0 oldugundan x? — y? # 0 bulunur. Dolayisiyla X € H* dir. m

Not: B(H); c H",B(H), € H*,L(H) c H* dir.
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2.3. B(H)4 -Denklik Problemi

Tanim 22: hy, h, € H olsun. Eger h, = gh, olacak sekilde g € B(H), varsa hyve

h, elemanlar1 B(H);’ ¢ gore denk denir ve h; © (il i h, seklinde gosterilir.

B(H)y

Onerme 23: x y bagmtis1 bir denklik bagintisidir.

Ispat: Denklik bagmtis1 oldugunu gostermek igin yansiyan, simetri ve gegismenin
var oldugunu gdstermeliyiz.

i) Yansiyan:

x5 (f)lx olmas1 i¢in x = gx olacak sekilde g € B(H); oldugu gosterilmeli. g = 1
icin x=1x ve |1|; =1 oldugundan g € B(H),; dir. Buradan goriiliiyor ki
x® (i’ 1y dir.

ii) Simetri:

£ BUD1

x B(f)l

y olsun. Gostermeliyiz ki y & (iI 1y dir.

y oldugundan y = gx olacak sekilde g € B(H),vardir. 3g; € B(H), 0yle ki
x = g,y dir. Bu ifadeyi y = gx’ de yerine yazarsak y = g(g;y) bulunur i)’ den
991 =1= g, = g~! € B(H), oldugundan y M1 x dir.

iii) Gegisme:

xB(H)1

yvey? (iI )17 olsun. Gostermeliyiz ki x © (iI 17 dir.
x5 (f)ly oldugundan y = gx olacak sekilde g € B(H); ve y°* (f)lz oldugundan
z = g,y olacak sekilde g; € B(H),vardir.z = g,y’de y’ nin yerine y = gx yazilirsa
z = g,(gx) elde edilir ve g,g; € B(H); oldugundan gg, € B(H), dir. Dolayisiyla

x B(f)l z dir. m

Onerme 24: A,B € H ve A2®1 B ise |A|, = |B], dir.
Ispat: AB(f)l B olsun. Bu taktirde 3g € B(H), Oyle ki B = gA dir. Her iki tarafin

mutlak degeri alimirsa |B|; = |gA|, = |Bl1 = |gl1|Al; ve g € B(H),; oldugundan
|gl; = 1 dir. Buradan |A|; = |B|; dir. m

Onerme 25: A,B € H, |A|; # 0,|B|; # 0 ve |A|; = |B|, ise A2®1 B dir.
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Ispat: |A|; = |B|, olsun. Gésterilmeli ki A B(i’)l B dir.
A,BEMH oldugundan A=x+d6y,B=z+6éw dir. |A|; =|B|; oldugundan
x? —y? =z% —w? dir.

2_w?=c?c>0ceRalalmx>c,x<—c, z>c,z<—cC

x2—yt=12z
durumlari olusur.
x2—y2=z2—-w?=—-c%¢c>0,ceR alalm. y>cy<-cw==c,w<—c
durumlari olusur.
1)x >c,z = cise;
A=x+08y,x*—y?=c?x=ci¢cin A = c(cosha + 6 sinh @) dir.
B =2z+6w,z2—w?=c?%z=>cigin B = c(cosh B + & sinh B) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A = c(cosha + 6 sinh @) her iki tarafi (cosh B + 6 sinh 8) carpalim.
(cosh + 6 sinh ) A = c(cosh @ + § sinh @) (cosh f + § sinh 8)
= (cosh§ + § sinh f) A = B (cosha + § sinh @)
= (cosh(f —a) + 6sinh(f —a))A=B ve p—a=20 alirsak
= (cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
(cosh 6 + & sinh ) € B(H); oldugundan 4 ®)1 B dir.
2)x =,z < —cise;
A=x+6y,x*—y?=c?x=cicin A= c(cosha + § sinh a) dir.
B=z+6w,z2—w?=c%2z<—c igin B=—c(coshp + §sinhf) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A = c(cosha + § sinh @) her iki  tarafi =~ —(coshf + §sinhf) carpalim.
—(coshf + 6 sinh ) A = —c(cosh a + § sinh ) (cosh f + § sinh 8)
= — (coshf + 6 sinhf) A = B (cosha + 6 sinh @)
= —(cosh(f —a) + §sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= —(cosh 8 + 6 sinh 8) A = B bulunur.
— (cosh 6 + & sinh 8) € B(H), oldugundan A 5%)1 B dir.
3)x < —c,z > cise;
A=x+6y,x*—y?=c?x < —ci¢in A = —c(cosha + 6 sinh ) dir.
B=z+6éw,z2—w?=c%z>c i¢cin B =c(coshpf + §sinhp) dir. Gosterilmeli ki

B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
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A = —c(cosh a + 6 sinh a) her iki tarafi —(cosh f + § sinh ) ¢arpalim.
—(cosh B + § sinh ) A = c(cosh a + 6 sinh @) (cosh B + § sinh 8)
= — (coshf + 6 sinhf) A = B (cosha + § sinh @)
= — (cosh(f —a) + § sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= — (cosh 8 + 6 sinh 8) A = B bulunur.
—(cosh @ + & sinh 8) € B(H), oldugundan A 21 B dir.
4)x < —c,z < —c ise;
A=x+6y,x*—y?=c?x<—ciginA = —c(cosha + & sinha) dir.
B=z+6w,z2—w?=c%2z<—c igin B=—c(coshp + §sinhf) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A = —c(cosha + 6 sinha) her  iki  tarafi (cosh g + 6 sinh 8) carpalim.
(coshf + 6 sinh f) A = —c(cosh a + § sinh a) (cosh f + 6 sinh f8)
= (cosh§ + § sinh f) A = B (cosha + § sinh @)
= (cosh(f —a) + 6sinh(f —a))A=B ve p—a=0 alirsak
= (cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
(cosh 8 + & sinh 8) € B(H); oldugundan A **)1 B dir.
5 y=cw=cise
A=x+6y,x*—y?=—c?y>cicin A = 8c(cosha + & sinh ) dir.
B=z+6w,z2—w?=—c?w=>c i¢in B=§c(coshp + §sinhp) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H); vardir.
A = 8c(cosha + § sinh @) her iki tarafi (cosh  + 6 sinh 8) carpalim.
(coshf + 6 sinh ) A = 6c(cosh a + 6 sinh a) (cosh f + & sinh )
= (coshf + 6 sinhf) A = B (cosha + 6 sinha)
= (cosh(f —a) + § sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= (cosh 6 + § sinh ) A = B bulunur.
(cosh @ + § sinh 8) € B(H); oldugundan A B(f)l B dir.
6)y=>c,w < —cise;
A=x+6y,x*—y?=—c?y = cicin A = 8c(cosha + § sinh ) dir.
B=2z+6éw,z2—w?=—c?w < —c igin B = —8c(coshf + & sinh ) dir. Gosterilmeli
ki B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A = &c(cosh a + & sinh ) her iki tarafi —(cosh  + 6 sinh ) carpalim.
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—(cosh B + 6 sinh ) A = —&c(cosh a + § sinh a) (cosh f + 6 sinh 8)

= —(cosh f + § sinh ) A = B (cosh @ + § sinh )

= — (cosh(f —a) + § sinh(f —a))A =B ve f—a=20 alirsak

= —(cosh 8 + 6 sinh 8) A = B bulunur.
—(cosh @ + & sinh 8) € B(H), oldugundan A 21 B dir.

7)y < —c,w = cise;

A=x+08y,x*—y?=—c?y < —cicin A = —8c(cosh a + & sinh a) dir.
B=2z+6w,z2—w?=—c?w=cicin B=4§c(coshf + &sinhp) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A =—06c(cosha + dsinha) her iki tarafi —(coshpf + §sinhf)  carpalim.
—(cosh B + §sinh ) A = 8c(cosh a + § sinh a) (cosh f + 6 sinh 8)

= — (coshf + 8 sinh ) A = B (cosha + § sinh a)

= — (cosh(f —a) + 6sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak

= — (cosh 8 + 6 sinh 8) A = B bulunur.
— (cosh 6 + & sinh 8) € B(H), oldugundan A 5%)1 B dir.

8)y < —c,w< —cise;

A=x+6y,x%—y?=—c%y< —cigin A = —8c(cosha + § sinh «) dir.
B=2z+6w,z2—w? =—c?w< —cigin B=—6§c(coshp + §sinh B) dir. Gosterilmeli
ki B = gA olacak sekilde g € B(H), vardur.
A =—08c(cosha+dsinha) her iki tarafi  (coshf + §sinhfB)  carpalim.
(coshf + 6 sinh f) A = — 6c(cosh a + 6 sinh @) (cosh f + § sinh )

= (coshf + 6 sinhf) A = B (cosha + 6 sinha)

= (cosh(f —a) + § sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak

= (cosh @ + § sinh 8) A = B bulunur.
(cosh @ + § sinh 8) € B(H); oldugundan A B(f)l B dir. m

Simdi A=x+6y,B=2z+ 6w ve |A|; =|B|; =0 olsun. |A|; = 0 oldugundan
x% —y? =0 dir. Buradan x = y veya x = —y dir. Benzer sekilde |B|; = 0 oldugundan
z = w veya z = —w dur. Dolayisiyla |A|; = |B|; = 0 i¢in sdyle dort durum vardir:

1) x =yvez=wdir

2)x = —yvez=—wdir
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3)x =—yvez=wdir

4)x =yvez=—wdir.

EgerA=x+6y=0veB =2z+dw # 0 ise, A eleman B’ ye B(H), denk olamaz.
Benzer sekilde A=x+6y#0 ve B=z+ 6w =0 ise, A eleman B’ ye B(H); denk
olamaz.

Onerme 26: A=x+6y+#0,B=z+éw=0€H,|A|l; =|Bl; =0 olsun. Bu
taktirde:

Dx=yvez=w iseAB(i’)lB dir.

2)x=—-yvez=-w iseAB(f)lB dir.

3)x = —yvez = wise A eleman B’ ye B(H), denk degildir.

4) x = yve z = —w ise A eleman B’ ye B(H); denk degildir.

Ispat: |A|; = |B|; = 0 oldugundan x? — y? = z2 — w? = 0 dir. Buradan x = y
veyax = —yve z = w veya z = —w dir.

Dx=yz=wise

A=x+0y=x+6x=x(1+6) ve B=z+ébw=2z+86z=2z(1+6) olur
Gostermeliyiz ki B = gA olacak sekilde g = ¢ + 6d € B(H), vardir.
B=gA=2z(1468)= (c+6d)(x(1+68)) = z(1+8) = x((c + ) (1 + 8))
=z(1+96) = x((c +d)+6(c+ d)) =z(1+8) =x(c+d)(A+6) esitliginden
z=x(c+d) ve g =c+8d€ B(H), oldugundan c¢? — d? = 1 dir. ¢ = +V1 + d? olur
ve bunu denklemde yazarsak z = x(im + d) = +V1+d?+d= idir.

5 =k alahm. +V1+d?=k—d’ da her iki tarafin karesi almir ise
1+d?=k?—2kd +d? = 2kd = k* =1 = d = “ L bulum.
Dolayistylag = ¢ + 6d € B(H), vardir ve A B(f)l B dir.

2)xX = —y,Z = —Wise;

A=x+d8y=x—-6x=x(1-6) ve B=z+ébw=2z—-38z=2(1-6) olur
Gostermeliyiz ki B = gA olacak sekilde g = ¢ + 6d € B(H), vardir.
B=gA=2z(1-68)= (c+8d)(x(1-68)) = z(1-8) = x((c + d)(1 — )
=z(1-8)=x((c+d)—8(c+d)) =z(1-68) =x(c+d)(1-6) esitliginden
z=x(c+d) ve g =c+8d€ B(H), oldugundan c¢? — d? = 1 dir. ¢ = +V1 + d? olur
ve bunu denklemde yazarsak z = x(im + d) = +V1+d?+d= idir.
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Z=k alahm. +V1i+d2=k—d> da her iki tarafin Kkaresi alinir ise

X

1+d2:k2—2kd+d2:>2kd=k2—1:>d=%1bulunur.

Dolayistyla g = ¢ + 8d € B(H)4 vardir ve A B(f)l B dir.

3)x =—y,z=wise;

A=x+d8y=x—-6x=x(1—-6) ve B=z+édw=2z+38z=2(1+6) olur
A+ 0ve B # 0 oldugundan x #0 ve y #= 0 dir. {r(1 + 6):r € R} ve {r(1 — §):r € R}
idealler ve {r(1+d8):reR}Nn{r(1—-46):r € R} ={0} oldugundan z(1+46)=
h(x(1 —8)) olacak sekilde h € B(H),; mevcut degildir. Dolayisiyla A eleman B’ ye
B(H); denk degildir.

4)x = —y,z = wise;

A=x+d8y=x+6x=x(1+6)veB=z+éw=2z—-35z=2(1-6) olur.
A#0veB#0oldugundan x #0vey # 0 dir. {r(1 + 6):r € R} ve {r(1 — 8):r € R}
idealler ve {r(1+d6):reR}n{r(1—-905):r € R} ={0} oldugundan 2z(1—-29) =
h(x(1 + &)) olacak sekilde h € B(H); mevcut degildir. Dolayisiyla A eleman B’ ye
B(H); denk degildir. m

Lemma 4: Keyfi c € R igin ¢ ® (f)l ¢ denktir.

Ispat: Onerme 23’ den ¢ikiyor. m

B(H)y

Lemma 5: Keyfic € Ri¢in ¢ — ¢ denktir.

Ispat: CB(iI)l —c¢ olmasit i¢cin —c = gc olacak sekildle g € B(H); oldugu
gosterilmeli. g = —1 i¢in —c = (—1)c ve |—1|; = 1 oldugundan g € B(H); dir. Buradan

goriilityor ki ¢ & (f 1 ¢ dir. m

Onerme 27: A=x+ 68y € H,x2 —y2 =k, k > 0,k € R olmak iizere 45®1k
dir.

ispat: A=x+ 68y € H,x2 —y%2 =k k >0,k € R ve B=+k € H elemanlar igin
|Al; = |B|; = k # 0 oldugundan, Onerme 25’ ¢ gore A 51 B dir. m

Lemma 6: Keyfi c € R i¢in §c B(f)l 6c¢ denktir.

Ispat: Onerme 23’ den ¢ikiyor. m

Lemma 7: Keyfi ¢ € R i¢in §c B(f)l — &c denktir.

Ispat: 6¢ B(f)l — dc olmasi i¢in =8¢ = g(8c) olacak sekilde g € B(H), oldugu
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gosterilmeli. g = —1 igin —8c = (—=1)(6c) ve |—1]; =1 oldugundan g € B(H), dir.

Buradan goriiliiyor ki 8¢ ® (il)l —dcdir. m

Onerme 28: A=x+6y€eH,x>—y>=kk<0,keR olmak iizere
A1 s [1k] dir.

Ispat: A=x+0yeH,x>—y?>=k,k<0, k€ER ve B= (SME H elemanlart
icin |A|; = |B|; = k # 0 oldugundan, Onerme 25’ e gore AB(f)l B dir. m

Lemma 8: Keyfi ¢ # 0 € R i¢in ¢ eleman ¢’ ye B(H); denk degildir.

Ispat: |c|; = c?, |6c|; = —c?, ¢ # 0 igin c? # —c? oldugundan Onerme 25’ e gore
¢ eleman 6c¢’ ye B(H); denk degildir. m

Not: Bu denklik problemlerinin ¢oziimii [11]° de B(H),;’ in izomorf oldugu

S0(1,1)’ in yoriingeleri kullanilarak verildi. Burada ise hiperbolik sayilar kullanild.

Sonug olarak B(H); tiim yoriingelerini su sekilde verebiliriz:

1) Keyfik # 0,k > 0 igin { x + §y € H: x? — y? = k};

2) Keyfik # 0,k < 0igin { x + 6y € H: x? — y? = k};
3k=0i¢cin{x+yeM:x?—y?=k}={x+6yeH:x=y,x =y # 0};
Hk=0igcin {x+6yeM:x>—y2=k}={x+6y€eH:x=—-y,x=—y #0};
5) {(0,0)};

2.4. L(H) -Denklik Problemi

Tanim 23: hy, h, € H olsun. Eger h, = gh, olacak sekilde g € L(H) varsa hyve h,

elemanlar1 L(H)’ e gore denk denir ve h, L(fl) h, seklinde gosterilir.

L(H)

Onerme 29: x y bagintis1 bir denklik bagintisidir.

Ispat: Denklik bagintis1 oldugunu gdstermek icin yansiyan, simetri ve gegismenin
var oldugunu gostermeliyiz.

i) Yansiyan:

£ LD

x olmasi i¢in x = gx olacak sekilde g € L(H) vardir. g = 1 i¢in x = 1x,
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L(H)

|1]; = 1 ve 1 > 1 oldugundan g € L(H) dir. Buradan goriiliiyor ki x x dir.

ii) Simetri:

L(H) y olsun. Gostermeliyiz ki y ) x dir.

L(H)y oldugundan y = gx olacak sekilde g € L(H)vardir. 3g; € L(H) 0Oyle ki

x = g,y dir. Bu ifadeyi y = gx’ de yerine yazarsak y = g(g,y) bulunur i)’ den
991 =1= g, = g~! € L(H) oldugundan y “® x dir.
iii) Gegisme:

L(H) y ve y ) 7 olsun. Gostermeliyiz ki x XU 7 dir.

L(H) L(H)

y oldugundan y = gx olacak sekilde g € L(H) ve y~ "’z oldugundan

z = g,y olacak sekilde g; € L(H) vardir.z = g;y’de y’ nin yerine y = gx yazilirsa
z = g,(gx) elde edilir ve g,g; € L(H) oldugundan gg, € L(H) dir. Dolayisiyla xL(f’)z

dir. m

Onerme 30: 4,B € H ve A" B ise |A|, = |B|, dir.
Ispat: AL(fI)B olsun. Bu taktirde 3g € L(H) oyle ki B = gA dir. Her iki tarafin

mutlak degeri alimrsa |B|; = |gA|, = |Bl; = |gl.lAl; ve g € L(H) oldugundan
|gl; = 1 dir. Buradan |A|; = |B|; dir. m

A=x+d6y,B=z+6weH,|Al, #0,|B|l; #0 ve |Al; = |B|; olsun.
Eger x2 — y? = z2 —w? = ¢?,¢ > 0,c € R ise dort durum vardir.
DN)x=>cz=>2c,2)x<——z<—-—3)x=2cz<——c,4)x<—-cz=>c

2=—c%¢>0,c € Rise dort durumda burada vardir.

Egerx? —y%2 =2z%2 —w
5 )y=2cw=2c,6)y<—cw<-—-c7y=2cw<s——8y<—-cw=c
Bu sekiz durumun sadece dort tanesinde L(H) denklik vardir. Diger dort durumda

L(H) denklik yoktur.

Onerme 31: A = x + 8§y,B = z + 6w € H, |A|; # 0,|B|; # 0 olsun. Bu taktirde:
DA, = [Blpx2—y?=z2—w?2=c%c>0,c R, x >,z > cise, A" B dir.
2)|Al, = |Bly,x2—y2=z2—w2=c%c>0,ceR, x < —c,z<—cise, AL B

dir.
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3)|Al; = |Bl,x2—y2=z2—w2=—=c%c>0,ceR, y>c,w=>c ise, AXDB
dir.
|Al; = |Bl,x2—y? =22 —w?=—-c%c>0,ceER, y<—-cw<-—-c ise,
A B dir,
Ispat: 1) x > ¢,z > c ise;
A=x+6y,x%2—y? =c?x=cigin A = c(cosha + & sinh a) dir.
B=z+6éw,z2—w?=c?%2z=>c i¢in B =c(coshf + &sinhpB) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € L(H) vardir.
A = c(cosha + 6 sinh ) her iki tarafi (cosh g + 6 sinh B) carpalim.
(coshf + 6 sinh ) A = c(cosh @ + § sinh a) (cosh f + & sinh )
= (coshf + 6 sinhf) A = B (cosha + 6 sinha)
= (cosh(f —a) + §sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= (cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
|cosh® + §sinh6 |, =1 ve coshf =1 olacak sekilde (cosh8 + §sinh@) € L(H)
oldugundan A ““D B dir.
2)x < —c,z < —c ise;
A=x+8y,x*—y?=c%x < —cigin A= —c(cosha + § sinh a) dir.
B=z+6w,z2—w?=c%2z<—c igin B=—c(coshp + §sinhf) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € L(H) vardir.
A = —c(cosha + 6 sinha) her  iki  tarafi (cosh g + 6 sinh 8) carpalim.
(coshf + 6 sinh f) A = —c(cosh a + § sinh @) (cosh § + 6 sinh f8)
= (coshf + 6 sinhf) A = B (cosha + 6 sinha)
= (cosh(f —a) + 6sinh(f —a))A=B ve p—a=20 alirsak
= (cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
|cosh® + §sinh6|; =1 ve coshf =1 olacak sekilde (cosh8 + §sinh@) € L(H)
oldugundan A4 © (~H) B dir.
3)y =c,w =cise
A=x+6y,x*—y?=—c?y>cicin A = 8c(cosha + § sinh ) dir.
B=2z+6w,z2—w?=—c?w=cicin B=4§c(coshp + &§sinhp) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € L(H) vardir.
A = 8c(cosh a + 6 sinh ) her iki tarafi (cosh f + 6 sinh ) carpalim.
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(coshf + 6 sinh ) A = 6c(cosh a + 6 sinh a) (cosh f + § sinh )
= (coshf + 6 sinhf) A = B (cosha + § sinh @)
= (cosh(f —a) + §sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= (cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
|cosh@ + §sinh6 |y =1 ve coshf =1 olacak sekilde (cosh8 + §sinh@) € L(H)
oldugundan A ““D B dir.
4)y < —c,w < —c ise;
A=x+6y,x%—y?=—c%y< —cigin A = —8c(cosha + § sinh @) dir.
B=2z+6w,z2—w?=—c?w< —cigin B=—6c(coshp + & sinh ) dir. Gésterilmeli
ki B = gA olacak sekilde g € L(H) vardir.
A =—06c(cosha+ dsinha) her iki tarafi  (coshf + dsinhfB)  carpalim.
(coshf + 6 sinh f) A = — 6c(cosh a + 6 sinh @) (cosh § + § sinh )
= (cosh§ + § sinh f) A = B (cosha + § sinh @)
= (cosh(f —a) + 6sinh(f —a))A=B ve p—a=0 alirsak
= (cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
|cosh® 4+ §sinh6 |y =1 ve coshf =1 olacak sekilde (cosh8 + §sinh@) € L(H)

oldugundan A4 © (~H) B dir. m

Eger A=x+ 6y =0ve B=2z+ 6w # 0 ise, A eleman B’ ye L(H) denk olamaz.
Benzer sekilde A=x+6y#0 ve B=z+4+6w =0 ise, A eleman B’ ye L(H) denk
olamaz.

Onerme 32: A=x+6y#0,B=z+éw=+0€H,|A|l; =|Bl; =0 olsun. Bu
takdirde:

Dx=yvez= WiSCAL(NH)B dir.

2)x =—-yvez=—-w iseAL(fI)B dir.

3)x = —yvez=wiseAeleman B’ ye L(H) denk degildir.

4) x = yvez = —wise A eleman B’ ye L(H) denk degildir.

Ispat: |A|; = |B|; = 0 oldugundan x? —y? = z2 —w? =0 dir. Buradan x =y
veyax = —yve z = w veya z = —w dir.

Dx=yz=wise

A=x+d6y=x+6x=x(1+6)veB=z+6w=2z+6z=2z(1+9)olur.
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Gostermeliyiz ki B = gA olacak sekilde g = ¢ + 6d € L(H) vardir.
B=gA=2z(1468)= (c+6d)(x(1+68)) = z(1+8) = x((c + ) (1 + 8))
=z(1+96) = x((c +d)+6(c+ d)) =z(1+8) =x(c+d)(A+6) esitliginden
z=x(c+d) ve g=c+6d€L(H) oldugundan ¢?> —d? =1 ve ¢ =1 dir. Buradan

Z

¢ = V1 + d? olur ve bunu denklemde yazarsak z = x(V1+ d2 +d) = V1+d2+d ==

X

dirr. 2=k alalm. V1+d2=k—-d da her iki tarafin karesi almir ise

X

1+d2:k2—2kd+d2:>2kd=k2—1:>d=%1bulunur.

Dolayistyla g = ¢ + 8dd € L(H) vardir ve A L(f) B dir.
2)x =—y,z=—wise;
A=x+d6y=x—-6x=x(1-96) ve B=z+6éw=2z—-6z=2z(1-9) olur.
Gostermeliyiz ki B = gA olacak sekilde g = ¢ + 6d € L(H) vardir.
B=gA=2z(1-68)= (c+6d)(x(1-68)) = z(1-8) = x((c + ) (1 - &)
=z(1-96) = x((c +d)—6(c+ d)) =z(1-8) =x(c+d)(1—-6) esitliginden
z=x(c+d) ve g=c+6d€L(H) oldugundan ¢?> —d? =1 ve ¢ =1 dir. Buradan

Z

¢ = V1 + d? olur ve bunu denklemde yazarsak z = x(V1+ d2 +d) = V1+d2+d ==

X

dirr. 2=k alalm. V1+d2=k—d da her iki tarafin karesi almr ise

X

1+d2:k2—2kd+d2:>2kd=k2—1:>d=%1bulunur.

Dolayistyla g = ¢ + 8dd € L(H) vardir ve A L(f) B dir.

3)x =—y,z=wise;

A=x+d8y=x—-6x=x(1—-6) ve B=z+édw=2z+38z=2(1+6) olur
A+ 0veB # 0 oldugundan x #0 ve y #= 0 dir. {r(1 + 6):r € R} ve {r(1 — §):r € R}
idealler ve {r(1+d8):reR}N{r(1—-46):r € R} ={0} oldugundan z(1+6)=
h(x(1 — §)) olacak sekilde h € L(H) mevcut degildir. Dolayisiyla A eleman B’ ye L(H)
denk degildir.

4)x = —y,z = wise;

A=x+d8y=x+6x=x(1+6) ve B=z+éw=2z—-38z=2(1-6) olur
A+ 0ve B # 0 oldugundan x #0 ve y #= 0 dir. {r(1 + 6):r € R} ve {r(1 — §):r € R}
idealler ve {r(1+d8):reR}N{r(1—-46):r € R} ={0} oldugundan z(1-6)=
h(x(1 + &)) olacak sekilde h € L(H) mevcut degildir. Dolayisiyla A eleman B’ ye L(H)
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denk degildir.

L(H)

Lemma 9: Keyfic € Rigin ¢ ¢ denktir.
Ispat: Onerme 29’ dan ¢ikiyor. m
Lemma 10: Keyfi ¢ € R i¢in ¢ eleman - ¢’ ye L(H) denk degildir.

L) _ ¢ olsun. ¢ X

Ispat: Farz edelim ki ¢ — ¢ oldugundan —c = gc olacak sekilde
g € L(H) vardir. —c = gc = g = —1 dir. |-1|; =1 ve —1 2 1 oldugundan g & L(H)

dir. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla ¢ eleman - ¢’ ye L(H) denk degildir. m

Onerme 33: 4 = x + 6y € H,x2 — y% = k,k > 0,k € R olmak iizere A ““) vk dir.

ispat: A=x+6y€eH,x?—y?2=k,k>0k€R ve B=+k € H elemanlar1 igin
|Al; = |B|; = k # 0 oldugundan, Onerme 30’ a géreAL(f)B dir. m

Lemma 11: Keyfi ¢ € R i¢in ¢ L(fl) &c¢ denktir.

Ispat: Onerme 29’ dan ¢ikiyor. m

Lemma 12: Keyfi ¢ € R i¢in ¢ eleman - §¢’ ye L(H) denk degildir.

L) _ s¢ olsun, 5¢ X —

Ispat: Farz edelim ki &¢ 6c oldugundan —dc = g(6c¢)
olacak sekilde g € L(H) vardir. —6c = g(6c) = g=—1 dir. |-1]; =1 ve -1 21
oldugundan g € L(H) dir. Bu bir ¢eliskidir. §c eleman - §¢’ ye L(H) denk degildir. m
Lemma 13: Keyfi ¢ # 0 € R i¢in ¢ eleman ¢’ ye L(H) denk degildir.
Ispat: |c|; = c?, |6c|; = —c?, ¢ # 0 igin c? # —c? oldugundan Onerme 30’ a gore

¢ eleman 6c¢’ ye L(H) denk degildir. m

Onerme 34: A = x + 8y € H,x* — y* = k,k < 0,k € R olmak iizere A“") 5,/|k|
dir.

Ispat: A=x+0yeH,x>—y?>=k,k<0, k€ER ve B= (SME H elemanlari
icin |A|; = |B|; = k # 0 oldugundan, Onerme 30’ a gore AL(f)B dir. m

Not: Bu denklik problemlerinin ¢oziimii [11]° de L(H)’ in izomorf oldugu L’ in

yoriingeleri kullanilarak verildi. Burada ise hiperbolik sayilar kullanildi.

Sonug olarak L(H) tiim yoriingelerini su sekilde verebiliriz:

1) Keyfik # 0,k > O igin { x + 8y € H: x2 — y? = k,x > 0};
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2) Keyfik # 0,k > 0 igin { x + 6y € H: x? —y% = k,y > 0};

3)Keyfik # 0,k < Oigin { x + 6y € H: x? —y? = k,x < 0};

4)Keyfik # 0,k < 0igin { x + §y € H: x> —y2 = k,y < 0};

5)k=0i¢cin {x+6y€eM: x> —y?=k,x>0}={x+8y € H:x =y,x > 0};
6) k=0i¢cin {x+8yeH:x2—y?=k,x<0}={x+6y€eH:x =y,x <0}
Nk=0icin {x+y€eH:x2—y?=k,y>0}={x+6y€H:x = —y,y > 0};
8)k=0icin {x+6y€eH:x?—y?>=k,y<0}={x+6y€eH:x =—y,y < 0};
9) {(0,0)};

2.5. B(H), -Denklik Problemi

Tanim 24: hy, h, € H olsun. Eger h, = gh, olacak sekilde g € B(H), varsa h;ve

h, elemanlar1 B(H),’ e gore denk denir ve hy © (fl )2 h, seklinde gosterilir.

B(H)z

Onerme 35: x y bagitis1 bir denklik bagintisidir.

Ispat: Denklik bagintis1 oldugunu gostermek igin yansiyan, simetri ve gegismenin
var oldugunu gostermeliyiz.

i) Yansiyan:

x5 (f)zx olmasi i¢in x = gx olacak sekilde g € B(H), oldugu gosterilmeli. g = 1
icin x=1x ve |1|,=1 oldugundan g € B(H), dir. Buradan goriiliiyor ki
x5 (f )2 x dir.

ii) Simetri:

x5 (f )2 y olsun. Géstermeliyiz ki y ® (f )2 ¢ dir.

x5 (H)Z y oldugundan y = gx olacak sekilde g € B(H),vardir. 3g; € B(H), dyle ki

x = g,y dir. Bu ifadeyi y = gx’ de yerine yazarsak y = g(g,;y) bulunur i)’ den
991 =1= g, = g~! € B(H), oldugundan y 22 x dir.
iii) Gegisme:
B(H)Z yvey B( )2 7 olsun. Gostermeliyiz ki x (H)Z z dir.

x5 (H)Z oldugundan x olacak sekilde g € B(H), ve B (H)ZZ oldugundan
y g Y=g g y g

z = g,y olacak sekilde g; € B(H),vardir. z = g;y’de y’ nin yerine y = gx yazilirsa
z = g,(gx) elde edilir ve g, g; € B(H), oldugundan gg,; € B(H), dir.
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Dolayisiyla x & (f)z z dir. m

Onerme 36: 4,B € H ve Az B ise |A|, = |B|, dir.
ispat: A® (il)z B olsun. Bu taktirde 3g € B(H), 0yle ki B = gA dir. Her iki tarafin

mutlak degeri alinrsa |B|, = |gAl|, = |B|, = |gl;|14], ve g € B(H), oldugundan
|gl, = 1 dir. Buradan |A|, = |B|, dir. m

Onerme 37: A, B € H, |A|, # 0,|B|, # 0 ve |A|, = |B|, ise A"z B dir.
ispat: |4], = |B|, olsun. Gésterilmeli ki A 2#2 B dir.
A,B€H oldugundan A =x+08y,B=z+ 6w dir. |A|, =|B|, oldugundan
|x2 — y?| = |z — w?| dir.
|x2 —y?| = |z2 —=w?|=c%c>0,c€ Ralalm.x >¢,x < —c, z>c,z < —c,
y=cy<—cwz2cw < —c durumlar olusur.
1)x > c,z = cise;
A=x+6y,x*—y?=c?x=cicin A= c(cosha + § sinh a) dir.
B=z+6éw,z2—w?=c%2z=>c igin B=c(coshp + §sinhp) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A = c(cosha + § sinh a) her iki tarafi (cosh g + 6 sinh 8) carpalim.
(coshf + 6 sinh ) A = c(cosh @ + § sinh @) (cosh f + & sinh )
= (coshf + 6 sinh ) A = B (cosha + 6 sinha)
= (cosh(f —a) + § sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= (cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
(cosh 8 + & sinh 8) € B(H), oldugundan A 22 B dir.
2)x = c,z < —cise;
A=x+6y,x*> —y? =c?x =cigin A = c(cosha + & sinh @) dir.
B=2z+6w,z2—w?=c%2z<—c igin B=—c(coshp + §sinh ) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A = c(cosha + 6 sinh @) her  iki  tarafi —(cosh B + § sinh ) carpalim.
—(cosh B + § sinh ) A = —c(cosh a + 6 sinh @) (cosh f + § sinh 8)
= — (coshf + 6 sinhf) A = B (cosha + 6 sinh @)
= —(cosh(f —a) + §sinh(f —a))A = B ve f — a = 0 alirsak
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= —(cosh 8 + 6 sinh 8) A = B bulunur.
— (cosh 6 + & sinh ) € B(H), oldugundan A 22 B dir.
3)x < —c,z = cise;
A=x+8y,x*—y?=c%x < —cigin A= —c(cosha + 6 sinh a) dir.
B=z+6éw,z2—w?=c%2z>c igin B=c(coshp + §sinhf) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A = —c(cosha + 6sinha) her iki tarafi  —(coshf + §sinhf)  carpalim.
—(cosh B + § sinh ) A = c(cosh a + 6 sinh @) (cosh B + § sinh 8)
= — (coshf + 6 sinh ) A = B (cosha + § sinh @)
= — (cosh(f —a) + § sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= — (cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
—(cosh @ + & sinh 8) € B(H), oldugundan 4 5%z B dir,
4)x < —c,z < —c ise;
A=x+6y,x*—y?=c?x<—ciginA = —c(cosha + & sinha) dir.
B=z+6w,z2—w?=c%2z<—c igin B=—c(coshp + §sinhf) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A = —c(cosha + 6 sinha) her  iki  tarafi (cosh g + 6 sinh 8) carpalim.
(coshf + 6 sinh f) A = —c(cosh a + § sinh a) (cosh f + 6 sinh 8)
= (cosh§ + § sinh f) A = B (cosha + § sinh @)
= (cosh(f —a) + 6sinh(f —a))A=B ve p—a=20 alirsak
= (cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
(cosh 8 + & sinh 8) € B(H), oldugundan A 22 B dir.
5 y=cw=cise
A=x+6y,x* —y?=—c?y>cicin A = 8c(cosha + § sinh ) dir.
B =2z+6w,z2—w?=—c?w=cicin B=4§c(coshp + &sinhp) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A = 8c(cosha + § sinh @) her iki tarafi (cosh g + 6 sinh ) carpalim.
(coshf + 6 sinh ) A = 6c(cosh a + 6 sinh a) (cosh f + & sinh )
= (coshf + 6 sinhf) A = B (cosha + 6 sinha)
= (cosh(f —a) + § sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= (cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
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(cosh 8 + § sinh 8) € B(H), oldugundan A B(i’)z B dir.
6)y=>c,w < —cise;
A=x+6y,x*—y?=—c?y > cicin A = 8c(cosha + § sinh ) dir.
B=2z+6w,z?2—w?=—c?w< —c i¢in B=—8c(coshf + & sinh ) dir. Gésterilmeli
ki B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A =dc(cosha + dsinha) her iki tarafi  —(coshpf + ésinhf)  carpalim.
—(cosh B + 6 sinh ) A = —dc(cosh a + § sinh a) (cosh f + 6 sinh )
= —(coshf + 6 sinh ) A = B (cosha + § sinh a)
= — (cosh(f —a) + §sinh(f —a))A=B ve p—a=20 alirsak
= —(cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
—(cosh @ + & sinh 8) € B(H), oldugundan 4 5%z B dir,
7)y < —c,w = cise;
A=x+08y,x*—y%=—c?y < —cicin A = —8c(cosha + § sinh a) dir.
B=2z+6w,z2—w?=—c?w=cicin B=3§c(coshf + &sinhp) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A =—06c(cosha + dsinha) her iki tarafi —(coshp + §sinhf)  carpalim.
—(cosh B + §sinh ) A = 8c(cosh a + § sinh a) (cosh § + 6 sinh 8)
= — (coshf + 8 sinh ) A = B (cosha + § sinh a)
= — (cosh(f —a) + 6sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= — (cosh 8 + 6 sinh 8) A = B bulunur.
— (cosh 6 + & sinh 8) € B(H), oldugundan A 22 B dir.
8)y < —c,w< —cise;
A=x+6y,x%—y?=—c%y< —cigin A = —8c(cosha + § sinh @) dir.
B=2z+6w,z?2—w?=—c?w< —cigin B=—6c(coshp + & sinhB) dir. Gésterilmeli
ki B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A =—08c(cosha+dsinha) her iki tarafi  (coshf + §sinhfB)  carpalim.
(coshf + 6 sinh ) A = — 6c(cosh a + 6 sinh @) (cosh § + § sinh )
= (coshf + 6 sinhf) A = B (cosha + 6 sinha)
= (cosh(f —a) + § sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= (cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
(cosh 8 + & sinh 8) € B(H), oldugundan A 2Dz B dir.
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9)x =>c,w = cise;
A=x+6y,x*—y?=c?x=cicin A= c(cosha + § sinha) dir.
B=2z+6w,z2—w?=—c?w=c igin B=8c(coshp + §sinhp) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardur.
A = c(cosha + § sinh @) her iki  tarafi & (coshf + §sinhf) carpalim.
d(cosh B + 6 sinh f) A = 6c(cosh a + 6 sinh a) (cosh f + 6 sinh )
= 8(cosh f + § sinh f) A = B (cosha + § sinh )
= 8(cosh(f —a) + §sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= &(cosh 6 + § sinh ) A = B bulunur.
8(cosh 8 + & sinh @) € B(H), oldugundan A %)z B dir,
10) x = c,w < —c ise;
A=x+6y,x*2—y? =c?x=cigin A = c(cosha + & sinh @) dir.
B =z+6w,z2—w? =—c?w < —cigin B=—6c(coshp + §sinh B) dir. Gosterilmeli
ki B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A =c(cosha+dsinha) her iki tarafi  —&8(coshfB + dsinhf)  carpalim.
—&8(cosh f + 6 sinh ) A = —8c(cosh a + § sinh @) (cosh f + 6 sinh 8)
= —§ (coshf + dsinhf) A = B (cosha + § sinh )
= —6(cosh(f —a) + §sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= —06(cosh 8 + § sinh ) A = B bulunur.
—& (cosh 8 + 6 sinh 8) € B(H), oldugundan A B(f])z B dir.
11) x < —c,w = cise;
A=x+6y,x*—y?=c?x < —ci¢in A = —c(cosha + 6 sinh ) dir.
B=2z+6éw,z2—w?=c%w=c igin B=6c(coshp + §sinhpB) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A = —c(cosha + §sinha) her iki tarafi —&(coshf + dsinhf)  carpalim.
—&(cosh f + 6 sinh ) A = 6c(cosh a + § sinh @) (cosh f + & sinh )
= —6 (coshf + §sinhf) A = B (cosha + § sinh a)
= —&(cosh(f —a) + 6sinh(f—a))A=B ve p—a=20 alirsak
= — §(cosh 8 + § sinh 6) A = B bulunur.
—&(cosh 6 + & sinh 0) € B(H), oldugundan A 22 B dir.

12) x < —c,w < —c ise;
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A=x+8y,x*—y?=c%x < —cigin A= —c(cosha + § sinha) dir.
B=2z+6w,z2—w?=c%2z< —cigin B=—_8c(coshp + &§sinhf) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A = —c(cosha + §sinha) her iki tarafi ~ 6(coshpf + §sinhf)  carpalim.
d(cosh f + 6 sinh f) A = —8c(cosh @ + § sinh @) (cosh f + & sinh )
= 6(cosh f + 6 sinh ) A = B (cosha + § sinh @)
= 6(cosh(f —a) + 6sinh(f —a))A=B ve B—a=0 alirsak
= 8(cosh 6 + § sinh ) A = B bulunur.
8(cosh @ + &sinh @) € B(H), oldugundan A *®z B dir.
13)y > ¢,z = c ise;
A=x+6y,x2—y?=—c%y=>ciginA = 8c(cosha + & sinha) dir.
B=z+6éw,z2—w?=c%z>c i¢cin B =c(coshpf + §sinhp) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A =68c(cosha +6sinha)  her iki  tarafi  O(coshf + §sinhfB)  ¢arpalim.
d(cosh f + 6 sinh f) A = c(cosh a + § sinh ) (cosh f + § sinh )
= 8(cosh f + § sinh f) A = B (cosha + § sinh )
= &(cosh(f — a) + 6 sinh(f —a)) A = B ve f — a = 0 alirsak
= &(cosh 6 + § sinh ) A = B bulunur.
6(cosh 8 + § sinh 8) € B(H), oldugundan A B(f)z B dir.
14)y > ¢,z < —c is¢;
A=x+6y,x*—y?=—c?y>cicin A = 8c(cosha + § sinh ) dir.
B=2z+6éw,z2—w?=c?2z< —c igin B =—c(coshp + §sinhpB) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A =dc(cosha + dsinha) her iki tarafi  —O6(coshpf + §sinhf)  carpalim.
—&8(cosh f + 6 sinhf) A = —c(cosh a + § sinh a) (cosh f + 6 sinh )
= —06(coshf + 6sinhf) A = B (cosha + 6 sinha)
= —&(cosh(f —a) + 6sinh(f—a))A=B ve p—a=20 alirsak
= —06(cosh 8 + § sinh 8) A = B bulunur.
—&(cosh 6 + & sinh 0) € B(H), oldugundan 4 22 B dir.
15) y < —c,z = c isg;

A=x+6y,x* —y?=—c?y < —cigin A = —8c(cosha + & sinh ) dir.
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B=z+6w,z2—w?=c%z=>c igin B=c(coshp +§sinhp) dir. Gosterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A =—0&c(cosha + dsinha) her iki tarafi —O6(coshp + §sinhf)  carpalim.
—&(cosh f + 6 sinh ) A = c(cosha + § sinh a) (cosh f + 6 sinh 8)
= —8(coshf + §sinh ) A = B (cosha + § sinha)
= —&(cosh(f —a) + 6sinh(f—a))A=B ve p—a=20 alirsak
— — 8(cosh 8 + § sinh8) A = B bulunur.
— &8(cosh @ + §sinh 8) € B(H), oldugundan A B(il)z B dir.
16) y < —c,w < —c ise;
A=x+6y,x* —y?=—c?y < —cigin A = —8c(cosha + & sinh ) dir.
B=2z+6éw,z2—w?=c?2z< —c i¢in B=—c(coshp + §sinh B) dir. Gésterilmeli ki
B = gA olacak sekilde g € B(H), vardir.
A =—bc(cosha+ dsinha) her iki tarafi  8(coshf + dsinhf)  carpalim.
O(coshf + 6sinhf) A = —c(cosha + § sinh a) (cosh f + 6 sinh )
= §(cosh f + § sinh f) A = B (cosha + § sinh )
= §(cosh(f — a) + 6 sinh(f —a))A =B ve p—a=20 alirsak
= §(cosh 6 + § sinh 6) A = B bulunur.
8(cosh 6 + & sinh ) € B(H), oldugundan 4 5%z B dir. m

Simdi A=x+4+08y,B=2z+déw ve |A|, =|B|, =0 olsun. |A|, =0 oldugundan
JIx2 =92 =0 = x? —y? =0 dir. Buradanx =y veya x = —y dir. Benzer sekilde
|B|, = 0 oldugundan z = w veya z = —w dur. Dolayisiyla |A|, = |B|, = 0 igin s0yle
dort durum vardir:

1) x =y vez =w dir;

2)x = —yvez=—wdir
3)x = —yvez=wdir
4)x =yvez=—wdir.

Eger A=x+6y=0ve B =2z+ 8w # 0 ise, 4 eleman B’ ye B(H), denk olamaz.
Benzer sekilde A =x+6y +#0 ve B=z+6w =0 ise, A eleman B’ ye B(H), denk

olamaz.
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Onerme 38: A=x+6y#0,B=z+6éw=#0€H,|A|, =|B|l,=0 olsun. Bu
taktirde:

Dx=yvez=w iseAB(i’)zB dir.
2)x=—yvez=—-wise A B(I~1)2 B dir.

3)x = —yvez=wise A eleman B’ ye B(H), denk degildir.
4) x = yvez = —wise A eleman B’ ye B(H), denk degildir.

Ispat: |A|, = |B|, = 0 oldugundan \/Ixz —y?| = \/Izz — w?2| =0 dir. Buradan
X=yveyax =—-yvez=wveyaz=—w dir.

Dx=yz=wise

A=x+d8y=x+6x=x(1+6) ve B=z+ébw=2z+38z=2(1+6) olur
Gostermeliyiz ki B =gA olacak sekildle g=c+6de€B(H), vardmr.
B=gA=2z(14068)= (c+8d)(x(1+68) = z(1+8) =x((c +5d)(1 + )
=z(1+8) =x((c+d)+8(c+d) =z(1+68) =x(c+d)(1+6) esitliginden
z=x(c+d) ve g = c+8d € B(H), oldugundan /[c2 —d?| =1 = c2 —d? = 1 veya
c2—d*=-1 dir. c=+V1+d? yi alrsak ve bunu denklemde yazarsak
z=x(+V1+d2+d) = V1 +d?+d =~ dir. Z=k alahm. $+V1+d2 =k—d* da
her iki tarafin karesi alinir ise

1+d2=k2—2kd+d2=>2kd=k2—1=>d=%bulunur.

Dolayistyla g = ¢ + 8d € B(H), vardir ve A B(f)z B dir.

2)x =—y,z=—wise;
A=x+0y=x—-6x=x(1—-6) ve B=z+ébw=z—-6z=2(1-6) olur
Gostermeliyiz ki B =gA olacak sekildle g=c+6de€ B(H); vardm.

B=gA=z(1-6)= (c+6d)(x(1—-6)) = z(1-6) =x((c+d)(1 —5))
=z(1-96) = x((c +d)—6(c+ d)) =z(1-8)=x(c+d)(1—-6) esitliginden
z=x(c+d) ve g=c+6&d€B(H), oldugundan \/|[c? —d?| =1 = ¢% —d? = 1 veya
c?2—d?*=-1 dirr ¢c=+V1+d? yi alrsak ve bunu denklemde yazarsak
z=x(+V1+d?+d) = V1 +d? +d == dir. ~ =k alahm. +V1+d? =k —d’ da
her iki tarafin karesi alinir ise

k%-1

1+d2=k2—2kd+d2=>2kd=k2—1:>d=7
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Dolayisiyla g = ¢ + dd € B(H), vardir ve A B(i’)z B dir.

3)x =—y,z=wise;

A=x+0y=x—-6x=x(1—-6) ve B=z+ébw=2z+d6z=2z(1+6) olur
A #0ve B # 0 oldugundan x # 0 ve y # 0 dir. {r(1 + §):r € R} ve {r(1 — 6):r € R}
idealler ve {r(1+d6):reR}Nn{r(1—-95):r € R} ={0} oldugundan 2z(1+98) =
h(x(1 —&)) olacak sekilde h € B(H), mevcut degildir. Dolayisiyla A eleman B’ ye
B(H), denk degildir.

4)x = —y,z = wise;

A=x+d8y=x+6x=x(1+6) ve B=z+ébw=2z—-38z=2(1-6) olur
A+ 0veB # 0 oldugundan x #0 ve y # 0 dir. {r(1 + 6):r € R} ve {r(1 — §):r € R}
idealler ve {r(1+d8):reR}Nn{r(1—-46):r € R} ={0} oldugundan 2z(1-6)=
h(x(1 + &)) olacak sekilde h € B(H), mevcut degildir. Dolayisiyla A eleman B’ ye
B(H), denk degildir. m

Lemma 14: Keyfi ¢ € R igin ¢ ® (f)z ¢ denktir.

Ispat: Onerme 35” den cikiyor. m

B(H)2

Lemma 15: Keyfic € Rigin ¢ — ¢ denktir.

Ispat: ¢ B (f)z — ¢ olmast i¢in —c = gc olacak sekilde g € B(H), oldugu
gosterilmeli. g = —1 i¢in —c = (—1)c ve |—1|, = 1 oldugundan g € B(H), dir.

Buradan gbriiliiyor ki ¢ ® (f 2 _ ¢ dir. m

Onerme 39: A=x+6y € H,x2 —y2 =k, k >0,k € R olmak iizere A5®2/k
dir.

ispat: A=x+6y€eH,x?—y?2=k,k >0,k €R ve B=+k € H elemanlar1 icin
|A], = |Bl, = Vk # 0 oldugundan, Onerme 37’ ye gore A 22 B dir. m

Lemma 16: Keyfi ¢ € R i¢in dc B(f)z &c denktir.

Ispat: Onerme 30’ dan ¢ikiyor. m

Lemma 17: Keyfi ¢ € R i¢in ¢ B(f)z — ¢ denktir.

B(H).

Ispat: &c — 6c olmasi icin —&c = g(dc) olacak sekilde g € B(H), oldugu

gosterilmeli. g = —1 i¢in =8¢ = (—1)dc ve |—1|, = 1 oldugundan g € B(H), dir.
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Buradan gériiliiyor ki 8¢ © (fl)z —dcdir. m

Lemma 18: c € Ri¢in ¢ B(f)z 6c¢ denktir.

Ispat: c B (f)z &c olmasi i¢in 6¢ = gc olacak sekilde g € B(H), oldugu gosterilmeli.
g =296 i¢in 6c = 6c ve |§|, =1 oldugundan g € B(H), dir. Buradan goriiliiyor ki
c B(f)z éc dir. m

Lemma 19: ¢ € R i¢in cB(f)Z — ¢ denktir.

B(H)>

Ispat: ¢ — dc olmasi i¢in —8c = gc olacak sekilde g € B(H), oldugu

gosterilmeli. g = —§ ig¢in —8c = —d8c ve |=&|, = 1 oldugundan g € B(H), dir. Buradan

B(H)2

goriiliyor ki ¢ —dcdir. m

Onerme 40: A=x+6y€MH, x>—y?>=k, k<0, k€R olmak iizere

AB®z 5 [k dir.
Ispat: A=x+6y€eH, x> —y?>=k,k<0, k€R ve B=25/|k| € H elemanlar

icin |Al, = |B|, = /|k| # 0 oldugundan, Onerme 37’ ye gore A B(f)z B dir. m

Sonug olarak B(H), tiim yoriingelerini su sekilde verebiliriz:

1) Keyfik # 0,k > 0 i¢in { x + &y € H: |x? — y?| = k};

2)k=0icin {x+dy€eEH:x2—y?=k}={x+6yeH:x=y,x =y # 0}
3k=0i¢cin {x+yeH:x?—y?’=k}={x+6y€eH:x =—y,x =—y # 0};
4) {(0,0)};

2.6.L,L(H),B(H){,50(1,1),B(H),,0(1,1) Gruplar1 Arasindaki Baglantilar

Onerme 41: f:B(H); — SO(1,1) doniisimi A = (a + 6b) € B(H); i¢in

fl4) = (Z Z) olarak tanimlansin. Bu takdirde f, B(H),’ den SO(1,1)’ e grup

izomorfizmasidir.
Ispat: B(H); ={A = (a,b) € H: |A|; = a® — b?> =1} grubu ve

S0(1,1) = {(Z Z) ,detd = a? — b% = 1}grubu verilsin. f* nin izomorfizma oldugunu

gostermek igin 1-1, 6rten ve (+), (+) islemlerine gére homomorfizma oldugunu



61

gostermeliyiz.

f,+, islemine gére homomorfizimdir:

VA,B € B(H)4 i¢in f(A+ B) = f(A) + f(B) oldugunu gosterelim.
f(A+B)=f(a+6éb+c+dd)=f((a+c)+6(b+d)=f(a+c,b+d) =

“(bia ard =G DG D=rw+r®

f,, islemine gére homomorfizmdir:
VA,B € B(H)1,1 € Rigin f(AAB) = Af (A)f(B) oldugunu gosterelim.
f(AAB) = f(A(a + 6b)(c + 6d)) = f(A(ac + bd + §(ad + bc))) =

arve acisa) =G DG 0=

= f(A(ac + bd, ad + bc))=2 (
= Af(A)f(B),
Sonug olarak f(AAB) = Af(A)f(B)’ dir.

f, bire birdir:

VA,B € B(H); i¢cin A+ B = f(A) # f(B) oldugunu gosterelim. Gergek den;
A=(ab),B=(c,d)€e B(H);icin A#B =a+#c veya b=#d dir. Dolaysiyla
f(A) # f(B)’ dir.

f, ortendir:

a
b

sayisinin f ile elde edilmis goriintiistidiir. m

SO(1,1)" deki her bir ( 2) matrisi B(H),' deki bir tek A = (a,b) hiperbolik

Onerme 42: f:L(H) c B(H); — L c SO(1,1) tanimlansm. f, L(H)’ den L’ ye
grup izomorfizmadir.

Ispat: L(H) = {A = (a,b) € H: |A]; = a®? — b? = 1,a > 1} grubu ve

L = {(Z Z)'detA =a’—b?*=1a> 1} grubu verilsin. f” nin izomorfizma oldugunu

gostermek icin 1-1, oOrten ve (+),(+) islemlerine goére homomorfizma oldugunu
gostermeliyiz.

f,+, islemine gdre homomorfizimdir:

VA,B € L(H) i¢in f(A + B) = f(A) + f(B) oldugunu gosterelim.
fA+B)=f(a+éb+c+dd)=f((a+c)+6(b+d)=f(a+c,b+d) =

“(bia ard =G DG D=r@+r®

f,+, islemine gére homomorfizmdir:
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VA,B € L(H), A € Rigin f(AAB) = Af(A)f(B) oldugunu gosterelim.

f(AAB) = f(A(a + 6b)(c + 6d)) = f(A(ac + bd + §(ad + bc))) =
_ _,(ac+bd ad+bcy_,(a by(c dy_
= f(Mac + bd, ad + be)) A(ad +bc ac+ bd) B A(b a) (d c) B
= Af (A)f (B),
Sonug olarak f(A4AB) = Af(A)f(B)’ dir.
f, bire birdir:
VA,B€ L(H) i¢cin A+ B = f(4) # f(B) oldugunu gosterelim. Gerg¢ek den;
A=(ab),B=(c,d)e L(H)igin A#+B=a+c veya b=#d dir. Dolaysiyla
f(A) # f(B) dir.
f, ortendir:
L’ deki her bir (Z b) matrisi L(H)’ deki bir tek A = (a, b) hiperbolik sayisinin f
ile elde edilmis goriintiisiidiir. m

Onerme 43: A = (Z b),detA =a?—-b?=—-1ise A ¢ 0(1,1) dir.

I B N L
ispat: Atnd = n,n = (o _1) ise A € 0(1,1)" dir.

ana=n= NG D6 D=6 )
=G 206 J=6 2
(@b ab—bay_ (1 0)
= (3 2= )= (G DA ) ot

Ago(,1) dir. m

Sonu¢ 3: M(2,R), 2 X 2 tipindeki tiim matrislerin kiimesi olarak tanimlansin.
f:B(H), — M(2,R) donisimii 4 = (a+6b) € BUH), igin f(4) = ({ Z)olsun.
f(B(H),) € M(2,R) alt grubudur. f(B(H),) € SO(1,1) ve f(B(H),) € 0(1,1)’ dir.

Ispat: A = (a,b) € B(H), ve |A], = \/|a? — b?| = 1 dir. Buradan a? — b%? =1 ve

a? — b? = —1 dir. Onermeye gore A & 0(1,1) dir. Dolayisiyla f(B(H),) € 0(1,1)dir.
Ayrica A € SO(1,1) oldugundan f(B(H),) € SO(1,1) dir. m
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2.7.50(1,1,R) Grubun Denklik Probleminin Hiperbolik Fonksiyonlar Yardimi
Ile Céoziimii

Onerme 44: hkeR? h= (;), k= (VZV), x,v,Zw € R olmak iizere

h50(~1'1)k < agagidaki dort sartin biri saglanir:
Dx?—y2=z2—-w?=c%c>0,ceRvex =c,z = cise;
2)x2—y?=2z2-w?=c%c>0,ceRvex =cz< —cise
x?—y?=2z2-w?=c%c>0,ceERvex <—c,z=cise;
Hx?—y?=22—-w?=c%c>0,ceRvex < —c,z< —cise;

a b

Ispat: “=" hso(j’l)k olsun. O halde 3g = (b .

e=an=de(l ) =ae((¢ DG )

=det(’ ") =det (Z Z) det G ﬁ)

= z2 —w? = (a? - b?)(x? — y?), a?-b*>=1 oldugundan,

) € SO(1,1) byle ki k = gh dur.

= z2 — w? = x? — y? bulunur.

=" x2—y?=z2—-w?=¢%c>0,ceR ve (x=cz=c,x<—cz<—C)
olsun. Gostermeliyiz ki h so(~1,1) k dir.

1) x =>c,z=>cise

h= (;),xz —y2=c? ve x=c ise (;)2 - (X)Z = 1,% >1 oldugundan

) €s0(1,1) dir.

~~
< xR
xR <
—

|

Q
N
QIR a IR
QRO L

— (cosh a sinh a) ve (cosh a sinha
sinha cosha sinha cosha

k=(%)z2—w?=c* ve z>=c ise (5)2 — (%)2 = 1,% >1  oldugundan

zZ w\ _ E % _ _(coshf sinhp coshfp sinhf .
( ) = ¢ (W E) = ¢ (sinhﬁ cosh ,8) ve (sinhﬁ cosh ﬁ) €S0(1L1)  dir
c

Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € SO(1,1) mevcuttur.
(z W) _ (coshﬁ sinh 8

w z)°€ sinhf coshp

(cosh a sinh a) (Z W) _ . (cosh a sinh a) <COShﬁ sinhﬁ)
sinha cosha/\w 2z sinha cosha/\sinhff coshp

cosha sinha

) alalim. Her ikitarafi (sinh o« cosha

) carpalim.
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N (cosha sinh a) (z W) _ (x y) (cosh,[i’ sinh,B)

sinha cosha’/\w Zz Y XxJ)\sinhf coshp

h(f — inh(p —
=3 D=6 Do oo

= 2)=G e cosme

) € 50(1,1) oldugundan h*°*Vk dr.

),B —a=20 alalim,

) bulunur.

(cosh @ sinh6
sinh@ cosh®

2)x = ¢,z < —cise;
y c c

h = (X),xz —y2=c¢? ve x=c ise (5)2 — (X)Z = 1,% >1 oldugundan

sinha cosha sinha cosh a) €50(1,1) dir.

—
< R
R <
~—

|

a
N
QR a R
alRa L

) —c (cosha sinh a) ve (cosha sinh a

k=(VZV,ZZ—W2=C2 ve z< —c ise (—%)2—(—%)2=1,—§21 oldugundan

Z w
z wy_ _ [T¢ T¢\_ _ (coshp sinhﬂ) (coshﬁ sinh,B)
(w z)_ C<_£ _E>_ C(sinhﬁ cosh 8 ve sinhf coshp €50(1.1)
c C

dir. Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € SO(1,1) mevcuttur.

zZ wy _ cosh B sinh,B) o cosha sinha
(w Z)— C(sinh B coshp alalim. Her ikitarafi (sinha cosha) carpalim.

(cosh a sinh a) (Z W) — ¢ (cosh a sinh a) (COShﬁ sinh,B)
sinha cosha/\w 2z sinha cosha’/\sinhf coshpf

— (cosha sinh a) (z W) _ (x y) (coshﬁ sinhﬁ)

sinha cosha’/\W Zz Y X)\sinhf coshp

h(B — inh( 8 —
= (j} VZV) = — (;C] 3:) (;Onsh((g _ Z% i?sh((/ﬁz _ Zg),ﬁ —-a=20 alalim,

=5 =G 2R )

(— cosh@ —sinh@
—sinh & —cosh@

3)x < —c,z = cise;

) € S0(1,1) oldugundan h ™V k dur.

h= (;)xz —y%2=c? ve x < —c ise (—f)z — (—%)2 = 1,—% > 1 oldugundan

X
x y»_ [T T )
(3’ X) - ¢ ( 4 sinha cosha sinha cosh a) €50(1,1) dir.

Cc

QRO

) - _¢ (cosha sinh a) ve (cosha sinh a

k= (\i z2—w?r=c* ve zxc ise (E)z — (%)2 = 1,% >1  oldugundan
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z

z w\_ (¢
(W Z) = ¢ (ﬂ
c

Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € SO(1,1) mevcuttur.
(z W) _ (coshﬁ sinh 8

w z)=°¢ sinhf coshpf

_ (cosha sinh a) (Z W) - (cosh a sinh a) (COShﬁ sinhB)
sinha cosha/\w 2z sinha cosha/\sinhf coshp

— _ (cosha sinh a) (Z W) _ (x y) (coshﬁ sinh,B)

sinha cosha/\w Zz Y XJ)\sinhf coshp

h(B — inh( B —
= (VZV VZV) - (;C/ 2:) ((s:lonsh((g — Z% zIOnSh((g _ Zg);ﬁ —a=40 alalim,

= (0 D=6 D (Come “ioehe) butumr

aine |3

>_ (coshﬁ sinhﬁ) ve (coshﬁ sinh B

- ¢ sinhff coshp sinh  cosh ﬁ) €50(11) dir.

) alalim. Her ikitarafi — (Z(l)r?}}: g ::)T;f;) carpalim.

(— coshd —sinh6
—sinh® —cosh@

4)x < —c,z < —c ise;

) € S0(1,1) oldugundan hso(~1,1) k dir.

h= (;),xz —y2=c?vex < —cise (—%)2 — (—X)Z = 1,—% > 1 oldugundan

(o4
X
X N_ | ¢ .
(}’ x)_ C< Y sinha cosha sinh « cosha)ESO(l'l) dir.

Cc

QlRa

) - ¢ (cosha sinh a) ve (cosha sinha

k= (VZV)'ZZ —w?=c¢? ve z<-c ise (;)2 - (%)2 = 1,% >1  oldugundan

z w\_ |~ E _% _ __(coshf sinh ﬁ) (cosh f sinh ﬁ)
(W Z) - =¢ <_ woo_ E) -=¢ (sinh B coshp) V¢ \sinhp coshp €S0(LD)
c c

dir. Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € SO(1,1) mevcuttur.

zZ w\ _ coshfB sinhp o cosha sinha
(W Z)— C(sinhﬁ coshﬂ) alalim. Her ikitarafi (sinha Cosha) carpalim.

(cosh a sinh a) (Z W) - ¢ (cosh a sinh a) (COShﬁ sinhﬁ)
sinha cosha/\w 2z sinha cosha/\sinhf coshp

N (cosha sinha) (Z W) _ (x }’) (COSh,B sinhﬁ)

sinha cosha/\w 2z Y XxJ)\sinhf coshp

=0 =G D comp_a)Fa=0  aaim

= (0 =0 2 (ne cosn o) butumr

(cosh @ sinhé@

sinh® cosh 9) € S0(1,1) oldugundan h50(~1,1) k dir. m
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Not: SO(1,1)’in denklik probleminin ¢6ziimii [11]” de ydriingeler dilinde verildi.

Burada ise hiperbolik fonksiyonlarin matris gosterimi ile SO(1,1)’in denkligi verildi.

2.8. Lorentz Grubun Denklik Probleminin Hiperbolik Fonksiyonlar Yardimu ile
Coziimii

Onerme 45: h k€ R? h= (;C,),k = (VZV), x,y,zZ,w € R olmak tizere hk
<asagidaki iki sartin biri saglanir:
Dx?—y2=z2—-w?=c%c>0,ceRvex =c,z = cise;

2)x2—y?=2z2—-w?=c%c>0,ceRvex < —c,z < —cise;

a b
b a

== aa(y 2)=aa((3 26 D)

=det(’ ") =det (Z Z) det G ﬁ)

= z2 —w? = (a? - b?)(x? — y?), a’?-b*>=1 oldugundan,

ispat: “=" h "k olsun. O halde 3g = (¢ 7) € L 6yle ki k = gh dir.

= z2 —w? = x? — y? bulunur.

=" x2—y?=z2—-w?=¢%c>0,ceR ve (x=cz=c,x<—cz<—C)
olsun. Gostermeliyiz ki h “ k dur.

1) x >c,z=>cise

h= (x),xz —y2=c? ve x=c ise (5)2 - (X)Z = 1,% >1 oldugundan

y . -
_ (cosha sinha cosha sinha ,
) —¢ (sinh a cosh a) ve (sinh a cosh a) €L dir.

k= (Z Z2—w?=c? ve z>c ise (5)2 — (ﬂ)z = 1,% >1  oldugundan

G =

k = gh olacak sekilde g € L mevcuttur.
(z W) _ (coshﬁ sinh 8

w z) € sinhf coshp

(cosh a sinh a) (Z W) _ . (cosh a sinh a) <COShﬁ sinhﬁ)
sinha cosha/\w 2z sinha cosha/\sinhff coshp

~~
< R

]

—

Il

aQ
N
QIR a IR
QRO (L

2| =c sinhB  cosh B sinh B coshﬁ) € L dir. Gosterelim ki

% %) B (coshﬁ sinh,B) e(COSh.B sinh §

Cc Cc

) alalim. Her ikitarafi (2?51}11 Z (S:;r;}}:f() carpalim.
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= (e el D=0 D6 )

=0 D=6 DG wgop)ameme s
}’) (coshe sinh 6
X

sinh® cosh 0) bulunur.

(cosh 0 sinh@
sinh@ cosh®

2)x < —c,z < —c ise;

) € L oldugundan h f k dir.

h = (X),xz —y2=c¢? ve x < —c ise (—E)Z — (—X)Z = 1,—% > 1 oldugundan

c

x y
X _ [ ¢ ¢)_ _ . (cosha sinha cosha sinha :
(3’ X)_ C( 4 f>_ C(sinha cosha) ve sinh a cosha)EL dir.
C

k=(2),z2—w?=c? ve z<-c ise (E)Z — (% = 1,§ =1  oldugundan

)
(z W)__C<_§ _%>=_C(coshﬂ sinhﬂ) v (coshﬁ sinh g

w oz w z sinhf coshp sinhf coshp

) €L dir.

c C
Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € L mevcuttur.

zZ wy _ cosh B sinh,B) o cosha sinha
(w Z)— C(sinh B coshp alalim. Her ikitarafi (sinha cosha) carpalim.

(cosh a sinh a) (Z W) — ¢ (cosh a sinh a) (COShﬁ sinh,B)
sinha cosha/\w 2z sinha cosha’/\sinhf coshp

— (cosha sinh a) (z W) _ (x y) (cosh,[i’ sinh,B)

sinha cosha’/\W Zz Y XxJ)\sinhf coshp

S )=C DEED Sy,

= 2)=0 Do come) iumer

(cosh @ sinh@

sinh® cosh 0) € Loldugundan h " k dir. m

Not: L’ nin denklik probleminin ¢dziimii [11] de yoriingeler dilinde verildi. Burada

ise hiperbolik fonksiyonlarin matris gosterimi ile L’ nin denkligi verildi.
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2.9.0(1,1,R) Grubun Denklik Probleminin Hiperbolik Fonksiyonlar Yardimi
Ile Céoziimii

Onerme 46: h,k € R%,h = (;),k =(2).x,y,z,w €R olmak iizere hOCVk

& asagidaki sekiz sartin biri saglanir:
Dx?—y2=z2—-w?=c%c>0,ceRvex =c,z = cise;
2)x2—y?=2z2—-w?=c%c>0,ceRvex =cz< —cise
Nx2—yi=z2—-w?=c%4c>0,ceRvex < —c,z=cise;

4)x?—y?=z2—-w?2=c%c>0,ce Rvex < —c,z < —cise;

5)x2—y2=2z2-w?=—c%c>0,ceRvey =c,w > cise;
6) x> —y2=2z>—-w?=—-c%c>0,ceRvey=c,w< —cise
Nx?—y?2=z2-w?=—-c%c>0,ceERvey < —c,w = cise;
8)x?2—y?=2z2—-w?2=—-c%c>0,ceRvey < —c,w < —cise;

a b

ispat: “="h O(i‘l) k olsun. O halde 3g = (b i

e=on=de(l )=ae((¢ DG 2)

=det(’ ") =det (Z Z) det (; ;‘;)

= z2 —w? = (a®? — b?)(x? — y?), a® — b? = +1 oldugundan,

) € 0(1,1) byle ki k = gh dr.

= |x? — y?| = |z? — w?| bulunur.

"<"|x? — y?| = |z%2 —w?| = c?%,¢ > 0,c € R alinirsa;
x?—y?=z2—-w?=c%c>0,ceR (x=>cz=>c,x<—c,z<—0) ve
x2—y?=z2—-w?=—-c%c>0,ceR, (y=c,w=cy<-cw< —c) olsun.

Gostermeliyiz ki h AV k dir.

1)x >c,z = cise;

h= (;),xz —y2=c? ve x=c ise (—)2 — (%)2 = 1,% >1 oldugundan

6 2=

k= (;),Zz —w? =c%vez=cise (g)z - (?) = 1,% > 1 oldugundan

sinha cosha sinha cosh a) €0(11) dir.

QlRa I

) —c (cosh « sinh a) ve (cosh « sinha

QIR a IR
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z

z wy_ (¢
(W Z) = ¢ (ﬂ
c

Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € 0(1,1) mevcuttur.

z w) __ (coshf sinhp . cosha sinha
(W Z)_C(Sinh,[? coshﬁ) alalim. Her ikitarafi (sinha cosha) carpalim.

(cosh a sinh a) (Z W) —c (cosh a sinh a) (COShﬁ sinh,B)
sinha cosha/\w 2z sinha cosha/\sinhf coshp

N (cosha sinh a) (Z W) _ (x y) (coshﬁ sinhﬁ)

sinha cosha/\w 2z Y XxJ)\sinhf coshp

=G D=6 Dmi-o hi-

= (0 =0 2 (ne com o) butumr

aine |3

> _ (coshﬁ sinhﬁ) (coshﬁ sinh 8

- ¢ sinhff coshp sinh  cosh ﬁ) € 0(11) dir.

),ﬂ —a=20 alalim,

(cosh @ sinhé@
sinh® cosh@

2)x =2 c,z < —cise;

) € 0(1,1) oldugundan h 0(1'1) k dir.

h= (;),xz —y2=c? ve x=c ise (5)2 - (%)2 = 1,% >1 oldugundan
G 0=
Z

2
k=(2),z2-w?=c? wve z<-c ise (_Z) —%2=1,—§21 oldugundan

sinha cosha sinha cosh a) €0(11) dir

QlrRa|IL

) —c (cosh « sinh a) ve (cosh « sinha

QIR a IR

z wy _ —f _% _ coshf sinhf coshf sinhp
(W z)__c<_ﬂ _E)__C(sinh,b’ coshﬁ)ve_<sinh,8 coshﬁ)ea(l’l)

dir. Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € 0(1,1) mevcuttur.

zZ w\ _ coshfB sinhp o cosha sinha
(W Z)— C(sinhﬁ coshﬂ) alalm. Her ikitarafi (sinha Cosha) carpalim.

(cosh a sinh a) (Z W) _ ¢ (cosh a sinh a) (COShﬂ sinh,B)
sinha cosha/\w 2z sinha cosha/\sinhff coshp

N (cosha sinh a) (Z W) __ (x }’) (Coshﬁ sinhﬁ)

sinha cosha’/\W Zz Y X/\sinhf coshp

= (% W)=-( D smts o
= (2 ")=-( Y(he simhe

),,B —-a=20 alalim,

) bulunur.

(— coshf —sinh8

) € 0(1,1) oldugundan h 0D ke dir,
—sinh& —cosh#@ -
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3)x < —c,z = cise;

h= (;)xz —y2=c? ve x < —c ise (—E)Z — (—%)2 = 1,—% > 1 oldugundan

6 0-—(Cs

Cc

_ __(cosha sinha _(cosha sinha .
) - (sinha cosh a) ve (Sinha cosh a) € 0(1,1) dir.

QRO

k = (;),ZZ —wi=¢%2 ve z=c ise (g)z — (%)2 = 1,% >1  oldugundan

z w

z w\_ [c T\_ (coshp sinhp coshf sinhf .

(w Z)_C<K E>_C(sinh,3 coshﬁ) ve (sinh,B coshﬁ)eo(l’l) dir.
c

c

Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € 0(1,1) mevcuttur.

Zz w\ __ (coshf sinhf o cosha sinha
(w Z)_C(sinh B cosh ,3) alalim. Her ikitarafi (sinha cosha) carpalim.

_ (cosh a sinh a) (Z W) - ¢ (cosh @ sinh a) (COSh,B sinhﬁ)
sinha cosha/\w Zz sinha cosha/\sinhff coshp

— _ (cosha sinh a) (Z W) _ (x y) (coshﬁ sinh,B)

sinha cosha/\w z/ \y x/\sinhp coshp

h(B — inh( 8 —
= (VZV VZV) - (;C/ 2:) ((s:lonsh((g — Z% zIOnSh((g _ Zg);ﬁ —a=40 alalim,

= 2)=0 DTN “lmnp) bolwr

—cosh@® —sinh6 o 0(1,1)
(_ sinh® — cosh 9) € 0(1,1) oldugundan h ~* " k dur.

4)x < —c,z < —c ise;

h= (;),xz —y2=c?vex < —cise (—%)2 — (—%)2 = 1,—% > 1 oldugundan

(x }’) _ —c< : %) - ¢ (Cosha sinh a) ve — (cosha sinh a) € 0(1,1) dir.
¢

y X _Y _ sinha cosha sinha cosha
C
2 2
. Z w zZ -
k= (‘i Z2—w?=c? ve z<-—c ise (_Z) — (—:) = 1,—; > 1 oldugundan

w

zZ w\ _ _E -7\ coshf sinhp coshf sinhp
(W Z)__C<_K _E)__C(sinhﬁ cosh,B) ve _<sinh,8 coshﬁ)ea(l'l)

dir. Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € 0(1,1) mevcuttur.

zZ wy _ coshfp sinhp iy cosha sinha
(W Z)— C(sinhﬁ Coshﬂ) alalim. Her ikitarafi (sinha cosha) carpalim.

(cosh a sinh a) (Z W) - ¢ (cosh a sinh a) (COShﬁ sinhﬁ)
sinha cosha/\w 2z sinha cosha/\sinhf coshp
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N (cosha sinh a) (z W) _ (x y) (cosh,[i’ sinh,B)

sinha cosha’/\w Zz Y XxJ)\sinhf coshp

() D ),
=G 2D )

(cosh @ sinh6
sinh@ cosh®

5 y=cw=cise

) € 0(1,1) oldugundan h°*V k dr.

h = (;),xz —y2=—c? ve y=c ise (Z g (%)2 = 1,% >1 oldugundan

Cc

Xy
X VW _ (¢ ¢)_ (sinha cosha sinha cosha .
(3’ X) - ¢ (Z f) - ¢ (cosh a sinh a) ve (cosh a sinh a) €0 dir

k = (VZV ,z2—w?2=—c? ve w=c ise (E)Z — (%)2 = 1.% =1 oldugundan

Z w
z w\_ [c <E\_ (sinhp cosh ,8) (sinhﬁ cosh ,8) )
(w z) - ¢ <E E) - ¢ (coshﬁ sinh 8 Ve coshf sinhf €0 dir.
c
Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € 0(1,1) mevcuttur.

Zz w\ __ (sinhf coshp o sinha cosha
(W Z) = C<cosh B sinh '3> alalim. Her ikitarafi (cosha sinha) carpalim.

(sinh a cosh a) (Z W) _ (sinh a cosh a) (COShﬁ sinhﬁ)
cosha sinha/\Ww 2z cosha sinha/\sinhf coshp

— (sinha cosh a) (z W) _ (x y) (sinhﬁ coshﬂ)

cosha sinha/\w 2z Y XxJ\coshf sinhp

= (% W)= Y)(smhte ) cosh(p =)

= D=0 Cone smn) botumr

),ﬁ—azealahm,

(sinh 6 cosho
cosh@ sinh6

6)y =>c,w < —cise;

) € 0(1,1) oldugundan h 0(1‘1) k dir.

h= (;),xz —y2=—c? ve x=c ise (Z)Z — (5)2 = 1,% >1 oldugundan

Cc

Xy

X Y _ (¢ ¢\_ . (sinha cosha sinha cosha .
(}’ x) - ¢ (X f) - ¢ (cosha sinh a) ve (cosha sinh a) €0  dir
c C

k= (\i Z2—w?=—c? ve w<—c ise (_%)2 - (—%)2 = 1,—% > 1 oldugundan
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zZ w\ _ _E _% _ sinhff coshp sinhff coshp
(W Z)__C< w Z)__C(coshﬂ sinhﬂ) ve _(coshﬂ sinh,B) €01

c c

dir. Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € 0(1,1) mevcuttur.
(z W) _ (sinhﬁ cosh g

. sinha cosha
Wz c coshf sinh ,B) alalim. Her ikitarafi (

cosha sinha

(sinh a cosh a) (Z W) - ¢ (sinh a cosh a) (COShﬁ sinhﬁ)
cosha sinha/\w z cosha sinha/\sinhf coshp

N (sinha cosh a) (Z W) __ (x }’) (sinhﬁ Coshﬁ>

cosha sinha z Y xJ\coshp sinhp

~ (% )= (; y) (:;rigl; - ‘;)) Z‘l’j‘lgg __Z))) B—a=0 alalim,

N (j, VZV) __ (;C] 2{’) (sinhH cgsh 9) bulunur.

coshf sinh@
_ (sinh 8 coshé
cosh® sinh@

) carpalim.

) € 0(1,1) oldugundan h O(i’l) k dir.

7)y < —c,w = cise;

h= (;),xz —y2=—c?vey<-—cise (—X)Z - (—5)2 = 1,—% > 1 oldugundan

c c

x vy
X _ [ ¢ ¢)\_ _ (sinha cosha _(sinha cosha :
(3’ X)_ C< y 5>_ C(cosha sinha:)Ve (cosha sinha)eo(l'l) dir.
c

k= (VZV Z5—w?=—c> ve w==c ise (E)Z — (;)2 =1, % 1  oldugundan

Z w
z w\_ (¢ ¢)\_ (sinhp coshﬁ) (sinh,B cosh,[i’) .
(W z) = ¢ (E E) = ¢ (coshﬁ sinh 8 ve coshff sinhpf €0LD)  dir.
c
Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € 0(1,1) mevcuttur.
(z W) _ (sinhﬁ cosh 8

o sinha cosha
w z)= c coshf sinh ,8) alalim. Her ikitarafi —(

cosha sinha

B (sinh a cosh a) (Z W) _ ¢ (sinh a cosh a) <COShﬁ sinhﬁ)
cosha sinha z cosha sinha/\sinhf coshf

= 2 (Cmh omh)

(i
= (0 D=0 D(oancs—o Smnip_m) k-
9
X

=0 D)==0 Cons snhs

) carpalim.

_ (sinh a cosh a)
cosha sinha

=0 alalim,

) bulunur.

_ (sinh 8 coshé

coshf® sinh 9) € 0(1,1) oldugundan h O(i'l) k dir.
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8)y < —c,w< —cise;

h = (;) , X2 —y?=—c?vey < —cise (— %)2 — (— f)2 =1, —% > 1 oldugundan

Cc
(X }’)=_C<_§ B
y X y

Cc

QRO

_ __(sinha cosha _ (sinha cosha )
) - (cosha sinh a) © (cosha sinha) € 0(1,1) dir.

ve W< —c ise (— %)2 — (— %)2 = 1,—% =1 oldugundan

zZ wy\ _ _E _% _ sinhf coshp sinhff coshp
(w z)__c<_ﬂ _E)__C(coshﬁ sinhﬂ> e _(coshﬁ sinhﬁ) €0y

c c

N

k=(2)z>—w?=—c

dir. Gosterelim ki k = gh olacak sekilde g € 0(1,1) mevcuttur.

(z W)__ (sinhﬁ cosh S
w z)~ "“\coshp sinhp

(sinh a cosh a) (Z W) — (sinh a cosh a) (COShﬂ sinhﬁ)
cosha sinha/\w 2z cosha sinha/\sinhf coshp

N (sinha cosh a) (Z W) _ (x }’) (sinhﬁ Coshﬁ>

cosha sinha/\w 2z Y X/\coshf sinhp

=0 D=6 DEme o Sme-o
=( =6 Dy o

) alalim. Her ikitarafi (:(1;};16; Z?r?}l: g) carpalim.

),,8 —a=40 alalim,

) bulunur.

(sinh 6 cosho

cosh8 sinh 9) € 0(1,1) oldugundan h 0(1’1) kdir m

Not: 0(1,1)’in denklik probleminin ¢éziimii [11] de yoriingeler dilinde verildi.

Burada ise hiperbolik fonksiyonlarin matris gosterimi ile 0(1,1)’in denkligi verildi.



3. BULGULAR

Tezde elde edilen bulgular su sekilde siralayabiliriz.

1.A=(a,b),B=(c,d) €H olsun. Bu taktirde; AX =B,X = (x,y) € H
denkleminin H’da ¢6ziimii vardir < asagidaki dort sarttan herhangi biri saglanirsa:

i) |a|l # |b| veVc,d € R;

ii)a=b,c=d,a+0;

iliy)a =—-b,c=—d,a # 0;

ivia=b=c=d=0.
Teorem 6’ da gosterilmistir.

2. A=a+6b € H olsun. Bu takdirde A™' € H mevcut < |a| # |b| seklinde
oldugu Onerme 17’ de gosterilmistir.

3. Hiperbolik sayilar halkasinin sadece dort ideali vardir ve onlar sunlardir:

i) A= {0}

ii) A = H;

iii) A ={r(1+98):r € R};

iviA={r(1-96):r e R}.
Onerme 18°de gosterilmistir.
4. A=a+ 6b,a’ — b? # 0 hiperbolik say1 olsun. Bu takdirde bu hiperbolik saymnm
hiperbolik fonksiyonlar yardimu ile ifadesi soyledir:

i) a2—b?=c%4c>0,ceR ve a=c ise tek a €R mevcut oOyle ki
A = c(cosh a + § sinh ) dir.

i) a?—b?=c%4c>0,ceR ve a<—c ise tek a € R mevcut Oyle ki
A = —c(cosha + § sinh ) dir.

iii) a?—b?=—-c%,c>0,ceR ve b=>c ise ttk a €ER mevcut dyle ki
A = &c(cosh a + § sinh ) dir.

iv) a?—-b?=-c%c>0,ceR ve b<—c ise tek a € R mevcut dyle ki
A = —6c(cosh a + § sinh ) dir.
Teorem 7° de gosterilmistir.

6. A = a + &b hiperbolik say1 a? — b? = 0 sartim1 saglasin. Bu takdirde bu say1 igin
a+ 6b = c(cosha + dsinha) veya a+ db = cd(cosha + §sinha) olacak sekilde
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c € R ve a € R sayilar mevcut degildir. Yani bu hiperbolik say1 i¢in Euler formiiliiniin
benzeri mevcut degildir. Onerme 19°da gosterilmistir.

7.VAEH icin |A|l; =|la+6bl; =0 |al] =|b| oldugu Teorem &8 de
gosterilmistir.

8.VA,B € H igin |AB|; = |A|;|B]; esitligi saglandigi Teorem 9° da gosterilmistir.

9. VA BEH, B=c+6d ve |c|+#]|d| i¢in |§| =% esitligi saglandig
1 1

Teorem 10’ da gdsterilmistir.

10. VA € H i¢in |A|, = |a + 8b|, = 0 < |a| = |b| oldugu Teorem 11’ de
gosterilmistir.

11. VA,BeH i¢in |AB|, = |A|,|B|, esitligi saglandigi Teorem 12> de
gosterilmistir.

__ Al

12. VABEH, B=c+6d ve |c|=#d| igin |4 =
2 2

B esitligi saglandig
Teorem 13’ de gosterilmistir.
13. B(H); = {A = (a,b) € H: |A|; = a® — b? = 1}, -, islemine gore degismeli grup

oldugu Teorem 14’ de gosterilmistir.

14. B(H), = {A = (a,b) € H: |A|, = m = 1}, ., islemine gore degismeli
grup oldugu Teorem 15’ de gdsterilmistir.

15. B(H), € B(H),, B(H)1,B(H);’ nin alt grubudur ve B(H),; # B(H), oldugu
Onerme 21’ de gosterilmistir.

16. H* = {A = (a,b) € H: a? — b? # 0}, -, islemine gore degismeli grup oldugu
Onerme 22’ de gosterilmistir.

17. B(H),,L(H),B(H),’ 1n denklik tanimlari, Tanim 22, Tanim 23, Tanim 24 da
gosterilmistir.

18. B(H), denklik problemi Onerme 24, Onerme 25, Onerme 26, Onerme 27,
Onerme 28, Lemma 4, Lemma 5, Lemma 6, Lemma 7, Lemme 8 de ¢oziilmiistiir.

19. L(H) denklik problemi Onerme 30, Onerme 31, Onerme 32, Onerme 33, Onerme
34, Lemma 9, Lemma 10, Lemma 11, Lemma 12, Lemma 13’ de ¢6ziilmiistiir.

20. B(H), denklik problemi Onerme 36, Onerme 37, Onerme 38, Onerme 39,
Onerme 40, Lemma 14, Lemma 15, Lemma 16, Lemma 17, Lemma 18, Lemma 19’ da

¢Ozilmiistiir.



4. IRDELEME

Tezin amaci hiperbolik geometri problemlerini cebirsel yontemlerle, 6zel olarak,
hiperbolik sayilar teorisi yardimi ile incelemek oldu. Bu yontemi kullanmak i¢in hiperbolik
sayilara ait bazi yeni bulgular elde edildi. Tezin temel amac1 0(1,1),S0(1,1) ve L gruplari
i¢in G- denklik problemlerini incelemek idi. inceleme devaminda SO(1,1) ve L gruplarinin
farkli cebirsel tanimu ortaya ¢iktt (B(H), ve L(H) grubu). Bu yontem 0(1,1),50(1,1) ve
L gruplarindan farkli olan ve hiperbolik geometri i¢in 6nemli olan yeni bir grubu (B(H),
grubunu) ortaya c¢ikardi. Hiperbolik sayilar yontemi hiperbolik geometride hiperbolik

fonksiyonlarin kullanimina da genis bir imkan veriyor.



5. SONUCLAR

Tezde elde edilen sonuglart su sekilde siralayabiliriz.

1. Hiperbolik sayilara ait baz1 6zellikler Teorem 6, Onerme 17’ de gdsterilmistir.

2. Hiperbolik sayilar halkasinin tiim idealleri Onerme 18’de gosterilmistir.

3. A=a+ 6b,a? — b? # 0 hiperbolik say1 olsun. Bu takdirde bu hiperbolik sayinin
hiperbolik fonksiyonlar yardimu ile ifadesi Teorem 7° de gosterilmistir.

4. A = a + b hiperbolik say1 a? — b? = 0 sartim1 saglasin. Bu takdirde bu say1 i¢in
Euler formiiliiniin benzeri mevcut degildir. Onerme 19°da gosterilmistir.

5. B(H), denklik problemi Onerme 24, Onerme 25, Onerme 26, Onerme 27,
Onerme 28, Lemma 4, Lemma 5, Lemma 6, Lemma 7, Lemma 8’ de ¢Ozllmiistiir.

6. L(H) denklik problemi Onerme 30, Onerme 31, Onerme 32, Onerme 33,
Onerme 34, Lemma 9, Lemma 10, Lemma 11, Lemma 12, Lemma 13’ de ¢dziilmiistiir.

7. B(H), denklik problemi Onerme 36, Onerme 37, Onerme 38, Onerme 39,
Onerme 40, Lemma 14, Lemma 15, Lemma 16, Lemma 17, Lemma 18, Lemma 19’ da

¢Ozilmiistiir.



6. ONERILER

Hiperbolik sayilarin iki boyutlu hiperbolik diizlemde belirtilmesi bu sayilar1 ¢ok
onemli yapar. Hiperbolik sayilar iizerine pek fazla kitap ve makale yazilmadigindan
arastirilmasi gereken konular mevcuttur. Bunlardan bazilar1 iki hiperbolik noktanin ve n-
tane hiperbolik noktanin B(H),, B(H),, L(H) denklik sartlar1 nelerdir? Fiziksel anlamlari
nelerdir?

Bu sorularin cevaplart aragtirllmig ancak tam olarak sonuclara ulagilamamistir. Bu
sorularin cevaplarin1 bulmak i¢in tezde bu sayilar1 2-boyutta inceleyerek, bu sorularin
cevaplarini kismi olarak bulmaya calisilmigtir.

Tez ¢alismasinin 6nemi:

1. Hiperbolik sayilar1 anlamak ve énemli olduklarini géstermek.

2. Tezde kullanilan yontemler Hiperbolik sayilarda yeni yapilacak caligmalara
yardimc1 olma niteligindedir.

3. Tezde kullanilan yontemler Hiperbolik sayilarda noktalar sisteminin denklik
probleminde, hiperbolik geometrideki egrilerin denklik probleminde 6nemlidir.

4. Hiperbolik sayilarda noktalar sisteminin denklik problemleri, hiperbolik
geometrideki egrilerin denklik problemleri arastirilmasi bazi fiziksel (Ozel relativity)

problemlerin ¢oziimiinde 6nemli olabilir.



10.

11.
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