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ÖZET 

       

         Bu çalışmada Hiperbolik sayılar ve Hiperbolik sayıların 2-boyutlu Hiperbolik 

geometriye uygulamaları yapıldı. Hiperbolik sayılara ait bazı özellikler gösterildi.   ܤሺܪሻଵ,  ሻ gruplarına göre denklik problemleri çözüldü. Bu sonuçlarıܪሺܮ ሻଶ veܪሺܤ

kullanarak ܱሺ1,1, Թሻ, ܱܵሺ1,1, Թሻ ve Lorentz gruplarının denklik problemleri çözüldü. 

Ayrıca ܮሺܪሻ, ,ܮ ,ሻଵܪሺܤ ܱܵሺ1,1, Թሻ, ܱሺ1,1, Թሻ,  ሻଶ gruplar arasındaki bağlantılarܪሺܤ

incelendi. 

  

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik geometri, Hiperbolik Sayı, İnvaryant, Lorentz grubu 
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SUMMARY 

 

Hyperbolic Numbers and The Applications of Hyperbolic Numbers In 2-Dimensional 

Hyperbolic Geometry 

         In this study Hyperbolic numbers and the applications of  Hyperbolic numbers to the 

2-dimensional Hyperbolic geometry were applied. Some properties of Hyperbolic numbers 

were shown. Equality problems for groups ܤሺܪሻଵ,  ሻ were solved. Usingܪሺܮ ሻଶ, andܪሺܤ

these results, equality problems for ܱሺ1,1, Թሻ, ܱܵሺ1,1, Թሻ and Lorentz groups were solved. 

Also the haks among the groups ܮሺܪሻ, ,ܮ ,ሻଵܪሺܤ ܱܵሺ1,1, Թሻ, ,ሻଶܪሺܤ ܱሺ1,1, Թሻ were 

examined. 

 

Key Words: Hyperbolic geometry, Hyperbolic numbers, İnvariant, Lorentz group     
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SEMBOLLER DİZİNİ 

 ฮܽ௜௝ฮ, ݅, ݆ ൌ 1, … , ݊, ܽ௜௝ א Թ :݊ ൈ ݊ tipinde reel katsayılı bir matris ԯ                                           :Hiperbolik Sayılar Halkası                                                             ߜ                                            :Karesi 1 olan Hiperbolik sayı ܤሺܪሻଵ                                    :ൌ ሼ ܣ ൌ ܽ ൅ ܾߜ א ԯ: ଵ|ܣ| ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1, ܽ, ܾ א Թሽ grup ܤሺܪሻଶ                                    :ൌ ሼܣ ൌ ܽ ൅ ܾߜ א ԯ: ଶ|ܣ| ൌ ඥ|ܽଶ െ ܾଶ| ൌ 1, ܽ, ܾ א Թሽ grup                        ܮሺܪሻ                                       ׷ൌ ሼ ܣ ൌ ܽ ൅ ܾߜ א ԯ: ଵ|ܣ| ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1, ܽ ൒ 1, ܽ, ܾ א Թሽ                                                                             grup                                                                                                                   כܪ                                           :ൌ ሼܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ԯ: ܽଶ െ ܾଶ ് 0ሽ grup ݎܩሺݔଵ, ଶሻ                               :ൌݔ ൬ݔۃଵ, ۄଵݔ ,ଵݔۃ ,ଶݔۃۄଶݔ ۄଵݔ ,ଶݔۃ ൰ۄଶݔ , ௜ݔ א Թ, ݅ ൌ 1,2; olan Gram matrisi 

L                                              :Lorentz Grubu 

N                                             :Doğal Sayılar Kümesi ܰା                                          :Sayma Sayıları Kümesi ܱሺ1,1, Թሻ                                :(1,1)-Ortogonal Matrisler Grubu ܱܵሺ1,1, Թሻ                              :Özel Ortogonal Grup ݔ ~ீ ,ఛݔx elemanı y elemanına G-denktir  ሼ:                                        ݕ ߬ א ܶሽ                               :ܶ kümesiyle indekslenen noktalar ailesi ሼݔఛ, ߬ א ܶሽ ~ீ ሼݕఛ, ߬ א ܶሽ           :ሼݔఛ, ߬ א ܶሽ ailesi ሼݕఛ, ߬ א ܶሽ ailesine G-denktir ߟ                                               :ൌ ቀ1 00 െ1ቁ      Թ                                              :Reel Sayılar Cismi Թଵାଵ                                         :İç çarpım indeksi 1 olan 2-Boyutlu Թଶ Reel Vektör Uzayı  Թଵାଵ ൈ Թଵାଵ                            :ൌ ሼሺݔ, :ሻݕ ݔ א Թଵାଵ, ݕ א Թଵାଵሽ     Թଵାଵ ൈ ڮ ൈ Թଵାଵ (m-tane)     :ൌ ሼሺݔଵ, ڮ , :௠ሻݔ ௜ݔ א Թଵାଵ, ݅ ൌ 1,2, ڮ , ݉ሽ       

Q                                               :Rasyonel Sayılar Cismi 

Z                                              :Tam Sayılar Halkası ז                                               :İspatın sonu 

 

 



 
 

1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

Hiperbolik sayı olarak adlandırılan sayılar çeşitli kaynaklarda Split karmaşık sayı 

veya Double karmaşık sayı olarak adlandırılır. 

Split karmaşık sayıların kullanımı James Cockle’ nın 1848 tarihli çalışmasına [1] 

kadar gider. Willam Kingdom Clifford split karmaşık sayıları çalışmalarında [2] 

kullanmıştır. 

1935’ de J.C.Vignaux ve A. Duranonay Vedia çalışmada [4] split karmaşık geometri, 

cebir ve fonksiyon teorisini geliştirdiler. Bu açıklayıcı ve pedagojik çalışmalarla konuyu 

umumi değerlendirmelerle sundular. 

1995’ de G. Sobczyk yaptığı çalışmada [5] Hiperbolik sayılar için modül, iç-çarpım,  

matris gösterimi ve grafikleri hakkında bilgi sundu. Hiperbolik sayıların hiperbolik 

fonksiyonlar yardımıyla gösteriminin ifadesini yaptı. 

2003’ de F. Catoni, R. Cannata, V. Catoni, P. Zampetti yaptıkları çalışmada [6] 

Hiperbolik sayıların Hiperbolik fonksiyonlar yardımıyla ifadesini verdiler. Hiperbolik 

sayının grafiksel gösterimini sundular. 

2008’ de D. Boccaletti, E. Nichelatti, F. Catoni, R. Cannata, V. Catoni and                       

P. Zampetti yazdıkları kitapta [3] Hiperbolik sayılar hakkında geniş bilgi sundular. 

Hiperbolik sayılar ile ilgili bilgi [8] ve [9] çalışmalarında da verilmektedir.  

Tezin amacı 2- boyutlu hiperbolik geometrideki temel gruplar için ܩ- denklik 

problemlerini hiperbolik sayılar kullanılarak incelemektir. Bu yöntem hiperbolik 

geometrideki temel ܱܵሺ1,1, Թሻ, ܮ gruplarına karşılık gelen ve hiperbolik sayılardan oluşan ܤሺܪሻଵ,  ሻ gruplarını ortaya çıkardı. Bu yöntemin önemli bir özelliği şu oldu ki, doğalܪሺܮ

olarak hiperbolik sayıların önemli yeni bir grubunu (ܤሺܪሻଶ grubunu) da ortaya çıkardı. 

Tezde aşağıdaki konular incelendi: 

1) ܱܵሺ1,1, Թሻ ve ܮ gruplarına karşılık gelen ܤሺܪሻଵ ve ܮሺܪሻ hiperbolik sayılar 

gruplarının tanımları ve özellikleri; 

 ;ሻଶ grubunun tanımı ve özellikleriܪሺܤ (2

,ሻଵܪሺܤ (3 ,ሻଶܪሺܤ  ;denklik problemleri -ܩ ሻ gruplarına göreܪሺܮ
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4) ܱሺ1,1, Թሻ, ܱܵሺ1,1, Թሻ,  ;denklik problemleri -ܩ gruplarına göre ܮ

,ሻܪሺܮ (5 ,ܮ ,ሻଵܪሺܤ ܱܵሺ1,1, Թሻ, ,ሻଶܪሺܤ ܱሺ1,1, Թሻ gruplar arasındaki bağlantılar. 

Bu problemlerin çözümleri hiperbolik sayılara ait bazı problemleri ortaya çıkardı.  

Tezde bu şekilde ortaya çıkmış olan problemler de incelendi. 

 

1.2. Hiperbolik Sayıların Temel Özellikleri 

 

Tanım 1: ׊a, b א Թ  olmak üzere ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ ikilisine sıralı ikili denir. Թଶ ൌ Թ x Թ ൌ ሼሺܽ, ܾሻ: ܽ, b א Թ ሽ olmak üzere, ݄׊, ݇ א Թଶ, ݄ ൌ ሺݔ, ,ሻݕ ݇ ൌ ሺݖ, ,ݔ ሻ veݓ ,ݕ ,ݖ ݓ א Թ için ݔ ൌ ,ݖ ݕ ൌ ݓ ฻ ݄ ൌ ݇ dır. 

Şimdide  Թଶ ൌ ሼሺݔ, :ሻݕ ,ݔ ݕ א Թሽ üzerinde toplam ve çarpım tanımlayalım. 

 

Tanım 2: ْ: Թଶ ൈ  Թଶ ՜ Թଶ iç işlemi ݄ ൌ ሺݔ, ,ሻݕ ݇ ൌ ሺݖ, ሻݓ א Թଶ olmak üzere                   ݄ ْ ݇ ൌ ሺݔ, ሻݕ ْ ሺݖ, ሻݓ ൌ ሺݔ ൅ ,ݖ ݕ ൅  ሻ şeklinde tanımlanır ve  Թଶ’ deki toplamaݓ

olarak adlandırılır. 

 

Tanım 3: ٖ: Թଶ ൈ  Թଶ ՜ Թଶ  iç işlemi ݄ ൌ ሺݔ, ,ሻݕ ݇ ൌ ሺݖ, ሻݓ א Թଶ olmak üzere  ݄ ٖ ݇ ൌ ሺݔ, ሻݕ ٖ ሺݖ, ሻݓ ൌ ሺݖݔ ൅ ,ݓݕ ݓݔ ൅  ሻ şeklinde tanımlanır ve Թଶ’ deki çarpmaݖݕ

olarak adlandırılır. 

 

Tanım 4: Թ  Reel sayılar cümlesi olmak üzere Թଶ cümlesi üzerinde Tanım 2 ve 

Tanım 3’ deki gibi toplama ve çarpma işlemleri tanımlanmış ise ሺԹଶ,ْ,ٖሻ cümlesine 

Hiperbolik sayılar cümlesi denir ve ԯ ile gösterilir. 

 

Teorem 1: ԯ cümlesi birimli ve değişmeli halkadır. 

İspat: ԯ cümlesinin değişmeli halka olduğunu gösterelim. 

1) ሺԯ,ْሻ ikilisi birimli ve değişmeli halkadır. 

,ܣ׊ (1.1 ,ܤ ܥ א ԯ ve ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ, ܤ ൌ ሺܿ, ݀ሻ, ܥ ൌ ሺ݁, ݂ሻ için; ܣ ْ ሺܤ ْ ሻܥ ൌ ሺܣ ْ ሻܤ ْ ܣ .ise birleşimlidir ܥ ْ ሺܤ ْ ሻܥ ൌ ሺܽ, ܾሻ ْ ൫ሺܿ, ݀ሻ ْ ሺ݁, ݂ሻ൯ ൌ ሺܽ, ܾሻ ْ ሺܿ ൅ ݁, ݀ ൅ ݂ሻ                                                                       ൌ ൫ܽ ൅ ሺܿ ൅ ݁ሻ, ܾ ൅ ሺ݀ ൅ ݂ሻ൯ ൌ ሺܽ ൅ ܿ ൅ ݀, ܾ ൅ ݀ ൅ ݂ሻ                                   ሺܣ ْ ሻܤ ْ ܥ ൌ ൫ሺܽ, ܾሻ ْ ሺܿ, ݀ሻ൯ ْ ሺ݁, ݂ሻ ൌ ሺܽ ൅ ܿ, ܾ ൅ ݀ሻ ْ ሺ݁, ݂ሻ                                               
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                           ൌ ൫ሺܽ ൅ ܿሻ ൅ ݁, ሺܾ ൅ ݀ሻ ൅ ݂൯ ൌ ሺܽ ൅ ܿ ൅ ݀, ܾ ൅ ݀ ൅ ݂ሻ                                                  

Bu eşitliklerden ܣ ْ ሺܤ ْ ሻܥ ൌ ሺܣ ْ ሻܤ ْ  .olduğu görülür ܥ

,ܣ׊ (1.2 ܤ א ԯ ve  ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ, ܤ ൌ ሺܿ, ݀ሻ için ܣ ْ ܤ ൌ ܤ ْ ܣ .ise ԯ değişimlidir ܣ ْ ܤ ൌ ሺܽ, ܾሻ ْ ሺܿ, ݀ሻ ൌ ሺܽ ൅ ܿ, ܾ ൅ ݀ሻ                                                                                ܤ ْ ܣ ൌ ሺܿ, ݀ሻ ْ ሺܽ, ܾሻ ൌ ሺܿ ൅ ܽ, ݀ ൅ ܾሻ                                                                          

eşitliklerinden ܣ ْ ܤ ൌ ܤ ْ  .olduğu görülür ܣ

0׌ (1.3 א ԯ öyle ki keyfi ܣ א ԯ için ܣ ْ 0 ൌ 0 ْ ܣ ൌ dır. 0 ܣ ൌ ሺ0,0ሻ olarak 

alalım ve keyfi  ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ eleman olsun.  ܣ ْ 0 ൌ ሺܽ, ܾሻ ْ ሺ0,0ሻ ൌ ሺܽ, ܾሻ ൌ  .bulunur ܣ

1.4) Keyfi ܣ א ԯ için ܣ ْ ܺ ൌ ܺ ْ ܣ ൌ 0 olacak şekilde ܺ א ԯ’ ın var olduğunu 

göstermeliyiz. ܣ ْ ܺ ൌ ሺܽ, ܾሻ ْ ሺݔ, ሻݕ ൌ 0 ฺ ሺܽ ൅ ,ݔ ܾ ൅ ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ buradan ݔ ൅ ܽ ൌ 0 ݔฺ ൌ െܽ ve ݕ ൅ ܾ ൌ 0 ฺ ݕ ൌ െܾ dir. Dolayısıyla ܺ ൌ ሺെܽ, െܾሻ א ԯ dır. 

2) ሺԯ,ٖሻ ikilisi birimli ve değişmeli halkadır. 

,ܣ׊ (2.1 ,ܤ ܥ א ԯ ve ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ, ܤ ൌ ሺܿ, ݀ሻ, ܥ ൌ ሺ݁, ݂ሻ için;                                          ܣ ٖ ሺܤ ٖ ሻܥ ൌ ሺܣ ٖ ሻܤ ٖ ܣ .ise ԯ birleşimlidir ܥ ٖ ሺܤ ٖ ሻܥ ൌ ሺܽ, ܾሻ ٖ ൫ሺܿ, ݀ሻ ٖ ሺ݁, ݂ሻ൯ ൌ ሺܽ, ܾሻ ٖ ሺܿ݁ ൅ ݂݀, ݂ܿ ൅ ݀݁ሻ ൌ                            ൌ ሺܽሺܿ݁ ൅ ݂݀ሻ ൅ ܾሺ݂ܿ ൅ ݀݁ሻ, ܽሺ݂ܿ ൅ ݀݁ሻ ൅ ܾሺܿ݁ ൅ ݂݀ሻ ൌ                             ൌ ሺܽܿ݁ ൅ ݂ܽ݀ ൅ ܾ݂ܿ ൅ ܾ݀݁, ݂ܽܿ ൅ ܽ݀݁ ൅ ܾܿ݁ ൅ ܾ݂݀ሻ                         ሺܣ ٖ ሻܤ ٖ ܥ ൌ ൫ሺܽ, ܾሻ ٖ ሺܿ, ݀ሻ൯ ٖ ሺ݁, ݂ሻ ൌ ሺܽܿ ൅ ܾ݀, ܽ݀ ൅ ܾܿሻ ٖ ሺ݁, ݂ሻ ൌ                           ൌ ൫ሺܽܿ ൅ ܾ݀ሻ݁ ൅ ሺܽ݀ ൅ ܾܿሻ݂, ሺܽܿ ൅ ܾ݀ሻ݂ ൅ ሺܽ݀ ൅ ܾܿሻ݁൯ ൌ                           ൌ ሺܽܿ݁ ൅ ܾ݀݁ ൅ ݂ܽ݀ ൅ ܾ݂ܿ, ݂ܽܿ ൅ ܾ݂݀ ൅ ܽ݀݁ ൅ ܾܿ݁ሻ                                                   

Bu eşitlikten  ܣ ٖ ሺܤ ٖ ሻܥ ൌ ሺܣ ٖ ሻܤ ٖ  .olduğu sonucu çıkar ܥ

,ܣ׊ (2.2 ܤ א ԯ ve  ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ, ܤ ൌ ሺܿ, ݀ሻ için ܣ ٖ ܤ ൌ ܤ ٖ ܣ .ise ԯ değişimlidir ܣ ٖ ܤ ൌ ሺܽ, ܾሻ ٖ ሺܿ, ݀ሻ ൌ ሺܽܿ ൅ ܾ݀, ܽ݀ ൅ ܾܿሻ                                                               ܤ ٖ ܣ ൌ ሺܿ, ݀ሻ ٖ ሺܽ, ܾሻ ൌ ሺܿܽ ൅ ܾ݀, ܾܿ ൅ ݀ܽሻ ;                                                                                     

bu eşitliklerden ܣ ٖ ܤ ൌ ܤ ٖ  .olduğu sonucu çıkar ܣ

ࣟ׌ (2.3 א ԯ öyle ki keyfi ܣ א ԯ için  ܣ ٖ ࣟ ൌ ࣟ ٖ ܣ ൌ ࣟ .dır ܣ ൌ ሺ1,0ሻ olarak 

alalım ve ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ keyfi eleman olsun. ܣ ٖ ࣟ ൌ ሺܽ, ܾሻ ٖ ሺ1,0ሻ ൌ ሺܽ1 ൅ ܾ0, ܾ1 ൅ ܽ0ሻ ൌ ሺܽ, ܾሻ ൌ  buradan çarpımın ܣ

değişme özelliğinden    ܣ ٖ ࣟ ൌ ࣟ ٖ ܣ ൌ  .bulunur  ܣ

3) ْ ve ٖ işlemlerinin dağılma özelliği; 

,ܣ׊ (3.1 ,ܤ ܥ א ԯ için ܣ ٖ ሺܤ ْ ሻܥ ൌ ሺܣ ٖ ሻܤ ْ ሺܣ ٖ  ሻ ise soldan dağılmaܥ
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 özelliği vardır. ܣ ٖ ሺܤ ْ ሻܥ ൌ ሺܽ, ܾሻ ٖ ൫ሺܿ, ݀ሻ ْ ሺ݁, ݂ሻ൯ ൌ ሺܽ, ܾሻۨሺܿ ൅ ݁, ݀ ൅ ݂ሻ ൌ                                ൌ ൫ܽሺܿ ൅ ݁ሻ ൅ ܾሺ݀ ൅ ݂ሻ, ܽሺ݀ ൅ ݂ሻ ൅ ܾሺܿ ൅ ݁ሻ൯ ൌ                                      ൌ ሺܽܿ ൅ ܽ݁ ൅ ܾ݀ ൅ ܾ݂, ܽ݀ ൅ ݂ܽ ൅ ܾܿ ൅ ܾ݁ሻ                                 ሺܣ ٖ ሻܤ ْ ሺܣ ٖ ሻܥ ൌ ൫ሺܽ, ܾሻ ٖ ሺܿ, ݀ሻ൯ ْ ൫ሺܽ, ܾሻ ٖ ሺ݁, ݂ሻ൯ ൌ                                            ൌ  ሺܽܿ ൅ ܾ݀, ܽ݀ ൅ ܾܿሻ ْ ሺܽ݁ ൅ ܾ݂, ݂ܽ ൅ ܾ݁ሻ ൌ                                                  ൌ ሺܽܿ ൅ ܾ݀ ൅ ܽ݁ ൅ ܾ݂, ܽ݀ ൅ ܾܿ ൅ ݂ܽ ൅ ܾ݁ሻ                                          

bu eşitlikten ܣ ٖ ሺܤ ْ ሻܥ ൌ ሺܣ ٖ ሻܤ ْ ሺܣ ٖ  .ሻ sonucu çıkarܥ

,ܣ׊ (3.2 ,ܤ ܥ א ԯ için ሺܣ ْ ሻܤ ٖ ܥ ൌ ሺܣ ٖ ሻܥ ْ ሺܤ ٖ  ሻ ise sağdan dağılmaܥ

özelliği vardır. Çarpımın değişme özelliğinde bu eşitlikte sağlanır. ז 

 

Teorem 2: ԯ cümlesi bir cisim değildir. 

İspat: Eğer ԯ cisim olsaydı 0׊ ് ܣ א ԯ için ܣ ٖ ܤ ൌ ܤ ٖ ܣ ൌ ሺ1,0ሻ olacak 

şekilde ܤ ൌ ሺݔ, ሻݕ א ԯ mevcut olması gereklidir. Bu durumda ܣ ൌ ሺܽ, ܽሻ א ԯ için böyle 

özellikli ܤ א ԯ mevcut olmadığını gösterelim. ܣ ٖ ܤ ൌ ሺ1,0ሻ ฺ ሺܽ, ܽሻ ٖ ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ1,0ሻ ฺ ሺܽݔ ൅ ,ݕܽ ݔܽ ൅ ሻݕܽ ൌ ሺ1,0ሻ                  ฺ ൜ܽݔ ൅ ݕܽ ൌ ݔ1ܽ ൅ ݕܽ ൌ 0, bu ise bir çelişkidir. Dolayısıyla ܤ א ԯ mevcut değildir. ז 

 

Not: ْ işlemi yerine ‘ + ‘ , ٖ işlemi yerine ‘.’ kullanılacak. 

 

Teorem 3: ԯ hiperbolik sayılar halkası Թ reel sayılar cismine izomorf bir alt 

cümleyi alt cisim olarak kapsar. 

İspat: ܯ ൌ ሼሺܽ, 0ሻ, ܽ א Թሽ, ܯ ك ԯ ve ݂: ܯ ื Թ ; ݂ሺܽ, 0ሻ ൌ ܽ olarak tanımlayalım.                        ْ: ܯ ൈ ื ܯ ,ܣ׊ ܯ ܤ א ܣ  için ,ܯ ْ ܤ ൌ ሺܽ, 0ሻ ْ ሺܾ, 0ሻ ൌ ሺܽ ൅ ܾ, 0ሻ א :ٖ .kapalıdır ܯ ܯ ൈ ื ܯ ,ܣ׊  ܯ ܤ א ܣ için ,ܯ ٖ ܤ ൌ ሺܽ, 0ሻ ٖ ሺܾ, 0ሻ ൌ ሺܾܽ, 0ሻ א  .abel grubudur ܯ kapalıdır.                        ْ, işlemine göre ܯ

,ܣ׊ (1 ,ܤ ܥ א ԯ İçin birleşme özelliği olduğundan ܯ’ deki keyfi üç eleman içinde 

birleşme özelliği vardır. 

,ܣ׊ (2 ܤ א ԯ İçin değişme özelliği olduğundan ܯ’ deki keyfi iki eleman içinde 

değişme özelliği vardır. 

deki  ሺ0,0ሻ’ܯ (3 א א ܣ  ve ܯ ܣiçin ܯ ْ ሺ0,0ሻ ൌ ሺܽ, 0ሻ ْ ሺ0,0ሻ ൌ ሺܽ, 0ሻ ൌ  ܣ

olduğundan  ሺ0,0ሻ א  .işlemine göre birim elemandır ْ ,ܯ
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4) Keyfi ܺ א ܻ için ܯ א ܺ vardır. Öyle ki ܯ ْ ܻ ൌ ሺ0,0ሻ, dır. ܺ ൌ ሺܽ, 0ሻ için   ܻ א   ;nin var olduğunu gösterelim ’ܯ

                        ܺ ْ ܻ ൌ ሺ0,0ሻ                                                                                                                     ሺܽ, 0ሻ  ْ ሺݕ, 0ሻ ൌ ሺ0,0ሻ                                                                                                                                 ሺܽ ൅ ,ݕ 0ሻ ൌ ሺ0,0ሻ ݕ ฺ ൌ െܽ olur ve ሺെܽ, 0ሻ א ܻ  olduğundan ܯ א  ܯ

mevcuttur. ٖ İşleminin ْ işlemi üzerine dağılma özelliği tüm ԯ’de var olduğundan ܯ’de de 

vardır. ٖ İşleminin özelliği; 

,ܣ׊ (1 ,ܤ ܥ א ԯ için birleşme özelliği olduğundan ܯ’ deki keyfi üç eleman içinde 

birleşme özelliği vardır. 

,ܣ (2 ܤ א ԯ için değişme özelliği olduğundan ܯ’ deki keyfi iki eleman içinde 

değişme özelliği vardır. 

3) ሺ1,0ሻ א ܣ  ve ܯ א ԯ için    ܣ ٖ ሺ1,0ሻ ൌ  dır. Tüm ԯ’ de birim eleman özelliği ܣ

olduğundan ܯ’de de vardır. 

4) Keyfi 0 ് ܺ א ܣ  için ܯ א ܣ  vardır, öyle ki ܯ ٖ ܺ ൌ ሺ1,0ሻ’ dır. ܺ ൌ ሺݔ, 0ሻ ve ܺ ് 0 olduğundan ݔ ് 0Ԣ dır. 
ܣ                       ٖ ܺ ൌ ሺ1,0ሻ                                                                                                                         ሺܽ, 0ሻ ٖ ሺݔ, 0ሻ ൌ ሺ1,0ሻ                                                                                                                              ሺܽݔ ൅ ܽ0, 0ݔ ൅ ܽ0ሻ ൌ ሺ1,0ሻ                                                                                                                                                    ሺܽݔ, 0ሻ ൌ ሺ1,0ሻ ฺ ݔܽ ൌ 1 ฺ ܽ ൌ ଵ௫  bulunur. ିܣଵ ൌ ሺଵ௫ , 0ሻ א  .dirܯ

Dolayısıyla ܯ cisimdir. Şimdi de  ݂’ nin izomorfizm olduğunu gösterelim. ݂, ْ işlemine göre homomorfizmdir: ܣ ൌ ሺܽ, 0ሻ, ܤ ൌ ሺܾ, 0ሻ א ܯ ؿ ԯ olmak üzere ݂ሺܣ ْ ሻܤ ൌ ݂൫ሺܽ, 0ሻ ْ ሺܾ, 0ሻ൯ ൌ݂ሺܽ ൅ ܾ, 0ሻ ൌ ܽ ൅ ܾ ൌ ݂ሺܽ, 0ሻ ْ ݂ሺܾ, 0ሻ ൌ ݂ሺܣሻ ْ ݂ሺܤሻ dır. ݂, ٖ işlemine göre homomorfizmdir: ܣ ൌ ሺܽ, 0ሻ, ܤ ൌ ሺܾ, 0ሻ א ܯ ؿ ԯ olmak üzere ݂ሺܣ ٖ ሻܤ ൌ ݂൫ሺܽ, 0ሻ ٖ ሺܾ, 0ሻ൯  ൌ݂ሺܾܽ, 0ሻ ൌ ܾܽ ൌ ݂ሺܽ, 0ሻ ٖ ݂ሺܾ, 0ሻ ൌ ݂ሺܣሻ ٖ ݂ሺܤሻ dir. ݂ bire birdir: ܣ ൌ ሺܽ, 0ሻ ് ܤ ൌ ሺܾ, 0ሻ א ܯ ؿ ԯ için ݂ሺܣሻ ് ݂ሺܤሻ dir. ܣ ് ܤ ฺ ሺܽ, 0ሻ ് ሺܾ, 0ሻ ฺ ܽ ് ܾ ฺ ݂ሺܽ, 0ሻ ് ݂ሺܾ, 0ሻ ฺ ݂ሺܣሻ ് ݂ሺܤሻ ݂ örtendir: 
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ܾ׊ א Թ için ܾ ൌ ݂ሺܤሻ olacak şekilde ܤ א ؿ ܯ ԯ vardır. ܤ’ yi ܤ ൌ ሺܾ, 0ሻ olarak 

seçelim. ݂ሺܾ, 0ሻ ൌ ܾ dir. ז 

 

Tanım 5: Teorem 3’ ün sonucu olarak (ܽ, 0ሻ hiperbolik sayısının izomorfu olan ܽ 

reel sayısı olarak gösterilecek yani; ሺܽ, 0ሻ ൌ ܽ alınacaktır. 

 

Tanım 6: Bir ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ԯ hiperbolik sayısında "ܽ" reel sayısına ܣ’ nın reel 

kısmı, "ܾ" reel sayısına ܣ’ nın hiperbolik kısmı denir ve ܴ݁ሺܣሻ ൌ ܽ, ሻܣሺ݌ܪ ൌ ܾ şeklinde 

yazılır. 

 

Tanım 7: ሺ0,1ሻ hiperbolik sayısı ߜ ile gösterilecektir yani; ሺ0,1ሻ ൌ  alınacak ve ߜ

hiperbolik birim olarak adlandırılacak. 

 

Sonuç 1: ߜଶ ൌ 1’dir. 

İspat: ߜଶ ൌ ߜߜ ൌ ሺ0,1ሻሺ0,1ሻ ൌ ሺ0 ൅ 1,0 ൅ 0ሻ ൌ ሺ1,0ሻ ൌ 1 elde edilir. ז 

 

Teorem 4: ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ԯ için ܣ ൌ ܽ ൅ ,şeklinde tektürlü yazılabilir yani; ሺܽ ܾߜ ܾሻ ൌ ܽ ൅  .ye eşittir ’ܾߜ

İspat: ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ ൌ ሺܽ, 0ሻ ൅ ሺܾ, 0ሻ ൌ ሺܽ, 0ሻ ൅ ሺ0,1ሻሺ0, ܾሻ ൌ ܽ ൅  ז .elde edilir ܾߜ

 

Tanım 8: ࣅ א Թ ile ܣ א ԯ sayısının çarpımı Թ ൈ  ԯ ื ԯ, ߣሺܽ, ܾሻ ൌ ሺܽߣ,   ሻܾߣ

şeklindeki sayıya bir hiperbolik sayının bir reel skaler ile çarpımı denir. 

 

1.3. Hiperbolik Sayının Matris Gösterimi 

 

Teorem 5: ܽ, ܾ א Թ olmak üzere, ܯ, ቀܽ ܾܾ ܽቁ formundaki matrisler cümlesi olsun.   ܯ’ de matrislerdeki ሺ൅ሻ ve (·ሻ işlemlerini göz önüne alalım. ሺܯ, ൅,·ሻ işlemlerine göre ܯ birimli değişmeli bir halkadır ve bu halka ԯ’ ye izomorftur. 

İspat: ݂: ԯ ื ,ሺ݂ܽ ,ܯ ܾሻ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ, olarak tanımlayalım ve ݂’ in bir izomorfizm 

olduğunu gösterelim. Öncelikle ܯ’ nin ሺܯ, ൅,·ሻ işlemine göre birimli ve değişmeli bir 

halka olduğunu gösterelim. 
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൅: ܯ ൈ ܯ  ื ,ܣ׊,ܯ ܤ א  İçin ܯ

ܣ  ൅ ܤ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൅ ቀܿ ݀݀ ܿቁ ൌ ቀܽ ൅ ܿ ܾ ൅ ܾ݀ ൅ ݀ ܽ ൅ ܿቁ א ׷· .kapalıdır ܯ olduğundan ܯ ൈ ܯ ܯ  ื ,ܣ׊,ܯ ܤ א ܤܣ  ;İçin ܯ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀܿ ݀݀ ܿቁ ൌ ቀܽܿ ൅ ܾ݀ ܽ݀ ൅ ܾܿܽ݀ ൅ ܾܿ ܽܿ ൅ ܾ݀ቁ א ,ܯkapalıdır. ሺ ܯ olduğundan ܯ ൅ሻ, İkilisi birimli ve değişmeli bir halkadır. 

,ܣ׊ (1 ,ܤ  deki keyfi üç matris için ’ܯ matrisleri için birleşme özelliği olduğundan ܥ

de birleşme özelliği vardır. 

2) Keyfi ܣ,  deki keyfi iki matris ’ܯ matrisleri için değişme özelliği olduğundan ܤ

için de değişme özelliği vardır. 

׌ (3 ቀ0 00 0ቁ א ܣ ,ܯ א keyfi bir matris olsun.  ቀ0 ܯ 00 0ቁ ൅ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൌ ܣ א  .birimlidir ܯ olduğundan ܯ

4) Keyfi 0 ് ܺ א ܣ için ܯ א ܣ vardır öyle ki ܯ ൅ ܺ ൌ ቀ0 00 0ቁ dır.   

 ܺ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ് 0 ฺ ݔ ് 0, ݕ ് 0 dır.        ܣ ൅ ܺ ൌ ሺ0,0ሻ ฺ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൅ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ ቀ0 00 0ቁ ฺ ൬ܽ ൅ ݔ ܾ ൅ ܾݕ ൅ ݕ ܽ ൅ ൰ݔ ൌ ቀ0 00 0ቁ           

buradan ܽ ൅ ݔ ൌ 0 ฺ ݔ ൌ െܽ ve ܾ ൅ ݕ ൌ 0 ฺ ݕ ൌ െܾ dir.  

Dolayısıyla ܺ ൌ ቀെܽ െܾെܾ െܽቁ א ,ܣ׊ .bulunur. ሺ·ሻ işleminin ሺ൅ሻ işlemi üzerine dağılma özelliği vardır ܯ ,ܤ ܥ א ܤሺܣ İçin ܯ ൅ ሻܥ ൌ ܤܣ ൅ ܤሺܣ  olduğunu gösterelim ܥܣ ൅ ሻܥ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ቆቀܿ ݀݀ ܿቁ ൅ ൬݁ ݂݂ ݁൰ቇ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൬ܿ ൅ ݁ ݀ ൅ ݂݀ ൅ ݂ ܿ ൅ ݁ ൰ ൌ                                     

                    ൌ ൬ܽܿ ൅ ܽ݁ ൅ ܾ݀ ൅ ܾ݂ ܽ݀ ൅ ݂ܽ ൅ ܾܿ ൅ ܾ݁ܽ݀ ൅ ݂ܽ ൅ ܾܿ ൅ ܾ݁ ܽܿ ൅ ܽ݁ ൅ ܾ݀ ൅ ܾ݂൰                                                       

ܤܣ ൅ ܥܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀܿ ݀݀ ܿቁ ൅ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൬݁ ݂݂ ݁൰ ൌ                                                                                   

                   ൌ ቀܽܿ ൅ ܾ݀ ܽ݀ ൅ ܾܿܽ݀ ൅ ܾܿ ܽܿ ൅ ܾ݀ቁ ൅ ൬ܽ݁ ൅ ܾ݂ ݂ܽ ൅ ܾ݂݁ܽ ൅ ܾ݁ ܽ݁ ൅ ܾ݂൰ ൌ 

                   ൌ ൬ܽܿ ൅ ܽ݁ ൅ ܾ݀ ൅ ܾ݂ ܽ݀ ൅ ݂ܽ ൅ ܾܿ ൅ ܾ݁ܽ݀ ൅ ݂ܽ ൅ ܾܿ ൅ ܾ݁ ܽܿ ൅ ܽ݁ ൅ ܾ݀ ൅ ܾ݂൰                                                                             

Buradan gözüküyor ki ܣሺܤ ൅ ሻܥ ൌ ܤܣ ൅  :dir. ሺ·ሻ işleminin özelliği ‘ ܥܣ
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,ܣ׊ (1 ,ܤ  deki keyfi üç matris için ’ܯ matrisleri için birleşme özelliği olduğundan ܥ

de birleşme özelliği vardır. 

2) Keyfi ܣ,  deki keyfi iki matris ’ܯ matrisleri için değişme özelliği olduğundan ܤ

için de değişme özelliği vardır. 

3) ቀ1 00 1ቁ א ܣ ,ܯ א keyfi bir matris olsun. ቀ1 ܯ 00 1ቁ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൌ א ܣ  tüm matrisler için birim eleman özelliği var ,ܯ

olduğundan  ܯ için de var. 

4) Keyfi 0 ് ܺ א ܣ için ܯ א ܺܣ vardır öyle ki ܯ ൌ ቀ1 00 1ቁ dır. ܺ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ് 0 ฺ ݔ ് 0, ݕ ് 0 dır.  ܺܣ ൌ ሺ1,0ሻ ฺ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ ቀ1 00 1ቁ ฺ ൬ܽݔ ൅ ݕܾ ݕܽ ൅ ݕܽݔܾ ൅ ݔܾ ݔܽ ൅ ൰ݕܾ ൌ ቀ1 00 1ቁ ฺ             

ฺ ൜ܽݔ ൅ ݕܾ ൌ ݕ1ܽ ൅ ݔܾ ൌ 0, bulunur. ܽ ൌ ܾ için ൜ܽݔ ൅ ݕܽ ൌ ݕ1ܽ ൅ ݔܽ ൌ 0, olduğundan bu bir çelişkidir. 

Dolayısıyla ሺܯ, ൅,·ሻ işlemlerine göre ܯ birimli ve değişmeli bir halkadır. ݂, ൅, işlemine göre homomorfizmdir: ܣ׊, ܤ א ԯ için ݂ሺܣ ൅ ሻܤ ൌ ݂ሺܣሻ ൅ ݂ሺܤሻ olduğunu gösterelim. ݂ሺܣ ൅ ሻܤ ൌ ݂ሺܽ ൅ ܾߜ ൅ ܿ ൅ ሻ݀ߜ ൌ ݂ሺሺܽ ൅ ܿሻ ൅ ሺܾߜ ൅ ݀ሻ ൌ ݂ሺܽ ൅ ܿ, ܾ ൅ ݀ሻ ൌ                                            ൌ ቀܽ ൅ ܿ ܾ ൅ ܾ݀ ൅ ݀ ܽ ൅ ܿቁ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൅ ቀܿ ݀݀ ܿቁ ൌ ݂ሺܣሻ ൅ ݂ሺܤሻ ݂,·, işlemine göre homomorfizmdir: ܣ׊, ܤ א ԯ, ߣ א Թ için ݂ሺܤܣߣሻ ൌ  .ሻ olduğunu gösterelimܤሻ݂ሺܣሺ݂ߣ

 ݂ሺܤܣߣሻ ൌ ݂൫ߣሺܽ ൅ ሻሺܾܿߜ ൅ ሻ൯݀ߜ ൌ ݂ሺߣ൫ܽܿ ൅ ܾ݀ ൅ ሺܽ݀ߜ ൅ ܾܿሻ൯ሻ ൌ                                                        ൌ ݂ሺߣሺܽܿ ൅ ܾ݀, ܽ݀ ൅ ߣ=((ܾܿ ቀܽܿ ൅ ܾ݀ ܽ݀ ൅ ܾܿܽ݀ ൅ ܾܿ ܽܿ ൅ ܾ݀ቁ ൌ ߣ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀܿ ݀݀ ܿቁ ൌ                     ൌ  ,ሻܤሻ݂ሺܣሺ݂ߣ

Sonuç olarak  ݂ሺܤܣߣሻ ൌ ,ܣ׊ :ሻ’ dir. ݂, bire birdirܤሻ݂ሺܣሺ݂ߣ ܤ א ԯ için ܣ ് ܤ ฺ ݂ሺܣሻ ് ݂ሺܤሻ olduğunu gösterelim. Gerçek den;                        ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ, ܤ ൌ ሺܿ, ݀ሻ א ԯ için ܣ ് ܤ ฺ ܽ ് ܿ veya ܾ ് ݀’ dir. Dolayısıyla                    ݂ሺܣሻ ് ݂ሺܤሻ’ dir. ݂, Örtendir: ܯ’ deki her bir ቀܽ ܾܾ ܽቁ matrisi ԯԢ deki bir tek ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ hiperbolik sayısının ݂ ile  
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elde edilmiş görüntüsüdür. ז 

 

,ሺ૚۽ .1.4 ૚, Թሻ, ,ሺ૚ࡻࡿ ૚, Թሻ Grupları 

 

Bu kısımda Թଵାଵ reel vektör uzayında, ݃: Թଵାଵ ൈ Թଵାଵ ื Թ,                        ݃ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔۃ ۄݕ ൌ ଵݕଵݔ െ ۄ௜,݁௜݁ۃ ଶ ile verilen indeksi bir olan lorentz iç çarpımını veݕଶݔ ൌ േ1, ݅ ൌ 1,2 ve ݁ۃ௜, ௝݁ۄ ൌ 0, ݅ ് ݆, ݅, ݆ ൌ 1,2 olan ሼ݁ଵ ൌ ሺ1,0ሻ, ݁ଶ ൌ ሺ0,1ሻሽ 

ortonormal tabanını ele alacağız. Buna göre, ܱሺ1,1, Թሻ ൌ ሼܨ: Թଵାଵ ื Թଵାଵ: ,ሻݔሺܨۃ ۄሻݕሺܨ ൌ ,ݔۃ  ሽ kümesi bir grup oluşturur. Buۄݕ

aşağıda ispat edilecek. Burada kısaca  ܱሺ1,1, Թሻ: ൌ ܱሺ1,1ሻ olarak yazacağız. 

 

Tanım 9: Թଵାଵ reel vektör uzayı olmak üzere ݔ׊, ݕ ,ሻݔሺܨۃ                        Թଵାଵ  için א ۄሻݕሺܨ ൌ ,ݔۃ :ܨ olan ۄݕ Թଵାଵ ื Թଵାଵ dönüşümüne ortogonal dönüşüm denir. 

 

Önerme 1: ܨ: Թଵାଵ ื Թଵାଵ keyfi ortogonal dönüşüm ise, ܨ lineerdir. 

İspat: Թଵାଵ’ de ݁ۃଵ, ݁ଵۄ ൌ 1, ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ െ1, ,ଵ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ 0 olan ሼ݁ଵ ൌ ሺ1,0ሻ, ݁ଶ ൌ ሺ0,1ሻሽ ortonormal taban olsun. Buna ܨ’ yi kullanırsak,                        ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଵሻܨ ൌ ,ଵ݁ۃ ݁ଵۄ ൌ 1, ,ሺ݁ଶሻܨۃ ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ െ1,                                     ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ ,ଵ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ 0 olup, ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ ortonormal taban ve ܨ ortogonal olduğundan  ሼܨሺ݁ଵሻ,  .ሺ݁ଶሻሽ ortonormal tabandırܨ

Şimdi, ݔ א Թଵାଵ olmak üzere ݔ ൌ ܽ݁ଵ ൅ ܾ݁ଶ, ܽ, ܾ א Թ ise ܽ ൌ ,ݔۃ ݁ଵۄ, ܾ ൌ െݕۃ, ݁ଶۄ 
yazabiliriz. ሼܨሺ݁ଵሻ, ሻݔሺܨ ,ሺ݁ଶሻሽ tabanı içinܨ ൌ ሺ݁ଵሻܨܿ ൅ ,ሺ݁ଶሻܨ݀ ܿ, ݀ א Թ ise                        ܿ ൌ ,ሻݔሺܨۃ ,ۄሺ݁ଵሻܨ ݀ ൌ െܨۃሺݔሻ, ܿ yazabiliriz ve ۄଶሻݔሺܨ ൌ ,ሻݔሺܨۃ ۄሺ݁ଵሻܨ ൌ ,ݔۃ ݁ଵۄ ൌ ܽ, ݀ ൌ െܨۃሺݔሻ, ۄଶሻݔሺܨ ൌ െݔۃ, ݁ଶۄ ൌ ܾ olduğundan ܨሺݔሻ ൌ ሺ݁ଵሻܨܽ ൅ ݕ ሺ݁ଶሻԢ dir. Benzer şekildeܨܾ א Թଵାଵ olmak üzere ݕ ൌ ଵ݁ߙ ൅ ,ଶ݁ߚ ,ߙ ߚ א Թ için                        ܨሺݕሻ ൌ ሺ݁ଵሻܨߙ ൅ ݔ ,ሺ݁ଶሻԢ dir. Buradanܨߚ ൅ ݕ ൌ ሺܽ ൅ ሻ݁ଵߙ ൅ ሺܾ ൅  .ሻ݁ଶ yazılabilirߚ

 Buna ܨԢ yi kullanırsak 

ݔሺܨ  ൅ ሻݕ ൌ ሺܽ ൅ ሺ݁ଵሻܨሻߙ ൅ ሺܾ ൅ ሺ݁ଶሻܨሻߚ ൌ                                                                           ൌ ሺ݁ଵሻܨܽ ൅ ሺ݁ଶሻܨܾ ൅ ሺ݁ଵሻܨߙ ൅ ሺ݁ଶሻܨߚ ൌ                                                             ൌ ሻݔሺܨ ൅ ߣ .ሻ’ dirݕሺܨ א Թ alalım ݔ א Թଵାଵ olmak üzere ݔ ൌ ܽ݁ଵ ൅ ܾ݁ଶ, ܽ, ܾ א Թ için ݔߣ ൌ ଵ݁ܽߣ ൅  ଶܾ݁ߣ

elde edilir. Buradan, 
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ሻݔߣሺܨ ൌ ଵሻ݁ܽߣሺܨ ൅ ଶሻܾ݁ߣሺܨ ൌ ሺܽ݁ଵሻܨ൫ߣ ൅ ሺܾ݁ଶሻ൯ܨ ൌ ሺ݁ଵሻܨ൫ܽߣ ൅ ሺ݁ଶሻ൯ܨܾ ൌ  ሻݔሺܨߣ

elde edilir. Böylece ܨ lineerdir.ז 

 

Tanım 10: ݃: Թଵାଵ ൈ Թଵାଵ ื Թ indeksi bir olan lorentz iç çarpım olsun. ߮: Թଵାଵ ื Թ, ߮ሺݒሻ ൌ ݃ሺݒ, ሻݒ ൌ ,ݒۃ ۄݒ ൌ ଵଶݒ െ  ଶଶ ile tanımlanan dönüşüme Թଵାଵݒ

üzerinde ݃- iç çarpımıyla verilen kuadratik form denir. 

 

Lemma 1: ܨ: Թଵାଵ ื Թଵାଵ bir lineer dönüşüm olsun. Bu taktirde aşağıdakiler 

denkdir: 

i) ܨ, ortogonal dönüşümdür. 

ii) ܨ, kuadratik formu korur, yani keyfi ݔ א Թଵାଵ için ߮൫ܨሺݔሻ൯ ൌ ߮ሺݔሻ’ dir. 

iii) ܨ,  Թଵାଵ’ nin her ortonormal tabanını Թଵାଵ’ nin başka ortonormal tabanına taşır. 

İspat:  "ܑሻ ฺ ܑܑሻ" ܨ, ortogonal dönüşüm olsun. Bu taktirde tanım10’ dan ݔ׊, ݕ א Թଵାଵ için ܨۃሺݔሻ, ۄሻݕሺܨ ൌ ,ݔۃ ,Ԣ dir. Թଵାଵ’ de ሼ݁ଵۄݕ ݁ଶሽ ortonormal tabanını alalım. ܨ, ortogonal 

olduğundan ሼܨሺ݁ଵሻ, ,ሺ݁௜ሻܨۃ ,ሺ݁ଶሻሽ’ de ortonormaldir. Yaniܨ ሺܨ ௝݁ሻۄ ൌ ,௜݁ۃ ௝݁ۄ ൌ 1,ାି  ݅ ൌ ݆ ൌ ,ሺ݁௜ሻܨۃ  ,1,2 ሺܨ ௝݁ሻۄ ൌ ,௜݁ۃ ௝݁ۄ ൌ 0, ݅ ് ݆’ dir. ݔ א Թଵାଵ alalım buradan ݔ ൌ ∑ ௜݁௜ଶ௜ୀଵݔ ’ dir. Böylece ܨሺݔሻ ൌ ∑ ሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵܨ௜ݔ ’ dir. ܨۃሺݔሻ, ۄሻݔሺܨ ൌ ∑ۃ ,ሺ݁௜ሻܨ௜ݔ ∑ ሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵଶ௜ୀଵܨ௜ݔ ۄ ൌ                                                                                 ൌ ,ሺ݁ଵሻܨۃ ۄሺ݁ଵሻܨ ൅ ,ሺ݁ଵሻܨۃଶݔଵݔ2 ۄሺ݁ଶሻܨ ൅ ,ሺ݁ଶሻܨۃଶଶݔ ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ                                                                        ൌ ଶଶݔଵଶെݔ ൌ ,ݔۃ olup kuadratik formu korur. "ܑܑሻ ۄݔ ฺ ܑܑܑሻ" Keyfi ݔ א Թଵାଵ elemanı için ߮൫ܨሺݔሻ൯ ൌ ߮ሺݔሻ olsun. Թଵାଵ’ de ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ 

ortonormal tabanını alalım. Keyfi ݔ א Թଵାଵ elemanı ݔ ൌ ∑ ௜݁௜ଶ௜ୀଵݔ  şeklinde ifade 

edilebilir. ܨ, lineer olduğundan ܨሺݔሻ ൌ ∑ ሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵܨ௜ݔ ’ dir. ܨ, kuadratik formu 

koruduğundan keyfi ݔ א Թଵାଵ için  ܨۃሺݔሻ, ۄሻݔሺܨ ൌ ,ݔۃ ,ሻݔሺܨۃ                        ,dir. Buradan ’ۄݔ ۄሻݔሺܨ ൌ ∑ۃ ,ሺ݁௜ሻܨ௜ݔ ∑ ሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵଶ௜ୀଵܨ௜ݔ ۄ ൌ                                                                               ൌ ,ሺ݁ଵሻܨۃଵଶݔ ۄሺ݁ଵሻܨ ൅ ,ሺ݁ଵሻܨۃଶݔଵݔ2 ۄሺ݁ଶሻܨ ൅ ,ሺ݁ଶሻܨۃଶଶݔ  dir. Diğer ’ۄሺ݁ଶሻܨ

tarafdan, ݔۃ, ۄݔ ൌ ∑ۃ ,௜݁௜ݔ ∑ ௜݁௜ଶ௜ୀଵଶ௜ୀଵݔ ۄ ൌ ,ଵ݁ۃଵଶݔ  ݁ଵۄ ൅ ,ଵ݁ۃଶݔଵݔ2 ݁ଶۄ ൅ ,ଶ݁ۃଶଶݔ ݁ଶۄ’ dir.  ܨۃሺݔሻ, ۄሻݔሺܨ ൌ ,ݔۃ ,ሺ݁ଵሻܨۃଵଶݔ olduğundan ۄݔ ۄሺ݁ଵሻܨ ൅ ,ሺ݁ଵሻܨۃଶݔଵݔ2 ۄሺ݁ଶሻܨ ൅ ,ሺ݁ଶሻܨۃଶଶݔ  = ۄሺ݁ଶሻܨ
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,ଵ݁ۃଵଶݔ ݁ଵۄ ൅ ,ଵ݁ۃଶݔଵݔ2 ݁ଶۄ ൅ ,ଶ݁ۃଶଶݔ ݁ଶۄ olup eşitliğin sağlanabilmesi için            ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଵሻܨ ൌ ,ଵ݁ۃ ݁ଵۄ, ,ሺ݁ଵሻܨۃ ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ ,ଵ݁ۃ ݁ଶۄ, ,ሺ݁ଶሻܨۃ ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ olmalıdır. 

Buradan Թଵାଵ’ de ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ ortonormal taban olup ሼܨሺ݁ଵሻ, ሺ݁ଶሻሽ’ de ortonormal tabandır. "ܑܑܑሻܨ ฺ ܑሻ" ܨ’ nin ortogonal olduğunu göstermek istiyoruz. Թଵାଵ’ de ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ 

ortonormal tabanını alalım. ܨ, Թଵାଵ’ nin her ortonormal tabanını Թଵାଵ’ nin başka 

ortonormal tabanına taşıdığından ሼܨሺ݁ଵሻ, ݔ .ሺ݁ଶሻሽ’ de ortonormal tabandırܨ א Թଵାଵ alalım. Թଵାଵ’ de  ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ ortonormal taban olduğundan  ݔ ൌ ∑ ௜݁௜ଶ௜ୀଵݔ  şeklinde ifade edilir. ܨ, 
lineer olduğundan ܨሺݔሻ ൌ ∑ ሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵܨ௜ݔ ’ dir. Benzer şekilde  ݕ א Թଵାଵ alalım. Թଵାଵ’ de  ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ ortonormal taban olduğundan  ݕ ൌ ∑ ௜݁௜ଶ௜ୀଵݕ  şeklinde ifade edilir. ܨ, lineer 

olduğundan ܨሺݕሻ ൌ ∑ ሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵܨ௜ݕ ’ dir. ܨۃሺݔሻ, ۄሻݕሺܨ ൌ ∑ۃ ,ሺ݁௜ሻܨ௜ݔ ∑ ሺܨ௝ݕ ௝݁ሻଶ௝ୀଵଶ௜ୀଵ ۄ ൌ ∑ ,ሺ݁௜ሻܨۃ௝ݕ௜ݔ ሺܨ ௝݁ሻۄଶ௜,௝ୀଵ                                                                    ൌ ∑ ,௜݁ۃ௝ݕ௜ݔ ௝݁ۄଶ௜,௝ୀଵ ൌ ,ݔۃ   ۄݕ
olup ܨ, ortogonaldir.ז 

 

Tanım 11: ܣ, 2 ൈ 2 tipinde bir matris olsun. ܣ’ nın satırlarının ve sütünlarının yer 

değiştirilmesiyle elde edilen matrise ܣ’ nın transpozesi denir ve ܣ௧ ile gösterilir. 

 

Önerme 2: ܱሺ1,1, Թሻ ൌ ሼܨ: Թଵାଵ ื Թଵାଵ: ,ሻݔሺܨۃ ۄሻݕሺܨ ൌ ,ݔۃ ܨ ,ሽۄݕ א ܱሺ1,1, Թሻ                       ฻ ሼܨᇱin ݁ଵ ൌ ቀ10ቁ  ve ݁ଶ ൌ ቀ01ቁ tabana göre matrisi ܣ ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ : ܽ, ܾ, ܿ, ݀ א Թ, ܣߟ௧ܣ ൌߟ, ߟ ൌ ቀ1 00 െ1ቁሽ  şeklindedir. 

İspat: ԹଵାଵԢ de ݃: Թଵାଵ ൈ Թଵାଵ ื Թ, ݃ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔۃ ۄݕ ൌ ଵݕଵݔ െ  ଶ indeksi birݕଶݔ

olan lorentz iç çarpımı olmak üzere ݁ۃ௜, ௝݁ۄ ൌ 1ାି , ݅ ൌ 1,2 ve ݁ۃ௜, ௝݁ۄ ൌ 0, ݅ ് ݆, ݅, ݆ ൌ 1,2 

olan ሼ݁ଵ ൌ ሺ1,0ሻ, ݁ଶ ൌ ሺ0,1ሻሽ şeklindeki ortonormal taban olsun. ܨ: Թଵାଵ ื Թଵାଵ                     

bir ortogonal dönüşüm ve ݁ଵ ൌ ሺ1,0ሻ, ݁ଶ ൌ ሺ0,1ሻ bir ortonormal taban olmak üzere,    ܨሺ݁ଵሻ ൌ ሺܽ, ܾሻ ve ܨሺ݁ଶሻ ൌ ሺܿ, ݀ሻ olarak tanımlayalım. Bu dönüşüme karşılık gelen matris ܣ ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ’ dir. ܨ, ortogonal dönüşümünün özelliklerini kullanarak, ݁ۃଵ, ݁ଵۄ ൌ 1 olup ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଵሻܨ ൌ ,ଵ݁ۃ ݁ଵۄ olduğundan ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଵሻܨ ൌ 1 ฺ ฺ ,ሺܽۃ ܾሻ, ሺܽ, ܾሻۄ ൌ 1 ฺ ܽଶ െ ܾଶ ൌ ,ଵ݁ۃ .(*) …… 1 ݁ଶۄ ൌ 0 olup ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ ,ଵ݁ۃ ݁ଶۄ olduğundan ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ 0 ฺ ฺ ,ሺܽۃ ܾሻ, ሺܿ, ݀ሻۄ ൌ 0 ฺ ܽܿ െ ܾ݀ ൌ 0 …… (**). 
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,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ െ1 olup ܨۃሺ݁ଶሻ, ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ olduğundan ܨۃሺ݁ଶሻ, ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ െ1 ฺ ฺ ,ሺܿۃ ݀ሻ, ሺܿ, ݀ሻۄ ൌ െ1 ฺ ܿଶ െ ݀ଶ ൌ െ1 …… (***). 

Ancak ortogonal dönüşüm matris formunda, ൬ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଵሻܨ ,ሺ݁ଵሻܨۃ ,ሺ݁ଶሻܨۃۄሺ݁ଶሻܨ ۄሺ݁ଵሻܨ ,ሺ݁ଶሻܨۃ ൰ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ ൬݁ۃଵ, ݁ଵ݁ۃ ۄଵ, ݁ଶ݁ۃۄଶ, ݁ଵۄ ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ൰ olduğundan (*),(**),(***)’ ı 

kullanarak bu matris ቀܽଶ െ ܾଶ ܽܿ െ ܾ݀ܽܿ െ ܾ݀ ܿଶ െ ݀ଶ ቁ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ şeklinde ifade edilir. ቀܽଶ െ ܾଶ ܽܿ െ ܾ݀ܽܿ െ ܾ݀ ܿଶ െ ݀ଶ ቁ ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ ቀ ܽ ܿെܾ െ݀ቁ ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ ቀ1 00 െ1ቁ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ 

olduğundan ܣߟܣ௧ ൌ ܣߟ௧ܣ ൌ  .ortogonal dönüşümü bu matris ile ifade edilebilir ,ܨ olup ߟ

Şimdi tersini gösterelim. ܣ ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ : ܽ, ܾ, ܿ, ݀ א Թ, ܣߟ௧ܣ ൌ ,ߟ ߟ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ olan 

matrise karşılık gelen dönüşümün ortogonal olduğunu gösterelim.  ܣ ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ : ܽ, ܾ, ܿ, ݀ א Թ, ܣߟ௧ܣ ൌ ,ߟ ߟ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ matrisini alalım. Bu matrise 

karşılık gelen dönüşüm  ܨ: Թଵାଵ ื Թଵାଵ olsun. Biz ܨᇱ nin ortogonal olduğunu göstermek 

istiyoruz. O zaman ԹଵାଵԢ de ݃: Թଵାଵ ൈ Թଵାଵ ื Թ, ݃ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔۃ ۄݕ ൌ ଵݕଵݔ െ  ,ଶݕଶݔ

indeksi bir olan lorentz iç çarpımı olmak üzere ݁ۃ௜, ௝݁ۄ ൌ േ1, ݅ ൌ 1,2 ve                        ݁ۃ௜, ௝݁ۄ ൌ 0, ݅ ് ݆, ݅, ݆ ൌ 1,2 olan ሼ݁ଵ ൌ ሺ1,0ሻ, ݁ଶ ൌ ሺ0,1ሻሽ şeklindeki ortonormal taban 

alalım. Buradan ܨሺ݁ଵሻ ൌ ሺܽ, ܾሻ ve ܨሺ݁ଶሻ ൌ ሺܿ, ݀ሻ olarak yazabiliriz. ܣ matrisinin 

özelliğinden ቀܽଶ െ ܾଶ ܽܿ െ ܾ݀ܽܿ െ ܾ݀ ܿଶ െ ݀ଶ ቁ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ yazabiliriz. ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଵሻܨ ൌ ,ሺܽۃ ܾሻ, ሺܽ, ܾሻۄ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ ,ଵ݁ۃ ݁ଵܨۃ        ,ۄሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ ,ሺܽۃ ܾሻ, ሺܿ, ݀ሻۄ ൌ ܽܿ െ ܾ݀ ൌ ,ଵ݁ۃ ݁ଶܨۃ   ,ۄሺ݁ଶሻ, ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ ,ሺܿۃ ݀ሻ, ሺܿ, ݀ሻۄ ൌ ܿଶ െ ݀ଶ ൌ ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄԢ dir. Buradan ݔ א Թଵାଵ olmak üzere ݔ ൌ ܽ݁ଵ ൅ ܾ݁ଶ alırsak, bunu ܨሺݔሻ ൌ ሺ݁ଵሻܨܽ ൅ ݕ ሺ݁ଶሻ ile ifade edebiliriz. Benzer şekildeܨܾ א Թଵାଵ olmak üzere ݕ ൌ ܿ݁ଵ ൅ ݀݁ଶ için ܨሺݕሻ ൌ ሺ݁ଵሻܨܿ ൅ ,ሻݔሺܨۃ  ሺ݁ଶሻԢ dir. Buradanܨ݀ ۄሻݕሺܨ ൌ ሺ݁ଵሻܨܽۃ ൅ ,ሺ݁ଶሻܨܾ ሺ݁ଵሻܨܿ ൅ ۄሺ݁ଶሻܨ݀ ൌ                                                                                             ൌ ,ሺ݁ଵሻܨۃܿܽ ۄሺ݁ଵሻܨ ൅ ሺܽ݀ ൅ ܾܿሻܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଶሻܨ ൅ ,ሺ݁ଶሻܨۃܾ݀ ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ                            ൌ ,ଵ݁ۃܿܽ ݁ଵۄ ൅ ሺܽ݀ ൅ ܾܿሻ݁ۃଵ, ݁ଶۄ ൅ ,ଶ݁ۃܾ݀ ݁ଶۄ ൌ ܽܿ െ ܾ݀ ൌ ,ݔۃ                         ۄݕ
olup ܨ, ortogonaldir. Böylece, ܱሺ1,1, Թሻ ൌ ሼܨ: Թଵାଵ ื Թଵାଵ: ,ሻݔሺܨۃ ۄሻݕሺܨ ൌ ,ݔۃ ሽۄݕ ൌ      ൌ ቄܣ ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ : ܽ, ܾ, ܿ, ݀ א Թ, ܣߟ௧ܣ ൌ ,ߟ ߟ ൌ ቀ1 00 െ1ቁቅ Ԣ dır. ז 

 

Önerme 3: Keyfi ܨ א ܱሺ1,1ሻ ve ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ, indeksi bir olan ortonormal taban ise, 
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ሼܨሺ݁ଵሻ,  .ሺ݁ଶሻሽԢ de indeksi bir olan ortonormal tabandırܨ

İspat: Keyfi ܨ א ܱሺ1,1ሻ ve ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ, indeksi bir olan ortonormal taban olsun. ݔ ൌ ∑ ௜݁௜ଶ௜ୀଵݔ  alalım.ܨ lineer olduğundan ܨሺݔሻ ൌ ∑ ሺ݁௜ሻԢଶ௜ୀଵܨ௜ݔ  dir. ݕ ൌ ∑ ௜݁௜ଶ௜ୀଵݕ  

alalım.ܨ lineer olduğundan ܨሺݕሻ ൌ ∑ ሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵܨ௜ݕ ’ dir. ܨ ortogonal olduğundan ܨۃሺݔሻ, ۄሻݕሺܨ ൌ ,ݔۃ ,ሻݔሺܨۃ ,dir. Buradan ’ۄݕ ۄሻݕሺܨ ൌ ∑ۃ ,ሺ݁௜ሻܨ௜ݔ ∑ ሺܨ௝ݕ ௝݁ሻଶ௝ୀଵଶ௜ୀଵ ۄ ൌ ∑ ௝ଶ௜,௝ୀଵݕ௜ݔ ,ሺ݁௜ሻܨۃ ሺܨ ௝݁ሻݔۃ                                 ۄ, ۄݕ ൌ ∑ۃ ,௜݁௜ݔ ∑ ௝ݕ ௝݁ଶ௜ୀଵଶ௜ୀଵ ۄ ൌ ∑ ௝ଶ௜,௝ୀଵݕ௜ݔ ,௜݁ۃ ௝݁ۄ olup ܨۃሺݔሻ, ۄሻݕሺܨ ൌ ,ݔۃ ,ሺ݁௜ሻܨۃ olduğundan ۄݕ ሺܨ ௝݁ሻۄ ൌ ,௜݁ۃ ௝݁ۄ olmalıdır. Ancak ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ, indeksi bir olan ortonormal taban 

olduğundan ݁ۃଵ, ݁ଵۄ ൌ 1, ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ െ1, ,ଵ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ 0 veya ݁ۃଵ, ݁ଵۄ ൌ െ1, ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ ,ଵ݁ۃ                       ,1 ݁ଶۄ ൌ 0 şeklindedir. 

Eğer ݁ۃଵ, ݁ଵۄ ൌ 1, ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ െ1, ,ଵ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ 0 ise, ܨۃሺ݁௜ሻ, ሺܨ ௝݁ሻۄ ൌ ,௜݁ۃ ௝݁ۄ 
olduğundan ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଵሻܨ ൌ 1, ,ሺ݁ଶሻܨۃ ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ െ1, ,ሺ݁ଵሻܨۃ ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ 0’ dır. 

Eğer ݁ۃଵ, ݁ଵۄ ൌ െ1, ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ 1, ,ଵ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ 0 ise, ܨۃሺ݁௜ሻ, ሺܨ ௝݁ሻۄ ൌ ,௜݁ۃ ௝݁ۄ 
olduğundan ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଵሻܨ ൌ െ1, ,ሺ݁ଶሻܨۃ ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ 1, ,ሺ݁ଵሻܨۃ ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ 0’ dır. Böylece  ሼܨሺ݁ଵሻ,  ז .ሺ݁ଶሻሽ, indeksi bir olan ortonormal tabandırܨ

 

Önerme 4: ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ ve ሼ ଵ݂, ଶ݂ሽ indeksi bir olan ortonormal tabanlar olmak üzere ܨሺ݁௜ሻ ൌ ௜݂, ݅, ݆ ൌ 1,2 olacak şekilde tek ܨ א ܱሺ1,1ሻ vardır. 

İspat: ݔ ൌ ∑ ௜݁௜ଶ௜ୀଵݔ  ve ݕ ൌ ∑ ௜݁௜ଶ௜ୀଵݕ  olmak üzere ܨሺݔሻ ൌ ∑ ሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵܨ௜ݔ , ሻݕሺܨ                        ൌ ∑ ሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵܨ௜ݕ  alalım. ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ indeksi bir olan ortonormal taban olduğundan ݁ۃଵ, ݁ଵۄ ൌ 1, ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ െ1, ,ଵ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ 0 olarak alalım. ሼ ଵ݂, ଶ݂ሽ indeksi bir olan ortonormal 

taban olduğundan ۃ ଵ݂, ଵ݂ۄ ൌ 1, ۃ ଶ݂, ଶ݂ۄ ൌ െ1, ۃ ଵ݂, ଶ݂ۄ ൌ 0 veya ۃ ଵ݂, ଵ݂ۄ ൌ െ1, ۃ                        ଶ݂, ଶ݂ۄ ൌ 1, ۃ ଵ݂, ଶ݂ۄ ൌ 0 şeklindedir. Burada ݁ۃଵ, ݁ଵۄ ൌ 1, ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ െ1, ,ଵ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ 0 olmak 

üzere ۃ ଵ݂, ଵ݂ۄ ൌ 1, ۃ ଶ݂, ଶ݂ۄ ൌ െ1, ۃ ଵ݂, ଶ݂ۄ ൌ 0 olsun. ܨሺ݁ଵሻ ൌ ଵ݂, ሺ݁ଶሻܨ ൌ ଶ݂ olan lineer 

dönüşümünü alalım. ܨۃሺݔሻ, ۄሻݕሺܨ ൌ ∑ۃ ,ሺ݁௜ሻܨ௜ݔ ∑ ሺܨ௝ݕ ௝݁ሻଶ௝ୀଵଶ௜ୀଵ ۄ ൌ ∑ ௝ଶ௜,௝ୀଵݕ௜ݔ ,ሺ݁௜ሻܨۃ ሺܨ ௝݁ሻۄ ൌ                                                                        ൌ ∑ ௝ଶ௜,௝ୀଵݕ௜ݔ ۃ ௜݂, ௝݂ۄ ൌ ,ݔۃ  ۄݕ
olup ܨ א ܱሺ1,1ሻ’ dir. 

Şimdi ݁ۃଵ, ݁ଵۄ ൌ 1, ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ െ1, ,ଵ݁ۃ ݁ଶۄ ൌ 0 olmak üzere 

ۃ  ଵ݂, ଵ݂ۄ ൌ െ1, ۃ ଶ݂, ଶ݂ۄ ൌ ۃ ,1 ଵ݂, ଶ݂ۄ ൌ 0  olsun. 

ሺ݁ଵሻܨ  ൌ ଵ݂, ሺ݁ଶሻܨ ൌ ଶ݂ olan lineer dönüşümünü alalım.       
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,ሻݔሺܨۃ ۄሻݕሺܨ ൌ ∑ۃ ,ሺ݁௜ሻܨ௜ݔ ∑ ሺܨ௝ݕ ௝݁ሻଶ௝ୀଵଶ௜ୀଵ ۄ ൌ ∑ ௝ଶ௜,௝ୀଵݕ௜ݔ ,ሺ݁௜ሻܨۃ ሺܨ ௝݁ሻۄ ൌ                                                     ൌ ,ሺ݁ଵሻܨۃଵݕଵݔ ۄሺ݁ଵሻܨ ൅ ሺݔଵݕଶ ൅ ,ሺ݁ଵሻܨۃଵሻݕଶݔ ۄሺ݁ଶሻܨ ൅ ,ሺ݁ଶሻܨۃଶݕଶݔ ൌ                          ۄሺ݁ଶሻܨ ۃଵݕଵݔ ଶ݂, ଶ݂ۄ ൅ ሺݔଵݕଶ ൅ ۃଵሻݕଶݔ ଵ݂, ଶ݂ۄ ൅ ۃଶݕଶݔ ଵ݂, ଵ݂ۄ ൌ                                                                              ൌ ∑ ௝ଶ௜,௝ୀଵݕ௜ݔ ۃ ௜݂, ௝݂ۄ ൌ ,ݔۃ                                                                                       ۄݕ
olup ܨ א ܱሺ1,1ሻ’ dir. 

Şimdi ise, ܨ א ܱሺ1,1ሻ’ in tekliğini gösterelim. Farz edelim ܨଵሺ݁ଵሻ ൌ ଵ݂, ଵሺ݁ଶሻܨ ൌ ଶ݂   ܨଶሺ݁ଵሻ ൌ ଵ݂, ଶሺ݁ଶሻܨ ൌ ଶ݂ veya ܨଵሺ݁ଵሻ ൌ ଶ݂, ଵሺ݁ଶሻܨ ൌ ଵ݂, ଶሺ݁ଵሻܨ ൌ ଶ݂, ଶሺ݁ଶሻܨ ൌ ଵ݂ olacak 

şekilde ܨଵܨଶ א ܱሺ1,1, ሻ olsun. Keyfi ݔ ൌ ∑ ௜݁௜ଶ௜ୀଵݔ  olmak üzere, ܨଵሺ݁ଵሻ ൌ ଵ݂, ଵሺ݁ଶሻܨ ൌ ଶ݂,   ܨଶሺ݁ଵሻ ൌ ଵ݂, ଶሺ݁ଶሻܨ ൌ ଶ݂ için ܨଵሺݔሻ ൌ ∑ ଵሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵܨ௜ݔ ൌ ∑ ௜ݔ ௜݂ଶ௜ୀଵ ሻݔଶሺܨ , ൌ ∑ ଶሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵܨ௜ݔ ൌ ∑ ௜ݔ ௜݂ଶ௜ୀଵ Ԣ dir. Böylece ܨଵሺݔሻ ൌ ଵܨ ሻ olupݔଶሺܨ ൌ ଵሺ݁ଵሻܨ ,ଶԢ dir. Şimdiܨ ൌ ଶ݂, ଵሺ݁ଶሻܨ ൌ ଵ݂, ଶሺ݁ଵሻܨ ൌ ଶ݂, ଶሺ݁ଶሻܨ ൌ ଵ݂ için                        ܨଵሺݔሻ ൌ ∑ ଵሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵܨ௜ݔ ൌ ଵሺ݁ଵሻܨଵݔ ൅ ଵሺ݁ଶሻܨଶݔ ൌ ଵݔ ଶ݂ ൅ ଶݔ ଵ݂,                                                            ܨଶሺݔሻ ൌ ∑ ଶሺ݁௜ሻଶ௜ୀଵܨ௜ݔ ൌ ଶሺ݁ଵሻܨଵݔ ൅ ଶሺ݁ଶሻܨଶݔ ൌ ଵݔ ଶ݂ ൅ ଶݔ ଵ݂’ dir. Böylece ܨଵሺݔሻ ൌܨଶሺݔሻ olup ܨଵ ൌ  .ଶ’ dirܨ

Sonuç olarak, bu önermedeki şartı sağlayan tek ܨ א ܱሺ1,1ሻ vardır. ז 

 

Sonuç 2: Keyfi ܣ א ܱሺ1,1ሻ için detܣ ൌ േ1’ dir. 

İspat: ܣ א ܱሺ1,1ሻ alalım. ܣ א ܱሺ1,1ሻ olduğundan ܣ௧ܣߟ ൌ  dir. Her iki tarafın ’ߟ

determinantı alınırsa detܣ௧ܣߟ ൌ detߟ ฺ detܣ௧detߟdetܣ ൌ detߟ ฺ ሺdetܣሻଶ ൌ 1’ dir. 

Ancak detܣ௧ ൌ detܣ olup, buradan ሺdetܣሻଶ ൌ 1 ฺ detܣ ൌ േ1’ dir. ז 

 

Önerme 5: Oሺ1,1ሻ ൌ ቄA ൌ ቀa bc dቁ : a, b, c, d א Թ, A୲ηA ൌ η, η ൌ ቀ1 00 െ1ቁቅ  

matrislerde çarpma işlemine göre bir gruptur. 

İspat: ܣ, ܤ א ܱሺ1,1ሻ olsun,  

ܣ  א ܱሺ1,1ሻ olduğu için ܣ௧ܣߟ ൌ ܤ ,(*) …… ߟ א ܱሺ1,1ሻ olduğu için ܤ௧ܤߟ ൌ ܤܣ .dır (**) …… ߟ א ܱሺ1,1ሻ olduğunu göstermek istiyoruz. Bunun için; ሺܤܣሻ௧ߟሺܤܣሻ ൌ  olduğunu ߟ

göstermek yeterlidir. ሺܤܣሻ௧ߟሺܤܣሻ ൌ ߟ ฺ ௧ܤ ሻכᇣᇤᇥሺܣߟ௧ܣ ܤ ൌ ߟ ฺ ሻככᇣᇤᇥሺܤߟ௧ܤ ൌ                      olup ߟ

ܤܣ א ܱሺ1,1ሻ’ dir. 

Şimdi grup aksiyomlarını gösterelim: 

,ܣ (1 ,ܤ ܥ א ܱሺ1,1ሻ olsun. ሺܤܣሻܥ ൌ  .ሻ olduğunu göstermek istiyoruzܥܤሺܣ
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ܣ ൌ ቀܽଵଵ ܽଵଶܽଶଵ ܽଶଶቁ , ܤ ൌ ൬ܾଵଵ ܾଵଶܾଶଵ ܾଶଶ൰ , ܥ ൌ ቀܿଵଵ ܿଵଶܿଶଵ ܿଶଶቁ א ܱሺ1,1ሻ alalım. Bu durumda                       

ሺܤܣሻܥ ൌ ቆቀܽଵଵ ܽଵଶܽଶଵ ܽଶଶቁ ൬ܾଵଵ ܾଵଶܾଶଵ ܾଶଶ൰ቇ ቀܿଵଵ ܿଵଶܿଶଵ ܿଶଶቁ ൌ 

              ൌ ቆ൬ܽଵଵܾଵଵ ൅ ܽଵଶܾଶଵ ܽଵଵܾଵଶ൅ܽଵଶܾଶଶܽଶଵܾଵଵ ൅ ܽଶଶܾଶଵ ܽଶଵܾଵଶ ൅ ܽଶଶܾଶଶ൰ቇ ቀܿଵଵ ܿଵଶܿଶଵ ܿଶଶቁ ൌ                                                                

൬ ሺܽଵଵܾଵଵ ൅ ܽଵଶܾଶଵሻܿଵଵ ൅ ሺܽଵଵܾଵଶ൅ܽଵଶܾଶଶሻܿଶଵ ሺܽଵଵܾଵଵ ൅ ܽଵଶܾଶଵሻܿଵଶ ൅ ሺܽଵଵܾଵଶ൅ܽଵଶܾଶଶሻܿଶଶሺܽଶଵܾଵଵ ൅ ܽଶଶܾଶଵሻܿଵଵ ൅ ሺܽଶଵܾଵଶ ൅ ܽଶଶܾଶଶሻܿଶଵ ሺܽଶଵܾଵଵ ൅ ܽଶଶܾଶଵሻܿଵଶ ൅ ሺܽଶଵܾଵଶ ൅ ܽଶଶܾଶଶሻܿଶଶ൰ 

              ൌ ቀܽଵଵ ܽଵଶܽଶଵ ܽଶଶቁ ቆ൬ܾଵଵܿଵଵ ൅ ܾଵଶܿଶଵ ܾଵଵܿଵଶ൅ܾଵଶܿଶଶܾଶଵܿଵଵ ൅ ܾଶଶܿଶଵ ܾଶଵܿଵଶ ൅ ܾଶଶܿଶଶ൰ቇ ൌ 

              ൌ ቀܽଵଵ ܽଵଶܽଶଵ ܽଶଶቁ ቆ൬ܾଵଵ ܾଵଶܾଶଵ ܾଶଶ൰ ቀܿଵଵ ܿଵଶܿଶଵ ܿଶଶቁቇ ൌ  .ሻ olurܥܤሺܣ

ܫ (2 ൌ ቀ1 00 1ቁ matrisini alalım. ܫ௧ܫߟ ൌ ܫve det ߟ ൌ 1 ് 0 olduğundan ܫ א ܱሺ1,1ሻ’ 

dir. ܣ ൌ ܫ א ܱሺ1,1ሻ olarak alınırsa ܤ׊ א ܱሺ1,1ሻ için ܤܫ ൌ ܫܤ ൌ ܫ olup ܤ א ܱሺ1,1ሻ birim 

elemanıdır. 

ܣ (3 א ܱሺ1,1ሻ alalım. Sonuç 1’ e göre detܣ ൌ േ1 olup detܣ ് 0 olduğundan ܣ 

matrisinin tersi vardır ve ିܣଵ ile gösterilir. Biz ିܣଵ א ܱሺ1,1ሻ olduğunu göstermek 

istiyoruz. ܣ א ܱሺ1,1ሻ olduğundan ܣ௧ܣߟ ൌ ߟ ฺ ߟ௧ܣ ൌ ଵିܣߟ ฺ ሺܣ௧ሻିଵିܣߟଵ ൌ ,ଵିܣ  dir. Ancak ’ߟ ଵିܣܣ matrisinin tersi olduğundan ܣ ൌ ܣଵିܣ ൌ  dır. Burada transpoze işlemi ܫ

uygulanırsa ሺିܣܣଵሻ௧ ൌ ሺିܣଵܣሻ௧ ൌ ௧ܫ ฺ ሺିܣଵሻ௧ܣ௧ ൌ ଵሻ௧ିܣ௧ሺܣ ൌ  ௧’ ninܣ dir. Burada ܫ

tersi ሺିܣଵሻ௧’ dir. Aynı zamanda ܣ௧’ nin tersiሺܣ௧ሻିଵ olup ሺܣ௧ሻିଵ ൌ ሺିܣଵሻ௧’ dir. Böylece  ሺିܣଵሻ௧ିܣߟଵ ൌ ଵିܣ olup ߟ א ܱሺ1,1ሻ’ dir. 

Böylece ܱሺ1,1ሻ matrislerdeki çarpma işlemine göre gruptur. ז 

 

Not: ܱܵሺ1,1, Թሻ ൌ ሼܣ א ܱሺ1,1, Թሻ: detܣ ൌ 1ሽ kümesini kısaca ܱܵሺ1,1ሻ olarak 

alacağız. 

Önerme 6: ܱܵሺ1,1ሻ ൌ ሼܣ א ܱሺ1,1, Թሻ: detܣ ൌ 1ሽ kümesi matrislerde çarpma 

işlemine göre gruptur. 

İspat: ܣ, ܤ א ܱܵሺ1,1ሻ olsun.  ܣ א ܱܵሺ1,1ሻ olduğu için tanımdan ܣ௧ܣߟ ൌ ,ߟ detܣ ൌ ܤ (*)…… 1 א ܱܵሺ1,1ሻ olduğu için tanımdan ܤ௧ܤߟ ൌ ,ߟ detܤ ൌ ܤܣ (**)…… 1 א ܱܵሺ1,1ሻ olduğunu göstermek istiyoruz. Bunun için; ሺܤܣሻ௧ߟሺܤܣሻ ൌ   ve ߟ
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detሺܤܣሻ ൌ 1 olduğunu göstermek yeterlidir. ሺܤܣሻ௧ߟሺܤܣሻ ൌ ߟ ฺ ௧ܤ ሻכᇣᇤᇥሺܣߟ௧ܣ ܤ ൌ ߟ ฺ
ሻככᇣᇤᇥሺܤߟ௧ܤ ൌ ܤܣ olup ߟ א ܱሺ1,1ሻ dir. Şimdi determinantına bakalım.                        

detሺܤܣሻ ൌ detܣdetܤ ൌ 1 olduğundan ܤܣ א ܱܵሺ1,1ሻ’ dir. 

Şimdi grup aksiyomlarını gösterelim: 

,ܣ (1 ,ܤ ܥ א ܱܵሺ1,1ሻ olsun. ሺܤܣሻܥ ൌ ሻ olduğunu göstermek istiyoruz. Ancak ܱܵሺ1,1ሻܥܤሺܣ ؿ ܱሺ1,1ሻ olduğundan bu özellik özel olarak sağlanır. 

ܫ (2 ൌ ቀ1 00 1ቁ matrisini alalım. ܫ א ܱሺ1,1ሻ ve det ܫ ൌ 1 olduğundan ܫ א ܱܵሺ1,1ሻ’ 

dir. ܣ ൌ ܫ א ܱܵሺ1,1ሻ olarak alınırsa ܤ׊ א ܱܵሺ1,1ሻ için ܤܫ ൌ ܫܤ ൌ ܫ olup ܤ א ܱܵሺ1,1ሻ 

birim elemanıdır. 

ܣ (3 א ܱܵሺ1,1ሻሻ alalım. ܣ א ܱܵሺ1,1ሻolduğundan  ܣ א ܱሺ1,1ሻ, detܣ ൌ 1’ dir. detܣ ് 0 olduğundan ܣ matrisinin tersi vardır ve ିܣଵ ile gösterilir. Biz ିܣଵ א ܱܵሺ1,1ሻ 

olduğunu göstermek istiyoruz. ܣ א ܱሺ1,1ሻ, detܣ ൌ 1 olduğundan ܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ,                       detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 alalım. ିܣଵ ൌ ቀ ܽ െܾെܾ ܽ ቁ א ܱሺ1,1ሻ, detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 

olduğundan ିܣଵ א ܱܵሺ1,1ሻ’ dir. 

Böylece ܱܵሺ1,1ሻ matrisler de çarpma işlemine göre gruptur. ז 

 

Tanım 12: ܱܵሺ1,1ሻ ൌ ሼܣ א ܱሺ1,1, Թሻ: detܣ ൌ 1ሽ grubuna özel ortogonal grup 

 denir. 

 

1.5. Küme Üzerinde Grup Hareketi 

 

Tanım 13: ܩ bir grup ve ܧ bir küme olsun. Bir ߮: ܩ ൈ ܧ ื ݃ .dönüşümü verilsin ܧ א ,ܩ ݔ א ,için ߮ሺ݃ ܧ ሻݔ ൌ ,ଵ݃׊ .şeklinde yazalım ݔ݃ ݃ଶ א ,ܩ ݔ א  :için ܧ

i) ሺ݃ଵ݃ଶሻݔ ൌ ݃ଵሺ݃ଶݔሻ, 
ii) ݁, ݔ݁ Ԣ nin birimi olmak üzereܩ ൌ    ݔ

koşulları sağlanıyorsa ߮ ye ܩ’ nin ܧ üzerindeki hareketi(etkisi) denir. 

 

Örnek 1: ܱሺ1,1ሻ grubunun  Թଵାଵ üzerindeki hareketi ݃ ൌ ฮܽ௜௝ฮ א ܱሺ1,1ሻ ve ݔ ൌ ฮݔ௝ฮ א Թଵାଵ, ሺ݅, ݆ ൌ 1,2ሻ ve ฮݔ௝ฮ െ sutun şeklinde  olmak üzere  
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ݔ݃ ൌ ฮܽ௜௝ฮฮݔ௝ฮ ൌ ฮ∑ ܽ௜௝ݔ௝ଶ௝ୀଵ ฮ olarak verilir. 

i) ݃ ൌ ฮܽ௜௝ฮ, ݄ ൌ ฮ ௝ܾ௞ฮ א ܱሺ1,1ሻ ve ݔ ൌ ԡݔ௞ԡ א Թଵାଵ için; ሺ݄݃ሻݔ ൌ ൫ฮܽ௜௝ฮฮܾ௜௝ฮ൯ԡݔ௞ԡ ൌ ฮ∑ ܽ௜௝ ௝ܾ௞ଶ௝ୀଵ ฮԡݔ௞ԡ ൌ ฮ∑ ∑ ሺܽ௜௝ ௝ܾ௞ሻݔ௞ଶ௞ୀଵଶ௝ୀଵ ฮ ൌ                                      ൌ ฮ∑ ∑ ܽ௜௝ሺܾ௝௞ݔ௞ሻଶ௞ୀଵଶ௝ୀଵ ฮ ൌ ฮܽ௜௝ฮฮ∑ ௝ܾ௞ݔ௞ଶ௞ୀଵ ฮ ൌ ฮܽ௜௝ฮ൫ฮܾ௜௝ฮԡݔ௞ԡ൯ ൌ ݃ሺ݄ݔሻ 

elde edilir. 

ii) ܫ ൌ ቀ1 00 1ቁ א ܱሺ1,1ሻ birim elemanını alalım. ݔ׊ ൌ ቀݔଵݔଶቁ א Թଵାଵ için;                        ݔܫ ൌ ቀ1 00 1ቁ ቀݔଵݔଶቁ ൌ ൬1ݔଵ ൅ ଵݔଶ0ݔ0 ൅ ଶ൰ݔ1 ൌ ቀݔଵݔଶቁ olduğundan ݔܫ ൌ  .elde edilir ݔ

Örnek 2: ܱܵሺ1,1ሻ grubunun Թଵାଵ hareketi örnek 1’ deki gibidir. 

Örnek 3: ܱሺ1,1ሻ grubunun Թଵାଵ ൈ Թଵାଵ hareketi ݃ א ܱሺ1,1ሻ ve    ሺݔ, ሻݕ א  Թଵାଵ ൈ Թଵାଵ olmak üzere ݃ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ݃ݔ, ଵ,݃ଶ݃׊ ሻ܉ ;ሻ olarak verilir. Gerçektenݕ݃ א ܱሺ1,1ሻ ve  ׊ሺݔ, ሻݕ א  Թଵାଵ ൈ Թଵାଵ için ݃ଵ݃ଶ א ܱሺ1,1ሻ olacağından; ሺ݃ଵ݃ଶሻሺݔ, ሻݕ ൌ ሺሺ݃ଵ݃ଶሻݔ, ሺ݃ଵ݃ଶሻݕሻ ൌ ሺ݃ଵሺ݃ଶݔሻ, ݃ଵሺ݃ଶݕሻሻ ൌ ݃ଵሺ݃ଶݔ, ݃ଶݕሻ ൌ                                                        ൌ ݃ଵሺ݃ଶሺݔ, ܫ ሻ܊ .ሻሻ elde edilirݕ א ܱሺ1,1ሻ birim eleman olmak üzere ׊ሺݔ, ሻݕ א  Թଵାଵ ൈ Թଵାଵ için ܫሺݔ, ሻݕ ൌ ሺݔܫ, ሻݕܫ ൌ ሺݔ,  .ሻ olup istenen sağlanırݕ

Benzer şekilde ܪ ؿ ܱሺ1,1ሻ grubunun Թଵାଵ ൈ ڮ ൈ Թଵାଵ (m tane) hareketi                       ݃ א ܪ ؿ ܱሺ1,1ሻ, ݔ ൌ ሺݔଵ, ڮ , ௠ሻݔ א  Թଵାଵ ൈ Թଵାଵ için;  ݃ሺݔଵ, ڮ , ௠ሻݔ ൌ ሺ݃ݔଵ, ڮ , ௠ሻݔ݃ א  Թଵାଵ ൈ Թଵାଵ ile verilir. 

 

1.6. G-Denk Vektörler Sistemi ve G-Yörünge 

 

Tanım 14: ܩ bir grup olmak üzere, ܩ’ nin Թଵାଵ üzerindeki etkisi verilsin.                        ݔ א Թଵାଵ, ݕ א Թଵାଵ olsun. ݃׌ א ݕ öyle ki ܩ ൌ  denktir denir ve-ܩ ye ’ݕ eleman ݔ ise ݔ݃

bu durum ݔ ~ீ  .ile gösterilir ݕ

İki vektör ailesinin denkliği ise şu şekilde verilir. ሼݔఛ, ߬ א ܶሽ ve ሼݕఛ, ߬ א ܶሽ, Թଵାଵ de 

iki vektör ailesi olsun. ݃׌ א ఛݕ için ܩ ൌ ,ఛݔ݃ ߬׊ א ܶ ise bu vektör ailelerine ܩ-denktir 

denir ve  ሼݔఛ, ߬ א ܶሽ ~ீ ሼݕఛ, ߬ א ܶሽ ile gösterilir. ܭ ؿ ܱሺ1,1ሻ alt grup olsun. ݔ, ݕ א Թଵାଵ için ݃׌ א ݕ öyle ki ܭ ൌ  ’eleman y ݔ ise ݔ݃

ye ܭ-denktir denir ve ݔ ௄~  .ile gösterilir ݕ
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ሼݔఛ, ߬ א ܶሽ ve  ሼݕఛ, ߬ א ܶሽ, Թଵାଵ de iki vektör ailesi olsun. ݃׌ א ఛݕ                   için ܭ ൌ ,ఛݔ݃ ߬׊ א ܶ ise bu vektör ailelerine ܭ-denktir denir ve  ሼݔఛ, ߬ א ܶሽ ௄~ ሼݕఛ, ߬ א ܶሽ ile 

gösterilir. 

 

Önerme 7: ܩ grubunun Թଵାଵ üzerindeki etkisi verilmek üzere, ݔ, ݕ א Թଵାଵ için  ݔ ~ீ  .bir denklik bağıntısıdır ݕ

İspat: "~" bağıntısının denklik bağıntısı olduğunu göstermek için yansıma, simetrik 

ve geçişli özelliklerini sağladığını göstermemiz gerekir. Bunları gösterelim. ܑ) ݔ׊ א Թଵାଵ için ݔ~ݔ’ dir. ݔ א Թଵାଵ ve ݃ ൌ ܫ א ݔ .alalım ܩ ൌ ݔ݃ ൌ  ’ݔ~ݔ olup ݔܫ

dir. ܑܑ) ݔ׊, ݕ א Թଵାଵ için ݕ~ݔ ฻ ,ݔ .dir ’ݔ~ݕ ݕ א Թଵାଵ alalım. ݕ~ݔ ฺ ݃׌ א ݕ öyle ki ܩ ൌ dir. Burada eşitliğin her iki tarafı ݃ିଵ ’ݔ݃ א ݕ                        ile çarpılırsa ܩ ൌ ݔ݃ ฺ ݃ିଵݕ ൌ ݃ିଵ݃ݔ ฺ ݃ିଵݕ ൌ ݔܫ ൌ ,ݔ׊ (ܑܑܑ .dir ’ݔ~ݕ olup ݔ ,ݕ ݖ א Թଵାଵ için ݕ~ݔ ve ݖ~ݕ ฺ ,ݔ .dir ’ݖ~ݔ ,ݕ ݖ א Թଵାଵ alalım.                        ݕ~ݔ olduğundan ݃׌ଵ א ݕ öyle ki ܩ ൌ ݃ଵݔ’ dir.ڮ ሺ1ሻ,  ݖ~ݕ olduğundan ݃׌ଶ א ݖ öyle ki ܩ ൌ ݃ଶݕ’ dir.ڮ ሺ2ሻ,  

(2)’ de ݕ yerine (1) deki eşiti yazılırsa ݖ ൌ ݃ଶ݃ଵݔ’ dir. Ancak ݃ଶ݃ଵ א  ’ݖ~ݔ olduğundan ܩ

dir.  

Böylece "~" bağıntısı yansıma, simetrik ve geçişli özelliklerini sağladığından 

denklik bağıntısıdır. ז 

Örnek 4: ܩ ൌ ܱܵሺ1,1ሻ alalım. ݔ ൌ ቀݔଵݔଶቁ , ݕ ൌ ቀݕଵݕଶቁ א Թଵାଵ için  ܣ׌ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ א ܱܵሺ1,1ሻ öyle ki  ቀݕଵݕଶቁ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀݔଵݔଶቁ ise ݔ,  .ye ܱܵሺ1,1ሻ-denktir ’ݕ

 

Tanım 15: Bir ܩ grubunun bir ܧ kümesi üzerinde etkisi verilsin. Bir ݔ א  ܧ

noktasının ܩ yörüngesi ݔܩ ൌ ሼ݃ݔ: ݃ א  .ሽ olarak verilirܩ

Örnek 5:  ܩ ൌ ܱሺ1,1ሻ ve ܧ ൌ Թଵାଵ alalım. Bir ݔ א Թଵାଵ noktasının ܱሺ1,1ሻ 

yörüngesi  ܱሺ1,1ሻሺݔሻ ൌ ቄቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀݔଵݔଶቁ , ቀ ܽ ܾെܾ െܽቁ ቀݔଵݔଶቁ , |ܽ| ് |ܾ|, ܽ, ܾ א Թቅ şeklindedir. 

Not: 1) Yörüngeler, ܩ-denklik bağıntısının denklik sınıflarıdır. ૛) iki yörüngenin arakesiti boş küme değilse yörüngeler çakışır. Arakesiti boş küme 

 ise farklı yörüngelerdir. 
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,ሺ૚۽ .1.7 ૚, Թሻ, ,ሺ૚ࡻࡿ ૚, Թሻ ve ࡸ Gruplarının Yörüngeleri 

 

Verilen ݇ א Թ için ሼݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א Թଵାଵ: ଵଶݔ െ ଶଶݔ ൌ ݇ሽ kümesini ௞ܻ ile gösterelim.  

Önerme 8 [11]: i) Keyfi ݇ ് 0 için ௞ܻ kümesi ܱሺ1,1ሻ grubunun yörüngesidir.                                       ܑܑ) ݇ ൌ 0 için ଴ܻ\ሼሺ0,0ሻሽ kümesi ܱሺ1,1ሻ grubunun yörüngesidir.                                                               ܑܑܑ) ሼሺ0,0ሻሽ noktası ܱሺ1,1ሻ grubunun yörüngesidir.                                                                         ܑܞ) ܱሺ1,1ሻ grubunun i),ii) ve iii)’ de verilen yörüngelerinden farklı yörüngesi yoktur. 

 

k ൌ 0 için ሼݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א ଴ܻ\ሼሺ0,0ሻሽ: ଵݔ ൌ ݔଶሽ kümesini ଴ܻ଴ ve                                                    ሼݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א ଴ܻ\ሼሺ0,0ሻሽ: ଵݔ ൌ െݔଶሽ kümesini ଴ܻଵ ile gösterelim 

Önerme 9 [11]: i) Keyfi ݇ ് 0 için ௞ܻ kümesi ܱܵሺ1,1ሻ grubunun yörüngesidir.                                       ܑܑ) ݇ ൌ 0 için ଴ܻ଴ kümesi ܱܵሺ1,1ሻ grubunun yörüngesidir.                                                                 ܑܑܑ) ݇ ൌ 0 için ଴ܻଵ kümesi ܱܵሺ1,1ሻ grubunun yörüngesidir.                                                                             ܑܞ) ሼሺ0,0ሻሽ noktası ܱܵሺ1,1ሻ grubunun yörüngesidir.                                                                         ܞ) ܱܵሺ1,1ሻ grubunun i),ii), iii) ve iv)’ de verilen yörüngelerinden farklı yörüngesi 

yoktur. 

 ݇ ൐ 0 için; ௞ܻ଴ ൌ ሼݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א ௞ܻ: ଵݔ ൐ 0ሽ ve ௞ܻଵ ൌ ሼݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א ௞ܻ: ଵݔ ൏ 0ሽ           ݇ ൏ 0 için; ௞ܻ଴ ൌ ሼݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א ௞ܻ: ଶݔ ൐ 0ሽ ve ௞ܻଵ ൌ ሼݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א ௞ܻ: ଶݔ ൏ 0ሽ           ݇ ൌ 0 için; ଴ܻ଴଴ ൌ ሼݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א ଴ܻ଴: ଵݔ ൐ 0ሽ, ଴ܻ଴ଵ ൌ ሼݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א ଴ܻ଴: ଵݔ ൏ 0ሽ                                     ଴ܻଵ଴ ൌ ሼݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א ଴ܻଵ: ଶݔ ൐ 0ሽ, ଴ܻଵଵ ൌ ሼݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א ଴ܻଵ: ଶݔ ൏ 0ሽ 

kümelerini gösterelim. 

Önerme 10 [11]: i) Keyfi ݇ ് 0 için ௞ܻ଴ ve ௞ܻଵ kümeleri ܮ grubunun yörüngeleridir.                                   ܑܑ) ݇ ൌ 0 için ଴ܻ଴଴, ଴ܻ଴ଵ, ଴ܻଵ଴, ଴ܻଵଵ kümeleri ܮ grubunun yörüngeleridir.                                   ܑܑܑ) ሼሺ0,0ሻሽ noktası ܮ grubunun yörüngesidir.  ܑܮ (ܞ grubunun i),ii) ve iii)’ de verilen yörüngelerinden farklı yörüngesi yoktur. 

 

1.8. G-İnvaryant Fonksiyon 

 

Tanım 16: ܩ bir grup olmak üzere, ܩԢ nin Թଵାଵ üzerindeki etkisini alalım. ݂, Թଵାଵ 

üzerinde tanımlı sıfırdan farklı bir reel fonksiyon olsun. ݃׊ א ሻݔiçin ݂ሺ݃ ܩ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ׊ א Թଵାଵ ise ݂, fonksiyona ܩ-invaryant denir. 
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Tüm ܩ-invaryant polinomlar kümesi Թሾݔሿீ ile, tüm ܩ-invaryant rasyonel 

fonksiyonlar kümesi Թሺݔሻீ  ile gösterilir. ݔ ~ீ ݃׌ olsun. Bu durumda ݕ א ݕ için ܩ ൌ ,݂׊ .tir ݔ݃ ሻݕinvaryant polinomu için ݂ሺ-ܩ ൌ ݂ሺ݃ݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ olduğundan ݂ሺݕሻ ൌ ݂ሺݔሻ’ dir. Tersine , ݂׊,  invaryant polinomu-ܩ

için ݂ሺݕሻ ൌ ݂ሺݔሻ ise ݕ,  .denk olmayabilir-ܩ e ’ݔ

Örnek 6: ܱሺ1,1ሻ grubunun Թଵାଵ üzerindeki etkisini alalım.                        ݔଵ ൌ ቀݔଵଵݔଵଶቁ , ଶݔ ൌ ቀݔଶଵݔଶଶቁ א Թଵାଵ olmak üzere |det ሺݔଵ, |ଶሻݔ ൌ ቛݔଵଵ ଵଶݔଶଵݔ ݃׊ ,ଶଶቛ alınırsa bu ܱሺ1,1ሻ invaryanttır. Gerçektenݔ א ܱሺ1,1ሻ için, |det ሺ݃ݔଵ, |ଶሻݔ݃ ൌ |det݃detሺݔଵ, |ଶሻݔ ൌ |det݃||det ሺݔଵ, |ଶሻݔ ൌ |det ሺݔଵ,  ଶሻ| eldeݔ

edilip istenen sağlanır. 

Örnek 7: ܩ ൌ ܱሺ1,1ሻ olsun. ܱሺ1,1ሻ grubunun Թ üzerindeki etkisini alalım. ݔ א Թ 

olmak üzere ݂ሺݔሻ ൌ ,ݔۃ ݃׊ ,alınırsa bu ܱሺ1,1ሻ invaryanttır. Gerçekten ۄݔ א ܱሺ1,1ሻ için:  ݂ሺ݃ݔሻ ൌ ,ݔ݃ۃ ۄݔ݃ ൌ ,ݔۃ ۄݔ ൌ ݂ሺݔሻ olup istenen sağlanır. 

 

Tanım 17: Թ reel sayılar cismi, ܸ- Թ üzerinde ݊ ൒ 1 boyutlu keyfi reel vektör uzayı 

ve ݔଵ, ,ଶݔ ڮ , ௡ݔ א ܸ olmak üzere ݎܩሺݔଵ, ,ଶݔ ڮ , ௡ሻݔ ൌ ൭ݔۃଵ, ۄଵݔ ڮ ,ଵݔۃ ڭۄ௡ݔ ڰ ,௡ݔۃڭ ۄଵݔ ڮ ,௡ݔۃ  ൱ matrisineۄ௡ݔ

Gram matrisi denir. 

 

Örnek 8: ܱሺ1,1ሻ grubunun Թଵାଵ üzerindeki hareketini alalım. ݔଵ, ଶݔ א Թଵାଵ olmak 

üzere detݎܩሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ det ൬ݔۃଵ, ۄଵݔ ,ଵݔۃ ,ଶݔۃۄଶݔ ۄଵݔ ,ଶݔۃ ݃׊ ,൰ alınırsa bu ܱሺ1,1ሻ invaryanttır. Gerçektenۄଶݔ א ܱሺ1,1ሻ:                                                              detݎܩሺ݃ݔଵ, ଶሻݔ݃ ൌ det ൬ݔ݃ۃଵ, ۄଵݔ݃ ,ଵݔ݃ۃ ,ଶݔ݃ۃۄଶݔ݃ ۄଵݔ݃ ,ଶݔ݃ۃ ൰ۄଶݔ݃ ൌ det ൬ݔۃଵ, ۄଵݔ ,ଵݔۃ ,ଶݔۃۄଶݔ ۄଵݔ ,ଶݔۃ ൰ۄଶݔ ൌ                                 ൌ detݎܩሺݔଵ,                                                                                                                   ଶሻݔ

elde edilip istenen sağlanır. 

 

Önerme 11: Թሾݔሿீ  kümesi Թሾݔሿ polinomlar Թ-cebirinin birimli alt Թ-cebiridir. 

İspat: ଵ݂, ଶ݂ ሿீݔԹሾ א  olsun. ݔ׊ א Թ, ݃׊ א için;                                                                                 ሺ ܩ ଵ݂ ൅ ଶ݂ሻሺ݃ݔሻ ൌ ଵ݂ሺ݃ݔሻ ൅ ଶ݂ሺ݃ݔሻ ൌ ଵ݂ሺݔሻ ൅ ଶ݂ሺݔሻ ൌ ሺ ଵ݂ ൅ ଶ݂ሻሺݔሻ,                                                        ሺ ଵ݂ ଶ݂ሻሺ݃ݔሻ ൌ ଵ݂ሺ݃ݔሻ ଶ݂ሺ݃ݔሻ ൌ ଵ݂ሺݔሻ ଶ݂ሺݔሻ ൌ ሺ ଵ݂ ଶ݂ሻሺݔሻ,                                                                       
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ߣ א Թ olmak üzere ሺߣ ଵ݂ሻሺ݃ݔሻ ൌ ߣ ଵ݂ሺ݃ݔሻ ൌ ߣ  ଵ݂ሺݔሻ ൌ ሺߣ ଵ݂ሻሺݔሻ dir.                                                   1ሺݔሻ ൌ 1 א Թሾݔሿ birim elemanı için ሺ1 ଵ݂ሻሺ݃ݔሻ ൌ 1ሺ݃ݔሻ ଵ݂ሺ݃ݔሻ ൌ  1 ଵ݂ሺݔሻ ൌ ଵ݂ሺݔሻ olup 

ଵ݂ െ ଶ݂, ଵ݂ ଶ݂, ߣ ଵ݂, 1 א Թሾݔሿீ’ dir. Yani, Թሾݔሿீ, Թሾݔሿ’ in bir birimli alt Թ-cebiridir. ז 

 

Tanım 18: ܩ ؿ ܱሺ1,1ሻ bir alt grup ve ݂, Թଵାଵ üzerinde tanımlı sıfırdan farklı bir 

fonksiyon olsun. ߣ׌ሺ݄ሻሺ݄ א ሻݔሻ fonksiyonu için ݂ሺ݄ܩ ൌ ,ሻݔሺ݄ሻ݂ሺߣ ݄׊ א ,ܩ ݔ׊ א Թଵାଵ 

ise ݂’ ye nispi invaryant denir. Burada ߣሺ݄ሻ fonksiyonuna ise ݂’ nin çarpanı denir. ݔ א Թଵାଵ, ݄ଵ, ݄ଶ א ,݂ olmak üzere ܩ  çarpanına sahip, sıfırdan farklı bir nispi ߣ

invaryant fonksiyon olsun. Bu durumda; ݂൫ሺ݄ଵ݄ଶሻݔ൯ ൌ ݂൫݄ଵሺ݄ଶݔሻ൯ ൌ ሻݔሺ݄ଵሻ݂ሺ݄ଶߣ ൌ ൯ݔሻ                                                ݂൫ሺ݄ଵ݄ଶሻݔሺ݄ଶሻ݂ሺߣሺ݄ଵሻߣ ൌ                                                                                                   ,ሻݔሺ݄ଵ݄ଶሻ݂ሺߣ

ve ݂ sıfırdan farklı olduğundan ߣሺ݄ଵሻߣሺ݄ଶሻ ൌ ,ሺ݄ଵ݄ଶሻߣ ଵ݄ଶ݄׊ א ԯ elde edilir. Yani 

çarpan bu özelliği sağlar. 

Örnek 9: ܩ ൌ ܱሺ1,1ሻ ve ݔଵ, ଶݔ א Թଵାଵ olsun. ܱሺ1,1ሻԢ in Թଵାଵ üzerindeki etkisi 

örnek 6’deki gibi olmak üzere ݂ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ detሺݔଵ,  ଶሻ polinomunu örnek 6’deki gibiݔ

alalım. ݃׊ א ,ଵݔiçin ݂ሺ݃ ܩ ଶሻݔ݃ ൌ detሺ݃ݔଵ, ଶሻݔ݃ ൌ det݃detሺݔଵ, ሺ݃ሻߣ ଶሻ olupݔ ൌ det݃ 

olur. detሺ݃ଵ݃ଶሻ ൌ det݃ଵdet݃ଶ olduğundan; determinant, ܱሺ1,1ሻ grubuna göre nispi  

invaryanttır. 

 

,ሺ૚ࡻࡿ .1.9 ૚, Թሻ Grup Elemanlarının Hiperbolik Fonksiyonlar Yardımıyla 
       İfadesi 

 

Önerme 12 [11]: ܣ ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ א ܱሺ1,1ሻ ฻ ܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ 1 veya  

ܣ   ൌ ቀ1 00 െ1ቁ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ െ1’dir. 

İspat: " ู ܣ " ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ 1 veya ܣ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ െ1  

olsun. Amacımız ܣ א ܱሺ1,1ሻ olduğunu göstermektir. Bunun için ܣ௧ܣߟ ൌ ,ߟ detܣ ് 0 

olduğunu gösterelim. 

ܣ  ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ olduğundan ܣ௧ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ’ dır. 

ܣߟ௧ܣ  ൌ ߟ ฺ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀ1 00 െ1ቁ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൌ ቂቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀ1 00 െ1ቁቃ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൌ  
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 ൌ ቀܽ െܾܾ െܽቁ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൌ ൬ܽଶ െ ܾଶ 00 െሺܽଶ െ ܾଶሻ൰ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ ൌ  elde edilir. Aynı         ߟ

zamanda detܣ ൌ 1 ് 0 olup ܣ א ܱሺ1,1ሻ’ dir. 

Şimdi, ܣ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൌ ቀ ܽ ܾെܾ െܽቁ alalım. ܣ௧ ൌ ቀܽ െܾܾ െܽቁ’ dır.   ܣ௧ܣߟ ൌ ߟ ฺ ቀܽ െܾܾ െܽቁ ቀ1 00 െ1ቁ ቀ ܽ ܾെܾ െܽቁ ൌ ቂቀܽ െܾܾ െܽቁ ቀ1 00 െ1ቁቃ ቀ ܽ ܾെܾ െܽቁ ൌ                                                                    ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀ ܽ ܾെܾ െܽቁ ൌ ൬ܽଶ െ ܾଶ 00 െሺܽଶ െ ܾଶሻ൰ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ ൌ  ߟ

elde edilir. Aynı zamanda detܣ ൌ െ1 ് 0 olup ܣ א ܱሺ1,1ሻ’ dir. " ฺ ܣ " ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ א ܱሺ1,1ሻ olsun. Amacımız, ܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 

veya ܣ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ െሺܽଶ െ ܾଶሻ ൌ െ1 olduğunu göstermektir. Vektörler ݔ ൌ ሺݔଵ, ,ଶሻݔ ݕ ൌ ሺݕଵ, ଶሻݕ א  Թଵାଵ olmak üzere ݃ሺݔ, ሻݕ ൌ ଵݕଵݔ െ  ଶ lorentz içݕଶݔ

çarpımını alalım. ܨ: Թଵାଵ ื Թଵାଵ bir ortogonal dönüşüm ve ሼ݁௜ሽ, ݅ ൌ 1,2, ,௜݁ۃ ݁௜ۄ ൌ േ1, ݅ ൌ ,௜݁ۃ ,1,2 ௝݁ۄ ൌ 0, ݅, ݆ ൌ 1,2 olan ݁ଵ ൌ ሺ1,0ሻ, ݁ଶ ൌ ሺ0,1ሻ şeklindeki ortonormal taban 

olmak üzere, ܨሺ݁ଵሻ ൌ ሺܽ, ܾሻ ve ܨሺ݁ଶሻ ൌ ሺܿ, ݀ሻ olarak tanımlayalım. ܨ ortogonal 

dönüşümünün özelliğini kullanarak, ݁ۃଵ, ݁ଵۄ ൌ 1 olup ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଵሻܨ ൌ ,ଵ݁ۃ ݁ଵۄ olduğundan ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଵሻܨ ൌ 1 ฺ ฺ ,ሺܽۃ ܾሻ, ሺܽ, ܾሻۄ ൌ 1 ฺ ܽଶ െ ܾଶ ൌ ,ଵ݁ۃ (*) …… 1 ݁ଶۄ ൌ 0 olup ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ ,ଵ݁ۃ ݁ଶۄ olduğundan ܨۃሺ݁ଵሻ, ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ 0 ฺ  ฺ ,ሺܽۃ ܾሻ, ሺܿ, ݀ሻۄ ൌ 0 ฺ ܽܿ െ ܾ݀ ൌ ,ଶ݁ۃ (**) …… 0 ݁ଶۄ ൌ െ1 olup ܨۃሺ݁ଶሻ, ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ ,ଶ݁ۃ ݁ଶۄ olduğundan ܨۃሺ݁ଶሻ, ۄሺ݁ଶሻܨ ൌ െ1 ฺ ฺ ,ሺܿۃ ݀ሻ, ሺܿ, ݀ሻۄ ൌ െ1 ฺ ܿଶ െ ݀ଶ ൌ െ1 …… (***) 

Şimdi (**), ܽܿ െ ܾ݀ ൌ 0 ifadesini alalım. ܽ ് 0 durumunda ܿ ൌ ௖ௗ௔   yazabiliriz. 

Burada ܽ’ nın değerine göre birkaç durum inceleyelim. ૚) ܽ ് 0 olsun. (***) ifadesinden ܿଶ െ ݀ଶ ൌ െ1 ve  ܿ ൌ ௖ௗ௔ ฺ ሺ௖ௗ௔ ሻଶ െ ݀ଶ ൌ െ1 ฺ ฺ ௕మௗమ௔మ െ ݀ଶ ൌ െ1 ฺ ݀ଶሺܾଶ െ ܽଶሻ ൌ െܽଶ ฺ ݀ଶሺെ1ሻ ൌ െܽଶ ฺ ݀ଶ ൌ ܽଶ ฺ   ฺ √݀ଶ ൌ √ܽଶ ฺ |݀| ൌ |ܽ| ฺ ݀ ൌ ܽ veya ݀ ൌ െܽ’ dır. Burada: ૚. ૚) ݀ ൌ ܽ olsun. ܽ ് 0 olduğundan  ܿ ൌ ௖ௗ௔ ൌ ௖௔௔ ൌ ܾ olup ܿ ൌ ܾ’ dir. Böylece, ܣ ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ elde edilir ve detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 olup (*)’ dan istenen özelliği 

sağlar. 
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૚. ૛) ݀ ൌ െܽ olsun. ܽ ് 0 olduğundan  ܿ ൌ ௖ௗ௔ ൌ ௖ሺି௔ሻ௔ ൌ െܾ olup ܿ ൌ െܾ’ dir. 

Böylece, ܣ ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ ൌ ቀ ܽ ܾെܾ െܽቁ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ ቀܽ ܾܾ ܽቁ elde edilir ve                       detܣ ൌ െሺܽଶ െ ܾଶሻ ൌ െ1 olur. Bu ise istenen özelliği sağlar. ૛) ܽ ൌ 0 olsun. ܽܿ െ ܾ݀ ൌ 0 denkleminden – ܾ݀ ൌ 0 elde edilir. Buradan ܾ ൌ 0 

veya ݀ ൌ 0’ dır. ૛. ૚) ܾ ൌ 0 olsun. ܽ ൌ 0 olduğundan , (*) ifadesinden ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 ฺ 0ଶ െ 0ଶ ൌ 1 ฺ 0 ൌ 1 olup çelişkidir. Bu istenen özelliği sağlamaz. ૛. ૛) ݀ ൌ 0 olsun. ܽ ൌ 0 olduğundan, (***) ifadesinden                        ܿଶ െ ݀ଶ ൌ െ1 ฺ ܿଶ െ 0ଶ ൌ െ1 ฺ ܿଶ ൌ െ1 olup ܿ’nin reel kökü yoktur. Bu ise ܿ א Թ 

ile çelişir. 

Sonuç olarak ܣ ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ א ܱሺ1,1ሻ ฺ ܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ 1 veya                        ܣ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ െ1 olarak yazılabilir. ז 

Not: Yukarıda ispat edildi ki : ܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ א ܱሺ1,1ሻ için ܽ ൌ 0 olamaz. 

 

Önerme 13 [11]: ܣ ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ א ܱܵሺ1,1ሻ ฻ ܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1’ 

dir. 

İspat: " ู ܣ " ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 olsun. Gösterilmeli ki ܣ א ܱܵሺ1,1ሻ 

dir. Bunun için ܣ א ܱሺ1,1ሻ ve detܣ ൌ 1 olduğunun gösterilmesi gereklidir. Öncelikle ܣ א ܱሺ1,1ሻ olduğunu gösterelim. ܣ௧ܣߟ ൌ ߟ ,ߟ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ olduğu önerme 12’ in ispatında 

olduğu gibi gösterilir. " ฺ ܣ " ൌ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ א ܱܵሺ1,1ሻ olsun. ܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 olduğu 

önerme 12’ in ispatında olduğu gibi gösterilir. ז 

 

Önerme 14: ܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ א ܱܵሺ1,1ሻ ise |ܽ| ൒ 1’ dir. 

İspat: ܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ א ܱܵሺ1,1ሻ alalım. Ancak  detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 ฺ ܽଶ ൌ ܾଶ ൅ 1 ฺ ܽଶ ൒ 1’ dir. Buradan  ܽଶ ൒ 1 ฺ √ܽଶ ൒ √1 ฺ |ܽ| ൒ 1 ฺ ܽ ൒ 1 veya ܽ ൑ െ1’ dir. ז 
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1.10. Lorentz Grubu 

 

Önerme 15 [11]:  ܣ א ܱܵሺ1,1ሻ olsun. ૚) Eğer ܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 ve ܽ ൒ 1 ise tek ߙ א Թ vardır, öyle ki, ܽ ൌ cosh ߙ , ܾ ൌ sinh ܣ olup ߙ ൌ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ Ԣ dir. ૛) Eğer ܣ ൌ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁ şeklinde bir matris ise coshଶߙ ߙ െ sinhଶ ߙ ൌ 1 ve cosh ߙ ൒ 1’ dir. 

İspat: ૚) ܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1, ܽ ൒ 1 olsun. Göstermek isteniyor ki, 

tek ߙ א Թ vardır, öyle ki ܣ ൌ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh  .ቁ’ dirߙ

Farz edelim ܽ ൌ cosh ߙ , ܾ ൌ sinh ߙ olacak şekilde ߙ א Թ’ yi alalım. 

Buradan, ܽ ൌ cosh ߙ ൌ ௘ഀା௘షഀଶ ฺ 2ܽ ൌ ݁ఈ ൅ ݁ିఈ’ dir. Eşitliğin her iki tarafı ݁ఈ ile 

çarpılırsa, ݁ଶఈ െ 2ܽ݁ఈ ൅ 1 ൌ 0 elde edilir. Bu denklemi çözdüğümüzde                        ݁ఈ ൌ ܽ േ √ܽଶ െ 1 olup ߙ ൌ ଵ,ଶߙ ൌ lnሺܽ േ √ܽଶ െ 1ሻ’ dir. Buradan denklemin köklerini ߙଵ ൌ lnሺܽ ൅ √ܽଶ െ 1ሻ ve αଶ ൌ lnሺܽ െ √ܽଶ െ 1ሻ elde edilir. ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 ฺ ܽଶ ൌ ܾଶ ൅ 1 ฺ ܽଶ ൒ 1’ dir. Buradan ܽଶ ൒ 1 ฺ √ܽଶ ൒ √1 ฺ|ܽ| ൒ 1 ฺ ܽ ൒ 1 veya ܽ ൑ െ1’ dir. Burada ߙଵ ൌ lnሺܽ ൅ √ܽଶ െ 1ሻ kökünü inceleyelim. ܑ) ܽ ൒ 1 olsun. Bu durumda ߙଵ kökünün varlığını göstermek istiyoruz. Burada ܽ ൅ √ܽଶ െ 1 ൐ 0 olduğu gösterilirse iş biter. Ancak ܽ ൒ 1 olduğundan √ܽଶ െ 1 ൒ 0 olup ܽ ൅ √ܽଶ െ 1 ൐ 0’ dır. 

Böylece ߙଵ ൌ lnሺܽ ൅ √ܽଶ െ 1ሻ, ܽ ൒ 1 olmalıdır. ܑܑ) ܽ ൒ 1 olsun. Bu durumda αଶ kökünün varlığını göstermek istiyoruz. Burada 

Analizden fonksiyonların monotonluk tanımına göre 0 ൏ ଵݔ ൏ ଵሻݔଶ olduğunda                        ݂ሺݔ ൏ ݂ሺݔଶሻ ise fonksiyon monoton artandır.                        0 ൏ ଵݔ ൏ ଵݔ√ ଶ iseݔ ൏ ଵݔ  ଶ yazılabilir. Buradaݔ√ ൌ ܽଶ െ 1 ve  ݔଶ ൌ ܽଶ seçilirse √ܽଶ െ 1 ൏ √ܽଶ’ dir. Burada ܽ ൒ 1 olduğundan √ܽଶ െ 1 ൏ ܽ ฺ 0 ൏ ܽ െ √ܽଶ െ 1’ dir. 

Böylece durum sağlanır. 

Buradan ߙଶ ൌ lnሺܽ െ √ܽଶ െ 1ሻ, ܽ ൒ 1 olmalıdır. Sonuç olarak,                     

ߙ  ൌ ଵ,ଶߙ ൌ lnሺܽ േ √ܽଶ െ 1ሻ, ܽ ൒ 1 olmalıdır. Şimdi ܽ ൌ cosh ߙ ,ߙ א Թ ve  ܾ ൌ sinh  ,ߙ
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ߙ א Թ olan denklemleri inceleyelim. Bunun için, ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 ฺ ܽଶ െ 1 ൌ ܾଶ’ dir. ܽ ൒ 1  için √ܾଶ ൌ √ܽଶ െ 1 ฺ |ܾ| ൌ √ܽଶ െ 1 ฺ ܾ ൌ േ√ܽଶ െ 1’ dir.  Bu durumları 

inceleyelim. ߙ (܉ଵ ൌ lnሺܽ ൅ √ܽଶ െ 1ሻ, ܽ ൒ 1 ve ܾ ൌ √ܽଶ െ 1 olsun. Buradan,  

cosh ଵߙ ൌ ௘ഀభା௘షഀభଶ ൌ ௘ౢ౤ሺೌశඥೌమషభሻା௘షౢ౤ሺೌశඥೌమషభሻଶ ൌ ሺ௔ା√௔మିଵሻమାଵଶሺ௔ା√௔మିଵሻ ൌ ଶ௔ሺ௔ା√௔మିଵሻଶሺ௔ା√௔మିଵሻ ൌ ܽ     
         sinh ଵߙ ൌ ௘ഀభି௘షഀభଶ ൌ ௘ౢ౤ሺೌశඥೌమషభሻି௘షౢ౤ሺೌశඥೌమషభሻଶ ൌ ሺ௔ା√௔మିଵሻమିଵଶሺ௔ା√௔మିଵሻ ൌ ଶሺ௔మା௔√௔మିଵିଵሻଶሺ௔ା√௔మିଵሻ ൌ                 ൌ ሺ௔మିଵା௔√௔మିଵሻሺ௔ା√௔మିଵሻ ൌ ௕మା௔௕௔ା௕ ൌ ௕ሺ௔ା௕ሻሺ௔ା௕ሻ ൌ ܾ olup istenen özellik sağlanır.                 

Böylece ߙଵ ൌ lnሺܽ ൅ √ܽଶ െ 1ሻ, ܽ ൒ 1 için ܾ ൌ √ܽଶ െ 1 için ܽ ൌ cosh ଵߙ , ܾ ൌ sinh  ଵߙ

olur. 

Şimdi benzer şekilde ߙଶ ൌ lnሺܽ െ √ܽଶ െ 1ሻ, ܽ ൒ 1 için ܾ ൌ െ√ܽଶ െ 1 değerlerini 

inceleyelim. ߙ (܊ଶ ൌ lnሺܽ െ √ܽଶ െ 1ሻ, ܽ ൒ 1 için ܾ ൌ െ√ܽଶ െ 1 olsun. Buradan 

cosh ଶߙ ൌ ௘ഀమା௘షഀమଶ ൌ ௘ౢ౤ሺೌషඥೌమషభሻା௘షౢ౤ሺೌషඥೌమషభሻଶ ൌ ൫௔ି√௔మିଵ൯మାଵଶ൫௔ି√௔మିଵ൯ ൌ ଶ௔൫௔ି√௔మିଵ൯ଶ൫௔ି√௔మିଵ൯ ൌ ܽ,    
sinh ଶߙ ൌ ௘ഀమି௘షഀభଶ ൌ ௘ౢ౤ሺೌషඥೌమషభሻି௘షౢ౤ሺೌషඥೌమషభሻଶ ൌ ൫௔ି√௔మିଵ൯మିଵଶ൫௔ି√௔మିଵ൯ ൌ ଶ൫௔మି௔√௔మିଵିଵ൯ଶ൫௔ି√௔మିଵ൯ ൌ 

                ൌ ൫௔మିଵି௔√௔మିଵ൯൫௔ି√௔మିଵ൯ ൌ ௕మା௔௕௔ା௕ ൌ ௕ሺ௔ା௕ሻሺ௔ା௕ሻ ൌ ܾ olup istenen özellik sağlanır. 

Böylece ߙଶ ൌ lnሺܽ െ √ܽଶ െ 1ሻ, ܽ ൒ 1 için ܾ ൌ െ√ܽଶ െ 1 için ܽ ൌ cosh ଶߙ , ܾ ൌ sinh  ଶߙ

olur. 

Şimdi ise ܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1, ܽ ൒ 1 için ܽ ൌ cosh ߙ , ܾ ൌ sinh  ߙ

olan ߙ א Թ’ nin tekliğini gösterelim. Farz edelim ki, ߙ א Թ tek olmasın.                        

Buradan ߚ׌ א Թ öyle ki ܽ ൌ cosh ߙ ൌ cosh ܾ ve ߚ ൌ sinh ߙ ൌ sinh  ,dir. Buradan ’ߚ

ቐܽ ൌ cosh ߙ ൌ ௘ഀା௘షഀଶܾ ൌ sinh ߙ ൌ ௘ഀି௘షഀଶ ฺ ܽ ൅ ܾ ൌ ݁ఈ…….(*)                                                                         

ቐܽ ൌ cosh ߚ ൌ ௘ഁା௘షഁଶܾ ൌ sinh ߚ ൌ ௘ഁି௘షഁଶ ฺ ܽ ൅ ܾ ൌ ݁ఉ……(**)                                                                     

Böylece (*) ve (**)’ in eşitliğinden ݁ఈ ൌ ݁ఉ olup ߙ ൌ                         .dir ’ߚ
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Böylece tek ߙ א Թ için ܽ ൌ cosh ߙ , ܾ ൌ sinh ܣ olup ߙ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൌ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh  ቁߙ

olarak yazılabilir. ૛) ܣ ൌ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ܣቁ olsun. Detߙ ൌ coshଶ ߙ െ sinhଶ ߙ ൌ ሺ௘ഀା௘షഀଶ ሻଶ െ ሺ௘ഀି௘షഀଶ ሻଶ ൌ ቀ௘మഀା௘షమഀାଶସ ቁ െ ቀ௘మഀା௘షమഀିଶସ ቁ ൌ 1 cosh ߙ ൌ ௘ഀା௘షഀଶ ൌ ௘మഀାଵଶ௘ഀ ’ dır. Ancak ݁ଶఈ ൅ 1 ൒ 2݁ఈ ฺ ݁ଶఈ െ 2݁ఈ ൅ 1 ൒ 0 ฺ ሺ݁ఈ െ 1ሻଶ ൒ 0 olup cosh ߙ ൒ 1’ dir. ז 

ܮ  ൌ ሼܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ א ܱሺ1,1ሻ, detܣ ൌ 1, ܽ ൒ 1ሽ alt kümesi ܱሺ1,1ሻ grubunun alt 

kümesidir. Bu alt kümenin ܱሺ1,1ሻ ൌ ሼܣ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ േ1ሽ grubunun alt grubu 

olduğunu ispatlayalım. ܮ’ ye Lorentz grubu denir. 

 

Önerme 16 [11]: ܮ alt kümesi ܱሺ1,1ሻ grubu altında matrislerde çarpma işlemine 

göre alt gruptur. 

İspat: Bunun ispatı için ܣ׊, ܤ א ,ܤܣ için ܮ ଵିܣ א  .olduğunu göstermek yeterlidir ܮ

Buradan, ૚) ܣ׊, ܤ א ܣ ,alalım öyle ki ܮ ൌ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ , ܤ ൌ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh  ൰ߚ

olsunlar. ܤܣ א ܤܣ olduğunu göstermek istiyoruz. Bunun için ܮ ൌ ൬coshሺ ߙ ൅ ሻߚ sinhሺ ߙ ൅ ሻsinhሺߚ ߙ ൅ ሻߚ coshሺߙ ൅ ሻ൰ߚ א  olduğunu göstermemiz gerekli. Buradan ܮ

ܤܣ ൌ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ߚ ൌ 

ൌ ቌ௘ഀା௘షഀଶ ௘ഀି௘షഀଶ௘ഀି௘షഀଶ ௘ഀା௘షഀଶ ቍ ቌ௘ഁା௘షഁଶ ௘ഁି௘షഁଶ௘ഁି௘షഁଶ ௘ഁା௘షഁଶ ቍ ൌ                                                                                 

 ൌ ቌ௘ሺഀశഁሻା௘షሺഀశഁሻଶ ௘ሺഀశഁሻି௘షሺഀశഁሻଶ௘ሺഀశഁሻି௘షሺഀశഁሻଶ ௘ሺഀశഁሻା௘షሺഀశഁሻଶ ቍ ൌ ൬coshሺ ߙ ൅ ሻߚ sinhሺ ߙ ൅ ሻsinhሺߚ ߙ ൅ ሻߚ coshሺߙ ൅                                                         ሻ൰ߚ

olup detܤܣ ൌ 1’ dir. 

Şimdi ise, coshሺ ߙ ൅ ሻߚ ൒ 1 olduğunu gösterelim. 

 coshሺ ߙ ൅ ሻߚ ൌ ௘ሺഀశഁሻା௘షሺഀశഁሻଶ ൌ ௘మሺഀశഁሻାଵ௘ഀశഁ ’ dir. Ancak 
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݁ଶሺఈାఉሻ ൅ 1 ൒ 2݁ఈାఉ ฺ ݁ଶሺఈାఉሻ െ 2݁ఈାఉ ൅ 1 ൒ 0 ฺ ሺ݁ఈାఉ െ 1ሻଶ ൒ 0 olup coshሺߙ ൅ ሻߚ ൒ 1’dir. Böylece ܤܣ א ܣ׊ (dir. ૛ ’ܮ א ܣ alalım öyle ki ܮ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ א ଵିܣ .olsun ܮ א  .olduğunu göstermeliyiz ܮ

Bunun için ିܣଵ ൌ ቀ ܽ െܾെܾ ܽ ቁ א ܣ                        ,olduğunu göstermemiz gerekli. Buradan ܮ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ א ܮ ฺ detܣ ൌ 1, ܽ ൒ 1’ dir. Buradan ିܣଵ ൌ ቀܽଵଵ ܽଵଶܽଶଵ ܽଶଶቁ ile gösterirsek, 

buradan  ିܣܣଵ ൌ ܫ ฺ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀܽଵଵ ܽଵଶܽଶଵ ܽଶଶቁ ൌ ቀ1 00 1ቁ ฺ                                                                                                ฺ ଵିܣ ൌ ቀܽଵଵ ܽଵଶܽଶଵ ܽଶଶቁ ൌ ቀ ܽ െܾെܾ ܽ ቁ                                                           

olup detିܣଵ ൌ 1, ܽ ൒ 1 olduğundan ିܣଵ א  lorentz grubu, ܱሺ1,1ሻ grubu ܮ dir. Böylece ’ܮ

altında matrislerde çarpma işlemine göre alt gruptur. ז  

  



 
 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

2.1. Hiperbolik Sayıların Bazı Özellikleri 

 

Teorem 6:  ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ, ܤ ൌ ሺܿ, ݀ሻ א ԯ olsun. Bu taktirde; 

ܺܣ  ൌ ܺ,ܤ ൌ ሺݔ, ሻݕ א ԯ denkleminin ԯ’da çözümü vardır ฻ aşağıdaki dört şarttan 

herhangi biri sağlanırsa: ૚ሻ |ܽ| ് |ܾ| ve ܿ׊, ݀ א Թ;   ૛ሻ ܽ ൌ ܾ, ܿ ൌ ݀, ܽ ് 0; ૜) ܽ ൌ െܾ, ܿ ൌ െ݀, ܽ ് 0;  ૝) ܽ ൌ ܾ ൌ ܿ ൌ ݀ ൌ 0. 

İspat: (฻ሻܺܣ ൌ ܤ ฻ ሺܽ, ܾሻሺݔ, ሻݕ ൌ ሺܿ, ݀ሻ ฻ ሺܽݔ ൅ ,ݕܾ ݕܽ ൅ ሻݔܾ ൌ ሺܿ, ݀ሻ  ฻ ൜ܽݔ ൅ ݕܾ ൌ ݕܽܿ ൅ ݔܾ ൌ ݀  bulunur. ૚ሻ ቚܽ ܾܾ ܽቚ ് 0 ฻ ܽଶ െ ܾଶ ് 0 ฻ |ܽ| ് |ܾ|. Bu durumda ቚܽ ܾܾ ܽቚ ് 0 olduğundan 

çözümü vardır. 

Şimdi ቚܽ ܾܾ ܽቚ ൌ 0 olsun. Bu takdirde ܽଶ െ ܾଶ ൌ 0 ฻ ሺܽ െ ܾሻሺܽ ൅ ܾሻ ൌ 0 ฻    ܽ ൌ ܾ veya ܽ ൌ െܾ dir. ૛ሻ Şimdi ܽ ൌ ܾ olsun. ൜ܽݔ ൅ ݕܽ ൌ ݕܽܿ ൅ ݔܽ ൌ ݀ sol taraflar eşit olduğundan  ܿ ൌ ݀ bulunur. 

Eğer ܽ ൌ ܾ ve ܿ ് ݀, ise çözüm yok. ܽ ൌ ܾ, ܿ ൌ ݀, ve ܽ ് 0 olsun. Bu durumda denklem sistemi ݔ ൅ ݕ ൌ ௖௔ denkleme 

gelir. Bu denklemin ise çözümü her zaman mevcuttur. ܽ ൌ ܾ ൌ 0, ܿ ൌ ݀ ് 0 ise bu denklem sisteminin çözümü yoktur. ૜ሻ ܽ ൌ െܾ olsun. Bu taktirde ൜ܽݔ ൅ ݕܾ ൌ ݕܽܿ ൅ ݔܾ ൌ ݀  ฺ ൜ ܽሺݔ െ ሻݕ ൌ ܿܽሺݔ െ ሻݕ ൌ െ݀ sol taraflar eşit 

olduğundan  ܿ ൌ െ݀ bulunur. 

Eğer ܽ ൌ െܾ ve ܿ ് െ݀, ise çözüm yok. ܽ ൌ െܾ, ܿ ൌ െ݀ ve ܽ ് 0 olsun. Bu durumda denklem sistemi ݔ ൅ ݕ ൌ ௖௔ denkleme 

gelir. Bu denklemin ise çözümü her zaman mevcuttur. ܽ ൌ െܾ ൌ 0, ܿ ൌ െ݀ ് 0 ise bu denklem sisteminin çözümü yoktur. 
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૝) ܽ ൌ ܾ ൌ ܿ ൌ ݀ ൌ 0 olsun. Bu durumda denklem sisteminin sonsuz çözümü 

vardır. 

 

Önerme 17: ܣ ൌ ܽ ൅ ܾߜ א ԯ, ܽ, ܾ א Թ olsun. Bu takdirde ିܣଵ א ԯ mevcuttur                        ฻ |ܽ| ് |ܾ|’ dir. 

İspat:  Teorem 6’ ya göre ܺܣ ൌ ܤ ൌ ሺ1,0ሻ denkleminin çözümü vardır                        ฻ |ܽ| ് |ܾ|’ dir. ז 

 

Önerme 18: Hiperbolik sayılar halkasının sadece dört ideali vardır ve onlar 

şunlardır: ૚) ܣ ൌ ሼ0ሽ; ૛) ܣ ൌ ԯ; ૜) ܣ ൌ ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ; ૝ሻ ܣ ൌ ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ’ dir. 

İspat: 1) ሼ0ሽ ve ૛ሻ ԯ’ ın idealler olduğu açıktır.  

Gösterelim ki ܣ ൌ ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ve  ܣ ൌ ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ kümeleri ideallerdir. ૜ሻ ܣ ൌ ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ olsun. Önce gösterelim ki ሺܣ, ൅ሻ alt grubtur. ܑ) ݎ׊ଵሺ1 ൅ ,ሻߜ ଶሺ1ݎ ൅ ሻߜ א ଵሺ1ݎ için ܣ ൅ ሻߜ ൅ ଶሺ1ݎ ൅ ሻߜ א ଵሺ1ݎ                                  .ise kapalıdır ܣ ൅ ሻߜ ൅ ଶሺ1ݎ ൅ ሻߜ ൌ ሺݎଵ ൅ ଶሻሺ1ݎ ൅ ଵݎ ሻ olur veߜ ൅ ଶݎ א Թ olduğundan                       ሺݎଵ ൅ ଶሻሺ1ݎ ൅ ሻߜ א ܣ dır. ܑܑ) ԯ için birleşme özelliği var olduğundan’ܣ ൌ ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ içinde vardır.                                ܑܑܑ) 0׌ ൌ 0ሺ1 ൅ ሻߜ א ሺ1ݎ׊ öyle ki ܣ ൅ ሻߜ א ሺ1ݎ   ,için ܣ ൅ ሻߜ ൅ 0ሺ1 ൅ ሻߜ ൌ 0ሺ1 ൅ ሻߜ ൅ ሺ1ݎ ൅ ሻߜ ൌ ሺ1ݎ  ൅ ሻߜ א ሺ1ݎ׊ (ܞܑ                          .olduğundan birimlidir ܣ ൅ ሻߜ א ሺ1ݎ için ܣ ൅ ሻߜ ൅ ܺ ൌ 0ሺ1 ൅ ܺ  ሻ olacak şekildeߜ א  ise tersi ܣ

mevcuttur: ݎሺ1 ൅ ሻߜ ൅ ܺ ൌ 0ሺ1 ൅ ሻߜ ฺ ܺ ൌ ሺ0 െ ሻሺ1ݎ ൅ ሻߜ ൌ െݎሺ1 ൅ ݎሻ olur ve െߜ א Թ 

olduğundan െݎሺ1 ൅ ሻߜ ൌ ܺ א  .dır ’ܣ

Şimdi ሺܿ ൅ ሻ݀ߜ א ԯ keyfi olsun. Gösterelim ki ሺܿ ൅ ሺ1ݎሻሺ݀ߜ ൅ ሻሻߜ א dır.            ሺܿ ’ܣ ൅ ሺ1ݎሻ൫݀ߜ ൅ ሻ൯ߜ ൌ ൫ሺܿݎ ൅ ݀ሻ ൅ ሺܿߜ ൅ ݀ሻ൯ ൌ ሺܿݎ ൅ ݀ሻሺ1 ൅ ሻߜ א  dır. Yani ܣ

keyfi ሺܿ ൅ ሻ݀ߜ א ԯ ve  ݎሺ1 ൅ ሻߜ א için ሺܿ ܣ ൅ ሺ1ݎሻሺ݀ߜ ൅ ሻሻߜ א  bir ܣ dır. Dolayısıyla ’ܣ

idealdir. ૝ሻ ܣ ൌ ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ olsun. Önce gösterelim ki ሺܣ, ൅ሻ alt grubtur. 
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ଵሺ1ݎ׊ (ܑ െ ,ሻߜ ଶሺ1ݎ െ ሻߜ א ଵሺ1ݎ için ܣ െ ሻߜ ൅ ଶሺ1ݎ െ ሻߜ א ଵሺ1ݎ .ise kapalıdır ܣ െ ሻߜ ൅ ଶሺ1ݎ െ ሻߜ ൌ ሺݎଵ ൅ ଶሻሺ1ݎ െ ଵݎ ሻ olur veߜ ൅ ଶݎ א Թ olduğundan                       ሺݎଵ ൅ ଶሻሺ1ݎ െ ሻߜ א ܣ dır. ܑܑ) ԯ için birleşme özelliği var olduğundan’ܣ ൌ ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ için de vardır.                                ܑܑܑ) 0׌ ൌ 0ሺ1 െ ሻߜ א ሺ1ݎ׊ öyle ki ܣ െ ሻߜ א ሺ1ݎ  ,için ܣ െ ሻߜ ൅ 0ሺ1 െ ሻߜ ൌ 0ሺ1 െ ሻߜ ൅ ሺ1ݎ െ ሻߜ ൌ ሺ1ݎ  െ ሻߜ א ሺ1ݎ׊ (ܞܑ                          .olduğundan birimlidir ܣ െ ሻߜ א ሺ1ݎ için ܣ െ ሻߜ ൅ ܺ ൌ 0ሺ1 െ ܺ  ሻ olacak şekildeߜ א  ise tersi ܣ

mevcuttur: ݎሺ1 െ ሻߜ ൅ ܺ ൌ 0ሺ1 െ ሻߜ ฺ ܺ ൌ ሺ0 െ ሻሺ1ݎ െ ሻߜ ൌ െݎሺ1 െ ݎሻ olur ve െߜ א Թ 

olduğundan െݎሺ1 െ ሻߜ ൌ ܺ א  .dır ’ܣ

Şimdi ሺܿ ൅ ሻ݀ߜ א ԯ keyfi olsun. Gösterelim ki ሺܿ ൅ ሺ1ݎሻሺ݀ߜ െ ሻሻߜ א dır.            ሺܿ ’ܣ ൅ ሺ1ݎሻ൫݀ߜ െ ሻ൯ߜ ൌ ൫ሺܿݎ ൅ ݀ሻ ൅ ሺܿߜ ൅ ݀ሻ൯ ൌ ሺܿݎ ൅ ݀ሻሺ1 െ ሻߜ א  dır. Yani ܣ

keyfi ሺܿ ൅ ሻ݀ߜ א ԯ ve  ݎሺ1 െ ሻߜ א için ሺܿ ܣ ൅ ሺ1ݎሻሺ݀ߜ െ ሻሻߜ א  bir ܣ dır. Dolayısıyla ’ܣ

idealdir. 

Gösterelim ki bu dört idealden başka ideal yoktur. ܣ, ԯ’ ın bir ideali olsun. ܣ, ԯ’ ın ideali olduğundan ܣ, ԯ’ ın bir lineer alt uzayıdır. ԯᇱ 
ın boyutu 2 olduğundan ܣ için şu üç durum vardır: boyܣ ൌ 0, boyܣ ൌ 1, boyܣ ൌ 2 dir. 

Eğer boyܣ ൌ 0 ise, ܣ ൌ ሼ0ሽ dır ve  boyܣ ൌ 2 ise, ܣ ൌ ԯ dır. boyܣ ൌ 1 olsun. Bu takdirde ݔ଴ ൅ ଴ݕߜ א ܣ                        mevcut öyle ki ܣ  ൌ ሼݎሺݔ଴ ൅ ;଴ሻݕߜ ݎ א Թሽ dir. ݄׊ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ԯ ve ݔ଴ ൅ ଴ݕߜ א ଴ݔideal olduğundan ݄ሺ ܣ ,ܣ  ൅ ଴ሻݕߜ א dır. Buradan ሺܿ ܣ  ൅ ଴ݔሻሺ݀ߜ ൅ ଴ሻݕߜ ൌ ଴ݔଵሺݎ ൅ ଴ሻݕߜ ฺ ሺܿݔ଴ ൅ ଴ሻݕ݀ ൅ ଴ݔሺ݀ߜ ൅ ଴ሻݕܿ ൌ ଴ݔଵሺݎ  ൅  .଴ሻݕߜ
Dolayısıyla ݔ଴, ଴ݕ א Թ  ve keyfi ܿ, ݀ א Թ için ฺ ൜ܿݔ଴ ൅ ଴ݕ݀ ൌ ଴ݔ଴݀ݔଵݎ ൅ ଴ݕܿ ൌ                                                                                                                             ଴ݕଵݎ

olacak şekilde ݎଵ א Թ mevcut olması lazım.  

  Önce ݔ଴ ് 0 olsun. Bu durumda  ܿݔ଴ ൅ ଴ݕ݀ ൌ ଴ݔଵݎ ฺ ܿ ൅ ݀ ௬బ௫బ ൌ ଴ݔ݀ ଵ değeriniݎ ଵbulunur. Buݎ ൅ ଴ݕܿ ൌ  ଴ݕଵݎ

denkleminde yerine yazarsak ݀ݔ଴ ൅ ଴ݕܿ ൌ ሺ ܿ ൅ ݀ ௬బ௫బሻ ݕ଴ ฺ ฺ ଴ݔ݀ ൅ ଴ݕܿ ൌ ଴ݕܿ  ൅ ݀ ௬బమ௫బ ฺ ଴ݔ݀ ൌ  ݀ ௬బమ௫బ ฺ ଴ଶݔ݀ ൌ ܿ ଴ଶ bulunur. Buradaݕ݀ ൅  ݀ߜ

keyfi olduğundan ݀ ് 0 alınabilir. Dolayısıyla  ݀ݔ଴ଶ ൌ ฺ ଴ଶݕ݀ ଴ଶݔ  ൌ ଴ଶݕ ฺ ଴ݔ ൌ   ଴ veyaݕ
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଴ݔ ൌ െݕ଴ bulunur. 

İlk olarak ݔ଴ ൌ ଴ݔ ଴ olsun. Bu durumdaݕ ൅ ଴ݕߜ ൌ ଴ሺ1ݔ ൅ ܣ .ሻ şeklinde yazılırߜ ൌ ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ olur. Yani ݔ଴ ൌ ሺ1ݎideali ሼ ܣ ଴ durumundaݕ ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ idealle 

çakışır. 

İkinci olarakݔ଴ ൌ െݕ଴ olsun. Bu durumda ݔ଴ ൅ ଴ݕߜ ൌ ଴ሺ1ݔ െ ܣ                      .ሻ şeklinde yazılırߜ ൌ ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ olur. Yani ݔ଴ ൌ ሺ1ݎideali ሼ ܣ ଴ durumundaݕ െ :ሻߜ ݎ א Թሽ idealle 

çakışır. 

Eğer ݔ଴ ൌ 0 ise, ݔ଴ ് 0 olduğunu gösterelim:  ܣ ൌ ሼݎሺݔ଴ ൅ :଴ሻݕߜ ݎ א Թሽ ൌ ሼݎሺݕߜ଴ሻ: ݎ א Թሽ ൌ ሼሺݕݎ଴ሻߜ: ݎ א Թሽ ideal midir? ܿ׊ ൅ ܿ) için ݀ߜ ൅ ሻߜݎሻሺ݀ߜ א  ?mıdır ܣ

(ܿ ൅ ሻߜݎሻሺ݀ߜ ൌ ߜሺܿݎ ൅ ݀ሻ ב ܿ dır çünkü ’ܣ ൌ 0 için ݀ߜ׊ א ,ܣ ߜݎ݀ߜ ൌ ݀ݎ ב  .ܣ

Dolayısıyla ܣ ideal olamaz. 

Şimdi ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ve ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ ideallerinin farklı olduğunu 

gösterelim. ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ൌ ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ olduğunu farz edelim. Bu takdirde                       1 ൅ ߜ ൌ ଵሺ1ݎ െ ଵݎ ሻ olacak şekildeߜ א Թ vardır. Buradan 1 ൅ ߜ ൌ ଵݎ െ ଵݎ olduğundan ߜଵݎ ൌ 1, ଵݎ ൌ െ1 dir. Bu bir çelişkidir dolayısıyla bu idealler farklıdır. ז 

Lemma 2: ܣ א ԯ, ܣ ൌ ܽ ൅ için ܽଶ ܾߜ െ ܾଶ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0 ise |ܽ| ൒ ܿ dir. 

İspat: ܣ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ൌ െܿଶ ve ܿ ൐ 0 olsun.    ܽଶ െ ܾଶ ൌ ܿଶ ฺ ܾଶ ൌ ܽଶ ൅ ܿଶ ฺ ܾଶ ൒ ܿଶ ฺ √ܾଶ ൒ √ܿଶ ฺ |ܾ| ൒ ܿ’ dir. ז 

 

Teorem 7: ܣ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ് 0 hiperbolik sayı olsun. Bu takdirde bu 

hiperbolik sayının hiperbolik fonksiyonlar yardımı ile ifadesi şöyledir: ૚) ܽଶ െ ܾଶ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ܽ ൒ ܿ ise tek ߙ א Թ mevcut öyle ki                        ܣ ൌ ܿሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ dir. ૛) ܽଶߙ െ ܾଶ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ܽ ൑ െܿ ise tek ߙ א Թ mevcut öyle ki                        ܣ ൌ െܿሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ dir. ૜) ܽଶߙ െ ܾଶ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ܾ ൒ ܿ ise tek ߙ א Թ mevcut öyle ki                        ܣ ൌ ሺcoshܿߜ ߙ ൅ ߜ sinh ሻ dir. ૝)  ܽଶߙ െ ܾଶ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ܾ ൑ െܿ ise tek ߙ א Թ mevcut öyle ki                        ܣ ൌ െܿߜሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh  .ሻ dirߙ

İspat: ૚) Önce ܿ ൌ 1 için gösterelim. 
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ܣ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1, ܽ ൒ 1 ise önerme 15’den                                                                                       ܣ ൌ cosh ߙ ൅ ߜ sinh ܣ                                                                                                                    .dir ߙ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܽ ൒ ܿ olsun.                                                                                ܣ ൌ ܿ ቀ௔௖ ൅ ߜ ௕௖ቁ , ቀ௔௖ቁଶ െ ቀ௕௖ቁଶ ൌ 1, ௔௖ ൒ 1 olduğundan ܣ ൌ ܿሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh  ሻ şeklindeߙ

yazılabilir.                                                                                                                                               ૛) Önce ܿ ൌ 1 için gösterelim.                                                                                                       ܣ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1, ܽ ൑ െ1 ise                                                                                       ܣ ൌ െ൫ሺെܽሻ ൅ ,ሺെܾሻ൯ߜ ሺെܽሻଶ െ ሺെܾሻଶ ൌ 1, െܽ ൒ 1 önerme 15’den                                   ܣ ൌ െሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܣ                                                                                                    .dir (ߙ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܽ ൑ െܿ olsun.                                                                                ܣ ൌ െܿ ቀሺെ ௔௖ሻ ൅ ሺെߜ ௕௖ሻቁ , ቀെ ௔௖ቁଶ െ ቀെ ௕௖ቁଶ ൌ 1, െ ௔௖ ൒ 1 olduğundan                                         ܣ ൌ െܿሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܿ ሻ şeklinde yazılabilir.                                                                                                       ૜) Önceߙ ൌ 1 için gösterelim.                                                                                                       ܣ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ൌ െ1, ܾ ൒ 1 ise ܣ ൌ ሺܾߜ ൅ ,ሻܽߜ ܾଶ െ ܽଶ ൌ 1, ܾ ൒ 1önerme 15’den ܣ ൌ δሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܣ                                                                                                     .ሻdirߙ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܾ ൒ ܿ olsun.                                                                                ܣ ൌ ܿߜ ቀ௕௖ ൅ ߜ ௔௖ቁ , ቀ௕௖ቁଶ െ ቀ௔௖ቁଶ ൌ 1, ௕௖ ൒ 1 olduğundan ܣ ൌ ሺcoshܿߜ ߙ ൅ ߜ sinh  ሻߙ

şeklinde yazılabilir.                                                                                                                        ૝) Önce ܿ ൌ 1 için gösterelim.                                                                                                       ܣ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ൌ െ1, ܾ ൑ െ1 ise                                                                                       ܣ ൌ െߜ൫ሺെܾሻ ൅ ,ሺെܽሻ൯ߜ ሺെܾሻଶ െ ሺെܽሻଶ ൌ 1, െܾ ൒ 1 önerme 15’den                                  ܣ ൌ െδሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܣ                                                                                                   .dir (ߙ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܾ ൑ െܿ olsun.                                                                                ܣ ൌ െܿߜ ቀሺെ ௕௖ሻ ൅ ሺെߜ ௔௖ሻቁ , ቀെ ௕௖ቁଶ െ ቀെ ௔௖ቁଶ ൌ 1, െ ௕௖ ൒ 1 olduğundan                                         ܣ ൌ െܿߜሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh  ז .ሻ şeklinde yazılabilirߙ

Not: Teorem 7’ de verilen hiperbolik sayıların hiperbolik fonksiyonlar yardımıyla 

ifadesi kompleks sayıların Euler formülünün benzeridir. 

 

Önerme 19: ܣ ൌ ܽ ൅ hiperbolik sayı ܽଶ ܾߜ െ ܾଶ ൌ 0 şartını sağlasın. Bu takdirde 

bu sayı için  ܽ ൅ ܾߜ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܽ ሻ veyaߙ ൅ ܾߜ ൌ cδሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh   ሻ olacakߙ
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şekil de ܿ א Թ ve ߙ א Թ sayılar mevcut değildir. Yani bu hiperbolik sayı için Euler  

formülünün benzeri mevcut değildir. 

İspat: ܣ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 0 olsun. ܽଶ െ ܾଶ ൌ 0 ฺ ሺܽ െ ܾሻሺܽ ൅ ܾሻ ൌ 0 ฺ ܽ െ ܾ ൌ 0 veya ܽ ൅ ܾ ൌ 0 dır.                        ܽ െ ܾ ൌ 0 ฺ ܽ ൌ ܾ dir. ܣ ൌ ܽ ൅ ܾߜ ൌ ܽ ൅ ܽߜ ൌ ܽሺ1 ൅ ܽ ሻ veyaߜ ൅ ܾ ൌ 0 ฺ ܽ ൌ െܾ 

dir. ܣ ൌ ܽ ൅ ܾߜ ൌ ܽ െ ܽߜ ൌ ܽሺ1 െ ሻ dır. ૚ሻ ܽሺ1ߜ ൅ ሻ için ispatı verelim. Farz edelim ki ܽሺ1ߜ ൅ ሻߜ ് 0 ve                        ܽሺ1 ൅ ሻߜ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ,ܿ ሻ olacak şekildeߙ ߙ א Թ  mevcut olsun. Bu takdirde ܿ ് 0 dır. Buradan 

cosh ߙ ൅ ߜ sinh ߙ ൌ ܽܿ ሺ1 ൅ ሻߜ ฺ ൞cosh ߙ ൌ ܽܿ
sinh ߙ ൌ ܽܿ ฺ ൞݁ఈ ൅ ݁ିఈ2 ൌ ܽܿ݁ఈ െ ݁ିఈ2 ൌ ܽܿ ฺ ൞݁ఈ ൅ ݁ିఈ ൌ 2 ܽܿ

݁ఈ െ ݁ିఈ ൌ 2 ܽܿ 

Bu iki ifade taraf tarafa çıkarılırsa 2݁ିఈ ൌ 0 ฺ ݁ିఈ ൌ 0 bulunur bu ise çelişkidir. ܽሺ1 ൅ ሻߜ ൌ cδሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ,ܿ ሻ olacak şekildeߙ ߙ א Թ  mevcut olmadığı benzer 

şekilde gösteriliyor. ૛ሻ ܽሺ1 െ ሻ için ispatı verelim. Farz edelim ki ܽሺ1ߜ െ ሻߜ ് 0 ve                        ܽሺ1 െ ሻߜ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ,ܿ ሻ olacak şekildeߙ ߙ א Թ  mevcut olsun. Bu takdirde ܿ ് 0 dır.Buradan 

 cosh ߙ ൅ ߜ sinh ߙ ൌ ௔௖ ሺ1 െ ,ሻߜ ൝ cosh ߙ ൌ ௔௖sinh ߙ ൌ െ ௔௖  ฺ ቐ ௘ഀା௘షഀଶ ൌ ௔௖௘ഀି௘షഀଶ ൌ െ ௔௖ ฺ ൝ ݁ఈ ൅ ݁ିఈ ൌ 2 ௔௖݁ఈ െ ݁ିఈ ൌ െ2 ௔௖ 

Bu iki ifade taraf tarafa toplanırsa 2݁ఈ ൌ 0 ฺ ݁ఈ ൌ 0 bulunur bu ise çelişkidir. ܽሺ1 െ ሻߜ ൌ cδሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ,ܿ ሻ olacak şekildeߙ ߙ א Թ  mevcut olmadığı benzer 

şekilde gösterilir. ז 

 

Önerme 20: ܮሺܪሻ ൌ ሼܣ ൌ ܽ ൅ ܾߜ א ԯ, ଵ|ܣ| ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1, ܽ ൒ 1ሽ olmak üzere ૚) ܣ׊, ܤ א ܤܣ ሻ içinܪሺܮ א ܣ׊ (ሻ’ dır. ૛ܪሺܮ א ଵିܣ ሻ içinܪሺܮ א  .ሻ’ dırܪሺܮ

İspat: ૚) ܣ׊, ܤ א ܣ ,ሻ alalım öyle kiܪሺܮ ൌ cosh ߙ ൅ ߜ sinh ߙ , ܤ ൌ cosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤܣ olsunlar. Biz ߚ א  ሻ olduğunuܪሺܮ

göstermek istiyoruz. Bunun için ܤܣ ൌ coshሺߙ ൅ ሻߚ ൅ ߜ sinhሺ ߙ ൅ ሻߚ א  ሻ olduğunuܪሺܮ

göstermek yeter. Buradan 
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ܤܣ  ൌ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ൌ 

        ൌ ቀ௘ഀା௘షഀଶ ൅ ߜ ௘ഀି௘షഀଶ ቁ ሺ௘ഁା௘షഁଶ ൅ ߜ ௘ഁା௘షഁଶ ሻ ൌ 

         ൌ ௘ሺഀశഁሻା௘షሺഀశഁሻଶ ൅ ߜ ௘ሺഀశഁሻି௘షሺഀశഁሻଶ ൌ coshሺߙ ൅ ሻߚ ൅ ߜ sinhሺ ߙ ൅  ሻߚ

olup |ܤܣ|ଵ ൌ 1’ dir. 

Şimdi ise, coshሺ ߙ ൅ ሻߚ ൒ 1 olduğunu gösterelim. coshሺ ߙ ൅ ሻߚ ൌ ௘ሺഀశഁሻା௘షሺഀశഁሻଶ ൌ ௘మሺഀశഁሻାଵ௘ഀశഁ ’ dir. Ancak  ݁ଶሺఈାఉሻ ൅ 1 ൒ 2݁ఈାఉ  ฺ ݁ଶሺఈାఉሻ െ 2݁ఈାఉ ൅ 1 ൒ 0 ฺ ሺ݁ఈାఉ െ 1ሻଶ ൒ 0 olup coshሺߙ ൅ ሻߚ ൒ 1’dir. Böylece ܤܣ א ܣ׊ (ሻ’ dir. ૛ܪሺܮ א ܣ ሻ alalım öyle kiܪሺܮ ൌ ܽ ൅ ܾߜ א ଵିܣ .ሻ olsunܪሺܮ א  ሻ olduğunuܪሺܮ

göstermek istiyoruz. Bunun için ିܣଵ א ܣ                  ,ሻ olduğunu göstermek yeter. Buradanܪሺܮ ൌ ܽ ൅ ܾߜ א ሻܪሺܮ ฺ ଵ|ܣ| ൌ 1, ܽ ൒ 1’ dir. ିܣଵ ൌ ݔ ൅ ଵିܣܣ                        ,ile gösterirsek, buradan ݕߜ ൌ ܫ ฺ ሺܽ ൅ ݔሻሺܾߜ ൅ ሻݕߜ ൌ 1 ฺ ሺܽݔ ൅ ݕܾ ൅ ݕሺܽߜ ൅ ሻݔܾ ൌ 1 hiperbolik sayıların 

eşitliğinden ܽݔ ൅ ݕܾ ൌ 1 veya ܽݕ ൅ ݔܾ ൌ 0 bulunur. Bu iki denklem taraf tarafa 

toplanırsa ݔሺܽ ൅ ܾሻ ൅ ሺܽݕ ൅ ܾሻ ൌ 1 ฺ ሺܽ ൅ ܾሻሺݔ ൅ ሻݕ ൌ 1 ฺ ݔ ൅ ݕ ൌ ଵ௔ା௕ bulunur ve ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 olduğundan |ܽ| ് |ܾ| dir. Dolayısıyla ିܣଵ א ԯ mevcuttur. |ିܣଵ|ଵ ൌ 1, ݔ ൒ 1 

olduğunu gösterirsek ିܣଵ א ሻ olur. ሺܽܪሺܮ ൅ ݔሻሺܾߜ ൅ ሻݕߜ ൌ 1 her iki tarafın mutlak değeri alınırsa |ሺܽ ൅ ݔሻሺܾߜ ൅ ሻ|ଵݕߜ ൌ |1|ଵ ฺ |ܽ ൅ ݔ|ଵ|ܾߜ ൅ ଵ|ݕߜ ൌ 1 ฺ ሺܽଶ െ ܾଶሻሺݔଶ െ ଶሻݕ ൌ 1 ଶݔฺ െ ଶݕ ൌ 1 olur. Dolayısıyla |ିܣଵ|ଵ ൌ 1 dir. ݔଶ െ ଶݕ ൌ 1 ଶݔ ฺ ൌ ଶݕ ൅ 1 olduğundan ݔ ൒ 1dir. Buradan ିܣଵ א  ז.ሻ dırܪሺܮ

Not: Bu Önermenin ispatı [11]’ de hiperbolik fonksiyonların matris gösterimi ifadesi  

kullanılarak verildi. 

 

2.2. Hiperbolik Sayılarda 1. tip ve 2. tip Mutlak Değerler  

 

Tanım 19 [3,5,6,7,10]: ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ԯ hiperbolik sayıların bütününe hiperbolik 

düzlem denir. Her bir ሺܽ, ܾሻ ikilisine hiperbolik düzlemin bir noktası veya hiperbolik sayı 

denir. 

 

Tanım 20 [3,6,7]: ܽଶ െ ܾଶ reel sayısına ܣ ൌ ܽ ൅  hiperbolik sayısının 1. Tip ܾߜ
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 mutlak değeri denir ve |ܣ|ଵ ൌ |ܽ ൅ ଵ|ܣ|                        ଵ şeklinde gösterilir. Şu halde|ܾߜ ൌ |ܽ ൅ ଵ|ܾߜ ൌ ܽଶ െ ܾଶ olur. 

 

Teorem 8: ܣ׊ א ԯ için |ܣ|ଵ ൌ |ܽ ൅ ଵ|ܾߜ ൌ 0 ฻ |ܽ| ൌ |ܾ|’ dir. 

İspat: ሺฺሻ    |ܣ|ଵ ൌ 0 ฺ |ܽ ൅ ଵ|ܾߜ ൌ 0 ฺ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 0 ฺ ܽଶ ൌ ܾଶ ฺ |ܽ| ൌ |ܾ| ሺูሻ |ܽ| ൌ |ܾ| ฺ ܽଶ ൌ ܾଶ ฺ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 0 ฺ |ܽ ൅ ଵ|ܾߜ ൌ 0 ฺ ଵ|ܣ| ൌ 0 dır. ז 

 

Teorem 9: ܣ׊, ܤ א ԯ için |ܤܣ|ଵ ൌ  .ଵ eşitliği sağlanır|ܤ|ଵ|ܣ|

İspat: ܣ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܤ ൌ ܿ ൅ ,ܽ ve ݀ߜ ܾ, ܿ, ݀ א Թ olsun |ܤܣ|ଵ ൌ |ሺܽ ൅ ሻሺܾܿߜ ൅ ሻ|ଵ݀ߜ ൌ |ܽܿ ൅ ܾ݀ ൅ ሺܽ݀ߜ ൅ ܾ݀ሻ|ଵ ൌ                                                                                   ൌ ሺܽܿ ൅ ܾ݀ሻଶ െ ሺܽ݀ ൅ ܾܿሻଶ ൌ                                                                                                                  ൌ ሺܽܿሻଶ ൅ 2ܾܽܿ݀ ൅ ሺܾ݀ሻଶ െ ሺܽ݀ሻଶ െ 2ܾܽ݀ܿ െ ሺܾܿሻଶ ൌ                                                                              ൌ ሺܽܿሻଶ ൅ ሺܾ݀ሻଶ െ ሺܽ݀ሻଶ െ ሺܾܿሻଶ                                                                                    |ܣ|ଵ|ܤ|ଵ ൌ |ܽ ൅ ܿ|ଵ|ܾߜ ൅ ଵ|݀ߜ ൌ ሺܽଶ െ ܾଶሻሺܿଶ െ ݀ଶሻ ൌ                                                                                         ൌ ሺܽܿሻଶ ൅ ሺܾ݀ሻଶ െ ሺܽ݀ሻଶ െ ሺܾܿሻଶ,                                                                                               

Bu eşitlik den gözüküyor ki |ܤܣ|ଵ ൌ  ז .ଵ eşitliği mevcuttur|ܤ|ଵ|ܣ|

 

Teorem 10: ܣ׊, ܤ א ԯ, ܤ ൌ ܿ ൅ |ܿ| ve ݀ߜ ് |݀| için ቚ஺஻ቚଵ ൌ |஺|భ|஻|భ eşitliği sağlanır. 

İspat: ቚ஺஻ቚଵ ଵ|ܤ| ൌ ቚ஺஻஻ ቚଵ ൌ ଵ|ܤଵିܤܣ| ൌ |ܣ|ଵ ฺ  ቚ஺஻ቚଵ ଵ|ܤ| ൌ  ଵ’e|ܤ| ଵ her iki tarafı|ܣ|

bölersek  ቚ஺஻ቚଵ ൌ |஺|భ|஻|భ  eşitliği bulunur. ז 

 

Tanım 21 [3,6,7]: ඥ|ܽଶ െ ܾଶ| reel sayısına ܣ ൌ ܽ ൅  hiperbolik sayısının 2. tip ܾߜ

mutlak değeri denir ve |ܣ|ଶ ൌ |ܽ ൅ ଶ|ܣ|                        ଶ şeklinde gösterilir. Şu halde|ܾߜ ൌ |ܽ ൅ ଶ|ܾߜ ൌ ඥ|ܽଶ െ ܾଶ| olur. 

 

Teorem 11: ܣ׊ א ԯ için |ܣ|ଶ ൌ |ܽ ൅ ଶ|ܾߜ ൌ 0 ฻ |ܽ| ൌ |ܾ|’ dir. 

İspat: ሺฺሻ|ܣ|ଶ ൌ 0 ฺ |ܽ ൅ ଶ|ܾߜ ൌ 0 ฺ ඥ|ܽଶ െ ܾଶ| ൌ 0 ฺ |ܽଶ െ ܾଶ| ൌ 0 ฺܽଶ െ ܾଶ ൌ 0 ฺ ܽଶ ൌ ܾଶ ฺ |ܽ| ൌ |ܾ| ሺูሻ |ܽ| ൌ |ܾ| ฺ ܽଶ ൌ ܾଶ ฺ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 0 ฺ |ܽଶ െ ܾଶ| ൌ 0 ฺ ඥ|ܽଶ െ ܾଶ| ൌ0 ฺ |ܽ ൅ ଶ|ܾߜ ൌ 0 ฺ ଶ|ܣ| ൌ 0 dır. ז 
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Teorem 12: ܣ׊, ܤ א ԯ için |ܤܣ|ଶ ൌ  .ଶ eşitliği sağlanır|ܤ|ଶ|ܣ|

İspat: ܣ ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܤ ൌ ܿ ൅ ,ܽ ve ݀ߜ ܾ, ܿ, ݀ א Թ olsun. |ܤܣ|ଶ ൌ |ሺܽ ൅ ሻሺܾܿߜ ൅ ሻ|ଶ݀ߜ ൌ |ܽܿ ൅ ܾ݀ ൅ ሺܽ݀ߜ ൅ ܾ݀ሻ|ଶ ൌ              ൌ ඥ|ሺܽܿ ൅ ܾ݀ሻଶ െ ሺܽ݀ ൅ ܾܿሻଶ| ൌ               ൌ ඥ|ሺܽܿሻଶ ൅ 2ܾܽܿ݀ ൅ ሺܾ݀ሻଶ െ ሺܽ݀ሻଶ െ 2ܾܽ݀ܿ െ ሺܾܿሻଶ| ൌ                                       ൌ ඥ|ሺܽܿሻଶ ൅ ሺܾ݀ሻଶ െ ሺܽ݀ሻଶ െ ሺܾܿሻଶ|                                                                     |ܣ|ଶ|ܤ|ଶ ൌ ඥ|ሺܽଶ െ ܾଶሻ|ඥ|ሺܿଶ െ ݀ଶሻ| ൌ ඥ|ሺܽଶ െ ܾଶሻሺܿଶ െ ݀ଶሻ| ൌ                                    ൌ ඥ|ሺܽܿሻଶ ൅ ሺܾ݀ሻଶ െ ሺܽ݀ሻଶ െ ሺܾܿሻଶ|                                                                                     
Bu eşitlik den gözüküyor ki |ܤܣ|ଶ ൌ  ז .ଶ eşitliği mevcuttur|ܤ|ଶ|ܣ|

 

Teorem 13: ܣ׊, ܤ א ԯ, ܤ ൌ ܿ ൅ |ܿ| ve ݀ߜ ് |݀| için ቚ஺஻ቚଶ ൌ |஺|మ|஻|మ eşitliği sağlanır. 

İspat: ቚ஺஻ቚଶ ଶ|ܤ| ൌ ቚ஺஻஻ ቚଶ ൌ ଶ|ܤଵିܤܣ| ൌ |ܣ|ଶ ฺ  ቚ஺஻ቚଶ ଶ|ܤ| ൌ ଶ’e bölersek  ቚ஺஻ቚଶ|ܤ| ଶ her iki tarafı|ܣ| ൌ |஺|మ|஻|మ  eşitliği bulunur. ז 

ܣ  א ԯ ve |ܣ|ଵ ൌ 1 koşulunu sağlayan elemanların kümesini ܤሺܪሻଵ ile gösterelim. 

Teorem 14: ܤሺܪሻ૚ ൌ ሼܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ԯ: |ܣ|ଵ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1ሽ, ·, işlemine göre 

değişmeli gruptur. 

İspat: 1) Kapalılık: ܣ׊, ܤ א ԯ, ଵ|ܣ| ൌ 1, ଵ|ܤ| ൌ 1 için ܤܣ א ଵ|ܤܣ|                        .ሻଵ olduğunu gösterelimܪሺܤ ൌ ଵ|ܤ|ଵ|ܣ| ൌ 1 olduğundan ܤܣ א  ሻଵ için de birleşmeܪሺܤ ሻଵ dir. ૛ሻ Birleşme özelliği: ԯ’ ın tüm elemanları için birleşme özelliği var olduğundanܪሺܤ

özelliği vardır. ૜ሻ Değişme özelliği: ԯ’ ın tüm elemanları için değişme özelliği var olduğundan ܤሺܪሻଵ için de değişme 

özelliği vardır. ૝ሻ Birim eleman: 1׌ א ԯ öyle ki |1 ൅ ଵ|0ߜ ൌ 1ଶ െ 0ଶ ൌ 1 olduğundan 1 א ܣ :ሻଵ dir. ૞ሻ Ters elemanܪሺܤ א ,ሻଵܪሺܤ ଵ|ܣ| ൌ 1 için ܺܣ ൌ 1 olacak şekilde ܺ א   ሻଵ’ nin var olduğunuܪሺܤ
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gösterelim. ܣ א ଵ|ܣ| ሻଵ olduğundanܪሺܤ ൌ 1 ฺ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 ฺ ܽଶ ് ܾଶ ฺ |ܽ| ് |ܾ| 
dir. Dolayısıyla ܺܣ ൌ 1 olacak şekilde ܺ א ԯ vardır. Şimdide ܺ א ሻଵ olması için             |ܺ|ଵܪሺܤ ൌ 1 olduğunu gösterelim. ܺܣ ൌ 1 ise her iki tarafın mutlak değeri alınırsa|ܺܣ|ଵ ൌ |1|ଵ ଵ|ܺ|ଵ|ܣ| ฺ ൌ 1 ve  |ܣ|ଵ ൌ 1 olduğundan |ܺ|ଵ ൌ 1 bulunur. Dolayısıyla ܺ א  ז .ሻଵ dirܪሺܤ

ܣ  א ԯ ve |ܣ|ଶ ൌ 1 koşulunu sağlayan elemanların kümesini ܤሺܪሻଶ ile gösterelim. 

Teorem 15: ܤሺܪሻ૛ ൌ ቄܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ԯ: |ܣ|ଶ ൌ ඥ|ܽଶ െ ܾଶ| ൌ 1ቅ, ·, işlemine göre 

değişmeli gruptur. 

İspat: 1) Kapalılık: ܣ׊, ܤ א ԯ, ଶ|ܣ| ൌ 1, ଶ|ܤ| ൌ 1 için ܤܣ א ଶ|ܤܣ|                .ሻଶ olduğunu gösterelimܪሺܤ ൌ ଶ|ܤ|ଶ|ܣ| ൌ 1 olduğundan ܤܣ א  ሻଶ için de birleşmeܪሺܤ ሻଶ dir. ૛ሻ Birleşme özelliği: ԯ’ ın tüm elemanları için birleşme özelliği var olduğundanܪሺܤ

özelliği vardır. ૜ሻ Değişme özelliği: ԯ’ ın tüm elemanları için değişme özelliği var olduğundan ܤሺܪሻଶ için de değişme 

özelliği vardır. ૝ሻ Birim eleman: 1׌ א ԯ öyle ki |1 ൅ ଶ|0ߜ ൌ ඥ|1ଶ െ 0ଶ| ൌ 1 olduğundan 1 א ܣ :ሻଶ dir. ૞ሻ Ters elemanܪሺܤ א ,ሻଶܪሺܤ ଶ|ܣ| ൌ 1 için ܺܣ ൌ 1 olacak şekilde ܺ א  ሻଶ’ nın var olduğunuܪሺܤ

gösterelim. ܣ א ଶ|ܣ| ሻଶ olduğundanܪሺܤ ൌ 1 ฺ ඥ|ܽଶ െ ܾଶ| ൌ 1 ฺ ܽଶ ് ܾଶ ฺ |ܽ| ്|ܾ| dir. Önerme 20’ ye göre  ܺܣ ൌ 1 olacak şekilde ܺ א ԯ vardır. Şimdide ܺ א  ሻଶܪሺܤ

olması için |ܺ|ଶ ൌ 1 olduğunu gösterelim. ܺܣ ൌ 1 ise her iki tarafın mutlak değeri alınırsa|ܺܣ|ଶ ൌ |1|ଶ ଶ|ܺ|ଶ|ܣ| ฺ ൌ 1 ve  |ܣ|ଶ ൌ 1 olduğundan |ܺ|ଶ ൌ 1 bulunur. Dolayısıyla ܺ א  ז .ሻଶ dirܪሺܤ

 

Önerme 21: ܤሺܪሻଵ ؿ ,ሻଵܪሺܤ ,ሻଶܪሺܤ ሻଵܪሺܤ ሻଶ’ nin alt grubudur veܪሺܤ ്  ሻଶܪሺܤ

dir. 

İspat: ܣ׊ א ܣ  ሻଵ içinܪሺܤ א  .ሻଶ olduğunu gösterelimܪሺܤ
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ܣ א ܣ ሻଵ olduğundanܪሺܤ ൌ ܽ ൅ ଵ|ܣ| için ܾߜ ൌ 1 ฺ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 her iki tarafın 

mutlak değeri alınırsa |ܽଶ െ ܾଶ| ൌ |1| ฺ |ܽଶ െ ܾଶ| ൌ 1 ฺ ඥ|ܽଶ െ ܾଶ| ൌ 1 ฺ ଶ|ܣ| ൌ 1 

bulunur. Dolayısıyla ܣ׊ א ܣ  ሻଵ içinܪሺܤ א ,ሻଵܪሺܤ .ሻଶ olurܪሺܤ ሻଵܪሺܤ .ሻଶ’nin alt grubu olurܪሺܤ ് ܣ ሻଶ  olduğunu bir örnekle gösterelimܪሺܤ ൌ 2 ൅ olarak alalım 2ଶ ߜ5√ െ √5ଶ ൌ 4 െ 5 ൌ െ1 bulunur. Tanımlardan ܣ א ܣ ,ሻଶܪሺܤ ב  ሻଵ dir.  Buradanܪሺܤ

görülüyor ki ܤሺܪሻଵ ്  ז .ሻଶ dirܪሺܤ

 

Önerme 22: כܪ ൌ ሼܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ԯ: ܽଶ െ ܾଶ ് 0ሽ, ·, işlemine göre değişmeli 

gruptur. 

İspat: 1) Kapalılık: ܣ׊ ൌ ሺܽ, ܾሻ, ܤ ൌ ሺܿ, ݀ሻ א ԯ, ܽଶ െ ܾଶ ് 0, ܿଶ െ ݀ଶ ് 0 için ܤܣ א  olduğunu כܪ

gösterelim. ܤܣ ൌ ሺܽଶ െ ܾଶሻሺܿଶ െ ݀ଶሻ ് 0 olduğundan ܤܣ א  için de birleşme כܪ dır. ૛ሻ Birleşme özelliği: ԯ’ ın tüm elemanları için birleşme özelliği var olduğundan כܪ

özelliği vardır. ૜ሻ Değişme özelliği: ԯ’ ın tüm elemanları için değişme özelliği var olduğundan כܪ için de değişme 

özelliği vardır. ૝ሻ Birim eleman: 1׌ א ԯ öyle ki 1ଶ െ 0ଶ ് 0 olduğundan 1 א ܣ :dır. ૞ሻ Ters eleman כܪ  א ,כܪ  ܽଶ െ ܾଶ ് 0 için ܺܣ ൌ 1 olacak şekilde ܺ  nın var olduğunu ’כܪ א

gösterelim. ܣ א olduğundan ܽଶ  כܪ െ ܾଶ ് 0 ฺ ܽଶ ് ܾଶ ฺ |ܽ| ് |ܾ| dir. Önerme 20’ 

ye göre  ܺܣ ൌ 1 olacak şekilde ܺ א ԯ vardır. Şimdide ܺ ൌ ሺݔ, ሻݕ א ଶݔ olması için כܪ െ ଶݕ ് 0 olduğunu gösterelim. ܺܣ ൌ 1 ise her iki tarafın mutlak değeri alınırsaሺܽଶ െ ܾଶሻሺݔଶ െ ଶሻݕ ൌ 1 ve                        ܽଶ െ ܾଶ ് 0 olduğundan ݔଶ െ ଶݕ ് 0  bulunur. Dolayısıyla ܺ א  ז .dir כܪ

 

Not: ܤሺܪሻ૚ ؿ ,כܪ ሻ૛ܪሺܤ ؿ ,כܪ ሻܪሺܮ ؿ  .dır כܪ
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 ሻ૚ -Denklik Problemiࡴሺ࡮ .2.3

 

Tanım 22: ݄ଵ, ݄ଶ א ԯ olsun. Eğer ݄ଶ ൌ ݄݃ଵ olacak şekilde ݃ א ሻଵ’ e göre denk denir ve ݄ଵܪሺܤ ሻଵ varsa ݄ଵve ݄ଶ elemanlarıܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݄ଶ şeklinde gösterilir. 

 

Önerme 23: ݔ ஻ሺுሻభ~  .bağıntısı bir denklik bağıntısıdır ݕ

İspat: Denklik bağıntısı olduğunu göstermek için yansıyan, simetri ve geçişmenin 

var olduğunu göstermeliyiz. ܑ) Yansıyan: ݔ ஻ሺுሻభ~ ݔ olması için ݔ ൌ ݃ olacak şekilde ݔ݃ א ݃ .ሻଵ olduğu gösterilmeliܪሺܤ ൌ 1 

için ݔ ൌ ve |1|ଵ ݔ1 ൌ 1 olduğundan ݃ א ݔ                     ሻଵ dir. Buradan görülüyor kiܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݔ :dir. ܑܑ) Simetri ݔ ஻ሺுሻభ~ ݕ olsun. Göstermeliyiz ki ݕ ஻ሺுሻభ~ ݔ .dir ݔ ஻ሺுሻభ~ ݕ olduğundan ݕ ൌ ݃ olacak şekilde ݔ݃ א ଵ݃׌ .ሻଵvardırܪሺܤ א ݔ ሻଵ öyle kiܪሺܤ ൌ ݃ଵݕ dir. Bu ifadeyi ݕ ൌ ݕ de yerine yazarsak ’ݔ݃ ൌ ݃ሺ݃ଵݕሻ bulunur i)’ den                      ݃݃ଵ ൌ 1 ฺ ݃ଵ ൌ ݃ିଵ א ݕ ሻଵ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݔ :dir. ܑܑܑ) Geçişme ݔ ஻ሺுሻభ~ ݕ ve ݕ ஻ሺுሻభ~ ݔ olsun. Göstermeliyiz ki ݖ ஻ሺுሻభ~ ݔ .dir ݖ ஻ሺுሻభ~ ݕ olduğundan ݕ ൌ ݃ olacak şekilde ݔ݃ א ݕ  ሻଵ veܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݖ olduğundan ݖ ൌ ݃ଵݕ olacak şekilde ݃ଵ א ݖ .ሻଵvardırܪሺܤ ൌ ݃ଵݕ’de ݕ’ nin yerine ݕ ൌ ݖ yazılırsa ݔ݃ ൌ ݃ଵሺ݃ݔሻ elde edilir ve ݃, ݃ଵ א ሻଵ olduğundan ݃݃ଵܪሺܤ א ݔ ሻଵ dir. Dolayısıylaܪሺܤ ஻ሺுሻభ~  ז .dir ݖ

 

Önerme 24: ܣ, ܤ א ԯ ve ܣ ஻ሺுሻభ~ ଵ|ܣ| ise ܤ ൌ  .ଵ dir|ܤ|

İspat: ܣ ஻ሺுሻభ~ ݃׌ olsun. Bu taktirde ܤ א ܤ ሻଵ öyle kiܪሺܤ ൌ  dır. Her iki tarafın ܣ݃

mutlak değeri alınırsa |ܤ|ଵ ൌ ଵ|ܣ݃| ฺ ଵ|ܤ| ൌ |݃|ଵ|ܣ|ଵ ve ݃ א ሻଵ olduğundan |݃|ଵܪሺܤ ൌ 1 dir. Buradan |ܣ|ଵ ൌ  ז .ଵ dir|ܤ|

 

Önerme 25: ܣ, ܤ א ԯ, ଵ|ܣ| ് 0, ଵ|ܤ| ് 0 ve  |ܣ|ଵ ൌ ܣ ଵ ise|ܤ| ஻ሺுሻభ~  .dir ܤ
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İspat: |ܣ|ଵ ൌ ܣ ଵ olsun. Gösterilmeli ki|ܤ| ஻ሺுሻభ~ ,ܣ .dir ܤ ܤ א ԯ olduğundan ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ܤ ൌ ݖ ൅ ଵ|ܣ| .dir ݓߜ ൌ ଶݔ                        ଵ olduğundan|ܤ| െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݔ .ଶ dirݓ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ alalım. ݔ ൒ ܿ, ݔ ൑ െܿ, ݖ ൒ ܿ, ݖ ൑ െܿ 

durumları oluşur. ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ alalım. ݕ ൒ ܿ, ݕ ൑ െܿ, ݓ ൒ ܿ, ݓ ൑ െܿ 

durumları oluşur. ૚) ݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൒ ܿ için ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൒ ܿ için ܤ ൌ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh  ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ

ܤ  ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଵ vardırܪሺܤ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı ሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        ሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                       alırsak ߠ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. ሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଵ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݔ (dir. ૛ ܤ ൒ ܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൒ ܿ için ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൑ െܿ için ܤ ൌ െ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ                        .ሻଵ vardırܪሺܤ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı െሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                       െሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ െ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ െሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ െሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. െ ܤ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଵ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݔ (dir. ૜ ܤ ൑ െܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൑ െܿ için ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൒ ܿ için ܤ ൌ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א  .ሻଵ vardırܪሺܤ
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ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı െሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım. െሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ െ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ െ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ െ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. െሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଵ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݔ (dir. ૝ ܤ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൑ െܿ için ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൑ െܿ için ܤ ൌ െ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଵ vardırܪሺܤ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı ሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        ሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. ሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଵ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݕ (dir. ૞ ܤ ൒ ܿ, ݓ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൒ ܿ için ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ݓ ൒ ܿ için ܤ ൌ ߜ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଵ vardırܪሺܤ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı ሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        ሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. ሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଵ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݕ (dir. ૟ ܤ ൒ ܿ, ݓ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൒ ܿ için ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ   .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ݓ ൑ െܿ için ܤ ൌ െδcሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh  ሻ dır. Gösterilmeliߚ

ki ܤ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଵ vardırܪሺܤ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı െሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh  .ሻ çarpalımߚ
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 െሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െδcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh   ሻߚ

               ฺ െሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ െ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ െሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. െሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଵ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݕ (dir. ૠ ܤ ൑ െܿ, ݓ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൑ െܿ için ܣ ൌ െδcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ݓ ൒ ܿ için ܤ ൌ ߜ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଵ vardırܪሺܤ ൌ െ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı െሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        െሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ െ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ െ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ െ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. െ ܤ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଵ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݕ (dir. ૡ ܤ ൑ െܿ, ݓ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൑ െܿ için ܣ ൌ െδcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ   .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ݓ ൑ െܿ için ܤ ൌ െߜ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh  ሻ dır. Gösterilmeliߚ

ki ܤ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଵ vardırܪሺܤ ൌ െ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı ሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        ሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. ሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଵ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻభ~  ז .dir ܤ

 

Şimdi ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ܤ ൌ ݖ ൅ ଵ|ܣ| ve ݓߜ ൌ ଵ|ܤ| ൌ 0 olsun. |ܣ|ଵ ൌ 0 olduğundan ݔଶ െ ଶݕ ൌ 0 dır. Buradan ݔ ൌ ݔ veya ݕ ൌ െݕ dir. Benzer şekilde |ܤ|ଵ ൌ 0 olduğundan ݖ ൌ ݖ veya ݓ ൌ െݓ dur. Dolayısıyla |ܣ|ଵ ൌ ଵ|ܤ| ൌ 0 için şöyle dört durum vardır: ૚) ݔ ൌ ݖ ve ݕ ൌ ݔ (dir; ૛ ݓ ൌ െݕ ve ݖ ൌ െݓ dir; 
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૜) ݔ ൌ െݕ ve ݖ ൌ ݔ (dir; ૝ ݓ ൌ ݖ ve ݕ ൌ െݓ dir. 

Eğer ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ 0 ve ܤ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ് 0 ise, ܣ eleman ܤ’ ye ܤሺܪሻଵ denk olamaz. 

Benzer şekilde ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ് 0 ve ܤ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ 0 ise, ܣ eleman ܤ’ ye ܤሺܪሻଵ denk 

olamaz. 

Önerme 26: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ് 0, ܤ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ് 0 א ԯ, ଵ|ܣ| ൌ ଵ|ܤ| ൌ 0 olsun. Bu 

taktirde: ૚) ݔ ൌ ݖ ve ݕ ൌ ܣ ise ݓ ஻ሺுሻభ~ ݔ (dir. ૛ ܤ ൌ െݕ ve ݖ ൌ െݓ ise ܣ ஻ሺுሻభ~ ݔ (dir. ૜ ܤ ൌ െݕ ve ݖ ൌ ݔ (ሻଵ denk değildir. ૝ܪሺܤ ye ’ܤ eleman ܣ ise ݓ ൌ ݖ ve ݕ ൌ െݓ ise ܣ eleman ܤ’ ye ܤሺܪሻଵ denk değildir. 

İspat: |ܣ|ଵ ൌ ଵ|ܤ| ൌ 0 olduğundan ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ 0 dir. Buradan ݔ ൌ   ݕ

veya ݔ ൌ െݕ ve ݖ ൌ ݖ veya ݓ ൌ െݓ dır. ૚) ݔ ൌ ,ݕ ݖ ൌ ܣ ;ise ݓ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ ݔ ൅ ݔߜ ൌ ሺ1ݔ ൅ ܤ ሻ veߜ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ ݖ ൅ ݖߜ ൌ ሺ1ݖ ൅  .ሻ olurߜ

Göstermeliyiz ki  ܤ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ܤ .ሻଵ vardırܪሺܤ ൌ ܣ݃ ฺ ሺ1ݖ ൅ ሻߜ ൌ  ሺܿ ൅ ሺ1ݔሻ൫݀ߜ ൅ ሻ൯ߜ ฺ ሺ1ݖ ൅ ሻߜ ൌ ሺሺܿݔ ൅ ሻሺ1݀ߜ ൅ ฺ   ሻሻߜ ሺ1ݖ ൅ ሻߜ ൌ ൫ሺܿݔ ൅ ݀ሻ ൅ ሺܿߜ ൅ ݀ሻ൯ ฺ ሺ1ݖ ൅ ሻߜ ൌ ሺܿݔ ൅ ݀ሻሺ1 ൅ ݖ  ሻ eşitliğindenߜ ൌ ሺܿݔ ൅ ݀ሻ ve ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ሻଵ olduğundan ܿଶܪሺܤ െ ݀ଶ ൌ 1 dir. ܿ ൌ േ√1 ൅ ݀ଶ olur 

ve bunu denklemde yazarsak ݖ ൌ ൫േ√1ݔ ൅ ݀ଶ ൅ ݀൯ ฺ േ√1 ൅ ݀ଶ ൅ ݀ ൌ ௭௫ dir. 

 ௭௫ ൌ ݇ alalım. േ√1 ൅ ݀ଶ ൌ ݇ െ ݀’ da her iki tarafın karesi alınır ise                        1 ൅ ݀ଶ ൌ ݇ଶ െ 2݇݀ ൅ ݀ଶ ฺ 2݇݀ ൌ ݇ଶ െ 1 ฺ ݀ ൌ ௞మିଵଶ௞  bulunur. 

 Dolayısıyla ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ܣ  ሻଵ vardır veܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݔ (dir. ૛ ܤ ൌ െݕ, ݖ ൌ െݓ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ ݔ െ ݔߜ ൌ ሺ1ݔ െ ܤ ሻ veߜ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ ݖ െ ݖߜ ൌ ሺ1ݖ െ  .ሻ olurߜ

Göstermeliyiz ki  ܤ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ܤ .ሻଵ vardırܪሺܤ ൌ ܣ݃ ฺ ሺ1ݖ െ ሻߜ ൌ  ሺܿ ൅ ሺ1ݔሻ൫݀ߜ െ ሻ൯ߜ ฺ ሺ1ݖ െ ሻߜ ൌ ሺሺܿݔ ൅ ሻሺ1݀ߜ െ ฺ   ሻሻߜ ሺ1ݖ െ ሻߜ ൌ ൫ሺܿݔ ൅ ݀ሻ െ ሺܿߜ ൅ ݀ሻ൯ ฺ ሺ1ݖ െ ሻߜ ൌ ሺܿݔ ൅ ݀ሻሺ1 െ ݖ  ሻ eşitliğindenߜ ൌ ሺܿݔ ൅ ݀ሻ ve ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ሻଵ olduğundan ܿଶܪሺܤ െ ݀ଶ ൌ 1 dir. ܿ ൌ േ√1 ൅ ݀ଶ olur 

ve bunu denklemde yazarsak ݖ ൌ ൫േ√1ݔ ൅ ݀ଶ ൅ ݀൯ ฺ േ√1 ൅ ݀ଶ ൅ ݀ ൌ ௭௫ dir. 
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 ௭௫ ൌ ݇ alalım. േ√1 ൅ ݀ଶ ൌ ݇ െ ݀’ da her iki tarafın karesi alınır ise                        1 ൅ ݀ଶ ൌ ݇ଶ െ 2݇݀ ൅ ݀ଶ ฺ 2݇݀ ൌ ݇ଶ െ 1 ฺ ݀ ൌ ௞మିଵଶ௞  bulunur. 

 Dolayısıyla ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ܣ  ሻଵ vardır veܪሺܤ ஻ሺுሻభ~ ݔ (dir. ૜ ܤ ൌ െݕ, ݖ ൌ ܣ ;ise ݓ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ ݔ െ ݔߜ ൌ ሺ1ݔ െ ܤ ሻ veߜ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ ݖ ൅ ݖߜ ൌ ሺ1ݖ ൅ ܣ .ሻ olurߜ ് 0 ve ܤ ് 0 olduğundan ݔ ് 0 ve ݕ ് 0 dır. ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ve ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ 

idealler ve ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ת ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ ൌ ሼ0ሽ olduğundan ݖሺ1 ൅ ሻߜ ൌ݄ሺݔሺ1 െ ݄ ሻሻ olacak şekildeߜ א ݔ (ሻଵ denk değildir. ૝ܪሺܤ ye ’ܤ eleman ܣ ሻଵ mevcut değildir. Dolayısıylaܪሺܤ ൌ െݕ, ݖ ൌ ܣ ;ise ݓ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ ݔ ൅ ݔߜ ൌ ሺ1ݔ ൅ ܤ ሻ veߜ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ ݖ െ ݖߜ ൌ ሺ1ݖ െ  .ሻ olurߜ

ܣ  ് 0 ve ܤ ് 0 olduğundan ݔ ് 0 ve ݕ ് 0 dır. ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ve ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ 

idealler ve ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ת ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ ൌ ሼ0ሽ olduğundan ݖሺ1 െ ሻߜ ൌ݄ሺݔሺ1 ൅ ݄ ሻሻ olacak şekildeߜ א  ז .ሻଵ denk değildirܪሺܤ ye ’ܤ eleman ܣ ሻଵ mevcut değildir. Dolayısıylaܪሺܤ

Lemma 4: Keyfi ܿ א Թ için ܿ ஻ሺுሻభ~ ܿ denktir. 

İspat: Önerme 23’ den çıkıyor. ז  

Lemma 5: Keyfi ܿ א Թ için ܿ ஻ሺுሻభ~ െ ܿ denktir. 

İspat: ܿ ஻ሺுሻభ~ െ ܿ olması için െܿ ൌ ݃ܿ olacak şekilde ݃ א  ሻଵ olduğuܪሺܤ

gösterilmeli. ݃ ൌ െ1 için െܿ ൌ ሺെ1ሻܿ ve |െ1|ଵ ൌ 1 olduğundan ݃ א  ሻଵ dir. Buradanܪሺܤ

görülüyor ki ܿ ஻ሺுሻభ~ െ ܿ dir. ז 

 

Önerme 27: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ א ԯ, ଶݔ െ ଶݕ ൌ ݇, ݇ ൐ 0, ݇ א Թ olmak üzere ܣ ஻ሺுሻభ~ √݇ 

dır. 

İspat: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ א ԯ, ଶݔ െ ଶݕ ൌ ݇, ݇ ൐ 0, ݇ א Թ ve ܤ ൌ √݇ א ԯ elemanları için |ܣ|ଵ ൌ ଵ|ܤ| ൌ ݇ ് 0 olduğundan, Önerme 25’ e göre ܣ ஻ሺுሻభ~  ז .dir ܤ

Lemma 6: Keyfi ܿ א Թ için ܿߜ ஻ሺுሻభ~  .denktir ܿߜ

İspat: Önerme 23’ den çıkıyor. ז  

Lemma 7: Keyfi ܿ א Թ için ܿߜ ஻ሺுሻభ~ െ  .denktir ܿߜ

İspat: ܿߜ ஻ሺுሻభ~ െ ܿߜolması için െ ܿߜ ൌ ݃ሺܿߜሻ olacak şekilde ݃ א   ሻଵ olduğuܪሺܤ
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gösterilmeli. ݃ ൌ െ1 için െܿߜ ൌ ሺെ1ሻሺܿߜሻ ve |െ1|ଵ ൌ 1 olduğundan ݃ א  .ሻଵ dirܪሺܤ

Buradan görülüyor ki ܿߜ ஻ሺுሻభ~ െ  ז .dir ܿߜ

 

Önerme 28: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ א ԯ, ଶݔ െ ଶݕ ൌ ݇, ݇ ൏ 0, ݇ א Թ olmak üzere  ܣ ஻ሺுሻభ~  .ඥ|݇| dirߜ

İspat: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ א ԯ, ଶݔ െ ଶݕ ൌ ݇, ݇ ൏ 0, ݇ א Թ ve ܤ ൌ |݇|ඥߜ א ԯ elemanları 

için |ܣ|ଵ ൌ ଵ|ܤ| ൌ ݇ ് 0 olduğundan, Önerme 25’ e göre ܣ ஻ሺுሻభ~  ז .dir ܤ

Lemma 8: Keyfi ܿ ് 0 א Թ için ܿ eleman ܿߜ’ ye ܤሺܪሻଵ denk değildir. 

İspat: |ܿ|ଵ ൌ ܿଶ, |ܿߜ|ଵ ൌ െܿଶ, ܿ ് 0 için ܿଶ ് െܿଶ olduğundan Önerme 25’ e göre ܿ eleman ܿߜ’ ye ܤሺܪሻଵ denk değildir. ז 

Not: Bu denklik problemlerinin çözümü [11]’ de ܤሺܪሻଵ’ in izomorf olduğu    ܱܵሺ1,1ሻ’ in yörüngeleri kullanılarak verildi. Burada ise hiperbolik sayılar kullanıldı. 

 

Sonuç olarak  ܤሺܪሻଵ tüm yörüngelerini şu şekilde verebiliriz: ૚ሻ Keyfi ݇ ് 0, ݇ ൐ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇ሽ; ૛ሻ Keyfi ݇ ് 0, ݇ ൏ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇ሽ; ૜ሻ ݇ ൌ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇ሽ ฺ ሼݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔ ൌ ,ݕ ݔ ൌ ݕ ് 0ሽ; ૝ሻ ݇ ൌ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇ሽ ฺ ሼݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔ ൌ െݕ, ݔ ൌ െݕ ് 0ሽ; ૞) ሼሺ0,0ሻሽ; 

 

 ሻ -Denklik Problemiࡴሺࡸ .2.4

 

Tanım 23: ݄ଵ, ݄ଶ א ԯ olsun. Eğer ݄ଶ ൌ ݄݃ଵ olacak şekilde ݃ א  ሻ varsa ݄ଵve ݄ଶܪሺܮ

elemanları ܮሺܪሻ’ e göre denk denir ve ݄ଵ ௅ሺுሻ~ ݄ଶ şeklinde gösterilir. 

 

Önerme 29: ݔ ௅ሺுሻ~  .bağıntısı bir denklik bağıntısıdır ݕ

İspat: Denklik bağıntısı olduğunu göstermek için yansıyan, simetri ve geçişmenin 

var olduğunu göstermeliyiz. ܑ) Yansıyan: ݔ ௅ሺுሻ~ ݔ olması için ݔ ൌ ݃ olacak şekilde ݔ݃ א ݃ .ሻ vardırܪሺܮ ൌ 1 için ݔ ൌ   ,ݔ1
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|1|ଵ ൌ 1 ve 1 ൒ 1 olduğundan ݃ א ݔ ሻ dir. Buradan görülüyor kiܪሺܮ ௅ሺுሻ~ ݔ :dir. ܑܑ) Simetri ݔ ௅ሺுሻ~ ݕ olsun. Göstermeliyiz ki ݕ ௅ሺுሻ~ ݔ .dir ݔ ௅ሺுሻ~ ݕ olduğundan ݕ ൌ ݃ olacak şekilde ݔ݃ א ଵ݃׌ .ሻvardırܪሺܮ א ݔ ሻ öyle kiܪሺܮ ൌ ݃ଵݕ dir. Bu ifadeyi ݕ ൌ ݕ de yerine yazarsak ’ݔ݃ ൌ ݃ሺ݃ଵݕሻ bulunur i)’ den                   ݃݃ଵ ൌ 1 ฺ ݃ଵ ൌ ݃ିଵ א ݕ ሻ olduğundanܪሺܮ ௅ሺுሻ~ ݔ :dir. ܑܑܑ) Geçişme ݔ ௅ሺுሻ~ ݕ ve ݕ ௅ሺுሻ~ ݔ olsun. Göstermeliyiz ki ݖ ௅ሺுሻ~ ݔ .dir ݖ ௅ሺுሻ~ ݕ olduğundan ݕ ൌ ݃ olacak şekilde ݔ݃ א ݕ  ሻ veܪሺܮ ௅ሺுሻ~ ݖ olduğundan ݖ ൌ ݃ଵݕ olacak şekilde ݃ଵ א ݖ .ሻ vardırܪሺܮ ൌ ݃ଵݕ’de ݕ’ nin yerine ݕ ൌ ݖ yazılırsa ݔ݃ ൌ ݃ଵሺ݃ݔሻ elde edilir ve ݃, ݃ଵ א ሻ olduğundan ݃݃ଵܪሺܮ א ݔ ሻ dir. Dolayısıylaܪሺܮ ௅ሺுሻ~  ݖ

dir. ז 

 

Önerme 30: ܣ, ܤ א ԯ ve ܣ ௅ሺுሻ~ ଵ|ܣ| ise ܤ ൌ  .ଵ dir|ܤ|

İspat: ܣ ௅ሺுሻ~ ݃׌ olsun. Bu taktirde ܤ א ܤ ሻ öyle kiܪሺܮ ൌ  dır. Her iki tarafın ܣ݃

mutlak değeri alınırsa |ܤ|ଵ ൌ ଵ|ܣ݃| ฺ ଵ|ܤ| ൌ |݃|ଵ|ܣ|ଵ ve ݃ א ሻ olduğundan |݃|ଵܪሺܮ ൌ 1 dir. Buradan |ܣ|ଵ ൌ  ז .ଵ dir|ܤ|

ܣ  ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ܤ ൌ ݖ ൅ ݓߜ א ԯ, ଵ|ܣ| ് 0, ଵ|ܤ| ് 0 ve |ܣ|ଵ ൌ                 .ଵ olsun|ܤ|

Eğer ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ise dört durum vardır. ૚) ݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ, ૛) ݔ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿ, ૜) ݔ ൒ ܿ, ݖ ൑ െܿ, 4) ݔ ൑ െܿ, ݖ ൒ ܿ 

Eğer ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ise dört durumda burada vardır. ૞) ݕ ൒ ܿ, ݓ ൒ ܿ, ૟) ݕ ൑ െܿ, ݓ ൑ െܿ, ૠ) ݕ ൒ ܿ, ݓ ൑ െܿ, 8) ݕ ൑ െܿ, ݓ ൒ ܿ 

Bu sekiz durumun sadece dört tanesinde ܮሺܪሻ denklik vardır. Diğer dört durumda ܮሺܪሻ denklik yoktur. 

 

Önerme 31: ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ܤ ൌ ݖ ൅ ݓߜ א ԯ, ଵ|ܣ| ് 0, ଵ|ܤ| ് 0 olsun. Bu taktirde: ૚ሻ|ܣ|ଵ ൌ ,ଵ|ܤ| ଶݔ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ, ݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ ise, ܣ ௅ሺுሻ~ ଵ|ܣ|dir. ૛ሻ ܤ ൌ ,ଵ|ܤ| ଶݔ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ, ݔ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿ ise, ܣ ௅ሺுሻ~  ܤ

dir. 
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૜ሻ|ܣ|ଵ ൌ ,ଵ|ܤ| ଶݔ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ, ݕ ൒ ܿ, ݓ ൒ ܿ ise, ܣ ௅ሺுሻ~  ܤ

dir. ૝ሻ|ܣ|ଵ ൌ ,ଵ|ܤ| ଶݔ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ, ݕ ൑ െܿ, ݓ ൑ െܿ ise, ܣ ௅ሺுሻ~  .dir ܤ

İspat: ૚) ݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൒ ܿ için ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൒ ܿ için ܤ ൌ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻ vardırܪሺܮ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı ሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        ሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. |cosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ଵ| ߠ ൌ 1 ve cosh ߠ ൒ 1 olacak şekilde ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א  ሻܪሺܮ

olduğundan ܣ ௅ሺுሻ~ ݔ (dir. ૛ ܤ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൑ െܿ için ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൑ െܿ için ܤ ൌ െ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻ vardırܪሺܮ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı ሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        ሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. |cosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ଵ| ߠ ൌ 1 ve cosh ߠ ൒ 1 olacak şekilde ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א  ሻܪሺܮ

olduğundan ܣ ௅ሺுሻ~ ݕ (dir. ૜ ܤ ൒ ܿ, ݓ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൒ ܿ için ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ݓ ൒ ܿ için ܤ ൌ ߜ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ   .ሻ vardırܪሺܮ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı ሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh  .ሻ çarpalımߚ
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ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                       alırsak ߠ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. |cosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ଵ| ߠ ൌ 1 ve cosh ߠ ൒ 1 olacak şekilde ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א  ሻܪሺܮ

olduğundan ܣ ௅ሺுሻ~ ݕ (dir. ૝ ܤ ൑ െܿ, ݓ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൑ െܿ için ܣ ൌ െδcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ݓ ൑ െܿ için ܤ ൌ െߜ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh  ሻ dır. Gösterilmeliߚ

ki ܤ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻ vardırܪሺܮ ൌ െ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı ሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        ሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. |cosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ଵ| ߠ ൌ 1 ve cosh ߠ ൒ 1 olacak şekilde ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א  ሻܪሺܮ

olduğundan ܣ ௅ሺுሻ~  ז .dir ܤ

 

Eğer ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ 0 ve ܤ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ് 0 ise, ܣ eleman ܤ’ ye ܮሺܪሻ denk olamaz. 

Benzer şekilde ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ് 0 ve ܤ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ 0 ise, ܣ eleman ܤ’ ye ܮሺܪሻ denk 

olamaz. 

Önerme 32: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ് 0, ܤ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ് 0 א ԯ, ଵ|ܣ| ൌ ଵ|ܤ| ൌ 0 olsun. Bu 

takdirde: ૚) ݔ ൌ ݖ ve ݕ ൌ ܣ ise ݓ ௅ሺுሻ~ ݔ (dir. ૛ ܤ ൌ െݕ ve ݖ ൌ െݓ ise ܣ ௅ሺுሻ~ ݔ (dir. ૜ ܤ ൌ െݕ ve ݖ ൌ ݔ (ሻ denk değildir. ૝ܪሺܮ ye ’ܤ eleman ܣ ise ݓ ൌ ݖ ve ݕ ൌ െݓ ise ܣ eleman ܤ’ ye  ܮሺܪሻ denk değildir. 

İspat: |ܣ|ଵ ൌ ଵ|ܤ| ൌ 0 olduğundan ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ 0 dir. Buradan ݔ ൌ  ݕ

veya ݔ ൌ െݕ ve ݖ ൌ ݖ veya ݓ ൌ െݓ dır. ૚) ݔ ൌ ,ݕ ݖ ൌ ܣ ;ise ݓ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ ݔ ൅ ݔߜ ൌ ሺ1ݔ ൅ ܤ ሻ veߜ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ ݖ ൅ ݖߜ ൌ ሺ1ݖ ൅  .ሻ olurߜ
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Göstermeliyiz ki  ܤ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ܤ .ሻ vardırܪሺܮ ൌ ܣ݃ ฺ ሺ1ݖ ൅ ሻߜ ൌ  ሺܿ ൅ ሺ1ݔሻ൫݀ߜ ൅ ሻ൯ߜ ฺ ሺ1ݖ ൅ ሻߜ ൌ ሺሺܿݔ ൅ ሻሺ1݀ߜ ൅ ฺ   ሻሻߜ ሺ1ݖ ൅ ሻߜ ൌ ൫ሺܿݔ ൅ ݀ሻ ൅ ሺܿߜ ൅ ݀ሻ൯ ฺ ሺ1ݖ ൅ ሻߜ ൌ ሺܿݔ ൅ ݀ሻሺ1 ൅ ݖ  ሻ eşitliğindenߜ ൌ ሺܿݔ ൅ ݀ሻ ve ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ሻ olduğundan ܿଶܪሺܮ െ ݀ଶ ൌ 1 ve ܿ ൒ 1 dir. Buradan                     ܿ ൌ √1 ൅ ݀ଶ olur ve bunu denklemde yazarsak ݖ ൌ ൫√1ݔ ൅ ݀ଶ ൅ ݀൯ ฺ √1 ൅ ݀ଶ ൅ ݀ ൌ ௭௫ 

dir. ௭௫ ൌ ݇ alalım. √1 ൅ ݀ଶ ൌ ݇ െ ݀’ da her iki tarafın karesi alınır ise                        1 ൅ ݀ଶ ൌ ݇ଶ െ 2݇݀ ൅ ݀ଶ ฺ 2݇݀ ൌ ݇ଶ െ 1 ฺ ݀ ൌ ௞మିଵଶ௞  bulunur. 

 Dolayısıyla ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ܣ  ሻ vardır veܪሺܮ ௅ሺுሻ~ ݔ (dir. ૛ ܤ ൌ െݕ, ݖ ൌ െݓ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ ݔ െ ݔߜ ൌ ሺ1ݔ െ ܤ ሻ veߜ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ ݖ െ ݖߜ ൌ ሺ1ݖ െ  .ሻ olurߜ

Göstermeliyiz ki  ܤ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ܤ .ሻ vardırܪሺܮ ൌ ܣ݃ ฺ ሺ1ݖ െ ሻߜ ൌ  ሺܿ ൅ ሺ1ݔሻ൫݀ߜ െ ሻ൯ߜ ฺ ሺ1ݖ െ ሻߜ ൌ ሺሺܿݔ ൅ ሻሺ1݀ߜ െ   ሻሻߜ

  ฺ ሺ1ݖ െ ሻߜ ൌ ൫ሺܿݔ ൅ ݀ሻ െ ሺܿߜ ൅ ݀ሻ൯ ฺ ሺ1ݖ െ ሻߜ ൌ ሺܿݔ ൅ ݀ሻሺ1 െ ݖ  ሻ eşitliğindenߜ ൌ ሺܿݔ ൅ ݀ሻ ve ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ሻ olduğundan ܿଶܪሺܮ െ ݀ଶ ൌ 1 ve ܿ ൒ 1 dir. Buradan                     ܿ ൌ √1 ൅ ݀ଶ olur ve bunu denklemde yazarsak ݖ ൌ ൫√1ݔ ൅ ݀ଶ ൅ ݀൯ ฺ √1 ൅ ݀ଶ ൅ ݀ ൌ ௭௫  

dir. ௭௫ ൌ ݇ alalım. √1 ൅ ݀ଶ ൌ ݇ െ ݀ᇱ da her iki tarafın karesi alınır ise                        1 ൅ ݀ଶ ൌ ݇ଶ െ 2݇݀ ൅ ݀ଶ ฺ 2݇݀ ൌ ݇ଶ െ 1 ฺ ݀ ൌ ௞మିଵଶ௞  bulunur. 

 Dolayısıyla ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ܣ  ሻ vardır veܪሺܮ ௅ሺுሻ~ ݔ (dir. ૜ ܤ ൌ െݕ, ݖ ൌ ܣ ;ise ݓ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ ݔ െ ݔߜ ൌ ሺ1ݔ െ ܤ ሻ veߜ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ ݖ ൅ ݖߜ ൌ ሺ1ݖ ൅ ܣ .ሻ olurߜ ് 0 ve ܤ ് 0 olduğundan ݔ ് 0 ve ݕ ് 0 dır. ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ve ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ 

idealler ve ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ת ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ ൌ ሼ0ሽ olduğundan ݖሺ1 ൅ ሻߜ ൌ݄ሺݔሺ1 െ ݄ ሻሻ olacak şekildeߜ א  ሻܪሺܮ ye ’ܤ eleman ܣ ሻ mevcut değildir. Dolayısıylaܪሺܮ

denk değildir. ૝) ݔ ൌ െݕ, ݖ ൌ ܣ ;ise ݓ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ ݔ ൅ ݔߜ ൌ ሺ1ݔ ൅ ܤ ሻ veߜ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ ݖ െ ݖߜ ൌ ሺ1ݖ െ ܣ .ሻ olurߜ ് 0 ve ܤ ് 0 olduğundan ݔ ് 0 ve ݕ ് 0 dır. ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ve ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ 

idealler ve ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ת ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ ൌ ሼ0ሽ olduğundan ݖሺ1 െ ሻߜ ൌ݄ሺݔሺ1 ൅ ݄ ሻሻ olacak şekildeߜ א   ሻܪሺܮ ye ’ܤ eleman ܣ ሻ mevcut değildir. Dolayısıylaܪሺܮ
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denk değildir. 

Lemma 9: Keyfi ܿ א Թ için ܿ ௅ሺுሻ~ ܿ denktir. 

İspat: Önerme 29’ dan çıkıyor. ז 

Lemma 10: Keyfi ܿ א Թ için ܿ eleman – ܿ’ ye ܮሺܪሻ denk değildir. 

İspat: Farz edelim ki ܿ ௅ሺுሻ~ െ ܿ olsun. ܿ ௅ሺுሻ~ െ ܿ olduğundan െܿ ൌ ݃ܿ olacak şekilde ݃ א ሻ vardır. െܿܪሺܮ ൌ ݃ܿ ฺ ݃ ൌ െ1 dir. |െ1|ଵ ൌ 1 ve െ1 خ 1 olduğundan ݃ ב  ሻܪሺܮ

dir. Bu bir çelişkidir. Dolayısıyla ܿ eleman – ܿ’ ye ܮሺܪሻ denk değildir. ז 

 

Önerme 33: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ א ԯ, ଶݔ െ ଶݕ ൌ ݇, ݇ ൐ 0, ݇ א Թ olmak üzere ܣ ௅ሺுሻ~ √݇ dir. 

İspat: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ א ԯ, ଶݔ െ ଶݕ ൌ ݇, ݇ ൐ 0, ݇ א Թ ve ܤ ൌ √݇ א ԯ elemanları için |ܣ|ଵ ൌ ଵ|ܤ| ൌ ݇ ് 0 olduğundan, Önerme 30’ a göre ܣ ௅ሺுሻ~  ז .dir ܤ

Lemma 11: Keyfi ܿ א Թ için ܿߜ ௅ሺுሻ~  .denktir ܿߜ

İspat: Önerme 29’ dan çıkıyor. ז 

Lemma 12: Keyfi ܿ א Թ için ܿߜ eleman –  .ሻ denk değildirܪሺܮ ye ’ܿߜ

İspat: Farz edelim ki ܿߜ ௅ሺுሻ~ െ ܿߜ .olsun ܿߜ ௅ሺுሻ~ െ ܿߜolduğundan െ ܿߜ ൌ ݃ሺܿߜሻ 

olacak şekilde ݃ א ܿߜሻ vardır. െܪሺܮ ൌ ݃ሺܿߜሻ ฺ ݃ ൌ െ1 dir. |െ1|ଵ ൌ 1 ve െ1 خ 1 

olduğundan ݃ ב – eleman ܿߜ .ሻ dir. Bu bir çelişkidirܪሺܮ  ז .ሻ denk değildirܪሺܮ ye ’ܿߜ

Lemma 13: Keyfi ܿ ് 0 א Թ için ܿ eleman ܿߜ’ ye ܮሺܪሻ denk değildir. 

İspat: |ܿ|ଵ ൌ ܿଶ, |ܿߜ|ଵ ൌ െܿଶ, ܿ ് 0 için ܿଶ ് െܿଶ olduğundan Önerme 30’ a göre ܿ eleman ܿߜ’ ye ܮሺܪሻ denk değildir. ז 

 

Önerme 34: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ א ԯ, ଶݔ െ ଶݕ ൌ ݇, ݇ ൏ 0, ݇ א Թ olmak üzere ܣ ௅ሺுሻ~  |݇|ඥߜ
dir. 

İspat: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ א ԯ, ଶݔ െ ଶݕ ൌ ݇, ݇ ൏ 0, ݇ א Թ ve ܤ ൌ |݇|ඥߜ א ԯ elemanları 

için |ܣ|ଵ ൌ ଵ|ܤ| ൌ ݇ ് 0 olduğundan, Önerme 30’ a göre ܣ ௅ሺுሻ~  ז .dir ܤ

Not: Bu denklik problemlerinin çözümü [11]’ de ܮሺܪሻ’ in izomorf olduğu ܮ’ in 

yörüngeleri kullanılarak verildi. Burada ise hiperbolik sayılar kullanıldı. 

 

Sonuç olarak ܮሺܪሻ tüm yörüngelerini şu şekilde verebiliriz: ૚ሻ Keyfi ݇ ് 0, ݇ ൐ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇, ݔ ൐ 0ሽ; 
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૛ሻ Keyfi ݇ ് 0, ݇ ൐ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇, ݕ ൐ 0ሽ; ૜ሻ Keyfi ݇ ് 0, ݇ ൏ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇, ݔ ൏ 0ሽ; ૝ሻ Keyfi ݇ ് 0, ݇ ൏ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇, ݕ ൏ 0ሽ; ૞ሻ ݇ ൌ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇, ݔ ൐ 0ሽ ฺ ሼݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔ ൌ ,ݕ ݔ ൐ 0ሽ; ૟ሻ ݇ ൌ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇, ݔ ൏ 0ሽ ฺ ሼݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔ ൌ ,ݕ ݔ ൏ 0ሽ; ૠሻ ݇ ൌ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇, ݕ ൐ 0ሽ ฺ ሼݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔ ൌ െݕ, ݕ ൐ 0ሽ; ૡሻ ݇ ൌ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇, ݕ ൏ 0ሽ ฺ ሼݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔ ൌ െݕ, ݕ ൏ 0ሽ; ૢ) ሼሺ0,0ሻሽ; 

 

 ሻ૛ -Denklik Problemiࡴሺ࡮ .2.5

 

Tanım 24: ݄ଵ, ݄ଶ א ԯ olsun. Eğer ݄ଶ ൌ ݄݃ଵ olacak şekilde ݃ א ሻଶ’ e göre denk denir ve ݄ଵܪሺܤ ሻଶ varsa ݄ଵve ݄ଶ elemanlarıܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݄ଶ şeklinde gösterilir. 

Önerme 35: ݔ ஻ሺுሻమ~  .bağıntısı bir denklik bağıntısıdır ݕ

İspat: Denklik bağıntısı olduğunu göstermek için yansıyan, simetri ve geçişmenin 

var olduğunu göstermeliyiz. ܑ) Yansıyan: ݔ ஻ሺுሻమ~ ݔ olması için ݔ ൌ ݃ olacak şekilde ݔ݃ א ݃ .ሻଶ olduğu gösterilmeliܪሺܤ ൌ 1 

için ݔ ൌ ve |1|ଶ ݔ1 ൌ 1 olduğundan ݃ א ݔ                     ሻଶ dir. Buradan görülüyor kiܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݔ :dir. ܑܑ) Simetri ݔ ஻ሺுሻమ~ ݕ olsun. Göstermeliyiz ki ݕ ஻ሺுሻమ~ ݔ .dir ݔ ஻ሺுሻమ~ ݕ olduğundan ݕ ൌ ݃ olacak şekilde ݔ݃ א ଵ݃׌ .ሻଶvardırܪሺܤ א ݔ ሻଶ öyle kiܪሺܤ ൌ ݃ଵݕ dir. Bu ifadeyi ݕ ൌ ݕ de yerine yazarsak ’ݔ݃ ൌ ݃ሺ݃ଵݕሻ bulunur i)’ den                     ݃݃ଵ ൌ 1 ฺ ݃ଵ ൌ ݃ିଵ א ݕ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݔ :dir. ܑܑܑ) Geçişme ݔ ஻ሺுሻమ~ ݕ ve ݕ ஻ሺுሻమ~ ݔ olsun. Göstermeliyiz ki ݖ ஻ሺுሻమ~ ݔ .dir ݖ ஻ሺுሻమ~ ݕ olduğundan ݕ ൌ ݃ olacak şekilde ݔ݃ א ݕ  ሻଶ veܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݖ olduğundan ݖ ൌ ݃ଵݕ olacak şekilde ݃ଵ א ݖ .ሻଶvardırܪሺܤ ൌ ݃ଵݕ’de ݕ’ nin yerine ݕ ൌ ݖ yazılırsa ݔ݃ ൌ ݃ଵሺ݃ݔሻ elde edilir ve ݃, ݃ଵ א ሻଶ olduğundan ݃݃ଵܪሺܤ א   .ሻଶ dirܪሺܤ
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Dolayısıyla ݔ ஻ሺுሻమ~  ז .dir ݖ

 

Önerme 36: ܣ, ܤ א ԯ ve ܣ ஻ሺுሻమ~ ଶ|ܣ| ise ܤ ൌ  .ଶ dir|ܤ|

İspat: ܣ ஻ሺுሻమ~ ݃׌ olsun. Bu taktirde ܤ א ܤ ሻଶ öyle kiܪሺܤ ൌ  dır. Her iki tarafın ܣ݃

mutlak değeri alınırsa |ܤ|ଶ ൌ ଶ|ܣ݃| ฺ ଶ|ܤ| ൌ |݃|ଶ|ܣ|ଶ ve ݃ א ሻଶ olduğundan |݃|ଶܪሺܤ ൌ 1 dir. Buradan |ܣ|ଶ ൌ  ז .ଶ dir|ܤ|

 

Önerme 37: ܣ, ܤ א ԯ, ଶ|ܣ| ് 0, ଶ|ܤ| ് 0 ve |ܣ|ଶ ൌ ܣ ଶ ise|ܤ| ஻ሺுሻమ~  .dir ܤ

İspat: |ܣ|ଶ ൌ ܣ ଶ olsun. Gösterilmeli ki|ܤ| ஻ሺுሻమ~ ,ܣ  .dir ܤ ܤ א ԯ olduğundan ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ܤ ൌ ݖ ൅ ଶ|ܣ| .dir ݓߜ ൌ ଶݔ|                        ଶ olduğundan|ܤ| െ |ଶݕ ൌ ଶݖ| െ ଶݔ| .ଶ| dirݓ െ |ଶݕ ൌ ଶݖ| െ |ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ alalım. ݔ ൒ ܿ, ݔ ൑ െܿ, ݖ ൒ ܿ, ݖ ൑ െܿ, ݕ ൒ ܿ, ݕ ൑ െܿ, ݓ ൒ ܿ, ݓ ൑ െܿ durumları oluşur. ૚) ݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൒ ܿ için ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൒ ܿ için ܤ ൌ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı ሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                       ሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. ሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݔ (dir. ૛ ܤ ൒ ܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൒ ܿ için ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൑ െܿ için ܤ ൌ െ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı െሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        െሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ െ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ െሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ  alırsak ߠ
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              ฺ െሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. െ ܤ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݔ (dir.    ૜ ܤ ൑ െܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൑ െܿ için ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൒ ܿ için ܤ ൌ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı െሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        െሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ െ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ െ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ െ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. െሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݔ (dir. ૝ ܤ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൑ െܿ için ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൑ െܿ için ܤ ൌ െ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı ሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        ሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. ሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݕ (dir. ૞ ܤ ൒ ܿ, ݓ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൒ ܿ için ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ݓ ൒ ܿ için ܤ ൌ ߜ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı ሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        ሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ  .bulunur ܤ
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ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݕ (dir. ૟ ܤ ൒ ܿ, ݓ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൒ ܿ için ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ      .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ݓ ൑ െܿ için ܤ ൌ െδcሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh  ሻ dır. Gösterilmeliߚ

ki ܤ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı െሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        െሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െδcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ െሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ െ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ െሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. െሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݕ (dir. ૠ ܤ ൑ െܿ, ݓ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൑ െܿ için ܣ ൌ െδcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ݓ ൒ ܿ için ܤ ൌ ߜ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ െ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı െሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        െሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ െ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ െ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ െ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. െ ܤ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݕ (dir. ૡ ܤ ൑ െܿ, ݓ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൑ െܿ için ܣ ൌ െδcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ݓ ൑ െܿ için ܤ ൌ െߜ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh  ሻ dır. Gösterilmeliߚ

ki ܤ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ െ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı ሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        ሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ ሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. ሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~  .dir ܤ
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ݔ (ૢ ൒ ܿ, ݓ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൒ ܿ için ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ݓ ൒ ܿ için ܤ ൌ δcሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ߜ ሻ her iki tarafıߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        δሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ δሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ δሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ δሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. δሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݔ (dir. ૚૙ ܤ ൒ ܿ, ݓ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൒ ܿ için ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ݓ ൑ െܿ için ܤ ൌ െߜ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh  ሻ dır. Gösterilmeliߚ

ki ܤ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı െδሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        െδሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െδcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ െߜ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ െδሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ െδሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ ߜbulunur. െ ܤ ሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݔ (dir. ૚૚ ܤ ൑ െܿ, ݓ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൑ െܿ için ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݓ ൒ ܿ için ܤ ൌ ߜ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı െδሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        െδሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ െߜ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ െ δሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ െ δሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. െδሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݔ (dir.    ૚૛ ܤ ൑ െܿ, ݓ ൑ െܿ ise; 
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ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ, ݔ ൑ െܿ için ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൑ െܿ için ܤ ൌ െ δcሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı δሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        δሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െδcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ δሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ δሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ δሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. δሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݕ (dir. ૚૜ ܤ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൒ ܿ için ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ     .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൒ ܿ için ܤ ൌ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ   .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı δሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        δሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ δሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ δሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ  alırsak ߠ

               ฺ δሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur.    δሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݕ (dir. ૚૝ ܤ ൒ ܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൒ ܿ için ܣ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൑ െܿ için ܤ ൌ െcሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı െδሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        െδሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ െδሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ െ δሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ െδሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. െδሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݕ (dir. ૚૞ ܤ ൑ െܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൑ െܿ için ܣ ൌ െδcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh  .ሻ dirߙ
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ܤ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൒ ܿ için ܤ ൌ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ െ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı െδሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        െδሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ െ δሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ െ δሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ െ δሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. െ ܤ δሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݕ (dir. ૚૟ ܤ ൑ െܿ, ݓ ൑ െܿ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ, ݕ ൑ െܿ için ܣ ൌ െδcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܤ .ሻ dirߙ ൌ ݖ ൅ ,ݓߜ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ݖ ൑ െܿ için ܤ ൌ െ cሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ܤ ሻ dır. Gösterilmeli kiߚ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ א ܣ .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ െ δcሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ her iki tarafı δሺcoshߙ ߚ ൅ ߜ sinh ሻ çarpalım.                        δሺcoshߚ ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ െ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻߙ ሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                    ሻߚ δሺcosh ߚ ൅ ߜ sinh ሻߚ ܣ ൌ ܤ ሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ฺ                                                                             ሻߙ δሺcoshሺߚ െ ሻߙ ൅ ߜ sinhሺߚ െ ሻሻߙ ܣ ൌ ߚ ve ܤ െ ߙ ൌ ฺ                                        alırsak ߠ δሺcosh ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ ܣ ൌ bulunur. δሺcosh ܤ ߠ ൅ ߜ sinh ሻߠ א ܣ ሻଶ olduğundanܪሺܤ ஻ሺுሻమ~  ז .dir ܤ

 

Şimdi ܣ ൌ ݔ ൅ ,ݕߜ ܤ ൌ ݖ ൅ ଶ|ܣ| ve ݓߜ ൌ ଶ|ܤ| ൌ 0 olsun. |ܣ|ଶ ൌ 0 olduğundan ඥ|ݔଶ െ |ଶݕ ൌ 0 ฺ ଶݔ െ ଶݕ ൌ 0 dır. Buradan ݔ ൌ ݔ veya ݕ ൌ െݕ dir. Benzer şekilde |ܤ|ଶ ൌ 0 olduğundan ݖ ൌ ݖ veya ݓ ൌ െݓ dur. Dolayısıyla |ܣ|ଶ ൌ ଶ|ܤ| ൌ 0 için şöyle 

dört durum vardır: ૚) ݔ ൌ ݖ ve ݕ ൌ ݔ (dir;   ૛ ݓ ൌ െݕ ve ݖ ൌ െݓ dir; ૜) ݔ ൌ െݕ ve ݖ ൌ ݔ (dir;    ૝ ݓ ൌ ݖ ve ݕ ൌ െݓ dir. 

Eğer ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ 0 ve ܤ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ് 0 ise, ܣ eleman ܤ’ ye ܤሺܪሻଶ denk olamaz. 

Benzer şekilde ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ് 0 ve ܤ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ 0 ise, ܣ eleman ܤ’ ye ܤሺܪሻଶ denk 

olamaz. 
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Önerme 38: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ് 0, ܤ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ് 0 א ԯ, ଶ|ܣ| ൌ ଶ|ܤ| ൌ 0 olsun. Bu 

taktirde: ૚) ݔ ൌ ݖ ve ݕ ൌ ܣ ise ݓ ஻ሺுሻమ~ ݔ (dir. ૛ ܤ ൌ െݕ ve ݖ ൌ െݓ ise ܣ ஻ሺுሻమ~ ݔ (dir. ૜ ܤ ൌ െݕ ve ݖ ൌ ݔ (ሻଶ denk değildir. ૝ܪሺܤ ye ’ܤ eleman ܣ ise ݓ ൌ ݖ ve ݕ ൌ െݓ ise ܣ eleman ܤ’ ye ܤሺܪሻଶ denk değildir. 

İspat: |ܣ|ଶ ൌ ଶ|ܤ| ൌ 0 olduğundan ඥ|ݔଶ െ |ଶݕ ൌ ඥ|ݖଶ െ |ଶݓ ൌ 0 dir. Buradan ݔ ൌ ݔ veya ݕ ൌ െݕ ve ݖ ൌ ݖ veya ݓ ൌ െݓ dır. ૚) ݔ ൌ ,ݕ ݖ ൌ ܣ ;ise ݓ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ ݔ ൅ ݔߜ ൌ ሺ1ݔ ൅ ܤ ሻ veߜ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ ݖ ൅ ݖߜ ൌ ሺ1ݖ ൅  .ሻ olurߜ

Göstermeliyiz ki  ܤ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ܤ                        .ሻଶ vardırܪሺܤ ൌ ܣ݃ ฺ ሺ1ݖ ൅ ሻߜ ൌ  ሺܿ ൅ ሺ1ݔሻ൫݀ߜ ൅ ሻ൯ߜ ฺ ሺ1ݖ ൅ ሻߜ ൌ ሺሺܿݔ ൅ ሻሺ1݀ߜ ൅ ฺ   ሻሻߜ ሺ1ݖ ൅ ሻߜ ൌ ൫ሺܿݔ ൅ ݀ሻ ൅ ሺܿߜ ൅ ݀ሻ൯ ฺ ሺ1ݖ ൅ ሻߜ ൌ ሺܿݔ ൅ ݀ሻሺ1 ൅ ݖ  ሻ eşitliğindenߜ ൌ ሺܿݔ ൅ ݀ሻ ve ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ሻଶ olduğundan ඥ|ܿଶܪሺܤ െ ݀ଶ| ൌ 1 ฺ ܿଶ െ ݀ଶ ൌ 1 veya ܿଶ െ ݀ଶ ൌ െ1 dir. ܿ ൌ േ√1 ൅ ݀ଶ’ yi alırsak ve bunu denklemde yazarsak                        ݖ ൌ ൫േ√1ݔ ൅ ݀ଶ ൅ ݀൯ ฺ േ√1 ൅ ݀ଶ ൅ ݀ ൌ ௭௫ dir. ௭௫ ൌ ݇ alalım. േ√1 ൅ ݀ଶ ൌ ݇ െ ݀’ da 

her iki tarafın karesi alınır ise 1 ൅ ݀ଶ ൌ ݇ଶ െ 2݇݀ ൅ ݀ଶ ฺ 2݇݀ ൌ ݇ଶ െ 1 ฺ ݀ ൌ ௞మିଵଶ௞  bulunur. 

 Dolayısıyla ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ܣ  ሻଶ vardır veܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݔ (dir. ૛ ܤ ൌ െݕ, ݖ ൌ െݓ ise; ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ ݔ െ ݔߜ ൌ ሺ1ݔ െ ܤ ሻ veߜ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ ݖ െ ݖߜ ൌ ሺ1ݖ െ  .ሻ olurߜ

Göstermeliyiz ki  ܤ ൌ ݃ olacak şekilde ܣ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ܤ                        .ሻଵ vardırܪሺܤ ൌ ܣ݃ ฺ ሺ1ݖ െ ሻߜ ൌ  ሺܿ ൅ ሺ1ݔሻ൫݀ߜ െ ሻ൯ߜ ฺ ሺ1ݖ െ ሻߜ ൌ ሺሺܿݔ ൅ ሻሺ1݀ߜ െ ฺ   ሻሻߜ ሺ1ݖ െ ሻߜ ൌ ൫ሺܿݔ ൅ ݀ሻ െ ሺܿߜ ൅ ݀ሻ൯ ฺ ሺ1ݖ െ ሻߜ ൌ ሺܿݔ ൅ ݀ሻሺ1 െ ݖ  ሻ eşitliğindenߜ ൌ ሺܿݔ ൅ ݀ሻ ve ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ሻଶ olduğundan ඥ|ܿଶܪሺܤ െ ݀ଶ| ൌ 1 ฺ ܿଶ െ ݀ଶ ൌ 1 veya ܿଶ െ ݀ଶ ൌ െ1 dir. ܿ ൌ േ√1 ൅ ݀ଶ’ yi alırsak ve bunu denklemde yazarsak                        ݖ ൌ ൫േ√1ݔ ൅ ݀ଶ ൅ ݀൯ ฺ േ√1 ൅ ݀ଶ ൅ ݀ ൌ ௭௫ dir. ௭௫ ൌ ݇ alalım. േ√1 ൅ ݀ଶ ൌ ݇ െ ݀’ da 

her iki tarafın karesi alınır ise 

 1 ൅ ݀ଶ ൌ ݇ଶ െ 2݇݀ ൅ ݀ଶ ฺ 2݇݀ ൌ ݇ଶ െ 1 ฺ ݀ ൌ ௞మିଵଶ௞  
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Dolayısıyla ݃ ൌ ܿ ൅ ݀ߜ א ܣ  ሻଶ vardır veܪሺܤ ஻ሺுሻమ~ ݔ (dir. ૜ ܤ ൌ െݕ, ݖ ൌ ܣ ;ise ݓ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ ݔ െ ݔߜ ൌ ሺ1ݔ െ ܤ ሻ veߜ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ ݖ ൅ ݖߜ ൌ ሺ1ݖ ൅ ܣ .ሻ olurߜ ് 0 ve ܤ ് 0 olduğundan ݔ ് 0 ve ݕ ് 0 dır. ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ve ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ 

idealler ve ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ת ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ ൌ ሼ0ሽ olduğundan ݖሺ1 ൅ ሻߜ ൌ݄ሺݔሺ1 െ ݄ ሻሻ olacak şekildeߜ א ݔ (ሻଶ denk değildir. ૝ܪሺܤ ye ’ܤ eleman ܣ ሻଶ mevcut değildir. Dolayısıylaܪሺܤ ൌ െݕ, ݖ ൌ ܣ ;ise ݓ ൌ ݔ ൅ ݕߜ ൌ ݔ ൅ ݔߜ ൌ ሺ1ݔ ൅ ܤ ሻ veߜ ൌ ݖ ൅ ݓߜ ൌ ݖ െ ݖߜ ൌ ሺ1ݖ െ ܣ .ሻ olurߜ ് 0 ve ܤ ് 0 olduğundan ݔ ് 0 ve ݕ ് 0 dır. ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ve ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ 

idealler ve ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ ת ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ ൌ ሼ0ሽ olduğundan ݖሺ1 െ ሻߜ ൌ݄ሺݔሺ1 ൅ ݄ ሻሻ olacak şekildeߜ א  ז .ሻଶ denk değildirܪሺܤ ye ’ܤ eleman ܣ ሻଶ mevcut değildir. Dolayısıylaܪሺܤ

Lemma 14: Keyfi ܿ א Թ için ܿ ஻ሺுሻమ~ ܿ denktir. 

İspat: Önerme 35’ den çıkıyor. ז 

 

Lemma 15: Keyfi ܿ א Թ için ܿ ஻ሺுሻమ~ െ ܿ denktir. 

İspat: ܿ ஻ሺுሻమ~ െ ܿ olması için െܿ ൌ ݃ܿ olacak şekilde ݃ א   ሻଶ olduğuܪሺܤ

gösterilmeli. ݃ ൌ െ1 için െܿ ൌ ሺെ1ሻܿ ve |െ1|ଶ ൌ 1 olduğundan ݃ א   .ሻଶ dirܪሺܤ

Buradan görülüyor ki ܿ ஻ሺுሻమ~ െ ܿ dir. ז 

 

Önerme 39: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ א ԯ, ଶݔ െ ଶݕ ൌ ݇, ݇ ൐ 0, ݇ א Թ olmak üzere ܣ ஻ሺுሻమ~ √݇ 

dır. 

İspat: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ א ԯ, ଶݔ െ ଶݕ ൌ ݇, ݇ ൐ 0, ݇ א Թ ve ܤ ൌ √݇ א ԯ elemanları için |ܣ|ଶ ൌ ଶ|ܤ| ൌ √݇ ് 0 olduğundan, Önerme 37’ ye göre ܣ ஻ሺுሻమ~  ז .dir ܤ

Lemma 16: Keyfi ܿ א Թ için ܿߜ ஻ሺுሻమ~  .denktir ܿߜ

İspat: Önerme 30’ dan çıkıyor. ז 

Lemma 17: Keyfi ܿ א Թ için ܿߜ ஻ሺுሻమ~ െ  .denktir ܿߜ

İspat: ܿߜ ஻ሺுሻమ~ െ ܿߜolması için െ ܿߜ ൌ ݃ሺܿߜሻ olacak şekilde ݃ א  ሻଶ olduğuܪሺܤ

gösterilmeli. ݃ ൌ െ1 için െܿߜ ൌ ሺെ1ሻܿߜ ve |െ1|ଶ ൌ 1 olduğundan ݃ א  .ሻଶ dirܪሺܤ
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Buradan görülüyor ki ܿߜ ஻ሺுሻమ~ െ  ז .dir ܿߜ

Lemma 18: ܿ א Թ için ܿ ஻ሺுሻమ~  .denktir ܿߜ

İspat: ܿ ஻ሺுሻమ~ ܿߜ olması için ܿߜ ൌ ݃ܿ olacak şekilde ݃ א ݃ .ሻଶ olduğu gösterilmeliܪሺܤ ൌ ܿߜ için ߜ ൌ ଶ|ߜ| ve ܿߜ ൌ 1 olduğundan ݃ א ܿ                     ሻଶ dir. Buradan görülüyor kiܪሺܤ ஻ሺுሻమ~   ז .dir ܿߜ

Lemma 19: ܿ א Թ için ܿ ஻ሺுሻమ~ െ  .denktir ܿߜ

İspat: ܿ ஻ሺுሻమ~ െ ܿߜolması için െ ܿߜ ൌ ݃ܿ olacak şekilde ݃ א  ሻଶ olduğuܪሺܤ

gösterilmeli. ݃ ൌ െߜ için െܿߜ ൌ െܿߜ ve |െߜ|ଶ ൌ 1 olduğundan ݃ א  ሻଶ dir. Buradanܪሺܤ

görülüyor ki ܿ ஻ሺுሻమ~ െ  ז .dir ܿߜ

 

Önerme 40: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ א ԯ,    ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇,    ݇ ൏ 0,    ݇ א Թ olmak üzere ܣ ஻ሺுሻమ~  .ඥ|݇| dirߜ

İspat: ܣ ൌ ݔ ൅ ݕߜ א ԯ, ଶݔ െ ଶݕ ൌ ݇, ݇ ൏ 0, ݇ א Թ ve ܤ ൌ |݇|ඥߜ א ԯ elemanları 

için |ܣ|ଶ ൌ ଶ|ܤ| ൌ ඥ|݇| ് 0 olduğundan, Önerme 37’ ye göre ܣ ஻ሺுሻమ~  ז .dir ܤ

 

Sonuç olarak  ܤሺܪሻଶ tüm yörüngelerini şu şekilde verebiliriz:   ૚ሻ Keyfi ݇ ് 0, ݇ ൐ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: |ݔଶ െ |ଶݕ ൌ ݇ሽ; ૛ሻ ݇ ൌ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇ሽ ฺ ሼݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔ ൌ ,ݕ ݔ ൌ ݕ ് 0ሽ; ૜ሻ ݇ ൌ 0 için { ݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇ሽ ฺ ሼݔ ൅ ݕߜ א ԯ: ݔ ൌ െݕ, ݔ ൌ െݕ ് 0ሽ; ૝) ሼሺ0,0ሻሽ; 

 

,ࡸ .2.6 ,ሻࡴሺࡸ ,ሻ૚ࡴሺ࡮ ,ሺ૚ࡻࡿ ૚ሻ, ,ሻ૛ࡴሺ࡮ ,ሺ૚ࡻ ૚ሻ Grupları Arasındaki Bağlantılar 

 

Önerme 41:  ݂: ሻଵܪሺܤ ื ܱܵሺ1,1ሻ dönüşümü ܣ ൌ ሺܽ ൅ ሻܾߜ א ሻܣሻଵ için               ݂ሺܪሺܤ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ olarak tanımlansın. Bu takdirde ݂, ܤሺܪሻଵ’ den ܱܵሺ1,1ሻ’ e grup 

izomorfizmasıdır.   

İspat: ܤሺܪሻ૚ ൌ ሼܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ԯ: |ܣ|ଵ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1ሽ grubu ve                        ܱܵሺ1,1ሻ ൌ ቄቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1ቅgrubu verilsin. ݂’ nin izomorfizma olduğunu 

göstermek için 1-1, örten ve ሺ൅ሻ, ሺ·ሻ işlemlerine göre homomorfizma olduğunu 
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göstermeliyiz. ݂,൅, işlemine göre homomorfizimdir: ܣ׊, ܤ א ܣሻ૚ için ݂ሺܪሺܤ ൅ ሻܤ ൌ ݂ሺܣሻ ൅ ݂ሺܤሻ olduğunu gösterelim. ݂ሺܣ ൅ ሻܤ ൌ ݂ሺܽ ൅ ܾߜ ൅ ܿ ൅ ሻ݀ߜ ൌ ݂ሺሺܽ ൅ ܿሻ ൅ ሺܾߜ ൅ ݀ሻ ൌ ݂ሺܽ ൅ ܿ, ܾ ൅ ݀ሻ ൌ                                            ൌ ቀܽ ൅ ܿ ܾ ൅ ܾ݀ ൅ ݀ ܽ ൅ ܿቁ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൅ ቀܿ ݀݀ ܿቁ ൌ ݂ሺܣሻ ൅ ݂ሺܤሻ ݂,·, işlemine göre homomorfizmdir:   ܣ׊, ܤ א ,ሻ૚ܪሺܤ ߣ א Թ için ݂ሺܤܣߣሻ ൌ ሻܤܣߣሻ olduğunu gösterelim. ݂ሺܤሻ݂ሺܣሺ݂ߣ ൌ ݂൫ߣሺܽ ൅ ሻሺܾܿߜ ൅ ሻ൯݀ߜ ൌ ݂ሺߣ൫ܽܿ ൅ ܾ݀ ൅ ሺܽ݀ߜ ൅ ܾܿሻ൯ሻ ൌ                                                        ൌ ݂ሺߣሺܽܿ ൅ ܾ݀, ܽ݀ ൅ ߣ=((ܾܿ ቀܽܿ ൅ ܾ݀ ܽ݀ ൅ ܾܿܽ݀ ൅ ܾܿ ܽܿ ൅ ܾ݀ቁ ൌ ߣ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀܿ ݀݀ ܿቁ ൌ                     ൌ  ,ሻܤሻ݂ሺܣሺ݂ߣ

Sonuç olarak  ݂ሺܤܣߣሻ ൌ ,ܣ׊ :ሻ’ dir. ݂, bire birdirܤሻ݂ሺܣሺ݂ߣ ܤ א ܣ ሻ૚ içinܪሺܤ ് ܤ ฺ ݂ሺܣሻ ് ݂ሺܤሻ olduğunu gösterelim. Gerçek den;                       ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ, ܤ ൌ ሺܿ, ݀ሻ ܣ ሻ૚içinܪሺܤ א ് ܤ ฺ ܽ ് ܿ veya ܾ ് ݀’ dir. Dolayısıyla ݂ሺܣሻ ് ݂ሺܤሻ’ dir. ݂, örtendir:   ܱܵሺ1,1ሻ’ deki her bir ቀܽ ܾܾ ܽቁ matrisi ܤሺܪሻ૚Ԣ deki bir tek ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ hiperbolik 

sayısının ݂ ile elde edilmiş görüntüsüdür. ז    

 

Önerme 42:  ݂: ሻܪሺܮ ؿ ሻଵܪሺܤ ื ܮ ؿ ܱܵሺ1,1ሻ tanımlansın. ݂, ܮሺܪሻ’ den ܮ’ ye 

grup izomorfizmadır. 

İspat: ܮሺܪሻ ൌ ሼܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ԯ: |ܣ|ଵ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1, ܽ ൒ 1ሽ grubu ve ܮ ൌ ቄቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1, ܽ ൒ 1ቅ grubu verilsin. ݂’ nin izomorfizma olduğunu 

göstermek için 1-1, örten ve ሺ൅ሻ, ሺ·ሻ işlemlerine göre homomorfizma olduğunu 

göstermeliyiz. ݂,൅, işlemine göre homomorfizimdir:    ܣ׊, ܤ א ܣሻ için ݂ሺܪሺܮ ൅ ሻܤ ൌ ݂ሺܣሻ ൅ ݂ሺܤሻ olduğunu gösterelim. ݂ሺܣ ൅ ሻܤ ൌ ݂ሺܽ ൅ ܾߜ ൅ ܿ ൅ ሻ݀ߜ ൌ ݂ሺሺܽ ൅ ܿሻ ൅ ሺܾߜ ൅ ݀ሻ ൌ ݂ሺܽ ൅ ܿ, ܾ ൅ ݀ሻ ൌ                                            ൌ ቀܽ ൅ ܿ ܾ ൅ ܾ݀ ൅ ݀ ܽ ൅ ܿቁ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൅ ቀܿ ݀݀ ܿቁ ൌ ݂ሺܣሻ ൅ ݂ሺܤሻ    ݂,·, işlemine göre homomorfizmdir: 
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,ܣ׊ ܤ א ,ሻܪሺܮ ߣ א Թ için ݂ሺܤܣߣሻ ൌ ሻܤܣߣሻ olduğunu gösterelim.     ݂ሺܤሻ݂ሺܣሺ݂ߣ ൌ ݂൫ߣሺܽ ൅ ሻሺܾܿߜ ൅ ሻ൯݀ߜ ൌ ݂ሺߣ൫ܽܿ ൅ ܾ݀ ൅ ሺܽ݀ߜ ൅ ܾܿሻ൯ሻ ൌ                                                        ൌ ݂ሺߣሺܽܿ ൅ ܾ݀, ܽ݀ ൅ ߣ=((ܾܿ ቀܽܿ ൅ ܾ݀ ܽ݀ ൅ ܾܿܽ݀ ൅ ܾܿ ܽܿ ൅ ܾ݀ቁ ൌ ߣ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀܿ ݀݀ ܿቁ ൌ                     ൌ    ,ሻܤሻ݂ሺܣሺ݂ߣ

Sonuç olarak  ݂ሺܤܣߣሻ ൌ ,ܣ׊ :ሻ’ dir. ݂, bire birdirܤሻ݂ሺܣሺ݂ߣ ܤ א ܣ ሻ içinܪሺܮ  ് ܤ ฺ ݂ሺܣሻ ് ݂ሺܤሻ olduğunu gösterelim. Gerçek den;                        ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ, ܤ ൌ ሺܿ, ݀ሻ ܣ ሻiçinܪሺܮ א ് ܤ ฺ ܽ ് ܿ veya ܾ ് ݀’ dir. Dolayısıyla                 ݂ሺܣሻ ് ݂ሺܤሻ’ dir.   ݂, örtendir: ܮ’ deki her bir ቀܽ ܾܾ ܽቁ matrisi ܮሺܪሻ’ deki bir tek ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ hiperbolik sayısının ݂ 

ile elde edilmiş görüntüsüdür. ז  

Önerme 43: ܣ ൌ  ቀܽ ܾܾ ܽቁ , detܣ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ െ1 ise ܣ ב ܱሺ1,1ሻ’ dir. 

İspat: ܣ௧ܣߟ ൌ ,ߟ ߟ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ ise ܣ א ܱሺ1,1ሻ’ dir.  

ܣߟ௧ܣ  ൌ ߟ ฺ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀ1 00 െ1ቁ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ                                                                                                      ฺ ቀܽ െܾܾ െܽቁ ቀܽ ܾܾ ܽቁ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ                                                                                                      ฺ ቀܽଶ െ ܾଶ ܾܽ െ ܾܾܽܽ െ ܾܽ ܾଶ െ ܽଶ ቁ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ                                                                                                                ฺ ቀܽଶ െ ܾଶ 00 ܾଶ െ ܽଶቁ ൌ ቀ1 00 െ1ቁ ฺ ቀെ1 00 1ቁ ് ቀ1 00 െ1ቁ olduğundan 

ܣ  ב ܱሺ1,1ሻ’ dir. ז 

 

Sonuç 3: ܯሺ2, Թሻ, 2 ൈ 2 tipindeki tüm matrislerin kümesi olarak tanımlansın. ݂: ሻଶܪሺܤ ื ,ሺ2ܯ Թሻ dönüşümü ܣ ൌ ሺܽ ൅ ሻܾߜ א ሻܣሻଶ için ݂ሺܪሺܤ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁolsun. ݂ሺܤሺܪሻଶሻ ؿ ,ሺ2ܯ Թሻ alt grubudur. ݂ሺܤሺܪሻଶሻ م ܱܵሺ1,1ሻ ve ݂ሺܤሺܪሻଶሻ م ܱሺ1,1ሻ’ dir. 

İspat: ܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ଶ|ܣ| ሻଶ veܪሺܤ ൌ ඥ|ܽଶ െ ܾଶ| ൌ 1 dir. Buradan ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1 ve ܽଶ െ ܾଶ ൌ െ1 dir. Önermeye göre ܣ ב ܱሺ1,1ሻ dir. Dolayısıyla ݂ሺܤሺܪሻଶሻ م ܱሺ1,1ሻdir. 

 Ayrıca ܣ ב ܱܵሺ1,1ሻ olduğundan ݂ሺܤሺܪሻଶሻ م ܱܵሺ1,1ሻ dir.  ז 
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,ሺ૚ࡻࡿ .2.7 ૚, Թሻ Grubun Denklik Probleminin Hiperbolik Fonksiyonlar Yardımı  
       İle Çözümü 

 

Önerme 44: ݄, ݇ א Թଶ, ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ݇ ൌ ൫ ௭௪൯,   ݔ, ,ݕ ,ݖ א ݓ  Թ olmak üzere                        ݄ ௌைሺଵ,ଵሻ~ ݇ ฻ aşağıdaki dört şartın biri sağlanır: ૚ሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ૛ሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݔ ൒ ܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ૜ሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݔ ൑ െܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ૝ሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݔ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿ ise;   

İspat: “ฺ" ݄ ௌைሺଵ,ଵሻ~ ݇ olsun. O halde ݃׌ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ א ܱܵሺ1,1ሻ öyle ki ݇ ൌ ݄݃ dır.                        

݇ ൌ ݄݃ ฺ det ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ det ቆቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀݔ ݕݕ                                                           ቁቇݔ

               ฺ det ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ det ቀܽ ܾܾ ܽቁ det ቀݔ ݕݕ ฺ                                                                                              ቁݔ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ሺܽଶ െ ܾଶሻሺݔଶ െ ଶሻ,  ܽଶݕ െ ܾଶ ൌ 1 olduğundan,                                       ฺ ݖଶ െ ଶݓ ൌ ଶݔ െ ଶݔ "ู" .ଶ bulunurݕ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ሺݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ, ݔ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿሻ  

olsun. Göstermeliyiz ki ݄ ௌைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır. ૚) ݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ ve ݔ ൒ ܿ ise ቀ௫௖ቁଶ െ ቀ௬௖ቁଶ ൌ 1, ௫௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ ܿ ൭௫௖ ௬௖௬௖ ௫௖൱ ൌ ܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁ ve ቀcoshߙ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ א ܱܵሺ1,1ሻ dir.                        

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ ve ݖ ൒ ܿ ise ቀ௭௖ቁଶ െ ቀ௪௖ ቁଶ ൌ 1, ௭௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൭ ௭௖ ௪௖௪௖ ௭௖ ൱ ൌ ܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ ve ൬coshߚ ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ߚ א ܱܵሺ1,1ሻ dir. 

Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א ܱܵሺ1,1ሻ mevcuttur. ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ alalım. Her ikitarafı ቀcoshߚ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh  .ቁ çarpalımߙ

ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ
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           ฺ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬coshሺߚ െ ሻߙ sinhሺ ߚ െ ሻsinhሺߙ ߚ െ ሻߙ coshሺߚ െ ሻ൰ߙ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀcosh ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh ቁ bulunur. ቀcoshߠ ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh ቁߠ א ܱܵሺ1,1ሻ olduğundan ݄ ௌைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır. ૛) ݔ ൒ ܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ ve ݔ ൒ ܿ ise ቀ௫௖ቁଶ െ ቀ௬௖ቁଶ ൌ 1, ௫௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ ܿ ൭௫௖ ௬௖௬௖ ௫௖൱ ൌ ܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁ ve ቀcoshߙ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ א ܱܵሺ1,1ሻ dir.                        

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ ve ݖ ൑ െܿ ise ቀെ ௭௖ቁଶ െ ቀെ ௪௖ ቁଶ ൌ 1, െ ௭௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൭െ ௭௖ െ ௪௖െ ௪௖ െ ௭௖ ൱ ൌ െܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ ve ൬coshߚ ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ߚ א ܱܵሺ1,1ሻ 

dir. Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א ܱܵሺ1,1ሻ mevcuttur. ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ alalım. Her ikitarafı ቀcoshߚ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh  .ቁ çarpalımߙ

ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ

           ฺ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬coshሺߚ െ ሻߙ sinhሺ ߚ െ ሻsinhሺߙ ߚ െ ሻߙ coshሺߚ െ ሻ൰ߙ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀcosh ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh ቁ bulunur. ቀെߠ cosh ߠ െ sinh െsinhߠ ߠ െ cosh ቁߠ א ܱܵሺ1,1ሻ olduğundan ݄ ௌைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır. ૜) ݔ ൑ െܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ ve ݔ ൑ െܿ ise ቀെ ௫௖ቁଶ െ ቀെ ௬௖ቁଶ ൌ 1, െ ௫௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ െܿ ൭െ ௫௖ െ ௬௖െ ௬௖ െ ௫௖൱ ൌ െܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁ ve ቀcoshߙ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ א ܱܵሺ1,1ሻ dir.                        

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ ve ݖ ൒ ܿ ise ቀ௭௖ቁଶ െ ቀ௪௖ ቁଶ ൌ 1, ௭௖ ൒ 1 olduğundan                        
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ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൭ ௭௖ ௪௖௪௖ ௭௖ ൱ ൌ ܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ ve ൬coshߚ ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ߚ א ܱܵሺ1,1ሻ dir. 

Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א ܱܵሺ1,1ሻ mevcuttur. ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ alalım. Her ikitarafı െߚ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh  .ቁ çarpalımߙ

െ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ

           ฺ െ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬coshሺߚ െ ሻߙ sinhሺ ߚ െ ሻsinhሺߙ ߚ െ ሻߙ coshሺߚ െ ሻ൰ߙ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀെ cosh ߠ െ sinh െߠ sinh ߠ െ cosh ቁ bulunur. ቀെߠ cosh ߠ െ sinh െߠ sinh ߠ െ cosh ቁߠ א ܱܵሺ1,1ሻ olduğundan ݄ ௌைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır. ૝) ݔ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ ve ݔ ൑ െܿ ise ቀെ ௫௖ቁଶ െ ቀെ ௬௖ቁଶ ൌ 1, െ ௫௖ ൒ 1 olduğundan  

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ െܿ ൭െ ௫௖ െ ௬௖െ ௬௖ െ ௫௖൱ ൌ െܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁ ve ቀcoshߙ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ א ܱܵሺ1,1ሻ dir.                       

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ ve ݖ ൑ െܿ ise ቀ௭௖ቁଶ െ ቀ௪௖ ቁଶ ൌ 1, ௭௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൭െ ௭௖ െ ௪௖െ ௪௖ െ ௭௖ ൱ ൌ െܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ ve ൬coshߚ ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ߚ א ܱܵሺ1,1ሻ 

dir. Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א ܱܵሺ1,1ሻ mevcuttur. ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ alalım. Her ikitarafı ቀcoshߚ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh  .ቁ çarpalımߙ

ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ

           ฺ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬coshሺߚ െ ሻߙ sinhሺ ߚ െ ሻsinhሺߙ ߚ െ ሻߙ coshሺߚ െ ሻ൰ߙ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀcosh ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh ቁ bulunur. ቀcoshߠ ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh ቁߠ א ܱܵሺ1,1ሻ olduğundan ݄ ௌைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır. ז 
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Not: ܱܵሺ1,1ሻ’in denklik probleminin çözümü [11]’ de yörüngeler dilinde verildi.  

Burada ise hiperbolik fonksiyonların matris gösterimi ile ܱܵሺ1,1ሻ’in denkliği verildi. 

 

2.8. Lorentz Grubun Denklik Probleminin Hiperbolik Fonksiyonlar Yardımı ile  
       Çözümü 

 

Önerme 45: ݄, ݇ א Թଶ,   ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ,ݔ ,ݕ ,ݖ א ݓ Թ olmak üzere ݄ ௅~ ݇  ฻aşağıdaki iki şartın biri sağlanır: ૚ሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ૛ሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݔ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿ ise; 

İspat: “ฺ" ݄ ௅~ ݇ olsun. O halde ݃׌ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ א ݇ öyle ki ܮ ൌ ݄݃ dır. 

݇ ൌ ݄݃ ฺ det ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ det ቆቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀݔ ݕݕ                                                           ቁቇݔ

               ฺ det ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ det ቀܽ ܾܾ ܽቁ det ቀݔ ݕݕ ฺ                                                                                              ቁݔ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ሺܽଶ െ ܾଶሻሺݔଶ െ ଶሻ,  ܽଶݕ െ ܾଶ ൌ 1 olduğundan,                                      ฺ ݖଶ െ ଶݓ ൌ ଶݔ െ ଶݔ "ู"  .ଶ bulunurݕ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ሺݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ, ݔ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿሻ  

olsun. Göstermeliyiz ki ݄ ௅~ ݇ dır.  ૚) ݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ ve ݔ ൒ ܿ ise ቀ௫௖ቁଶ െ ቀ௬௖ቁଶ ൌ 1, ௫௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ ܿ ൭௫௖ ௬௖௬௖ ௫௖൱ ൌ ܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁ ve ቀcoshߙ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ א                         .dir ܮ

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ ve ݖ ൒ ܿ ise ቀ௭௖ቁଶ െ ቀ௪௖ ቁଶ ൌ 1, ௭௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൭ ௭௖ ௪௖௪௖ ௭௖ ൱ ൌ ܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ ve ൬coshߚ ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ߚ א   dir. Gösterelim ki ܮ

݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א mevcuttur. ቀ ܮ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ alalım. Her ikitarafı ቀcoshߚ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh  .ቁ çarpalımߙ

ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ
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           ฺ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬coshሺߚ െ ሻߙ sinhሺ ߚ െ ሻsinhሺߙ ߚ െ ሻߙ coshሺߚ െ ሻ൰ߙ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀcosh ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh   .ቁ bulunurߠ

 ቀcosh ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh ቁߠ א ݄ olduğundan ܮ ௅~ ݇ dır. ૛) ݔ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ ve ݔ ൑ െܿ ise ቀെ ௫௖ቁଶ െ ቀെ ௬௖ቁଶ ൌ 1, െ ௫௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ െܿ ൭െ ௫௖ െ ௬௖െ ௬௖ െ ௫௖൱ ൌ െܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁ ve ቀcoshߙ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ א                         .dir ܮ

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ ve ݖ ൑ െܿ ise ቀ௭௖ቁଶ െ ቀ௪௖ ቁଶ ൌ 1, ௭௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൭െ ௭௖ െ ௪௖െ ௪௖ െ ௭௖ ൱ ൌ െܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ ve ൬coshߚ ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ߚ א  .dir ܮ

Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א mevcuttur. ቀ ܮ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ alalım. Her ikitarafı ቀcoshߚ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh  .ቁ çarpalımߙ

ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ

           ฺ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬coshሺߚ െ ሻߙ sinhሺ ߚ െ ሻsinhሺߙ ߚ െ ሻߙ coshሺߚ െ ሻ൰ߙ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀcosh ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh ቁ bulunur. ቀcoshߠ ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh ቁߠ א ݄ olduğundanܮ ௅~ ݇ dır. ז 

 

Not: ܮ’nin denklik probleminin çözümü [11] de yörüngeler dilinde verildi. Burada  

ise hiperbolik fonksiyonların matris gösterimi ile ܮ’nin denkliği verildi. 
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,ሺ૚ࡻ .2.9 ૚, Թሻ Grubun Denklik Probleminin Hiperbolik Fonksiyonlar Yardımı  
       İle Çözümü 

 

Önerme 46: ݄, ݇ א Թଶ, ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ,ݔ ,ݕ ,ݖ ݓ א Թ olmak üzere ݄ ைሺଵ,ଵሻ~ ݇                         ฻ aşağıdaki sekiz şartın biri sağlanır: ૚ሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ૛ሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݔ ൒ ܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ૜ሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݔ ൑ െܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ૝ሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݔ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ૞ሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݕ ൒ ܿ, ݓ ൒ ܿ ise; ૟ሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݕ ൒ ܿ, ݓ ൑ െܿ ise; ૠሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݕ ൑ െܿ, ݓ ൒ ܿ ise; ૡሻ ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ݕ ൑ െܿ, ݓ ൑ െܿ ise; 

İspat: “ฺ" ݄ ைሺଵ,ଵሻ~ ݇ olsun. O halde ݃׌ ൌ ቀܽ ܾܾ ܽቁ א ܱሺ1,1ሻ öyle ki ݇ ൌ ݄݃ dır. 

݇ ൌ ݄݃ ฺ det ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ det ቆቀܽ ܾܾ ܽቁ ቀݔ ݕݕ                                                           ቁቇݔ

               ฺ det ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ det ቀܽ ܾܾ ܽቁ det ቀݔ ݕݕ ฺ                                                                                              ቁݔ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ሺܽଶ െ ܾଶሻሺݔଶ െ ଶሻ,  ܽଶݕ െ ܾଶ ൌ േ1 olduğundan,   

           ฺ ଶݔ| െ |ଶݕ ൌ ଶݖ| െ ଶݔ| "ู" .ଶ| bulunurݓ െ |ଶݕ ൌ ଶݖ| െ |ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ alınırsa; ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ,ሺݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ, ݔ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿሻ ve                        ݔଶ െ ଶݕ ൌ ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ, ሺݕ ൒ ܿ, ݓ ൒ ܿ, ݕ ൑ െܿ, ݓ ൑ െܿሻ olsun. 

Göstermeliyiz ki ݄ ைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dir. ૚) ݔ ൒ ܿ, ݖ ൒ ܿ ise; ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ ve ݔ ൒ ܿ ise ቀ௫௖ቁଶ െ ቀ௬௖ቁଶ ൌ 1, ௫௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ ܿ ൭௫௖ ௬௖௬௖ ௫௖൱ ൌ ܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁ ve ቀcoshߙ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ א ܱሺ1,1ሻ dir.                        

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ ve ݖ ൒ ܿ ise ቀ௭௖ቁଶ െ ቀ௪௖ ቁଶ ൌ 1, ௭௖ ൒ 1 olduğundan   
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ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൭ ௭௖ ௪௖௪௖ ௭௖ ൱ ൌ ܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ ve ൬coshߚ ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ߚ א ܱሺ1,1ሻ dir.  

Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א ܱሺ1,1ሻ mevcuttur. ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ alalım. Her ikitarafı ቀcoshߚ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh  .ቁ çarpalımߙ

ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ

           ฺ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬coshሺߚ െ ሻߙ sinhሺ ߚ െ ሻsinhሺߙ ߚ െ ሻߙ coshሺߚ െ ሻ൰ߙ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀcosh ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh ቁ bulunur. ቀcoshߠ ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh ቁߠ א ܱሺ1,1ሻ olduğundan ݄ ைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır. ૛) ݔ ൒ ܿ, ݖ ൑ െܿ ise; ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ ve ݔ ൒ ܿ ise ቀ௫௖ቁଶ െ ቀ௬௖ቁଶ ൌ 1, ௫௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ ܿ ൭௫௖ ௬௖௬௖ ௫௖൱ ൌ ܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁ ve ቀcoshߙ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ א ܱሺ1,1ሻ dir.                        

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ ve ݖ ൑ െܿ ise ቀ– ௭௖ቁଶ — ௪௖ 2 ൌ 1, െ ௭௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൭െ ௭௖ െ ௪௖െ ௪௖ െ ௭௖ ൱ ൌ െܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ ve െߚ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ߚ א ܱሺ1,1ሻ 

dir. Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א ܱሺ1,1ሻ mevcuttur. ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ alalım. Her ikitarafı ቀcoshߚ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh  .ቁ çarpalımߙ

ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ

           ฺ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬coshሺߚ െ ሻߙ sinhሺ ߚ െ ሻsinhሺߙ ߚ െ ሻߙ coshሺߚ െ ሻ൰ߙ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀcosh ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh –ቁ bulunur. ൬ߠ cosh ߠ െ sinh െsinhߠ ߠ െ cosh ൰ߠ א ܱሺ1,1ሻ olduğundan ݄ ைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır. 
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૜) ݔ ൑ െܿ, ݖ ൒ ܿ ise;   ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ ve ݔ ൑ െܿ ise ቀ– ௫௖ቁଶ െ ቀെ ௬௖ቁଶ ൌ 1, െ ௫௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ െܿ ൭െ ௫௖ െ ௬௖െ ௬௖ െ ௫௖൱ ൌ െܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁ ve െߙ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ א ܱሺ1,1ሻ dir.                        

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ ve ݖ ൒ ܿ ise ቀ௭௖ቁଶ െ ቀ௪௖ ቁଶ ൌ 1, ௭௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൭ ௭௖ ௪௖௪௖ ௭௖ ൱ ൌ ܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ ve ൬coshߚ ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ߚ א ܱሺ1,1ሻ dir. 

Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א ܱሺ1,1ሻ mevcuttur. ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ alalım. Her ikitarafı െߚ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh  .ቁ çarpalımߙ

െ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ

           ฺ െ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬coshሺߚ െ ሻߙ sinhሺ ߚ െ ሻsinhሺߙ ߚ െ ሻߙ coshሺߚ െ ሻ൰ߙ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀെ cosh ߠ െ sinh െߠ sinh ߠ െ cosh ቁ bulunur. ቀെߠ cosh ߠ െ sinh െߠ sinh ߠ െ cosh ቁߠ א ܱሺ1,1ሻ olduğundan ݄ ைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır. ૝) ݔ ൑ െܿ, ݖ ൑ െܿ ise;    ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܿଶ ve ݔ ൑ െܿ ise ቀെ ௫௖ቁଶ െ ቀെ ௬௖ቁଶ ൌ 1, െ ௫௖ ൒ 1 olduğundan 

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ െܿ ൭െ ௫௖ െ ௬௖െ ௬௖ െ ௫௖൱ ൌ െܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁ ve െߙ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ א ܱሺ1,1ሻ dir.                        

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ ܿଶ ve ݖ ൑ െܿ ise ቀെ ௭௖ቁଶ െ ቀെ ௪௖ ቁଶ ൌ 1, െ ௭௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൭െ ௭௖ െ ௪௖െ ௪௖ െ ௭௖ ൱ ൌ െܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ ve െߚ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ߚ א ܱሺ1,1ሻ 

dir. Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א ܱሺ1,1ሻ mevcuttur. ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh ൰ alalım. Her ikitarafı ቀcoshߚ ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh  .ቁ çarpalımߙ

ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ
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           ฺ ቀcosh ߙ sinh sinhߙ ߙ cosh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬coshሺߚ െ ሻߙ sinhሺ ߚ െ ሻsinhሺߙ ߚ െ ሻߙ coshሺߚ െ ሻ൰ߙ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀcosh ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh ቁ bulunur.  ቀcoshߠ ߠ sinh sinhߠ ߠ cosh ቁߠ א ܱሺ1,1ሻ olduğundan ݄ ைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır.  ૞) ݕ ൒ ܿ, ݓ ൒ ܿ ise;  ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ ve ݕ ൒ ܿ ise ቀ௬௖ቁଶ െ ቀ௫௖ቁଶ ൌ 1, ௬௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ ܿ ൭௫௖ ௬௖௬௖ ௫௖൱ ൌ ܿ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁ ve ቀsinhߙ ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ א ܱሺ1,1ሻ dir.                        

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ ve ݓ ൒ ܿ ise ቀ௪௖ ቁଶ െ ቀ௭௖ቁଶ ൌ 1, ௪௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൭ ௭௖ ௪௖௪௖ ௭௖ ൱ ൌ ܿ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh ൰ ve ൬sinhߚ ߚ cosh coshߚ ߚ sinh א ൰ߚ ܱሺ1,1ሻ dir. 

Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א ܱሺ1,1ሻ mevcuttur.  

 ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh ൰ alalım. Her ikitarafı ቀsinhߚ ߙ cosh coshߙ ߙ sinh  .ቁ çarpalımߙ

ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ

           ฺ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬ sinhሺߚ െ ሻߙ coshሺ ߚ െ ሻcoshሺߙ ߚ െ ሻߙ sinhሺߚ െ ሻߙ ൰ , ߚ െ ߙ ൌ  ,alalım ߠ

          ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀsinh ߠ cosh coshߠ ߠ sinh ቁ bulunur.   ቀsinhߠ ߠ cosh coshߠ ߠ sinh ቁߠ א ܱሺ1,1ሻ olduğundan ݄ ைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır. ૟) ݕ ൒ ܿ, ݓ ൑ െܿ ise;   ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ ve ݔ ൒ ܿ ise ቀ௬௖ቁଶ െ ቀ௫௖ቁଶ ൌ 1, ௬௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ ܿ ൭௫௖ ௬௖௬௖ ௫௖൱ ൌ ܿ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁ ve ቀsinhߙ ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ א ܱሺ1,1ሻ dir.                        

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ ve ݓ ൑ െܿ ise ቀെ ௪௖ ቁଶ െ ቀെ ௭௖ቁଶ ൌ 1, െ ௪௖ ൒ 1 olduğundan                        
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ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൭െ ௭௖ െ ௪௖െ ௪௖ െ ௭௖ ൱ ൌ െܿ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh ൰ ve െߚ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh א ൰ߚ ܱሺ1,1ሻ 

dir. Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א ܱሺ1,1ሻ mevcuttur.   ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh ൰ alalım. Her ikitarafı ቀsinhߚ ߙ cosh coshߙ ߙ sinh  .ቁ çarpalımߙ

ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ

           ฺ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬ sinhሺߚ െ ሻߙ coshሺ ߚ െ ሻcoshሺߙ ߚ െ ሻߙ sinhሺߚ െ ሻߙ ൰ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀsinh ߠ cosh coshߠ ߠ sinh ቁ bulunur. െߠ ቀsinh ߠ cosh coshߠ ߠ sinh ቁߠ א ܱሺ1,1ሻ olduğundan ݄ ைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır.   ૠ) ݕ ൑ െܿ, ݓ ൒ ܿ ise; ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ ve ݕ ൑ െܿ ise ቀെ ௬௖ቁଶ െ ቀെ ௫௖ቁଶ ൌ 1, െ ௬௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ െܿ ൭െ ௫௖ െ ௬௖െ ௬௖ െ ௫௖൱ ൌ െܿ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁ ve െߙ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ א ܱሺ1,1ሻ dir.                        

݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ ve ݓ ൒ ܿ ise ቀ௪௖ ቁଶ െ ቀ௭௖ቁଶ ൌ 1, ௪௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൭ ௭௖ ௪௖௪௖ ௭௖ ൱ ൌ ܿ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh ൰ ve ൬sinhߚ ߚ cosh coshߚ ߚ sinh א ൰ߚ ܱሺ1,1ሻ dir. 

Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א ܱሺ1,1ሻ mevcuttur. ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ܿ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh ൰ alalım. Her ikitarafı െߚ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh   .ቁ çarpalımߙ

െ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ

           ฺ െ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬ sinhሺߚ െ ሻߙ coshሺ ߚ െ ሻcoshሺߙ ߚ െ ሻߙ sinhሺߚ െ ሻߙ ൰ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀsinh ߠ cosh coshߠ ߠ sinh ቁ bulunur. െߠ ቀsinh ߠ cosh coshߠ ߠ sinh ቁߠ א ܱሺ1,1ሻ olduğundan ݄ ைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır. 
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ૡ) ݕ ൑ െܿ, ݓ ൑ െܿ ise; ݄ ൌ ቀ௫௬ቁ , ଶݔ െ ଶݕ ൌ െܿଶ ve ݕ ൑ െܿ ise ቀെ ௬௖ቁଶ െ ቀെ ௫௖ቁଶ ൌ 1, െ ௬௖ ൒ 1 olduğundan 

ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൌ െܿ ൭െ ௫௖ െ ௬௖െ ௬௖ െ ௫௖൱ ൌ െܿ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁ ve െߙ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ א ܱሺ1,1ሻ dir. 

 ݇ ൌ ൫ ௭௪൯, ଶݖ െ ଶݓ ൌ െܿଶ ve ݓ ൑ െܿ ise ቀെ ௪௖ ቁଶ െ ቀെ ௭௖ቁଶ ൌ 1, െ ௪௖ ൒ 1 olduğundan                        

ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൭െ ௭௖ െ ௪௖െ ௪௖ െ ௭௖ ൱ ൌ െܿ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh ൰ ve െߚ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh א ൰ߚ ܱሺ1,1ሻ 

dir. Gösterelim ki ݇ ൌ ݄݃ olacak şekilde ݃ א ܱሺ1,1ሻ mevcuttur. ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh ൰ alalım. Her ikitarafı ቀsinhߚ ߙ cosh coshߙ ߙ sinh  .ቁ çarpalımߙ

ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ െܿ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ ൬cosh ߚ sinh sinhߚ ߚ cosh                                          ൰ߚ

           ฺ ቀsinh ߙ cosh coshߙ ߙ sinh ቁߙ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬sinh ߚ cosh coshߚ ߚ sinh                                                          ൰ߚ

           ฺ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ൬ sinhሺߚ െ ሻߙ coshሺ ߚ െ ሻcoshሺߙ ߚ െ ሻߙ sinhሺߚ െ ሻߙ ൰ , ߚ െ ߙ ൌ ฺ                             ,alalım ߠ ቀ ݖ ݓݓ ݖ ቁ ൌ ቀݔ ݕݕ ቁݔ ቀsinh ߠ cosh coshߠ ߠ sinh ቁ bulunur. ቀsinhߠ ߠ cosh coshߠ ߠ sinh ቁߠ א ܱሺ1,1ሻ olduğundan ݄ ைሺଵ,ଵሻ~ ݇ dır. ז 

 

Not: ܱሺ1,1ሻ’in denklik probleminin çözümü [11] de yörüngeler dilinde verildi. 

Burada ise hiperbolik fonksiyonların matris gösterimi ile ܱሺ1,1ሻ’in denkliği verildi. 

 



 
 

3. BULGULAR 

 

Tezde elde edilen bulguları şu şekilde sıralayabiliriz. 

ܣ .1 ൌ ሺܽ, ܾሻ, ܤ ൌ ሺܿ, ݀ሻ א ԯ olsun. Bu taktirde; ܺܣ ൌ ,ܤ ܺ ൌ ሺݔ, ሻݕ א ԯ 

denkleminin ԯ’da çözümü vardır  ฻ aşağıdaki dört şarttan herhangi biri sağlanırsa: 

i) |ܽ| ് |ܾ| ve ܿ׊, ݀ א Թ; 

ii) ܽ ൌ ܾ, ܿ ൌ ݀, ܽ ് 0; 

iii) ܽ ൌ െܾ, ܿ ൌ െ݀, ܽ ് 0; 

iv) ܽ ൌ ܾ ൌ ܿ ൌ ݀ ൌ 0. 

Teorem 6’ da gösterilmiştir. 

ܣ .2 ൌ ܽ ൅ ܾߜ א ԯ olsun. Bu takdirde ିܣଵ א ԯ mevcut ฻ |ܽ| ് |ܾ| şeklinde 

olduğu Önerme 17’ de gösterilmiştir. 

3. Hiperbolik sayılar halkasının sadece dört ideali vardır ve onlar şunlardır: 

i) ܣ ൌ ሼ0ሽ; 

ii) ܣ ൌ ԯ; 

iii) ܣ ൌ ሼݎሺ1 ൅ :ሻߜ ݎ א Թሽ; 

iv) ܣ ൌ ሼݎሺ1 െ :ሻߜ ݎ א Թሽ. 

Önerme 18’de gösterilmiştir. 

ܣ .4 ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ് 0 hiperbolik sayı olsun. Bu takdirde bu hiperbolik sayının 

hiperbolik fonksiyonlar yardımı ile ifadesi şöyledir:  ܑ) ܽଶ െ ܾଶ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ܽ ൒ ܿ ise tek ߙ א Թ mevcut öyle ki                        ܣ ൌ ܿሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ dir.  ܑܑ) ܽଶߙ െ ܾଶ ൌ ܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ܽ ൑ െܿ ise tek ߙ א Թ mevcut öyle ki                        ܣ ൌ െܿሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ሻ dir. ܑܑܑ) ܽଶߙ െ ܾଶ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ܾ ൒ ܿ ise tek ߙ א Թ mevcut öyle ki                        ܣ ൌ ሺcoshܿߜ ߙ ൅ ߜ sinh ଶܽ  (ܞܑ  .ሻ dirߙ െ ܾଶ ൌ െܿଶ, ܿ ൐ 0, ܿ א Թ ve ܾ ൑ െܿ ise tek ߙ א Թ mevcut öyle ki                        ܣ ൌ െܿߜሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh   .ሻ dirߙ

Teorem 7’ de gösterilmiştir. ૟. ܣ ൌ ܽ ൅ hiperbolik sayı ܽଶ ܾߜ െ ܾଶ ൌ 0 şartını sağlasın. Bu takdirde bu sayı için  ܽ ൅ ܾߜ ൌ cሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh ܽ ሻ veyaߙ ൅ ܾߜ ൌ cδሺcosh ߙ ൅ ߜ sinh  ሻ olacak şekildeߙ
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ܿ א Թ ve ߙ א Թ sayılar mevcut değildir. Yani bu hiperbolik sayı için Euler formülünün 

benzeri mevcut değildir. Önerme 19’da gösterilmiştir. 

ܣ׊ .7 א ԯ için |ܣ|ଵ ൌ |ܽ ൅ ଵ|ܾߜ ൌ 0 ฻ |ܽ| ൌ |ܾ| olduğu Teorem 8’ de 

gösterilmiştir. 

,ܣ׊ .8 ܤ א ԯ için |ܤܣ|ଵ ൌ  .ଵ eşitliği sağlandığı Teorem 9’ da gösterilmiştir|ܤ|ଵ|ܣ|

,ܣ׊ .9 ܤ א ԯ, ܤ ൌ ܿ ൅ |ܿ| ve ݀ߜ ് |݀| için ቚ஺஻ቚଵ ൌ |஺|భ|஻|భ eşitliği sağlandığı             

Teorem 10’ da gösterilmiştir. 

ܣ׊ .10 א ԯ için |ܣ|ଶ ൌ |ܽ ൅ ଶ|ܾߜ ൌ 0 ฻ |ܽ| ൌ |ܾ| olduğu Teorem 11’ de 

gösterilmiştir. 

,ܣ׊ .11 ܤ א ԯ için |ܤܣ|ଶ ൌ  ଶ eşitliği sağlandığı Teorem 12’ de|ܤ|ଶ|ܣ|

gösterilmiştir. 

,ܣ׊ .12 ܤ א ԯ, ܤ ൌ ܿ ൅ |ܿ| ve ݀ߜ ് |݀| için ቚ஺஻ቚଶ ൌ |஺|మ|஻|మ eşitliği sağlandığı                  

Teorem 13’ de gösterilmiştir. 

ሻ૚ܪሺܤ .13 ൌ ሼܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ԯ: |ܣ|ଵ ൌ ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1ሽ, ·, işlemine göre değişmeli grup 

olduğu Teorem 14’ de gösterilmiştir. 

ሻ૛ܪሺܤ .14 ൌ ቄܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ԯ: |ܣ|ଶ ൌ ඥ|ܽଶ െ ܾଶ| ൌ 1ቅ, ·, işlemine göre değişmeli 

grup olduğu Teorem 15’ de gösterilmiştir. 

ሻଵܪሺܤ  .15 ؿ ,ሻଵܪሺܤ ,ሻଶܪሺܤ ሻଵܪሺܤ ሻଶ’ nin alt grubudur veܪሺܤ ്  ሻଶ olduğuܪሺܤ

Önerme 21’ de gösterilmiştir. 

כܪ .16 ൌ ሼܣ ൌ ሺܽ, ܾሻ א ԯ: ܽଶ െ ܾଶ ് 0ሽ, ·, işlemine göre değişmeli grup olduğu 

Önerme 22’ de gösterilmiştir. 

,ሻଵܪሺܤ .17 ,ሻܪሺܮ  ሻଶ’ ın denklik tanımları, Tanım 22, Tanım 23, Tanım 24’ daܪሺܤ

gösterilmiştir. 

 ,ሻଵ denklik problemi Önerme 24, Önerme 25, Önerme 26, Önerme 27ܪሺܤ .18

Önerme 28, Lemma 4, Lemma 5, Lemma 6, Lemma 7, Lemme 8’ de çözülmüştür. 

 ሻ denklik problemi Önerme 30, Önerme 31, Önerme 32, Önerme 33, Önermeܪሺܮ .19

34, Lemma 9, Lemma 10, Lemma 11, Lemma 12, Lemma 13’ de çözülmüştür. 

 ,ሻଶ denklik problemi Önerme 36, Önerme 37, Önerme 38, Önerme 39ܪሺܤ .20

Önerme 40, Lemma 14, Lemma 15, Lemma 16, Lemma 17, Lemma 18, Lemma 19’ da 

çözülmüştür. 



 

4. İRDELEME 

 

Tezin amacı hiperbolik geometri problemlerini cebirsel yöntemlerle, özel olarak, 

hiperbolik sayılar teorisi yardımı ile incelemek oldu. Bu yöntemi kullanmak için hiperbolik 

sayılara ait bazı yeni bulgular elde edildi. Tezin temel amacı ܱሺ1,1ሻ, ܱܵሺ1,1ሻ ve ܮ grupları 

için ܩ- denklik problemlerini incelemek idi. İnceleme devamında ܱܵሺ1,1ሻ ve ܮ gruplarının 

farklı cebirsel tanımı ortaya çıktı (ܤሺܪሻଵ ve ܮሺܪሻ grubu). Bu yöntem ܱሺ1,1ሻ, ܱܵሺ1,1ሻ ve ܮ gruplarından farklı olan ve hiperbolik geometri için önemli olan yeni bir grubu (ܤሺܪሻଶ 

grubunu) ortaya çıkardı. Hiperbolik sayılar yöntemi hiperbolik geometride hiperbolik 

fonksiyonların kullanımına da geniş bir imkan veriyor.  

 



 
 

5. SONUÇLAR 

 

Tezde elde edilen sonuçları şu şekilde sıralayabiliriz. 

1. Hiperbolik sayılara ait bazı özellikler Teorem 6, Önerme 17’ de gösterilmiştir. 

2. Hiperbolik sayılar halkasının tüm idealleri Önerme 18’de gösterilmiştir. 

ܣ .3 ൌ ܽ ൅ ,ܾߜ ܽଶ െ ܾଶ ് 0 hiperbolik sayı olsun. Bu takdirde bu hiperbolik sayının 

hiperbolik fonksiyonlar yardımı ile ifadesi Teorem 7’ de gösterilmiştir.             

ܣ .4 ൌ ܽ ൅ hiperbolik sayı ܽଶ ܾߜ െ ܾଶ ൌ 0 şartını sağlasın. Bu takdirde bu sayı için 

Euler formülünün benzeri mevcut değildir. Önerme 19’da gösterilmiştir. 

           ,ሻଵ denklik problemi Önerme 24, Önerme 25, Önerme 26, Önerme 27ܪሺܤ .5

Önerme 28, Lemma 4, Lemma 5, Lemma 6, Lemma 7, Lemma 8’ de çözülmüştür. 

            ,ሻ denklik problemi Önerme 30, Önerme 31, Önerme 32, Önerme 33ܪሺܮ .6

Önerme 34, Lemma 9, Lemma 10, Lemma 11, Lemma 12, Lemma 13’ de çözülmüştür. 

  ,ሻଶ denklik problemi Önerme 36, Önerme 37, Önerme 38, Önerme 39ܪሺܤ .7

Önerme 40, Lemma 14, Lemma 15, Lemma 16, Lemma 17, Lemma 18, Lemma 19’ da   

çözülmüştür.                        



 

6. ÖNERİLER 

 

Hiperbolik sayıların iki boyutlu hiperbolik düzlemde belirtilmesi bu sayıları çok 

önemli yapar. Hiperbolik sayılar üzerine pek fazla kitap ve makale yazılmadığından 

araştırılması gereken konular mevcuttur. Bunlardan bazıları iki hiperbolik noktanın ve n-

tane hiperbolik noktanın ܤሺܪሻଵ, ,ሻଶܪሺܤ  ሻ denklik şartları nelerdir? Fiziksel anlamlarıܪሺܮ

nelerdir? 

Bu soruların cevapları araştırılmış ancak tam olarak sonuçlara ulaşılamamıştır. Bu 

soruların cevaplarını bulmak için tezde bu sayıları 2-boyutta inceleyerek, bu soruların 

cevaplarını kısmi olarak bulmaya çalışılmıştır. 

Tez çalışmasının önemi: 

1. Hiperbolik sayıları anlamak ve önemli olduklarını göstermek. 

2. Tezde kullanılan yöntemler Hiperbolik sayılarda yeni yapılacak çalışmalara 

yardımcı olma niteliğindedir.  

3. Tezde kullanılan yöntemler Hiperbolik sayılarda noktalar sisteminin denklik 

probleminde, hiperbolik geometrideki eğrilerin denklik probleminde önemlidir. 

4. Hiperbolik sayılarda noktalar sisteminin denklik problemleri, hiperbolik 

geometrideki eğrilerin denklik problemleri araştırılması bazı fiziksel (Özel relativity) 

problemlerin çözümünde önemli olabilir.    
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