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OZET

Bu tezde siirekli dagilimlar olan diizgiin, normal, iistel, gamma ve pareto dagilimlar
bulanik sayilar yardimiyla bulanik dagilimlar haline getirilmis bulanik olasiliklari,
beklenen degerleri ve varyanslar1 formiilize edilip 6rneklerle desteklenmistir.

Birinci boliimde bulanik mantik hakkinda genel bilgilerden sonra {iyelik fonksiyonu
cesitleri verilip, son olarak bulanik kiime ve bulanik kiime iizerinde islemler ve tez
icerisinde kullanilacak bulanik sayilara yer verilmistir.

Ikinci boliimde ise genel anlamda olasilik hakkinda bilgi verilip, bir olayin olasilig
ve biraz daha gelistirilerek bulanik olaymn bulanik olasilig1 hakkinda formiiller elde edilmis
ve Orneklerle desteklenmistir.

Ugiincii béliimde ise siirekli dagilimlar olan diizgiin dagilim, normal dagilim, iistel
dagilim, gamma dagilimi ve pareto dagilimi paremetrelerin bulaniklastirilmas: yontemiyle
bulanik dagilimlar haline getirilmis, elde edilen bulanik dagilimlar yardimiyla bulanik
olasiliklari, bulanik beklenen degerleri ve bulanik varyanslarimin formiilleri verilmis

orneklerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik mantik, iiyelik fonksiyonu, bulanik kiimeler, bulanik sayilar,
bulanik olasilik, siirekli bulanik dagilimlar.



SUMMARY

The Continuous Distributions Under Uncertainty

In this thesis, normal, exponential, gamma and pareto distributions were transformed
into fuzzy distributions by means of fuzzy numbers also fuzzy probabilities, expected

values and variances as well were formulized being supported with examples.

In the first chapter a general information about fuzzy logic was given. Fuzzy group
and the operations on fuzzy groups and the fuzzy numbers to be used in this thesis were

introduced while the membership function was being examined.

In the second chapter the probability was described in general terms.Supported with
examples, the probability of a fuzzy event A and the formulas in relation to the fuzzy

probability of the fuzzy event were obtained later.

As for the third chapter, uniform ,normal, exponential, gamma and pareto
distributions which are continuous distributions were transformed into fuzzy distributions
by means of the fuzzification method and fuzzy probabilities, expected fuzzy values and
formulas of fuzzy variances were given by means of obtained fuzzy distributions as well ,

being supported with examples.

Key Words: Fuzzy Logic, membership function, fuzzy sets, fuzzy numbers, fuzzy
probability, continuous fuzzy distributions.
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SEMBOLLER DiZiNi

A: Bulanik Kiime

P[a,b]: [a, b] araligindaki bulanik olasilik
fi: Bulanik beklenen deger

62: Bulanik varyans

uwz: A kiimesinin tiyelik fonksiyonu

A: A kiimesinin bulanik tiimleyeni

m([a, b]) = b — a: Araligin ug noktalar1 arasindaki fark



1. GENEL BILGILER

Bu boliimde bulanik mantik ve bulanik kiime kavramlarinin tanimlar verilecek,
bulanik mantikta temel olusturacak kiimeler {izerinde islemler hakkinda bilgiler verilerek

uygulamalarla desteklenecektir.

1.1. Giris

Bulanik Mantik, 1965 yilinda California Universitesi’nden Lotfi A. Zadeh tarafindan
bulanik kiime teorisinin gelistirmesiyle ortaya ¢ikmistir. Bulanik kiime kavrami, Zadeh’ in
klasik sistem kuraminin gercek diinyadaki gereksinimleri karsilamadigini fark etmesiyle,
Ozellikle insanlar1 i¢eren kismen karmasik sistemlerle ugrasirken klasik sistemlerin yetersiz
kaldigin1 gormiistiir ve bulanik mantik kavramini ortaya atmistir. Zadeh, niteliklerin ikili
tiyelik fonksiyonu ile ifade edildigi klasik kiimeler yerine, liyeliklerin derecelerle ifade
edildigi ve her bir liyenin 6zelligine gore liyelik fonksiyonu yardimiyla derecelendirme
yapilabilen bulanik kiimeler tanimlamasini ifade etmistir.

Bulanik mantik, klasik mantigin iist kiimesidir. Bu mantik, kesin dogru yada kesin
yanlis degerleriyle smirlandiran kesin mantifin ¢dzemedigi matematiksel problemleri
¢ozmek icin gelistirildi. Bulanik mantik klasik sistemi tamamu ile bir kenara atmamais ikili
tiyelik derecesine sahip tiyelik fonksiyonlarini genisleterek giinliik hayatta karsilagilan tim
olaylara derecelendirme yontemiyle bir iyelik fonksiyonu atamak mantigina
dayandirilmistir.

Bulanik mantiga bir 6rnek vermek gerekirse; Elinizdeki elmanin bir kismin1 1sirin ve
su soruyu sorun; ““ Elimdeki nedir? ” yanit “ Elma ” olacaktir. Bir parca daha alin ve yine
ayni soruyu sorun. Yanitiniz belki yine “ Elma * olacaktir ama iginizden bu yanit1 biraz

daha agmak gececektir,



KLASIK MANTIK
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ornegin,” Biraz1 yenmis bir elma > gibi. Isirmaya ve soruyu sormaya devam edin. Oyle bir
an gelecektir ki, elinizde tuttugunuz, her neye benziyor ise, artik sadece *“ Elma ” sézcigi
ile aciklanamayacaktir. Yemeye devam edin. Sonunda elma yok olacak ve sorunun
yanitida “Higbirsey” olacaktir. Simdi sorunuzu degistirin; “Elma ne zaman elma olmaktan
¢ikt1?”. Bu soruya bir yanit bulamayacaksiniz!.. Soruda “ne zaman” sézciigii igerisinde bir
kesinlik tasimaktadir. Yani, yanitin “5. Isiriktan sonra”, ya da “Elma yenmeye basladiktan
5 dakika sonra ” gibi, kesin bir gekilde ifadesi beklenmektedir. Bulanik mantik, “ Elmadan,
elma degil” e gecisi bir derece meselesi olarak algilar, klasik mantik (Aristo mantigi) ise,

kesin bir an ister. [7]

1.2. Bulanik Kiime

Sozel anlamda tanim olarak bulanik kiime degisik tliyelik derecesine sahip 6geleri
olan bir topluluktur.
Tanmm 1.1: Genel anlamda x € X elemanlarindan olusan, X evrensel kiimesi klasik bir
kiimedir. X’ in herhangi bir klasik alt kiimesi A olmak tiizere A’ nin karakteristik

fonksiyonu (iiyeligi) Vx € X i¢in p (x) ifadesi asagidaki sekilde tanimlanir:

Ha(x) = {(1) . ; ﬁ (1.1)

Boylece fonksiyon, evrensel kiimenin elemanlarin1 0 ve 1° den olusan bir kiimeye
cerceveler.

Tanim 1.2: X bir evrensel kiime olsun. A, X’ in bulanik bir alt kiimesi olmak {izere

ua(x):X - [0,1] (1.2)



tiyelik fonksiyonu ile ifade edilir. Klasik kiimenin {iyelik fonksiyonu ile karsilagtirildiginda
tek fark bulanik kiimenin iiyelik fonksiyonunun deger kiimesi [0,1] kapali araligi
olmasidir. Vx € A igin x tiyeliginin derecesi uz (x) ile ifade edilir.

Tanmm 1.3: X bir evrensel kiime olsun. A € X olmak iizere, A kiimesi, elemanlarinin
tiyelik derecelerini [0,1] kapali araligina resmeden iiyelik fonksiyonuna sahipse A
kiimesine bulanik kiime denir ve A seklinde gosterilir.

Genel anlamda

A= {(xma()lx €X) (1.3)

seklinde ifade edilir.

iki farkli bulanik kiime vardir:
1) Kesikli Bulanik Kiime[2,4,10]: A c X bir bulanik kiime olsun. Sadece sinirli sayida
x € X elemanlarindan olusan A bulanik kiimesine kesikli bulanik kiime denir. Ornegin;

0 # X4,X3, ..., Xy € X elemanlari igin A bulanik kiimesi

e ZuA(xl)/xl (1.4)

seklinde ifade edilir. Burada p; degerlerine iiyelik degeri denir ve puz(x;) = p dir.
2) Siirekli Bulanik Kiime[2,4,10]: X evrensel kiimesi sinirli degilse A bulanik kiimesi

surekli kiime olarak adlandirilir ve

A= j “Z\)EX) (1.5)
X
seklinde ifade edilir.

Ornek 1.1[4,19]: X={Pozitif gercel sayilar} sonsuz kiimesi olsun. A = {10 sayisinin

etrafinda toplanan (10’ a gore kapali) gercel sayilar} bulanik kiimesi olsun.
ua() = 1/{1 + [1/5(x — 10)]?}
iiyelik fonksiyonu yardimiyla A = {x, uzx(x)} seklinde tamimlanabilir. (1.5) ifadesine gore

A= fR uz(x)/x seklinde yazilabilmektedir. Sekil 1.1 ile gosterilmektedir.



e
10
09 — 10 'a gire kapah olmayan
S - gercel sayiar
08 .
0.7
0.6
05
c4
03 10 'a gore kapah
02 gergel saylar
0.1
x
o6 2 4 6 8 10 12 14 18 18 20

Sekil 1.1. Stirekli bulanik kiime i¢in iiyelik fonksiyonu grafigi

Ornek 1.2:

A={Ayse genctir}. Bu sozel bir ifadedir. Bu ifadede geng sozii belirsizdir. Bu

belirsizligi ifade etmek i¢in liyelik fonksiyonu kullanilir. Bu iiyelik fonksiyonunun [0,60]

arasinda tanimlanmis siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim.

B= {Ayse ¢ok genctir}
nz(30) = 0.5
ug(30) = 0.25

0.9~ Bulank A Kiimesesi B

0.8 =

0.7 =

Ayse gengtir
0.6 ,
Bulanik B Kiimesi

05 ---3 R

Ayse c¢ok geng
0.4+ .

0.3 =

0.2+ _

Sekil 1.2. Bulanik A ile bulanik B kiimelerinin karsilastiriimasi



1.3. Uyelik Fonksiyonu Cesitleri

1.3.1. Ucgen Uyelik Fonksiyonu

Uggen iiyelik fonksiyonu a,,a,,a, olarak ii¢ parametre ile tanimlanir. O halde

matematiksel olarak ifade etmek istenirse:

4 a, <x<a,
aZ al
By (x) = 52 a, <X <a,
a; —a,
0 Xx<a;;x >a,
;
0.9 -
0.8 -
0.7 -
0.6 -
0.5 -
0.4 -
0.3 -
0.2 -
0.1 -
0 ‘ ‘

Sekil 1.3. P = (1/4/7) liggen liyelik fonksiyonu grafigi

1.3.2. Yamuk Uyelik Fonksiyonu

Yamuk iiyelik fonksiyonu a ,a,,a,,a, dort parametre ile tanimlanir. O halde

matematiksel olarak ifade etmek istenirse:



My (X) =

1.3.3. Gaussian Uyelik Fonksiyonu

u ve o2 paremetreli gaussian tiyelik fonksiyonu asagidaki gibidir

0 x<a;x>a,

Sekil 1.4.Q = (1/ 4,6/ 7) yamuk iiyelik fonksiyonu grafigi

(x—p)?

ua(x) = e 207

Sekil 1.5. Gaussian iiyelik fonksiyonu

(1.6)



1.3.4. Can Egrisi Uyelik Fonksiyonu

Can egrisi liyelik fonksiyonu a;,a,,a, {i¢ parametre ile tanimlanir. Matematiksel

olarak ifade etmek istenirse:

1
(x —az)

a

ua(x) =
(1 +

232)

0.8+

0.7~

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2~

0.1+

Sekil 1.6. Can egrisi liyelik fonksiyonu grafigi

1.3.5. Sigmoidal Uyelik Fonksiyonu

10

(1.7)

Sigmoidal egrisi tiyelik fonksiyonu a,,a, parametreleri ile tanimlanir. Matematiksel

olarak ifade etmek istenirse:

1
(1 + e—a1(X—az))

ua(x) =

(1.8)



sigmf, P=[1 5]

Sekil 1.7. Sigmodial tiyelik fonksiyonu

1.3.6. S Sekilli Uyelik Fonksiyonu

S tyelik fonksiyonu a,,a, parametreleri ile tanimlanir. Matematiksel olarak ifade

etmek istenirse:

0 x<a,
2
2[){ a1] alSXSal+a2
a,—a, 2
Hy(x) = Iy
I—Z[X azj a1+a2Sx<a2
a,—a, 2
1 X>a,
.
0.9 — —
0.8 — -
0.7 - —
0.6 — —
0.5 — -
0.4 — —
0.3 — -
0.2 - -
0.1 - —
OO 1 é ‘9 10

smf, P=[2 7]

Sekil 1.8. Parametreleri a; = 2 ve a, = 7 olan S sekli iiyelik fonksiyonu grafigi



1.3.7. I Sekilli Uyelik Fonksiyonu

IT sekilli tiyelik fonksiyonu a,,a,,a;,a, parametreleri ile tanimlanir. Matematiksel

olarak ifade edilirse:

0 x<a;x=a,
2
X—a a, +a
2 ‘ a, <x<——2
a,—a, 2
2
X—a a, +a
1_2( 2J 1 2SX<a2
(x)— a,—a, 2 (1.9)
Ha 1 a,<x<a, '
2
X—a +a
1—2( 3J a, <x<—2—4
a,—a, 2
2
X—a a,+a
2 k 4 <x<a,
a,—a, 2

Ornek 1.3: Parametreleri a; = 2,a, = 4,a; = 7,a, = 11 olan & sekilli iiyelik fonksiyonu

Matlab programu ile ¢izilmistir.

0.9+ =

0.8+ =

0.7+ =

0.6 =

0.5+ =

0.4+ =

0.3 _

0.2 _

0.1 _

pimf, P=[2 4 7 11]

Sekil 1.9. IT sekilli tiyelik fonksiyonu grafigi
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1.3.8. Uyelik Fonksiyonu Kisimlari

Tanmim 1.4[4, 19]: Bir A bulanik kiimesi, ancak ve ancak bir veya daha ¢ok x degeri igin
uz(x) = 1 ise normaldir. Yani pz(x)’ in en biiyiik degeri 1’ e esitse A bir normal bulanik
kiimedir.

Tanim 1.5[4]: Bir bulanik kiimenin konveksligi uygulama yoniinden olduk¢a énemli bir

ozelliktir. x4, x, € Xve A € [0, 1] igin eger

nx(Ax; + (1 = D)x;) = min(pug(x1), vz (x2)) (1.10)

ise A bulanik kiimesi konvekstir. Bu tezdeki tiim boliimlerde biitiin bulanik kiimeler
konveks olacaktir.
Tamm 1.6]2]: Bir bulanik kiimede iiyelik derecesi 1’ e esit olan elemanlara “ Oz Eleman
denir.

Ix , pz(x) =1

Ornegin; yamuk iiyelik fonksiyonunun parametreleri a;,a,,as,a, olmak iizere
yamuk iiyelik fonksiyonunda a,, a; arasinda bulunan x’ ler 6zalt kiime olusturuyor.
Tamm 1.7[19]: A c X bulamik kiimesinin iiyelik derecesi sifirdan biiyiik olan

elemanlarindan olusan kiimeye (K, u(x)) kiimesinin dayanak kiimesi denir ve
Supp(K) = {X € K|ug(x) >0vex€ X} (1.11)

seklinde ifade edilir.

Tamim 1.8[2,19]: {X € K|uA(X) = 1} kiimesine (K, u(x)) kiimesinin ¢ekirdegi denir.
Tamim 1.9[2]: Uyelik dereceleri 0 veya 1° e esit olmayan x’ lerin olusturdugu kisimlara
gecis bolgeleri denir.

Tanim 1.10[2]: Bir bulanik kiimenin iiyelik fonksiyonu belirli bir x = ¢’ ye gére simetrik

ise yani

Vx € X i¢in px(x+ ¢) = pz(x—¢) (1.12)
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ise buna simetrik bulanik kiime denir. Ornegin; simetrik {icgen iiyelik fonksiyonu x = a’ya
gore simetriktir.
Ornek 1.4[15]: insanlarm yaslarindan olusan bir evrensel kiime tanimlayalim.

E = {0,5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80}

Tablo 1.1 incelendiginde:

Tablo 1.1. Bebek, Geng, Yetiskin, Yasli Yas Tablosu

YAS BEBEK GENC  YETISKIN YASLI

0 1,00 0,00 0,00 0,00
5 1,00 0,00 0,00 0,00
10 0,80 0,00 0,00 0,00
15 0,30 0,30 0,00 0,00
20 0,00 0,80 0,00 0,00
25 0,00 1,00 0,20 0,00
30 0,00 0,80 0,50 0,00
35 0,00 0,30 0,80 0,00
40 0,00 0,00 1,00 0,00
45 0,00 0,00 1,00 0,20
50 0,00 0,00 0,80 0,40
55 0,00 0,00 0,50 0,60
60 0,00 0,00 0,20 0,80
65 0,00 0,00 0,00 0,90
70 0,00 0,00 0,00 1,00
75 0,00 0,00 0,00 1,00
80 0,00 0,00 0,00 1,00

Geng kiimesi “ G ” ile gosterilsin.

Geng bulanik kiimesinin dayanak kiimesi yazilirsa:
Supp(G) = {15, 20, 25, 30, 35}

Bebek kiimesi “ B ile gosterilirse:

Supp(B) = {0,5,10,15}
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Bebek, Geng, Yetiskin, ve Yaslt bulanik kiimeleri normal kiimelerdir. Ciinkii tiyelik

dereceleri 1’ ¢ esit olan en az bir tane eleman vardir.

1.4. a- Kesim Kiimesi ve Bulanik Kiimenin Biiyiikliigii
1.4.1. a-Kesim Kiimesi

Uyelik derecesi o’ dan az olmayan iiyelerden kurulmus kiimeye A kiimesinin

a-kesim kiimesi denir. A, ile gosterilir ve

Ae={x€Xlpyz = a}, a €[0,1] (1.13)

seklinde tanimlanir.
Not: A, = {x € X|uz > a} , a € [0, 1] kiimesine giiclii o kiimesi denir. [19]
o = 0 oldugunda A[0], A kiimesinin temeli (base) olarak ifade edilir.
Ornegin; Geng kiimesinin a = 0.4 kesim kiimesi belirlenmek istenirse ;
Go4 = {20,25,30}
Bebek kiimesinin a = 0.3 kesim kiimesi belirlenmek istenirse;
Bos = {0,5,10,15}
Yetigkin kiimesinin a = 0.2 kesim kiimesi belirlenmek istenirse;
Y., = {25, 30, 35,40, 45, 50,55, 60}
Yash kiimesinin a = 0.6 kesim kiimesi belirlenmek istenirse;

(YA) ={55,60,65,70,75,80}
0.6

1.4.2. Bulanik Kiimede Biiyiikliik Kavram[10, 19]

Bulanik kiimenin biyiikliigii ti¢ farkli sekilde belirlenir:

1. Bulanik kiimenin elemanlarinin iiyelik dereceleri toplanarak elde edilir.

A= ua (1.14)

XeX
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2. Evrensel kiime ile bulanik kiimenin biiyilikliigiiniin oran1 seklinde elde edilir.

Al = & (1.15)

3. Bulanik kiimenin a-kesiminin asalliginin bulunmasi ile elde edilir.

i (|Z\|m) . (1.16)

Ornek 1.5: Tablo 1.1° deki verileri kullanarak Bebek, Geng, Yetiskin ve Yasli kiimelerinin
bulaniklik kiime biiytikliiklerini bulalim:
i. |Bebek| = 1.00 + 1.00 + 0.80 + 0.30 = 3.10
|Geng| = 0.30 + 0.80 + 1.00 + 0.80 + 0.30 = 3.20
|Yetiskin| = 0.20 + 0.50 + 0.80 + 1.00 4+ 1.00 + 0.80 + 0.50 + 0.20 = 5.00
|Yash| = 0.20 + 0.40 + 0.60 + 0.80 + 0.90 + 1.00 + 1.00 + 1.00 = 5.90

|Bebek| _ 3.10

i, |Bebek|| = 2 = 21— ¢ 1873
[Gengl| = 1560 _ 320 _ 10g7
E| 17
|| Yetiskin|| = M = i = 0.2941
IE] 17
[Yashf) = X231 _ 590 _ 2400
E[ 17

iii. « = 0.40 i¢in Bebek 4o = {0,5, 10} = |Bebekg 40| = 3
a = 0.50 icin Gengy 5o = {20, 25,30} = |Gengy ol = 3
a = 0.80 icin Yetisking g = {35, 40, 45,50} = |Yetisking go| = 4
a = 0.90 icin Yasliy 9o = {65, 70, 75,80} = |Yasliyqo| = 4

1.5. Bulanik Kiime Uzerinde Islemleri

Bulanik kiimelerde de klasik kiimeler iizerinde yapilan islemlerin bazilar1 yapilabilir.
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1.5.1. Bulanik Alt Kiime[10, 19]

A,B c E olsun. Vx € E igin pz(x) < pug(x) oluyorsa bu durumda A bulanik kiimesi B

bulanik kiimesinin alt kiimesidir denir ve A € B seklinde gosterilir.

1.5.2. Esit Bulanik Kiime[10, 19]

vx € E igin pz(x) = pg(x) ise A bulanik kiimesi B bulanik kiimesine esittir denir ve

A = B seklinde gosterilir.

1.5.3. Bulanik Kiimelerin Birlesimi[10, 15, 19]

A, B c E iki bulanik kiime olsun. A ve B bulanik kiimelerinin birlesimi de yine bir
bulanik kiimedir dyleki; pz ve pg iiyelik fonksiyonlar sirasiyla A ve B bulanik kiimelerinin
iiyelik fonksiyonlar1 olmak iizere AveB bulanik kiimelerinin birlesiminin iyelik
fonksiyonu {yelik fonksiyonlarinin maksimumu olarak tanimlanir ve asagidaki gibi

gosterilir:

vx € E i¢in pgyg(x) = max{pz(x), ug(x)} (1.17)

Bulanik A ve bulanik B
0.9 kimelerinin birlesimi —

. e ]

Sekil 1.10. A ve B seklindeki iki bulanik kiimenin birlesimi
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1.5.4. Bulanik Kesisim[10, 15, 19]

A, B c E iki bulanik kiime olsun. Uz, Mg sirastyla A ve B bulanik kiimelerinin tiyelik
fonksiyonlar1 olmak iizere A ve B bulamik kiimelerinin kesisimlerinin iiyelik fonksiyonu

her bir kiimenin tiyelik fonksiyonlarinin minimumu alinarak bulunur ve asagidaki sekilde

ifade edilir:

vx € E igin pgop(x) = min{uz (0, u5 (0} (1.18)

Bulanik A ve bulanik B
kiimelerinin kesisimi

0.2 / 4

Sekil 1.11. A ve B seklindeki iki bulanik kiimenin kesisimi

1.5.5. Smirlandirilmis Toplam[10, 15, 19]

A, B c E iki bulanik kiime olsun. A, B bulanik kiimelerinin simirlandirilmis toplami

A @ B seklinde gosterilir ve iiyelik fonksiyonu (1.19) ile verilmektedir.

vx € E i¢in pzgs(x) = min{l, pz(x) + pg(x)} (1.19)

1.5.6. Smirlandirilmis Carpim[2, 5, 19]

A, B c X iki bulanik kiime olsun. A, B bulanik kiimelerinin siirlandirilmis garpimi

A ® B seklinde gosterilir ve iiyelik fonksiyonu (1.20) ile verilmektedir.
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Vx €E i¢in puzeg(x) = max{0; uz(x) + ug(x) — 1} (1.20)

1.5.7. Olasilik¢1 Carpim|[2, 5, 19]

A, B c X iki bulanik kiime olsun.A, B bulanik kiimelerinin ¢arpimi cebirsel ¢arpimdir

ve ve iiyelik fonksiyonu (1.21) ile verilmektedir.
vx € Eigin pzp(x) = pz()usx) (1.21)
1.5.8. Bulanik Tiimleme[10, 19]
A c X bulanik kiime olsun. pz, A bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu olmak iizere,
A bulanik kiimesinin tiimleyeninin iiyelik fonksiyonu o kiimenin iiyelik fonksiyonunun 1’

den ¢ikarilmasiyla bulunur ve iiyelik fonksiyonu pz seklinde gosterilir.

vx € E icin pz(x) =1 — pz(x) (1.22)

A bulanik kiimesi

A bulanik kiimesinin
0.6 tiimleyeni

0.5

0.4+

0.3+

0.2+

1 1 1 1
1.18 1.2 1.22 1.24 1.26 1.28 1.3 1.32

Sekil 1.12. A=1-A seklindeki A bulamk kiimesinin tiimleyeni
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1.5.9. Bulanik Kiime i¢in Fark islemleri[10, 15, 19]

Bulanik kiimelerde fark islemleri iki tiirlii olur:

i.A\B=AnB (1.23)
Hzng (0 = min{uz(x); 1 — ps(x)} (1.24)

ii. Stnirlanirilnis fark gosterimi: A, B c X iki bulanik kiime olmak iizere A © B

sinirlandirilmis farki

Wzop = max{0; pz(x) — ug(x)} (1.25)

Ornek 1.6: A, B c E iki bulanik kiime olsun.

E:{Xlr X2, X3,X4, XS}

olmak lzere

ise

A={(x4,0.1), (x5,0.4), (x3,0.3), (x4,0.9)}
B={(x4,0.2), (X5, 0.6), (x3,0.1), (x4, 1)}

a) AUB =?
b)AnB =?
OAPB=?
AR B=?
e) A =?
f)B =2

Coziim:

a) Uz, = max {u, U} olmak tizere
AUB = {(x4,0.2), (x5, 0.6), (x3,0.3), (x4, D}
b) wz~g = min{uz, ug} olmak tlizere
ANnB={(x;,0.1),(xy,0.4),(x3,0.1), (x4,0.9)}
©) Uzgp = min{l, pz(x) + pg(x)} olmak iizere
A® B ={(x;,0.3), (x2,1), (x3,0.4), (x4, 1)}
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d)

=

igs = Max{0, uz + ug — 1} olmak iizere
® B = {(x1,0), (x2,0), (x3,0), (x4,0.9)}
{(x41,0.9), (x3,0.6), (x3,0.7), (x4,0.1)}
= {(x4,0.8), (x5,0.4), (x3,0.9), (x4,0)}

o3 { e S
Il

e)
f)

oA

1.6. Bulanik Say1 ve Bulanik Aritmetik

Bulanik say1r kavrami matematikte bildigimiz sayr kavraminin genellestirilmis
halidir. Bir bulanik say1 iiyelik fonksiyonu ile tanimlanan bir araliktir. Daha genis anlamda
bir bulanik kiimedir. Bulanik sayilar genelde digbiikey, normal, smirli, siirekli iiyelik
fonksiyonu olan ve gergek sayilarda tanimlanmis bir bulanik kiimedir. Bulanik kiimeler
tiyelik fonksiyonuyla tanimlandigi gibi bulanik sayilarda kendi iiyelik fonksiyonlariyla
verilirler. Bizim en ¢ok iizerinde duracagimiz bulanik sayilar iicgen ve yamuk bulanik

sayilaridir.

1.6.1. U¢gen Bulamk Say:

N bir iiggen bulanik say1 a; < a, < az sarti olan ii¢ say1 ile tanimlanir. Uggen
bulanik saymin merkezi a, ve dayanak noktalar1 [a;,a3] seklinde ifade edilir. Uggen
bulanik sayilar N = (a,/ a,/ a3) seklinde gosterilir.[2]

Ornek 1.7[3]: N iicgen bulanik say1 olmak iizere N = (1.5/2/3.5) iicgen bulanik
sayisini alalim. Sekil 1.13 ile tiggensel say1 ifade edilmistir. Sekil 1.13” ten yararlanarak:

N(1.75) =05 N@2)=1 N(2.8)=0.3
elde ederiz.

N iicgen bulanik sayisini elde edebilmek igin 2 6nemli kosula ihtiyag vardir:

a) [1.5, 2] araliginda monoton sekilde artmalidir. Sekil 1.13” te goriildiigii gibi say1
verilen aralikta monoton artandir.

b) [2,3.5] araliginda monoton sekilde azalmahdir. Sekil 1.13” te goriildigii tizere

say1 verilen aralikta monoton azalandir.
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L L
o 0.5 1

Sekil 1.13. N = (1.5 / 2 / 3.5) iiggen bulanik say1

1.6.2. Yamuk Bulanik Say1

M bir yamuk bulanik say1 a; < a, < a; < a, dort parametre tarafindan tanimlanr.
Yamuk bulanik saymin tepesi [a,,as] (burada iiyelik 1 e esittir) ve bulanik saymin
dayanag ise [a;,a,s] araligidir. Yamuk bulanik sayilar M = (a;/a,, a3 /a,) seklinde
gosterilir.[2]

Ornek 1.8[2]: M bir yamuk bulanik say1 olmak iizere M = [1.5 /2, 3/3.5] olarak verilsin.
Verilen M yamuk bulanik sayis1 Sekil 1.14” te verilmistir. Sekil 1.14” e gore:
M[2] =1, M[3]=1 , M[1.9] =0.9

o
®
T

1

o
o
T
|

o
IS
T

|

o
w
T
|

[0} 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

X L

Sekil 1.14. M = (1.5 /2, 3/3.5) yamuk bulanik say1si
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1.6.3. Alfa (o) Kesimleri

Alfa kesmesi bulanik kiimeyi bolerek kesin kiimeleri olusturmaktadir[2]. Eger
A c X bir bulanik kiime ise A nin o-kesimi

VO < a<1 icin Ala] = {x € X| pz(x) = a}
seklinde ifade edilir. Burada 0=0 kesimi veya A[0] ayr1 sekilde tanimlanmalidir. [2]

Ornek 1.7°den N[0]=[1.5,3.5] dir. N iicgensel bulanik sayis1 tanimdan yararlanarak
N[0] = Tiim reel sayilar olarak ifade edilir.
Not: Bulanik kiimelerde a-kesmesi bulundugu gibi bulanik sayilarda da o-kesmesi
bulunur. Bu a-kesmesi

Ag = Ala] = [aq1, 23] = [a1(0), a3()]

Ay =a;+(@,—aj)a=>a=0iseay; =a;

agz =az— (azg—az)a=>a=0iseag; = as
seklinde hesaplanir.
Tamim 1.11[2]: A herhangi bir bulanik say1 olmak iizere, A[a] kesmesi icin A[0]” a A
bulanik sayisinin destegi (temeli) denir.
Tanmim 1.12[2]: A bulanik sayisinin ¢ekirdegi, iiyelik degerinin 1’ e esit oldugu degerlerin
kiimesidir. Ornegin; N = (a / b / c) iicgen bulanik sayisinin ¢ekirdegi tek nokta b dir.
M = (a/b,c/d) yamuk bulanik sayisinin ¢ekirdegi M = [b, c] dir.
Ozellik 1.1[2]: Q herhangi bir bulanik say1 olmak iizere biliniyor ki, 0 < a < 1 i¢in Q[
kapali, smirli bir arakliktir. O halde Q[a] = [q;(a),q,(a)] olarak ifade edilir.
q1 () (q2(x)), q;1(1) < q,(1) ile artan (azalan) fonksiyon olacaktir. Q iiggen yada yamuk
sekilli bulanik say1 ise:

1) a€[0,1] araliginda q4 (o) siirekli ve monoton artan fonksiyon olmalidir.

2) 0 < a < 1 araliginda g, (a) siirekli, monoton azalan fonkiyon olmalidir.

3) q1(1) = q2(1) (q1(1) < q2(1)) durumu yamuk bulanik sayi igin.

Monoton artan ya da azalan olma sarti matematiksel olarak; monoton artanligi

d(q(;(a))_ > 0 seklinde ve monoton azalanligi ise % < 0 seklinde kontrol edilir. [2]

Sekil 1.13 deki N bulanik sayis1 i¢in N = [n; (), n, ()], 0 < a < 1, olmak iizere:
n(a) =15+ (2—-15)a =15+ 0.5a
n,(a) = 3.5—-(3.5—-2)a =3.5—-1.5a

elde edilmektedir. Benzer sekilde M = [m;, m,],0 < a < 1, olmak iizere
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m;(a) =15+ (2—-1.5)a =15+ 0.5a

m,(a) = 3—(3.5-3)a=3—-0.5a

Dikey Oy-ekseni ve yatay Ox-ekseni olmak tizere n;(a) = 1.5+ 0.5a ifadesi
x =15+ 0.5y,0 <y < 1. Son ifade (1.5,0) dan (2, 1) noktasina gizilen X’ in y’ ¢ bagh

oldugu dogrusal bir fonksiyondur ve Sekil 1.13 te verilmistir.

1.7. Bulanik Aritmetik[2]:

A ve B iki bulanik say1 olmak iizere bulanik sayilarda toplama, ¢ikartma, ¢arpma,
bolme islemlerine ihtiyag vardir. A+ B, A — B,.... vs. hesaplamak i¢in iki temel yontem
vardir:

1. Genisleme prensibi

2. Aralik aritmetigi ve a-kesmeleri.

1.7.1. Genisleme Prensibi[2]:

A ve B iki bulanik say1 olsun. A + B = C ise C bulanik sayis1 igin iiyelik fonksiyonu

C(2) = supyy{min(A(x), B(y))|x +y = z} (1.26)
C = A — B olursa:

C(z) = supyy{min(A(x),B(y))|x —y = z} (1.27)
Benzer sekilde C = AB olursa:

C(2) = supyy{min(A(x), B(y))|x.y = z} (1.28)
C = A/B olursa:

C(z) = supyy{min(A%), B(y))|x/y = z} (1.29)
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Biitiin bu durumlarda C aym zamanda bulanik bir sayidir. C=A/B * de B’ nin
desteginin 0’ a ait olmadig1 varsayilir. A ve B iiggen (yamuk) bulanik sayilarsa bu durumda
A + Bve A — B iicgen bulanik say1, AB ve A/B ise iicgen sekilli (yamuk sekilli) bulamk
sayilar olacaktir.

(1.26) — (1.29) esitliklerinde “sup” operatorii kullanildi. X iistten smirlandirilmis
gercel sayilar dizisi ise X’ de biitlin x’ ler i¢in x < M olacak seklinde bir M vardir dyle ki
M, X i¢in sup(X)= En kiigiik {ist sinirdir. X’ in maksimum {iiyesi varsa sup(X)=maks(X)=1.
“sup” un ¢ift operatorii “inf” dir. X alttan sinirlandirilirsa, Vx € X i¢in N< x olacak sekilde
bir N vardir &yleki N, X i¢in inf(X) = En biiyiik alt stnirdir. Ornegin X=(0,1] i¢in inf(X)=0
ama X=[0,1] i¢in ise inf(X)=min(X)=0 dir.[2]

Verilen A ve B icin (1.26) — (1.29) esitlikleri A+ B, A—B,.... vs. ¢ nin
hesaplanmasinda biraz karmasik olarak goriinliyor. Bu yiizden aralik aritmetigi ve alfa
kesmelerine dayali esdeger bir yontem gosterilecektir. Ilk once aralik aritmetiginin

temelleri gosterilecektir.

1.7.2. Aralik Aritmetigi

Matematikte ii¢ ¢esit aralik vardir. Bu tezde kapali aralik ile ilgilenilecektir. Ik énce
kapali aralik tanimini verelim.
Tanmm 1.13[2,13]: a ve b iki reel say1 olsun. Reel sayilar kiimesinde [a,b] kapali aralig

seklinde gosterilir ve

[a,b] ={x€R|a <x <b} (1.30)
ifade edilmektedir.

Araliklar arasinda da basit aritmetik islemler tanimlanir. Bu tanimlamada en 6nemli

nokta araliklar, kiimeler ile birlikte hesaplanmaktadir.

[a;, b;], [a3, by] iki kapali, sinirli reel sayi araliklari olsun.

[a1,bs] + [az,by] = [a; + a3, by + b,] (1.31)

[a;,a,] — [by,b2] = [a; —by,a; —by] (1.32)
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TRl e e e a3

Son olarak ise iki kapali araligin carpimini verilecektir:

[a;, bi][az, ba] = [a, B] (1.34)

[a,B] = {ab]a; <a<by,a, <b <Db,} (1.35)
olmak iizere

a = minf{a,a,,a;b,, bja,, b;b,}, (1.36)

B = max{a a,,a;b,,bja,, byby} (1.37)

seklinde tanimlanir. Carpma islemi a; =0, a, <0, b; =0, b, <0..vb seklinde

ai, a,, by, b, ifadelerinin durumlarina gore farkli sekilde tanimlanir:

a; =0, a, = 0ise [a;,b;][az, by] = [a7a2,, byb,] (1.38)
b; <0, a, = 0ise [ay,by][ay, by] = [a;b,, a,bq] (1.39)
b, <0, b, < 0ise[ay,bs][ay,b,] = [byb,, aja,] (1.40)
a; =0, b, > 0ise [a;,by][a,, b,] = [azby, bya,] (1.41)

Ornek 1.9: Asagidaki kapal arakliklarda ki dort islem problemlerini hesaplayiniz?
, =11+ [-1,1] =
51 =[=2,7] =
,4][-3,1] =7
2][-3,5] =?
21/[-5, —3] =

a) [-2
b) [3
¢) [-2
d)[1,
e) 1,
) [-1,2]/[5,7] =
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Coziim:
a) [-2,-1]+[-1,1] =[-2+ (-1),-1+ 1] =[-3,0]
b) [3,5] - [-2,71=[3-7,5-(-2)] = [-4,7]
©) [-2,41[-3,1] = [a,B] = [-12,6]

a = min{6,—-2,—12,4} = —12

B = max{6,—2,—12,4} =6

a = min{-3,5,-6,10} = —6

B = max{—3,5,—6,10} = 10
e) [1,2]/[-5-3] =[1,2][1/(=3),1/(=5)] = [-0.6,-0.4]
f) [-1,2]/[5,7] =[-1,2][1/7,1/5] = [—0.1428,0.4]

1.7.3. Bulanik Aritmetik[2]:

A, B iki bulanik say1 olsun. Bulanik sayilarin a-kesimi kapali, sinirl, araliklar olmak

uzere

Ala] = [ay(a),a,(a)] 0<a<1 (1.42)

Bla] = [by(a),by(a)] 0<a<1 (1.43)

seklinde tanimlansin. 0 < a < 1 olmak iizere

C= A+ B ise C[a] = A[a] + B[q] (1.44)
C= A-B ise C[a] = Ala] — B[«] (1.45)
C = AB ise C[a] = A[«]B[q] (1.46)

C=A/Bise Cla] = Ala] /B[] , Bl[a] #0 (1.47)
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Bulanik aritmetikte kullandigimiz bu yontem bulanik aritmetigin genisleme prensibi
metoduyla esdegerdir. Agik sekilde goriiliiyor ki bu yontem aralik aritmetiginin o-kesimi
olarak da ifade edilmektedir.

Ornek 1.10: A ve B iki bulanik say1 olsun. A = (=5 /—3 /—1) ve B = (2 / 4 / 6) bulanik
sayilar1 verilsin. AB ¢arpimini hesaplayiniz?

Coziim: AB garpimimi hesaplamak igin bulanik sayilarm o-kesmeleri ve aralik aritmetigi
kullanilacaktir. a-kesmeleri

Ala] =[5+ 2a,—1 — 2a] ve Bla] = [2 + 2a,6 — 2]
seklinde elde edilmektedir. Aralik aritmetigini kullanarak C = AB hesaplanirsa

Cla] = Ala]B[o] = [(=5+ 2a)(6 — 2a) , (-1 —20)(2+ 2a)], O0<a<1
C bulanik sayismin grafigi Sekil 1.15° te verildigi gibidir.

0.9+ B

0.8 -

0.7 -

0.6 -

alfa
o
(6)]
T
1

0.2+ B

0.1+ .

Sekil 1.15. A = (=5 /—3/—1),B = (2 / 4/ 6) icin C = AB grafigi



2. YAPILAN CALISMALAR

Bulanik mantik elektronik, envanter teori, gilivenilirlik teorisi, kuyruk teorisi,
biyoloji, medikal, sigorta teorisi, karar teorisi, yonetim bilimleri, matematik ve istatistik...
gibi bircok bilimsel alanda kullanilmaktadir. Son zamanlarda bulanik kiime teorisi, bulanik
rasgele degisken ve bulanik stokastik siire¢ teorisinde de gelismeler gerceklesmektedir. Bu
ytizden bulanik teori olasilik teorisinde 6nemli bir yere sahip olmustur[6].

1991 yilinda Kauffmann, A., Gupta, M.M., bulanik aritmetik teorisi ve uygulamalar1
tizerine ¢alisti. 2009 yilinda Moore, R. E., Kearfott, R. B. ve Cloud, M. J. aralik aritmetigi
adli kitabinda aralik aritmegi ile olusturulan yeni yontemleri ve uygulamalari sunmustur.
Bu olusturduklar1 yontemle belirsiz olan verilerle dogrusal sistemleri ¢6zmekten, integral
ve diferansiyel denklem c¢oziimlerine kadar genis bir alanda aralik metodunu
uygulamislardir.

1965 yilinda bulanik kiimeler kuramiyla ilk Lotfi A. Zadeh tanistirdi. 1978 yilinda
Lotfi A. Zadeh yayimladigi makalesinde bulanik kiime teorisini temel alarak olasilik
dagilimlarini bir bulanik yap1 gibi tanimlamistir[26]. 1980 yilinda Dubois D. ve Prade H.
bulanik mantik ve sistemleri {izerine 550 yayin ve makaleleri temel alan bir c¢aligma
yayinlayarak bilinen ¢aligmalarla yeni ¢aligmalari sentezlemeyi amagladilar[4]. 1987 de
Dubois D. Ve Prade H. bulanik sayilarin beklenen degeri ile ilgili makalelerinde kesin
araliklarin konveks toplamini ve olasilik dagilim fonksiyonunun konveks toplamini
diisiinerek bulanik aritmetige yeni bir gézle bakmaya ¢alistilar ve bunu kullanarak bulanik
sayilarin beklenen degerini aralik olarak tanimladilar[5]. 1997 de Nguyen H.T.
makalesinde bulanik kiime teorisi, bulanik olasilik ve Ozellikle istatistik ile bulanik
methodlar iligskilendirmeyi amacladi.

Lushu, L. ve Zhaohan, S., 1998 yilinda yayinladiklar1 makalede bulanik rasgele
degiskenin integrali ile bulanik kiime deger Ol¢iisiinii tanimladilar, bulanik kiime deger
Ol¢iilerinin baz1 6zelliklerini elde ettiler. Hong, H.D., Ahn, H.C. 2003 yilinda T iliskili L-R
bulanik sayilari i¢in biiyiik sayilar kanunu iizerine makaleler yayimladilardir. 2001 yilinda
Xia, Kolmogrov’ un olasilik sistemine baglayan bir bulanik olasilik sistemi olusturdu.
Bulanik rasgele degiskenler ve biiyiik sayilar kanunu iizerine ¢alist1 ve martingale teorisine
uyguladi. 2001 yilinda Joo ve Kim ¢alismalarinda bagimsiz toplamlar i¢cin Kolmogrov’ un

giiclii sayilar kanunu ve ayni sekilde bulanik rasgele degiskenlere genislettiler.
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Bulanik rasgele degiskenin beklenen degeri ve varyanst metrik uzayda Frechet’in
prensibi ile karakterize edildi ve 1997 yilinda Korner, R. ¢alismasinda bu beklenen deger
ve varyansi kullanarak dogrusal regresyon problemi ve limit teorileri {izerine uyguladi.
1999 yilinda Wu, H.,C. bulanik rasgele degiskenlerin olasilik yogunluk fonksiyonu ile
ilgili bir caligma yapti. 2001 yilinda Feng, Y., Hu, L. ve Shu, H., ¢alismasinda bulanik
rasgele degiskenlerin varyans ve kovaryans kavrami ve onlarin 6zelliklerinin tanitilmasini
sagladi. Varyans ve kovaryans bulaniklastirildi ve parametrelerin istatistiksel tahmininde
varyans ve kovaryans uygulamalari ve hesaplamalar1 rneklerle verildi[6].

2003 yilinda Buckley J.J. ve Eslami E., olasilik teorisinin bulanik temelleri lizerine
calistilar. Buckley ve Eslami belirsiz olan bazi olasilik degerlerine sahip siirekli olasilik
dagilimlarin1 aragtirdilar. Bulanik sayilar1 kullanarak bu belirsizlikleri modellediler.
Buckley, J.J., a ve b bulanik paremetreleri i¢in diizgiin dagilim, bulanik beklenen deger ve
bulanik varyans parametrelerine sahip normal dagilim ve bulanik A parametreli iistel
dagilim {izerinde calistt ve bu bulanik paremetreler yardimiyla dagilimlar1 bulaniklastirdi.
Wu, L., 2009’ daki calismasinda matlab programi yardimuiyla tarafik kaza verilerini bulanik

normal dagilim tizerine uyguladi[11].

2.1. Bulanik Bir A Olayinin Olasihig:

Genellikle bulanik olasilik iki sekilde incelenir. Birinci olarak bulanik bir A olayinin
olasiligt; ikinci olarak ise bulanik A olayimnin bulanik olasiligi seklinde incelenmektedir.
Oncelikle bulanik A olaymnin olasiliginin nasil hesaplandig: incelenecektir.

Tanim 2.1: Kesin olasiligin tanimindan biliniyor ki X 6rnek uzay olmak iizere

1. vx € X i¢in p(x)€[0,1] (2.1)

2. Yxexp(x) =1 (2.2)
bu kosullar altinda

P(A) = ) p() (23)

XeX
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seklinde ifade edilmektedir. Bulanik olaym olasiliginda ise A bir bulanik olay ve bu A

bulanik olayin iiyelik fonksiyonu pz olsun. Bu durumda bulanik olayin olasilig::

P(E) = ) 1maGOp(9) (2.4)

XeX

seklinde gosterilir.
Bulanik bir olayin olasiligi ile ilgili ¢esitli 6rnekler asagida verilmektedir:
Ornekler:
Ornek 2.1:
Bir zar atma olayinda
a) A = {kiiciik say1 gelmesi} = {(1,1)(2,0.8)(3,0.6)(4,0.3)(5,0.1)(6,0)}
bulanik olayinin olasiligini bulunuz?
b) A = {biiyiik say1 gelmesi} = {(1,0), (2.0.2), (3,0.5), (4,0.7), (5,0.8), (6,1)}
bulanik olayinin olasiligini bulunuz?
Coziim:

a) A = {kiiciik say1 gelmesi} = {(1,1)(2,0.8)(3,0.6)(4,0.3)(5,0.1)(6,0)}

P(Z\)—Z (x) —11+081+061+031+011+01
= 2, Map() =15+085+ 065+ 037+ 017407

XEA

1 2.8
=2[1+08+06+03+0.1] =~ =046
b) A = {biiyiik say1 gelmesi} = {(1,0), (2.0.2), (3,0.5), (4,0.7), (5,0.8), (6,1)}

P(Z\)—Z ()()—01+021+051+071+081+11
— L MR = B e g g T e T T s

XEA

1 3.2
=g[0+0.2+0.5+0.7+0.8+1] =?=0.53

Ornek 2.2: iki zar atiliyor. Zarlarin {izerindeki sayilarin ¢arpimlarinin ¢ok biiyiik gelmesi
bulanik olayinin olasiligini bulunuz?
Coziim:

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4), (1,5),(1,6), (2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (2,5), (2,6)
,(3.1),(3,2),(3,3),(3:4), (3,5), (3,6), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(54),(5,5),(5,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4), (6,5), (6,6)
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A = {Carpimlarinin ¢ok biiyiik say1 gelmesi}

((6,6),1),((6,5),0.8),((5,6),0,8),((5,5),0.7),
=1((6,4),0,6),((4,6),0.6),((54),0.4),((4,5),0.4)

P(E) = ) 1taGOp(9)

XEA

= 11+108+108+107+106+106+2104+10
36 36 36 36 36 36 36 36

1 4.5 -
= %[1 +08+08+0.74+0.6+0.6+04+04] = 36" 0.1472

Ornek 2.3: Bir torbada 1’ den 16” a kadar numaralandirilmis toplar vardir. Bu toplardan 8
numarali topun numarasina yakin bir top secme olasilig1 nedir?
Coziim:

A = {8 numarali topa yakin numarali top}

B {(1,0), (2,0.1), (3,0.3), (4,0.5), (5,0.7), (6,0.8), (7,0.9), (8,1), (9,0.9), (10,0.8),}
- (11,0.7), (12,0.5), (13,0.3), (14,0.1), (15,0.1), (16,0)

P(A) = > ux(Ip()

XEA
1
=1—6[0+0.1+0.3+0.5+0.7+0.8+0.9+1+0.9+0.8+0.7+0.5

+03+0.140.1+0] =7.7/16 = 0.4812

Ornek 2.4: Bir zar atma olayinda 4’ e yakin bir say1 gelmesi olayimin olasilig1 nedir?
Coziim:

X =1{1,2,3,4,5,6}

A = {4’e yakin bir say1 gelmesi} = {(1,0.1), (2,0.5), (3,0.8), (4,1), (5,0.8), (6,0.5)}

. 1 3.7
P(A) = Z uz()px) = s [01+05+08+1+08+05]=—=0616

X€EA

Ornek 2.5: iki zar atiliyor. Zarlarm iizerindeki sayilarin toplaminin 4’ e yakin bir say

gelmesi olasilig1 nedir?
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Coziim:

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
X=14(31),(3,2),(3,3),(34),(3,5),(3,6),(41),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)
(51),(5,2),(53),(54),(55),(5,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)

(09502109 (1) 09101 () (22 (203
((24).05).((29).03),((2:6).0.1).(6.2).08)((3:3).05).((3.4).03).
((4.11,08).((4.2).0.5).((4:3).03),((4.4).01),((51).05).((5.2).03),

(@00 (6003 (0G40

P(A) = Z uz()p(x)

XEA

2>
I

1
=—6[0.5+0.8+0.8+1+1+1+0.8+0.5+O.3+O.1+0.8+0.5+

+03+08+05+03+01+05+03+01+03+0.1+0+0]=10.6/36

= 0.3166

2.2. Bulanik Olayin Bulanik Olasihg:

Bu bagslik altinda yapilan hesaplar bulanik olayin bulanik olasilifina dayanarak
yapilacaktir. Oncelikle bulanik olayin bulanik olasiliginin tanimi verilecek ve bulanik
olayin bulanik olasilig1 incelenecektir.

Tanim 2.2[2]: X = {X{, X5, X3, <+ ver ev «or, X } Olusan sonlu elemanli bir kiime ve P, X’ in alt
kiimelerinde P({x;}) =a;, 1<i<n,0<a;<1Vi=12,..nve }j.;a; =1 seklinde
tanimlanmis bir olasilik fonksiyonu olsun. P(x) bir kesikli sonlu olasilik dagilimini
olusturur. Cogu kez bu deger tahmin edilir veya deneylerle bu degerler elde edilir.
Degerlerin bazilarinin kesin olmadigi kabul edilir ve bu kesin olmayan degerler bulanik
sayilar kullanilarak modellenir. a; degerlerinin tiimiiniin belirsiz olmas1 gerekmez, bazilar
kesin olabilir ve kesin say1 olarak verilir. a; kesin say1 olsa da bir bulanik sayis1 olarak

yazilabilmektedir.
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aj degerleri kesin olmamasindan dolay1 bu degerlere karsilik bir a; gecici bulanik
sayilar1 verilebilmektedir. Her a; degeri i¢in 0 < 3; < 1 olarak kullanilacaktir. Bulanik
olasilikta ise P yerine P kullanilacaktir ve P({x;}) = 3;, 0<i<1,0<3 <1,1<i<n.
a; degerlerinin bazilar1 kesin degildir ama biz onlarin kesikli olasilik dagilimina
sahip oldugunu biliriz. Bu yiizden simdi a; degerleri i¢in diger kisitlamalar verilecektir:
aj € 3; boylece Yi-;a; = 1 olur. Buradan a; yerine a;[a] se¢ilmektedir. Boylece kesikli

olasilik dagilimi elde edilmis olunmaktadir.

2.3. Bulanik Olasihk

Tanmm 2.3[2]: A ve B, X’ in kesin alt kiimeleri olsun. A ve B kiimelerinin kesin olaylari
olan sirasiyla P(A) ve P(B) kesin olaylarmin hesaplanmasi bilinmektedir. Simdi P(A) ve
P(B) bulanik olasiliklar1 bulunacaktir. Bulanik olasilik hesaplanarak, kisitlanmis bulanik
aritmetik ortaya c¢ikmis olacaktir. a; degerlerinin bazilar1 kesin olmayabilir fakat kesikli
olasilik dagilimina sahiptirler. &;[a]” deki a; degerleri ne olursa olsun a; +a, + -+ a, =

1 olmalidir. Bu ifade sinirlandirilmis bulanik aritmetigin temelidir.

Farz edelim ki A={x4, X5, ...Xx}, 1 < k < n olsun, dyleki

k
B(A)[a] = Zai sto<as<i (2.5)

dir. Burada S “aj€4ajfal, 1<i<nXj,a =1" ifade etmektedir. (2.5) ifadesi
kisitlanmis bulanik aritmetiktir. Dikkat etmek gerekir ki (2.5) denklemindeki olasiligi
hesaplamadan 6nce a degerlerinden gelen kesin kesikli olasilik dagilimi secilmelidir.
P(A)[a], aralik aritmetigi kullamlarak 3;[a],1 < i < k, araliklarinin toplam1 olarak ifade
edilir. P(A)[a], P(A) bulanik olasihgmin a-kesmesidir. Bu ifadeyi daha kapsamli
tanimlamak i¢in gerekli olan kiimelerin tanimlar1 verilmesi gerekmektedir.

Tamim 2.4[2]: S kiimesi bir kisitlama kiimesi olup

S= {(Xl,Xz, '--;Xn)l Xj = 0 VL in=1Xi = 1} (26)
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seklinde tanimlanmaktadir.

Tanim 2.5[2]:
Dom[a] = (JIL,&[a]) NS, 0<a<1 2.7)

kiimesi tanimlanmaktadir. (2.7) denklemi ile tanimlanan Dom kiimesi n tane kapali
araligin carpimimnin S ile olusturdugu arakesitinin n-boyutlu uzayda olusturdugu bir
dikdortgendir.

Tanim 2.6[2]: f: Dom[a] — R olmak tizere,

Kk
f(ay,ay,...,ay) = Z aj ,(ag,a,...,a,) € Dom[a] (2.8)

i=1

fonksiyonu tanimlansin. f stireklidir, Dom[a] dikdortgeni baglantili, kapali ve sinirhidir ve
bu dikdortgen f fonksiyonunun boyutunun reel sayilarin araliginda kapali ve sinirlt bir
fonksiyon oldugunu ifade etmektedir.
Tanim 2.7[2]: f fonksiyonundan yararlanarak

[a] = f(Dom[a]), 0 <a<1 (2.9)
seklinde tanimlanmaktadir. Denklem (2.9), Denklem (2.5)’ te yerine yazilirsa

P(A)[a] =T[a], Va (2.10)

elde edilir. P(A) normallestirildigi i¢in bir bulanik sayidir.(P(A)[1] # ).
Teorem 2.1[2]:

1. Eger ANB = @ ise P(A) + P(B) = P(A U B) dir. (2.11)

2. Eger A € B ve P(A)[a] = [pa1 (), paz(0)] ve P(B)[a] = [pp1(a), pb2 ()]
is€ Pai < Ppi»1=1,2ve 0 <a < 1. (2.12)
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3.0 < P(A) <1herAile P(@) = 0,P(X) = 1. (2.13)
4. P(A) + P(A") = 1, burada A’ kiimesi, A kiimesinin tiimleyenidir. (2.14)
5. AnNB # @ ise P(AU B) < P(A) + P(B) — P(AN B). (2.15)

Not: A = {(x, uz(x))|x € S} bulanik olay olmak iizere bu A bulanik olayinin olasilig:
P(A) = ) uz(IpC9

XEA

seklinde ifade edildi. Bulanik A olayini a-kesimi alinarak
Ro = Xl 1z(0) = o
bulanik A olay1 kesinlestirildi. Bu elde edilen kesin olayim olasilig1
P(A) = ) p(9
XEAy

seklinde elde edildi. Simdi ise elde edilen kesin olayin bulanik olasilig
P(A) = {(P(An), )| € [0,1]} (2.16)

olarak elde edilir. Boylece bulanik A olaymin bulanik olasilig1 elde edilmis oldu.
Ornek 2.5[1]: X = {a,b,c,d} P(a) = 0.2, P(b) = 0.3, P(c) = 0.4, P(d) = 0.1 seklinde verilsin.
A ={(a1),(b,0.8),(c,0.5),(d, 0.3)}
bulanik A igin P'(K) =7
Coziim:
Ayz ={a,b,c,d} P(A;5)=02+03+04+0.1=1
Aps = {a,b,c} P@Rys)=02+03+04=0.9
Ays = {a,b} P(Ay5)=02+03=0.5

A, = {a} P(A;) =02
P(E) = {(P(R.). @)]a € [0, 1)
ifadesinden

P(A) = {(1;0.3),(0.9;0.5), (0.5; 0.8), (0.2; 1)}

bulanik olasilig1 elde edilir.
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Ornek 2.6[2]: n=5 olsun. A= {x;,X,}, B= {xX,,%Xs}, a; =0.2, 1 <i < 5 dir. a5 disindaki
tim olasiliklar kesin degildir. O halde P(A U B)[0] < P(A)[0] + P(B)[0] oldugunu
gosteriniz.
Coziim:
d; =3, =(0.19/0.2/0.21), 33 = 0.2 ve 3, = 35 = (0.19/0.2/0.21). ay,a3,a4, a5
bulanik sayilarinin o- kesmeleri alinirsa
d;[a] = d,[al =[0.19 + 0.01c,0.21 — 0.01«]
d,4lal = ag[a] =[0.19 + 0.01a,0.21 — 0.01qa]
elde edilir. Once 4, [a], 3, [a] kesin sayilarinin olasiliklar1 a = 0 igin p; = 0.19,p, = 0.19
ve p; = p, = 0.21 elde edilmektedir. Buradan bulanik olasilik hesaplanirsa
P(A)[0] =1[0.19+0.19,0.21+0.21] = [0.38,0.42]
elde edilir. Ayni1 sekilde a,[a], a5[a] kesin sayilarinin olasiliklarida o = 0 igin
ps = 0.19,ps = 0.19 ve p, = ps = 0.21 elde edilmektedir. Bulanik olasilik hesaplanirsa
P(B)[0]=[0.19+0.19,0.21+0.21] =[0.38,0.42]
elde edilir. a = 0 igin P(A)[0] , P(B)[0] bulanik olasiliklar1 hesaplanmis oldu. Denklem

(2.11) sol tarafi aralik aritmetigi kullanilarak

P(A)[0] + P(B)[0] =[0.76,0.84] (2.17)

olarak bulunur. Simdi denklem (2.11)’ in sag tarafinda bulunan P(A U B)[0]

hesaplanmalidir

P(AUB)[a] = {a; +a, +a, + as| S} (2.18)

elde edilmektedir. a;[a] = [aj;(a),a,(a)],i=1,2,3,4,5. Denklem (2.18) u¢ noktalari
degerlendirildiginde

1) Her a igin a3 € d3[a] dyleki a;;(a) + a1 (o) + ag + azy(a) +as, (o) =1

2) Her a igin a3 € d;[a] dyleki aj,(a) + az, (o) + ag + a4, () +ag (o) =1

Yukaridaki veriler g6z 6niinde bulundurularak

P(A UB)[a] = [py, p,] olmak iizere

p1 = a3 (@) + az; (o) + az(a) +as(a) = 0.8

Pz = a12(a) +az(a) + az (o) +as; () = 0.8
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elde edilir. a = 0 i¢in

P(AuUB)[0] = [0.8,0.8] (2.19)

olarak bulunmaktadir. O halde (2.17) ve (2.19)

P(A)[0] + P(B)[0] = P(A U B)[0] (2.20)

ifadesi saglanmis olur.
Ornek 2.7[2]: n=6 ve A={X;,X,,X3} ve B={X3,X4,Xs},3;=0.1,1<i<5veag =0.5
olsun. Varsayilsin ki tim olasiliklar belirsiz ve 3; = (0.05/0.1/0.15),1<i<5 ve
dc = (0.25/0.5/0.75) olsun. Bu durumda P(AUB) < P(A)+ P(B) — P(ANB)
oldugunu gosteriniz .
Coziim: A U B = {x4, Xy, X3, X4, X5 } seklindedir. Bulanik olasiliklarin a-kesimi alinirsa
dj[a] = [0.05 + 0.05a,0.15 - 0.05a] , 1<i<5
dgla] =[0.25 + 0.250,0.75 — 0.25q]
elde edilmektedir. a = 0 igin
3;[0] = [0.05,0.15] , 1 <i<5vedy[0] =[0.25,0.75]
elde edilir. py =p; =p3 =ps =ps =0.05 ve p; =p, =p3 =ps =ps = 0.15 elde
edilir. O halde
P[A u B][0] = [5(0.05),5(0.15)] = [0.25,0.75]
bulunmaktadir.
Diger taraftan A={x4, X, X3} kiimesi i¢gin
dj[a] = [0.05 + 0.05a,0.15—-0.05a] , 1<i<3
elde edilmektedir. o« = 0 i¢in alinirsa p; = p, = p3 = 0.05 ve p; = p, = p3 = 0.15 elde
edilir. Buradan A kiimesinin bulanik olasilig1
P(A)[0] = [3(0.05),3(0.15)] = [0.15,0.45]
elde edilmektedir. Ayni sekilde B = {x3, X4, X5} kiimesi i¢inde ayn1 islemler yapildiginda
P(B)[0] = [3(0.05),3(0.15)] = [0.15, 0.45]
elde edilmektedir. A N B = {x3} i¢in x5 elemaninin bulanik olasiliginin a-kesimi
dsla] = [0.05 + 0.05a,0.15 — 0.05a]
seklinde bulunmaktadir. « = 0 i¢in p; = 0.05 ve p, = 0.15 elde edilmektedir. O halde
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P(A N B)[0] = [0.05,0.15]
bulanik olasilig1 elde edilmektedir.
Son olarak elde edilen veriler (2.15) ifadesinde yerine yazilirsa
[0.25,0.75] #[0.15, 0.45] +[0.15, 0.45] — [0.05 , 0.15] =[0.15 , 0.85]
elde edilir. O halde (2.15) ifadesi geregi
AnB#0, PAUB)<P(A)+P(B)-P(ANB)
dogrulanmaktadir.
Ornek 2.8[2]: X = {x,%,, %3}, A = {x;},B = {x3},3, = (0.3/0.33/0.36),
a, = (0.28 /0.34 / 0.40) ve 3, = a5 olsun. O halde P(A U B) = P(A) + P(B) oldugunu
gosteriniz.
Céziim: Burada P(A) = &, ,P(B) = a5 burada P(A) + P(B) = (0.6 / 0.66 / 0.72) elde

edilmektedir. P(A U B) ‘nin a-kesmesi
P(AUB)[a] = {a; + a3|S} (2.21)

dir. i = 1,2,3 i¢in 3;[a] = [a;;(a), a3 ()] = [0.3 + 0.03a, 0.36 — 0.03c] olsun. Denklem
(2.21)’ nin a_kesimlerinin son noktalar1 kullanilarak degerlendirilirse:

1) Vaigin a, € d,[a] vardir 6yleki a;; (a) + a, + a3, (a) = 1 dir.

2) Va igin bir a, € 3,[a] vardir dyle ki a;,(a) + a, + as,(a) = 1 dir.

O halde

P(AUB) = (0.6 /0.66 /0.72)
elde edilmektedir.

2.3.1. Bulanmik Olasihigin Bulanik Beklenen Deger ve Varyansi

Tanim 2.8[2]: Bulanik beklenen degerin a-kesimleriyle tanimlanarak

n

fila] = {Z X;aj

i=1

s} (2.22)

elde edilmektedir. Burada S “a; € 3;[a],1 <i<n, Y[, a; = 1” olarak ifade edilir.
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Tanim 2.9[2]: Bulanik varyans, bulanik beklenen deger gibi a-kesimi ile tanimlanarak

{Z (xi — D?pi

seklinde ifade edilmektedir.

S,fi= Zxal} (2.23)

Bulanik beklenen deger fi ve bulanik varyans &2 ifadeleri bulanik sayilar olmalidir.
Ciinkii 0 < a < 1 icin {i[a] ve 3%[a] bulanik sayilar1 kapali ve sinirhidir.
Ornek 2.9[2]: X={0,1,2,3,4}, po=ps=1/16,p; = p3 = 0.25 ve p, = 3/8 olsun.

Kesin ortalama bulmak istenirse

1 3 1
OE+1(025)+28+3(025)+4R—2

ve kesin varyans
o2 (0—2)2+ (1—2)2+ (2 2)+- (3 2)2+ (4 2)2 =
olarak bulunur. Farz edelim ki a;ve a; bulanik olasilik olsun. Boylece a; igin 3,

ve az icin d3 olsun. a; = d3 = (0.2 / 0.25 / 0.3) esitligi verilsin. Bulanik beklenen deger

ve bulanik varyansi bulunuz.

Coéziim:. 3, =3; = (0.2/0.25/0.3) bulanik sayilart verilmistir. ik 6nce fi[a]
hesaplanirsa:

Xj,dg,dz,84 nimerik degerler olmak lizere a; € 3;[«] segilir ve az € az[a]’ da
a; = f;(a;) = 0.5 —a; olarak ifade edilir ve a; degerlerinin toplam1 1’ e esittir. Kesin

ortalama hesaplanir gibi hesaplanirsa

1 3 1 1

bulunur. Burada bulunan bulanik ortalama sadece a;’ e bagl bir fonksiyondur. Bulanik
sayl i¢in % = —2 <0 dir. Boylece bulanik ortalamanin bulanik sayr olma sarti
1

saglanmistir. fifa] = [y (), p3(a)] bulanik ortalama hesaplanirsa:

a;1(0) = 0.2 4+ (0.25 — 0.2)a = 0.2 + 0.05« (2.25)
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a;s(a) = 0.3 — (0.3 — 0.25)a = 0.3 — 0.05« (2.26)

1y (o) ve p3(a) degerlerini bulmak i¢in (2.25) ve (2.26) ifadeleri denklem (2.24) de
yerlerine yazilirsa
W la] =2.5—-2a;;(a0) = 2.5-2(0.3-0.05a) =2.5-0.6 + 0.1a = 1.9 + 0.1«
usla] = 2.5 — 2a;3(a) = 2.5 - 2(0.2 + 0.05a) = 2.5 - 0.4 — 0.1a = 2.1 — 0.1«
elde edilir. O halde son denklemde 1.9+0.1a elde etmek i¢in 0.3-0.05a ve 2.1-0.1a elde
etmek i¢in 0.2+0.05a kullanilmaktadir. Boylece bulanik ortalama
fila] =[1.9 4+ 0.1a,2.1 — 0.1q]
olarak elde edilmistir. Buradan bulanik beklenen deger bulanik iiggensel say1 olarak

yazilirsa
i=019/2/21) (2.27)

olarak bulunur.
Benzer formiilii 3* bulanik varyansi elde etme i¢in de kullanilmaktadir:

Denklem (2.23) ifadesindeki bulanik varyans tanimi kullanilirsa V a; € 3, [a] igin

1 6
62 = fz(al) = (0 - 25 + 231)21_6 + (1 - 25 + Zal)zal + (2 - 25 + 2a1)21_6 +

1
+(3—-2.5+2a,)%0.5—a;) + (4—25+ 2a1)21—6 = 0.75 + 2a, — 4a?

elde edilir.
6%[a] = [02(a), o3(a)] ve f,(a;) ifadesinde a;(a) = 0.2 + 0.05« i¢in yerine

yazilirsa

62(a) = £,(0.2 4+ 0.05x) = 0.75 + 2(0.2 + 0.05a) — 4(0.2 + 0.05c)?
= 0.99 + 0.22a — 0.01a2 (2.28)

03(a) =£,(0.3 — 0.05a) = 0.75 + 2(0.3 — 0.05a) — 4(0.3 — 0.050)?> = 1 (2.29)

bulanik varyansi elde etmis olunmaktadir.

Denklem (2.28) ve (2.29) ifadelerinden
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6%[a] =[0.99 + 0.22a — 0.01a%,1],0<a <1

bulanik varyansi elde edildi.

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2+

0.1

0
0.99

Sekil 2.1. 32[a] = [0.99 + 0.22a — 0.01a?, 1] bulanik varyansin grafigi

0.991

0.992

\
0.993

0.994

\
0.995

\
0.996

0.997

\
0.998

\
0.999

(2.30)



3. BULGULAR VE IRDELEME

3.1. Klasik ve Bulanik Rasgele Degiskenler

Bu boliimde ilk 6nce klasik ve bulanik rasgele degiskenler hakkinda tanimlar
verilecektir daha sonra ise tezin asil konusu olan bulanik rasgele degiskenler ve stirekli
bulanik rasgele degiskenler incelenecektir.

Tanim 3.1: (Q, F, P) bir olasilik uzay1 olsun. Eger
{w|X(w) <r} €F,vr (3.1)

ise X: Q — R olciilebilir reel degerli fonksiyona rasgele degisken adi verilir. Bu tanimda
reel sayilarda borel sigma-cebirini {(—oo,r) : r € R} iiretmektedir. iki tiir klasik rasgele
degisken vardir: kesikli rasgele degisken ve siirekli rasgele degisken.

Bu tezin genel konusu olarak bulanik siirekli rasgele degiskenler incelenecegi igin
klasik siirekli rasgele degiskenler tanimi verilecek ve daha sonra yukarida da belirtildigi
gibi bulanik siirekli rasgele degiskenler incelenecektir.

Tanim 3.2: Rasgele degiskenin olasi degerlerinin kiimesi sayilamayan sonsuz kiime
olmasiyla siirekli rasgele degisken olmasi iligkilidir. X sayilamayan sonsuz bir rasgele
degisken olsun. X siirekli rasgele degisken, x € (—o0, ) i¢in negatif olmayan f(x)

fonksiyonu varsa, reel sayilarin herhangi bir B alt kiimesi i¢in

P{X € B} = j f(x) dx (3.2)

B

ifadesine denir. (3.2) denkleminde f(x)’e, X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu denir.

Tamim 3.3[2, 22, 14]: Bulanik degiskenler ile karakterize edilmis kesin olmayan ifadeleri
bulanik rasgele degiskenleri kullanarak matematiksel olarak ifade edilebilmektedir.
Rasgele degiskenler net olarak gozlemlenemediginde 6rnegin sinir degerleri degistiginde

v.s bulanik degiskenler ortaya c¢ikar. Bulanik rasgele degiskenler bulaniklastirilmig
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degiskenler gibi de yorumlanabilir. Kesin olmayan bir durumda rasgele olay1 gozlemlemek
sadece bulanik rasgele degiskenlerle miimkiindiir.

Bulanik rasgele degiskenler Kolmogorov’ dan sonra aksiyom olasilik kavraminin bir
genislemesi olarak ifade edilmektedir.

(X, o, P) olasilik uzayi, bulanik boyutuna genisletilebilir ve kesin olmayan 6l¢giim
uzay1 n- boyutlu R" 6klid uzayi tizerinde tanimlanur.

X:0 5> F(R™) olmak iizere X bulanik rasgele degiskeni Q* y1 F(R™) bulanik olarak
resmeder. Burada F(R"), R’ de tiim bulanik sayilarin kiimesidir. X bulanik rasgele
degiskeni tamamiyla X klasik rasgele degiskenini icermektedir. X bulanik rasgele
degisken, X leri iceren X bulanik rasgele degiskenlerinin kiimesidir.

X bulanik rasgele degiskeni matematiksel olarak bir bulamk olasihik dagilim
fonksiyonu olan F(x) ile tanimlanabilmetedir. X’ niin F(x) bulanik olasilik dagilim
fonksiyonu, X lerin igerdigi u(F(x)) tyelik degerlerine sahip tiim klasik X; lerinin olasilik

dagilim fonksiyonlarimin kiimesidir.

Niimerik degerler icin, a-kesimleri faydali bir sekilde uygulanabilir:

- _ ) Fo(x) = [Fmin,a(x); Fmax,a(x)] ,
FG,x) = {Fa(x), n(Fe () W(Fu(9) = @ va € (0,1] } (3.3)
Funin () = Inf(F(s, 0ls € 5. (3.4
Fraxa(X) = sup{F(s,x)[s € Sq} (3.5)

seklinde ifade edilmektedir.

3.2. Siirekli Bulanik Rasgele Degiskenler

Bu kesimde ilk olarak bulanik olasilik nasil hesaplanir, bulanik ortalama ve varyans
nasil hesaplanir sorular1 ile ilgilenilecektir. Normal olasilik yogunluk N(u,0?) iken
bulanik normal olasilik N(fi, 3?) seklinde; [a, b] araliginda diizgiin dagilim U(a, b) iken
bulanik diizgiin dagilim U(3, b); iistel dagilim E()) iken bulanik iistel dagilim E(A) ile ifade

edilir.
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3.2.1. Bulanik Diizgiin Dagilim

Tanim 3.4[2]: Diizgiin dagilim U(a, b), a < b, olmak iizere diizgiin dagilimin yogunluk

fonksiyonu
1/(b—a) »as<x<b
=f(x; a,b :{
y = f(x a,b) 0 ,a>x;b<x
seklindedir.

U(4, b) bulanik dagiliminda &, b sayilar1 bulanik sayilardir. Eger a[1] = [a,a,] ve
b[1] = [by,b,] ise a € [a;,a,], b € [by,b,] Syleki a ifadesi bulanik olarak 3 ve b ifadesi
bulanik olarak b seklinde ifade edilir. Simdi bulamk diizgiin dagilimin yogunluk
fonksiyonunu kullanilarak [c, d] araligindaki herhangi bir degerin bulanik olasilig1 P[c, d]
seklinde ifade edilecektir.

s € d[a] ve t € bla], s <t U(s, t) diizgiin dagilimmn yogunluk fonksiyonu [s, t]
araliginda

1
f(x;s,t)=<t—s
0 s>x;t<x

s<x<t

seklindedir. Simdi ise bulanik olarak ifade edelim:

L(c, d; s, t), [s, t] N [c, d] araliginin uzunlugu olsun.
Plc,d][a] = {L(c,d; s,0)/(t—s)[s € d[a],te bla],s < t},0<a <1 (3.6)

(3.6) ifadesi, P[c, d] bulanik kiimesinin a-kesimini tanimlamaktadir.
Tamm 3.5[2]: ilk olarak U(3,b) bulamk diizgiin dagilimin bulanik beklenen degerini

bulmak i¢in {i bulanik beklenen degerin a-kesimi alinirsa

t
fila] = { [ =) ex

={(t* —s*) / 2(t—s)|s € a[a], t € b[a], s < t}

s € d[a],t € b[a],s < t}

={(t+s)/2|s € d[a],t € bla],s < t}
a[0] = [s1,52],b[0] = [ty,t,]ves <t gbz oniinde bulundurularak fi[a] =
(t + s)/ 2 ifadesinde yerine yazilirsa
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i=(3+b)/2 (3.7)

bulanik beklenen degeri elde edilir.

U(4,b) bulanmk diizgiin dagilimmin bulanik varyansini bulmak igin &% bulamk

varyansinin a-kesmesi alimip p = (s+t)/2 ifadesi kullanilirsa bulanik varyansin

o-kesmesi

t
%[a] = {f [(x—w?/(t—s)]dx|s € d[a],t € bla],u= (s +1)/2,5 < t}
S
seklindedir.
t
f [(x — w)?/(t — s)] dx integralinin hesaplanmasi icin u = x — y,dx = du
S

degisken donlisiimii uygulanirsa

t

t t Ll3
L[(X—u)z/(t—S)] dx=fs<u2/<t-5>>d“= (30_5)}

= ((t—wW?/3(t=9) = (—wW?/3(t—5))
= ((t—5)*/24(t—5)) — ((s —1)*/24(t — 5))
=2(t—s)3/24(t—s) = (t—s)?/12

ifadesi elde edilir. O halde bulanik varyans, 3[0] = [sy,s,],b[0] = [t;,t;]ves <t

ifadeleri géz 6niinde bulundurularak

&% = (b—3)?/12 (3.8)

elde edilmektedir.

Ornek 3.1[2]: 3= (0/1/2) ve b= (3 /4 / 5) bulanik sayilar1 olmak iizere [1, 4] kapal
araligi icin P[1,4] bulamk olasiligini, bulank beklenen degeri ve bulanik varyansi
hesaplayiniz.

Coziim:

P[1,4][a] = [p;(a), p2 ()] bir araligin ug noktalar1 a’ nin fonksiyonudur.
p1(@) = min{L(1,4; s,t)/(t— s)|s € d[a], t € b[a]} (3.9)

po(a) = max{L(1,4; s,t)/(t—s)|s € d[a], t € b[a]} (3.10)
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Bu arada
ala] =[a,2 — o] (3.11)
bla] = [3+a,5—q] (3.12)

elde edilir. Simdi s ve t nin durumlari incelenirse:
Da<s<1l ve 3+a<t<4
2)a<s<1l ve 4<t<5—-«q
3)1<s<2—-a ve 3+ta<t<4
4)1<s<2—-—a ve 4<t<5-a
(3.9) — (3.10) denklemleri ile birlikte yukarida ki dort durumu degerlendirirsek:
p1(a) elde etmek i¢in L(1,4; s,t)/(t — s) ifadesinin minimum degeri bulunmalidir.
Bunun geregi olarak L(1,4; s,t) ifadesi en kiiciik; (t —s) ifadesi ise en biiyiikk degeri
almalidir. O halde s ve t degerlerini (3.11) ve (3.12) ifadesindeki araliklardan elde edilirse
L(1,4; o5 —a) =m([a,5—a] Nn[1,4]) = m([1,4]) =3
t—s=5—a—a=5-2a

bulunmaktadir. ifadeler (3.9) denkleminde yerine yazilirsa

p1(a) = min(L(1,4; s,t)/(t—5s)) =3/ (5—2) (3.13)

po(a) elde etmek icin L(1,4; s,t)/(t—s) ifadesinin maksimum degerini bulmak
icin L(1, 4; s, t) ifadesi en biiylik, (t — s) ifadesi ise en kiigiik degeri almalidir. O halde
L(1,4;,2—03+a0)=m([2—a,3+a]N[1,4]) =1+ 2a
t—s=3+a—-2+a=1+2a
elde edilir. ifadeler (3.10) denkleminde yerine yazilirsa

p,(c) = max(L(1,4; s,£)/(t—s)) = (1 +2a) / (1 + 2a) = 1 (3.14)

(3.13) ve (3.14) ifadeleri yerine yazilirsa istenilen sonug

P[1,4][a] = [py(a), p2(@)] = [3/(5 — 2a0), 1]
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bulanik olasilig1 elde edildi. Elde edilen bulanik olasiligin grafigi ise Sekil

verilmistir.

Sekil 3.1. P[1, 4][a] = [3/(5 — 2a), 1] bulanik olasilig1 grafigi

Denklem (3.7) kullanilarak diizgiin dagilimin beklenen degeri hesaplanirsa

_ (5;") =%{[a,2—a]+[3+oc,5—a]}= (322“),(7_22“)

a=0i¢in fi[0] = [1.5 / 3.5]

ffa]

ve
a=1igin fi[1] = [2.5/ 2.5]

elde edilir. Yerlerine yazildiginda
fi=(15/25/3.5)

bulanik beklenen degeri elde edilir.
Denklem (3.8) kullanilarak ise

b—3)" /1
52[al =%=(E)([3+a,5—a]—[a'2—“])2

olmak lizere

o = 0 i¢in 32[0] = [0.0833,2.0833]

3.1

ile

(3.15)
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a = 1icin 32[1] = [0.7500,0.7500]

elde edilir. Degerler yerlerine yazilirsa

6% = (0.0833 / 0.7500 / 2.0833)

bulanik sayisi elde edilir. VO < o < 1 i¢in bulanik beklenen deger ve varyans saglandigi

g6zoniinde bulundurularak matlab programi ile asagidaki veri tablosu elde edilmektedir.

Tablo 3.1. P[1, 4] bulanik olasilig1 igin {i ve 32 degerleri

0

i

6:2

0

1.5000,3.5000]

0.0833,2.0833

0.1

1.6000,3.4000]

0.1200,1.9200

0.2

1.7000,3.3000]

0.1633,1.7633

0.3

1.8000,3.2000]

0.2133,1.6133

0.4

1.9000,3.1000]

0.2700,1.4700

0.5

0.6

2.1000,2.9000]

0.4033,1.2033

0.7

2.2000,2.8000]

0.4800,1.0800

0.8

2.3000,2.7000]

0.5633,0.9633

0.9

2.4000,2.6000]

0.6533,0.8533

1.0

[
[
[
[
[
[2.0000,3.0000]
[
[
[
[
[

2.5000,2.5000]

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[0.3333,1.3333]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

0.7500, 0.7500

Yukarida verilere gore matlab programi ile bulanik beklenen degerin ve

varyansin grafigi sirastyla Sekil 3.2 ve Sekil 3.3 ile verilmistir.

0.9

0.8

0.7~

0.6 -

0.5

0.4

0.3

0.2~

3.5

bulanik

Sekil 3.2. Bulanik diizgiin dagilimin bulanik beklenen degeri fi = (1.5/2.5/3.5)
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0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

2.5

Sekil 3.3. Bulanik diizgiin dagilimin varyans: 3> = (0.0833 / 0.7500 / 2.0833)

Ornek 3.2[2]: Miisteriler diizenli bir sekilde belirli bir magazaya geliyor. Her bir
miisterinin T-dakika periyodu ile gelindigi diisiiniildiiglinde X, miisterinin geldigi T
dakikalarin1 ifade eden zaman olsun. Bu durumda X, U(0, T) bulanik diizgiin dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonu olmaktadir. P(4 < X < 9) olasiligin1 istenmektedir. Burada
T kesin sekilde bilinmeyen ve yaklasik sekilde 10 bu nedenle T = (8 /10 /12) olarak
almacaktir.

Coziim: 4 <X <9 ifadesinin olasihg P[4,9] bulanik olasihktir. (3.6) denklemi
kullanilarak  P[4,9] = [p;(a),p,(a)] bulamk olasithgmin a-kesimi hesaplanmasi

gerekmektedir. s = 0 ve t € [8 + 2a, 12 — 2a] olmak tizere
0 <a<0.5i¢in
p1(@) = min(L(4,9; 0,12 — 2a) /(12 — 2a)) = 5/(12 — 2a) (3.16)
p,() = max(L(4,9;0,8 + 2a)/(8 + 2a)) = 5/9 (3.17)
(3.16) ve (3.17) den

0 <« < 05icin P[4,9][a] = [3/15 _ 240 %o (3.18)
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dir. 0.5 < a < 1i¢in
P[4, 9][«] = {5/t |t € [8+ 20,12 — z(x]} (3.19)
oldugundan t € [8 + 2a, 12 — 2a] olmak iizere

05 < o < 1igin P[4,9][a] = [%/12 _ 24 %/ 4 24 (3.20)

bulanik olasilig1 elde edilir.

3.2.2. Bulanik Normal Dagilim

Tamm 3.6[2]: N(u, 62) kesin normal dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x; p, 62),
XER, beklenen degeri u ve varyansi o? olarak ifade edilmektedir. Bulamk normal
dagilimda ise {i ve 32 > 0 bulanik parametreleri igin N(fi,5%) bulanik normal dagilimi
ifade etmektedir. Istenilen [c, d] kapali arahigindaki herhangi bir degeri iceren bulanik
olasilig1 hesaplamaktir. Bu bulanik olasilig1 P[c, d] seklinde gosterilmektedir. Aralik icin
elde edilen bu bulanik olasilig1 R nin diger E altkiimelerine de genisletilebilmektedir.

Va € [0,1],n € fi[a] ve 62 € 3%[a] olmak iizere verilen aralik standart normal

dagilima doniistiiriiliirse

2= (c—W/ove z,=(d—w/o (3.21)

seklinde elde edilir. O halde

Plc,d][a] = { j sz(x; 0,1) dx

1

1 E fi[a], 0? € az[a]},o <a<1 (3.22)

dir. (3.22) denklemi P[c,d] bulanik olasihigimin a-kesimidir. (3.22) denkleminde
f(x; 0, 1) yogunluk fonksiyonu (3.21) ifadesinden yararlanarak beklenen degeri 0, varyansi

1 olan standart normal dagilimin yogunluk fonksiyonudur.
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Plc,d][a] = [p1 (), p2 ()] (3.23)

Bulanik olasilign (3.23) olarak ifade edilmek iizere p;(a) ifadesi P[c,d][a] bulamk
olasihigmin minumum degeri, p,(a) ise P[c,d][a] bulanmk olasiligmin maksimum
degeridir. Bilinen yontemlerle bu minumum ve maksimum degerlerini bulmak zor bir istir.
Bu minumum ve maksimum degerlerini genetik algoritma, yada diger niimerik teknikler ile
bulunmaktadir.

N({i, 32) bulanik normal dagiliminda goriilmektedir ki {i bulanik deger ile 52 bulanik
varyansi sirasiyla p kesin beklenen degeri ile 62 kesin varyans’ nin bulaniklastirilmis
halidir.

M bulanik beklenen deger olmak iizere a-kesimi igin

fi=M[a] = {fwxf(x; uw,02)dx |u € fi[a], 0% € 6’2[0(]} (3.24)

ifadesi elde edilmektedir.

V bulanik varyans olmak iizere a-kesimi igin

5% =V[a] = {foo(x — W2f(x, 1, 02)dx [u € fi[a], 0% € 52 [a]} (3.25)

ifadesi elde edilmektedir.
Ornek 3.3[2]:

fi=(8/10/12) bulanik beklenen degeri ve 62 = (4 /5 /6) bulanik varyansa
sahip bir bulanik normal dagilim verilsin. [10, 15] kapali aralig1 i¢in P[10 15] bulamk
olasiligin1 hesaplaymiz.
Coziim:

Standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

2

60,1 = (1/ ) e

olmak lizere
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g(x,y) =j f(u; 0,1)du
Z

1

z;,=(10-x))y ve z,=(15-x))y ,8<x<12, 4<y?<6

(3.26)

(3.27)

ifadesini elde ederiz. g(x, y) fonksiyonu bulanik normal dagilima sahip bulanik olasiligin

hesaplanmasini saglayacaktir.

fi = (8 /10 /12) bulanik beklenen degerinin ve 62 = (4 /5 /6) bulanik varyasinin

o-kesimi

fila] = [8 + 2a,12 — 2q], o] =4+ a,6 — o]

elde edilir.

a =1 i¢in (3.28) denkleminde yerlerine yazilirsa

i[1]1=[8+2,12—2] =[10,10] =10 ve 32[1] = [4+ 1,6 — 1] =5

(3.22),(3.26), (3.27)’ de x ve y? degerleri i¢in

(15-x)/y 2

~ _ 1 X _
P[10,15][1] _f < /m>e Z = [0.4873,0.4873]

(10-x)/y

olarak elde edilir.
a =0 i¢in (3.28) ifadesinde a = 0 yerine yazilirsa

i[0] = [8, 12] ve 32[0] = [4, 6]

(3.28)

araliklar1 elde edilir. Bu aralik ifadelerini elde edebilmek icin denklem (3.26) ve (3.27)’

de x ve y degerleri sirasiyla [8,12], [2,/6] araliklarindan alinarak bulunur. Boylece

x =8, y=2 ise g(8, 2) = 0.1584 bir minimum deger
ve

x=12, y=2 ise g(12, 2) = 0.7745 maksimum degerdir.

O halde a = 0 i¢in

P[10,15][0] = [0.1584,0.7745]

bulunur. VO < a <1 icin P[10,15][a] bulamk olasithginin degerleri Tablo 3.2 ile

verilmigtir.
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Tablo 3.2. P[10, 15][«] bulanik olasiliginin veri tablosu

a p1 (@) p2(a) P[10,15][a]

0 0.1584 0.7745 [0.1584,0.7745]
0.1 0.1837 0.7611 [0.1837,0.7611]
0.2 0.2114 0.7436 [0.2114,0.7436]
0.3 0.2413 0.7221 [0.2413,0.7221]
0.4 0.2733 0.6970 [0.2733,0.6970]
0.5 0.3072 0.6687 [0.3072,0.6687]
0.6 0.3427 0.6376 [0.3427,0.6376]
0.7 0.3795 0.6040 [0.3795,0.6040]
0.8 0.4173 0.5685 [0.4173,0.5685]
0.9 0.4555 0.5316 [0.4555,0.5316]
1.0 0.4938 0.4938 [0.4938,0.4938]

Elde edilen veriler ile olusturulan grafik Sekil 3.4’ deki gibidir.

0.9+

0.8+

0.7+

0.5+

0.4

0.3+

0.2

0.1+

0.8

Sekil 3.4. Bulanik normal dagilima gore P[10, 15] bulanik olasilig1

Sekil 3.4 deki grafik y degeri 2 ile V6 arasinda bir degerde sabit igin x degisken ve
x=8 de sabitlendiginde y degisken olmak iizere bu araliklarda g(x, y) fonksiyonu artan; ek

olarak x=12 de y degerleri icin g(x, y) fonksiyonu azalandir. Bunun anlami bulanik olasilik
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her a kesimi i¢in y en kiigiik degeri ve x en biiylik degeri aldiginda maksimum deger; y en
kiigiik ve x’ de en kiiclik degeri aldiginda minimum degerini alir.

Bulanik normal dagilimin bulanik beklenen degeri ve varyansi sirasiyla

i=M=(8/10/12) (3.29)

Ve

52=V=(4/5/6) (3.30)

olarak elde edilir.

Soru 3.1: Ornek 3.3’ iin grafik ¢iziminde y sabit tutularak x degisken olarak kabul edilerek
¢izim yapilmistir. Soru sudur ki y degisken x sabit yada daha karmasik olarak x ve y’ nin
her ikiside degisken oldugunda elde edilebilecek grafik nasil olusur.

Coziim: Matlab programiyla gerekli komutlar yazilarak ¢6ziim yapildiginda ilk 6nce x=12

sabit olmak lizere y € [4 — a, 6 + a] degisken olarak alindiginda

0.9+

0.6

0.5+

0.4

0.3

0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8

Sekil 3.5. x=12 ve y € [4 — a, 6 + a] degisken olmak iizere P[10, 15] bulanik
olasilig1
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Simdi ise son durum olarak hem x degisken hemde y degisken oldugu kabul
edildiginde islemler diizgiin olmasi agisindan y? € [4, 9] olmak iizere y € [2, 3] ve
X € [8,12] alindiginda ii¢ boyutta bir yiizey elde edilir. Tablo 3.3 ile sadece bu elde edilen

P[10, 15][a] bulanik olsiligin bir kismi veri olarak sunulmustur.

Tablo 3.3. P[10, 15][«] bulanik olasiliginin x ve y degiskenleri veri tablosu

o | x=8, x=12,y=2, y=2.5

0 [0.1584,0.7745] [0.1700,0.7530] [0.1809,0.7320]
0.2 [0.2114,0.7436] [0.2222,0.7242] [0.2322,0.7054]
0.4 [0.2733,0.6970] [0.2823,0.6810] [0.2903,0.6652]
0.6 [0.3427,0.6376] [0.3487,0.6256 | [0.3539,0.6138]
0.8 [0.4173,0.5685] [0.4194,0.5613] [0.4208,0.5539]
1.0 [0.4938,0.4938] [0.4914,0.4914] [0.4885,0.4885]
o x=8, x=12, y=2, y=2.5
0 [0.1911,0.7117] [0.2006,0.6920] [0.2093,0.6731]
0.2 [0.2413,0.6870] [0.2495,0.6692] [0.2569,0.6520]
0.4 [0.2974,0.6498] [0.3036,0.6348] [0.3090,0.6201]
0.6 [0.3581,0.6021] [0.3616,0.5905] [0.3643,0.5790]
0.8 [0.4215,0.5463] [0.4216,0.5385] [0.4211,0.5307]
1.0 [0.4851,0.4851] [0.4814,0.4814] [0.4772,0.4772]

Elde edilen veriler ile olusturulan grafik Sekil 3.6” daki gibidir.

Sekil 3.6. x € [8 + 20,12 — 2a] ve y € [2 + 3,3 — -] igin P[10, 15][a] bulanik

olasilig1 ii¢ boyutta bir yiizey belirtir.
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Ornek 3.4[2]: Savas jetlerinde kokpitler sadece erkek pilotlar icin dizayn edilirdi. Bununla
beraber US Hava Kuvvetleri simdilerde savas jetleri i¢in kadinlarinda miikemmel sekilde
iyi pilotluk yaptiklarin1 kabul ediyorlar. Bu ylizden ¢esitli kokpit degisiklikleri yeni kadin
pilotlara daha uygun hale getirildi. Savas jetlerinde kullanilan firlatma koltugu agirlig: 140
ile 200 pounds olan erkek pilotlar i¢in dizayn edildi. Olas1 yeni kadin pilotlarin verileri
temel alindiginda kadin pilotlarin agirliklar: standart sapmasi 25 pounds ve ortalamasi 143
pounds normal dagilim ile tahmin verileri olusturuldu. Agirlig1 140 pounds dan az ve 200
pounds dan fazla olan her kadin pilot eger jetten firlatilirsa ciddi ve biiyiik yaralanmalara
ugrayabilir. US Hava Kuvvetleri, n-tane olas1 kadin pilot iizerinden rasgele bir 6rnekleme
verildiginde, kadin pilotlarin ortalama agirliklarinin 140 ve 200 pounds arasinda olma
olasiliklarinin ne oldugunu bilmek istiyor. Boyle sorularin cevabi, firlatma koltuklarinin
olas1 yeniden dizayni i¢in dnemlidir.

Standart sapmast 25 pounds ve 140 pounds ortalama ile bir nokta tahminidir ve bu
sayilarin kullanimi bu tahminlerde kesin degerler vermeyecektir. Standart sapmas1 G ve
ortalamasi {i olan bulanik sayilar temel alinarak giiven araligi kullanilacaktir.

i =(140 /143 /146) ve G =(23/25/27) ile beraber n=36 kadin pilotun
rasgele drnekleminin agirlik ortalamasi y olsun. Standart sapmasi /v/36 ve ortalamasi fi
ile bulanik normal dagilima sahip y € [140,200] icin P[140,200] bulamk olasiligimi

hesaplayiniz.

Coziim: P[140,200] bulanik olasiliginin a-kesimi

P[140,200][a] = Uzzf(x; 0,1)dx |u € fi[a], 0 € 6’[0(]} (3.31)
7, = 6(140 — ) ve 7, = 6(200 — (3.32)
o o

olarak bulunur. Son ifadede verilen bulanik olasilik Matlab programu ile hesaplanirsa
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Tablo 3.4. P[140, 200] bulanik olasiliginin degerleri

o p1 () p2(®) P[140,200]

0 0.5000 | 0.9251 [0.5000,0.9251]
0.1 0.5287 | 0.9143 [0.5287,0.9143]
0.2 0.5572 | 0.9025 [0.5572,0.9025]
0.3 0.5855 | 0.8895 [0.5855,0.8895]
0.4 0.6133 | 0.8753 [0.6133,0.8753]
0.5 0.6406 | 0.8599 [0.6406,0.8599]

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

0.6 0.6671 0.8433 0.6671,0.8433
0.7 0.6929 0.8254 0.6929, 0.8254
0.8 0.7177 0.8062 0.7177,0.8062
0.9 0.7415 0.7858 0.7415, 0.7858
1.0 0.7642 0.7642 0.7642,0.7642

elde edilir. Bu veriler goz Oniinde bulundurularak grafiksel olarak ise asagidaki sekilde

ifade edilmektedir.

0.9 i

0.8+ -

0.6 i

0.5 i

0.4} 4

0.3 i

0.1 -

0 \ ! \ \
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95

Sekil 3.7. US Hava Kuvvetleri kadin pilotlar i¢in firlatma koltugu icin elde edilen
P[140,200] bulanik olasilig
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3.2.3. Bulamik Ustel Dagilim

Tanmim 3.7[2]: Genel durumda kesin tistel dagilim E(A) olmak tizere kesin tistel dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonu

re ™ x>0
© X } (3.33)

seklindedir.

Kesin iistel dagilim E(A)’ nin beklenen degeri 1/A ve varyanst 1/A? oldugu
bilinmektedir. Kesin durumu Denklem (3.33) ile verildikten sonra A > 0 bulanik say1
olmak iizere E(X) bulanik iistel dagilimi goz 6niinde bulundurulacaktir.

c> 0, [c, d] araligindaki herhangi bir degerin bulanik olasiligini incelemek igin
P[c, d] ifadesinin hesaplanmas1 gozoniinde bulundurulacaktir. [c,d] araligim1 genisleterek

R’ nin diger tiim E altkiimeleri icin P[E] bulanik olasiligia genellestirilmektedir.

d
Plc,d][a] = {j Ae ™ Mdx A € X[a]},Va (3.34)

Plc,d][a] = [p;(a), p2(a)], 0 < a < 1 olmak iizere

d
p;(a) = min {j Ae Mdx (A € X[a]} (3.35)

d
p,(a) = max {] Ae™Mdx | € X[a]} (3.36)
C
olur. (3.34) denkleminde integral alindiginda

d
h(A) = f Ae™Mdx = e — g~dA (3.37)
C

elde edilir. Burada A* = —[In(c/d)]/(d — c) olmak iizere
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1) 0 <A <A*, X’ nin fonksiyonu h artandir,
2) A*<A, A’ nin fonksiyonu h azalandir.

3) X > A* oldugunu varsayilsin.

Ala] = [A; (o), A, ()] olmak iizere

p1 (@) = h(2,()) (3.38)

p2(a) = h(2; () (3.39)

olarak bulunmaktadir.

Genel anlamda E(A)’ nin bulanik beklenen degeri fi olmak iizere a-kesimi

fila] = { f oox?\e_7"‘d><
0

AE X[a]},v(x (3.40)
integrali elde edilmektedir. (3.40) ifadesindeki integral alindiginda
fifa] = f x. e Mdx = 1/A (3.41)
0

bulanik beklenen degeri elde edilmektedir. (3.41) denklemi g6z Oniine alinarak kesin
durumda {istel dagilimin beklenen degeri 1 / A olmakla birlikte bulanik iistel dagilimin
bulanik beklenen degeri 1 / X elde edilmektedir. Ayni sekilde bulanik iistel dagilimin
bulanik varyans: 1 / A? seklinde elde edilmektedir. Bulamk iistel dagilimm bulamk
beklenen degeri ve varyansi kesin beklenen degerin ve varyansin bulaniklastirilmasiyla
elde edildigi goriilmektedir.

Ornek 3.4[2]: X=(1/3/5) olmak iizere [1, 4] kapali araliginda P[1,4] bulanik
olasiligin1 bulanik beklenen degerini ve bulanik varyansini hesaplayiniz.

Coziim: A = (1/3/5) bulanik sayist icin a-kesimi A[a] = [1 + 2a,5 — 2a] seklinde
elde edilir. ifadeler sirasiyla (3.38) ve (3.39) denklemlerinde yerlerine yazilirsa



58

p1(a) = h(5 — 2a) = e~ 67290 — ¢=4(5-2%)
ve
po(0) = h(1 + 2a) = e~ (1+20) _ g=4(1+20)
degerleri elde edilmektedir. Buradan a = 0 kesmesi i¢in
p1(0) =e™>—e720 =0.0067
ve
p,(0) =e 1 —e™*=0.3496
degerleri bulunmaktadir. Bu degerler P[c,d][a] = [p;(a), py(«)] ifadesinde yerine
yazilirsa
o = 0 kesimi icin P[1, 4][0] = [0.0067,0.3496]
ve
o = 1 kesimi i¢in P[1, 4][1] = [0.0498, 0.0498]
bulanik olasilik degerleri elde edilmektedir. P[1,4] bulanik olasiigi VO < a <1 igin

saglandig1 bilindigine gore tiim olasilik degerleri Tablo 3.5 verilmektedir.

Tablo 3.5. P[1, 4] bulanik olasiliginin degerleri

o p1 (@) p2 (@) P[1,4][a]

0 0.0067 0.3496 [0.0067,0.3496]
0.1 0.0082 0.2930 [0.0082,0.2930]
0.2 0.0101 0.2429 [0.0101,0.2429]
0.3 0.0123 0.2002 [0.0123,0.2002]
0.4 0.0150 0.1646 [0.0150,0.1646]
0.5 0.0183 0.1350 [0.0183,0.1350]
0.6 0.0224 0.1107 [0.0224,0.1107]
0.7 0.0273 0.0907 [0.0273,0.0907]
0.8 0.0334 0.0742 [0.0334,0.0742]
0.9 0.0408 0.0608 [0.0408,0.0608]
1.0 0.0498 0.0498 [0.0498,0.0498]

Elde edilen veri degerleri gézoniinde bulundurularak Matlab programiyla Sekil 3.8

grafigi elde edilmistir.
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0.9

0.8—

0.5

0.4

0.1

Sekil 3.8. Bulanik iistel dagilima gére P[1,4] olasilig

(3.41) denkleminden yararlanilirsa

fila] = ijke‘“dx =1/A= 1/[
0

1 1

14+20,5-2a] ~ |5—- 20’1+ 2a

formiiliiyle P[1, 4] bulanik iistel dagilimi icin bulanik beklenen degeri ve

1

<2 —

1

“ %2 15 =2002" (1 + 2a)?

fomiiliiyle P[1, 4] bulanik iistel dagilim1 igin bulanik varyansi elde edilir. Matlab programi

yardimiyla (3.42) ve (3.43) kullanilarak

Tablo 3.6. P[1, 4][a] bulanik dagilimin {i ve 52 degerleri

o i G2

0 [0.2000,1.0000] [0.0400,1.0000]
0.1 [0.2083,0.8333] [0.0434,0.6944]
0.2 [0.2174,0.7143] [0.0473,0.5102]
0.3 [0.2273,0.6250] [0.0517,0.3906]
0.4 [0.2381,0.5556] [0.0567,0.3086]
0.5 [0.2500,0.5000] [0.0625,0.2500]
0.6 [0.2632,0.4545] [0.0693,0.2066]
0.7 [0.2778,0.4167] [0.0772,0.1736]
0.8 [0.2941,0.3846] [0.0865,0.1479]
0.9 [0.3125,0.3571] [0.0977,0.1276]
1.0 [0.3333,0.3333] [0.1111,0.1111]
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veri tablosu elde edilir. Bu veriler kullanilarak bulanik beklenen deger ve bulanik

varyansin grafikleri Sekil 3.9 ve Sekil 3.10 ile verilmistir.

0.9+ -

0.8+ -

0.7+ -

0.6 -

0.5 -

0.4 -

0.3+ -

0.2+ -

0.1 -

Sekil 3.9. X = (1 /3 /5) parametreli bulanik iistel dagilimm bulanik beklenen
degeri

0.9+ -

0.8+ -

0.7+~ -

0.6 -

0.5+ -

0.4F -

0.3 -

0.2+ -

0.1+ -

Sekil 3.10. X = (1 / 3/ 5) parametreli iistel dagilimin bulanik varyansi
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Ornek 3.5: X = (1.9/ 2 / 2.1) bulanik beklenen degeri ve [1,3] kapali aralig1 icin P[1, 3]
bulanik olasiligini hesaplayiniz.
Coziim: A = (1.9 / 2 / 2.1) bulanik sayisinin a-kesimi

Ala] = [1.9 + 0.1a, 2.1 — 0.1a], Y«

P[1,3][a] = [p;(a), pa(a)] olmak iizere p;(a), p,(a) degerlerini bulmak igin
denklem (3.38) — (3.39) kulanilirsa

pl(O() — h(2.1 _ 0.10() — e—2.1+0.1a _ e—6.3+0.30( (3.44)
ve

po(a) = h(1.9 + 0.1q) = e~ 19701 _ g=57-03a (3.45)
elde edilir.

Matlab programi yardimyla (3.44) — (3.45) denklemleri gbzoniinde bulundurularak
¢Oziiliirse

Tablo 3.7. P[1, 3][«] bulanik olasiliginin degerleri

o p1 () p2(a) P[1,3][q]

0 0.1206 0.1462 [0.1206,0.1462]
0.1 0.1218 0.1448 [0.1218,0.1448]
0.2 0.1230 0.1435 [0.1230,0.1435]
0.3 0.1242 0.1421 [0.1242,0.1421]
0.4 0.1254 0.1407 [0.1254,0.1407]
0.5 0.1266 0.1394 [0.1266,0.1394]
0.6 0.1278 0.1381 [0.1278,0.1381]
0.7 0.1291 0.1367 [0.1291,0.1367]
0.8 0.1303 0.1354 [0.1303,0.1354]
0.9 0.1316 0.1341 [0.1316,0.1341]
1.0 0.1329 0.1329 [0.1329,0.1329]

bulanik olasilik degerleri elde edilir. Tablo 3.7 deki VO < a <1 igin P[1,3] bulamk

olasilik degerleri gézoniine alinarak matlab programu ile ¢izdirilirse Sekil 3.11 elde edilir.
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0.9

0.8

0.7

0.5~

0.4

0.3

0.12 0.125 0.13 0.135 0.14 0.145 0.15

Sekil 3.11. X = (1.9/ 2 / 2.1) paremetre ile bulanik iistel dagilim P[1, 3]
olasilig1

P[1,3] bulamk iistel dagilimin bulank beklenen degeri ve bulanik varyansi

hesaplandiginda asagidaki Tablo 3.8 deki veriler elde edilmektedir.

Tablo 3.8. P[1, 3][«] bulanik olasiliginin {i ve 5 degerleri

o

i

62

0

0.4762,0.5263]

0.2268,0.2770]

0.1

0.4785,0.5236]

0.2289,0.2741]

0.2

0.4808,0.5208]

0.2311,0.2713]

0.3

0.4831,0.5181]

0.2334,0.2685]

0.4

0.4854,0.5155]

0.2356,0.2657]

0.5

0.6

0.4902,0.5102]

0.2403,0.2603]

0.7

0.4926,0.5051]

0.2427,0.2577]

0.8

0.4950,0.5076]

0.2451,0.2551]

0.9

0.4975,0.5025]

0.2475,0.2525]

1.0

[
[
[
[
[
[0.4878,0.5128]
[
[
[
[
[

0.5000,0.5000]

[
[
[
[
[
[0.2380,0.2630]
[
[
[
[
[

0.2500,0.2500]
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0.9+

0.8+

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3F

\ \ \ \
0.47 0.48 0.49 0.5 0.51 0.52

Sekil 3.12. P[1, 3] bulanik iistel dagilimin bulanik beklenen degeri

0.8+

0.7+

0.5+

0.4+

0.3+

0.2

0
0.22 0.23 0.24 0.25 0.26 0.27 0.28

Sekil 3.13. P[1, 3] bulanik iistel dagilimin bulanik varyansi

0.29
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3.2.4. Bulamik Gamma Dagilim

Tamim 3.8: Gamma (k,0) kesin gamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

X
-5 0

£(x; k, 0) =Xk_16ker—(k) Tk = jo xk-le=% dx = (k — 1)! (3.46)

k, 8 >0 ve x > 0 dir. Gamma dagilimin1 diger bir ifade sekli ise Gamma(a, b) olmak

tizere k=aveb=1/0 olarak alindiginda

a,—bx

I'(a)

f(x;a,b) = x®71 ) Ir'(d) = fooxa_le_X dx = (a—1)! (3.47)
0

a,b>0vex>0dir.

k,0 >0 bulamk sayr olmak iizere Gamma (k,0) bulamk gamma dagilimi
diisiiniilmelidir. [c,d] kapali araliginda herhangi bir degerin bulamk olasihig1 P[c,d]
bulanik gamma dagilimi ile incelenecektir. Bu ifade ise tim E < R alt kiimelerine

genisletilerek P[E] bulanik olasiligia genellestirilmektedir. P[c, d] bulanik olasilig1

d
Plc,d][a] = {j f(u; k,0)du |k € k[a],0 € e[a]} , V0o<a<l1 (3.48)

dir.
Plc, d][a] = [p;(a), p2()] bulanik olasiliginda

d
p; () = min {j f(u; k, 8)du

keE[a],GEé[a]} , Vo<a<l1 (3.49)

d
p,(a) = max { ] f(u; k, 0) du

keE[a],eeé[a]} , Vo<a<1 (3.50)

ifadeleri elde edilmektedir. Bilinen yontemlerle bu integrallerin hesaplanmasi zor oldugu

icin matlab programi yardimiyla 6rneklendirmeler ve integral hesaplamalar1 yapilmaktadir.
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Gamma dagiliminin beklenen degeri p = k6 oldugu bilinmektedir. Bulanik gamma

dagiliminin bulanik beklenen degerinin a-kesimi

_ Xxk_le_% - ~
fila] = fo de kek[a],0€0[a];, VO<a<l1 (3.51)

olarak ifade edilmektedir. Kesin beklenen deger p = k6 iken bulanik beklenen degeri
fi =ko (3.52)

olmaktadir. Benzer sekilde gamma dagliminin varyans1 o? = k0% oldugu bilinmektedir.

Bulanik gamma dagiliminin varyansinin a-kesimi

dx |k e k[a],0 € B[a],p € fi[a];, VO<a<1 (3.53)

1) [P 1218
0'2 [O(] = ]0 ekr(k)

olarak bulunur. Gamma dagilimimnin varyansi o = k0? iken bulanik gamma dagiliminin

bulanik varyansi
6% = k6? (3.54)

olarak elde edilmektedir.

Ornek 3.6: k=(1/3/5), 8 =(6/7/8) bulanik sayilar1 verilsin. Bulanik gamma
dagilimu ile [3, 7] kapali aralig1 i¢in P[3, 7] bulanik olasiigini, bulanik beklenen degerini
ve bulanik varyansini hesaplayiniz.

Coziim: k= (1/3/5) ve 8 = (6 / 7 / 8) bulanik sayilari olmak iizere a-kesimleri
k[a] =[1+ 20,5 —2a] ve O[a] =[6+ a,8—a],Va (3.55)

olmak iizere P[3, 7][a] = [p;(a), p2(«)] bulanik olasiliginda o = 0 ve a = 1 degerleri igin
p1(a) ve p, () degerleri bulunacaktir. Goriilmektedir ki (3.55)° de
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a=1icink[1] =[3,3] =3 ve 8[1] =[7,7] =7
elde edilmektedir. Yukarida elde edilen degerler a=1 icin (3.49) — (3.50)

denklemlerinde yerine yazilirsa

d
p1(a) =min{j f(u; k,0)du

. 1T (7 X
=mm{6kf‘(k)j3 x%"1e 0dx

keﬂdﬁeém@

keﬂ@ﬁeém@=on%0

d
p2 () =max{j f(u; k,0)du

1 7 1 X
=max{6kf‘(k)j3 x<"'e 6dx

keﬂdﬁeém@

kEEMLGEﬂd}=QWMO

degerleri elde edilir. Buradan
o= 1 i¢in P[3,7][1] = [0.0990,0.0990] = 0.0990
elde edilir.
Simdi ise a = 0 igin P[3, 7][0] bulanik olasilig1 bulunmalidur.

1

F(x;k,0) = 8T ()

7 u
ju“%?mh 1<k<5ve6<6<8 (3.56)
3

a = 0 kesimi i¢in (1 /3 /5) bulanik sayis1 [1,5] ve (6 /7 /8) bulanik sayisi [6,8]

araligini ifade eder. Matlab programi ile ¢éziimleme yapildiginda

Tablo 3.9. P[3, 7][«] bulanik olasiliginin degerleri

0.8 0.0629 0.1474
0.9 0.0794 0.1217
1.0 0.0990 0.0990

0.0629,0.1474
0.0794,0.1217
0.0990,0.0990

a p1 (@) p2 (@) P[3, 7][a]

0 0.0067 0.2951 [0.0067,0.2951]
0.1 0.0092 0.3057 [0.0092,0.3057]
0.2 0.0124 0.3016 [0.0124,0.3016]
0.3 0.0167 0.2862 [0.0167,0.2862]
0.4 0.0222 0.2629 [0.0222,0.2629]
0.5 0.0292 0.2351 [0.0292,0.2351]
0.6 0.0381 0.2053 [0.0381,0.2053]
0.7 0.0492 0.1756 [0.0492,0.1756]

[ |
[ |
[ |




67

Tablo 3.9 elde edilmektedir. Bu tablo okundugunda k = 1ve 8 = 6 da bulanik olasilik
minimum degeri 0.0067; k= 5ve 8 = 6 da ise bulanik olasilik maksimum degeri 0.2951
almaktadir ve bdylece a = 0 igin P[3,7][0] = [0.0067,0.2951] elde edilmektedir. Diger
a-kesimleri ise tabloda verilmektedir. Bulanik dagilim fonksiyonunun grafigi ise 0 sabit, k

degisken olarak alindiginda Sekil 3.14 olarak elde edilmektedir.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Sekil 3.14. k = (1 /3 /5) ve ® = 6 paremetreleri icin P[3, 7] olasihig

k=(1/3/5) ve 8=(6/7/8) bulanik sayilar1 olmak iizere bulamk gamma
dagiliminin bulanik beklenen degeri denklem (3.52) ifadesinden

fifa] = k[a]B[a] = [(1 + 20)(8 — a), (5 — 20)(6 + a)] (3.57)

bulunur. Son denklemde
a = 0i¢in {i[0] = [8,30]
ve

a = 1icin fi[1] = [21,21]



68

elde edilir. O halde bulanik beklenen deger

ii=(8/21/30) (3.58)

olarak elde edilmektedir. Goriildiigii gibi elde edilen bulanik beklenen deger bir bulanik

tiggensel sayisidir. Bulanik Gamma dagiliminin bulanik varyansi ise denklem (3.54)” den
&?[a] = k[a]8%[a] = [(1 + 20)(8 — a)?, (5 — 2a) (6 + a)?] (3.59)
elde edilir. Son denklemde
a = 0 i¢in 32[0] = [64, 180]
ve

a = 1icin &2[1] = [147, 147]

bulunur. O halde bulanik varyans bir bulanik liggensel say1 olmak tizere

32 = (64 / 147 / 180) (3.60)

seklindedir. Bulanik beklenen deger ve bulanik varyans V0 < a < 1 igin (3.57) — (3.59)

denklemleri gézoniine alinarak ve matlab programi kullanilarak Tablo 3.10 elde edilmistir.

Tablo 3.10. P[3, 7][«] bulanik olasiliginin fi ve &2 degerleri

~ =2

o il (6]

0 [8.0000,30.0000] [64.0000, 180.0000]
0.1 [9.4800, 29.2800] [74.8920,178.6080]
0.2 [10.9200, 28.5200] [85.1760,176.8240]
0.3 [12.3200, 27.7200] [94.8640, 174.6360]
0.4 [13.6800, 26.8800] [103.9680,172.0320]
0.5 [15.0000, 26.0000] [112.5000, 169.0000]
0.6 [16.2800, 25.0800] [120.4720,165.5280]
0.7 [17.5200, 24.1200] [127.8960, 161.6040]
0.8 [18.7200,23.1200] [134.7840,157.2160]
0.9 [19.8800, 22.0800] [141.1480, 152.3520]
1.0 [21.0000, 21.0000] [147.0000,147.0000]
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Yukarida veriler 1s13inda P[3,7] bulanik olasiiginin bulanik beklenen deger ve

bulanik varyansin grafikleri sirastyla Sekil 3.15 ve Sekil 3.16 ile verilmistir.

0.9+ -

0.8 _

0.7+ -

0.6~ =

0.5 _

0.4 -

0.3 _

0.2+ -

0.1 E

Sekil 3.15. P[3, 7] olasihigmin fi = (6 / 21 / 30) bulanik beklenen degeri

0.9 -

0.8 m

0.7 -

0.6 -

0.5 -

0.4} -

0.3 m

0.2 -

0.1~

60 80 100 120 140 160 180

Sekil 3.16. Bulanik gamma dagilimi P[3, 7] olasiliginin 52 = (64 / 147 / 180)
bulanik varyansi
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Soru 3.2: Ornek 3.6 daki degerler ve veriler olmak iizere x degiskeni [1,5] araliginin
herhangi bir degerinde sabit ve y € [6, 8] degisken olarak alinsin. Elde edilen sonuglari
inceleyiniz.

Coziim: k = 5 sabitlenmis bir deger ve 8 = (6 / 7 / 8) bulanik say1 olmak iizere a-kesimi
8[a] = [6 + o, 8 — a] olmak iizere 6 € [6 + o, 8 — a] degisken olsun. Bu durumda matlab

programi yardimiyla V 0 < o < 1 i¢in elde edilen veri tablosu

Tablo 3.11. k = 5 sabit 6 = (6 / 7 / 8) parametre i¢in P[3, 7][a]

a P4 () P2 () P[3,7][q]

0 0.0020 0.0067 [0.0020,0.0067]
0.1 0.0021 0.0063 [0.0021,0.0063]
0.2 0.0023 0.0059 [0.0023,0.0059]
0.3 0.0024 0.0055 [0.0024,0.0055]
0.4 0.0025 0.0052 [0.0025,0.0052]
0.5 0.0027 0.0049 [0.0027,0.0049]
0.6 0.0028 0.0046 [0.00280.0046, |
0.7 0.0030 0.0043 [0.0030,0.0043]
0.8 0.0032 0.0040 [0.0032,0.0040]
0.9 0.0034 0.0038 [0.0034,0.0038]
1.0 0.0036 0.0036 [0.0036,0.0036]

ve bu verilere baz alinarak olusturulan grafik Sekil 3.17 ile verilmistir.

Sekil 3.17. Bulanik gamma dagilimi i¢in k = 5 sabitlenmis bir deger ve
0 = (6 /7 / 8) paremetresine gore P[3, 7] olasilig
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3.2.5. Bulanik Pareto Dagilim

Pareto dagilimi iktisat disinda sosyal bilimler, fen, geofizik, sigortacilik ve bircok
dogal fenomen incelemeleri i¢in genis bir alanda uygulanabilmektedir. iktisatta pareto
dagilimi bireylerin servetlerini veya gelirin biiylik bir kisminin incelendigi sosyetenin
kiigiik bir bireyler grubu tarafindan sahip oldugunu bu dagilim bariz sekilde
gostermektedir. Bu fikir genellikle daha basit olarak Pareto Prensibi ya da bir iilkenin
niifusunun %20’ si servetin veya gelirin %80’ ine sahip oldugu sekilde ifade edilen 80-20
kurali olarak ifade edilir. Olasilik yogunluk fonksiyonundan da gorebilmektedir ki
“olasilik” veya kisi basina kiiclik gelire sahip toplumlarin orani yiikselirken gelir diizeyi
bakimindan siirekli sekilde azalir. Pareto dagilimi, servet veya gelir dagilimi olarak
kisitlanmaz ama bir¢ok durumda kiigiikten biiyiige dogru hareket eden dagilimda bulunan
bir denge durumudur.[6, 8]

Tanmm 3.9[6]: Eger X pareto dagilimimna sahip bir rasgele degisken ise herhangi bir x
sayisindan daha biiyiik X rasgele degiskenin olasilig1

% \-k
P(X > x) = (X—) L Vx=x, (3.61)

denkleminde x,,, X’ in minimum olasilik degeridir ve nadiren pozitiftir ve k bir pozitif bir
paremetredir. Pareto dagilimi ailesi x,,, ve k iki ifade ile paremetrelestirilebilir. Bir servetin
dagilim modeli olarak pareto dagilimi kullanilidiginda k paremetresine 6zel olarak pareto
indeksi olarak ifade edilir. Pareto dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

Xm

f(x;k,xpy) = km ,

VX = X (3.62)

Genel anlamda pareto dagilimi yukaridaki sekilde ifade edilmektedir. Bulanik pareto
dagilimi ise;

[c, d] kapali aralizinda bulunan bir degerin bulanik olasilig1 P[c, d] olmak iizere

d k
Plc,d] = U kx)f(‘fl dx |k € E[a]} , 0<a<1 (3.63)
C
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seklindedir. P[c,d] = [p;(a), p, ()] olmak iizere

d ok
X -
p;(a) = min {f k le dx |k € k[(x]} ,0<a<1 (3.64)
C
ve
d gk -
po (o) = max{] k le dx [k € k[oc]} ,0<a<1 (3.65)
c X

seklindedir.(3.62) — (3.63) denklemlerinden

h(k) = j dkxili dx = — (i)_k + (i)_k ve K@) = [k (00, ko ()] (3.66)

Xm

olarak elde edilir. (3.66) denklemindeki h(k) fonksiyonu kullanilarak
p1(a) = h(k, () (3.67)
p2() = h(k, () (3.68)
elde edilen p; () ve p,(a) degerleri P[c,d] = [p; (), p,(a)] esitliginde yazilir. Bu ise

P[c, d] bulanik olasiligin1 ifade eder.

Bulanik pareto dagiliminin bulanik beklenen degerinin a-kesimi

fifa] = {fwk(%)k dx

ke E[a]}, Vo<a<l1 (3.69)

olarak elde edilmektedir. Pareto dagiliminin beklenen degeri

X
p=ki—r k>1

iken (3.69) denklemiyle elde edilen bulanik beklenen deger



73

k>1 (3.70)

seklindedir. Kesin pareto dagiliminin varyansi

—k Xm k
(k=2 (k- 12’

olarak ifade edilirken bulanik pareto dagiliminin bulanik varyansi

2

o > 2

2
2=k m
(k—2)(k—1)

k>2 (3.71)

olarak ifade edilir.
Ornek 3.7: x,,, = 3 vek = 3 olmak iizere k = (2.8 / 3 / 3.2) paremetreleri icin P[4, 6]
bulanik pareto dagiliminin bulanik olasiligini, bulanik beklenen degerini ve bulanik
varyansini bulunuz.
Coziim:

k = (2.8 /3 / 3.2) bulanik sayisinn a-kesimi

k[a] =[2.8+0.20,3.2—0.2a] ,Vv0<a<1
elde edilen k[a] degerleri (3.67) ve (3.68) da yerine yazilirsa

—3.24+0.2a7
4 3.2+0.2a

p;(a@) =h(3.2-0.20) = — -2—3-2+0-2a — (§)

\%

—2.8-0.207
4 8-0.2a

p,(a) = h(2.8 + 0.2a) = — [ )-28-020 _ (g)

degerleri elde edilir.
Son esitliklerde sirasiyla a = 0vea =1 degerleri yazilarak bulanik olasiligin ug
degerleri
o = 0icin P[4, 6][0] = [0.2895,0.3033]
ve
o = 1icin P[4, 6][1] = [0.2969, 0.2969]
olarak elde edilir. VO < a < 1 i¢in oldugundan elde edilen tiim a degerleri i¢in bulanik

olasilik matlab programi ile hesaplanmis ve Tablo 3.12 verilmistir.
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Tablo 3.12. P[4, 6] bulanik olasiliginin degerleri

o p1 () p2(@) P[4, 6]

0 0.2895 0.3033 [0.2895, 0.3033]
0.1 0.2902 0.3027 [0.2902,0.3027]
0.2 0.2910 0.3021 [0.2910, 0.3021]
0.3 0.2918 0.3015 [0.2918,0.3015]
0.4 0.2925 0.3009 [0.2925,0.3009]
0.5 0.2933 0.3002 [0.2933,0.3002]
0.6 0.2940 0.2996 [0.2940, 0.2996]
0.7 0.2947 0.2989 [0.2947,0.2989]
0.8 0.2955 0.2982 [0.2955, 0.2982]
0.9 0.2962 0.2976 [0.2962,0.2976]
1.0 0.2969 0.2969 [0.2969, 0.2969]

Bu veriler 1s13inda bulanik pareto dagiliminda P[4, 6] bulanik olasihigmin grafigi ise

Sekil 3.18 ile verilmistir.

0.7

0.6+

0.5

0.4+

0.3F

0.2+

0.1+

0 ! ! ! ! ! ! ! !
0.288 0.29 0.292 0.294 0.296 0.298 0.3 0.302 0.304 0.306

Sekil 3.18. Bulanik pareto dagiliminda P[4, 6] olasilig1

P[4, 6] bulanik olasiligimin bulamk beklenen degeri ve bulanik varyans: denklem
(3.70) — (3.71) formiilleri kullanilarak matlab programi yardimiyla Tablo 3.13 deki gibi
elde edilmektedir.
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Tablo 3.13. P[4, 6] bulanik olasilig1 igin fi ve 2 degerleri

= =2

a i (5]

0 [3.8182,5.3333] [4.3388,11.1111]
0.1 [3.8807,5.2418] [4.5258,10.5369]
0.2 [3.9444,5.1522] [4.7228,10.0003]
0.3 [4.0093, 5.0645] [4.9303,9.4983]
0.4 [4.0755,4.9787] [5.1493,9.0281]
0.5 [4.1429,4.8947] [5.3803, 8.5873]
0.6 [4.2115,4.8125] [5.6244,8.1734]
0.7 [4.2816,4.7320] [5.8823, 7.7845]
0.8 [4.3529,4.6531] [6.1552,7.4188]
0.9 [4.4257,4.5758] [6.4440,7.0745]
1.0 [4.5000,4.5000] [6.7500, 6.7500]

Tablodan elde edilen verilerle bulanik beklenen deger ve bulanik varyansin grafikleri

sirastyla Sekil 3.19 ve Sekil 3.20 ile verilmistir:

5.4

Sekil 3.19. Bulanik pareto dagiliminda P[4, 6] olasliginin bulanik beklenen

degeri




76

0.9+~

0.8

0.7+

0.6~

0.5~

0.4+

0.3+

0.2

0.1~

12

Sekil 3.20. Bulanik pareto dagiliminda P[4, 6] olasiliginin bulanik varyansi



4. SONUCLAR

Bu caligmanin literatiire katkilar1 asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

1. Herhangi bir olayin bulanik olasiligi incelenip daha sonra ise bu olasiliktan
yararlanarak bulanik olayin bulanik olasilig1 elde edilmistir.

2. (u,02) parametreli normal dagilimmm paremetreleri pve o? sirasiyla
bulaniklastirilarak  {i bulanik beklenen degerli ve 2 bulanik varyansh (fi,3%) bulanik
normal dagilim elde edilmistir. Bulanik normal dagiliminin bulanik olasiligi formiilize

edilerek [c, d] araliginda

cC—u c—u
Z; = ve z, =
1 o 2

M E fi[a] , 0 € 5[]

d —1)2
Plc, d][a] = L e_( 20%) M E fi[a] 0 € 5[]
c W2m

esitligi elde edilmistir.
3. (j,6%) parametreli bulanik normal dagilmi igin x € fi[a] ve y? € 6 %[a]
degiskenleri gbz Oniine alinarak bulanik olasilik
I. x degisken y sabit olmak lizere elde edilen bulanik olasilik ve grafigi bir
ticgensel bulanik say1
II. x bulundugu araliktaki herhangi bir degerde sabit; y degisken olmak {izere elde
edilen bulanik olasilik ve grafigi iicgensel bulanik say1
III. x ve y degisken oldugu durumda elde edilen bulanik olasilik ve grafigi
diizlemsel olmak iizere elde edilmistir.
4. E(A) parametreli istel dagilimin A parametresi bulanik hale getirilerek E(X)
parametreli bulanik tistel dagilim elde edilmistir. Bulanik tistel dagilimin [c, d] araligindaki

bulanik olasilig1
d
Plodliel = [ 2edt, 1€ R(a
C

olarak elde edilmistir.

5. E(X) parametreli tistel dagilimin bulanik beklenen deger ve bulanik varyansi

1 1
= =-Veo" ==—
=3 32

olarak formiilize edilmistir.
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6. (k,0) parametreli gamma dagilimmmin k ve 6 paremetreleri bulanik hale
getirilerek (E, é) parametreli bulanik gamma dagilimi elde edilmistir. Gamma(E, é)
dagilimmin [c, d] araligindaki bulanik olasilig

X
oo k-1 B

Ble, d][o] = f dx .k € K[od, 0 € B[a

o BT
olarak elde edilmistir.
7. Gamma(f(, é) dagiliminin bulanik beklenen degeri ve bulanik varyansi
fi = kb ve 5% = kb?
olarak formiilize edilmistir.
8. Xy, ve kK parametreli pareto dagilimi icin x,, sabit ve k parametresi
bulaniklastirilarak x,, ve k parametreli pareto dagilimi elde edilmisir. Bulanik pareto

dagilimmin [c, d] araligindaki bulanik olasilig

- d gk _
Plc,d][«] =j k——dx ,k € k[d]

XK+

bulanik olasilig1 elde edilmistir.
9. X, ve k parametreli pareto dagilimmin bulanik beklenen degeri ve bulanik

varyansi

2

I X

fi=k= ve 5% = k— L =,
k—1 (k—2)(k—1)

seklinde formiilize edilmistir.

k>?2




5. ONERILER

1. Kesikli dagilimlarin parametreleri bulanik yamuk say1 olarak alinarak dagilimlar
bulaniklastirilabilir.

2. Bu tezde siirekli dagilimlarin parametreleri a8 = (a; / a, /az) seklinde alinarak
dagilimlar bulaniklagtirnlmistir.  Farkli  olarak stirekli dagilimlarin  parametreleri
a = (a; /a,,az/a,) seklinde bulanik yamuk say1 olarak alinarak elde edilen bulanik

olasilik, bulanik beklenen deger ve bulanik varyans degerleri grafikleri ile incelenebilir.

3. Gamma(f(, 0 ) bulank dagiliminda x € k[a] vey € 8[a] her iki degerin de

degisken oldugu durumda
t
Plc,d e ke R0 € b
8 = —F—dt ,KE ,0 €
cdlial = | S [, 0 € Bla)

bulanik olasiligi elde edilebilir ve bu veriler 1s183inda beklenen deger ve varyansi
degerlendirilebilir

4. Bu tez c¢aligmasindaki siirekli dagilimlar disinda Beta Dagilimi, F Dagilim,
Genellestirilmis Pareto Dagilimi, Ki-Kare Dagilimi, Laplace Dagilimi, Log-normal
Dagilimi, Student’ in t Dagilimlar1 bulanik hale getirilip bulanik siirekli dagilimlar elde
edilebilir.

5.Bu tezde dagilimlar1 bulanik hale getirilmesi i¢in  paremetreler
bulaniklastirilmistir. Paremetreler yerine rasgele degiskenler bulanik hale getirilerek
bulanik dagilimlar elde edilebilir.

6. Bu caligmada tistel dagilim bulanik hale getirilmistir. Bu ¢alismadan yararlanarak
istel dagilim 6zelligi bulanik hale getirilebilir.

7. Kullanilan bu yontem stokastik siirecler teoresindeki yenileme siirecler teorisinde
ornegin; yenileme siirecleri, markov siirecleri, bulanik stokastik siire¢ler optimizasyonu...
vs uygulanabilir.

8. Bu tezde bir boyut iizerinde calisilmistir. Paremetrelerin bulaniklastiriimasi
yontemi kullanilarak 2-boyuta da genellestirilebilir ve 2 boyutlu yenileme siireclerine

uygulanabilir.
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