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ONSOZ

Bu ¢alismada futbol topu yoriinge modelleri topa etki eden ortam direng kuvveti,
Magnus kuvveti ve yer ¢ekimi kuvveti dikkate alinarak formiile edilmis ve elde edilen
modellerin analitik yaklasim ve sayisal yontemler yardimiyla ¢oziimleri elde edilmistir.
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OZET

Bu ¢aligmada ortam diren¢ kuvveti, Magnus kuvveti ve yer ¢ekimi kuvveti etkisi
altinda futbol topu yoriinge modeli géz oniine alinmis ve modelin analitik yaklagim ve
sayisal yontemler yardimiyla ¢oziimleri elde edilmistir. Ozellikle falso verilen topun
yorlingesini etkileyen Magnus kuvvetinin yoriinge {izerindeki etkisi analiz edilmistir.
Mevcut yoriinge modeli sigramalart da dikkate alacak sekilde Newton Si¢rama
(Restitution) Yasas1 yardimiyla durma anina kadar topun yoriingesini belirleyecek sekilde
bicimde genellestirilmistir. Ayrica, engelli serbest vuruslarin o6ngoriilen hedeflere
yonelmesi icin topa verilmesi gereken baglangic hiz ve falso MATLAB Grafik Kullanici
Arayliizii(GUI) araciligiyla interaktif olarak incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Ortam Diren¢ Kuvveti, Magnus Kuvveti, Adomian Ayrisim Y 6ntemi,
Taylor Acilimi, Boyutsuzlastirma, Newton Sicrama Yasasi.



SUMMARY

Football Trajectory Model and Its Analysis

In this study, trajectory of a football is investigated using an appropriately formulated
mathematical model accounting for Magnus, drag and gravitational forces. Both numerical
and approximate analytical methods are used to obtain approximate solutions. In particular,
a closedattention is paid to the trajectory of football under the initial rotational kick. The
existing model is extended using Newton Restitution Law to account for jumps till the ball
stops. Futhermore, in order for a free kick with barrier to target at a specified position, the
initial linear and rotational velocity are studied interactively using a graphical user
interface developed with MATLAB GUI.

Key Words: Drag force, Magnus Force, Adomian Decomposition Method, Taylor
polynomials, Nondimensionalization, Newton Restitution Law.
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SEMBOLLER DiZiNi

cm=santimetre
kg=kilogram

M. 0. =Milattan Once
m/s=metre/saniye
cm=santimetre
m=metre

devir /s=devir/saniye

s=saniye



1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Futbol, basta iilkemiz olmak {izere bir¢ok Avrupa, Asya, Afrika ve dzellikle Gliney
Amerika’da popiiler bir spor dalidir. Futbolu popiiler yapan bir¢ok 6zelligi s6z konusudur:
takimla calisabilme yetenegi, topu cok kisa siirede istenilen yone dogru yonlendirebilme
yetenegi, futbol ve dolayist ile de futbolcular i¢in oldukg¢a 6nemlidir.

Belirli bir baslangic hizi verilen top, hareket siiresi boyunca ortam direnci(drag
force) ve yercekimi kuvveti etkisi altinda kalir. Belirli bir eksen etrafinda donerek hareket
eden vurusa falsolu vurus adi verilir. Bu durumda top yoriingesi boyunca belirli eksen
etrafinda donerek hareket eder. Falsolu top, ortam direng kuvveti ve yer ¢ekim kuvvetine
ilaveten Magnus kuvveti adi verilen bir diger kuvvet etkisi altinda hareket eder. Bu
durumda topun basit bir parabolik yoriinge takip etmedigi goriiliir.

Bu calismada amacimiz 6zellikle falsolu vuruslarda top yoriingesini bahsettigimiz ii¢
kuvvet etkisi altinda inceleyen matematiksel modeli Newton hareket yasasi kapsaminda
ifade ederek, modelin sayisal ve analitik yaklasim ¢oziimlerini elde etmek, modelde
mevcut parametrelerin topun yoriingesini nasil etkileyecegini arastirmak ve Newton
sicrama(restitution) yasast yardimiyla da mevcut modeli gelistirerek durus anina kadar
topun yoriingesini belirlemeye ¢alismaktir.

Bu calismada MKS birim sistemi kullanilmaktadir. Dolayisi ile elde edilen tiim

uzunluklar metre cinsindendir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Futbol topunun yoriingesini anlamaya yonelik olarak, deneysel ve teorik ¢aligmalar
yayimlanmigtir. Deneysel ¢alismalar sirasiyla ortam direng sabiti, kaldirma kuvveti sabiti
ve yanal kuvvet sabiti parametrelerinin tahminine yoneliktir. Elde edilen tahmini degerler
futbol topu yoriinge modelinde kullanilarak topun ydriingesi tahmin edilmeye caligilmistir.
Bu amagla, Mehta (1985) kriket topu, basebol topu ve golf topunun aerodinamik
ozelliklerini incelemistir.

Barber vd (2008) CFD(Computational Fluid Dynamics) FLUENT programi
yardimiyla farkli ylizey bilesenlerin dikis veya yapisma yontemleri ile bir araya getirilmesi
suretiyle olusturulan top dig ylizeylerinin topun yoriingesi Tlzerindeki etkisini
arastirmiglardir. Bu amagla 7 farkli ylizey tipine sahip top i¢in cy(ortam direng
sabiti), c;(kaldirma kuvveti sabiti) ve cs(yan kuvvet sabiti) katsayilari hesaplamislardir.
Sonug olarak, farkli toplar i¢in ¢, nin ¢ok fazla degismedigini ancak c; ve cs’nin degisim
gosterdigini gézlemlemiglerdir.

Bray ve Kerwin (2002) top falso miktarin1 kapali olarak i¢eren yoriinge modeli
inceleyerek modeldeki ortam direng ve kaldirma kuvveti katsayilarini deneysel gézlemler
yardimiyla tahmin etmislerdir. Elde edilen tahmini cy, c; parametreleri i¢in serbest vurus
hareketini incelemislerdir. Bu ¢alismada dénme hizi deneysel olarak belirlenmedigi i¢in
falsolu topun yoriingesini donmedeki degisime gore incelememislerdir. Model Runge-
Kutta yontemi yardimiyla ¢oziilmiistiir. G6zlemlenen testler i¢in topun ydriingesi ile video
¢ekimi sonucunda elde edilen yoriingenin benzer oldugu sonucuna varmiglardir.

Spathopoulos(2009) top yoriinge modelini Euler yontemi yardimiyla ¢ozerek Excel
ortaminda derste yoriinge mekanigi konusunun ogretimi igin yoriinge simiilasyonlari
gerceklestirmistir.

Cook ve Goff (2006) top yoriinge modelini Euler-Cromer algoritmasi yontemiyle
cozerek serbest vurug ve korner atigin1 dort parametredeki degisime gore (baslangic agisi,
acisal hiz bliytikliigil, baslangi¢ vurus acis1 ve donme agisi) incelemislerdir.

Grifftiths vd (2005) etkin bir deneysel 6l¢iim diizenegi kurarak, top donme oraninin
zamanla azaldigini, buna ragmen nadiren yoriinge boyunca donme oranmin bazen sabit
kaldigin1 ve hatta bazen de arttigin1 gozlemlemislerdir. Ayrica aerodinamik katsayilar

deneysel olarak incelemislerdir.



Goff ve Carré (2009) yerlestirdikleri iki kamera ile falsolu ve falsosuz hareket yapan
topun yoriingesini inceleyerek topun c;,c; parametreleri i¢in tahmini degerler elde
etmislerdir. Ik olarak falsosuz hareket yapan topu incelediklerinde ortam direng sabitinin
yoriinge boyunca fazla degismedigini gézlemlemislerdir. Daha sonra topa falso verdikleri
durumda ise Reynold Number ve falso parametresini (S, = rw/v ) kiigiik degerleri i¢in
kaldirma (lift) katsayisim1 elde etmeye ¢alismislardir. Yapilan deneyler sonucunda, daha
once fark edilmemis olan, falso parametresi i¢in kaldirma kuvveti katsayisinin iki degere
sahip oldugunu elde etmislerdir.

Neilson vd (2004) yaptiklar1 ¢alismada futbol topunun hizimi ve falsosunu dogru bir
sekilde hesaplayan bir diizenek kurmuslardir. Bunun i¢in topun hizini, yiiksekligini, falso
miktarini ve falso eksenini dogru bir sekilde hesaplayabilen yeni goriintii tanima sistemi
kurmuglardir. Topun ard arda gelen iki hareketini sabitleyerek futbol topunun uzaydaki
yerini ve top yoOniinii hesaplamislardir. Ayrica renk panelleri kullanarak topun biitiin
yiizeyini isaretlemislerdir ve top yoriingelerini hesaplamak i¢in O6rnek bir isaretleme
algoritmasi kullanmislardir. Kayit edilen iki top goriintiisiinii analiz ederek topun hizini,
vurus yiksekligini, falso miktarini ve eksenini hesaplamiglardir.

Carré vd (2002) topa vurus bi¢imine gore, topta olusan falsonun neden oldugu temel
karakteristikleri hesaplamay1 ve topun falsosundaki degisimlerin topun yoriingesini nasil
degistirdigini gézlemlemeyi amaglamiglardir. Bunun i¢in ilk olarak falso olmadigi durum
icin farkli basglangi¢ hizlarinda yoriingeyi hesaplamislar ve elde edilen sonuglart analiz
etmiglerdir. Bu durumda topun baslangic hizi arttikca ortam direng sabitinin de arttigini
gozlemlemislerdir. Daha sonra, topun falso parametrelerini (donme eksenini yatay alarak)
degistirerek ayni1 baslangi¢c hizlar i¢in yoriingeyi hesaplayarak ortam direng sabitini ve
kaldirma kuvveti sabitini hesaplamiglardir. Elde ettikleri degerleri ise li¢ tipik oyun
simulasyonunda kullanmislar ve bu simiilasyonlar ile hava kosularinin, vurma etkisiyle
sapma miktarinin yoriingeye olan etkilerini incelemislerdir.  Falso verildigi durumda
uygulanan falso parametresi ile birlikte kaldirma kuvveti ve ortam direng sabitinin arttigini
gozlemlemislerdir.

Bu ¢alismada ise yukarida bahsedilen ¢aligmalarda incelenen top yoriinge modeli goz
Oniine alinmis ve asagida belirtilen agilardan mevcut ¢alismalar genellestirilmistir:

Top yoriinge modeli, topa baslangigcta verilen falso miktarindaki degisime gore
incelenmigstir. Ayrica, yukarida bahsedilen ¢alismalarda sadece sayisal sonuclar1 verilen

yoriinge modelinin analitik yaklagim sonuglart Adomian Ayrisim Yontemi (2005)



yardimiyla hesaplanmistir. Newton Sigrama Yasasi yardimiyla topun sigrama hareketini de
modelleyerek durma anina kadar olan hareketi genellestirilmis yoriinge modeli olusturmak
suretiyle incelenmistir. Matlab GUI (Grafik Kullanici Arayiizii) araciligi ile kullanici
etkilesimli olarak alinan top yoOriinge modeli parametreleri ile topun yoriingesine ait
x—y,x—z ve y—z diizlemlerindeki izdiisiimleri grafiksel olarak gosterilmistir. Son
olarak top yoriinge modeli serbest vurus hareketi icin uygulanmak iizere bir sinir deger
problemine dondstiiriilmiis ve topun hedeflenen bolgeye yonlendirilmesi igin gerekli
baslangi¢ sartlar1 Egik Atis Yontemi yardimiyla hesaplanmistir. Ayrica engelli vuruslar
icin hedefin Oniindeki ilgili engelden gegmesini saglayacak top yoriingesi i¢in uygun bir
algoritma Onerilmistir.

Bu caligma asagidaki gibi organize edilmistir:

Kesim 3’te ortam diren¢ kuvveti formiile edilerek sadece ortam direng kuvveti etkisi
altinda top yoriingesi analiz edilmistir. Ilgili yoriinge denklemindeki analitik yaklasim
¢ozlimleri Adomian ayrisim yontemi yardimiyla elde edilmistir. Kesim 4’te Magnus
kuvveti etkisindeki top yoriingesi i¢in analitik ¢ozlim ile top yoriingesi analiz edilmistir.
Kesim 5’de Magnus kuvveti ve ortam direnci etkisi altindaki topun iki boyutlu yo6riingesi
incelenmistir. Elde edilen yoriinge denklemi boyutsuzlastirilarak denklemlere analitik
yaklagim yontemi uygulanmigtir. Kesim 6’da Kesim 5’te incelenen yoriinge modeli iig
boyuta genellestirilmistir. Ayrica, Newton sicrama yasasi yardimiyla durus anina kadar
futbol topunun yoériingesini belirleyen genellestirilmis model elde edilerek incelenmistir.
Kesim 6’nin son kisminda ise frikik hareketi i¢in uygun baglangi¢ hiz ve falso degerleri bir

sinir deger problemi olarak formiile edilerek incelenmistir.



3. ORTAM DIRENC KUVVETI

3.1. Ortam Diren¢ Kuvveti Altinda Futbol Topunun Hareketi

Futbol topu atmosferde belli bir hizda ilerlerken iizerine etkileyen kuvvetlerden biri
hiza ters yonde etki eden ortam direng¢ kuvvetidir. Bu kuvvet ig¢in genelde asagidaki

yaklasim kullanilir.(Giordano ve Nakanishi, 2006)

F; ~ —B,v—B,v?,B,>0,B, >0 1)

(1) denkleminde oldukga diisiik hizlarda birinci terim baskin durumdayken, yiiksek
hizlarda hizin karesi ile orantili terimin baskin oldugu bilinmektedir. Bu ¢alismada top
hizinm yiiksek oldugu kabul edilerek v?2 ile orantili durum ele alinmaktadir. Bu béliimdeki
amacimiz, bu baskin terimin katsayisi olan B,’yi hesaplamaktir.

Bir cisim atmosferde v hizi ile ilerlerken 6niindeki havay1 yoriingesinin digina iter.
Kiiciik bir dt zamaninda yer degistiren havanin kiitlesi

Mpava = pAvdL
olarak verilir, burada p hava yogunlugu, A Sekil 1°de goriildiigii tizere cismin kesit

alanidir.

v | -
A i : A
v v
t aninda il t + dt aninda

Yer degistiren havanin kitlesi

Mpava = pAth

Sekil 1. Kiigiik bir zaman araliginda yer degistiren
havanin kiitlesi



Havaya bir v hiz1 verildiginden dolay1 havanin kinetik enerjisi

2
E _ MpavaV
hava — 2

bagintist ile verilir. Bu deger cismin dt zamaninda hava direncine karsi yaptigi is
oldugundan

Ehava = Kuvvet X yol

Epava = Fqvdt

bagintis1 elde edilir. Elde edilen bagintilardan ortam direng kuvvetinin biiytikligi

CpAv?
F, == . )

olarak bulunur. (2) denklemi vektorel formda ise

L, CpAv?
Fd == 2

-

€q

seklinde yazilir. Burada é;, ortam diren¢ kuvveti yoniindeki birim vektorii gostermektedir.
Ortam direng kuvveti hiza zit yonlii bir kuvvet oldugundan dolay1 bu kuvvet yoniindeki
birim vektor

.
. v
€q=——
d v

seklindedir. Dolayzst ile ortam direng kuvveti
N 1 A
Fy;=— 3 CpAvv (3)

olarak elde edilir. (3) denklemdeki eksi isareti ortam diren¢ kuvvetinin hiza ters yonde
oldugunu gostermektedir. Ayrica (3) denklemindeki C, ortam direng sabiti olarak bilinir ve
bu degerin hizin bir fonksiyonu oldugu bilinmekle birlikte bu ¢alismada diizgiin kiiresel
cisimler igin Olgiilen standart deger olan C = 0.47(URL-1, 2009) olarak alinmaktadir.
Fakat C sabitini bulmanin en iyi yolu riizgar tuneli Ol¢limii veya benzer deneyler
yapmaktir.(Giordano ve Nakanishi, 2006) Ayrica bu ¢alismada topun standart 6zellikleri
ile, topun yaricapt ¥ = 0.11 m oldugundan dolay1 A = 7 (0.11)?> = 0.038 m? degeri

kullanilmaktadir. Kullanilan tipik parametreler ve degerleri Tablo 1°de verilmektedir.



Tablo 1. Futbol topu i¢in tipik parametreler ve degerleri

Biiyiikliik
Parametreler Anlam1 Tipik Degeri )
Mertebesi
p Havanin yogunlugu 1.245 kg/m3 0(10%
v Cismin siirati 20—-30m/s 0o(10%)
r Futbol topunun yarigapi 0.11m o101
me Futbol topunun kiitlesi 043 kg o(10™h
C Ortam direng sabiti 0.47 o(10™h

3.2. Sadece Ortam Diren¢ Kuvveti Etkisinde Futbol Topunun 2-Boyutlu
Hareketi

Bu boliimde, futbol topunun sadece ortam direng kuvveti altindaki hareketi x — y

diizleminde incelenmektedir. Bunun i¢in baslangigta topa Sekil 2’de gosterildigi gibi

7(0) = (vx(O),vy(O)) = (B,y) hiz1 ile orijinden vuruldugu gbéz oniine alinsin. Alinan

baslangi¢ degeri i¢in topun nasil bir yoriinge izleyecegi asagida incelenmektedir.

v),(0) = vysin(6)

R
Vo

+y yonu

1, (0) = vycos(6) +x yonii

v
orijin(topun  harekete
baslandigi nokta)

Sekil 2. Iki boyutta hareket eden futbol topunun baslangi¢c hiz
bilesenleri

Iki boyutta hareket incelendiginden dolayr hizin Sekil 3’teki gibi x ve y yoniinde

sirastyla v, Ve v, ile gosterilen iki hiz bileseni mevcuttur.



vy, (t) =_vsind(t 3

v, (t) = vcosO(t)

O(orijin)
Sekil 3. Herhangi bir t aninda cismin hiz bilesenleri

Newton’un ikinci yasast ile
md = ) F=F, (@)

bagintisi elde edilir. Burada m; topun kiitlesidir. d = dv/dt = ¥’ oldugundan
mt'l_}’ = ﬁd
seklindedir. (3) denkleminde elde edilen ortam direng Kuvveti son bagintida yerine

yazilirsa

1
mv’ = —ECpAm? (5)

olarak elde edilir. Burada v = || dir.
V= (U, vy)

Hiz vektorii (5) denkleminde yerine yazilirsa

, 1
me(vy, vy)' = — 5 CpAV(vy, vy) (6)

elde edilir. (6) denkleminden hiz bilesenlerini veren denklemler

myv, = — > CpAv,v



muvy, = — 7 CpAvyv

olarak bulunur. v = \/vZ + v oldugundan dolay: denklemler

1
myv, = —ECpAvx /v,% + v§

mevy, = —ECpAvy vE + v

seklinde yazilir. (7.a) ve (7.b) taraf tarafa boliiniirse

1
movy —7CpAvx,/v,§ + vg

mev), 1
£V =5 CpAvyJvi + vf

elde edilir. (8) denkleminin iki tarafinin integrali alinirsa

Vy = Coly

veya (x(t), y(t)), t anindaki konum ve
dy dx
ac = g =
bagintilarindan
y' =cx'

seklinde elde edilir. Buradan ise

y=C2x+C3

seklinde bulunur. Baslangi¢ degerleri elde edilen ¢oziimlere uygulanirsa

Uy = Coy

oldugundan

(7.a)
(7.b)

(8)

)

(10)
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Y
10) =, (0)=>y=cf=>c, =7

B

elde edilir. Ayrica top orijinden harekete baslandigindan dolayr konum denkleminden
y=cx+c3=2>y(0) =cx(0)+c3=2>¢c3=0
olarak bulunur. Elde edilen sabitler (10)’da yerine yazilirsa konum denklemi

—X (11)

seklinde elde edilir.

Ornek 3.1: Bir futbol topuna 25 m/s’lik bir ilk hizla x ekseni ile pozitif yonde
15°’lik bir ag1 yapacak sekilde vurulsun. Bu durumda topun baslangi¢ hiz bilesenleri

1,(0) = v(0) cos(15) ~ 24.1481 =

v,(0) = v(0) sin(15) ~ 6.4705 =y
seklinde olur. Dolayisi ile sadece ortam direng kuvveti etkisi altindaki cismin ydriingesi,

(11) denkleminden
Y
y=—x=0.2680x
B

olarak elde edilir. Dolayisi ile sadece ortam direng kuvveti etkisindeki bir top Sekil 4’de

goriildiigl gibi dogrusal bir yoriingeye sahiptir.

02 T T T

0.18— —
0.16— —
014~ —

0.12[~ -

0.08[— -
0.06[— -
0.04— -

0.02[— -

Sekil 4. Sadece ortam direng kuvveti etkisindeki bir topun yoriingesi
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3.3. Adomian Ayrisim Yontemiyle Yaklasik Coziimler

Sadece ortam direng kuvveti etkisi altindaki bir topun ydériingesinin dogrusal oldugu
bir dnceki boliimde gosterildi. Bu boliimde, (7) denklem sistemi igin alternatif bir analitik
yaklagim yontemi ile topun yoriingesinin nasil elde edilebilecegi arastirilmaktadir. Burada
gosterilen yontem analitik olarak ¢oziilemeyen birgok problem igin iyi bir yaklagim
yontemidir ve bu g¢alismanin ileri Ki kisimlar1 igin temel olusturmaktadir. S6z konusu
yontem Adomian yontemi olarak bilinmektedir.

Eger (7) denklem sisteminde

pPi=v VEU =T,

olarak tanimlanirsa hiz denklemleri

mp’ = ap./p? + u?

(12)
mu' = au/p? + u?
olarak elde edilir. Burada a = —3CpA = —0,5%0.47 x 1.245 x 7 x (0.11)? =

2

—0,0111 kg/m ve m = m,;’dir. Analitik olarak ¢6ziilebilen denklem sistemi i¢in Adomian
yontemi ile yaklagimlar asagidaki gibi elde edilir.

Oncelikle (12)’deki denklem sisteminin

(0]

p=po+ap, +a’p, + apz + - = z akpy
k=0

uU=uy+au, +a’u, + adug + - = Z akuy,
k=0
seklinde ¢oziimlerinin mevcut oldugu kabul edilir. Bu ¢oziimler (12) denkleminde yerine
yazilirsa
m(py + ap; + a’py + a’ps + )
= a(po + ap, + a’p, + a’p;

+ ) (Do + apy + a?p, + adps + )2 + (U + auy + a?u, + adug + -+ )2
m(uy + auf + a?uj, + adul + )

= a(uy + au, + a?u, + aluy

+ ) (Po + apy + a?p; + a3ps + )2 + (U + auy + @?u, + adug + )2
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elde edilir. Ayrica EK kisminda Ornek Ek 2°de F(p,u) = /p% + u? seklindeki lineer

olmayan fonksiyonlarin

o0}

VP2 +ut =Ag+ady + A, + aPAs+ - = Z akAy

k=0
seklinde bir ayrisimi mevcut oldugu gosterilmektedir. Dolayisi ile Adomian yontemi 6zetle
Ay, Ay, ... katsayilarinin etkin bir bi¢imde hesaplanmasini saglayan bir yontemdir. Bu
acilim denklemlerde yerine yazilirsa
m(py + apy + a’p; + a’ps + )
= a(py + ap, + a’p, + adps + - )(Ao + @l + a?A, + aBA; + )
m(uy + auy + a?ul + adul + )
= a(uy + auy + a?u, + adug + ) (4p + ad; + aA, + a4z + )
olarak elde edilir. Bu denklemlerin her iki tarafi a katsayili polinomlar olup bu
polinomlarin esit Gistlii terimlerinin katsayilar1 birbirine esitlenirse
mpy = 0; mpy = poAo; mpy = PoAs + P1Ao; mp3 = Pod; + p14s + D2A¢; -
mugy = 0; mu; = updy; muy = ugdy + U dy; musy = ugl, + U A; + uyAy; -
diferensiyel denklemleri elde edilir. Ayrica topun baslangigtaki hiz bilesenleri
v,(0) = p(0) =B
v, (0) =u(0) =y
olarak alinirsa
p(t) = po(t) + ap1(t) + a’p, () + a®p3(t) + -
oldugundan dolay1 p icin baslangi¢ degerleri
p(0) = po(0) + ap;(0) + a®p,(0) + a’p3(0) + - =B

po(0) =
=z {pi(O) =00, i=123,..

elde edilir. Benzer sekilde

{ up(0) =y
u;(0) =0, i=1,23,..

baslangic degerleri elde edilir. Ayrica Ek kisminda A, A4, A, ... degerleri Ornek Ek 2°de

Ay = ’Pg +u(2)

_ Pop1 t+ UpUy

Vpé +uf

Ay
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A = (P + 2pop2 + 2ugu, + uf) (p5 + ug) — (Pop1 + Uglty)?
, =

3
2(p§ +uf)?

olarak elde edildiginden dolayr bu degerler denklemlerde yerine yazilirsa asagidaki
baslangi¢ deger problemleri elde edilir.

p icin elde edilen denklemler

mpy, =0, po(0)=p

mp; = po /pé +u?,  p(0)=0

, PoP1 t+ Ugly
mpy = po———*P1[Ps + uj, p2(0) =0
VPo T Up
u igin elde edilen denklemler

mu(,) = 0) uO(O) =Y

muj = ug /pg + uZ, u;(0)=0

UpUq + PoP1

= Uy ——
Vg +ug

mu, +u, |pd +ud, u,(0)=0

seklindedir. Bu denklemlerin ¢6ziimlerinden

po(t) =B
P1(t) — ﬁ—“ﬁz-l-yzt
m
3 2
pty = F 2

elde edilir. Benzer sekilde

uy(t) =y
ul(t) = Y—Wt
m
3 2
u,(t) = %tz

olarak bulunur. Dolayis: ile aranan yaklagimlar
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B\/BZ+V 33+BV

p=po+ap; +a’p, + p+a 4.

2+ 2 3+ 2
u=uy+ auy, + a’u, + —y+ayﬁ—yt+a2wt2

seklindedir. Burada p = v, ve u = v, oldugundan topun hiz bilesenleri

[ 3
vx=B+a'—ﬁ '8;+V2t+ ﬁ +,8)/ 24,

seklinde bulunur. Burada S ve y degerleri topun baslangi¢c hiz bilesenleridir. Ayrica

konumun tiirevi hiz1 verdiginden dolayl topun konum denklemleri

_ ﬁ\/ﬁ’z ﬁ’)/
x=pft+——F— 34
3m2
a 2 1 2 3 4 1,2
YVB*+vy 24 g2t YB
2m 3m?
seklinde elde edilir. Dolayisi ile cismin baslangigtaki hiz bilesenleri bilinirse kiitlesi

y=yt+ 3+

m=043kg ve a = —0,0111 kg/m oldugundan cismin konumu bulunur. Yukaridaki

denklemlerden
)4
y= [_3x (13)

oldugu goriliir. Dolaysi ile elde edilen ¢6ziim (11)’deki analitik olarak bulunan ¢6ziimiin
aynisidir.

Ornek 3.2: Futbol topunun sadece ortam diren¢ kuvveti etkisi altindaki genel
denklemleri elde edildikten sonra analitik olarak bulunan ¢oziim grafigi ile Adomian
yontemi ile elde edilen ¢oziimiin grafikleri karsilastiralim. Bunun i¢in kaleye 18 m
uzaklikta bulunan topa 25 m/s’lik bir ilk hizla x ekseni ile pozitif yonde 15°’lik ag1
yapacak sekilde vurulsun. Dolayzst ile baglangi¢ hiz bilesenleri

B = 25cos(15°) = 24.1481m/s

y = 25sin(15°) = 6.4705 m/s
seklindedir. MATLAB ODE c¢oziiciiler yardimiyla futbol topu kaleye ulasincaya kadar
yaklagik olarak 0,957734 s hareket ettigi elde edilir. Bu siire zarfinda topun analitik ve

addomian yontemiyle elde edilen grafikleri asagida goriilmektedir.



15

Sekil 5’de goriildiigi iizere Adomian ayrisimlarmin ilk ii¢ teriminden sonraki

grafikleri cismin yoriingesi ile ayni davranmisi sergilemektedir. Dolayisi ile Adomian

yontemi ile elde edilen ¢6ziimler hizli bir sekilde gercek ¢6ziime yakinsamaktadirlar.

on

[

xson = 15.9085 m

5.
ra =
& 9
.. D
4l i S
l’
e Il
=
=13 & co
A 3
i (9]
4 N
2t i ~
L
# 3
I..
1_ L
I
e
: 3
e 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Adomian polinomunun ilk terimi ile

Adomian polinomunun ilk iki terimi ile

yaklasim yaklasim
f—— — 5 :
45t T
1‘. 0‘
g4 % ‘ '
¥ 4 =
: 35¢ 15t r cé
o) i o 3
ﬂ-t 3t .o 3 ..l
N - y I
A =260 i | =28} 3 -
I i ©
2t ' 2r & _
S : / 2
a 157 & 157 A w
1 ’ 1 . 3
L s
v? 1 1 1 1 1 Il 1 1 e L L L L L L

Adomian polinomunun ilk i¢ terimi ile
yaklagim

Adomian polinomunun ilk dort terimi ile
yaklagim

Sekil 5. Adomian ile analitik yaklasim ve gerg¢ek ¢Ozlimiin uyumu(noktalar
gercek ¢Oziimi, ¢izgiler ise Adomian yaklagimlari gostermektedir
diisey eksen: x, yatay eksen: y)



4., MAGNUS KUVVETI

4.1. Magnus Kuvvetinin Tarihi

Magnus kuvvetinin tarihi gelisimi ile ilgili bilgilere Bray(2006) tarafindan yazilan
“if you can't bend it, model it!” adli yazisindan ulasabilirsiniz.

Aaerodinamik incelemelerin  sporda ne zaman kullanildigt tam olarak
bilinmemektedir. Bu durumun ilk olarak Isaac Newton’un bir tenis maginda tenis raketiyle
topa egik bir sekilde vuruldugu zaman topun saptigini gozlemlemesiyle basladig
diistiniilmektedir. Bu vurus bugiinlerde “kesme vurusu” olarak bilinir.

Topun donme hareketinin neden oldugu ydriingesel degisim Alman fizik¢i Heinrich

Gustov Magnus tarafindan agiklanmis ve bu kuvvet kendi ismiyle anilmaya baslamistir.

4.2. Magnus Kuvveti

Donme hareketi yapmayan top tizerinde hava akimi Sekil 6’daki gibi ugus boyunca

simetrik olarak dagilir. Dolayisiyla topun yiizeylerindeki her noktaya hava akimi esit

olarak dagilir.

A

x
I

Sekil 6. Donme hareketi yapmayan topun yilizeyindeki hiz
degisimi
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Fakat pargaciklar havada hareket halinde iken ¢ogunun dénme hareketi yapmakta
oldugu goriilir. Donen parcaciklar, cismin hizina ve donme eksenine dik olan, bu
calismada oOnemli bir yer tutan kuvvet olusturur. Donme olay1r ile olusan kuvveti
aciklamadan once bu kuvvetin temelini olusturan Bernoulli prensibini géz 6niine alalim.

Bernoulli bagintis1 olarak bilinen

1
p+ E'sz + pgz = sabit (14)

bagintisini ele alalim. (14) bagintisinda, p basing; p akiskanin yogunlugu; v cismin hiz1 ve
z stvinin referans alinan eksene gore yiiksekligidir. Bernoulli prensibi, sikistirilabilirlik ve
strtlinme etkileri ihmal edildiginde, bir akiskan parcaciginin bir akim ¢izgisi boyunca
daimi akis1 sirasinda, kinetik, potansiyel ve akis enerjilerinin toplami sabit kaldigini ifade
eder.(Cengel ve Cimbala, 2008) (14) denklemi akis orani Ol¢iimiinden ugak kanadi
dizaynina kadar bir¢ok farkli uygulamada kullanilmaktadir. (14) denklemi yorumlamak
istenirse; elde edilen sonuglardan biri, eger ylikseklik sabit tutulur ve akigkanin hizi
yiikseltilirse basincin diisecegidir. Benzer diisiince ile eger yiikseklik sabit tutulur ve
akiskanin hiz1 azaltilirsa (14) esitliginin sabit kalmasi i¢in basincin artmasi gerektigi
goriiliir. Dolayisi ile bu ¢aligmada kullanilan Bernoulli prensibi akigkanin hizinin arttigi
yerde akiskana uygulanan basincin diisecegi ve hizin azaldigi yerde basincin artacagi
ilkesidir. Bu prensip ucak kanatlarinin yapiminda onemli rol oynamaktadir. Ugaklarin
kanadinin st kismi biraz tlimsek ve alt kismi1 diiz yapilarak alt kisim ile {ist kisim arasinda
oncelikle hiz ve dolayisiyla da basing farki olugmasi saglanir. Boylelikle ucagin
kanatlarinda bir kaldirma veya lift kuvveti olusur. Bu kuvvet sayesinde u¢agin havalanmasi
saglanir.

Bernoulli prensibini, Sekil 7’de goriildiigii lizere havada w agisal hiziyla saat

yOniiniin tersine donen bir futbol topunun hareketine uygulayalim.

Sekil 7. w(devir/s) agisal hiziyla donen futbol topu
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Futbol topunun v hizi ile hareket ediyorken ayni zamanda saat yoniiniin tersine w
acisal hiz ile dondigiinii kabul edelim. Bu durumda futbol topunun yiizeyine yakin
katmanindaki hava tabakasi top ile birlikte doner. Boylece cismin yiizeyine yakin bolgede,
ya donme hiza eklenir ya da hizdan ¢ikarilir. Dolayisiyla topun hareket yoniiniin normal
dogrultudaki farkli iki yiizeyinde bir hiz farki olusur. Sekil 8’den goriildiigii tizere donme,
topun pozitif normal yoniindeki yiizeyi boyunca akigkan hizini arttirirken negatif normal
yiizeyi boyunca azaltmaktadir. Topun pozitif normal yoniindeki akigkan hizi negatif
normal yoniindekinden daha fazla oldugundan Bernoulli prensibini goére, topun pozitif
normal yoniinde yiizeyinde olusan basing, negatif normal yiizeyinden daha az olur. Bu
basing farki pozitif normal yoniinde bir kuvvetin olusmasina neden olur. Bu kuvvet,
“Magnus kuvveti” veya bazen de “kaldirma kuvveti” olarak adlandirilir.(Palmer, 2005) Bu
kuvvetin yonii genelde, burada da kaydedildigi gibi, donme yoniine baglidir. Bu y6n, hem

donme eksenine hem de hiza dik yonde olacak sekilde alinmalidir.

— pozitif normal
4—
4—
— |
4—
V—or negatif normal

Sekil 8. Donme olayr sonucunda topun iki yilizeyinde
olusan hiz farki

4.2.1. Magnus Kuvvetinin Biiyiikliigii

Sekil 7°de belirtilen topun yiizeylerindeki hiz farkindan dolay1, topun negatif normal
yoniindeki ortam direng kuvvetinin bileseni oradaki hiz (v — wr)? ile orantilidir. Benzer
sekilde, topun pozitif normal yoniindeki ortam direng Kuvveti bileseni de oradaki hiz
biiyiikliigii (v + wr)? ile orantilidir. Dolayisi ile topun yiizeylerinde olusan ortam direng
kuvvetleri arasindaki fark, Magnus kuvvetinin biiyiikliigiinii vermektedir. Boylece Magnus

kuvvetinin
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v+ wr)? — (v — wr)? = dvor
ile orantili oldugu elde edilir. (Giordano ve Nakanishi, 2006) Dolayis1 ile Magnus

kuvvetinin genel formu ortam direng kuvvetine benzer olarak

L, 1 1 1
E, = ECpA(v + wr)?é,, — 5 CpA(v — wr)?é, = ECpA4va)r§m

E, = 2 CpAvwré,, (15)

seklinde elde edilir. Burada €,,, Magnus kuvveti yoniindeki birim vektorii gostermektedir.
Magnus kuvveti donme eksenine ve hiza dik oldugundan dolay1 bu vektoriin yoniinii veren
birim vektor, donme ekseni ile hiz vektoriiniin vektorel ¢arpiminin bu vektorel ¢arpimin

boyuna orani olur. Yani,

WXV
e, = —— 16
™| x v (16)

seklindedir. (16) bagintis1 denklem (15)’de yerine yazilirsa Magnus kuvveti

et

X
X

gl

-

E, =2 CpAvwr

(17)

gl

=

olarak elde edilir. Burada v = |¥| ,w = |w]| “dir.
Magnus kuvvetinin yoniinii géstermek i¢in agsagidaki 6rnegi géz oniine alalim.
Ornek 4.1: Futbol topunun sadece z ekseninde dondiigiinii ve topa —y ekseni
yoniinde vuruldugunu diistinelim. Bu kosullar altinda Magnus kuvvetinin yoniiniin nasil

olacagi aragtiralim. Bu yon i¢in sekil 9°’u g6z 6niine alalim.

VvV + or

Fdrag v y
____> 4_____

Sekil 9. Magnus kuvvetinin yoniinii gésteren bir 6rnek
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Sekil 9’dan goriilecegi tizere sagdan sola dogru hareket eden ve +z eksenine paralel
saat yoniinlin tersi yoniinde donen bir top igin topun alt kismindaki hiz bileseni tist
kismmdakinden daha az olur. Hava kismen +x yoniinde c¢ekildiginden ve topun
yoriingesinde bir déonme oldugundan ortam direng Kuvvetinin topun iist kisminda bir
bilesene sahiptir. Ortam direng kuvvetinin iist kismindaki bilesenine benzer bi¢cimde bir de
asagl yonlii bileseni mevcuttur. Topun iizerindeki bu iki kuvvet eklenirse Sekil 9’da
gosterildigi gibi +x yoniinde bir kuvvet olusur. Bu kuvvet Magnus kuvvetidir. Ayrica bu

kuvvet hiza ve donme eksenine diktir. (Giordano ve Nakanishi, 2006)

4.3. Sadece Magnus Kuvveti Etkisi Altindaki Futbol Topunun iki Boyutta
Hareketi

Bu boliimde, iki boyutlu uzayda z ekseninde donen bir topun sadece Magnus kuvveti

altindaki hareketi incelenmektedir. Burada, topun x —y diizleminde hareket -ettigi

diisiiniilerek z yoniinde hareket olmadigi géz Oniine alinmaktadir. Buna bagli olarak -z
yoniindeki yer¢ekimi kuvveti mg ihmal edilir ve sadece x —y diizlemindeki hareket
incelenir. (17) denkleminden Magnus kuvveti
ﬁm =2C pAvwrg
|w X V|
seklinde elde edildiginden dolay: buradaki yon vektorii hesaplanmalidir. Dénme ekseni @,
+2z ekseni olarak kabul edilip bu eksende sabit kaldig1 diisiiniildiigiinden @ = (0,0, w) =
wk seklindedir. x-y diizleminde yoriinge analizi yapildigi igin hiz vektoriiniin v =

(vx, vy, 0) olacak sekilde iki bileseni mevcuttur. Dolayistyla @ X ¥ vektorii

i j k
dx v=[0 0 w]=(-wv,,ov,,0)
v v, 0

olarak elde edilir. Buradan Magnus kuvvetinin yoniinii gosteren birim vektor
dX TV (—wvy,0v,,0)  (—vy,,v,,0)
X D] [(wr,)Z+ (wr)? 1 + 1,2

seklindedir. Dolayis1 ile x —y diizleminde hareket eden cisme etkileyen Magnus

kuvvetinin yonii hem x hem de y yoniindedir. Baglangicta cismin —y ekseninde atildigi

g0z Oniine alinirsa, Magnus kuvvetinin sadece +x yoniinde olduguna dikkat ediniz.
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Dolayisiyla sadece Magnus kuvveti etkisinde hareket eden bir cisme Newton’un 2. yasasi

uygulanirsa

-

ma = K ‘magnus

oldugundan
Y
m(x",y") = 2 CpAvwr FE
seklindedir. Buradan ise
(=vy, vy )

m(x",y") = 2 CpAvwr

elde edilir. v = W oldugundan
m(x",y") = 2 CpAwr(—vy,, vy )

olarak bulunur. Son bagintidan konum denklemleri
mx" = =2 CpAwrv,
my'" =2 CpAwrv,

seklindedir. Bu elde edilen denklemler hiz bilesenleri cinsinden yazilirsa

mv, = =2 CpAwrv, 18

muvy, = 2 CpAwrvy (18)
olarak elde edilir. (18) denklem sisteminin matris formu ise

U1 _ [0 —a][%

[l =z o'l 19

olarak yazilir. Burada a = 2 CpAwr/m (devir/s)’dir. (19)’daki sabit katsayili denklem

sisteminin ¢0ziimii igin

4=[a 1
olarak alinirsa A matrisinin 6zdegerleri det(A — AI) = 0 kosulunu saglayan A degerleri
olup bu degerler

A =ia; A, = —ia

seklindedir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar ise

A = ia 6zdegeri i¢in Y, = [_11] A, = —la dzdegeri igin ¥, = [ﬂ
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seklindedir. Dolayis1 ile denklem sisteminin genel ¢oziimii 6zdegerler ve Ozvektorler

yardimiyla

Vel a1 Siat [1
[iy] = exetee | 2+ ™[] (20)
olarak elde edilir. (20) denklemine

e't = cos (t) + isin(t)

acilimi uygulanirsa

[:j;] = cl(cos(at) + isin(at)) [_11] + cz(cos(at) — isin(at)) [ﬂ
elde edilir. Buradan ise
[vx] B l ¢, (cos(at) + isin(at)) + ¢;(cos(at) — isin(at))
Uyl ™ [=ic;(cos(at) + isin(at)) + ic;(cos(at) — isin(at))

Vx] _ (c1 + ¢y) cos(at) + i(c; — cy)sin(at)

= [vy —i(c, — ¢y) cos(at) + (¢q + cy)sin(at)

olarak bulunur. Dolayzst ile hiz bilesenleri

v, (t) = C; cos(at) + C,sin (at)
vy, (t) = —C, cos(at) + C;sin (at)

(21)
seklindedir. Burada C; = ¢; + ¢, ve C, = i(c; — c;)’dir. Futbol topunun baslangigtaki hiz
bilesenleri

(0 =8 ; v (0)=y
olarak alinirsa (21) denklemlerinden C; = 8 ; C, = —y olarak bulunur. Dolayisi ile hiz
denklemleri

v, (t) = B cos(at) — ysin (at)

vy, (t) = y cos(at) + fsin (at)

seklindedir. Konum bilesenleri hiz bilesenlerinin integrali oldugundan

x(t) = fvx(t)dt = Esin(at) + Zcos (at) + C3
y 8 (22)
y(t) = fvy(t)dt = gsin(at) — Ecos (at) + C,
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olarak elde edilir. Eger baglangicta cismin orijinden harekete basladigi, yani
x(0)=0; y(0)=0
oldugu goz oniine alinirsa (22) denkleminden C; = —y/a ; C, = B/a olarak bulunur.

Boylece cismin konum bilesenleri

x(t) = gsin(at) + gcos (at) —g

B

(23)
y(t) = gsin(at) - gcos (at) + -

seklindedir. Burada a = 2CpAwr/m (devir/s)’dur.

Ornek 4.2: Bir futbol topuna sadece Magnus kuvveti etkisi altinda 30 m/s’lik bir ilk
hizla x ekseniyle pozitif yonde 15°’lik ag1 yapacak sekilde vurulsun. Ayrica top 8 devir/
s’lik bir donmeye sahip olsun. Bu durumda baslangi¢ degerleri

B = v,(0) = 30 cos(15°) = 28.9778 m/s

¥ = 1,(0) = 30sin(15°) = 7.7646 m/s

CpAwr

a=2 = 0.1707 devir/s

seklinde elde edilir. Dolayisiyla (23)’de elde edilen konum denklemleri ile cismin
yorilingesini veren denklemler

x(t) = 169.7586sin(0.1707t) + 45.4868 cos(0.1707t) — 45.4868

y(t) = 45.4868sin(0.1707t) — 169.7586c¢0s (0.1707t) + 169.7586
seklindedir. Elde edilen bu denklemler ile topun sadece Magnus kuvveti etkisi altindaki

2 s’lik siire zarfindaki yoriingesi Sekil 10°daki gibidir.

< Sadece ortam direng kuvveti
— Sadece Magnus Kuvveti

60

Sekil 10. Sadece Magnus kuvveti etkisi altindaki top yoriingesi



24

Sekil 10°dan goriildiigii lizere, donme sonucunda olugan Magnus kuvveti altindaki
topun yoriingesi ortam direng kuvvetinden farkli olarak yon degistirmektedir. Bu yon
degisimi topun falsosundan kaynaklanmaktadir. Bu olay futbol karsilastirilmasi izlerken

toptaki ani yon degistirmelerin sebebini ortaya koyan énemli bir 6rnektir.



5. FUTBOL TOPUNUN 2-BOYUTTA YORUNGESI

5.1. Magnus ve Ortam Diren¢ Kuvveti

Bu boliimde, ortam direng ve Magnus kuvvetleri etkisi altindaki bir topun nasil bir
yoriingeye sahip olacagi arastirilmaktadir. Bunun i¢in 6nceki boliimlerde elde edilen iki

kuvvete Newton’un 2. yasasi uygulayalim. Bu yasaya gore

ma=2ﬁ=ﬁd+ﬁm

oldugundan
d = 1CA U+ 2 CpA XV
ma = — - CpAvy p vwrl@xﬁl

seklinde bulunur. x —y diizleminde hareket eden bir cisim i¢in ¥ = (v,,v,) Ve d =
(ax, ay) = (x",y"") oldugundan

(_vy ’ vx)

NS T

1
m(x",y") = —ECpAv(vx, vy) + 2 CpAvar

olarak elde edilir. Buradan ise

1 —y 1 vy
mx" = —=CpAvv, + 2 CpAvwr = CpAv(—va -2 wr

2 Uy + 12 Ju2 + vyz)

= —Lepave, +2cpa v" x
my" = —=CpAvv VOT ———— —_—
Y VDY P V% + vy? NS

(24)

1
5 =CpAv(—Evy+2wr

nonlineer denklem sistemi elde edilir. (24) sistemini birinci mertebeden denklem sistemine
dontistiirerek MATLAB ODE coziiciileri yardimiyla sayisal olarak ¢dziiyoruz.

Futbol topu baslangigta x ekseni ile pozitif yonde 30°’lik ag¢1 yapacak sekilde
30 m/s’lik bir baslangi¢ hiziyla atildigin1 kabul ederek, w agisal hizi igin w = 8,10 ,12 ve

15 devir/s degerlerinde topun yoriingesinin nasil degistigini inceleyelim.
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40
w=8
) - w=10
35 // - — w=12
i - w=15
30~ - -
S -
-
25 ,,f"’/- -
e
B -
L 20 N
) -
15— o -
10~ _ i
S -
o c
o 5 10 15 20 25 20 35 a0 as 50 55
X

Sekil 11. Farklt w(devir/s) agisal hizlar1 i¢in cismin yoriingesi

Sekil 11°den goriilecegi tizere w’nin degeri arttikga top daha fazla falsoya maruz
kalmaktadir ve topun yoriingesi w = 0 degerine karsilik gelen dogrusal yoriingeden
uzaklasmaktadir.

Ikinci olarak, sabit w falso biiyiikliigii icin baslangic hiz biiyiikliigiindeki degisimin
yoriingeye olan etkisini inceleyelim. Baslangi¢c hizinin x ekseniyle pozitif yonde 37°’lik
ac1 yaptig1 ve agisal hizin ise w = 10 devir/s degerinde sabit kaldig1 gbz 6niine alinsin.

Bu durumda alinan farkli baslangi¢ hizlarinda elde edilen yoriingeler Sekil 12°deki gibidir.

45

——— w0=20
40 e VO=25 1
a5 " *  \w0=30

et VO=35
30|~ e .
e
- $4
25 - . e
-
> ok . i
=
_e
15~ —* .
_<
10~ , i
5~ i
o : e c c c e : c c
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45
x(m\
X

Sekil 12. Sabit acisal hiz degerinde farkli hiz biytikliiklerinde(farkli
vo(m/s) degerleri igin) cismin yoriingesi

Sekil 12°den goriilecegi ilizere diisiik hizlarda falsonun yoriinge ilizerindeki etkisi,

yiiksek hizlara oranla daha fazladir.
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Son olarak ise, topa verilen falsonun negatif ve pozitif oldugu durumlari inceleyen
Sekil 13’1 goz Oniine alalim. Sekilde goriildiigii gibi, eger bir kisi topa negatif yonde bir
falso verirse top sag yone dogru kavis almakta iken pozitif yonde falso verdiginde ise sol
yone dogru kavis almaktadir. Dolayis1 ile bu durum frikigin kullanilacagi yere gore nicin

uygun ayakli kisilerin se¢ilmesi gerektigini gdstermektedir.

w=5
e w=10
w=-5
******* w=-10

8 10 12 14 16 18 20

Sekil 13. w(devir/s) agisal hizinin pozitif veya negatif olmasi
arasindaki fark grafigi

5.2. Adomian Yontemi ile Analitik Yaklasim

Sadece ortam direng kuvveti etkisi altindaki bir topun hareketi B6liim 3’de incelendi
ve Adomian yaklasim yontemi ile analitik ¢6ziimiin uyumundan bahsedildi. Burada ise
hem Magnus kuvveti hem de ortam direng kuvveti etkisi altindaki bir topun ydriingesini
belirlemek i¢in Adomian yontemi yardimiyla nasil analitik yaklasimlar elde edilecegi
incelenmektedir.

x — y diizleminde hareket eden bir top i¢in elde edilen denklem sistemi

VU2 + )2

V.

- x
V% + vy

/

1
mx" = —ECpAvvx + 2 CpAvwr

14

1
my'" = —E(]pAvvy + 2 CpAvwr
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seklindedir. Hiz vektorii iki bilesene sahip oldugundan hiz biiyiikligi v = \/vZ + v dir.
Dolayist ile (24) denklemleri

1 1
mx'" = — > CpAvv, — > CpA(4wrvy)
., 1 1
my’=-3 CpAvv, + 5 CpA(4wrvy)

formunda ifade edilir. Bu denklemler analitik olarak ¢o6ziilebilir denklemler olmayip
Bolim 5.1°deki gibi MATLAB ODE coziiciileri yardimiyla sayisal ¢6ziimleri hesaplamak
suretiyle topun yoriingesi ¢izdirilebilir. Elde edilen denklem sisteminde

x'=v,

y' =

oldugundan dolay1 denklemler

, 1
my, = =2 CpA(vvy + 4wrvy)

, 1
mv,’ = — > CpA(vvy - 4wrvx)

seklinde birinci mertebeden bir sistem olarak yazilir. B6lim 3.3’deki gibi

p=veveu=uv, >v=/v+v}=,p?+u
olarak alimirsa denklemler

mp' =« (p p?+u’+ 4wru)

mu' = a(u/p? + u? — 4wrp)
seklinde ifade edilir. Burada «a = —%CpA = —0,5%0.47 x 1.245 x T x (0.11)? =

—0,0111 kg/m’dir. Denklemlerin genel ¢oziimiinii

co

p=po+ap, +a’p, +aps+ - = Z apy
k=0

oo
— 2 3 — k
u—u0+au1+a u2+a u3+—za uk
k=0

seklinde arastiralim. Ayrica, ekte gosterildigi gibi

F(p,u) = {p? +u?

fonksiyonunun

F(p,u) = AO + aA1 + OZZAZ + a3A3 + .= Z akAk
k=0
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seklinde bir polinom ag¢ilimi1 mevcuttur. Denklemlerde elde edilen agilimlar yerine yazilirsa

mp' = a(p\/m + 4wru)

mu' = a(u/p? + u? — 4wrp)
oldugundan dolay1

m(py’ + ap,’ + a®p,’ ...)

= a[(py + ap; + a’p, + - )(Ap + @l + a®A, + )
+ 4wr(ug + auy + a’u, + )]
m(uy’ + auy’ + a?u,’ + )
= a[(uy + au; + a?u, + )4y + ad; + a4, + )
— 4wr(py + apy + )]

olarak bulunur. Bu denklemlerin her iki tarafi a katsayili polinomlar seklinde olup bu
polinomlarin esit tistlii terimlerinin katsayilar1 birbirine esitlenirse

mpy = 0; mp; = polo + dwruy;, mp; = pods + P14y + dwrug;

mps; = pod, + p14; + prAy + doru,; ...

mu, = 0; muy = uydy — 4wrvy; mu, = ugA; + u dy — 4dwrpy;

mus; = Upd, + u Ay + U Ay — 4wrpy; ...
diferensiyel denklemleri elde edilir. Ayrica Bolim 3.3’deki gibi cismin baslangic hiz
bilesenleri

v,(0) = p(0) =B

1, (0) =u(0) =y

olarak alinirsa Adomian yaklagimlari i¢in asagidaki baslangic degerleri elde edilir.

{ po(0) =p
p;(0) =0, i =123,..
{ u(0) =y
u;(0) =0, i=1,23,..

Ek kisminda elde edilen ve Ay, Ay, A,,..ile gosterilen Adomian katsayilari ilgili
denklemlerde yerine yazilirsa asagidaki baslangi¢ deger problemleri bulunur.

p icin elde edilen yaklagim denklemleri

mp{ = py /p§ +uf + dwruy, p1(0) =0
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, PoP1 t UolUy

mpy =py——+7r
: Vg +ug

1 |pE + ug + 4wru,, p,(0)=0

u i¢in elde edilen yaklasim denklemleri ise

mu6 = 01 uO(O) =Y
muj = ug ’pé + ug — 4wrpy, u;(0) =0

r PoP1 + UpUq 2 2 _
mu; +uy [p§ +uy — 4wrp;, u(0) =0

=Uy—F—
Vg +ug

seklindedir. Elde edilen denklemlerin ¢oziimlerinden
po(t) =B
BB?+v?+ 4wryt
m

p1(t) =
3 2 / —
po(t) = [—ﬁ +ZBY + 4wr ()/ Fot 22 2wr[3>] t?
m m

olarak elde edilir. Benzer sekilde
u(t) =y

YJW+VZ—MWﬁt
m

uy(t) =

2

y? +yB? ByVB%+v? + 2wry|
u,(t) = T 4wr -~ t

olarak bulunur. Dolayzst ile hiz bilesenlerini veren ¢oziimler

vy =p=pot+ap+a’py+ -
By B? +v?+dwry
=f+a — t

zﬁ3+ﬂﬁ+4wrCMBLHi—2wﬂ>
m

m?2

+a

R



31

= u=uy+ au; + a’u, + -

YVB? +y?— 4a)rﬁt
m

Vy

=y+ta

L [v: +vB?
Cmz

4

VB2 +y?+ 2wr
+a wrﬁ A T}Y/lz Ylez 4.

seklindedir. Konumun tiirevi hiz1 verdiginden dolay1r denklemlerin her iki tarafinin t’ye

gore integrali alinmak suretiyle elde edilen x ve y konum denklemleri

53 +Zﬁ}/2 +4a)ry‘/ﬁ2 +}/22— 201 3
x=ﬂt+a"8 £ +2yn21+4wryt2+a2 L 7 3 - E ET

iyt BVBT YR +20ry]
y=yt+ayVﬁ2 +;/:n— 4wr,3t2+a2 | m? : m?2 I,

seklindedir.

MATLAB ODE ¢oziiciiler yardimiyla elde edilen sayisal ¢6ziimiin grafigi ile
Adomian ydntemiyle elde edilen yaklasimlarin grafikleri 5.1 Ornekte karsilastirilmaktadir.

Ornek 5.1: Kaleye 18 m uzakliktan 15 m/s’lik bir ilk hizla vurulan topun hareketi
inceleyelim. Bunun i¢in topun baslangicta x ekseni ile pozitif yonde 15°’lik bir ag1 yaptigi
g0z Oniine alinsin. Bu durumda baslangic hiz bilesenleri

B = 15 cos(15°) = 14.9429 m/s

y = 25sin(15°) = 1.3073 m/s
seklinde elde edilir. Eger futbol topuna 15 devir/s’lik bir falso ile vurulursa cismin
konumunu veren (24) denklemlerinden cismin yoriingesi sayisal olarak hesaplanabilir. Bu
durumda ODE ¢oziiciiler yardimiyla futbol topunun yaklasik olarak t = 1.57793 s hareket
ettigi elde edilir. Bu t degeri siiresince Adomian yontemi ile elde edilen ¢6ziim ile ODE
¢oziicliler yardimiyla elde edilen ¢6ziimiin grafikleri karsilastirilabilir. Asagidaki
grafiklerde diiz ¢izgi ile ¢izilen grafik Adomian yontemi ile elde edilen ¢6ziimiin grafigini
gosterirken noktali sekilde cizilen grafik ise ODE coziiciiler ile elde edilen grafigi

gostermektedir.
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Sekil 14’den goriildiigii iizere, alinan yaklasimlarin sayisi arttik¢a analitik yaklagim
ile sayisal ¢6ziim benzer davraniglar sergilemektedir. Dolayzsi ile analitik yaklagim ile elde

edilen ¢6ziimler futbol topunun yoériingesini tanimlamada kullanilabilir.

5.3. Boyutsuzlastirma

Iki boyutta hareketi incelenen futbol topunun sayisal ¢ziimii ile analitik yaklagim
yontemlerinin karsilastirmas1 O6nceki boliimde arastirildi. Bu boliimde ise, gerekli
doniistimler yapilarak (24) denklem sistemindeki mevcut olan r, C, p, A, m sabitlerinden
denklemleri kurtarmak suretiyle, denklemlerin belli parametrelerdeki degisime gore nasil
degistigi arastirilmaktadir. Bu basitlestirme olayr matematikte boyutsuzlastirma olarak da
bilinmektedir.

Bir futbol topunun iki boyutlu hareketinde elde edilen denklem sistemi

1 1
mx'" = —ECpr’\/ xN)?+ ()% - ECpA(éLa)ry’)

1 1 (25)
my" = —ECpAy’ )2+ )2+ ECpA(4a)rx’)

seklindedir. (25) denklemlerindeki bagimsiz degisken olan t’yi t ile bagiml degiskenler
x,y’yiise X,Y ile degistiren

x =aX
y=BY
t=yt

olacak sekildeki «,f,y boyutsuzlastirma sabitlerini arastiralim. (25) denklem
sistemindeki t bagimsiz degiskenine gore tiirevler yeni bagimsiz degisken olan 7’ya gore
diizenlenirse

de _d(@) _ady

dt d(yr) vydr

dy _d@v) _pay

dt d(yr) vydr

ikinci tiirevlerden ise,
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d’x _d (dx) d (adX) ad (dX) _ad (dX) dt _ ad?X
dt? dt\dt dt y dt ydt dt ydr\dt/dt 2 dr?
=)= wbw) = a(@) - @E v
dez ~ de\dt dt \y dr y dt \dt ydr\dt/de ~ y2dr?

olarak elde edilir. Bu elde edilen tiirevler (25) denkleminde yerine yazilirsa yeni denklem

sistemi

= 4wr ———

a d*X adX\](adX)z (BdY) . B dY

Mg - al\va U Y dr
B d?Y _ ﬁdY (adX)Z_I_(BdY)Z_I_ A adX
myz drz ydr y dt y dt € wry dt

seklinde bulunur. Burada £=%CpA (kg/m)’dir. Denklemlerin her iki tarafi 2.

mertebeden tiirevlerin katsayilarina boliiniirse

dt2 = “mdr |\ydr y dt am dt

d?x de\/(gd_X)z_l_(BdY) _g4wrﬂy dy

dr? mdrt || \y dt y dt T Bm dt

d’y Vde(gd_X)z_i_(ﬁdY) e ;t)/ le

veya
d:x _aX ( a)z <alX)2 + ( [)’)2 (dY) ( 4 ﬁV)dY
dr2 dr gm dt gm dt exwr dt

d?y _dY |, ayZdX\® B\ rdY\? ay . dX
a7 ) () + (o) (G) +etorgge

denklemleri elde edilir. Buradaki terimlerin boyutsuz olmalar1 i¢in yukaridaki tiirev

N

fonksiyonlarmin katsayilariin 1’e esit olarak segilebilir. Bu katsayilar 1’¢ esitlenerek

aranan boyutsuzlastirma sabitleri

a m
e—=1s>a=—
m £
B m
e—=1=>pB=—
m A £

A By —1 am m
—_— = = = = =
eraor am Y gdwrp 4 gdwr

olarak elde edilir. Bu durumda yeni bagimli ve bagimsiz degiskenlerin boyutsuz olmalari

gerekir. Gergekten, eger kiitlenin boyutu [M] ; uzunluk boyutu [L] ; zamanin boyutu [T] ile
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gosterilecek olunursa [p] = ML™3 ; [A] = L? ve [w] = T~ oldugundan [¢] = ML~ elde

edilir. Dolayisi ile « , 8 ve y parametrelerinin boyutlar asagidaki gibi bulunur.

M

o] =3==1

(8] = ML=

=M= =
Ayrica

x=aX

y=pY

t=yt
ve

[x] =L

yl=1L

[t]=T

oldugundan X ,Y ve 7’nun boyutsuz oldugu goriiliir. Dolayisi ile elde edilen sabitler

sonucunda elde edilen diferensiyel denklemin boyutsuz oldugu gézlemlenir. Elde edilen

degerlerden
m
x=—X
€
Y=
_om
" dear’

seklinde olup boyutsuz X ,Y bagimli degiskenlerinin elde edilen yeni bagimsiz degiskene

gore tiirevlerini igeren diferensiyel denklem sistemi
d’X _ dx (dX)2 N (dY)2 dy
dr?2  dr.\dr dt dt

d’y  dYy |pdX\* dv\* dX
ac? ‘EJ(E) +Ha) v
seklinde olusur. Burada
dX , dy .
w Y ETT
ile gosterilirse elde edilen denklemlerin
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X" =-XJX)*+ ¥ -V (26)

Y'=-Y'JX)2+(Y)2+X'
seklinde bir diferensiyel denklem sistemi oldugu gorilir. (26) diferensiyel denklem
sisteminin baslangi¢ degerleri ile (24) diferensiyel denklem sisteminin baslangi¢ degerleri
uyumlu olmalidir. Eger topun baslangicta orijinden harekete basladigi goz oniine alinirsa
(24) diferensiyel denklem sisteminde x(0) =0 ve y(0) =0 olur. Ayrica cismin
baslangigtaki hiz bilesenleri v,(0) ve v),(0) ile gosterilirse x"(0) = v,(0) ve y'(0) =
v, (0) seklindedir. Bu baslangi¢ kosullar1 (26) denklemleri igin ise

x= ?x = x(0) = %X(O) 0= ?X(O) = X(0) =0

y=2¥ 530 =2Y(0) 2 0=2Y(0) 2 ¥(0) =0

seklindedir.
Ayrica
A _adX X 5 (0) = LX) = v (0) = EX7(0) = X'(0 07
_—— = — = — = = — = = —_
dt ydr x y x % Ve % ) = a
dy pdY B B B 14
Zz_=- r=y’ ’ — 2y — oy ’ — I
TR >y ” = y'(0) yY (0) = v,(0) yY 0) =>Y'(0) vy(O)ﬁ
ve
_m m _m
V= dear ¥ T % B = £

oldugundan elde edilen boyutsuz denklem i¢in baslangi¢ degerleri

X0)=0
Y(0)=0

X'(0) = 7 0,(0)
, 1
V'(0) = 7—2,(0)
seklinde bulunur. Dolayis1 ile boyutsuzlastirilmis diferensiyel denklem sistemi ve

baslangic degerleri
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X" = —X"\JXNZ+ (¥ -Y',X(0) = 0,X'(0) = %vam)

“ (27)
X2+ (YHN2+Xx',Y(0)=0,Y'(0) = 4_a)rvy(0)

seklinde elde edilir. Ayrica (25) ,(27) denklemleri arasindaki bagmtilar incelenirse

m
x=—X
£

_mY
y_g

m

dewr

ve standart bir futbol topu icinm =0.43 kg ,r=0.11m ve € = %CpA = 0.0111 kg/m

oldugundan

_ 043 X = 38.7387X
= o011 T °%

_ 043 Y = 38.7387Y
Y=oo0111" ~°%

88.0426
t=——r1
w

seklinde bulunur. Bu degerlerden de goriilecegi tizere boyutsuzlastirma sonucunda elde
edilen konum degerleri esas denklemdeki degerlerden 38.7387 kat daha kiiciiktiir. Ayrica
buradaki bagimsiz degisken olan 7 degeri baslangictaki aliman t degerinin 88.0426/w
katidir. Dolayis1 ile topun hareketini kiigiik bir zaman degerleri i¢in gozlemlemek
miimkiindiir. Ayrica burada elde edilen t degeri sadece w’ya bagli oldugundan, sadece
w’daki degisimlere gore cismin hareketini incelemek miimkiindiir. Boyutsuzlagtirma iglemi
sonunda elde edilen topun yoriinge denklemleri icin ODE ¢oziiciiler ile elde edilen sayisal
¢cozlimlerin grafikleri agsagidaki 6rnekle gosterilmektedir.

Ornek 5.2: Bir futbol topu baslangicta v, = 20 m/s’lik bir ilk hizla x ekseni ile
pozitif yonde 5°’lik bir yapacak sekilde atilsin. w = 8 devir/s alarak cismin t = 2 s’lik
hareketini inceleyelim.

Bu degerler ile denklem (27)’deki baslangi¢ degerleri

1
X'(0) = 7—,(0) = 5.6602

1
Y'(0) = ;—,(0) = 0.4952
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seklinde olup t = 2 s’lik siirede cismin hareketi boyutsuz denklemde 7 = 0.1817’¢
karsilik gelir. Ayrica yukarida da belirtildigi gibi boyutsuz denklemde, her hangi bir t
aninda bulunan X ve Y degerleri boyutlu problemdeki x ve y degerlerinin 38.7387°de biri
olmas1 gerekir. Ilk olarak baslangigta calisilan boyutlu denklemin grafigi Sekil 15°de
cizdirilmektedir. t = 2 s siiresindeki x ve y degerleri Xy, = 27.0396 m Ve V.o =
4.5753 m olarak bulunur.

4.5 — -

3.5~ -

2.5 — [} -

1.5~ ] o

0.5~ [ bl

I I I I I
o 5 10 L5 20 25 30

Sekil 15. Sayisal yontem sonucunda cismin yoriingesi

Bu denklemin boyutsuzlastirilmis hali i¢in ise elde edilen grafik agsagidaki gibidir.

0.08 —

0.06 —

0.04 —~

0.02 —

Sekil 16. Boyutsuzlastirma sonucunda elde edilen yoriinge

Bu denklem i¢in 7 = 0.1817 siire sonundaki X ve Y degerleri ise X,,, = 0.6983 ve
Yson = 0.1181 seklindedir ve bu degerler boyutlu denklem igin elde edilen degerlerin
yaklasik olarak 1/38.7 katidir. Dolayisi ile elde edilen iki sistem birbiri ile uyumludur.
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5.4. Boyutsuzlastirilmis Denklemlere Analitik Yaklasim

Bolim 5.3’de boyutsuzlastirma sonucunda elde edilen denklem sistemi igin
MATLAB ODE ¢d6ziiciileri yardimiyla cismin yoriingesi olusturuldu. Boyutsuzlastirma
yapmadan Once elde edilen denklemler i¢cin Adomian ayrisimlart yardimiyla analitik
yaklagimin mevcut oldugu gosterildi.

Bu boliimde ise boyutsuzlagtirma sonucunda elde edilen denklem sistemi igin
analitik yaklagimin mevcut olup olmadigi arastirilmaktadir. Bunun i¢in Bolim 5.2°de
yapildigr gibi (27)’deki denklemlere Adomian ayrisimi ile analitik olarak yaklasilip
yaklagilamayacagi arastiralim. Bunun i¢in denklemlerde

X'=U

Y'=V
olarak alinir. Bu durumda (27)’den

U'=-UJU?+V2-V

V' =-VyUu2+V2+U
denklem sistemi elde edilir. Boliim 3.3’de yapildig1 gibi

U=U,+alU; +a?U, + a3Us + -

V=Vy+aV,+a?V, +a3V;+ -
seklinde ¢6ziim arastirilir. Burada a = 1°dir. Ayrica ekte gosterildigi gibi

JUZ +V2 = Ay + ady + a?A, + aBAs + -
seklinde Adomian ayrisiminin mevcut oldugu g6z Oniine almirsa yukaridaki
denklemlerden

Uyg+aUi+-)=—Ug+aU; +--)Ag+adi+ )= Vo +aV; + )
Vo+aVi+-)=—-Vo+aVy+-)Ag+adi+ )+ Uy +alU; + )
olarak elde edilir. Buradaki a’nin esit {istlii terimlerinin katsayilar1 birbirine esitlenirse

Uy =—-Uy4y =V,

Ui =—-Uy4d, — U Ay — V4

V(; = _VOAO + UO
Vll = _VOA1 - V1A0 + U1

olarak bulunur.
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Ek’te elde edilen Adomian polinomlari

UpgU; + VoVy
Ag= |UE+V§; A = —; .

seklinde oldugundan dolay1, ¢oziilmesi gereken denklemlerdeki ilk Adomian yaklagimlari

i¢in denklem sistemi

U6=_U0 /Ug"‘VOZ—VO
Vo ==V /U§+V02 + U,

seklinde bulunur. Bu sistem baslangigtaki boyutsuzlastirilmis sistem ile benzemektedir.
Dolayist ile Adomian yaklasimi boyutsuz denkleme uygulandiginda karsilagilan ilk
denklem sistemi yine kolayca c¢oziilemeyen nonlineer bir yapiya sahiptir. Boylece
Adomian yontemi analitik yaklagim bulmak i¢in uygun degildir. Fakat burada alternatif bir
yontemle analitik yaklasim arastirilabilir. Bunun i¢in boyutsuzlagtirma sonucunda elde

edilen (27) denklemleri tekrar ele alalim.

1
X'==-XJX)+{Y)2-Y,X'(0)= mvx(O)

1
Y'=-Y'yX)2+¥")2+X",Y'(0) = mvy(O)

Bu boliimde, bu nonlineer diferensiyel denklem sisteminin analitik yaklagimini
Taylor agilim1 yardimiyla arastiralim. Yukarida yapildigi gibi denklem sisteminde

U=X'

V=Y

olarak alinirsa

U =-UJU2+V2—-V,U(0) = U, 28)
V' = —VJU2+V2+U,V(0) =V,

denklem sistemi elde edilir. Burada

1 1

Up = mvx(o) Vo = mvy(o)

seklindedir. (28)’deki denklem sisteminde
F(U,V):=-UJUZ+VZ -V

GU,V):=-VJU2+V2+U
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fonksiyonlarini tanimlayalim. Tanimlanan F ve G fonksiyonlarinin (Uy,V,) baslangic

noktas1 komsulugundaki I. mertebeden Taylor agilimlari

~ oF oF
PULY) = FUVD) + 55| (W= U + 30| 30V = Vo) + F &)

oG oG
GULY) = 6U0 Vo) + 50| (U =Uo) + 50|y ) (V= Vo) + F(&2)

seklindedir. Denklem 29’daki terimler hesaplanirsa

oF U2 —2U% - V2
=-Juz+vz-

- VUZ+VE  JUZ+V?
oF _ v _1=—UV—W
v Juz+v? VUzZ+v?

G uv UV +NUZ+ V2

—=—— 1=

U Uz +vz? VUZ + V2

Gle — & —U?%—2v?
— U2+V2_ =

v VUZ+VZE  VUZ+ V2
seklinde bulunur. Bu denklemler 29°da yerine yazilirsa F ve G fonksiyonlari
—2U¢ - V¢
F(U,V) = —Uy |[UE +VE = Vo + ———e=- (U — Uy)
JUE+VE
—UyVy —JUE+VE
e (V = Vo) + F(31)

JUE+VE

—UyV, +JU? +V?
G, V) = =V, U2+ VZ+ Uy + —— 0 0

JUE+VE

(V=Vo) + F({2)

(U - Uy)

—UZ — 2V
L 220 Z 2Y

olarak elde edilir. Bu denklemler diizenlenirse

202 — V2 —UyVy — JUZ + V2
F(U,V) = U, /U§+V02+<#)U+ 00 2V +F({)
JUE+VE JUE +VE

—UyVy +JUZ + V2 —UZ =2V
GWU,V) =V, /U§+V02+ e L U+<M>V+F(fz)
JUE+ V¢ JUZ + V2

(29)

denklemleri bulunur. Alinan tipik T degeri ¢ok kiigiik oldugundan dolayr hata terimleri

ihmal edilebilir. Dolayist ile (28) denklem sistemi
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(208 - V¢ —UgVy — JUZ + V2
U'=Uy |[UE+VE+ | —m—2 U+ v
JUE+ V¢ JUE+ V¢
—UgVo + JUZ + V2 —UZ =2V
V' =V, /U§+V02+ e 00 U+<M>V
JUE+VE JUE+ V¢

seklinde yazilir. (30) denklem sisteminin matrissel gosterimi

(30)

“2UE-VE UV - JUZHVE
R —— 2 2
U JUF+VZ JUF+VZ U]+ UoUo + Vs an
v v
Vo U

—UoVy +JUZ + V¢ —Ug - 2V¢ /§+Wf
JUE+VE JUE+ V2

seklindedir. (31)’deki sabit katsayili diferensiyel denklem sisteminin genel ¢oziimii
Xg=Xp+Xs
seklindedir. Burada X, = [g] , X homojen kismin ¢oziimil, X 6zel ¢oziimdir. Dolayisi

ile X}, homojen kismin ¢dziimiinii saglayan denklem sistemi

—2U2 — V¢ ~UoVy —JUE+ V2
U’] _ [UZ + V2 JUE +VE [U] (32)
Vi —ugVy + JUZ + V2 ~Ug - 2V3 4

JUE+ V2 JUE+V

seklindedir. (32) denklem sisteminin ¢oziimii
Xy, = c,eM?Y; + ce?2t,

seklindedir. Burada 44, 1,

20—V UV, = JUZ+ V2
VUG + V¢ VUG + V¢

—UogVy +JUE + V¢ —U¢ - 2V¢

matrisinin 6zdegerleri ve Y, ,Y, ise bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerdir.
det(A—AI)=0

A=

esitliginden 6zdegerler
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3 1
A=—= Vg —= VE —
N 2Uo *

3 1

seklinde bulunur. Dolayisi ile verilen baslangi¢ sartlart igin A matrisinin 6zdegerlerine

karsilik gelen 6zvektorler ise

"

2 2
(i——J@%+% Uw0+ﬂ%+% Phr %%m@+ﬁ]
- 1 -

2 2

Y, = (— - —) (VUE+VE = UgVy) - JUE+VE —4 [%+ VT"— UOZVO\/Ug n Voz]

—UZ — V¢ + UGVZ

seklinde elde edilir. Fakat burada dikkat edilmesi gereken o6nemli bir nokta ise

JUZ +VE —4 terimde karekdk igerisindeki terim sifirdan biiyiik veya kiigiik olmast
durumudur. Eger U2 + V& — 4 > 0 ise, ¢oziim e**’li formatta ifade edilebilirken U2 +
V¢ — 4 < 0 oldugunda ise ¢oziim cos ve sin kombinasyonu seklinde yazilir. Dolayist ile

bu iki durum ayr1 ayr1 incelenmesi gerekir.

5.4.1 1. Durum

U2 + VZ = 4 olsun. Bu durumda A,, A, 6zdegerleri reel oldugundan dolayr homojen
kismin ¢6ziimii,

Xy, = c ey, + c,e?etY,
esitliginde elde edilen degerlerin yerine yazilmasi suretiyle elde edilir.

(31) diferensiyel denklem sisteminin 6zel ¢oziimii X ise
a
X, = [b] ,a,b €R
seklinde arastirilir. Aranan ¢6ziim (31)’deki denklem sisteminde yerine yazilirsa
—2U2 - V¢ —UogVy —JUE+ V¢ - -
[a]’ B JUE+ V¢ JUZ + V2 [a] .\ Uo /Uo +Vs
bl vy + JUZ+ V2 —UZ - 2V2 L P
0,/ Y0 0
JUE+ V¢ JUE+VE

denklemi elde edilir. Burada
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ol =151 = [l

oldugundan bu denklem sistemini saglayan a ve b sayilari

—203-V¢ UV —JUZ+ V¢
—Uo‘/Ug + Vg ~ W JUE+vE [a]
_VOW —UoVy +JUZ + V2 —UZ - 2V2 b
JUE + V¢ VUG +V§
denklem sisteminin ¢6ziimiidiir. Bu sistemin ¢6ziimiinden

U + UgVE — Vo JUE + V¢

[a] B 2UE + 2V + 1
bl =

Ve + UgVy + Ugy/ UE + Vi

U + 2V + 1

olarak bulunur. Dolayist ile genel ¢oziim

X =Xy +Xs
= [g = c,eMTY, + ce?e%Y, + [Z]
seklindedir. Burada 6zvektorler
Y11 Y21]
Y, = ;Y=
B AP 27 |y,

ile gosterilirse (31) denklem sisteminin genel ¢éziimii
U(1) = cieM?Yy; + ce?2'Yy, +a
V(1) = cieMYyy + ce?2Y,, + b
olarak bulunur. Buradaki c; ve c, sabitleri ise
U(0) = U,
V(0) =V,
baslangic degerleri ile hesaplanir. Bu baslangic degerleri ise

= em ren+[fl=ali| el [= [ ]+ [

[U(0) —a _ Yi1 Y21] [Cl]
[V(0)-»b Yiz YaallC

Up —a] _ [Y11 Y21] €1
= Vo — b] h [Y12 Y5, [CZ]

denklem sisteminin ¢oziimi ile hesaplanir. Bulunan U ve V ¢oziimleri topun hiz

=

bilesenleridir. Topun yoriinge denklemi ise elde edilen hiz denklemlerinin 7’ya gore

integralleri alinmak suretiyle elde edilir.
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Topun hiz denklemleri
U(T) == Clell":yll + Czelzrylz +a
V(T) = C18111Y21 + CzeAZTYZZ + b

seklinde oldugundan konumu veren denklemler

¢ Y, c,Y
X(1) = J U(T)d‘[=% ellf+%elﬂ+ar+c3
1 2

cY. c,Y.
Y(7) =J-V(T)d‘[= 1/121 e’11T+%e’12T+br+c4
1 2

seklinde elde edilir. Topun baslangi¢ konumu orijin, yani X(0) = 0 ve Y(0) = 0 olarak
alinirsa c; Ve c, sabitlerinin saglamasi gereken denklem sistemi

23 CER Y €D

X = =
0)=0 7 + 5 + c3
R YR o) €
Y(0)=0=
(0) 1 1 +Cy

seklindedir. Bu denklemlerden
Y, c,Y;
C3=_(111+212)

A4 Az
AL Czyzz)
€4 = (;11 T

olarak hesaplanir. Dolayisi ile konum bilesenleri

(C1Y11 n 02Y12)

¢ c,Y;
X(T) = i eﬂ'lr +£eAZT + at —

A4 Az A Az
c1Yo1 Y (C1Y21 C2Y22)
Y(r) = 1t ——e”2" 4+ b1 — +
(1) 7 e % e T % 5

seklinde elde edilir.

Son olarak, MATLAB ODE c¢oziiciileri yardimiyla elde edilen sayisal ¢6ziim ile
yukarida kullanilan Taylor agilimindan elde edilen analitik yaklasimi Ornek 5.3’te
karsilagtiralim.

Ornek 5.3: Bir futbol topuna baslangigta v, = 25 m/s’lik bir ilk hizla x- ekseniyle
pozitif yonde 5°’lik a¢1 yapacak sekilde vurulsun. Bu durumda boyutsuzlagtirilmis

parametrelere gore baglangic hizlari

X'(0) = U(0) = 4—;%(0) = 4.7168

Y'(0) =V (0) = 4—;%(0) = 0.4127
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seklindedir. Ayrica futbol topuna w = 12 devir/s’lik bir falso verildigi g6z oniine alinsin.
Eger futbol topunun kaleye olan uzaklig1 25 m olarak alinirsa sayisal yontem ile topun
yaklasik olarak 1.4388 s hareket ettigi bulunur. Bu hareket siiresi boyutsuzlastiriimis
denklemdeki

dewr
t =0.1961

T =

stiresine karsilik gelir. Bu siire sonunda cismin ODE ¢oziiciiler yardimiyla elde edilen

yoriinge grafigi Sekil 17°deki gibidir.

0.12

0.08 —
>- ).06 —
0.04

0.02 —~

e e e e e e
o 0.1 0.2 0.2 0.4 0.5 0.6 0.7

X

Sekil 17. Sayisal yontemler ile topun yoriingesi

Verilen parametrelere gore Taylor acilimi ile ¢6ziilmesi gereken diferensiyel
denklemlerin matris formu

=[O el

seklindedir. Bu denklemin homojen kisminin ¢6ziimiindeki 6zdegerler
A1 =—9.2481; 1, = —4.9564

ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler
Y; = [-0.9915 0.1304] ; Y, = [0.3006 — 0.9538]

seklinde elde edilir. Dolayis1 ile homojen kismin ¢oziimii

—0.9915] + c e49564T 0.3006 ]

_ —9.248171
Xn(1) = cre [ 0.1304 —0.9538

olarak bulunur. Ozel ¢dziim X;(7) = [Z] seklinde arastirildigindan dolayr a ve b’nin

saglamasi gereken denklem sistemi



47

—22.3332] _ [—9.4337 -—1.41117[a
—1.9541] B [ 0.5889 —4.47708] [b]

seklindedir. Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden a = 2.2643 ; b = 0.6891 olarak bulunur.
Dolayist ile genel ¢oziim

2.2643

—0.9915] + cpemt9564T [ 0.3006 s

0.1304 —0.9538
seklindedir. Buradaki keyfi sabitler olan c; ve c,’ler baslangi¢ degerleri olan

U(0) = 4.7168
V(0) = 0.4127

Xg=Xn+Xs= cle‘9'248”[ + [

yardimi ile

2.4525 ] _ [—0.9915 0.3006 ] [51]
—0.2764 0.1304 —0.953811¢c2

denklem sisteminin ¢oziiminden c¢; = —2.4889 ve c¢, = —0.0505 olarak bulunur.
Dolayist ile futbol topunun hiz bilesenlerini veren denklem

—0.9915 0.3006 2.2643
0.1304 —0.9538 0.6891

seklinde elde edilir. Hizin tiirevi konumu verdiginden dolay1 topun konum bilesenlerini

S = [g] = —2.4889 ¢~9-24811 [ — 0.0505¢ 95647 [ + [

veren diferensiyel denklemler

[X] = —2.4880 -o2s0rr [~0.9915 03006 | , [22643)]
Y’ '

0.1304 —0.9538 0.6891
olarak elde edilir. Elde edilen denklemlerin her iki tarafinin T degiskenine gore integrali

| - 0.0505 #9504 |+
alinmasi ile yoriinge denklemleri

X(7) = —0.1855e7924817 4 (0,0031e~*9547 + 2.26437 + ¢4

Y (1) = 0.0351e 7924817 — 0,0097e~*95647 + 0.68917 + c,
seklinde elde edilir. X(0) = 0;Y(0) = 0 baslangigc degerlerinden dolay1 c5 ve c, keyfi
sabitleri

—0.1855 + 0.0031 + c3 =0 = c3 = 0.1824

0.0351 — 0.0097 + ¢4, = 0= ¢4, = —0.0254
olarak bulunur. Dolayist ile genel ¢dziim

X(7) = —0.1855e79-24817 4 (0,0031e~*9547 + 2.26437 + 0.1824

Y (1) = 0.0351e7924817 — (0,0097¢~*9°64T + 0.68917 = —0.0254

seklindedir. Taylor acilimi ile elde edilen ¢oziimiin grafigi ise Sekil 18°de gosterilmektedir.
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Sekil 18. Taylor ag¢ilimi ile elde edilen yoriinge

iki grafik iist iiste ¢izdirildiginde elde edilen grafik Sekil 19°da goriilmektedir. Bu

grafikten de goriilecegi lizere kiigiik bir zaman araliginda elde edilen ¢éziimler uyumludur.

Sekil 19. Boyutsuzlastirmanin sayisal ¢Ozim ile Taylor
yaklasiminin grafikleri(sayisal yaklasim (nokta) Taylor

yaklagim (¢izgi))

5.4.2 I1. Durum

Uz + VZ < 4 olsun. Bu durumda

3 5 2 Y[ 2,
3.1:—5 Ug-f-VOZ—E Ug+V02—4
3 1
A2 =—3 U§+V02+§ UZ+VE—4
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ozdegerlerinde UZ + V¢ —4 <0 oldugundan A matrisinin iki kompleks o6zdegeri
mevcuttur. Islemleri kolaylastirmak icin bu 6zdegerler

M=¢+ig

L=9p—-i§
seklinde gosterilsin. Burada

3 1
0= U +VEE =5 [~wWg + v -0

seklindedir. &’nin oniindeki isaretin negatif alinmasinin nedeni UZ + V¢ —4 <0

oldugundan bu degeri kompleks olmaktan ¢ikartip reel olmasini saglamaktir. Bu elde

edilen 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerde de

/U§+V02—4

seklinde terim mevcut oldugundan 6zvektorler de kompleks degerlidir. Bu 6zvektorler ise
_ 1
h= [c + id]
_ 1
Lh=| | cder
seklinde gosterilsin. Burada
Uz Vg
(70 - 70) (VUF+VE - UoVs)

U¢ V& Uy,
VU Vi =) |3+ - i+ V]|

d=

seklindedir. Dolayist ile (32) denklem sisteminin homojen kisminin ¢éziimii
Xh = Clellryl + CzeAZTYZ
seklinde oldugundan

1
c+id

1

X, = (p+id)T .
h= e c—id

] + Cze(go_if)r [
olarak bulunur. Elde edilen ¢oziim e®* parantezine alinirsa

— H®T iét 1 —iét 1
=], Ll vl 1)
elde edilir. Buradaki kompleks tistlii terimlere

et = cost F isint

acilimi uygulanirsa homojen kismin ¢oziimii
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- 1 - 1
— LT —
X,=e (cl(cos(ft) + Lsm(fr)) [c + id] + cz(cos(fr) Lsm(fr)) [c B idD
olarak bulunur. Bu denklemlerde gerekli islemler yapilir ve ortak terimlerin parantezine

alinirsa

X, = ¥t (cq + ;) cos(é1) + i(cy — cy)sin (é7)
h=e ((c1 + c)c + iy — c3)d) cos(€r) + (—d(cy + ¢3) + ic(cy — ¢3))sin (€7)

elde edilir. Burada matrisin 1. satirindaki terimlerin katsayilar1 olan sabitler

¢ +c, =04

i(cp—c) =Gy
olacak sekilde yeni bir C; ve C, sabitleri ile degistirilirse elde edilen homojen kismin
¢Ozumil

Y oot [ C, cos(ét) + Cysin (£1)
n=e (cC; + dC,) cos(&T) + (—dCy + cCy)sin (€7)

seklindedir.

Denklem sisteminin 6zel ¢oziimii ise I. durumda oldugu gibi

%o =)

seklinde arastirilir. Ozel ¢6ziim denklemde yerine yazildiginda ¢oziilmesi gereken denklem
sistemi /. durumdaki denklem sistemi ile ayn1 oldugundan dolay1 aranan 6zel ¢6ziim
Us + UgV¢ — Vo JUZ + V¢
[a] B 2U5 + 2V +1
bl =

Ve + UEVy + Ugy/UE + V¢

2U5 + 2V + 1

seklindedir. Dolayisi ile genel ¢oziim

X, = Xy, + X
oldugundan
P C, cos(é1) + C,sin (é1) [a]
g (cCy + dCy) cos(ét) + (—dCy + cCy)sin (ét)]  Lb

seklinde elde edilir. Buradaki keyfi sabitler olan C; ve C,’ler I. durumda yapildigi gibi
U(0) = U,
V(0) =V,

baslangi¢ degerleri ile hesaplanir. Baslangi¢ degerleri ¢ozlimde yazilirsa

X, = [g] > X,(0) = [gggg] > X,(0) = gg]

oldugundan dolay1
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Xg(0) = 33] = [(cc1 S:alcz)] +[]

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢dziimiinden
C;=Uy—a
Vo—b—cUy+ ac
d
olarak bulunur. Dolayist ile genel ¢oziim

CZZ

Vo—b—cUy+ca .
U (Uy — a) cos(ét) + 7 sin (¢1)
Xy =[y] = e + ]
g Vo —b—cUy+ ac\ . b
(Vo — b) cos(ét) + (—d(UO —a)+c 7 sin (¢1)
seklindedir.
X =U;Y=V
olarak secildiginden dolay1
Vo—b—cUy+ca .
X (Uo - @) cos(§7) + - sin (1)
[Y ‘o) Vo —b—cUy+ac\ | +[b]
(Vo — b) cos(ét) + (—d(Uo —a)+c 7 sin (¢1)

elde edilir. Elde edilen denklemlerin sag tarafi yalnizca t’nun bir fonksiyonu oldugu igin

her iki tarafin integrali alinarak

U Vo—b—cUy+ca .
[X(T)] - _f e?" (U — a) cos($T) + p] sin (¢7)
Y(7)

(Vo — b) cos(ét) + (—d(UO —a)+c Voo b _dCUO al aC) sin (1)

+j[Z]dT+ ?

denklem sistemi elde edilir. Burada

dt

.f e?? cos(ét) dt = goze—:; (@ cos(ét) + ¢€sin(ér)) + C
f e?Tsindt = pr ::ez (=& cos(é1) + @sin(ét)) + C

bilinen integrallerine gore ilgili terimler yerine yazilirsa

X0 _ e?" (C1p — Cy¢) cos(&ét) + (C1€ + Cr9) sin(éT)
Y@~ 92 + £2l(myp — my&)cos(Er) + (& + m,e) sin(ér)

a Cs
|+ C4]
elde edilir. Burada m; = cC; + dC,,m, = —dC; + cC, ‘dir. Bu ¢oziimdeki sabitler

yukarida elde edilen degerlerdir. Bu sekilde yazilma nedeni katsayilardan gelecek uzun
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terimlerin karmasikligin1 6nlemek igindir. Bu bagintilardaki keyfi sabitler, topun baslangic
konumu orijin kabul edildiginden
X(0)=0;Y0)=0

baslangi¢ degerleri ile hesaplanir. Bu degerler denklemlerde yerine yazilirsa aranan sabitler

[X(O)] _ [0] _ 1 (Cip — C36) + [C3]
Y(0)] ~ Lol ™ 2 + &2 |((cCy 4+ dCr)e — (—dCy + ¢cCr)E)  |Ca
R 1C3 =m(—c1<.0+czf)

Cy = m(—(CQ +dC)e + (—dC; + cC3)E)

olarak elde edilir. Dolayist ile topun konumunu veren denklemler

QT

=y

[(C1 — C3¢) cos(éT) + (C1€ + Cr)sin (§1)] + at + (5

Y(7) = QD:—:; [((661 +dC,)p — (—dC; + CCZ)E)CO s(ét)

+ ((cCy + dCy)E + (—dCy + cCr))sin (61)] + bt + C,

olarak bulunur. Buradaki katsayilar

Uz V¢
(3 -%) (VOE+7Z - uvo)

a —UZ -V + U2V?

)

¢4ﬂ+W—4fﬁ+ﬁ—%%JW+W
Ch 0 )2 2 2 0 0

d

U + UgVE — Vo JUE + V¢
ay U + 2V + 1
o] =

Ve + UgVy + Ugy/UE + Vi

U + 2V + 1

Vo—b—cUy+ ac

C(1=Uy—a; (= d R R

(=Cip + C38) ;

C,~ m(—(CQ +dC)e + (—dCy + cC3)E)

seklindedir.
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Ornek 5.4: Futbol topuna baslangic hiz vektdriiniin x yoniindeki bileseninin
9.9 m/s ve y yoniindeki bileseninin 8.25 m/ s olacak sekilde vuruldugu ve topun agisal
hizinin w = 15 devir/s oldugu goéz oniine alinsin. Ayrica topun kaleye olan mesafesi ise
15 m olarak alinsin. Bu durumda boyutsuz denklemdeki baslangi¢ degerleri

1
X'(0) = U(0) = 7—0,(0) = 1.5

1
Y'(0) =V(0) = 4_a)rvy(0) = 1.25

seklindedir. Ayrica verilen parametrelere gore topun kaleye ulagmasi igin gegen siire

2.60125 s’dir. Bu deger boyutsuzlastirilmis denklemde

dewr
t =0.4432

T =

stiresine karsilik gelmektedir. Ayrica dikkat edilirse
U?(0) +V2(0) =3.8125 < 4
oldugundan denklemin o6zdegerleri kompleks degerlidir. Gergekten, verilen baslangig

degerleri i¢in 6zdegerler ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar asagidaki gibidir.

_ 1
Ay =—2.9288 + 0.21651 ; Y, = [—0.0898 - 0.11041']

_ 1
Ay = —2.9288 — 021650 ; Y, = [—0.0898 + 0.11041']

Dolayist ile I1. durumda elde edilen degerler ile hiz bilesenleri
U(t) = e7292887(1,1199 cos(0.21657) — 4.151 sin(0.21657)) + 0.38017
V(t) = e 292887(0.3579 c0s(0.21657) + 0.4965 sin(0.21657)) + 0.38017
olarak bulunur. Konumun tiirevi hiz denklemlerini verdiginden konum denklemleri
X(7) = 0.2761 + e~292887(—(0.2761 c0s(0.21657) + 1.4377 sin(0.21657)) + 0.38011
Y(7) = 0.134 — e7292887(0.134 c0s(0.21657) + 0.1596 5in(0.21657)) + 0.38017
seklinde elde edilir. Bu elde edilen bagntilar ile cismin hem MATLAB ODE c¢oziiciileri ile
elde edilen sayisal ¢ozlimiiniin hem de Taylor a¢ilimi ile elde edilen analitik yaklagiminin

grafikleri asagidaki gibi elde edilir.
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Sekil 20. II. durum i¢in sayisal ¢oziim ile Taylor yaklasiminin
karsilastirilmasi(sayisal ¢6ziim (nokta), Taylor yaklasim

(¢izgi))

Burada nokta nokta gosterilen ODE c¢oziiciiler ile elde edilen sayisal ¢oziimiin grafigi
gosterirken diiz ¢izgi ile gosterilen Taylor yontemi ile elde edilen grafiktir. Bu sekilden de
goriilecegi lizere analitik yontem ve sayisal yontem istenilen kiiciik zaman diliminde iyi

sonuclar vermektedirler.

5.5. Boyutsuzlastirllmis Problem i¢in Alternatif Analitik Yaklasim

Boyutsuzlastirilmis denklemler ic¢in analitik yaklasim yontemi Bo6lim 5.4°te
gosterildi. Bu boliimde boyutsuzlastirilmis denklemlere farkli bir analitik yaklagim

yontemiyle nasil ¢6ziim arastirilabilecegi incelenmektedir. Bunun i¢in (26) denklem

sisteminde
Uu=X
V=Y

alinmak suretiyle elde edilen (28) denklem sistemini ele alalim. (28) sistemine gore
coziilmesi gereken denklem sistemi

U'=-UJUZ+V2-V,U(0) = U,

V' =-VJUZ+VZ+U,V(0) =V,
seklindedir. Eger birinci denklem U ile ikinci denklem V ile ¢arpilarak iki denklem sistemi

taraf tarafa toplanirsa
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3
UU' +VV' =—U?+VH)JU2+V2=—(U?+V?):2

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemden

olarak bulunur. Burada
S = \/m
olarak tanimlanirsa
1dS* ¢
2 dt
elde edilir. Bu diferensiyel denklemden
125§= -53 :»d—sz —52
2 dr dt
olarak bulunur. Son denklem degiskenlerine ayrilabilir bir denklem olup bu denklemin
¢Ozlimiinden
d—S=dT=>1=T+C=>S(T)= !
—S2 S T+c

olarak elde edilir. Alinan baslangi¢ hiz degerleri ile
5(0) = U(0)2 + V(0)2
oldugundan

1

SO = 150

elde edilir. Ayrica
S=yU%2+V?2
alindigindan dolay1 denklem (28) S cinsinden

U’ =-US—V,U(0) = U,
V' =—VS+U,V(0) =V,

olarak yazilir. Adomian ayrisim yontemindeki gibi denklem sistemi i¢in

U=U,+tU +12U, +13U;5 + -

V=Vo+1V, + 12V, + 13V5 + -
seklinde bir ¢ozlim arastiralim ve t’nun fonksiyonu olan S i¢in Taylor a¢ilim1 denklemlere
uygulayalim. Bu durumda denklemlerin her iki tarafindaki 7’nun esit istlii terimleri
birbirlerine esitlemek suretiyle gerekli olan yaklasimlarin nasil bulunacagini arastiralim.

Bunun i¢in
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TS VEO)

fonksiyonunun Taylor agilimi

1 1 1 1 1

14—1/5(0)::S(O)_-S(O)ZT_FS(O)3T2__S(O)4T3-+'"

seklinde oldugundan a = 1/5(0) olmak {izere

St)=a—-a*t+adt®*—a*cd+ -
olarak yazilir. Elde edilen bagmtilar denklemde yerine yazilirsa
U, + 2tU, + 31205 + -+
= —Uy + tU; + 12U, + 1305 + -+ )(a — a’1 + a31? —a*13 + )
— Vo + Vi + T2V, + 13V5 + -++)
Vi + 21V, + 312V + -+
=—WVo+1Vi+ 12V, + 3V + - )(a—a’t+ adt? —a*t3 + )
+ Uy + 1U; + 12U, + 1305 + -+
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde t’nun esit istlii terimlerinin katsayilar1 birbirine
esitlemek suretiyle elde edilen U i¢in denklemler
Uy, = —al, — V,
2U, = a?Uy —alU, -V,
3U; = —a3Uy + a?U;, — aU, =V,

seklindedir. Benzer sekilde V i¢in denklemler
Vi =—aV,+ U,
2V, = a?Vy—aV, + U
3V = —adVy + a?V, —aV, + U,

olarak elde edilir. Cismin baslangi¢ hizlari
u) =U,=p8
V)=V =y
oldugundan dolay1 U denklemlerinin ilk dort terimi
2a%B + 2ay — B —6a3B —6a’y +3af +vy
Uz = ;
2 6
_ 24a*B + 24a’y — 12a*B — 4ay + B
W =
24

Uy=—-af—vy;U; =
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V denklemlerinin ilk dort terimi ise
2a%y —2aB —vy —6a3y + 6a%B + 3ay — B
iV = ;
2 6
_ 24a'y - 24a°f — 12a*y + 4af +vy
=
24

olarak elde edilir. Dolayisi ile genel ¢oziimler

Vi=—ay+B;V, =

2a%B + 2ay — —6a3f — 6a*y + 3af +
pr2ay=F ,, B v+3afty o .

U) =g+ (-ap-ylr+

2 6
2a’y — 2af — —6a3y + 6a*B + 3ay —
Vi) =y + (—ay +B)t+ Y > k Yooy 4 63 Y BTS+...

seklindedir. X' = U ,Y" =V oldugundan her iki tarafinin t’ya gore integrali alinarak

konum denklemleri

—af — 2a%B + 2ay — —6a3B — 6a%y + 3af +
X=ﬁr+( B V)T2+ pr2ay—-F 5 B vt3afty 4, .
2 6 24
—ay + 2a%y — 2aB — —6a3y + 6a%B + 3ay —
Y=y‘r+( v+p) , 2av—2af-y o 14 Br3ay =B 4 .

2 6 24

olarak bulunur. Burada cismin baslangic konumu orijin kabul edildiginden konum
denklemlerinden gelecek sabitler sifirdir.

Ornek 5.5: Bolim 5.4.1’de Ornek 5.3’te alman baslangic sartlar1 ele alinsin.
Dolayist1 ile baslangi¢ degerleri

X'(0)=U(0) =4.7168 =8

Y'(0) =V(0) =0.4127 =y
seklindedir. Ayrica boyutsuzlastirilmis denklem i¢in topun hareket edecegi siire ise

7 = 0.1961°dir. Dolayisi ile cismin baslangig siirati

S(0) = JU(0)2 +V(0)2 = 4.7348
oldugundan denklemlerdeki a sabiti a = 1/5(0) = 0.2112 olarak elde edilir. Boylece
verilen baslangi¢ degerleri ile cismin konumunu veren denklemler asagidaki gibi bulunur.
X = 4.71681 — 0.70441% — 0.686973 + 0.1267* + -
Y =0.41277 + 2.31487% — 0.394773 — 0.1347* + -+
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0.16

Analitik yaklagsim
k= Sayisal gbézim

0.06 [~ " i

0.04 — -

0.02 —~ 3 -

Sekil 21. Ornek 4.5 igin analitik yaklasimin ilk ii¢ terim ile sayisal
¢cOozumu

Elde edilen analitik yaklasimda ilk ii¢ terimi alinarak elde edilen analitik yaklagim ile
sayisal ¢coziimiin grafigi Sekil 21°de goriilmektedir. Buradan da goriilecegi lizere analitik
¢Oziim ile sayisal ¢oziim ¢ok kiigiik zaman araliginda benzer davranis gosterirken zaman
araligr arttikca farklilik gostermektedir. Fakat eger analitik yaklasimlarin ilk 4 terimi

alinirsa elde edilen analitik yaklagim ile sayisal ¢oziimiin grafigi ise asagidaki gibidir.

0.16 T T T T T
analitik yaklasimini
ilk dort terimi
* sayisal go6zim
0.14 4 ¢ -
0.12 — -
e
*
0.1 — -
.
> 0.08 -~ * -
=
0.06 [~ & .
0.04 — -
0.02 — = -
[e} r r r r r r r r
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X

Sekil 22. Analitik yaklasimin ilk dort terimi alinarak elde edilen
analitik yaklasim(¢izgi) ve sayisal ¢oziim(nokta)
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Sekil 22’den goriilecegi lizere analitik yaklasimlarinin ilgili terimlerinin sayisi
arttikca analitik ¢6ziim ile sayisal ¢oziimiin grafikleri birbirine yaklasmaktadir. Dolayisi ile
kullanilan analitik yaklagim cismin yoriingesini tanimlamak i¢in kullanilabilir.

Boylece bir futbol topunun iki boyutlu uzaydaki yoriingesi incelendi. Bu yoriingeler
icin hem analitik hem de sayisal ¢oziimlerin birbiri ile uyumlu oldugu gosterildi. Bir
sonraki boliimde ise futbol topunun ii¢ boyutlu uzaydaki hareketi incelenmektedir. Bu
uzayda futbol topunun etki eden denklemlerin genel formlar1 bulunarak topun yoriinge

denklemleri olusturulmaktadir.



6. FUTBOL TOPUNUN 3-BOYUTTA YORUNGESI

6.1. 3-Boyutta Futbol Topunun Hareketi

2 boyutta futbol topunun yoriingesi incelendikten sonra 3 boyutta futbol topunun
nasil bir yoriinge izleyecegini inceleyelim. 2 boyutta elde edilen ortam direng kuvveti ve
Magnus kuvvetinin genel sekillerini 3 boyutlu uzaya genisletelim. Bolim 3.1°deki ortam

direng kuvvetinin genel ifadesi
, 1 )
Fy=— > CpAvv

ve Boliim 4.2°deki Magnus kuvvetinin genel ifadesi ise

E. =2CpA GXP
= VOV 5=
m p |w x V|

olarak elde edilmisti. Boliim 5°te futbol topunun x — y yoniindeki hareketi incelendigi igin
hiz vektoriiniin sadece v, ve v), bilesenleri hesaba katilmisti. Bu bdliimde ise z yoniinde de
bir hareket olacagindan v hiz vektoriiniin

U = (vy, vy, ;)
olacak sekilde {i¢ hiz bileseni mevcuttur. Ayrica bolim 4’te topun sadece z ekseninde
dondigi kabul edilmisti. Burada ise topa baslangicta x, y ve z yoniinde bir donme verildigi
ve bu donmenin de hareket boyunca sabit kaldigi kabul edilmektedir. Dolayisi ile donme
vektorli @’ nin

& = (wy, y, wz)
olacak seklinde ti¢ bileseni mevcuttur. Burada topa y eckseni yoniinde vuruldugu
diigiiniilerek y yonii topun kaleye olan uzakligini, x yonii topun saga veya sola ne kadar
gittigini, z yonii ise topun yerden ne kadar yiiksekte oldugunu gdstermektedir.

Yapilan varsayimlar sonucunda 3 boyutlu uzayda futbol topunu etkileyen ortam

diren¢ kuvveti

S 1
Fa=—3 CpAV (vy, vy, v,) (33)
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ve Magnus kuvveti

U

X
X

gl

E, = 2 CpAvwr (34)

gl
=1}

seklinde elde edilir. Burada |¥| = v ve |&| = w’dir. Ayrica Magnus kuvvetindeki « ile v
vektorlerinin vektorel ¢carpiminin biiyiikliigii, vektorel ¢arpimin 6zelliginden dolay1
|w X ¥| = wvsin ()

olarak ifade edilir. Bu bagint1 Denklem 34’de yerine yazilirsa

-

W X
wvsin ()

W XU
=2C pAr (35)

E. =2 CpAvwr
" in (¢)

olarak bulunur. Burada ¢ olarak & ile v vektorleri arasindaki baslangigtaki ag1 olarak

alinmaktadir. Bu durumda {’nin degeri iki vektor arasindaki a¢1 formiiliinden

—>

T7_0> wxvx(o) + wyvy(o) + a)zvz(o)

cos({) =

&l vl J[ 2 + w2 + w2][v2(0) + v2(0) + v2(0)]

seklinde hesaplanir. Ayrica Denklem 35°de & X ¥ vektorii hesaplanirsa
T ] k .
BXV=|w, w, w,]=(wyv,—ww)l— (W, — 0] + (WxVy — Wy vk
Ve Uy 1
= (WyV; — WzVy, WV — Wy Uy, WyVy — Wy Vy)

olarak elde edilir. Bu bagintt Magnus kuvvetinde yerine yazilirsa

(WyV; — WV, WUy — WyVy, WyVy — Wy Vy)

sin (¢)

m = 2 CpAr (36)

olarak bulunur.
Topun iizerine etkileyen iki kuvvetin diginda bir de topun yere diigmesini saglayacak
olan yercekimi kuvveti mg mevcuttur. Bu kuvvet her zaman -z yoniinde oldugundan

dolay1

Fyer = (0,0,—mg) (37)
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olarak elde edilir. Burada m = m;’dir. Dolayis1 ile genel sekilleri Denklem 33, 36 ve

37’de verilen kuvvetlere Newton’un 2. yasasi uygulanirsa

md = Z F = Fd Fyer

seklinde oldugundan dolay1

. 1 2CpAr
md = —ECpAv(vx,vy, V) + —— ) (WyV; — WUy, WUy — WyVy, WeVy — WyVy)
+ (0,0,—mg)

elde edilir. Hizin zamana gore tiirevi ivmeyi verdiginden cismin hiz bilesenleri

L, 1 2CpAr
m(vy, vy, vy) = —ECpAv(vx, vy, Vy) + ——— D) (WyV; — WDy, WUy — WyVy, WDy

— wyy) + (0,0,—mg)

denkleminden

mv, = — 7 CpAvv, + s,lr:ﬁ (wyv, — w,vy)
2CpAr

mvy, = — 3 CpAvv, + Sn@Q) (W0 — WyVy)
2CpAr

muv, = —ECpAva + m(a)xvy — WyVy) — Mg

olarak bulunur. Ayrica cismin konum bilesenleri hiz bilesenlerinin integrali oldugundan

dolay1 cismin konum bilesenlerini veren denklemler

mx'" = —%cpr'\/(x')Z + (y)2+(2)* + : p(?)r (wyz' —w,y")
1 2
my" = == CpAy' )2 + )7 + (@) + Sin@ - (@02 = 02) (38)
"o__ 1CAI\/ "2 "2 AV ZCPAT ! !
mz" =~ CpAz (x)2+ )2+ (2') +sin(f)(wxy_wyx)_mg

seklindedir. 38 denklemleri Bolim 5°deki gibi MATLAB ODE (veya sistemler igin Euler
yonetimi ile) ¢oziiciileri yardimiyla sayisal olarak ¢oziilir ve buna bagli olarak topun
yoriingesi ¢izdirilir.

Ornek 6.1: Bir futbol topuna baslangigta falso verilmeyecek sekilde vurulsun.
Ayrica baslangigta topa verilen hiz vektoriiniin biiytkligi 25 m/s ve hiz vektoriiniin z
ekseniyle pozitif yonde yaptigr ag1 45°, x — y diizlemine izdiisiimiiniin x ekseni ile pozitif

yonde yaptigi ag1 60° olsun. Bu verilenlere gore baslangi¢ degerleri
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v, (0) = v, sin(45) cos(60) = 8.8388 m/s

v, (0) = v, sin(45) sin(60) = 15.3093 m/s

v,(0) = vy cos(45) = 17.6777 m/s
seklindedir. Bu baslangi¢ degerleri i¢in futbol topunun nasil bir yo6riinge izleyecegini
inceleyelim.

Topa falso verilmediginden dolayr (w = 0) 38°deki denklem sisteminde Magnus

kuvvetinin etkisi mevcut olmayacagindan denklemler

1
mx'’ = =5 CpAx'y (x)2 + (v')? + (22

1
my'" = =3 CpAy'V(x)? + ()2 + ()2

1
mz" = == CpAz' [(Z)2 + )7 + () — mg

seklinde ifade edilir. Bu nonlineer denklem sistemleri ODE c¢oziiciiler yardimiyla veya

Euler yontemi ile ¢ozdiriilerek topun zemine ilk vurdugu ana kadarki yoriingeleri

asagidaki gibi elde edilir.

>
16
N
16
X
15¢ T T T T T
N 10~ .
5r .
K r r r r r
0 5 10 y 20 25 30

Sekil 23. Sadece ortam direng kuvveti etkisi altindaki topun ii¢ boyutlu
hareketi
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Sekil 23’den goriildiigii lizere sadece ortam direng kuvveti altinda hareket eden bir
top x — y diizleminde herhangi bir sapmaya maruz kalmadan dogrusal bir sekilde ilerler.

Ornek 6.2: Ornek 6.1°de futbol topuna falso verilmedigi yani, ortam direng kuvveti
ve yer cekimi kuvveti altinda hareket ettigi varsayillmisti. Bu &rnekte ise Ornek 6.1°de
alinan tipik baslangi¢ degerlerine bir de falso ekleyerek futbol topunun nasil bir yo6riinge
izleyecegini inceleyelim.

Bunun igin futbol topuna sadece x — z diizleminde x ekseni ile pozitif yonde 53°’lik
ac1 yapacak sekilde 8 devir/s’lik bir falso verilsin. Bu durumda agisal hizin bilesenleri

w, = 8cos(53°) = 4.8145

w, = 8sin(53°) = 6.3891
olarak bulunur. Bu degerler ile futbol topunun @ ile ¥, arasindaki agisi

w - Vg

el - voll

formiiliinden { = 38.9669° olarak elde edilir.

cos(Q) = = 0.7775

Elde edilen degerler ile Denklem 38°deki sistemin sayisal yontemler yardimiyla

¢coziimiinden asagidaki sekiller elde edilir.

Sekil 24. Magnus kuvveti etkisi altindaki topun ti¢ boyutlu hareketi(falsolu
hareket (nokta), falsosuz hareket (¢izgi))
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Sekil 24°deki grafiklerde noktalarla gosterilen grafikler falso olaymi gosterirken diiz
cizgi ile gosterilen grafikler Ornek 6.1°deki falso olmadigimi gostermektedir. Sekillerden
goriildiigii lizere falsosuz hareket yapan top x —y diizleminde dogrusal bir yoriinge
cizerken falsolu durumunda Magnus kuvveti etkisi ile - x yoniinde bir kivrilmaya maruz

kalmaktadir. Fakat falsolu topun x yoniinde aldig1 mesafe — x yoniindeki sapmadan dolayi
falsosuz durumdan az iken y yoniinde aldigi mesafe daha fazladir. Bu durum falsolu topun
x — y diizlemindeki iz-diisiim egrisinin uzunlugu ile falsosuz egri uzunlugu biiyiikliikleri
arasinda nasil bir fark olusacagi sorusunu akla getirebilir. Bunun igin her iki durumda egri
uzunluklarmi sayisal yontemler ile hesaplamak suretiyle yoriinge uzunluklarini
karsilagtiralim. Bu calismada kullanilan sayisal yontemin amaci, yoriingenin x ve y
eksenini esit uzunlukta ¢ok kiiciik pargalara bolmek suretiyle her bir uzunlukta ug
noktalardaki degerleri Euler yontemi ile hesaplamak ve bu iki nokta arasindaki uzunluklari
elde etmektir. Ayn1 zamanda elde edilen uzunluklar1 toplamaktir. Falso olmadigi durumda
top diiz bir dogru ¢izdiginden dolay1 topun yoriingesinin egri uzunlugu topun son ulastigi
nokta (15.1974,26.3227) ile baslangi¢ olarak kabul edilen orijin arasindaki uzaklik olan
30.3948 m’dir. Falsolu durumda ise sayisal yontem ile egri uzunlugu 31.2591 m olarak
bulunur. Dolayisiyla bu durum falsolu topun egri uzunlugunun falsosuz toptan daha fazla
oldugu gostermektedir.

Ornek 6.3: Bir futbol topuna 25 m/s’lik bir ilk hiz ile baslangicta z ekseniyle
pozitif yonde 60°’lik a¢1 ve baslangi¢ hiz vektoriiniin x — y diizlemine iz diisiimiiniin x
ekseni ile pozitif yonde 30°’lik bir ag1 yapacak sekilde vuruldugu kabul edilsin. Alinan
degerlere gore baslangi¢ hiz vektoriiniin bilesenleri

1, (0) = v,y sin(60) cos(30) = 18.75 m/s

v),(0) = v, sin(60) sin(30) = 10.8253 m/s

1,(0) = vy cos(60) = 12.5m/s
seklindedir.

I. Baslangigta topa x — z diizleminde x ekseni ile pozitif yonde 37°’lik bir ag1
yapacak sekilde bir falso verilsin ve bu deger cismin hareketi boyunca degismesin. Bu
durumda Euler yontemi ile topun farkli agisal hiz degerleri i¢in yoriingesi asagidaki gibi

olur.
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Sekil 25. Farkl1 agisal hiz degerleri i¢in futbol topunun yere diisme zamanina

kadar yoriingesi

Alman keyfi agisal hiz degerleri i¢in futbol topunun zemine diisme anina kadar

yoriingeleri Sekil 25°de goriilmektedir. Bu grafiklerden goriilecegi lizere, acisal hiz degeri

artttkca Magnus kuvvetinin etkisi artar ve dolayisiyla top —x yoniinde daha ¢ok kivrilmaya

maruz Kkalir. Ayrica acisal hiz degeri arttikga topun z yoniinde aldigit maksimum

yiiksekliginin arttig1 ve y ekseninde daha ¢ok yol aldig1 goriiliir.
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ii. Agisal hiz degeri 10 devir/s’de sabit tutularak farkli baslangi¢ hizlarinda cismin
yoriingesi gézlemlenebilir. Bunun i¢in baslangi¢ hizinin x — y diizlemiyle ve z ekseniyle
yaptig1 acilart (i) kisminda oldugu gibi kabul ederek farkli baslangi¢ hizlari i¢in cismin
yoriingesini inceleyelim.

Sekil 26’da baslangi¢ hiz degerleri 15 m/s ile 40 m/s arasinda alinarak elde edilen
grafikler goriilmektedir. Sekillerden de goriildiigii iizere topun baslangi¢ hizi arttikca x

boyunca ve y boyunca aldig1 mesafe artarken havada kalma siiresi de uzamaktadir.
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o V=40 mis « 00°°

20 < 00° -
qqﬂqqoooo
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Sekil 26. Sabit acisal hiz altinda farkli baslangi¢ hizlar1 i¢in futbol topunun
ii¢ boyutlu hareketi
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iii. Agisal hizin x ekseni ile yaptig1 aginin yoriingeye nasil etki ettigini arastiralim.

Bunun igin baslangi¢ hiz bilesenlerini baslangictaki gibi alalim ve agisal hizin

biyiikligini w = 10 devir/s oldugunu kabul ederek farkli agilarda topun yoriingesini

cizdirelim.

Sekil 27°den goriilecegi tizere falso acgisi arttik¢a top daha ¢ok kivrilmaya

maruz

kalmaktadir. (Futbol topunun sadece x — z diizleminde dondiigii varsayilmaktadir.)
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Sekil 27. Sabit acgisal hiz

farkli acilar i¢in yoriinge grafikleri

degeri i¢in acisal hizin x —z diizlemiyle yaptigi
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6.2. 3-Boyutta Boyutsuzlastirma

x —y dizleminde hareket eden topun yoriingesi incelenirken yapilan
boyutsuzlastirma islemini {i¢ boyutta verelim. Bunun ig¢in 2 boyutta yapilan islemlere
benzer islemler yaparak cismin hareketini daha kiigiik zaman araliginda inceleyelim.

Bu bolimde, topun sadece x —z diizleminde dondigi kabul edilmektedir.

Dolayisiyla (38) denklemlerinde w, = 0 alinmak suretiyle

1 2CpA
mx' = =5 CpAx G+ O + (@) — ez Y
, 1 ) 2 pAr '
my = _ECpAy \/(x’)z + (y’)z + (Z’)z + (() (wZ (,()xZ ) (39)
"= 1CA’\/( ')2+(’)2+(’)2+ZCPAT ’
mz' = > pAz'\/ (x y z Sin(<) Wy —mg

denklem sistemi elde edilir. Yeni boyutsuz t parametresine bagli olarak denklemlerdeki

X, y, z parametreleri sirasiyla X, Y, Z parametrelerine doniistiiriilsiin. Dolayist ile
x=aX;y=6Y; z=nZ ; t=y1 (40)

seklinde yazilabilir. Burada ki « , 5,17, y katsayilarin1 hesaplayalim.

2 boyutta bulunan tiirev denklemlerine benzer sekilde

dx d(aX) adX

dr dGn)  ydr

dy d(BY) _Bar

dr diyt) vy dr

dz dmZ) ndZz

i~ dGm  ydr

denklemleri elde edilir. Ayrica yeni bagimsiz degiskene gore ikinci tiirevler ise

d’x d (dx) d (adX) ad (dX) ad (dX)dr a d?X

dez _dt\dt) dt\ydr)  ydt\dd) ydr\de/dt y2dc®
d’y d (dy) (ﬁ dY) B d (dY) B d ( )dr B d?Y
de2 ~ dt\dt)  dt\ydt)  ydt\dt)  ydt\dr/dt  y?d?
d_%_i(%) _i(ndZ) nd (dZ) nd (dZ)dr n d*z
dtz ~ de\dt)  de\ydi)  yde\dr)  ydr\dt/dt y?dr?
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seklinde bulunur. (39) denklemlerinde e=%CpA (kg/m) alinir ve elde edilen yeni

bagimsiz degiskene gore tlirevler yerine yazilirsa

ad’X adX\](adX)z_l_(ﬁd_Y)z (nd_Z)z gdw,r B dY

"arT Sy a Ve T\ ydr) sin(Q)ydr

B d%y BdY |radX\* (BdY\® (mdZ\® e4r adX
myide T Y dr Gaw) T

= yao) TG T\Va) e

_g—_

mﬁﬁ_ y dt sin({) y dt

nd’Z _ adZ [(@dX\* (BdY\* mdZ\® edw,rpdY
var) "\Ga) T\ yar ™

ikl b

denklemleri elde edilir. 2 boyutta yapildig: gibi ikinci tiirev terimlerinin katsayilari her iki

tarafa boliiniir ve ortam diren¢ kuvvetinin terimlerinin birinci tiirevlerinin katsayilar1 kok

icerisine alinirsa elde edilen denklemler

d’X  dX ( a)z (dX)2 +( B)Z (dY)2+( 77)2 (dZ)2 dew,r LydY
diz = de\"m/ \dr ¢m) \dr ) \ar sin(Q)m a dr
d?Y  dY |, a\?/dX\’ B\° rdY\? n\2 (dZ\*
w—‘aj(fa) (@) *(em) (@) + 2 (&)

der ( ay dX ny dZ)

sin({)m wZFE - w’“?%

a?z __dz (gz)z(d_X)Z(gﬁ)z(d_Y)z+(gz)2(d_2)2+ dew,r Bydy v
dr?2 dt m/ \dt m/) \dt m/ \drt sin(()m n drt

seklinde bulunur. Bu denklemlerdeki terimlerin boyutsuz olmasi i¢in

+

M
Il
_

I
—_

Sl=s 3= 3R
I
—_

dew,r By
sin(Om a

dewyr My {
sin(Q)m B

olarak segilebilir. Bu denklemlerden istenilen bagintilar
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m
a=—
£
_m
" (41)
m
=%
sin({)m _sin({)m
" dsw,r V= 4ew,r

olarak bulunur. Elde edilen bagintilarin boyutlarna bakilacak olunursa, [¢] = ML~ ve

[m] = M oldugundan dolayi

M
o] =3==1L
M
Bl= =1
M
= 7=7=1L
seklindedir. ¥ ‘nun boyutu ise [w] = T~?1, [r] = L oldugundan
M
=== ="

seklindedir. (40) denklemlerinde
x=aX;y=pY; z=nZ ; t=y1
olarak se¢ildiginden dolay1 yeni degiskenlerin boyutsuz oldugu goriiliir.

Bu secilen parametrelere gore boyutsuzlastirilmis denklem sistemi

d?X 2 (dX)2 N (d}’)2 N (dZ)2 dy
dt?2  dt\dt dt dt dt

d2y dy [/dX\* (dY\* /dZ\* dX dZ
) () -
dt? dr i \dt dr dr dr dt
EYA dZ [rdX\* (dY\* (dZ\* dY = y?
- ) ()
dt? dt | \dt dt dt dt n

seklindedir. (42) diferensiyel denklem sisteminin baslangi¢c degerleri (38) denklem sistemi
ile uyumlu olmalidir.Bunun sonucunda yeni baslangi¢ degerleri, cismin orijinden harekete

basladig1 kabul edilirse
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x= %X > x(0) = %xm) 0= %X(O) = X(0)=0
y = ?y = 3(0) = %Y(O) 0= %Y(O) = Y(0) =0

2=27 52000 =2200)2 0= 22(0) = 2(0) = 0
& & &

elde edilir. Ayrica
x'(0) = v,(0), y'(0) = v,,(0), 2'(0) = 1,,(0)

olarak secilirse
dx adX
dt ydr

dy_ﬁdy /_E 1 ’ _E 14 _E ! ! —_ Z
E_;Ezy _)/Y =>y(0)—yY(0)=>Vy(0)—yy(0)=>y(0)—vy(o)lg

5 X' = X = x(0) = =X'(0) = 1,(0) = = X"(0) = X'(0) = 1,(0) -
14 Y Y @

dz ndZ n n n 14
— =L =27 =-7'"27(0)==2'(0) 2 1,000 =-2'(0) = Z'(0) = v,(0) =
iy dr ” (0) y() ,(0) y() Z()n

baslangi¢ degerleri elde edilir. Dolayisiyla boyutsuzlastirma sonucunda elde edilen

baslangi¢ deger problemi

d®X  dX [gdX\* dY\* (dZ\* dY %
F‘_EJ(E) ) +(5) -5 X@=0x®=nOL

dr2 dti\dr dr dt dr dt’ Y — Y B

2

d*Z  dZ |/dX\* dY\* (dZ\* dY vy %
W‘_E\/(E) (&) +(@) Ty 10 =070 =noy

seklindedir.

Ornek 6.4: Bir top 25 m/s’lik ilk hizla z-ekseni ile pozitif yonde 60°’lik bir ag1,
x — y diizlemindeki iz diisimiiniin ise x-ekseniyle pozitif yonde 30°’lik bir a¢1 yapacak
sekilde y ekseni boyunca atilsin. Ayrica topun sadece x — z diizleminde 8 devir/s’lik
sabit bir agisal hizla x-ekseniyle pozitif yonde 45°’lik a¢1 yapacak sekilde hareket ettigi
kabul edilsin. Dolayisiyla topun baslangigtaki agisal hiz vektori ile topun baglangic hiz
vektori arasindaki ag1 iki vektor arasindaki ag1 formiilii ile ¢ = 27.8859° olarak bulunur.

(41) denklemleri ile boyutsuzlastirma parametreleri

(43)
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_Mm_ 013 287387 8= 387387, n = 38.7387
© = SO0t SB7387F = 387387, = 38,
B sin({)m B 0.43sin(27.8859)

= = 7.2794
4ew,r 4*8%0.0111 x0.11 = sin (45)

seklindedir. Dolayis1 ile boyutsuz parametrelerinden elde edilen denklemler igin yeni

baslangic¢ degerleri
, y _ 7.2794
X'(0) = vx(O)a = 25 * cos(30) * sin(60) = 387387 = 3.5233
, % _ , 7.2794
Y'(0) = vy(O)E = 25 xsin(30) * sin(60) * 387387 = 2.0342
, 14 . 4
Z'(0) = vZ(O)E = 25 * cos(60) * 387357 = 2.3489
seklinde olur. Dolaysi ile elde edilen denklem sistemi
d?X  dX |rdX\* dY\® (dZ\* dY ,
e T . R O e
d?y  dY |dX\* (dY\® (dZ\* dX dZ ,
P=_EJ(E) O (D B o v = 20m

O Y () () + 2 gL 2 =0,20) = 23085
dr?2 dr.\dr dr dr dr gn' - -

seklindedir. Bu diferensiyel denklem sisteminin sayisal yontemler yardimiyla elde edilen
grafigini inceleyelim. Eger futbol topunun kaleye olan uzakligi 18 m olarak alinirsa 39°da
elde edilen denklem sisteminin sayisal ¢oziimii ile topun t = 1.39355 s yol aldigi bulunur.
Bu hareket siiresi boyutsuz denklemdeki yeni zaman parametresi olan t ‘ya gore t = y1

bagintis1t mevcut oldugundan top

t 139355
Yy 7.2794

= 0.0895

stiresince hareket eder. Bu siirede futbol topunun boyutsuz denklemler sonucunda elde

edilen grafigi ile bir 6nceki boliimdeki grafiklerini kargilagtiralim.
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0.5 0.35 0.2
0.4 0-3
0.25 0.15
0-3 0.2
< - ~ 0.1
0.2 0.15
0.1 0.05
o1 0.05
o o OO 0.05 0.1 0.15 0.2
o o.05 0.1 0.15 0.2 o 0.1 0.2
T T T
0.35 0.2 0.2
0.3
0.25 0.15 0.15
0.2
> ~ 0.1 ~ 0.1
0.15
0.1 0.05 0.05 |
0.05
© 0.2 0.4 0.6 0.8 % 0.2 0.4 0.6 0.8 % 0.2 o
x x Yy
Sekil 28. Boyutsuzlastirilmis denklem i¢in ciSmin ydriinge grafikleri
20 12 7
10 6 —
15 s 5
X 10 > 6 N N
|l
5 ! 2
2 1
0 0 v : 0 - :
0 t 0 0.5 t 1 15 0 0.5 t 1 15
12 8 7
10 6
6
s 5
4
> 6 N 4 N
3
4
2 2
2 1
0 : 0 : - 0 :
0 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 y 10 15
Sekil 29. Boyutsuzlastirma  yapilmadan Onceki denklemlerin  yoriinge

grafikleri

Sekil 28 boyutsuzlastirilmis denklemin grafigini gosterirken Sekil 29 ise ti¢ boyutlu

uzayda elde edilen denklemin grafiklerini gostermektedir. Bu sekillerden

boyutsuzlastirilmis denklem ile esas denklemin grafiklerinin ayn1 davranis1 sergiledikleri
goriilmektedir. Ayrica topun yeni zaman degiskenine gore eksenlerde aldiklari mesafe

sirastyla X = 0.4649,Y = 0.3062 ve Z = 0.1482’dir. Boyutlu problem MATLAB ODE
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¢oziicliler yardimiyla ¢oziiliirse elde edilen degerler sirasiyla x = 18,y = 11.8576 ve

z = 5.7378 seklindedir. Bu degerler karsilastirilirsa

= 38.7180 118576 _ 38.7250 8 _ 38.7166
0.4649 " ’0.3062 ’0.1482 T

olarak bulunur. Bu degerlerin boyutsuzlastirllmamis denklemlerle elde edilen degerlerin

yaklasik olarak 38.71 kati oldugu goriiliir. Boyutsuzlastirma isleminde eski uzunluklarin,
yeni uzunluklarin m/e = 38.7387 kati olmasi1 gerektiginden sistemler birbiri ile

uyumludur.

6.3. Boyutsuz Sistem I¢in Taylor Yaklasim

Bolim 5.4’de yapildigi gibi boyutsuzlastirilmis denkleme baslangic noktasi
komsulugunda Taylor agilimi yardimi ile analitik yaklasim uygulanabilir. Fakat Bolim
5.4’den farkli olarak burada ii¢ denklem mevcuttur ve her bir sistemin baslangi¢ noktasi
komsulugunda Taylor agilimi ile analitik yaklasim hesaplanmalidir. Denklem (42) elde

edilen boyutsuzlastirilmis denklemler

e R R SRR

di2 ~  dr\dt/ "\dr/ " \dr) dr ’

dr2  dri\dr dt dt dr dt’ o — W B

d’Z  dZ (dX)2 N (dY)2 N (dZ)2 N day  y? 2(0) = 0,2'(0) = (O)V
dr?2 dr.\dr dr dr dr gn ' - G n

seklindedir. Bu denklemler birinci mertebeden tiireve indirgemek istenirse, yani

U'—dXV'—dYW'—dZ
Tdt T dt’ T dt

olarak alinirsa asagidaki denklem sistemi elde edilir.

U'=-UJU2+V2+W2-V , U'(0) = vx(O)g

Y

V'=-VJU2+V24+W2+U—-W, V'(0) =vy(0)ﬁ

2
W' = WUz VE T W2 +v—g%, W'(0) = vZ(O)%
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Buradaki baslangi¢ degerlerinde olusacak karmasikligi 6nlemek igin
Y
B

olarak tanimlanirsa ise elde edilen bagintilara gore baslangi¢ deger problemi en son hali

14 14
Uy = v(0) g Vo = v, (0) 5, Wa 5= w,(0)

U'=—-UJU2+V2+W2 -V , U'(0) = U,
V'=—VJyUZ+VZ+W2+U-W, V'(0) =V,

, (43)
W’=—W\/U2+V2+W2+V—g%, w’'(0) = W,
olarak elde edilir. Bu denklemlerde
F(U,V,W)i= —UJU2 +V2+W2—V
GU,V,W) i=—VJU2+VZ+W2+U—-W (44)

2
HU,V,W) = W~ U2+ V2 +W? +V—g%

fonksiyonlarini tanimlansin. Boliim 5.4°de yapildigi gibi bu fonksiyonlarmn (Uy, V,y, Wy)
baslangi¢c hizi komsulugundaki Taylor agilimlari

F(U,V,W) = F(U,, Vo, W,) + (U-Uy) + V=V

6F| 8F|
Ul (Uy, Vo, Wy) v (Uy, Vo, W)

oF
+ W (UOI VO) WO) (W - WO) + F((l)

GU,V,W) =G(U,y, Vo, Wy) + (U —-Uy + V-=1)

(’)G| E)G|
Ul (Uy, Vo, Wy) oV (Uy, Vo, Wy)

aG
+ W (UOI VO: WO)(W - WO) + F((Z)

H(U, V, W) = H(Uo, Vo, Wo) + (U - U())

0H

ﬁ| (o, Vo, Wo)
0H 0H

+ 57 o v ) =0+ G v ) )+ )
seklinde oldugundan buradaki terimlerdeki tiirev fonksiyonlar1 bulunur ve baslangic

noktalar1 bu tiirev fonksiyonlarinda yerine yazilirsa,
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—2U2 — V& — W¢
JUE +VE+ W2

UyV, UoW,
+<— 20 —1)W—V@+(— 20 >wv-wa
VUG + V5 + Wy VUG + V5 + Wy

FULVJV)=-%%Jug+m$+mﬁ—w@+< )UJ—UQ

+ F(¢1)
2 2 2 UOVO
GWU,V,W) ==V, |Us + V5 + W5+ Ug— W + | — +1)(U—-U,)
JUZ +VE + W
_UZ_ZVZ_WZ VW,
+< 02 ; S)(V—Vo)+<— - 020 2—1>(W—W0)
VUG + V5 + W JUE+VE+ W
+ F({2)
2 UoW,
H(U'V'W)Z_WO\/U(§+V()2+M/()2+V0_QY—+<— 00 )(U—UO)
n JUZ +VE+ W2
W,V, _UZ_VZ_Zw2
+(— — +1>(V—4%)+< E 0)(%’—M@)
VUG + V5 + W JUZFVZ+ W
+ F({3)
veya
_2U2_V2_W2 U.v
VUG + Vg + Wy JUZ+VZE+ W2
UOWO
JUZ +VE+ W
UoV, —Ug - 2V¢ — W¢
G(U,V,W):VO\/U§+V02+WOZ+<_ 00 +1)U+( 0 0 O)V
JUZ +VE + WP JUZTVZ+ W2
VoW,
+<_ 2 020 2_1>W+F((2)
JUZ +VZ+ W
2 UoW,
HWVM0=WJ%+W$HW—9L+C— e )U
n JUZ + VE + W2
W,V —U2 —y2 = 2W2
+(— o +Qv+< 00 °>W+F@g
VUG + V5 + Wy JUZ+VZ+ W2

seklinde elde edilir. Boyutsuzlastirma sonucunda elde edilen zaman degerleri ii¢ boyuttaki
esas denklemden ¢ok daha kisa oldugundan hata terimleri ihmal edilebilir. Dolayisiyla elde

edilen Taylor agilimlari
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U =F(U,V,W)
V' =GU,V,W)
W' =H(U,V,W)

denklemlerinde yerine yazilirsa elde edilen denklem sisteminin matris formu

[ 205 - Vg - W§ U,V . U W,
JUE +VE+ W7 JUE +VE+ W7 JUE +VE + W7
u UoV, —UZ = 2VE — W VoW, u
v| =|- +1 - -1||v
W VUG + V3 + W VUG + V5 + Wi VUG + V5 + Wi W
U()WO W()VO + 1 _Ug - V02 - ZWOZ
| JUZHVZ WP JUZ+VZ + W2 JUZ+VZ+ W2

UO\/U§+V02+I/I/02

+ VO\/U§+V02+WOZ

2
WOJU§+V§+%2—g%

seklinde bir lineer denklem sistemidir. Bu denklem sistemi Bolim 4.4’teki gibi kolay
analiz edilebilir bir problem degildir. Ciinkii 6zdegerleri hesaplanirken A3 iceren bir terim
elde edileceginden 6zdegerleri veren denklemin koklerinin genel bir formunu elde etmek
zordur. Bu durumda olusacak karmasikligi onlemek i¢in uygulanacak yontemi bir 6rnek
tizerinde inceleyelim.

Ornek 6.5: Omek 6.4’te alinan baslangig degerleri icin Taylor yaklasimi ile
boyutsuzlastirilmis probleme analitik bir yaklasim uygulandigini géz 6niine alalim. Ornek
6.4’deki baslangic degerleri

Uy = 3.5233,V, = 2.0342, W, = 2.3489
seklinde oldugu i¢in bu baslangi¢ degeri komsulugunda, yukarida yapilan Taylor agilimi

sonucunda elde edilen denklemlerin matris formu yardimiyla ¢6ziilmesi gereken denklem

sistemi
ul —7.3402 -2.5256 -1.76171[U 16.5516
V| =1-05256 -5.5786 —-1.0171||V |+ | 9.5562
w —-1.7617 —-0.0171 -=-5.87221LlW —2.3702

seklindedir. Bu denklem sisteminin genel ¢oziimii

Ygenel = Yhomojen T Yozel

seklindedir. Burada yp om0 jen¢0zimi
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Uy —7.3402 -—2.5256 -1.7617][U
V| =1-05256 -5.5786 -—1.0171||V
w —-1.7617 —-0.0171 -5.87221LlW

denklem sisteminin ¢éziimiidiir. Burada

—7.3402 —2.5256 —1.7617]

A=1-0.5256 -55786 -1.0171

-1.7617 -—-0.0171 -5.8722
seklinde alinirsa A matrisinin 6zdegerleri

det(A—A)=0
bagintisini saglayan A degerleridir. Bu bagmtidan karakteristik polinom
A3 +18.7910 A% + 112.3614 1 + 219.7599 = 0
seklindedir. Son denklemden ise 6zdegerler yaklasik olarak
A = —9.0884,1, = —4.8513 + 0.8032i,4; = —4.8513 — 0.8032i

elde edilir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler
(A-1DV; =0, i=123
ozelligini saglayan V; = [Vi,1» Vi, Vi,3]T,i = 1,2,3 siitun vektorleridir. Bu 6zelligi saglayan
ozvektorler yaklasik olarak asagida verilmistir.
A, = —9.0884 ‘e karsilik gelen dzvektor V; = [0.8460 0.2614 0.4648]"
A, = —4.8513 + 0.8032i ‘e karsilik gelen 6zvektor
V, =[-0.4048 — 0.3243i —0.1937 + 0.4483i 0.7017]"
A3 = —4.8513 — 0.8032i ‘e karsilik gelen 6zvektor
V3 = [-0.4048 + 0.3243i —0.1937 — 0.4483i 0.7017]".

Dolayisi ile verilen sistemin homojen kisminin ¢6ziimii

0.8460  [-0.4048 — 0.3243i
Vi = 107208847 10.2614 | + ,e("+8513+ 08032011937 4 0.4483i
0.4648 0.7017

 [—0.4048 + 0.3243i
4 c;e(~48513-080320)T | _( 1937 — (.4483i
00.7017

seklindedir. e ¥t = cos(t) F isin(t) a¢ilimi ¢6ziime uygulanirsa

0.8460C, e 208847
yn = [0.2614C,e 908847
0.464—8616_9-08841:

e~ +85137[n. c0s(0.80321) + n,5in(0.80327)]
+ e~ *8513T[n. 0s(0.80327) + n,sin(0.803217)]
e~ +85137[0,7017C, cos(0.80321) + 0.7017C5 sin(0.80321)]
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elde edilir. Burada
€ =c1,C = ¢+ ¢3,C3 = i(c; — ¢3),
ny; = —0.4048C, — 0.3243(C5,n, = —0.4048C;5 + 0.3243C,,
ny = —0.1937C, + 0.4483C5,n, = (—0.1937C5 — 0.4483C,)
seklindedir.

Ozel ¢6zliim ise

Ay
Vs = |Az
A3
seklinde arastirilir ve denklemde yerine yazilirsa
—16.5516 [—7.3402 —2.5256 —1.7617][41
—9.5562 [ =|-0.5256 —5.5786 —1.0171|[4;
2.3702 [—1.7617 —0.0171 —-5.8722114;

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimii yardimiyla 6zel ¢6ziim

1.9006 ]
ys = | 1.7124
—0.97881
seklinde bulunur. Dolayist ile genel ¢6ziim
Y=YntYs
U
dir. y = | V | oldugundan verilen baslangi¢ degerleri ile
w
u(o) 3.5233 1.9006 0.8460C; — 0.4048C, — 0.3243C;
y(0) =[V(0)|= [2.0342] — [ 1.7124 ] = [0.261461 —0.1937C, + 0.4483C;
W (0) 2.3489 —0.9788 0.4648C; + 0.7017C,

0.2614 —0.1937 0.4483 ||(;
0.4648 0.7017 0 Cs

= C; = 3.1803,C, = 2.6357,C5 = 0.0025
seklinde elde edilir. Buradan cismin hiz bilesenleri

U(1) 2.6904¢ 7908841 4 o=485137[_1 0677 cos(0.80327) + 0.8538sin(0.80327)]
V(7) | = [0.8313¢79-08847 4 ~485137[_() 5094 c0s(0.80327) — 1.1822 5in(0.80327)]
W(7) 1.4781e 908841 | o—485137[1 8496 c0s(0.80327) + 0.00185in(0.80327)]

1.9006 ]

[0.8460 —0.4048 —0.3243] [61]

+ 1 1.7124

—0.9788
seklindedir. Dolayisi ile boyutsuz denklemin konum bilesenleri iki tarafin T ‘ya gore

integrali alinarak
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X(1) —0.2960e 908847 1 o—485137[() 1859 ¢05(0.80327) — 0.20685in(0.80327)]
Y(©)| = | —0.0915¢ 908847 | o—485137[() 1415 c0s(0.80327) + 0.2203 sin(0.80327)]
Z(7) —0.1626¢ 908847 | o—485137[_() 3711 c0s(0.80327) + 0.06115in(0.80327)]

1.90067 + C,

+|1.71247 + Cs

0.97887 + C;

olarak bulunur. Cismin baslangigtaki konumu orijin alindigindan keyfi sabitler
¢, = —0.1102,C5; = 0.05,C¢ = —0.5338

olarak elde edilir. Dolayist ile genel ¢ozim

X() —0.2960¢ 908847 4 o=4.85137[() 1859 c0s(0.80327) — 0.2068sin(0.80321)]
Y()| = | —0.0915e~9-08847 4 o=485137[() 1415 c0s(0.80327) + 0.2203 sin(0.80327)]
Z(7) —0.1626¢ 908847 | o—485137[_() 3711 c0s(0.80327) + 0.06115in(0.80327)]

+| 1.7124t + 0.05

—0.9788t — 0.5338
seklindedir. Elde edilen genel ¢6ziim, cismin Taylor ac¢ilimi ile elde edilen analitik bir

1.90067 — 0.1102 ]

yaklasimdir. Ayrica Ornek 6.4’te bulunan sayisal ¢6ziim ile elde edilen analitik yaklasimin
grafikleri asagida verilmektedir. Asagida noktalarla gosterilen grafik, analitik yaklagimi
gosterirken diiz ¢izgiler ile gosterilen grafik MATLAB ODE coziiciiler ile elde edilen

sayisal ¢oziimii gostermektedir.

0.5 0.35 0.2
0.4 o3
0.25 B 0.15
0.3 o.2
= = ~ 0.1
o2 i 0.15
0.1
0.1 0.05
0.05
o o o
o 0.05 0.1 0.15 0.2 o 0.05 0.1 0.15 0.2 o 0.1 o.2
t t t
0.35 0.2 0.2
0.3 |
o.25 | 0.15 0.15
0.2 |
- ~ 0.1 ~ 0.1
0.15
0.1 r- 0.05 [ 0.05 |-
0.05
o o o
o 0.2 0.4 o.e o.8 o 0.5 1 o 0.2 0.4

Sekil 30. Boyutsuzlastirilmis denklem sistemin analitik ve sayisal ¢oziimi
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6.4. Newton Sicrama (Restitution) Yasasi

Newton sigrama yasasina gore, eger iki cismin ¢arpismadan Onceki hizlar1 sirasiyla
V4, U, ve carpismadan sonraki hizlar sirasiyla u,, u, ise hizlar1 arasinda asagidaki baginti

mevcuttur.

U — Uy = e (V1 — V) (45)
Buradaki e, sabitine “sigrama sabiti” adi verilir. Bu yasaya gore sigrama Sabitinin,
cisimlerin ¢arpistiktan sonraki hizlar1 farkinin ¢arpismadan Onceki hizlar1 farkina orani

oldugu goriilmektedir. Bu deger ideal elastik ¢arpismalar i¢in 1’e ¢ok yakin iken, daha az

elastik carpigmalar i¢in 1’den kiiciik sifira yakin bir degere esittir.

Carpismadan once;

[ v
@ @
Uu
Carpismadan sonra 2 Uy

Sekil 31. Iki cismin ¢arpismadan dnce ve sonraki hizlar

Sekil 32°deki gibi zemine dik bir sekilde birakilan top g6z 6niine alinsin. Eger topun
zemine vurmadan 6nceki hiz1 v;, zeminden sigradigr andaki hiz1 u, ise bu takdirde Newton

sigrama yasasina gore

ul = elvl = 81 = — (46)

dir.
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Zemine vurmadan 6nce Zemine vurduktan sonra
I
) I
Zemin Zemin

Sekil 32. Bir top zemine dik olarak birakilirsa ¢arpmadan onceki ve
carptiktan sonraki hizi

(47) bagintisindan goriildiigii tizere bir top zemine diiz bir sekilde ¢arptiginda hizinda
e, kati kadar bir degisim gergeklesir. Ayrica Sekil 33°deki gibi, eger bir top zemine dik bir
sekilde gelmiyorsa bu durumda Newton sigrama yasasina gore sigramadan Onceki ve
sonraki hizlar1 arasinda

Uy = e

bagintis1t mevceuttur. Ayni zamanda top, gelis acisi ile esit ac1 yapacak sekilde yansir.

Zemine vurmadan once

Zemine vurduktan sonra @
@

V1
u
gelis agls‘ll\ ; yansima agis)

gelis acgis1 = yansima agisi

Sekil 33. Bir topun zeminden bir a¢1 yaparak yansimasi

6.4.1. Durma Anina Kadar Futbol Topu Yériinge Modeli

Bir futbol topuna belli bir hizla +y yoniinde vuruldugunu géz 6niine alalim ve topun
durma anina kadar nasil bir yol alacagini inceleyelim. Bunun igin ilk olarak ii¢ boyutlu

uzayda elde edilen (38) denklemleri Euler yontemi yardimiyla ¢6zmek suretiyle topun yere
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diisme zamani sayisal olarak bulunur. Bu deger t; olsun. Bu t; aninda topun konum
bilesenleri ve hiz bilesenleri olan

(x(t1): y(t1), Z(t1)) ve (Ux(t1); vy(tl)' Uy (tl))
degerleri belirlenir. Newton si¢grama yasasina gore, sicrama aninda cismin hiz vektoriinde e
sabiti kadar degisim meydana geldiginden hiz vektorii e; sabiti ile carpilir. Fakat burada
dikkat edilmesi gereken nokta, Sekil 34 ve 35’de goriilecegi iizere, cismin sigrama
anindaki hiz bileseninin z yoniindeki bileseni yere carptigi andaki yoniin tersi yonde
oldugudur. Dolayisiyla sicrama aninda cismin yeni hiz degerleri

(91vx(t1):e1vy(t1);_31Vz(t1))
olarak alinir. Elde edilen konum vektorii ve hiz vektorii topun yeni baslangic degerleri
olarak alinir ve cismin bir sonraki sigrama anina kadar olan yoriingesi Euler yontemi ile
belirlenir. Bu sekilde devam edilerek

7] < &

olana kadar cismin yoriingesi elde edilir.

z u, = ucosé

-

xX—=y
dizlemi v, = vcosf

Sekil 34. Futbol topunun zemine vurduktan 6nceki ve sonraki z ekseniyle
yaptig1 acilar

4 vy = VCOSQ
v l
¢
> Uy = UCOSP V, = VCOSP
x
%
u
Uy = UCOSP

Sekil 35. Zemine vurarak yansiyan futbol topunun x — y diizlemindeki agilar1
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Hiz bilesenleri i¢in gegerli olan durum dénme vektorii bilesenleri igin de gecerlidir.
Yani topun yere vurdugu andaki donme vektorii

@ = (W, Wy, wz)
ise topun sigradigi andaki donme vektorii

Wy = ey = (eyy, 20y, W)
seklindedir. Fakat burada topun sigramadan 6nceki donme yonii ile si¢radiktan sonraki
donme yonii degismemektedir.

Burada dikkat edilmesi gereken bir diger nokta ise yukarida kullanilan e; ve e, sabit
degerlerinin ne olacagidir. Bu deger topun bulundugu ortama gore degisir. Ornegin, bir
topun beton bir zemine birakildiginda gergeklesen sigrama yiiksekligi, topun ¢im zemine
vurdugu andaki sigrama yiiksekliginden fazladir. Benzer sekilde toprak zemindeki sigrama
yiiksekligi ile ¢im zemindeki sigrama yiiksekligi farklidir. Bu gibi durumlar géz 6niine
alindiginda futbol topunun bulundugu ortama gore alinan e, sabitlerinin de farklilik
gosterdigi goriilmektedir. Bu farkliliklardan olusan yoriinge degisimini gézlemlemek i¢in
dénmede her bir sigrama anindaki degisim katsayisi olan e, degeri 0.4 alinmak suretiyle

topun farkli 0 < e; < 1 degerlerindeki yoriingeleri incelenebilir.

60

Sekil 36. Farkl1 sigrama sabitleri i¢in durma anina kadar yoriinge grafikleri
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Sekil 36’daki grafik e; degerinin 0.2 ile 0.8 arasinda aldig1 degerlere gore topun
yoriingelerini gostermektedir. Beklendigi gibi e; degeri arttikca her bir sigrama aninda
alinan v degeri arttig1 i¢in y yoniinde aldigi yol ve sigrama yiiksekliginin arttigi goriiliir.
Bu sebeple topun bulundugu zemin topun yodriingesinin incelenmesi bakimindan énemlidir.

Ornek 6.6: Futbol topunun ¢imen bir zeminde hareket ettigi diisiiniilsiin. Bir
futbolcunun topa saatte 30 m’lik bir ilk hiz ile +y yoniinde vurdugu ve bu hiz vektoriiniin
y ekseni ile pozitif yonde 22.5°’lik a¢1 ve z ekseni ile pozitif yonde 30°’lik a¢1 yaptigi ele
alinsin. Ayrica topun baslangigta 8 devir/s’lik bir agisal hiz ile +z yoniinde dondiigi
kabul edilsin. Alinan baslangi¢ degerleri i¢in topun hiz degeri € = 1 degerinden kiigiik
olana kadar yoriingesi incelensin. Burada topun yerden her sigramasinda topun hizinda
azalmaya neden olacak e; sabiti 0.8 ve donme igin de bu degerin 0.2 oldugu diisiiniilsiin.

Bu durumda asagidaki yoriinge grafikleri elde edilir.

Sekil 37. e; = 0.8 degeri i¢in futbol top ydriingesi
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6.5. Serbest Vurus Hareketi

Bu boliimde topun baslangigtaki hiz biiyiikliigii v, 1n ve donme vektorii @ nin sabit
oldugu g6z oniine alindiginda serbest vurusta topun kaleyi bulmasi i¢in topa verilmesi
gereken baslangi¢ hiz vektoriiniin x — y diizlemiyle yaptig1 pozitif yonlii yiikselme agisinin
ve x —y diizleminde y ekseniyle yaptig1 pozitif yonlii aginin nasil alinmasi1 gerektigi
incelenmektedir. Fakat bazi serbest vuruslarda top kaleyi buldugu halde kaleciler
tarafindan rahatlikla yakalanabilecegi noktalara gitmektedir. Bunun sonucunda kullanilan
serbest vurus, skor iiretmeye katki saglamamaktadir. Bu durumu engellemek igin topu
kalecinin bulundugu kosenin ters kosesindeki 90 diye tabir edilen, yan direk ile iist diregin
kesisim noktasina gondermek en iyi yontemdir. Boylece kalecinin topa yapacagi hamleler
topu yakalamasi i¢in genelde yeterli olmayacaktir. Bu yiizden topa vurulacak agilari
belirlerken ilk amag topu 90’a atmak olmalidir. Fakat bu durumda baslangi¢ hiz biiyiikligii
sabit tutuldugundan topu 90’a atmak i¢in elde edilen baslangi¢ hiz vektoriiniin eksenlerle
yaptig1 acilar, toptan 9.15m uzaklikta kurulan baraj tizerinden ge¢mesi igin yeterli
olmayabilir. Bu durumda top baraja garparak geri déner. Dolayisiyla boyle durumlarda top
barajin Ustiinden gegirilmek istenirse topa ya daha kiiciikk bir hiz biyiikligii verilerek
atilmal ya da topun kaleye olan uzaklig: arttirilmalidir.

Bu ¢aligmada topun 90’a gitmesi i¢in gerekli agilar1 bulmada kullanilacak yontem,
Egik Atis yontemi olarak bilinen sayisal yontemdir. Bu yontem ile topun 90’a gitmesi i¢in
gerekli olan agilar egik atig yontemi ile yaklagik olarak bulunur ve bu agilar igin topun
baraj1 ge¢ip gecmedigi kontrol edilir. Eger top baraji gegip doksana gitmis ise iyi bir atig
yapildig1 fakat baraji gecememis ise topa daha az hiz biiyiikliigii verilmesi gerektigi veya
kaleye olan mesafenin arttirilarak daha iyi bir vurusun yapilabilecegi belirtilmelidir. Bu
durumlar incelerken 6rneklerde topun Sekil 38’deki gibi, kalenin sol yan direginin solunda
oldugu kabul edilir ve topun sol diregin doksanina gitmesi i¢in gerekli olan acilar egik atis
yontemi ile sayisal olarak bulunmaya galisilir. Sekil 38’deki parametrelerin bazilar1 futbol

kurallar1 igerisinde belirlenmistir ve bu degerler Tablo 2’de verilmistir.

Tablo 2. Futboldaki standart parametreler

Parametreler Tipik Degerler

Kale genisligi 7.32m
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Tablo 2’nin devami

Kale direginin yiiksekligi 244m
Baraj ile top arasindaki mesafe 9.15m
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Sekil 38. Frikik atig1 yoriinge sematigi

Bu ¢alismada egik atis yontemi i¢in asagidaki algoritma kullanilmaktadir.
1. Verilen parametreler: vy, @, top ve kale arasindaki matematiksel uzaklik, baraj
yiiksekligi ve kaleye olan mesafe
2.Baglangic hiz vektoriinin x —y diizlemi ile yaptig1 yiikselme agis1 ve x —y

diizlemindeki izdiisiimiiniin y ekseni ile yapilan ag1 sifir al.
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3. Euler yontemiyle cismin kaleye ulastigindaki x ve z eksenlerinde aldiklar1 yolu belirle.
Elde edilen degerler x4, z; olsun.
4. Yikselme agisini ve izdiisiim agisini belirle.
4. a. Eger (2.44 — z;) < eps ise yiikkselme agis1 uygun.
4.b. Eger (2.44 — z;) > eps ise yilikselme agisini bir veya yarim derece arttir.
4.c. Eger (x; — Ly) < eps ise x — y diizleminde y ekseni ile yapilan a¢1 uygun.
4.d. Eger (x; — L,) > eps ise x — y diizleminde y ekseni ile yapilan ag1y1 bir veya yarim
derece arttir ve 3’e git.
5. Eger (2.44 — z;) < eps ve (x; — L) < eps ise topun baraji ge¢ip gegmedigini kontrol
et.

MATLAB yardimiyla yapilacak bu islem i¢in bir MATLAB GUI programinin sekli
asagida gosterilmektedir. Bu program sayesinde topa verilen baslangig¢ parametrelerine
bagli olarak uygun agilar hesaplanir ve elde edilen degerlere bagli olarak cismin ydriingesi

ilgili sekilde goriiliir.

—Parel s0l90 saj 90
1 haglangig hizinin
baglangg hizi iz y-ekseni lle yapacad) derece
acl
0.8
Al fiz revis haglangig hizinn e
0.6 ylikselme agizi
0.4 agizal hiz derece
y-ekseni agisl wdle aldi yol metre
0.2
agizal hiz derece y'de aldidy yol metre
0 . N . N L yikselme agiz) .
10 no na 1.0k ng 1 Z'dde aleid yol metre
baraj yiksekligi metre
.8 0.8
kaleye uzaklk metre
6 06 YORUM:
kalenin amaglanan yan metre
4 0.4 diredine olan yan uzaklk
2 0.2
0 0 . c
0 0.5 10 0.5 1
hesapla grafigi sil
X-y-Z grafigi y-z grafidi [T] %y grafii temizle

Sekil 39. Frikik hareketi igin MATLAB GUI program kullanic1 arayiizi
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Ornek 6.7: Kaleye 18 m uzakliktaki bir topa 30 m/s’lik bir ilk hiz ile vuruldugu
g6z Oniine alinsin. Topun bulundugu nokta, kalenin sol direginin 0.2 m sol tarafinda olsun.
Bu atis i¢in topa +z yoniinde 5 devir/s’lik bir falso verilsin. Bu durumda topun 90’a
gitmesi i¢in topa verilmesi gereken baslangi¢ hizinin eksenlerle yaptigi agilar ne olmalidir?

Eger serbest vurusta topun Oniine bir baraj kurulmadigi disiiniiliirse egik atig
yontemi ile topun 90’a gitmesi i¢in gerekli agilar, x — y diizleminde y ekseniyle yaptigi
acinin 1.9° ve z ekseniyle yaptigi yiikselme agisinin ise 15.7° oldugu hesaplanir. Fakat
frikik hareketinde toptan 9.15 m uzaklikta baraj kurulacagindan topun bu alinan agilar ile
barajin iizerinden gecmesi gerekmektedir. Elde edilen baslangi¢ agilari ile vurulacak top,
2 m yiikseklige sahip oldugu diisiiniilen barajin tizerinden gegemez. Dolayisiyla top kaleye
gitmeden barajdan geri doner. Burada bulunan x — y diizlemiyle yapilan yiikselme agisi
arttirtlarak topun barajin iizerinden gegirilebilecegi de diisiiniilebilir. Fakat bu durumda
topun kalenin iizerinden disar1 ¢ikacagi goézlemlenir. Ornegin, topa x —y diizlemiyle
16°°1ik bir ag1 verildigi takdirde top baraja ulastiginda z ekseninde aldigi mesafe 2.039 m
olacagindan top baraji gecer. Fakat top 18 m ilerideki kaleye gittiginde z ekseninde aldig1
yol 2.466 m olarak bulunur. Kalenin yerden yiiksekligi 2.44 m oldugundan top kale

diregini siyirarak disari ¢ikar.

0.25

o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

10

< ah
N
o
©

Sekil 40. Ornek 6.7°de barajdan dénen topun ydriingesinin grafigi
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Ornek 6.8: Kaleye olan mesafe 20 m almarak topun Ornek 6.7°deki baslangi¢ hiz1
ve donme ile topun amaglanan hedefe ulasip ulasmadigini aragtiralim.

Bu durumda topun 90’a gitmesi igin gerekli olan minimum agilarin egik atis
yontemiyle y —ekseniyle yaptigi acinin 2° ve x — y diizemiyle yaptig1 ylikselme agisinin
yaklasik olarak 16.2° oldugu gozlemlenir. Bu agilar ile 0.92 sn sonunda topun sol direk
ile st diregin kesistigi noktadan 90’a gittigi goriliir. Fakat bu durumda topun barajin
tizerinden gec¢ip geemedigi kontrol edilmelidir. Bu baslangi¢ hiz degerleri ile top y ekseni
boyunca 9.15 m’ye ulastigi andaki yerden yiiksekligi 2.0783 m olarak elde edilir. Barajin
yiiksekligi 2 m olarak kabul edildiginden top barajin iizerinden gecerek hedefe ulasir.
Omek 6.7°de alinan baslangic hizi icin kaleye olan mesafe iyi bir vurus igin yeterli
olmazken ayni hiz biyiikliigiinde kaleye olan mesafenin arttirilmasinin iyi bir yontem

oldugu goriiliir.

30 T T T T T T

]
1

20

o

25

Sekil 41. Ornek 6.8. hesaplanan baslangi¢ acilar1 icin cismin ydriinge
grafigi



92

Ornek 6.9: Ornek 6.7°de alinan baslangi¢ hiz1 icin kaleye olan mesafe arttirilarak
topun barajin iizerinden gecerek kaleyi bulacagi Ornek 6.8°de gosterildi. Fakat kaleye olan
uzakligi arttirmak yerine baslangi¢c hizinin biiylikliiglinde degisiklik yapilarak top kaleye
ulasabilir mi?

Eger hiz bliyiikligii arttirilirsa topun 90’a gitmesi icin gerekli olan yilikselme agis1
azaltilmalidir. Fakat Ornek 6.7°de daha biiyiik yiikselme ag1s1 igin top barajda kaldigindan
yiikselme agis1 azaltildiginda da topun baraji gegmedigi goriliir. Dolayisiyla topun hizinin
biiyiikliigiiniin arttirilmasi iyi bir atis icin dogru bir tercih degildir. Ornek 6.7°de alinan
baslangi¢ hiz1 25 m/s olarak alinsin. Bu hiz biiyiikliigiinde topun 90’a gitmesi i¢in gerekli
olan acilar egik atig yontemi ile yiikselme agist 19.5° ve x — y diizleminde y ekseniyle
yaptigi ac¢t 2.2° olarak belirlenir. Bu durumda top yaklasik olarak 0.98 s sonunda
amagclanan noktaya gider. Alinan agilar i¢in topun baraji gecip ge¢gmedigi kontrol edilirse,
top 9.15 m uzakliktaki baraja geldiginde z ekseninde aldig1 mesafe 2.363 m olacagindan
top barajin tizerinden gegerek hedefe ulasir. Sonug olarak, eger belli bir hizda kaleye atilan
topun barajdan geri dondiigii dikkate alinirsa topun barajin lizerinden ge¢mesi i¢in, agisal
hiz vektorii sabit kalmak kaydiyla ya hizin biiyiikligii azaltilmali ya da kaleye olan mesafe

arttirilmalidir.

Sekil 42. Ornek 6.9°da hesaplanan baslangi¢ acilar1 icin cismin ydriingesi



7. SONUCLAR

+ Falsonun top yoriingesi lizerinde dnemli bir faktor oldugu yoriinge modeli ile
gbzlemlendi.

% Adomian Ayrisim Yontemi yardimiyla yoriinge modelinin yaklasik ¢oziimleri
elde edildi.

¢ Newton Sigrama (Restittuion) Yasast ile topun durma anina kadar olan
yoriingesini belirlemek iizere mevcut model gelistirildi.

¢ Futbol egitim seminerlerinde de kullanilabilecek kullanici etkilesimli serbest
vurug yoriinge araylizi MATLAB GUI yardimiyla tasarlandi. Uygun baslangig
parametrelerini kabul eden arayiiz, arka planda yoriinge modelini adim adim ¢izerek top

yorlingesini zamanin fonksiyonu olarak arayiiz iizerinde gostermektedir.



8. ONERILER

Bu ¢alismada falsolu bir topun yoriingesi sabit agisal hiz altinda incelendi. Fakat
acisal hiz degisken oldugu durumlar da mevcuttur. A¢isal hizin degisken oldugu durumda
futbol topunun daha gergekgi yoriingesi elde edilebilir. Top yiizeyinin dikisle birlestirilmis
bilesenler veya yapistirilmis farkli sayilardaki bilesenlerden olusmasi durumuna gore top
yorlingesinin nasil degisebilecegi incelenebilir. Top yilizeyindeki ince hava katmaninin
falsolu top ile birlikte hareket ettigi varsayiminin biitiin hizlarda gecerli olup olmadigi
arastirilabilir. Falsolu topta 6zellikle yiiksek hizlarda gézlenen ani yon degistirme nedeni

olan faktor incelenerek, bu olay1 da modelleyecek bicimde yoriinge modeli gelistirilebilir.
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10.EK
Adomian Ayrisim Yontemi

Adomian ayristm yontemiyle ilgili olarak asagida verilen bilgiler Applied
Mathematics and Computation adli dergide yayinlanan “A New Algorithm for calculating
Adomian Polynomials” adli makaleden alinmistir.(Zhu vd., 2005)

Adomian yontemi fiziksel, kimyasal, biyolojik ve matematiksel birgok lineer ve
lineer olmayan probleme uygulamasi olan genis bir siniftir. Adomian ayristirma yontemi,
u(x, t) fonksiyonun terimlerini u, (x, t) bilesenlerinin sonsuz toplamina ayristirir. Yani,

u(x, t) = Z u,(x,t)
n=0
olarak ¢0zlim arastirilir. Ayrica ayristirma metodu nonlineer terim olan F (u(x, t)) i
Ay(uy) + Ay (ug, uqg) + A, (ug, uq, uy) + -+ olacak sekilde ayristirir. Yani,

F(u(x,t) = Z A, (U, Uy, o, Uy)
n=0

olarak ayrisim mevcuttur. Buradaki, A,, terimleri Adomian polinomlari olarak adlandirilir.
Bu polinomlarin bulunmasi i¢in bir¢ok calisma yapildi ve algoritmalar gelistirildi. Bu
caligmada nonlineer sistemler i¢cin Adomian polinomlarinin bulunmasi igin kolay bir yol
verilerek algoritma olusturulmaktadir. Bu algoritma bu ¢alismanin igerisinde
kullanilmaktadir.

Adomian Yaklasimlarinin Bulunmasi i¢cin Algoritma

[lk olarak asagidaki teoremi ele alalim.

Teorem: F(u) = Nu seklinde bir nonlineer fonksiyon ve
u(a) = Yp_, a*u, polinomu u’nun parametrize edilmis gosterimi olsun. Bu takdirde
O"F (u(a)) O"F (X5—o a®uy) O"F(XR_o a®uy)
T gqn la=0 = dan a=0 = dar la=0
dir.
Ispat: u(a) = X5, a®uy oldugundan
n o0
u(a) = Z akuy, + z a®uy,
k=0 k=n+1
seklinde yazilabilir. Buradan
0"F (u(a)) 0" F (Tie=o @ ) O"F (Lo @ g + Ti—ps1 @ wy)
T gqn la=0 = dan a=0 = dan la=0
O"F (Tie=o @ i)
- dan |a=0
olarak bulunur. Bu bagintidan ise
M Fu(@), 0"F(Tho k)
T agn la=0= Fpe la=0

olarak elde edilir. ®
Bu teorem yardimiyla Adomian polinomlarinin nasil hesaplanacagr asagida
verilmektedir.
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Nu(a) = F(u(a)) = ) a*A
kzzo 5

ve u(a) = Y-, a®uy seklinde arastirildigindan

F(u(a)) =F (Z akuk) = i ak Ay

k=0 k=0
seklinde yazilir. Bu F fonksiyonun her iki tarafinin & parametresine gére n. mertebeden
(n = 1,2,3,...) tiirevi alinir ve « yerine sifir yazilirsa, yani

0"F (u(a)) 0" (Zk=o @A)
“gn la=0= EPe la=0
olarak alinirsa teoremden dolay1 sonsuz toplam sonlu toplama gevrilebilir. Boylece
Fu(@),  0n(Np,akAy)
T gn la=0= EPe la=0
elde edilir. Ayrica u ve v fonksiyonlarinin sonsuz toplamlari yerine yazilirsa
O"F (Tie=o @ uy) 0™ (k=0 @A)
dan a=0 = dan la=0
elde edilir. Teoremden dolayi
O"F (X5 a®uy) O"F(XR_o a®uy)
dar a=0 = dar la=0
oldugundan
O"F (Y=o @ uy) 0" (Dk=0 @A)
o a=0 = dan la=0

olarak bulunur. Bu denklemlerde
n =0 almirsa Ay; n =1 alinirsa A;; n = 2 alimirsa A, ve bu sekilde devam edilirse
Az, Ay, ..., Ay, polinomlar1 hesaplanir. B

Adomian polinomlariin nasil elde edildigi gosterildikten sonra yapilmasi gereken
adimlar i¢in bir algoritma verelim.

Adim 1: Nu = F(u) denklemi icin u=uy,+ au; +a?u, + -+ au, =
YR_o a®uy olarak alinir,

Adim 2: F(u) = F(XR_, afu) = Y., a*A, olarak Adomian polinom yaklagimi
uygulanir.

Adim 3: Bu Adomian polinomlarmi bulmak i¢in i = 0,1, ...,n kadar Adim 3 teki
denklamlarin her iki tarafinin a gore tiirevi alinir. Yani,

0'F (Tk=o @ wy) 0' (Tk=o @ Ax)

dat a=0 = dat |a=0

yazilir.

Adim 5: Bu alinan i = 0,1, ..., n kadar ki tiirevler i¢in  yerine 0 (¢ = 0) yazilarak
Ay, A4, A, ..., A, polinomalari hesaplanlr.[G]

ORNEK EK 1: F(u) = u? fonksiyonu i¢in Adomian polinomlarini bulunuz.

COZUM: u = u, + au; + a?u, + - olarak arastirilir. u verilen denklemde yerine
yazilirsa

F(uw) =u? = F(uy + auy + a?uy + -+ )= (up + auy + a?uy ++++)2

olarak elde edilir. F(u) = F(Cr_, a®uy) = Y7, a®A, seklinde bir Adomian polinomu

mevcut oldugundan
n

F(ug + auy + a?uy + ) = (ug + auy + a?u, + )% = Z akAy
=
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seklinde yazilir. Buradaki Adomian polinomlarim1 hesaplamak i¢in Adim 4 ve Adim 5
probleme uygulanir. Yani, i = 0,1, ...,n her iki tarafinin a’ya gore tiirevleri alinarak «
yerine sifir yazilir.

i = 0igin
Ay = uj
dir.i = 1 igin
(A + ady) d(ug + auy)?
da a=0 = ey a=0

= A, = 2uyuy
bulunur. i = 2 i¢gin

0%(Ay + aA; + a?4,) 0% (ug + au; + a?u,)?
aaz a=0 = aaz |G{=0
(A, + 2aA,) 02(uy + auy + a?uy) (uy + 2au,)
ST gy e r la=o

= 24, = 2u? + 4uyu,
= A, = u? + 2uyu,

olarak bulunur.i = 3 i¢in

03(Ag + ad; + a?A, + a34;) 93 (uy + auy + au, + adus)?

aa3 |a=0 = aa3 a=0

yazilarak tiirevler alinir ve @ = 0 yazilirsa

Az = 2uguz + 2uqu,
elde edilir. Bu sekilde devam edilerek diger Adomian polinomlari elde edilebilir.

ORNEK EK 2: Bu ¢alismada 6nemli yer tutan F (u, v) = Vu? + v2 fonksiyonu igin
Adomian polinomlarini hesaplayimniz.

COZUM: Bu durumda F fonksiyonu u ve v olmak iizere iki bilesene sahiptir. Bu
durumda da ilk durumda da yapildig: gibi

uU=uy+au, +a’u, +

ve
v =1, + av; + a’v, + -

seklinde arastirilir ve F fonksiyonu i¢in
n

Fu,v) =Ay+ ad; + a?A, + - = Z aka,
k=0
seklinde bir Adomian polinomlar: ile ayrisimi Adim 4 ve 5’de verildigi gibi hesaplanir.
Verilen kurala gore

6”\/(2’;:0 akuy,)’ + Rz @fvy)? (TR kAL
dam a=0 — dan |a=0
seklinde yazilir. Adim 4 ve 5’e gore , n = 0,1,2, ... her iki tarafin tiirevleri alinarak «a
yerine sifir yazilir.
n = 0 i¢in

Ay = fug + v

olarak bulunur. n = 1 i¢in

0 (B ) + (S @r)? At

da a=0 T |a=0
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0/ (ug + auy)? + (vy + avy)? 9(A, + ady)
= a=0 =T la=0

~ 2(ug + aug)ug + 2(vp + avy)vy UgUy + VoV
= —) = ——F/———
2/ (ug + auy)? + (v + av,)? ¢ Jud + v
dir.m = 2 alinirsa
02 (ug + auy + a?u,)? + (v + avy + a?v,)? 9%(4, + ad; + a?4,)

aaz a=0 = aaz |a=0
0 (up+ auy + a?uy)(uy + 2auy) + (vy + avy + a?v,) (v, + 2av,)

= A

Fy. la=0
da V(o + aug + a?uy)? + (v + avy + a?v,)? ¢

0(A, + 2a4,)
= aa a=0
tiirev alinir ve a yerine sifir yazilirsa
(W + 2ugup + 2vpv, +v7) (Ug + v5) — (Ugly + vovy)?
, =

3
2(ug +v§)z
elde edilir. Bu sekilde devam edilerek diger terimler bulunabilir.
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