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ÖZET 

 

Bu tezin temel amacı grup, halka ve modül kavramlarına ilişkin temel sonuçların ܶܮ-vague grup, ܶܮ-vague halka ve ܶܮ-vague modüllerdeki karşılıklarını incelemektir. 

Bu çalışma iki bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, tezde ihtiyacımız olduğu 

kadarıyla kafes, grup, halka, modül, ܮ-fuzzy alt kümeler, ܮ-fuzzy bağıntılar ve ܶܮ-fuzzy 

fonksiyonlar ile ilgili temel kavramlardan oluşmaktadır. Ayrıca bu çalışmanın temelini 

oluşturan  ܶܮ-vague gruplar ve ܶܮ-vague halkalarla ilgili bilgiler derlenmiştir. 

Çalışmanın özgün bölümünü oluşturan ikinci bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. 

Birinci ve ikinci kısımda ܶܮ-vague gruplarla ve ܶܮ-vague halkalarla ilgili bazı yeni 

özellikler incelenmiş ve ilgili örnekler verilmiştir. Tezin son kısmında ܶܮ-vague modül ve ܶܮ-vague alt modül tanımlanmış ve modüllerdeki temel teoremlerin ܶܮ-vague modülere 

aktarılmıştır. 

 

Anahtar Kelimler: ܶܮ-vague grup, ܶܮ-vague halka, ܶܮ-vague modül. 

 

 

 

 

  



V 
 

 

SUMMARY 

(TL-vague module) 

The purpose of this thesis is to study basic properties of vague notions such as ܶܮ-

vague group, ܶܮ-vague ring and ܶܮ-vague module which are vague versions of the 

structure of group, ring and module. 

This thesis consists of two chapters. Chapter one deals with the basic concepts of 

lattice, group, ring, module, ܮ-fuzzy subset theories, L-fuzzy relations and ܶܮ-fuzzy 

functions which will be needed. Also basic material concerning ܶܮ-vague groups and ܶܮ-

vague rings which make up the basis of the thesis are established. 

Second chapter, which is the original part of this study, consists of three sections. In 

the first and second parts, some new properties of ܶܮ-vague group are investigated and 

give some examples. In the last chapter, the notions of ܶܮ-vague module and ܶܮ-vague sub 

module are transmitted in ܶܮ-vague module of the basic theorems of module is given. 

 

 Key Words: ܶܮ-vague group, ܶܮ-vague ring, ܶܮ-vague module 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş  

 

Belirsizlik veya bulanıklık kavramları; niteliği tam anlaşılamayan, iyi seçilmeyen, 

açık seçik görülmeyen veya net olmayan şeklinde tanımlanabilir. İnsan aklı bulanıklık 

içeren durumları matematiksel olarak ifade etmek için derecelendirme kavramını 

oluşturmuştur. Bulanıklık, dereceli üyelik kavramı yardımı ile bilim dünyasına ilk kez 

1965 yılında Azeri matematikçi A. Lotfi Zadeh [43] tarafından taşınmıştır. Zadeh’in 

bulanık (fuzzy) kümeler teorisi olarak adlandırdığı teorisinde, bulanık kümeler, kesin 

sınırları belirli olmayan olayları tanımlamak ve matematiksel olarak modellemek amacıyla 

kullanılır. Bilgisayar sistemleri, kontrol mühendisliği gibi matematiksel otomasyon 

gerektiren modellemelerde bulanık kavramlara ihtiyaç duyulmuştur.  

Zadeh’in [43]’de tanıttığı bulanık küme teorisi birçok bilim insanının çalışmalarına 

ışık tutmuştur ve teorinin gelişmesine katkıda bulunmuştur.  Fuzzy altkümeler teorisinin 

bir genellemesi olarak 1967 yılında Goguen [19] fuzzy altkümelerini bir kafes üzerinde 

tanımlamıştır. 1971 yılında Rosenfeld [30] fuzzy kümeler teorisini gruplar teorisine 

uyarlamıştır. Anthony ve Sherwood [1] Rosenfield’ın tanımlarını ሾ0,1ሿ kafesi üzerindeki 

“min” ikili işleminden daha genel olan t-normlara genişletmiştir.  

Fuzzy bağıntı kavramı Zadeh [43] tarafından tanıtılmış ve Rosenfield [32], Tamura 

[40], Yeh ve Bang [41] tarafından bu kavrama önemli gelişmeler ilave edilmiştir. 

Fuzzy cebirsel yapılar klasik ikili işlemler altında uzun yıllar çalışıldı. Bu konuda 

temel eksiklik fuzzy ikili işlem için gerekli fuzzy fonksiyon kavramıydı. Birçok araştırmacı 

bu eksikliği gidermek için çalışmalar yapmıştır [25, 33, 38]. Başlangıçta fuzzy fonksiyon 

ve fuzzy homomorfi tanımları adı altında yayınlanan makalelerde fonksiyon ve homomorfi 

kavramları fuzzye aktarılamadı. Klasik fonksiyon ve homomorfi tanımı dışında bu konuda 

ilk olarak fuzzy halka homomorfi tanımı 1992 yılında Malik ve Mordeson [25] tarafından 

verildi. Daha sonrasında Sasaki [33] ve Sidky [38] makalelerinde fuzzy fonksiyon 

kavramını ele almışlar ve bu tanımı yine fuzzye aktarılamadı.  

Bir kafes üzerinde t-norm ve fuzzy denklik bağıntı yardımıyla fuzzy fonksiyon 

kavramı Höhle ve Porst [20], Sostak [39], Kim, Monk ve Neggers [22], Demirci [8, 10, 11, 

14] ve daha birçok araştırmacı tarafından incelenmiştir. Bu çalışmaların ardından 1999 
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yılında Demirci [6], fuzzy fonksiyon kavramı yardımıyla vague ikili işlem tanımını 

vermiştir. Daha sonra bu konuyla ilgili vague gruplar [3, 4, 7, 9, 26, 34, 35, 36], vague 

halkalar [5, 30, 37], vague universal cebirler [29] ve vague kafesler [12, 13, 18] 

incelenmiştir.  

Tüm bu çalışmalar ışığında gruplar ve halkalar teorisinde mevcut olan ancak vague 

anlamında incelenmeyen bazı özellikler ve vague modül teorisi incelenecektir. 

Bu çalışmanın birinci bölümü beş kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısmında kafesler 

ve ݐ-normlar; ikinci kısmında gruplar, halkalar ve modüller; üçüncü kısmında ܮ-fuzzy alt 

kümeler ve  ܮ-fuzzy bağıntılar ve dördüncü kısmında ve ܶܮ-fuzzy fonksiyonlar kavramları 

[8, 10, 11, 14] kaynaklarından verilmiştir. Beşinci kısımda ܶܮ-vague gruplar ve ܶܮ-vague 

halkalara ilişkin temel bilgiler [6, 7, 30, 34, 37] kaynaklarından derlenerek verilmiştir.  

Tezin ikinci bölümü özgün sonuçlardan oluşmaktadır. Birinci ve ikinci kısımda 

vague grup ve vague halkalara ait [6, 7, 30, 34, 37] çalışmalarında incelenenlerin dışında 

klasik teoride mevcut olup vague anlamında incelenmeyen cebirsel yapıları içermektedir. 

Bölümün son kısmında ise ܶܮ-vague modül tanımı verilerek modül teorisinin önemli 

kısımları bu alana taşınmıştır. 

 

1.2.Kafesler ve ࢚-normlar 

 

Bu kısım tez boyunca ihtiyaç duyulan kafesler ve t-normlar ile ilgili tanım ve 

teoremleri içermektedir ve kaynak olarak [2] ve [23]’den yararlanılmıştır.  

 

Tanım 1.2.1 [2]: ܮ ്   ܮ üzerinde bir bağıntı olsun. “” bağıntısına  ܮ ”bir küme ve “ 
üzerinde bir sıralama bağıntısı denir: ֞ 

i) Her ܽ א ܽ için ܮ  ܽ, 

ii) Her ܽ, ܾ א ܽ için ܮ  ܾ ve ܾ  ܽ ise ܽ ൌ ܾ, 

iii) Her ܽ, ܾ, ܿ א ܽ için ܮ  ܾ ve ܾ  ܿ ise ܽ  ܿ 

dır. 

 

Tanım 1.2.2 [2]: ܮ kümesi üzerinde “” sıralama bağıntısı varsa ܮ kümesine sıralı küme 

denir ve ሺܮ, ሻ notasyonu ile gösterilir. 
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Tanım 1.2.3 [2]: ሺܮ, ሻ  sıralı küme ve ܣ ك  .olsun ܮ

i) Her ܽ א ݔ için ܣ  ܽ ise ݔ א  .kümesinin bir alt sınırı denir ܣ elemanına ܮ

ii) Her ܽ א ܽ için ܣ  ݕ ise ݕ א  .kümesinin bir üst sınırı denir ܣ elemanına ܮ

 

Tanım 1.2.4 [2]: ሺܮ, ሻ sıralı küme, ܣ ك ve ܽ ܮ א  .olsun ܣ

i) Her ܽ א için ܽ  ܣ ܽ ise ܽ elemanına ܣ kümesinin en küçük elemanı denir. 

ii) Her ܽ א ܽ için ܣ  ܽ ise ܽ elemanına ܣ kümesinin en büyük elemanı denir. 

Genel olarak bir kafesin en küçük elemanı “0” ve en büyük elemanı ise “1” ile 

gösterilir. 

 

Tanım 1.2.5 [2]: ሺܮ, ሻ sıralı küme, ܣ ك  kümesinin, tüm alt sınırlarının ve üst ܣ ve ܮ

sınırlarının oluşturduğu kümeler sırasıyla ܣ௧ ve ܣü௦௧ ile gösterilsin. Bu takdirde; 

i) ܣ௧ ്  olan bir küme ve bu kümenin en büyük elemanı mevcut ise bu 

elemana ܣ kümesinin en büyük alt sınırı (infimumu) denir ve ݂݅݊ר ,ܣ ٿ ,ܣ ܽא  

notasyonlarından biri ile gösterilir. 

ii) ܣü௦௧ ്  olan bir küme ve bu kümenin en küçük elemanı mevcut ise bu 

elemana ܣ kümesinin en küçük üst sınırı (supremumu) denir ve ש ,ܣݑݏ ڀ ,ܣ ܽא  notasyonlarından biri ile gösterilir. 

 

Tanım 1.2.6 [2]: ሺܮ, ሻ sıralı bir küme olsun. 

i)  ܮ kümesine kafes denir: ֞ Her ܽ, ܾ א ,için  ݂݅݊ሼܽ ܮ ܾሽ ൌ ܽ ר ܾ ve  ݑݏሼܽ, ܾሽ ൌ ܽ ש ܾ mevcuttur. Bu durum ሺܮ, , ,ר  .ሻ şeklinde gösterilirש

ii) ܮ kümesine zincir denir: ֞ Her ܽ, ܾ א ܽ için ܮ  ܾ veya ܾ  ܽ dır. 

iii) ܮ kümesine tam kafes denir: ֞  Her ܣ ك  .mevcuttur ܣݑݏ ve ܣ݂݊݅ için ܮ

 

Teorem 1.2.7 [2]: ሺܮ, ሻ  sıralı bir küme olsun. 

i) ܮ tam kafestir ֞ 1 א ܣ ve her ܮ ك  .mevcuttur ܣ݂݊݅ için ܮ

ii) ܮ bir zincir ise ܮ bir kafestir.  

iii) ܮ bir tam kafes ise bir kafestir.  
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Tanım 1.2.8 [2]: ሺܮ, ሻ bir kafes olsun. 

i) ܮ’ye alttan sınırlı kafes denir : ,ܮnin en küçük elemanı mevuttur. Bu durum ሺ’ܮ ֞  ,0ሻ notasyonu ile gösterilir. 

ii) ܮ’ye üstten sınırlı kafes denir : ,ܮnin en büyük elemanı mevuttur. Bu durum ሺ’ܮ ֞  ,1ሻ notasyonu ile gösterilir. 

iii) ܮ’ye sınırlı kafes denir : ֞ ,ܮkafesi üstten ve alttan sınırlıdır. Bu durum ሺ ܮ   ,0,1ሻ notasyonu ile gösterilir. 

 

Her tam kafes sınırlıdır, ancak tersi genelde doğru değildir. 

Örnek 1.2.9: Şekil 1’deki “” sıralaması ile Գ doğal sayılar kümesi sınırlı bir kafestir. 

Ancak ሺԳ, ሻ bir tam kafes değildir. 

 

 

Şekil 1. Örnek 1.2.9’daki kafes yapısı 

 

Tanım 1.2.10 [23]: ሺܮ, ,ש,ר ,0,1ሻ tam kafesi üzerinde tanımlı ܶ: ܮ ൈ ܮ ՜  ikili işlemine ܮ

bir ݐ-norm denir : ֞ 

T1) Her ݔ, ݕ א ,ݔiçin ܶሺ ܮ ሻݕ ൌ ܶሺݕ,  ,ሻݔ

T2) Her ݔ, ,ݕ ݖ א ,ݔiçin ܶሺܶሺ ܮ ,ሻݕ ሻݖ ൌ ܶ൫ݔ, ܶሺݕ,  ,ሻ൯ݖ

T3) Her ݔ, ,ݕ ݖ א ݔ için ܮ  ,ݔise  ܶሺ ݕ ሻݖ  ܶሺݕ,  ,ሻݖ

T4) Her ݔ א ,ݔiçin ܶሺ ܮ 1ሻ ൌ   ݔ

dir. 

 

Örnek 1.2.11 [16]: 0 ՜ ܽ ՜ 1 sıralaması ile verilen ܮ ൌ ሼ0, ܽ, 1ሽ  kafesi üzerindeki bütün  ݐ-normlar aşağıda verilmiştir. 
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Tablo 1. ܮ ൌ ሼ0, ܽ, 1ሽ  kafesi üzerindeki ݐ-normlar tablosu 

 ଵܶ 0 ܽ 1  ଶܶ 0 ܽ 1 

0 0 0 0  0 0 0 0 ܽ 0 0 ܽ  ܽ 0 ܽ ܽ 

1 0 ܽ 1  1 0 ܽ 1 

 

Örnek 1.2.12 [23]: Aşağıda ܮ ൌ ሾ0,1ሿ tam kafesi üzerinde tanımlanan temel ݐ-normlar 

verilmiştir. 

a) ெܶሺݔ, ሻݕ ൌ min ሺݔ,  ሻ,                                                                     (Minimum)ݕ

b) ܶሺݔ, ሻݕ ൌ .ݔ  (Çarpım)            ,ݕ

c) ܶሺݔ, ሻݕ ൌ maxሺݔ  ݕ െ 1,0ሻ            (Lukasiewicz) 

d) ܶሺݔ, ሻݕ ൌ  ൝ ݕ                   ,ݔ ൌ ݔ                  ,ݕ1 ൌ ݔ    ,0  1 ് 1 ve ݕ ് 1                    (Kesin Çarpım) 

 

Teorem 1.2.13 [23]: ܮ bir tam kafes ve ܶ, ܮ üzerinde bir ݐ-norm olsun. Bu takdirde 

aşağıdaki koşullar gerçeklenir. 

1) Her ݔ, ݕ א ,ݔiçin ܶሺ ܮ ሻݕ   .dir ݕٿݔ

2) Her ݔ א ,ݔiçin ܶሺ ܮ 0ሻ ൌ ܶሺ0, ሻݔ ൌ 0 dır. 

3) Her ݔଵ, ,ଶݔ ,ଵݕ ଶݕ א ଵݔ için ܮ  ଵݕ  ଶ veݔ  ,ଵݔଶise  ܶሺݕ ଵሻݕ  ܶሺݔଶ,  .ଶሻ dirݕ

 

Örnek 1.2.14: ܮ ൌ ቄଵ ቚ݊ ൌ 1,2, … ቅ  ሼ0ሽ kafesi olsun. Bu takdirde; 

i) ܶሺܽ, ܾሻ ൌ ۔ۖەۖ
ۓ 0,                                              ܽ. ܾ ൌ 0ܽ,                                                  ܾ ൌ 1ܾ,                                                  ܽ ൌ 1ଵା ,              ܽ ൌ ଵ , ܾ ൌ ଵ , ݉  1, ݊  1 

ii) ܶሺܽ, ܾሻ ൌ ቊ 0,                ܽ. ܾ ൌ 0ଵାିଵ ,                 ܽ ൌ ଵ , ܾ ൌ ଵ 

ikili işlemleri ݐ-normdur. 
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1.3. Gruplar, Halkalar ve Modüller 

 

Bu kısımdaki tanım ve teoremler Hungerford [21]’dan derlenmiştir. 

Tanım 1.3.1 [21]: ܩ ് " olan bir küme ve  כ   .üzerinde tanımlı bir ikili işlem olsun ܩ , "

Bu takdirde; 

i) ܩ’ye yarı grup denir : ֞ Her ܽ, ܾ, ܿ א ܽ için ܩ כ ሺܾ כ ܿሻ ൌ ሺܽ כ ܾሻ כ ܿ dir. 

ii) ܩ yarı grubuna monoid denir : ݁ ֞ א ܽ öyleki her ܩ א  için ܩ

 ܽ כ ݁ ൌ ݁ כ ܽ ൌ ܽ dır. 

iii) ܩ monoidine grup denir : ֞ Her ܽ א ଵିܽ için ܩ א    öyle ki ܩ

 ܽ כ ܽିଵ ൌ ܽିଵ כ ܽ ൌ ݁ dir. 

iv) ܩ grubuna değişmeli grup denir : ֞ Her ܽ, ܾ א  için ܩ

     ܽ כ ܾ ൌ ܾ כ ܽ dır. 

(ii)’de ifade edilen ݁ א elemanına birim eleman, (iii)’de ifade edilen ܽିଵ ܩ א  ܩ

elemanına ise ܽ elemanının tersi denir. 
 

Örnek 1.3.2: Ժଶ kümesini grup yapan bütün ikili işlemler aşağıdaki şekildedir. 

 

Tablo 2. Ժଶ üzerindeki bütün grupların tablosu 
 ଶ 0ത 1ത 0ത 0ത 1ത  0ത 1ത 0ത 1ത 1ത 0ത  1ത 0ത 1തכ  ଵ 0ത 1തכ 

 

Tanım 1.3.3 [21]: ܩ bir grup ve  ് ܪ ك  grubundaki ikili ܩ kümesi ܪ olsun. Eğer ܩ

işleme göre bir grup ise ܪ’ya ܩ’nin alt grubu denir. Bu durum ܪ   notasyonu ile ܩ

gösterilir. 
 

Teorem 1.3.4 [21]: ሺכ,ܩሻ bir grup ve  ് ܪ ك ܪ olsun. Bu takdirde ܩ    ֞ ܩ

i) Her ܽ, ܾ א ܽ için ܪ כ ܾ א  ,ܪ

ii) Her ܽ א için ܽିଵ ܪ א   ܪ

dır. 
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Tanım 1.3.5 [21]: ሺכ,ܩሻ bir grup ve ܪ, ܭ א Եሺܩሻ\ሼሽ olsun. Bu takdirde ܪ כ  ଵିܪ ve ܭ

kümelerine ܪ ile ܭ’nın çarpımı ve ܪ’ın tersi denir ve aşağıdaki şekilde tanımlanır; 

ܪ  כ ܭ ൌ ሼ݄ כ ݇| ݄ א ݇   ,ܪ א ଵିܪ      ,  ሽܭ ൌ ሼ݄ିଵ| ݄ א  ሽܪ

dır. 

 

Bu durumda Teorem 1.3.4 aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

Teorem 1.3.6 [21]: ሺכ,ܩሻ bir grup ve  ് ܪ ك ܪ olsun. Bu takdirde ܩ  ܪ ֞ .dir’ܩ כ ܪ ك ଵିܪ  ve ܪ ك  .dır ܪ

 

Tanım 1.3.7 [21]: ሺכ,ܩሻ ve ሺל,ܪሻ yarı gruplar olsun. ݂: ܩ ՜  fonksiyonuna ܪ

homomorfizm denir : ֞ Her ܽ, ܾ א   için ܩ
            ݂ሺܽ כ ܾሻ ൌ ݂ሺܽሻ ל ݂ሺܾሻ  

dir. 

 

Tanım 1.3.8 [21]: ܴ ് " , olan bir küme   " ve  " כ "  ܴ üzerinde tanımlı iki ikili işlem 

olsun. ሺܴ, ,כሻ üçlüsüne bir halka denir: ֞ 

i) ሺܴ, ሻ değişmeli grup, 

ii) Her ܽ, ܾ, ܿ א ܴ için ܽ כ ሺܾ כ ܿሻ ൌ ሺܽ כ ܾሻ כ ܿ , 

iii) Her ܽ, ܾ, ܿ א ܴ için ܽ כ ሺܾ  ܿሻ ൌ ܽ כ ܾ  ܽ כ ܿ ve ሺܽ  ܾሻ כ ܿ ൌ ܽ כ ܿ  ܾ כ ܿ 

dır. 

Halka tanımına ek olarak ; 

 ܴ halkasına birim elemanlı halka denir. ֞ ݁ א ܴ öyleki her ܽ א ܴ için  

   ܽ כ ݁ ൌ ݁ כ ܽ ൌ ܽ dır. 

 ܴ halkasına değişmeli halka denir. ֞ Her ܽ, ܾ א ܴ için 

 ܽ כ ܾ ൌ ܾ כ ܽ dır. 

 

Tanım 1.3.9 [21]: ܴ bir halka ve  ് ܵ ك ܴ olsun. ܵ, ܴ üzerindeki ikili işlemlere göre bir 

halka ise ܵ’ye ܴ’nin alt halkası denir.  

 

Tanım 1.3.10 [21]: ܴ bir halka ve  ് ܫ ك ܴ ve ܫ alt halka olsun. 

: ya sol (sağ) ideal denir’ܫ  ֞ Her ܽ, ܾ א ݎ ve ܫ א ܴ için  

 ܽ െ ܾ א ݎ  ve ܫ כ ܽ א ሺܽ  ܫ כ ݎ א   ሻ ܫ

dır. ܫ sol ve sağ ideal ise ܫ’ya ideal denir. 
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Tanım 1.3.11 [21]: ሺܴ, ,כሻ ve ሺܵ, ۩, ۪ሻ halkalar olsunlar. ݂: ܴ ՜ ܵ fonksiyonuna halka 

homomorfizması denir: ֞ Her ܽ, ܾ א ܴ için   
                 ݂ሺܽ  ܾሻ ൌ ݂ሺܽሻ۩݂ሺܾሻ ve ݂ሺܽ כ ܾሻ ൌ ݂ሺܽሻ۪݂ሺܾሻ  

dir. 

 

Tanım 1.3.12 [21]: ሺܴ, ,כሻ bir halka, ሺܯ, ۩ሻ bir değişmeli grup olmak üzere ·: ܴ ൈ ܯ ՜ܯ skaler çarpımı · ሺݎ, ݉ሻ ൌ ݎ · ݉ olarak tanımlansın. ܯ’ye (sol) ܴ-modül denir ֞ 

Her ݉, ݉ଵ, ݉ଶ א ,ݎ ve  her ܯ ,ଵݎ ଶݎ א ܴ için 

ݎ (1 · ሺ݉ଵ۩݉ଶሻ ൌ ሺݎ · ݉ଵሻ۩ሺݎ · ݉ଶሻ, 

2) ሺݎଵ  ଶሻݎ · ݉ ൌ ሺݎଵ · ݉ሻ۩ሺݎଶ · ݉ሻ, 

3) ሺݎଵ כ ଶሻݎ · ݉ ൌ ଵݎ · ሺݎଶ · ݉ሻ  

dır. 

 

Örnek 1.3.13 [21]: 

i) ሺܴ, ,כሻ  bir halka olmak üzere, her ܽ, ݎ א ܴ için ݎ · ܽ ൌ ݎ כ ܽ şeklinde 

tanımlanırsa ܴ bir ܴ-modüldür. 

ii) ሺܯ, ۩ሻ  bir değişmeli grup olsun. Her ݊ א Ժ ve ܽ א  için ܯ

 ݊ · ܽ ൌ ۔ۖەۖ
݊                            ,                        0ۓ ൌ 0ܽ۩ܽ۩. . . ۩ܽᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ ௧  ,                            ݊  0ሺെܽሻ۩ሺെܽሻ۩. . . ۩ሺെܽሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ , ݊ ൏ 0 ௧

 

olarak tanımlanan “·” skaler çarpımı ile ܯ bir Ժ-modüldür. 

iii) ሺܯ, ۩ሻ bir değişmeli grup ve ܴ bir halka olsun. Her ݎ א ܴ ve ݉ א  ”·“ için ܯ

skaler çarpımı ݎ · ݉ ൌ 0 şeklinde tanımlanırsa ܯ bir ܴ-modüldür. 

 

Tanım 1.3.14[21]: ܯ bir ܴ-modül ve  ് ܣ ك : nin alt modülü denir’ܯ ya’ܣ .olsun ܯ  

Her  ܽ, ܾ א ݎ ve ܣ א ܴ için ܽ െ ܾ א ݎ ve ܣ · ܽ א  .dır  ܣ
 

 fuzzy Bağıntılar-ࡸ fuzzy (Alt) Kümeler ve-ࡸ .1.4

 

Bu kısımda aksi söylenmedikçe ሺܮ, ሻ bir tam kafes ve ܶ,  ܮ üzerinde bir t-norm 

olarak alınacaktır. Ayrıca sonraki kısımlarda kullanılacak ܮ-fuzzy alt kümeler, ܮ-fuzzy 

bağıntı kavramları ve bazı örnekleri [14, 27, 34] kaynaklarında derlenerek verilecektir. 
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Tanım 1.4.1 [27]: ܺ ് :ߤ bir kafes olsun. Her ܮ olan bir küme ve  ܺ ՜ -ܮ fuzzy kümelerinin kümesine ܺ’in-ܮ fuzzy küme (altkümesi) denir. ܺ’in bütün-ܮ fonksiyonuna ܺ’in bir ܮ

fuzzy güç kümesi denir ve ܨሺܺ,  .ሻ ile gösterilirܮ

Özel olarak ܮ ൌ ሾ0,1ሿ olarak seçilirse ߤ’ye fuzzy kümesi denir ve ܺ’in tüm fuzzy 

altkümelerinin kümesi ܨሺܺሻ ile gösterilir.  

 

Örnekler 1.4.2 : ܮ bir kafes, ܺ ്  ,olan bir küme  ് ܻ ك ܺ ve ߙ א  .olsun ܮ

i) Her ݔ א ܺ için 1ሺݔሻ ൌ ቄ1,     ݔ א ݔ      ,0 ܻ ב ܻ  olarak tanımlanan 1 א ,ሺܺܨ  ሻ dir. Buܮ

fonksiyona ܻ’nin karakteristik fonksiyonu denir ve ߯ ile gösterilir. 

ii) Her ݔ א ܺ için ߙሺݔሻ ൌ ቄݔ      ,ߙ א ݔ      ,0 ܻ ב ܻ   olarak tanımlanan ߙ א ,ሺܺܨ ܻ  .ሻ dirܮ ൌ ሼݕሽ ise bu fonksiyona fuzzy noktası denir ve ݕఈ ile de gösterilebilir. 

 

Tanım 1.4.3 [27]: ߤ, ݔ fuzzy alt kümesi olsun.  Her-ܮ in bir’ܺ  ߥ א ܺ için ߤሺݔሻ  ߤ de içerilir denir ve bu durum ߥ  ,ߤ ሻ iseݔሺߥ  ߤ şeklinde gösterilir. Eğer ߥ  ߤ  ve ߥ ് ߤ denir ve bu durumda (yü kesin içerir ߤ ,ߥ veya) de kesin içerilir’ߥ  ,ye’ߤ ise ߥ ൏   .yazılır ߥ

Tanım 1.4.4 [27]: ሺܺ,כሻ bir grup ve ߤ, ܺ’in bir ܮ-fuzzy alt kümesi olsun. ߤ’ye, ܺ’in bir ܶܮ-fuzzy alt grubu denir :  Her ݔ, ݕ א ܺ için 

i)  ߤሺݔሻܶߤሺݕሻ  ݔሺߤ כ  ,ሻݕ

ii) ߤሺݔሻ   ଵሻିݔሺߤ

dir. 

Teorem 1.4.5 [27]: ሺܺ,כሻ bir grup ve ߤ  ܺ’in bir ܶܮ-fuzzy alt grubu olsun. ߤ’e ܺ’in bir ܶܮ-

fuzzy normal alt grubu denir. Her ݔ, ݕ א ܺ için 

ݔሺߤ  כ ݕ כ ଵሻିݔ   ሻݕሺߤ

dir. 

Tanım 1.4.6 [14]: ܺ, ܻ ് :ߩ kafes ve ܮ ,olan kümeler  ܺ ൈ ܻ ՜ -ܮ ya ܺ’den ܻ’ye’ߩ ise ܮ

fuzzy bağıntı denir. 
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Tanım 1.4.7 [14]: ߩ: ܺ ൈ ܺ ՜ :fuzzy denklik bağıntısı denir-ܮܶ fuzzy bağıntısına-ܮ ܮ   

Her ݔ, ,ݕ ݖ א ܺ için  
,ݔሺߩ (1 ሻݔ ൌ 1, 

,ݔሺߩ (2 ሻݕ ൌ ,ݕሺߩ  ,ሻݔ

,ݔሺߩ (3 ,ݕሺߩሻܶݕ ሻݖ  ,ݔሺߩ  ሻݖ

dir. ܶ ൌ : fuzzy denklik bağıntısına ayrılabilir denir-ܮܶ  ߩ  .fuzzy denklik bağıntısı denir-ܮ ya’ߩ olarak alınırsa ٿ  Her ݔ, ݕ א ܺ için  

,ݔሺߩ                  ሻݕ ൌ 1 ise ݔ ൌ  .dir ݕ

 

Örnek 1.4.8: ܺ en az iki elemanı olan bir küme,  ߩ: ܺ ൈ ܺ ՜ ߙ ve ܮ א   .ሼ1ሽ olsun\ܮ

Bu durumda; 

i) Her ݔ, ݕ א ܺ için ߩሺݔ, ሻݕ ൌ 1 ile tanımlanan ܮ  ߩ-fuzzy bağıntısı ܶܮ-fuzzy 

denklik bağıntısıdır ancak ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı değildir. 

ii) Her ݔ, ݕ א ܺ için ߩሺݔ, ሻݕ ൌ ൜1    ݔ ൌ ݔ    ߙݕ ്  fuzzy bağıntısı-ܮ  ߩ ile tanımlanan ݕ

ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısıdır.  

 

Örnek 1.4.9: ܮ ൌ ሾ0,1ሿ olsun. ߩ: Ժ ൈ Ժ ՜ ሾ0,1ሿ  fuzzy bağıntısı aşağıdaki gibi tanımlansın. 

Her ݔ, ݕ א Ժ için 

,ݔሺߩ  ሻݕ ൌ ଵ|௫ି௬|ାଵ .  

Bu takdirde; 

  ܶ א ሼ ܶ, ܶ, ܶሽ için ߩ ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısıdır. 

  ܶ ൌ  .fuzzy denklik bağıntısı değildir-ܮ ߩ için ٿ

 

Örnek 1.4.10 [14]: ܶ, ܮ üzerinde bir ݐ-norm ve ܧ,  fuzzy-ܮܶ sırasıyla  ܺ, ܻ üzerinde ܨ

denklik bağıntısı olmak üzere;      

ܧ  ൈ் ,ଵݔ൫ሺܨ ,ଵሻݕ ሺݔଶ, ଶሻ൯ݕ ൌ ,ଵݔሺܧ ,ଵݕሺܨଶሻܶݔ  ଶሻݕ

şeklinde tanımlanan ܧ ൈ் ܺ bağıntısı ܨ ൈ ܻ  kümesi üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik 

bağıntısıdır. 

ܺ fuzzy denklik bağıntısı ise aksi söylenmedikçe - ܮܶ üzerinde ܺ ,ܧ  ൈ ܺ üzerinde 

ki ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ܧ ൈ்  .olarak alınacaktır ܧ
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Teorem 1.4.11 [34]: ܧ, ܺ (݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ üzerinde ܮ-fuzzy denklik bağıntıları ve ܺ ؔ ଵܺ ൈ ܺଶ ൈ … ൈ ܺ olsun. Bu durumda ሺݔଵ, … , ,ሻݔ ሺݕଵ, … , ሻݕ א ܺ için 

,ଵݔ൫ሺܧ  … , ,ሻݔ ሺݕଵ, … , ሻ൯ݕ ؔ ٿ ,ݔሺܧ ሻୀଵݕ  

ile tanımlanan ܮ-fuzzy bağıntısı ܺ üzerinde ܮ-fuzzy denklik bağıntısıdır. Bu durum ܧ ൌ ଵܧ  ൈ … ൈ  . ile gösterilirܧ 

 

Örnek 1.4.12 : 0 ՜ ܽ ՜ 1 sıralaması ile ܮ ൌ ሼ0, ܽ, 1ሽ kafesi verilsin. Örnek 1.2.11’de ki ଵܶ ݐ-normu ile Ժଶ üzerindeki bütün ଵܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları aşağıda verilmiştir. 

 

Tablo 3. Örnek 1.4.12’de ki  ଵܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları tablosu 
 

 

Tanım 1.4.13 [14]: ܧ, ܺ üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ve ߤ א ,ሺܺܨ :fuzzy altküme denir-ܮܶ ye genişletilmiş’ܧ ye’ߤ .ሻ olsunܮ  Her  ݔ, ݕ א ܺ için 

,ݔሺܧሻܶݔሺߤ  ሻݕ   ሻݕሺߤ

dir. 

 

Teorem 1.4.14 [14]: ܧ, ܺ üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olsun. Bu takdirde; 

,ሺܺܨ (1  fuzzy altkümelerinin kümesi-ܮܶ ye genişletilmiş’ܧ  ሻ  kümesindeki bütünܮ

“” bağıntısına göre tam kafestir. 

2) Eğer ܮܶ  ܧ-fuzzy denklik bağıntısı 

,ݔሺܧ  ሻݕ ൌ ൜1    ݔ ൌ ݔ    0ݕ ്    ݕ

olarak tanımlanırsa ܧ’ye genişletilmiş bütün ܶܮ-fuzzy altkümelerin kümesi ܨሺܺ,  .ሻ’e eşittirܮ

 

Tanım 1.4.15 [14]: ܨ ,ܧ sırasıyla ܺ ve ܻ kümeleri üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları 

ve ݂: ܺ ՜ ܻ olsun. Bu takdirde ݂’ye ܨ-ܧ’ye genişletilmiş fonksiyon denir:   

Her  ݔ, Ԣݔ א ܺ için 

,ଵሺ݅ܧ ݆ሻ 0ത 1ത  ܧଶሺ݅, ݆ሻ 0ത 1ത  ܧଷሺ݅, ݆ሻ 0ത 1ത 0ത 1 0  0ത 1 ܽ  0ത 1 1 1ത 0 1  1ത ܽ 1  1ത 1 1 
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,ݔሺܧ   Ԣሻݔ  ,ሻݔሺ݂ሺܨ ݂ሺݔ′ሻሻ 

dir. 

 

Örnekler 1.4.16 : 

:݂  fuzzy denklik bağıntıları  ve-ܮܶ sırasıyla ܺ, ܻ kümeleri üzerinde ܨ ,ܧ (1 ܺ ՜ ܻ 

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde her  ݔ, Ԣݔ א ܺ için 

,ݔሺܧ  Ԣሻݔ ൌ ,ሻݔሺ݂ሺܨ ݂ሺݔ′ሻሻ  

ile tanımlanan ܧ, ܺ üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısıdır ve ݂, ܨ-ܧ’ye  

genişletilmiş fonksiyondur. 

 fuzzy denklik bağıntıları ise her ݂ sabit-ܮܶ sırasıyla ܺ, ܻ kümeleri üzerinde ܨ ,ܧ (2

fonksiyonu  ܨ-ܧ’ye genişletilmiştir. 

3) ܶ, ሾ0,1ሿ üzerinde bir ݐ-norm, ݂: Ժ ՜ Ժ ݂ሺݔሻ ൌ ݔ  1 şeklinde tanımlansın. Ժ 

üzerindeki ܧ ve ܮܶ  ܨ-fuzzy denklik bağıntıları sırasıyla 

,ݔሺܧ    :ሻݕ ൌ ቊ1    ݔ ൌ ଵଷݕ ݔ     ് ,ݔሺܨ  ve   ݕ :ሻݕ ൌ ቊ1    ݔ ൌ ଵଶݕ ݔ     ്  ݕ

olarak tanımlanırsa ݂ fonksiyonu ܨ-ܧ’ye genişletilmiştir. Fakat ݂, ܧ-ܨ’ye 

genişletilmiş değildir. 

 

Tanım 1.4.17 [14]: ܨ ,ܧ sırasıyla ܺ, ܻ kümeleri üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları ve ߩ: ܺ ൈ ܻ ՜  .fuzzy bağıntı olsun-ܮ  ܮ

i) ߩ’ya ܧ’ye genişletilmiş denir:  Her  ݔ, Ԣݔ א ܺ  ve her ݕ א ܻ  için 

,ݔሺߩ  ,ݔሺܧሻܶݕ Ԣሻݔ  ,Ԣݔሺߩ  .ሻ dirݕ

ii) ߩ’ya ܨ’ye genişletilmiş denir: Her  ݔ א ܺ ve her ݕ, Ԣݕ א ܻ  için ߩሺݔ, ,ݕሺܨሻܶݕ Ԣሻݕ  ,ݔሺߩ  .Ԣሻ dirݕ

iii) ߩ’ya ܨ-ܧ’ ye genişletilmiş denir:   fuzzy-ܮܶ ye genişletilmiş ’ܨ  ve ܧ  ߩ

bağıntıdır. 

 

 fuzzy Fonksiyonlar-ࡸࢀ .1.5

 

Bu kısımda çalışmanın temelini oluşturan ܮ-fuzzy bağıntılar için ܶܮ -fuzzy 

fonksiyon, mükemmel ܶܮ -fuzzy fonksiyon ve güçlü ܶܮ -fuzzy fonksiyon tanımları ve 

özellikleri [14] kaynağından derlenerek verilecektir. 
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Tanım 1.5.1 [14]: ܨ ,ܧ sırasıyla ܺ ve ܻ kümeleri üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları ve ߩ: ܺ ൈ ܻ ՜  .fuzzy bağıntı olsun-ܮܶ ye genişletilmiş’ܨ-ܧ ܮ

i) ߩ’ya kısmi ܶܮ-fuzzy fonksiyon denir :  Her ݔ א ܺ  ve her ݕ, ݖ א ܻ  için 

,ݔሺߩ  ,ݔሺߩሻܶݕ ሻݖ  ,ݕሺܨ  .ሻ dirݖ

ii) ߩ’ya ܶܮ-fuzzy fonksiyon denir :  ߩ kısmi ܶܮ-fuzzy fonksiyon ve  

her ݔ א ܺ için 

ڀ  ,ݔሺߩ ሻݕ ൌ 1௬א  dir. 

iii) ߩ’ya mükemmel  ܶܮ-fuzzy fonksiyon denir :  ߩ  kısmi ܶܮ-fuzzy fonksiyon 

ve her ݔ א ܺ için ݕ א ܻ öyle ki 

,ݔሺߩ   ሻݕ ൌ 1 dir. 

 

Tanım 1.5.2 [14]: ܨ ,ܧ sırasıyla ܺ ve ܻ kümeleri üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları ve ߩ: ܺ ൈ ܻ ՜ : fuzzy fonksiyon denir-ܮܶ  ya güçlü’ߩ .fuzzy bağıntı olsun-ܮ ܮ   

Her ݔ, Ԣݔ א ܺ ve her ݕ, Ԣݕ א ܻ için 

i) ܧሺݔ, ,ݔሺߩԢሻܶݔ ,Ԣݔሺߩሻܶݕ Ԣሻݕ  ,ݕሺܨ  ,Ԣሻݕ

ii) Her  ݔ א ܺ için ݕ א ܻ öyle ki ߩሺݔ, ሻݕ ൌ 1  

dir. 

 

Örnek 1.5.3 [14]: ܨ ,ܧ sırasıyla ܺ ve ܻ kümeleri üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları ve ߩ: ܺ ൈ ܻ ՜  .fuzzy bağıntı olsun-ܮ ܮ

i)  ߩ  mükemmel  ܶܮ-fuzzy fonksiyon ise ߩ güçlü  ܶܮ-fuzzy fonksiyondur. 

ii) ݂: ܺ ՜ ,ݔሺߩ ye genişletilmiş fonksiyon ve’ܨ-ܧ  ܻ ሻݕ ൌ ,ݕሺܨ ݂ሺݔሻሻ ise ߩ  

mükemmel  ܶܮ-fuzzy fonksiyondur. 

 

Teorem 1.5.4 [14]: ܨ ,ܧ sırasıyla ܺ ve ܻ kümeleri üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları 

ve ߩ: ܺ ൈ ܻ ՜ :ߩ .fuzzy bağıntı olsun-ܮ  ܮ ܺ ൈ ܻ ՜  fuzzy fonksiyondur -ܮܶ  güçlü   ܮ

:݂  ܺ ՜ ݔ ye genişletilmiş fonksiyon öyle ki her’ܨ-ܧ ܻ א ܺ ve her ݕ א ܻ için  

,ݔሺߩ   ݂ሺݔሻሻ ൌ 1 ve  ߩሺݔ, ሻݕ  ,ሻݔሺ݂ሺܨ  ሻݕ

 dir. 

 

Teorem 1.5.5 [14]: ܨ ,ܧ sırasıyla ܺ ve ܻ kümeleri üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları 

ve ߩ: ܺ ൈ ܻ ՜ :ߩ .fuzzy bağıntı olsun-ܮ  ܮ ܺ ൈ ܻ ՜   fuzzy fonksiyon -ܮܶ  mükemmel   ܮ
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:݂ ܺ ՜ ,ݔye genişletilmiş fonksiyon öyle ki her ሺ’ܨ-ܧ  ܻ ሻݕ א ܺ ൈ ܻ için 

,ݔሺߩ             ሻݕ ൌ ,ሻݔሺ݂ሺܨ  ሻݕ

dir. 

 

Tanım 1.5.6 [14]: ܧ, ܺ üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ve ሺܺ,כሻ grupoid olsun. 

:fuzzy denklik bağıntısı denir-ܮܶ ye regüler’ܧ (1  Her ܽ, ܾ, ܿ א ܺ için  

,ሺܽܧ  ܾሻ  ሺܽܧ כ ܿ, ܾ כ ܿሻ ve ܧሺܽ, ܾሻ  ሺܿܧ כ ܽ, ܿ כ ܾሻ dır. 

:fuzzy denklik bağıntısı denir-ܮܶ ye invaryant’ܧ (2  Her  ܽ, ܾ, ܿ א ܺ için ܧሺܽ, ܾሻ ൌ ሺܽܧ כ ܿ, ܾ כ ܿሻ ve ܧሺܽ, ܾሻ ൌ ሺܿܧ כ ܽ, ܿ כ ܾሻ dır. 

Açık olarak her invaryant ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı regüler ܶܮ-fuzzy denklik 

bağıntısıdır. 

 

Örnekler 1.5.7: 

1) ሺܺ,כሻ bir grupoid ve ߩ, Örnek 1.4.8 (ii)’de ki gibi olsun.  Bu durumda ߩ regüler ܶܮ-

fuzzy denklik bağıntısıdır. 

2) Örnek 1.4.9’da ሺԺ, ሻ grubu ele alındığında ܶ א ሼ ܶ, ܶ, ܶሽ ݐ-normu için ܶܮ-fuzzy 

denklik bağıntısı olan ߩ invaryant ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısıdır. 

 

Teorem 1.5.8 [14]: ሺܺ,כሻ grupoid ve ܧ, ܺ üzerinde regüler ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ise 

her ܽ, ܾ, ܿ א ܺ için  

,ሺܽܧ  ܾሻܶܧሺܿ, ݀ሻ  ሺܽܧ כ ܿ, ܾ כ ݀ሻ 

dır. 

 

Teorem 1.5.9 [14]: ሺܺ,כሻ grup ve ܧ, ܺ üzerinde regüler ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ise ܧ, ܺ  üzerinde invaryant ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısıdır. 

 

Teorem 1.5.10 [14]: ሺܺ,כሻ bir grup, ݁ א ܺ birim eleman olmak üzere ߤ ,ߤሺ݁ሻ ൌ 1 olarak 

tanımlanmış ܺ’in bir ܶܮ-fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda her  ܽ, ܾ א ܺ için; 

,ఓሺܽܧ    ܾሻ ൌ ሺܽߤ כ ܾିଵሻ 

ile tanımlanan ܮ-fuzzy bağıntısı; 

i) ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısıdır. 

ii) ߤ, ܺ’in ܶܮ-fuzzy normal alt grubu ise regüler ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısıdır. 



15 
 

 vague Halkalar-ࡸࢀ vague Gruplar ve-ࡸࢀ .1.6

 

Bu kısımda, tezin özgün bölümünde kullanacağımız ܶܮ-vague gruplara ait bilgiler;  

Demirci [6, 7, 9, 14], Mordeson ve Bhutani [4, 26], Sezer [34], ܶܮ-vague halkalara ait 

bilgiler;  Ren, Zhang, Ma [30], Sezer [37] araştırmacılarına ait makalelerden derlenmiştir. 

 

 Tanım 1.6.1 [6]: ܨ ,ܧ sırasıyla ܩ ve ܩ ൈ  fuzzy denklik-ܮܶ kümeleri üzerinde ܩ

bağıntıları ve ל: ܩ ൈ ܩ ൈ ܩ ՜  vague ikili-ܮܶ ’ yaל fuzzy bağıntı olsun. Bu takdirde-ܮ  ܮ

işlem denir:  ל güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyondur. 

Eğer ל: ܩ ൈ ܩ ൈ ܩ ՜  ሻ sıralı ikilisi ileל,ܩkümesi ሺ ܩ vague ikili işlem ise-ܮܶ ܮ

gösterilecektir. 

 

Tanım 1.6.2 [6]: ܨ ,ܧ sırasıyla ܩ ve ܩ ൈ  fuzzy denklik bağıntıları-ܮܶ kümeleri üzerinde ܩ

ve ל: ܩ ൈ ܩ ൈ ܩ ՜  ;vague ikili işlem olsun. Bu takdirde-ܮܶ ܮ

i)  ל’ ya birinci mertebeden geçişken denir:  Her  ݔ, ,ݕ ,ݖ ᇱݖ א  için ܩ

ל   ሺݔ, ,ݕ ,ݖሺܧሻܶݖ ᇱሻݖ  ל ሺݔ, ,ݕ  .Ԣሻ dirݖ

ii)  ל’ ya ikinci mertebeden geçişken denir :   Her  ݔ, ,ݕ ,ݖ ᇱݕ א   için  ܩ

ל        ሺݔ, ,ݕ ,ݕሺܧሻܶݖ ᇱሻݕ  ל ሺݔ, ,ᇱݕ  .ሻ dirݖ

iii) ל’ ya üçüncü mertebeden geçişken denir :   Her  ݔ, ,ݕ ,ݖ ᇱݔ א  için ܩ

ל             ሺݔ, ,ݕ ,ݔሺܧሻܶݖ ᇱሻݔ  ל ሺݔᇱ, ,ݕ  .ሻ dirݖ

Eğer ל birinci, ikinci ve üçüncü mertebeden geçişken ise ל’ ya tam geçişken denir. 

Açık olarak ל ܶܮ-vague ikili işleminin tam geçişken olması için gerek ve yeter şart her ݔ, ,ݕ ,ݖ ,ᇱݔ ,ᇱݕ ᇱݖ א ל  için ܩ ሺݔ, ,ݕ ,ݔሺܧሻܶݖ ,ݕሺܧᇱሻܶݔ ,ݖሺܧᇱሻܶݕ ᇱሻݖ  ל ሺݔᇱ, ,ᇱݕ   ᇱሻݖ

dır.  

 

Tanım 1.6.3 [6]: ܩ ,ܧ üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ve ל, ܩ kümesi üzerinde ܶܮ-

vague ikili işlem olsun. Bu durumda; 

: vague yarı grup denir-ܮܶ  ye’ܩ (1   Her  ܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݉, ,ݓ ݍ א   için ܩ
ל  ሺܾ, ܿ, ݀ሻܶ ל ሺܽ, ݀, ݉ሻܶ ל ሺܽ, ܾ, ሻܶݍ ל ሺݍ, ܿ, ሻݓ  ,ሺ݉ܧ  .ሻ dirݓ

: vague monoid denir-ܮܶ ye’ܩ (2  ,ܩ ݁ vague yarı grup ve-ܮܶ א ܽ öyle ki her ܩ א   için ܩ



16 
 

ל   ሺ݁, ܽ, ܽሻܶ ל ሺܽ, ݁, ܽሻ ൌ 1 dir. 

 vague grup denir-ܮܶ  ye’ܩ (3 ,ܩ ܽ vague monoid ve her-ܮܶ א ܾ için ܩ א   için ܩ
ל  ሺܾ, ܽ, ݁ሻܶ ל ሺܽ, ܾ, ݁ሻ ൌ 1 dir. 

: vague değişmeli grup denir-ܮܶ ye’ܩ (4   vague grup ve-ܮܶ ܩ

 her ܽ, ܾ, ݉, ݓ א  için ܩ

ל  ሺܽ, ܾ, ݉ሻܶ ל ሺܾ, ܽ, ሻݓ  ,ሺ݉ܧ ܶ vague grup olmak üzere özel olarak-ܮܶ  ሻל,ܩሻ dir. ሺݓ ൌר olarak belirlenirse ise ܩ’ye ܮ-

vague grup denir. 

(2)’ de ifade edilen ݁ elemanına ܩ’nin ܶܮ-vague birim elemanı ve (3)’ de ifade 

edilen ܾ א  vague tersi-ܮܶ vague birim elemanına göre-ܮܶ ݁ elemanına ܽ elemanının ܩ

denir ve ܽିଵ ile gösterilir. ܶܮ-vague birim eleman ve bir elemanın ܶܮ-vague tersi tek 

olmayabilir. ܶܮ-vague birim elemanına göre bir elemanın ܶܮ-vague tersi farklılık 

gösterebilir. 

  

Örnek 1.6.4 : ܮ bir tam kafes ve ܧ  Ժ üzerinde  ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olsun. ߙ א  ve  ܮ

her ݔ, ݕ א Ժ için 

,ݔሺܧ  ሻݕ ൌ ൜1    ݔ ൌ ݔ    ߙݕ ്  ݕ

olarak tanımlansın. Bu durumda her  ܽ, ܾ, ܿ א Ժ ,  ߚ א ߚ ve ܮ   için ߙ

ל  ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ൜ 1,     ܽ  ܾ ൌ ܽ      ,ߚ ܿ  ܾ ് ܿ   
ile tanımlanan ל ܶܮ-vague ikili işlemi ile ሺԺ,לሻ değişmeli ܶܮ-vague gruptur. 

 

Teorem 1.6.5 [14]: ܩ ,ܧ üzerinde bir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ve ሺל,ܩሻ ܶܮ-vague grup 

olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler sağlanır. 

i) ݁, ݁ᇱ ܩ’ nin ܶܮ-vague birim elemanları ise ܧሺ݁, ݁ᇱሻ ൌ 1 dir. 

ii) ܾ, ܾᇱ bir a elemanının ܶܮ-vague tersleri ise ܧሺܾ, ܾᇱሻ ൌ 1 dir. 

iii) ל ikinci ve üçüncü mertebeden geçişken, ܧሺܽଵ, ܽଶሻ ൌ 1 ve b, ܽଵ’ in ܶܮ-vague 

tersi ise b, ܽଶ’nin ܶܮ-vague tersidir. 

iv) ל birinci mertebeden geçişken, b, ܽଵ elemanının ݁ א  vague birim-ܮܶ ܩ

elemanına göre ܶܮ-vague tersi ise b, ܽ’nın her ܶܮ-vague birim elemanına göre ܶܮ-vague tersidir. 
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v) ל birinci mertebeden geçişken, b, ܾᇱ ܽ elemanının sırasıyla ݁, ݁Ԣ א  vague-ܮܶ ܩ

birim elemanlarına göre ܶܮ-vague tersileri ise ܧሺܾ, ܾᇱሻ ൌ 1 dir. 

vi) ܧ ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ise ܩ’nin ܶܮ-vague birim elemanı ve 

bir elemanın ܶܮ-vague tersi tektir. 

 

Teorem 1.6.6 [7]: ሺל,ܩሻ  grupoid olsun. ܩ ,ܧ üzerinde regüler ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı 

olmak üzere, ל ܶܮ-vague ikili işlemi ל ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ሺܽܧ ל ܾ, ܿሻ olarak tanımlanırsa; 

 .vague yarı gruptur-ܮܶ ܩ yarıgrup ise  ܩ (1

 vague monoiddir-ܮܶ ܩ monoid ise  ܩ (2

 .vague gruptur-ܮܶ ܩ grup ise ܩ (3

 .vague gruptur-ܮܶ değişmeli  ܩ değişmeli grup ise ܩ (4

 

 ל vague ikili işlem ise-ܮܶ üzerinde ܩ ,ל fuzzy denklik bağıntısı ve-ܮܶ üzerinde ܩ ,ܧ 

güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan Teorem 1.5.4 ile  :ל ܩ ൈ ܩ ՜  öyle ki ܩ

ל  ሺܽ, ܾ, ܽ ל ܾሻ ൌ 1 ve ל ሺܽ, ܾ, ܿሻ  ሺܽܧ ל ܾ, ܿሻ  

koşulunu sağlar. Buradaki “ל” ikili işlemi, ל ܶܮ-vague ikili işlemi ile üretilen bir ikili 

işlemdir. Bu durumda aşağıdaki teorem ile ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları için ܶܮ-

vague gruptan klasik anlamda gruba gidebiliriz. 

Teorem 1.6.7 [7]: ܩ ,ܧ üzerinde ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olmak üzere; ל -ܮܶ  

vague ikili işlem ve “ל ,”ל  ܶܮ-vague ikili işlemi ile üretilen bir ikili işlem olsun. Bu 

durumda aşağıdaki özellikler gerçeklenir. 

 .ሻ  yarıgrupturל,ܩvague yarı grup ise ሺ-ܮܶ ܩ (1

 .ሻ  monoiddirל,ܩvague monoid ise ሺ-ܮܶ ܩ (2

 .ሻ grupturל,ܩvague grup ise ሺ-ܮܶ  ܩ (3

 .ሻ değişmeli grupturל,ܩvague grup ise ሺ-ܮܶ değişmeli ܩ (4

 

Tanım 1.6.8 [6]: ሺל,ܩሻ ܶܮ-vague grup ve  ് ܣ ك  vague ikili işlemi-ܮܶ ל ya’ܣ için ܩ

altında ܶܮ-vague kapalı denir  Her ܽ, ܾ א ܿ ve ܣ א ל için  ܩ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1 ise ܿ א  .dır ܣ

 

Teorem 1.6.9 [6]: ܩ ,ܧ üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ve ሺל,ܩሻ ܶܮ-vague grup olsun. 

Bu takdirde her ܽ, ܾ, ܿ, ݑ א   için ܩ

i) ל ሺܽ, ܾ, ሻܶݑ ל ሺܽ, ܿ, ሻݑ  ,ሺܾܧ ܿሻ, 



18 
 

ii) ל ሺܾ, ܽ, ሻܶݑ ל ሺܿ, ܽ, ሻݑ  ,ሺܾܧ ܿሻ 

dır. 

 

Teorem 1.6.10 [34]: ܧ,  vague gruplar-ܮ ሻל,ܩfuzzy denklik bağıntıları, ሺ-ܮ  üzerindeܩ

(݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ, ܩ ൌ ଵܩ ൈ … ൈ ܧ  veܩ ൌ ଵܧ ൈ … ൈ : olsun. Bu takdirde  ෪ٖܧ ܩ ൈ ܩ ൈ ܩ ื ݔ  ܮ   ൌ ሺݔଵ, … , ݕ ,ሻݔ ൌ ሺݕଵ, … , ݖ  ,ሻݕ ൌ ሺ ݖଵ, … , ሻݖ א   ;için ܩ

 ෪ٖ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ؔ ٿ ל ሺݔ,ୀଵ ,ݕ  ሻݖ

ile tanımlanan ෪ٖ ܮ-vague ikili işlemi ile ܩ bir ܮ-vague gruptur. 

 

Tanım 1.6.11 [6]: ሺל,ܩሻ  ܶܮ-vague grup ve  ് ܣ ك  vague ikili işlemi-ܮܶ  ל ,ܣ öyle ki ܩ

altında ܶܮ-vague kapalı olsun. ܣ’ya ܩ’nin ܶܮ-vague alt grubu denir :  ሺל,ܣ՝ൈൈሻ ܶܮ-

vague gruptur. 

 

Teorem 1.6.12 [6]: ሺל,ܩሻ ܶܮ-vague grup olmak üzere  ് ܣ ك  vague-ܮܶ nin’ܩ ,ܣ için ܩ

alt grubudur.   

i)  ל ,ܣ  ܶܮ-vague ikili işlemi altında ܶܮ-vague kapalı, 

ii) Her ܽ א için ܽିଵ  ܣ א    ܣ

dır. 

 

Tanım 1.6.13 [6]: ሺל,ܩሻ ve ൫ܪ, ෩۪ ൯ iki ܶܮ-vague yarı grup olsun. ߶: ܩ ՜ ,ܽ  vague homomorfi denir. Her-ܮܶ fonksiyonuna ܪ ܾ, ܿ א   için  ܩ
ל   ሺܽ, ܾ, ܿሻ  ෩۪ ൫߶ሺܽሻ, ߶ሺܾሻ, ߶ሺܿሻ൯ 

dır. 

 

Tanım 1.6.14 [6]: ሺל,ܩሻ ve ൫ܪ, ෩۪ ൯  ܶܮ-vague monoidler ve ߶: ܩ ՜  vague-ܮܶ ܪ

homomorfi olsun. Bu durumda; 

 ሼܽ א ܩ  ߶ሺܽሻ ൌ ݁ு ሽ  
kümesine ߶’ nin ܶܮ-vague çekirdeği denir ve ܸÇ݁݇߶ ile gösterilir.  

 

Teorem 1.6.15 [6]: ܪ ,ܨ üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı, ሺל,ܩሻ ve ൫ܪ, ෩۪ ൯ ܶܮ-vague 

monoidler ve  ߶: ܩ ՜  ;vague homomorfi olsun. Bu takdirde-ܮܶ ܪ

i) ݁ீ  ve ݁ு sırasıyla ܩ ve ܪ nin ܶܮ-vague birim elemanları ise 
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,ሺ߶ሺ݁ீ ሻܨ  ݁ுሻ ൌ 1 dir. 

ii) ܨ ayrılabilir  ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ise  

 ߶ሺܽሻିଵ ൌ ߶ሺܽିଵሻ dır. 

 

Tanım 1.6.16 [6]: ܧ ve ܨ sırasıyla ܩ ve ܪ üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları olsunlar. ߶: ܩ ՜ ,ܽ vague birebir denir:  Her-ܮܶ fonksiyonuna ܪ ܾ א  için  ܩ

,ሺ߶ሺܽሻܨ  ߶ሺܾሻሻ  ,ሺܽܧ ܾሻ 

dir. 

 

Tanım 1.6.17 [6]: ሺל,ܩሻ, ൫ܪ, ෩۪ ൯ ܶܮ-vague yarı gruplar ve ߶: ܩ ՜  vague-ܮܶ örten ܪ

homomorfi olsun. ߶’ye ܶܮ-vague izomorfi denir:  :vague birebir ve ߶ିଵ-ܮܶ ߶ ܪ ՜  .vague homomorfidir-ܮܶ ܩ

 

Tanım 1.6.18 [34]: ሺל,ܩሻ ܶܮ – vague grup ve  ് ܣ ك olsun. ෩۪ ܩ  A üzerinde ܶܮ-vague 

ikili işlem olsun. ܣ’ya ܩ’nun genelleştirilmiş ܶܮ-vague alt grubu denir :   

i) Her ܽ, ܾ, ܿ א için ෩۪   ܣ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ל ሺܽ, ܾ, ܿሻ, 

ii) ൫ܣ, ෩۪ ൯  ܶܮ-vague grup 

dur. 

 

Teorem 1.6.19 [34]:ሺל,ܩሻ ܶܮ – vague grup olsun. ܣ, ܤ א Եሺܩሻ/ሼሽ ve ෩۪ , ෩ۨ  sırasıyla  ܣ 

ve ܤ kümeleri üzerinde ܶܮ-vague ikili işlemler olsun. Eğer ܣ ܤ’nın ve ܩ , ܣ’nin 

genelleştirilmiş ܶܮ-vague alt grubu ise ܤ,  .vague alt grubudur-ܮܶ nin genelleştirilmiş ’ܩ

 

Teorem 1.6.20 [34]: ሺל,ܩሻ  ܶܮ-vague grup, ൫ܣ, ෩۪ ൯ ܩ’nin genelleştirilmiş ܶܮ-vague alt 

grubu ve ൫ܤ, ෩ۨ ൯, ܣ’ nın genelleştirilmiş ܶܮ-vague alt grubu olsun. Eğer  ·̃ ܣ    ܣvague ikili işlem ise;  ሺ-ܮܶ üzerinde ܤ  ,ሻ̃·,ܤ  vague alt grubudur -ܮܶ nin genelleştirilmiş ’ܩ

i)  Her ܽ, ܾ, ܿ א ܣ  ̃·  için ܤ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ל ሺܽ, ܾ, ܿሻ, 

ii) ܣ ك ܤ veya ܤ ك  ܣ

dır. 

 

Teorem 1.6.21 [34]: ሺל,ܩሻ ܶܮ-vague grup ve  ് ܣ ك olsun. ෩۪ ܩ  A üzerinde ܶܮ-vague 

ikili işlem olmak üzere; ൫ܣ, ෩۪ ൯, ܩ’nin genelleştirilmiş ܶܮ-vague alt grubudur  
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i) Her ܽ, ܾ א ל için ܣ ሺܽ, ܾିଵ, ܿሻ ൌ 1 ฺ  ܿ א  ,ܣ

ii) Her ܽ, ܾ, ܿ א için ෩۪   ܣ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ל ሺܽ, ܾ, ܿሻ 

dır. 

 

Teorem 1.6.22 [34]:  ሺל,ܩሻ ܶܮ-vague grup ve  ് ܣ ؿ olan bir küme olsun. ෩۪ ܩ  A 

üzerinde ܶܮ-vague ikili işlem ise ൫ܣ, ෩۪ ൯ ܩ’nin genelleştirilmiş ܶܮ-vague alt grubudur   

i) Her ܽ א için ෩۪  ܣ  ,nın elemanı’ܣ vague ikili işlemine göre tersi-ܮܶ 

ii) Her ܽ, ܾ, ܿ א için  ෩۪ ܣ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ל ሺܽ, ܾ, ܿሻ  

dır. 

 

Teorem 1.6.23 [34]: ሺל,ܩሻ, ൫ܪ, ෩۪ ൯ ܶܮ-vague gruplar ve ߶: ܩ ՜  vague homomorfi-ܮܶ ܪ

olsun. Bu takdirde; 

i) ·̃   ܸÇ݁݇߶ üzerinde ܶܮ-vague ikili işlem ve her ܽ, ܾ, ܿ א ܸÇ݁݇߶  için 

 ·̃ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ל ሺܽ, ܾ, ܿሻ  

                   ise ሺܸÇ݁݇߶,·̃ሻ ܩ’nin genelleştirilmiş ܶܮ-vague alt grubudur. 

ii) ሺܣ,·̃ሻ ܩ’nin genelleştirilmiş ܶܮ-vague alt grubu ve ෩ۨ   ߶ሺܣሻ üzerinde ܶܮ-vague 

ikili işlem ve her ܽ, ܾ, ܿ א ߶ሺܣሻ için 

      ෩ۨ ሺܽ, ܾ, ܿሻ  ෩۪ ሺܽ, ܾ, ܿሻ 

ise ൫߶ሺܣሻ, ෩ۨ ൯,  .vague alt grubudur-ܮܶ nın genelleştirilmiş’ܪ

iii) ሺܤ,·̃ሻ  ܪ’nın genelleştirilmiş ܶܮ-vague alt grubu ve ෩ۨ   ߶ିଵሺܤሻ üzerinde ܶܮ-

vague ikili işlem ve her ܽ, ܾ, ܿ א ߶ିଵሺܤሻ  için  

       ෩ۨ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ל ሺܽ, ܾ, ܿሻ  

ise ൫߶ିଵሺܤሻ, ෩ۨ ൯ ܩ’nin genelleştirilmiş ܶܮ-vague alt grubudur.  

 

   ve כ ܴ üzerinde ܶܮ-vague ikili işlemler ise ሺܴ,   ሻ sıralı üçlüsü ileכ,

gösterilecektir. 

Tanım 1.6.24 [30]: ܧ, ܴ sırasıyla  ܨ ൈ ܴ, ܴ kümeleri üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik 

bağıntıları olmak üzere; ሺܴ,   vague halka denir. -ܮܶ ሻ  sıralı üçlüsüneכ,

i) ሺܴ, ሻ değişmeli ܶܮ-vague grup, 

ii) ሺܴ,כሻ  ܶܮ-vague yarı grup, 

iii) ሺܴ, ,כሻ   aşağıda verilen iki özelliği sağlar. 

Her ݔ, ,ݕ ,ݖ ݀, ,ݐ ܽ, ܾ, ܿ א ܴ için 
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כ ሺݔ, ,ݕ ܽሻܶ כ ሺݔ, ,ݖ ܾሻܶሺܽ, ܾ, ܿሻܶሺݕ, ,ݖ ݀ሻܶ כ ሺݔ, ݀, ሻݐ  ,ݐሺܧ ܿሻ, כ ሺݔ, ,ݖ ܽሻܶ כ ሺݕ, ,ݖ ܾሻܶሺܽ, ܾ, ܿሻܶሺݔ, ,ݕ ݀ሻܶ כ ሺ݀, ,ݖ ሻݐ  ,ݐሺܧ ܿሻ, 

dır. ሺܴ,  : vague halkasına birim elemanlı vague halka denir-ܮܶ ሻכ,   ݁ א ܴ, her ݔ א ܴ için 

כ  ሺݔ, ݁, ሻܶݔ כ ሺ݁, ,ݔ ሻݔ ൌ 1  

dir. ሺܴ, ,כሻ vague halkasına değişmeli ܶܮ-vague halka denir :  Her ݔ, ,ݕ ܽ, ܾ א ܴ için  
כ                              ሺݔ, ,ݕ ܽሻܶ כ ሺݕ, ,ݔ ܾሻ  ,ሺܽܧ ܾሻ 

dır. 

 Bu çalışmada כ’ye göre ܶܮ-vague birim eleman ݁כ  ile bir ݔ elemanının ܶܮ-vague 

tersi ise ିݔଵ;  ’ya göre ܶܮ-vague birim eleman ݁ା  ile bir ݔ elemanının ܶܮ-vague tersi ise െݔ ile gösterilecektir. 

 

Tanım 1.6.25 [30]:ሺܴ,   ,vague halka-ܮܶ  ሻכ, ് ܣ ك ܴ  ve ܣ    ve כ ܶܮ-vague ikili 

işlemi altında ܶܮ-vague kapalı olsun. ܣ’ya ܴ’nin ܶܮ-vague alt halkası denir:   

 ሺܣ, ՝ൈൈ,כ՝ൈൈሻ ܶܮ-vague halkadır. 

 

Teorem 1.6.26 [30]:  ሺܴ,   fuzzy-ܮܶ üzerinde ayrılabilir ܴ ,ܧ vague halka ve-ܮܶ  ሻכ,

denklik bağıntısı ise her ݔ א ܴ için   

כ             ሺݔ, ݁ା , ݁ା ሻ ൌ 1  

dir. 

 

Tanım 1.6.27 [30]:ሺܴ,   ,vague halka-ܮܶ  ሻכ, ് ܫ ك ܴ  olsun. ܫ, ܴ’nin ܶܮ-vague alt 

halkasına sol(sağ) ܶܮ-vague ideali denir :  Her ܽ א ݔ her , ܫ א ܴ için ܾ א   öyleki ܫ

כ  ሺݔ, ܽ, ܾሻ ൌ כ ) 1 ሺܽ, ,ݔ ܾሻ ൌ 1ሻ 

dir. 

 

Tanım 1.6.28 [30]: ሺܴ,  :߶ .vague halkalar olsun-ܮܶ ሻ ve ሺܵ,෪ْ ,෪ٖሻכ, ܴ ՜ ܵ 

fonksiyonuna ܶܮ-vague halka homomorfisi denir:   Her ܽ, ܾ, ܿ א ܴ için 

 ሺܽ, ܾ, ܿሻ ෪ْ ൫߶ሺܽሻ, ߶ሺܾሻ, ߶ሺܿሻ൯  ve  כ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ෪ٖ ൫߶ሺܽሻ, ߶ሺܾሻ, ߶ሺܿሻ൯ 

dir.



 
 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR, BULGULAR VE İRDELEME 

 

Bu bölüm tezin özgün kısmını oluşturmaktadır. 2.1 ve 2.2 kısımlarında sırasıyla ܶܮ-vague grup ve ܶܮ-vague halka ile ilgili bazı yeni özellikler verildi. Kısım 2.3’de ise ܶܮ-vague modül tanımı verilerek modüller üzerinde mevcut olan bir çok özellik ܶܮ-vague 

modüllere aktarıldı.  

 

 vague Grupların Üzerine Çalışmalar-ࡸࢀ .2.1

 vague gruplar klasik anlamdaki grupların bir genişlemesidir. Demirci [6]’in-ܮܶ 

verdiği Teorem 1.6.6 ile bir gruptan vague grup elde edebiliyoruz. Fakat bir ܶܮ-vague 

gruptan grup elde etmemiz için ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısının ayrılabilir olması gerekiyor. 

Sonuç olarak bir küme üzerinde elde edilebilecek grup ve ܶܮ-vague grup sayılarının 

farklılık göstermektedir. 

 

Örnek 2.1.1: Örnek 1.4.12’de ki ܧଶ invaryant ଵܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ve ל, ෩۪  ଵܶܮ-

vague ikili işlemleri aşağıdaki gibi tanımlanır ise ሺԺଶ,לሻ ve ሺԺଶ, ෩۪ ሻ vague gruplardır. 

 

Tablo 4. Örnek 2.1.1’deki ଵܶܮ-vague ikili işlemlerinin tablosu 
  0ത 1ത  ෩۪ל    0ത 1ത ל ሺ0ത, ݅, ݆ሻ 0ത 1 ߙ  ෩۪ ሺ0ത, ݅, ݆ሻ 0ത 1 1 ߙത 1   1 ߙത 1 ל ߙ ሺ1ത, ݅, ݆ሻ 0ത 1 ߙ  ෩۪ ሺ1ത, ݅, ݆ሻ 0ത 1 1 ߙത 1 1   ߙത 1 ߙ 

 

 Tablo.4’den anlaşılacağı üzere ߙ א ܮ ൌ ሼ0, ܽ, 1ሽ elemanını değiştirerek üç farklı  ሺԺଶ,לሻ vague grupları elde edilir. Benzer şekilde üç farklı  ሺԺଶ, ෩۪ ሻ vague grupları elde 

edilir. Oysaki klasik anlamda düşünüldüğünde Ժଶ kümesini grup yapan sadece iki tane ikili 

işlem mevcuttur.  
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 vague birim eleman ve bir-ܮܶ vague grupların klasik gruplardan bir farkı-ܮܶ 

elemanın ܶܮ-vague tersinin elemanlarının tek olması gerekmediğidir. Eğer ܩ ,ܧ üzerinde 

ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ise Teorem 1.6.5 ile ܶܮ-vague birim eleman ve bir 

elemanın ܶܮ-vague tersi tektir. Ancak ܩ ,ܧ üzerinde ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı 

değil ise ܶܮ-vague birim eleman ve bir elemanın ܶܮ-vague tersi tek olması gerekmez. 

Örnek 2.1.2: ܮ tam kafes, ܶ, ܮ üzerinde bir t-norm ve ܩ en az iki elemanlı bir küme olmak 

üzere her ݔ, ݕ א ,ݔሺܧ için ܩ ሻݕ ൌ 1 ise ܩ ܧ üzerinde ayrılabilir olmayan ܶܮ-fuzzy denklik 

bağıntısıdır. Ayrıca her ܽ, ܾ, ܿ א  için ܩ

ל  ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1 

ile tanımlanan ל ܶܮ-vague ikili işlemi ile ܩ  kümesi ܶܮ-vague gruptur ve her eleman ܶܮ-

vague birim elemandır. Diğer yandan her eleman ܩ’deki bütün elemanların tersidir. 

 

Teorem 2.1.3: ܩ ,ܧ üzerinde bir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ve ሺל,ܩሻ ܶܮ-vague grup olsun. 

Bu takdirde  ܿ א ל için  ܩ ሺܿ, ܿ, ܿሻ ൌ 1 ise ܧሺ݁, ܿሻ ൌ 1 dir.  

İspat: ሺל,ܩሻ ܶܮ-vague yarı grup olduğundan, 

 1 ൌל ሺܿ, ܿ, ܿሻܶ ל ሺܿିଵ, ܿ, ݁ሻܶ ל ሺܿିଵ, ܿ, ݁ሻܶ ל ሺ݁, ܿ, ܿሻ  ,ሺ݁ܧ ܿሻ 

dir. Buradan 

,ሺ݁ܧ  ܿሻ ൌ 1  

elde edilir. 

 

Teorem 2.1.4: ሺל,ܩሻ ܶܮ-vague grup ve ܩ ,ܧ üzerinde ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı 

olsun. Bu takdirde  ܩ’nin ܶܮ-vague alt gruplarının kümesi “ك” bağıntısına göre bir tam 

kafestir. 

İspat:  {ܪ  ݅ א ܪ vague alt gruplarının bir ailesi ise-ܮܶ  ሽܫ ് ݅ olduğundan her  א ܽ için ܫ א vague alt grup olduğundan ܽିଵ-ܮܶ ܪ . mevcutturܪ א   öyle kiܪ

ל   ሺܽ, ܽିଵ, ݁ሻ ൌ 1 

dir. ܪ ܶܮ-vague kapalı olduğundan her ݅ א ݁ için ܫ א  fuzzy-ܮܶ ayrılabilir ܧ . dirܪ

denklik bağıntısı olduğundan ܶܮ-vague birim eleman tektir. Böylece ݁ א ځ ூאܪ  elde 

edilir.  Buradan ځ ூאܪ ് ,ܽ .dir  ܾ א ځ ூאܪ  için ל ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1 olsun. Buradan her ݅ א  ܫ

için  ܽ, ܾ א ܿ vague alt grup olduğundan-ܮܶ ܪ   veܪ א ݅  elde edilir. Böylece herܪ א  ܫ

için ܿ א ܿ   olduğundanܪ א ځ ூאܪ  dir. Bundan dolayı ځ ூאܪ  vague-ܮܶ   altındaל ,

kapalıdır. 
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 ܽ א ځ ூאܪ  keyfi olsun. Bu takdirde her ݅ א ܽ için ܫ א -ܮܶ  kümeleriܪ .  dirܪ

vague alt grup olduklarından  her ݅ א için ܽିଵ ܫ א  dir. Böylece  ܽିଵܪ א ځ ூאܪ  elde 

edilir. Bu durumda ځ ூאܪ  .vague alt grubudur-ܮܶ in’ܩ 

 bağıntısı ile ”ك“ vague  alt gruplarının kümesi-ܮܶ vague grup olduğundan-ܮܶ ܩ 

tam kafestir. 

 

Gruplarda Teorem 1.3.6’da bahsedildiği gibi alt grup olma şartları kümelerden 

faydalanarak ifade edilebilir. ܶܮ-vague gruplarda ise benzer durumu ifade etmek için 

aşağıdaki tanımlar verildi. 

Tanım 2.1.5: ሺל,ܩሻ  ܶܮ-vague grup, ܣ א Եሺܩሻ/ሼሽ  olsun. Bu takdirde, 

 ሼݕ א ݔ|ܩ א ל  ܣ ሺݔ, ,ݕ ݁ሻܶ ל ሺݕ, ,ݔ ݁ሻ ൌ 1 ሽ  
kümesine ܣ kümesinin ܶܮ-vague tersi denir. Bu küme לܣି ଵ notasyonu ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.6:  ሺל,ܩሻ  ܶܮ-vague grup,  ܣ, ܤ א Եሺܩሻ/ሼሽ  olsun. Bu takdirde, 

  ሼܿ א ܽ|ܩ א ܾ ܣ א ל ܤ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1 ሽ  

kümesine ܣ ve ܤ kümelerinin ܶܮ-vague çarpımı denir. Bu küme ܣ ל  notasyonu ile ܤ

gösterilir. 

 

Örnek 2.1.7: ܩ boştan farklı bir küme olsun. Örnek 2.1.2’deki  ܮܶ ܧ-fuzzy denklik 

bağıntısı ve ל ܶܮ-vague ikili işlemi göz önüne alınırsa herhangi, ܣ, ܤ א Եሺܩሻ/ሼሽ  

kümeleri için לܣି ଵ ൌ ܣ ve ܩ ל ܤ ൌ  .dir ܩ

 

Teorem 2.1.8: ሺל,ܩሻ  ܶܮ-vague grup, ܣ א Եሺܩሻ/ሼሽ olan bir küme olsun. ܩ ,ܣ’nin ܶܮ-

vague alt grubudur   

i)  ܣ ל ܣ ك  ,ܣ

ii) לܣି ଵ ك  ܣ

dır. 

İspat: :  .vague alt grubu olsun-ܮܶ nin’ܩ ,ܣ ฺ

i) ܿ ܣ א ל ,ܽ .keyfi olsun ܣ ܾ א    öyleki ܣ

ל   ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1 

dir. ܩ ,ܣ’nin ܶܮ-vague alt grubu olduğundan ܶܮ-vague kapalıdır. Bu durumda ܿ א  .dır ܣ

Böylece   ܣ ל ܣ ك   .elde edilir ܣ
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ii) ܾ א ିלܣ ଵ keyfi olsun. ܽ א  öyleki ܣ

ל  ሺܽ, ܾ, ݁ሻܶ ל ሺܾ, ܽ, ݁ሻ ൌ 1  

dir. ܾ ܽ elemanının ܶܮ-vague tersidir. ܩ ,ܣ’nin ܶܮ-vague alt grubu olduğundan  ܾ א  .dır ܣ

Buradan לܣି ଵ ك ู .elde edilir ܣ ܣ : ל ܣ ك ିלܣ ve ܣ ଵ ك ,ܽ .olsun ܣ ܾ א ל keyfi olmak üzere ܣ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1 olsun. ܿ ܣ א ל ܣ ك ܽ .vague kapalıdır-ܮܶ vague ikili işlemi-ܮܶ ל olduğundan ܣ א  .vague tersi olsun-ܮܶ ve ܾ ܽ elemanının ܣ

 ܾ א ିלܣ ଵ ك  ܣ

 olduğundan ܩ ,ܣ’nin ܶܮ-vague alt grubudur. 

 

Teorem 1.6.6 ile Demirci [6] gruplardan ܶܮ-vague gruplar elde edildiği gösterildi. 

Benzer şekilde alt gruplar ve ܶܮ-vague alt gruplar arasındaki ilişki aşağıdaki teoremle 

ifade edilir. 

Teorem 2.1.9:ሺל,ܩሻ grup ve ܩ ܣ’nin alt grubu olsun. ܩ ܧ üzerinde regüler ayrılabilir ܶܮ-

fuzzy denklik bağıntısı ve ל ל vague ikili işlemi-ܮܶ  ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ሺܽܧ ל ܾ, ܿሻ olarak 

tanımlansın. Bu takdirde ܩ ,ܣ’nin ܶܮ-vague alt grubudur. 

İspat: Teorem 1.6.6 ile ܩ’nin ܶܮ-vague gruptur. 

ݔ  ܣ א ל ,ܽ .keyfi olsun ܣ ܾ א ל  öyle ki ܣ ሺܽ, ܾ, ሻݔ ൌ 1  dir. Bu durumda 

ሺܽܧ  ל ܾ, ሻݔ ൌ 1  

elde edilir. ܧ ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olduğundan  ݔ ൌ ܽ ל ܾ dır. ܣ alt grup 

olduğundan ݔ ൌ ܽ ל ܾ א ܣ  elde edilir. Böylece ܣ ל ܣ ك ݕ .dır ܣ א ିלܣ ଵ keyfi olmak üzere ݔ א   öyle ki ܣ
ל            ሺݔ, ,ݕ ݁ሻܶ ל ሺݕ, ,ݔ ݁ሻ ൌ 1  

dir. Bu durumda  

ݔሺܧ  ל ,ݕ ݁ሻ ൌ 1 ൌ ݕሺܧ ל ,ݔ ݁ሻ 

dir. ܧ ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olduğundan ݕ ൌ  alt grup ܣ .ଵ elde edilirିݔ

olduğundan ݕ ିלܣ ଵ dır. Böyleceିܣ א ଵ ك  vague alt-ܮܶ nin’ܩ ,ܣ dır. Sonuç olarak ܣ

grubudur. 

 

Teorem 2.1.10: ሺל,ܩሻ  ܶܮ-vague grup, ל  ܶܮ-vague ikili işlemi birinci mertebeden geçişken 

ve ܽ, ܾ, ܿ א ל için  ܩ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1 olsun. Bu takdirde ל ሺܾିଵ, ܽିଵ, ܿିଵሻ ൌ 1 dir. 

İspat: ל ܶܮ-vague ikili işlemi birinci mertebeden geçişken ve keyfi ܽ, ܾ, ܿ א  için  ܩ
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ל  ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1  

olsun. ל güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan  ݈ א  öyle ki ܩ

ל  ሺܿ, ܾିଵ, ݈ሻ ൌ 1  

dir. ሺל,ܩሻ  ܶܮ-vague yarı grup olduğundan 

 1 ൌל ሺܾ, ܾିଵ, ݁ሻܶ ל ሺܽ, ݁, ܽሻܶ ל ሺܽ, ܾ, ܿሻܶ ל ሺܿ, ܾିଵ, ݈ሻ  ,ሺܽܧ ݈ሻ  

ve 

 1 ൌל ሺܿ, ܾିଵ, ݈ሻܶܧሺܽ, ݈ሻ ל ሺܿ, ܾିଵ, ܽሻ 

dir. Buradan 

ל             ሺܿ, ܾିଵ, ܽሻ ൌ 1  

elde edilir. Diğer yandan ל güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan ݔ א   öyle ki ܩ

ל  ሺܽିଵ, ܿ, ሻݔ ൌ 1  

dir. Böylece 

 1 ൌל ሺܽ, ܾ, ܿሻܶ ל ሺܽିଵ, ܿ, ሻܶݔ ל ሺܽିଵ, ܽ, ݁ሻܶ ל ሺ݁, ܾ, ܾሻ  ,ݔሺܧ ܾሻ  

ve 

 1 ൌל ሺܽିଵ, ܿ, ,ݔሺܧ ሻܶݔ ܾሻ ל ሺܽିଵ, ܿ, ܾሻ 

benzer şekilde ל güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan  ݀, ݉ א   öyle ki ܩ

ל  ሺܾିଵ, ܽିଵ, ݀ሻ ൌ 1 ve ל ሺܿ, ݀, ݉ሻ ൌ 1  

dir. Buradan 

 1 ൌל ሺܾିଵ, ܽିଵ, ݀ሻܶ ל ሺܿ, ݀, ݉ሻܶ ל ሺܿ, ܾିଵ, ܽሻܶ ל ሺܽ, ܽିଵ, ݁ሻ  ,ሺ݉ܧ ݁ሻ 

ve 

 1 ൌל ሺܿ, ݀, ݉ሻܶ ܧሺ݉, ݁ሻ  ל ሺܿ, ݀, ݁ሻ 

olduğundan 

ל  ሺܿ, ݈, ݁ሻ ൌ 1                                                                                                        (1) 

elde edilir. ל güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan  ݖ א  öyle ki ܩ

ל  ሺ݀, ܿ, ሻݖ ൌ 1  

dir. Buradan 

 1 ൌל ሺܽିଵ, ܿ, ܾሻܶ ל ሺܾିଵ, ܾ, ݁ሻܶ ל ሺܾିଵ, ܽିଵ, ݀ሻܶ ל ሺ݀, ܿ, ሻݖ  ,ሺ݁ܧ  ሻݖ

olduğundan 

 1 ൌל ሺ݀, ܿ, ,ሺ݁ܧ ሻܶݖ ሻݖ ל ሺ݀, ܿ, ݁ሻ  

ל  ሺ݀, ܿ, ݁ሻ ൌ 1                                                                                                       (2) 

elde edilir. (1) ve (2)’den Teorem 1.6.5 (ii) ile  

,ሺ݀ܧ  ܿିଵሻ ൌ 1  
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dir. Sonuç olarak 

 1 ൌל ሺܾିଵ, ܽିଵ, ݀ሻܶ ܧሺ݀, ܿିଵሻ ל ሺܾିଵ, ܽିଵ, ܿିଵሻ 

olduğundan  

ל  ሺܾିଵ, ܽିଵ, ܿିଵሻ ൌ 1 

elde edilir. 

 

Teorem 2.1.11:  ሺל,ܩሻ  ܶܮ-vague grup, ܪ,  vague ikili-ܮܶ ל ,vague alt grupları-ܮܶ nin’ܩ ܭ

işlemi birinci mertebeden geçişken ve ܭ ל ܪ  vague alt grubu olsun. Bu takdirde-ܮܶ nin’ܩ ܪ ל ܭ ൌ ܭ ל  .dır ܪ

İspat: ܿ א ܪ ל ݄ keyfi olsun. Böylece ܭ א ݇ ve ܪ א  öyleki ܭ

ל  ሺ݄, ݇, ܿሻ ൌ 1 

dir. Teorem 2.1.10 ile 

ל             ሺ݇ିଵ, ݄ିଵ, ܿିଵሻ ൌ 1    

elde edilir. Buradan  ܿିଵ א ܭ  ל ܭ .vague tersi ܿ dir-ܮܶ dir. ܿିଵ elemanının bir ܪ ל ܿ vague alt grubu olduğundan-ܮܶ nin’ܩ ܪ א ܭ  ל ܪ elde edilir. Böylece ܪ ל ܭ ك ܭ ל  elde ܪ

edilir. 

 Tersine olarak ݔ א ܭ  ל ܭ .keyfi olsun ܪ ל  vague alt grubu-ܮܶ nin’ܩ kümesi ܪ

olduğundan ିݔଵ א ܭ  ל ݇  dir.  Bu durumda ܪ א ݄  ve  ܭ א  öyle ki ܪ

ל             ሺ݇, ݄, ଵሻିݔ ൌ 1    

dir. Teorem 2.1.10 ile 

ל  ሺ݄ିଵ, ݇ିଵ, ሻݔ ൌ 1    

elde edilir. ܪ ve ܩ ܭ’nin ܶܮ-vague alt grupları olduğundan ݄ିଵ א ve ݇ିଵ ܪ א  .dır ܭ

Böylece  ݔ א ܪ  ל ܭ elde edilir. Buradan ܭ ל ܪ ك ܪ  ל ܪ dır. Sonuç olarak ܭ ל ܭ ൌ ܭ ל  ܪ

elde edilir. 

 vague alt-ܮܶ vague homomorfi altında görüntülerinin-ܮܶ vague alt grupların-ܮܶ 

grup olması gerekmez.  

Örnek 2.1.12: Ժଶ üzerindeki birinci ܶܮ-vague ikili işlem Örnek 2.1.1 deki gibi ikincisi her ܽ, ܾ, ܿ א Ժଶ için ෩۪ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1 olarak tanımlansın. ߶: ሺԺଶ,לሻ ՜ ൫Ժଶ, ෩۪ ൯ fonksiyonu her ܽ א Ժଶ için ߶ሺܽሻ ൌ 1ത olarak tanımlanırsa; Ժଶ ܶܮ-vague alt grubudur, ancak ߶ሺԺଶሻ Ժଶ’in ܶܮ-vague alt grubu değildir. Gerçekten her ܽ, ܾ, ܿ א ܺ  için  
ל            ሺܽ, ܾ, ܿሻ  1 ൌ ෩۪ ൫߶ሺܽሻ, ߶ሺܾሻ, ߶ሺܿሻ൯ 
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 olduğundan ߶ ܶܮ-vague homomorfidir. 

 1ത א ሼ1തሽ için  ෩۪ ሺ1ത, 1ത, 0തሻ ൌ 1  
dir. 0ത ב ሼ1തሽ  olduğundan ሼ1തሽ kümesi ෩۪  vague kapalı-ܮܶ vague ikili işlemi altında-ܮܶ 

değildir. Bu durumda ߶ሺԺଶሻ ൌ ሼ1തሽ kümesi ൫Ժଶ, ෩۪ ൯’in ܶܮ-vague alt grubu değildir. 

 

Teorem 2.1.13:ሺל,ܩሻ, ൫ܪ, ෩۪ ൯, ൫J,෪ٖ൯  ܶܮ-vague yarı gruplar, ߶: ܩ ՜ ,ܪ ߮: ܪ ื -ܮܶ ܬ

vague homomorfiler olsun. Bu takdirde  ߮ ל ܩ :߶ ՜  .vague homomorfidir-ܮܶ  ܬ

İspat: Her ܽ, ܾ, ܿ א  için ܩ

ל              ሺܽ, ܾ, ܿሻ  ෩۪ ൫߶ሺܽሻ, ߶ሺܾሻ, ߶ሺܿሻ൯ 

         ෪ٖ ሺ߮൫߶ሺܽሻ൯, ߮൫߶ሺܾሻ൯, ߮൫߶ሺܿሻ൯ 

                             ൌ ෪ٖ ሺ߮ ל ߶ ሺܽሻ, ߮ ל ߶ሺܾሻ, ߮ ל ߶ሺܿሻሻ 

olduğundan Tanım 1.6.13 ile ߮ ל  .vague homomorfidir-ܮܶ  ߶

 

Eğer ܩ ve ܪ üzerindeki ܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları ayrılabilir ise ܶܮ-vague birebir 

fonksiyonu birebir fonksiyondur. Ancak her birebir fonksiyon ܶܮ-vague birebir olması 

gerekmez. Bu duruma örnek aşağıda verilmiştir. 

Örnek 2.1.14: ܮ tam kafes, ߙ א  ሼ0ሽ ve ܶ bir t-norm olmak üzere Ժ tam sayılar kümesi\ܮ

üzerinde  

,ݔሺܧ    ሻݕ ൌ ൜1    ݔ ൌ ݔ   ߙݕ ് ݕ ,ݔሺܨ ,    ሻݕ ൌ ,ሻ, ൫Ժל,fuzzy denklik bağıntıları ve ሺԺ-ܮܶ   1 ෩۪ ൯ ܶܮ-vague yarı gruplar olsun. Bu takdirde  ߶ ൌ  .vague birebir değildir-ܮܶ  Ժ birebir fonksiyondur ancakܫ

Gerçekten; 

 2,3 א Ժ için ܧ ෩۪ ൫߶ሺ2ሻ, ߶ሺ3ሻ൯ ൌ 1 ح ሺ2,3ሻלܧ  ൌ  ߙ

olduğundan ߶ ܶܮ-vague birebir değildir. 

 

Teorem 2.1.15: ሺל,ܩሻ  ܶܮ-vague grup, ൫ܪ, ෩۪ ൯ değişmeli  ܶܮ-vague grup, ܧ,  ܩ sırasıyla ܨ

ve ܪ üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları ve ߶: ܩ ՜  vague-ܮܶ vague homomorfisi-ܮܶ ܪ

birebir olsun. Bu takdirde ܩ değişmeli  ܶܮ-vague gruptur.  

İspat: ܽ, ܾ, ܿ, ݀ א  .keyfi olsun ܩ

ל  ሺܽ, ܾ, ܿሻܶ ל ሺܾ, ܽ, ݀ሻ  ෩۪ ൫߶ሺܽሻ, ߶ሺܾሻ, ߶ሺܿሻ൯ܶ ෩۪ ൫߶ሺܾሻ, ߶ሺܽሻ, ߶ሺ݀ሻ൯ 

     ,൫߶ሺܿሻܨ ߶ሺ݀ሻ൯ 
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     ,ሺܿܧ ݀ሻ 

dir. Böylece 

ל  ሺܽ, ܾ, ܿሻܶ ל ሺܾ, ܽ, ݀ሻ  ,ሺܿܧ  ݀ሻ 

elde edilir. Sonuç olarak ܩ değişmeli  ܶܮ-vague gruptur.  

 

Teorem 2.1.16: ሺל,ܩሻ ve ሺܪ, ۪ሻ  gruplar, ܧ,  fuzzy denklik-ܮܶ üzerinde ܪ ve ܩ sırasıyla ܨ

bağıntıları olsun. ܩ ve ܪ üzerinde sırasıyla, her ܽ, ܾ, ܿ א ,ݔ ve her ܩ ,ݕ ݖ א  için ܪ

ל   ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ሺܽܧ ל ܾ, ܿሻ  ve       

 ෩۪ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ,ݕ۪ݔሺܨ :߶ fuzzy ikili işlemleri tanımlansın. Eğer-ܮܶ  ሻݖ ܩ ՜  ye’ܨ-ܧ grup homomorfisi ܪ

genişletilmiş ise ߶ ܶܮ-vague homomorfidir. 

İspat: ܩ ve ܪ üzerinde sırasıyla tanımlanan ל ve ෩۪ ,ܪ ሻ ve ൫ל,ܩfuzzy ikili işlemleri ile ሺ-ܮܶ  ෩۪ ൯ ܶܮ-vague yarı grupları elde edilir. Her ܽ, ܾ, ܿ א   için ܩ
 ෩۪ ൫߶ሺܽሻ, ߶ሺܾሻ, ߶ሺܿሻ൯ ൌ ,ሺܽሻ۪߶ሺܾሻ߶)ܨ ߶ሺܿሻሻ 

                                     ൌ ሺܽ߶)ܨ ל ܾሻ, ߶ሺܿሻሻ 

                         ሺܽܧ ל ܾ, ܿሻ= ל ሺܽ, ܾ, ܿሻ . 
olduğundan ߶ ܶܮ-vague homomorfidir. 

 

 vague Halkalar Üzerine Çalışmalar-ࡸࢀ .2.2

 

Kısım 1.6’da verilen ܶܮ-vague halkalar hakkında mevcut olan tanım ve teoremlere 

ek olarak elde edilen bazı özellikler bu bölümde çalışıldı. 

 

Örnek 2.2.1: ܮ bir tam kafes ve Ժ kümesi üzerinde ܮܶ  ܧ-fuzzy denklik bağıntısı Örnek 

1.4.8 (ii)’de ki gibi tanımlansın. Bu durumda her ܽ, ܾ, ܿ א Ժ;  ߚ, ߛ א ߛ ve ܮ  ߚ   vague ikili işlemleri-ܮܶ için ߙ

 ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ൜ 1,     ܽ  ܾ ൌ ܽ      ,ߚ ܿ  ܾ ് ܿ    ve  כ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ൜ 1,      ܽ כ ܾ ൌ ܽ      ,ߛ ܿ כ ܾ ് ܿ   
olarak tanımlanır ise ሺԺ,   .vague halkadır-ܮܶ  ሻכ,

 

Teorem 2.2.2:  ሺܴ,   .vague halka olsun-ܮܶ  ሻכ,

i) ݁כ, ݁ᇱכ , ሺܴ,  ,כሺ݁ܧ vague birim elemanı ise-ܮܶ ሻ  ’in ikiכ, ᇱכ ݁ ሻ ൌ 1 dir. 
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ii) ܾ, ܾᇱ bir a elemanının כ ,ሺܾܧ vague tersi ise-ܮܶ vague ikili işlemine göre iki-ܮܶ  ܾᇱሻ ൌ 1 dir. 

iii)   ikinci ve üçüncü mertebeden geçişken. Eğer ܧሺܽଵ, ܽଶሻ ൌ 1 ve b ܽଵ’in ܶܮ-

vague tersi ise b ܽଶ’nin ܶܮ-vague tersidir. 

iv) כ כ݁ vague ikili işlemi birinci mertebeden geçişken,  b, ܽଵ elemanının-ܮܶ   vague-ܮܶ vague tersi ise b ܽ’nın her-ܮܶ vague birim elemanına göre-ܮܶ ܴא

birim elemanına göre ܶܮ-vague tersidir. 

v) כ  vague ikili işlemi birinci mertebeden geçişken,  b, ܾᇱ  ܽ  elemanının-ܮܶ 

sırasıyla ݁כ, ݁ᇱכ א  ,ሺܾܧ vague tersleri ise-ܮܶ vague birim elemanlarına göre-ܮܶ ܴ ܾᇱሻ ൌ 1 dir. 

vi) E ayrılabilir ܶܮ - fuzzy denklik bağıntısı ise ܶܮ-vague birim eleman ve bir 

elemanın ܶܮ-vague tersi tektir. 

İspat: Teorem 1.6.5’ün ispatına benzer şekilde yapılır.  

 

Teorem 2.2.3:  ሺܴ,  vague halka ve ݁ା-ܮܶ  ሻכ, , ሺܴ, ) ܶܮ-vague grubunun ܶܮ-vague 

birim elemanı olsun. Bu takdirde   ve כ ܶܮ-vague işlemleri birinci mertebeden geçişken 

ise her ݔ א ܴ için  כ ሺݔ, ݁ା , ݁ା ሻ ൌ 1 dir. 

İspat: Her ݔ א ܴ için   ve כ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyonlar olduğundan ݇, ݎ א ܴ öyle ki 

כ  ሺݔ, ݁ା , ݇ሻ ൌ 1  ve ሺ݇, ݇, ሻݎ ൌ 1  

dir. 

 1 ൌכ ሺݔ, ݁ା , ݇ሻܶ כ ሺݔ, ݁ା , ݇ሻܶሺ݇, ݇, ሻܶሺ݁ାݎ , ݁ା , ݁ା ሻܶ כ ሺݔ, ݁ା , ݇ሻ  ,ݎሺܧ ݇ሻ 

dir.   birinci mertebeden geçişken olduğundan; 

 1 ൌ ሺ݇, ݇, ,ݎሺܧ ሻܶݎ ݇ሻ  ሺ݇, ݇, ݇ሻ 

ile 

            ሺ݇, ݇, ݇ሻ ൌ 1 

elde edilir. Buradan Teorem 2.1.3 ile; 

ሺ݁ାܧ  , ݇ሻ ൌ 1 

elde edilir. כ  birinci mertebeden geçişken olduğundan; 

 1 ൌכ ሺݔ, ݁ା , ݇ሻܶܧሺ݁ା , ݇ሻ כ ሺݔ, ݁ା , ݁ା ሻ     

dir. Sonuç olarak 

כ   ሺݔ, ݁ା , ݁ା ሻ ൌ 1  

elde edilir. 
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Teorem 2.2.4:  ሺܴ, ,כሻ  halka ve ܧ, ܴ üzerindeki her iki ikili işleme göre regüler ܶܮ-

fuzzy denklik bağıntısı olsun.   ve כ  ܶܮ-vague işlemleri her ݎ, ,ݏ ݐ א ܴ için 

 ሺݎ, ,ݏ ሻݐ ൌ ݎሺܧ כ ,ݏ כ  ሻ   veݐ ሺݎ, ,ݏ ሻݐ ൌ ݎሺܧ כ ,ݏ  ሻݐ

olarak tanımlanırsa ሺܴ,   .vague halkadır-ܮܶ  ሻכ,

İspat: Teorem 1.6.6’dan ሺܴ, ሻ değişmeli ܶܮ-vague grup ve ሺܴ,כሻ ܶܮ-vague yarı gruptur. 

Her ݔ, ,ݕ ,ݖ ݀, ,ݐ ܽ, ܾ, ܿ א ܴ için 

כ            ሺݔ, ,ݕ ܽሻܶ כ ሺݔ, ,ݖ ܾሻܶሺܽ, ܾ, ܿሻܶሺݕ, ,ݖ ݀ሻܶ כ ሺݔ, ݀,  ሻݐ

             ݔሺܧ כ ,ݕ ܽሻܶܧሺݔ כ ,ݖ ܾሻܶܧሺܽ  ܾ, ܿሻܶܧሺݕ  ,ݖ ݀ሻܶܧሺݔ כ ݀,  ሻݐ

  ݔ൫ሺܧ כ ሻݕ  ሺݔ כ ,ሻݖ ܽ  ܾ൯ܶܧሺܽ  ܾ, ܿሻܶܧሺݕ  ,ݖ ݀ሻܶܧሺݔ כ ݀,  ሻݐ

  ݔ൫ሺܧ כ ሻݕ  ሺݔ כ ,ሻݖ ܿ൯ܶܧሺݔ כ ሺݕ  ,ሻݖ ݔ כ ݀ሻܶܧሺݔ כ ݀,  ሻݐ

             ݔሺܧ כ ሺݕ  ,ሻݖ ܿሻܶܧሺݔ כ ሺݕ  ,ሻݖ  ሻݐ

             ,ݐሺܧ ܿሻ 

ve 

כ             ሺݔ, ,ݖ ܽሻܶ כ ሺݕ, ,ݖ ܾሻܶሺܽ, ܾ, ܿሻܶሺݔ, ,ݕ ݀ሻܶ כ ሺ݀, ,ݖ  ሻݐ

  ݔሺܧ כ ,ݖ ܽሻܶܧሺݕ כ ,ݖ ܾሻܶܧሺܽ  ܾ, ܿሻܶܧሺݕ  ,ݖ ݀ሻܶܧሺ݀ כ ,ݖ  ሻݐ

            ݔ൫ሺܧ כ ሻݖ  ሺݕ כ ,ሻݖ ܽ  ܾ൯ܶܧሺܽ  ܾ, ܿሻܶܧሺݔ כ ሺݕ  ,ሻݖ ݔ כ ݀ሻܶܧሺݔ כ ݀,  ሻݐ

             ݔሺܧ כ ሺݕ  ,ሻݖ ܽ  ܾሻܶܧሺܽ  ܾ, ܿሻܶܧሺݔ כ ሺݕ  ,ሻݖ  ሻݐ

             ݔሺܧ כ ሺݕ  ,ሻݖ ܿሻܶܧሺݔ כ ሺݕ  ,ሻݖ  ሻݐ

  ,ݐሺܧ ܿሻ 

elde edilir. Böylece ሺܴ, ,כሻ  ܶܮ-vague halkadır. 

 

Teorem 2.2.5: ሺܴ,   fuzzy denklik-ܮܶ üzerinde ayrılabilir ܴ ,ܧ vague halka ve-ܮܶ ሻ birכ,

bağıntısı olmak üzere; “” ve “כ” sırasıyla   ve כ ܶܮ-vague ikili işlemleri ile üretilen ikili 

işlemler olsun. Bu durumda ሺܴ, ,כሻ  halkadır. 

İspat: Teorem 1.6.7 ile ሺܴ, ሻ değişmeli ܶܮ-vague grup olduğundan ሺܴ, ሻ değişmeli 

grup ve ሺܴ,כሻ  ܶܮ-vague yarı grup olduğundan ሺܴ,כሻ yarı gruptur. Her ܽ, ܾ, ܿ א ܴ için 

           1 ൌ כ ሺܽ, ܾ, ܽ כ ܾሻܶ כ ሺܽ, ܿ, ܽ כ ܿሻܶ൫ܽ כ ܾ, ܽ כ ܿ, ሺܽ כ ܾሻ  ሺܽ כ ܿሻ൯ ܶሺܾ, ܿ, ܾ  ܿሻܶ כ ൫ܽ, ܾ  ܿ, ܽ כ ሺܾ  ܿሻ൯ 

               ሺሺܽܧ כ ܾሻ  ሺܽ כ ܿሻ, ܽ כ ሺܾ  ܿሻሻ ܧ ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olduğundan 

 ܽ כ ሺܾ  ܿሻ ൌ ሺܽ כ ܾሻ  ሺܽ כ ܿሻ 

elde edilir. Benzer şekilde  
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 ሺܾ  ܿሻ כ ܽ ൌ ሺܾ כ ܽሻ  ሺܿ כ ܽሻ 

olduğu açıktır. Böylece ሺܴ, ,כሻ  halkadır. 

 

Sezer [34]’in çalışmasında verilen Teorem 1.6.10’da ܮ-vague grupların kartezyen 

çarpımlarının da ܮ-vague grup olduğu belirtilmiştir. Bundan yola çıkarak ܮ-vague 

halkaların Kartezyen çarpımının ܮ-vague halka olması aşağıdaki teoremle ifade edilmiştir. 

Teorem 2.2.6: ܧ,  ܴ üzerinde ܮ-fuzzy denklik bağıntıları ve ሺܴ, ,כሻ (݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ ܮ-

vague halkalar olsunlar. ܴ ൌ ܴଵ ൈ … ൈ ܴ olmak üzere 

 ෪ْ, ෩۪ : ܴ ൈ ܴ ൈ ܴ ื ݔ vague ikili işlemleri-ܮ ܮ  ൌ ሺݔଵ, … , ݕ ,ሻݔ ൌ ሺݕଵ, … , ݖ  ,ሻݕ ൌ ሺ ݖଵ, … , ሻݖ א ܴ için; 

 ෪ْ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ؔ ٿ ሺݔ,ୀଵ ,ݕ  ሻݖ

ve 

 ෩۪ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ؔ ٿ כ ሺݔ,ୀଵ ,ݕ  ሻݖ

olarak tanımlanırsa ሺܴ,෪ْ, ෩۪ ሻ bir ܮ-vague halkadır. 

İspat: Teorem 1.6.10 ile ሺܴ,෪ْሻ ܮ-vague gruptur. Ayrıca ሺܴ, ෩۪ ሻ ܮ-vague yarı gruptur. ݔ ൌ ሺݔଵ, … , ݕ ,ሻݔ ൌ ሺݕଵ, … , ݖ ,ሻݕ ൌ ሺ ݖଵ, … , ܽ ,ሻݖ ൌ ሺܽଵ, … , ܽሻ, ܾ ൌ ሺܾଵ, … , ܾሻ, ܿ ൌ ሺ ܿଵ, … , ܿሻ, ݀ ൌ ሺ݀ଵ, … , ݀ሻ, ݐ ൌ ሺݐଵ, … , ሻݐ א ܴ olsun.  

:ܣ  ൌ ෩۪ ሺݔ, ,ݕ ܽሻٿ ෩۪ ሺݕ, ,ݔ ܾሻ 

olarak tanımlansın. Her ݅ א ሼ1,2, … , ݊ሽ için 

ܣ   ሺݔ, ,ݕ ܽሻٿሺݕ, ,ݔ ܾሻ  ,ሺܽܧ ܾሻ 

dir. Buradan 

ܣ     ٿ ,ሺܽܧ ܾሻ ൌୀଵ ଵܧ  ൈ … ൈ ,ሺሺܽଵܧ  … , ܽሻ, ሺܾଵ, … , ܾሻሻ 

elde edilir. Böylece ሺܴ,෪ْሻ değişmeli ܮ-vague gruptur. 

 

:ܤ  ൌ ෩۪ ሺݔ, ,ݕ ܽሻٿ ෩۪ ሺݔ, ,ݖ ܾሻٿ ෪ْ ሺܽ, ܾ, ܿሻٿ ෪ْ ሺݕ, ,ݖ ݀ሻٿ ෩۪ ሺݔ, ݀,   ሻݐ

olarak tanımlansın. Her ݅ א ሼ1,2, … , ݊ሽ için 

ܤ   כ ሺݔ, ,ݕ ܽሻٿ כ ሺݔ, ,ݖ ܾሻٿሺܽ, ܾ, ܿሻٿሺݕ, ,ݖ ݀ሻٿ כ ሺݔ, ݀,  ሻݐ

        ,ሺܿܧ  ሻݐ

elde edilir. Bu takdirde 

ܤ              ٿ ,ሺܿܧ ሻݐ ൌୀଵ ଵܧ  ൈ … ൈ ,ሺሺ ܿଵܧ  … , ܿሻ, ሺݐଵ, … ,  ሻሻݐ

dir. Benzer şekilde Tanım 1.6.24 (iii) koşuluda gerçeklenir. Böylece ሺܴ,෪ْ, ෩۪ ሻ bir ܮ-vague 

halkadır. 
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Teorem 2.2.7: ሺܴ,   ,ሻ vague halkaכ, ് ܣ ك ܴ olsun. ܣ’ya ܴ’nin ܶܮ-vague alt 

halkasıdır.   

i) ܣ, ܴ’nin ܶܮ-vague alt grubudur. 

ii) כ ,ܣ  ܶܮ-vague ikili işlemi altında ܶܮ-vague kapalıdır. 

İspat:ܣ ฺ  ܴ’nin ܶܮ-vague alt halkası ise ሺܣ, ՝ൈൈ,כ՝ൈൈሻ ܶܮ-vague halkadır. Bu 

durumda tek tarafın gösterilmesi yeterli olacaktır. 

        ู: ,ܣvague alt grubu olduğundan ሺ-ܮܶ nin’ܴ ,ܣ ՝ൈൈሻ ܶܮ-vague gruptur. ሺܴ, ሻ 

değişmeli ܶܮ-vague grup olduğundan ܴ değişmeli ܶܮ-vague gruptur.  

 vague halka-ܮܶ  kümesi de ܣ  vague halka olduğundan-ܮܶ  ܴ .fuzzy fonksiyondur-ܮܶ üzerinde güçlü ܣ כ vague kapalı olduğundan-ܮܶ vague ikili işlemi altında-ܮܶ  כ ,ܣ 

olma koşullarını sağlar. 

  

Teorem 2.2.8: ሺܴ,  vague halka ise ሼ݁ା-ܮܶ  ሻכ, ሽ ve ܴ kümeleri ܴ ’nin ܶܮ-vague alt 

halkalarıdır. 

 

Teorem 2.2.9: ሺܴ, ,כሻ   bir halka, ܣ  ܴ’nin  alt halkası, ܧ, ܴ üzerindeki her iki ikili işleme 

göre regüler ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ve  , כ ,ܽ vague ikili işlemleri her-ܮܶ   ܾ, ܿ א ܴ için ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ሺܽܧ  ܾ, ܿሻ  כ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ሺܽܧ כ ܾ, ܿሻ   

olarak tanımlansın. Bu takdirde  ܣ, ܴ’nin ܶܮ-vague alt halkasıdır. 

İspat: ܣ ܴ halkasının alt halkası olduğundan  ܣ ܴ grubunun alt grubudur. Teorem 2.1.9 ile  ܣ  ܴ’nin ܶܮ-vague alt grubudur. 

 Yine Teorem 2.1.9’dan benzer şekilde כ  ܣ  ܶܮ-vague ikili işlemi altında ܶܮ-vague 

kapalıdır. Böylece Teorem 2.2.7 ile ܣ  ܴ’nin ܶܮ-vague alt halkasıdır. 

 

Teorem 2.2.10: ሺܴ,   fuzzy denklik bağıntısı-ܮܶ  ayrılabilir ܧ vague halka ve-ܮܶ  ሻכ,

olsun. Bu takdirde  ܴ’nin ܶܮ-vague alt halkalarının kümesi  “ك” bağıntısına göre tam 

kafestir. 

İspat: {ሺܪ,  ሻכ,   ݅ א    .vague alt halkalarının bir ailesi olsun-ܮܶ ሽ  ܴ’ninܫ

Teorem 2.1.4 den ځ ூאܪ  , ܴ’nin ܶܮ-vague alt grubudur. Buradan her ݅ א  ܪ için ܫ
kümeleri כ ܶܮ-vague ikili işlemi altında ܶܮ-vague kapalı olduğundan Teorem 2.1.4’ün 
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ispatından ځ ூאܪ   כ ܶܮ-vague ikili işlemi altında ܶܮ-vague kapalıdır. Bu durumda 

Teorem 2.2.7 ile  ځ ூאܪ , ܴ’nin ܶܮ-vague alt halkasıdır. Teorem 2.2.8 ile ܴ, ܴ’nin ܶܮ-

vague alt halkasıdır. Böylece ܴ’nin  ܶܮ-vague alt halkalarının kümesi  “ك” bağıntısına 

göre bir tam kafestir. 

 

Tanım 2.2.11: ሺܴ,  ܽ ,vague halka-ܮܶ  ሻכ, א ܴ olsun. Bu durumda ܽ כ ܴ ve  ܴ כ ܽ 

kümeleri sırasıyla 

      ܽ כ ܴ ൌ ሼݔ א ݎ|ܴ א כ  ܴ ሺܽ, ,ݎ ሻݔ ൌ 1ሽ  ve  ܴ כ ܽ ൌ ሼݕ א ݎ|ܴ א כ  ܴ ሺݎ, ܽ, ሻݕ ൌ 1ሽ 

şeklinde tanımlanır. 

 

Teorem 2.2.12: ሺܴ,  ܽ vague halka-ܮܶ  ሻכ, א ܴ  ve   vague ikili işlemleri birinci-ܮܶ כ ,

mertebeden geçişken olsun. Bu takdirde ܽ כ ܴ ve ܴ כ ܽ kümeleri ܴ’nin ܶܮ-vague alt 

halkalarıdır. 

İspat: ݔ, ݕ א ܽ כ ܴ  keyfi ve  ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 1 olsun. Bu takdirde ݎଵ, ଶݎ א ܴ öyle ki  

כ  ሺܽ, ,ଵݎ ሻݔ ൌ 1 ve כ ሺܽ, ,ଶݎ ሻݕ ൌ 1 

dir.   ve כ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyonlar olduğundan ݎଷ, ݇ א ܴ öyle ki 

   ሺݎଵ, ,ଶݎ ଷሻݎ ൌ 1 ve כ ሺܽ, ,ଷݎ ݇ሻ ൌ 1 

dir. Bu takdirde 

              1 ൌ ሺݎଵ, ,ଶݎ ଷሻܶݎ כ ሺܽ, ,ଷݎ ݇ሻܶ כ ሺܽ, ,ଵݎ ሻܶݔ כ ሺܽ, ,ଶݎ ,ݔሻܶሺݕ ,ݕ ሻݖ  ,ݖሺܧ ݇ሻ 

ve 

              1 ൌכ ሺܽ, ,ଷݎ ݇ሻܶܧሺݖ, ݇ሻ כ ሺܽ, ,ଷݎ  ሻݖ

dir. Buradan ݖ א ܽ כ ܴ elde edilir. ܽ כ ܴ kümesi   vague-ܮܶ vague ikili işlemine göre-ܮܶ  

kapalıdır.  

ݔ     א ܽ כ ܴ keyfi olsun.   ve כ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyonlar olduğundan  ݈, ݉  öyle ki ܴא

כ    ሺܽ, െݎଵ, ݈ሻ ൌ 1 ve ሺݔ, ݈, ݉ሻ ൌ 1 

dir. Bu takdirde 1 ൌ ሺݎଵ, െݎଵ, ݁ା ሻܶ כ ሺܽ, ݁ା , ݁ା ሻܶ כ ሺܽ, ,ଵݎ ሻܶݔ כ ሺܽ, െݎଵ, ݈ሻܶሺݔ, ݈, ݉ሻ      ሺ݁ାܧ , ݉ሻ 

ve 

 1 ൌ ሺݔ, ݈, ݉ሻܶܧሺ݁ା , ݉ሻ  ሺݔ, ݈, ݁ା ሻ 

olduğundan 
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 ሺݔ, ݈, ݁ା ሻ ൌ 1 

elde edilir. Benzer şekilde   güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan  ݇ א ܴ öyle ki 

  ሺ݈, ,ݔ ݇ሻ ൌ 1 

dir. Bu takdirde   1 ൌ ሺെݎଵ, ,ଵݎ ݁ା ሻܶ כ ሺܽ, ݁ା , ݁ା ሻܶ כ ሺܽ, െݎଵ, ݈ሻܶ כ ሺܽ, ,ଵݎ ,ሻܶሺ݈ݔ ,ݔ ݇ሻ      ሺ݁ାܧ , ݇ሻ 

ve 

 1 ൌ ሺ݈, ,ݔ ݇ሻܶܧሺ݁ା , ݇ሻ  ሺ݈, ,ݔ ݁ା ሻ 

olduğundan 

  ሺ݈, ,ݔ ݁ା ሻ ൌ 1  

elde edilir. Bu durumda  

,ሺ݈ܧ   െݔሻ ൌ 1 

dir. Bu takdirde 

 1 ൌכ ሺܽ, െݎ, ݈ሻܶܧሺ݈, െݔሻ כ ሺܽ, െݎ, െݔሻ 

              1 ൌכ ሺܽ, െݎ, െݔሻ  

olduğundan െݔ א ܽ כ ܴ dır. Böylece ܽ כ ܴ,  ܴ’nin ܶܮ-vague alt grubudur. ݔ, ݕ א ܽ כ ܴ ve  כ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 1 olsun. Bu durumda כ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan  ݇, ݐ א ܴ öyle ki 

כ   ሺݎଵ, ,ݕ ݇ሻ ൌ 1  ve  כ ሺܽ, ݇, ሻݐ ൌ 1 

ve 

  1 ൌכ ሺݎଵ, ,ݕ ݇ሻܶ כ ሺܽ, ݇, ሻܶݐ כ ሺܽ, ,ଵݎ ሻܶݔ כ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ  ,ݐሺܧ  ሻݖ

olduğundan 

 1 ൌכ ሺܽ, ݇, ,ݐሺܧሻܶݐ ሻݖ כ ሺܽ, ݇,  ሻݖ

elde edilir. כ ሺܽ, ݇, ሻݖ ൌ 1 olacak şekilde ݇ א ܴ mevcuttur. Buradan ݖ א ܽ כ ܴ 

olduğundan ܽ כ ܴ kümesi כ  ܶܮ-vague ikili işlemine göre ܶܮ-vague kapalıdır. Böylece ܽ כ ܴ,  ܴ’nin ܶܮ-vague alt halkasıdır. Benzer şekilde ܴ כ ܽ kümesi ,  ܴ’nin ܶܮ-vague alt 

halkasıdır. 

 

Örnek 2.2.13: ሺܴ,  vague halka, -ܮܶ  ሻכ,   birinci mertebeden geçişken ise ሼ݁ାכ , ሽ   ve ܴ ܶܮ-vague ideallerdir. 

Çözüm: Teorem 2.2.3 ile her ݔ א ܴ için כ ሺݔ, ݁ା , ݁ା ሻ ൌ 1 ve כ ሺ݁ା , ,ݔ ݁ା ሻ ൌ 1 olduğundan ሼ݁ା ሽ  ܶܮ-vague idealidir. ܴ’nin ܶܮ-vague ideal olduğu açıktır. 
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Teorem 2.2.14: ܧ, ܴ üzerinde ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı, ሺܴ,    vague-ܮܶ  ሻכ,

halka, ܫ ve ܬ  ܴ’nin iki sol ܶܮ-vague idealleri olsun. Bu takdirde ܫ ת  vague-ܮܶ nin sol’ܴ  ܬ

idealidir. 

İspat: ܫ ve ܬ  ܴ’nin iki sol ܶܮ-vague alt halkaları olduğundan Teorem 2.2.10’dan ܫ ܽ vague alt halkasıdır. Her-ܮܶ  nin’ܴ  ܬת א ܫ ת ݔ  ,  ܬ א ܴ için ܾ א   öyleki ܫ

כ  ሺݔ, ܽ, ܾሻ ൌ 1 

ve  ܿ א  öyleki ܬ

כ  ሺݔ, ܽ, ܿሻ ൌ 1  

dir. כ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan   

 1 ൌכ ሺݔ, ܽ, ܾሻܶ כ ሺݔ, ܽ, ܿሻܶܧሺሺݔ, ܽሻ, ሺݔ, ܽሻሻ  ,ሺܾܧ ܿሻ 

            1 ൌ ,ሺܾܧ ܿሻ 

elde edilir. ܧ ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olduğundan ܾ ൌ ܿ olur. Bu durumda 

her ܽ א ܫ ת ݔ her ,  ܬ א ܴ için ܾ א ܫ ת כ öyleki ܬ ሺݔ, ܽ, ܾሻ ൌ 1 dir. Böylece ܫ ת  nin’ܴ  ܬ

sol ܶܮ-vague idealidir. 

 

Teorem 2.2.15: ܴ birim elemanlı ܶܮ-vague halka olsun. Bu takdirde  ܫ , ܴ’nin ܶܮ-vague 

birim elemanını içeren bir sol ܶܮ-vague ideali ise ܫ ൌ ܴ dir. 

İspat: ݎ א ܴ için ݁כ א ܾ olduğundan ܫ א   öyleki ܫ

כ  ሺݎ, ,כ݁ ܾሻ ൌ 1  

dir.  כ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan 

 1 ൌכ ሺݎ, ,כ݁ ܾሻܶ כ ሺݎ, ,כ݁ ܧሻܶݎ ൈ் ,ݎሺሺܧ ,ሻכ݁ ሺݎ, ሻሻכ݁  ,ሺܾܧ  ሻݎ

ve buradan 

,ሺܾܧ  ሻݎ ൌ 1 

elde edilir. ܧ ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olduğundan ܾ ൌ ܫ dir. Böylece ݎ ൌ ܴ 

dir. 

 

Teorem 2.2.16:  ሺܴ,  ܽ vague halka-ܮܶ  ሻכ, א ܴ ve כ ܶܮ-vague ikili işlemi birinci 

mertebeden geçişken olsun. ܽ כ ܴ kümesi ܴ’nin sağ ܶܮ-vague ideali, ܴ כ ܽ kümesi ܴ’nin 

sol ܶܮ-vague idealidir. 

İspat: Teorem 2.2.12 ile ܽ כ ܴ kümesi ܴ’nin ܶܮ-vague alt halkasıdır. Her ݔ א ܽ כ ܴ, her ݎ א ܴ için כ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan ݇ א ܴ öyle ki 
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כ               ሺݔ, ,ݎ ݇ሻ ൌ 1 

dir. ݔ א ܽ כ ܴ olduğundan ݎଵ א ܴ öyle ki  

כ  ሺܽ, ,ଵݎ ሻݔ ൌ 1 

dir. כ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyonlar olduğundan ݈, ݖ א ܴ öyle ki 

כ    ሺݎଵ, ,ݎ ݈ሻ ൌ 1 ve  כ ሺܽ, ݈, ሻݖ ൌ 1 

dir. ܴ  ܶܮ-vague halka olduğundan 

 1 ൌכ ሺܽ, ,ଵݎ ሻܶݔ כ ሺݔ, ,ݎ ݇ሻܶ כ ሺݎଵ, ,ݎ ݈ሻܶ כ ሺܽ, ݈, ሻݖ  ,ݖሺܧ ݇ሻ 

 1 ൌכ ሺܽ, ݈, ,ݖሺܧሻܶݖ ݇ሻ כ ሺܽ, ݈, ݇ሻ 

 1 ൌכ ሺܽ, ݈, ݇ሻ 

elde edilir. Böylece ݇ א ܽ כ ܴ dir. Buradan her ݔ א ܽ כ ܴ, her ݎ א ܴ için ݇ א ܽ כ ܴ öyleki 

כ  ሺݔ, ,ݎ ݇ሻ ൌ 1  

dir. Sonuç olarak  ܽ כ ܴ kümesi ܴ’nin sağ ܶܮ-vague idealidir. ܴ כ ܽ kümesinin ܴ’nin sol ܶܮ-vague ideali olduğu benzer şekilde gösterilir. 

 

Teorem 2.2.17: ሺܴ,  ,  ሻכ, ሺܵ,෪ْ ,෪ٖሻ ve ሺܲ,෪ٛ ,෪ٞሻ ܶܮ-vague halkalar olsun. ߶: ܴ ՜ ܵ,߮: ܵ ื ߮ vague halka homomorfileri ise-ܮܶ ܲ ל ߶: ܴ ՜  vague halka-ܮܶ  ܲ

homomorfisidir. 

İspat: ߶ ve ߮ ܶܮ-vague homomorfi olduklarından Teorem 2.1.13 ile  her ܽ, ܾ, ܿ א ܴ için  

             ሺܽ, ܾ, ܿሻ ෪ٛ ሺ߮ ל ߶ሺܽሻ, ߮ ל ߶ሺܾሻ, ߮ ל ߶ሺܿሻሻ   

elde edilir. Diğer yandan  

כ    ሺܽ, ܾ, ܿሻ ෪ٖ ൫߶ሺܽሻ, ߶ሺܾሻ, ߶ሺܿሻ൯ 

                              ෪ٞ ሺ߮൫߶ሺܽሻ൯, ߮൫߶ሺܾሻ൯, ߮൫߶ሺܿሻ൯ 

                              ൌ෪ٞ ሺ߮ ל ߶ ሺܽሻ, ߮ ל ߶ሺܾሻ, ߮ ל ߶ሺܿሻሻ  

Böylece Tanım 1.6.28 ile ߮ ל  .vague halka homomorfisidir-ܮܶ ߶

 

Teorem 2.2.18: ܨ ܵ üzerinde ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı, ሺܴ,  , ሻכ, ሺܵ,෪ْ ,෪ٖሻ   ܶܮ-vague halkalar ve ߶: ܴ ՜ -ܮܶ ሻכ,vague halka homomorfisi olsun. ߶ örten ve ሺܴ-ܮܶ  ܵ

vague birim elemanlı ise ߶ሺ݁כሻ ൌ ݁෪ْ dir. 

İspat: Her ݎ א ܴ için  

כ  ሺݎ, ,כ݁ ሻܶݎ כ ሺ݁כ, ,ݎ ሻݎ ൌ 1 

dir. ߶ örten olduğundan her ݏ א ܵ için ݎ א ܴ öyle ki  

           ߶ሺݎሻ ൌ  ݏ
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ve ߶ ܶܮ-vague halka homomorfisi olduğundan 

 1 ൌכ ሺݎ, ,כ݁ ሻܶݎ כ ሺ݁כ, ,ݎ  ሻݎ

    ෪ٖ ൫߶ሺݎሻ, ߶ሺ݁כሻ, ߶ሺݎሻ൯ܶ ෪ٖ ൫߶ሺ݁כሻ, ߶ሺݎሻ, ߶ሺݎሻ൯ 

     ൌ෪ٖ ሺݏ, ߶ሺ݁כሻ, ሻܶݏ ෪ٖ ሺ߶ሺ݁כሻ, ,ݏ  ሻݏ

elde edilir. Buradan Teorem 2.2.2 (i) ile 

,ሻכ൫߶ሺ݁ܨ  ݁෪ْ൯ ൌ 1 

dir. Son olarak ܨ ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olduğundan 

 ߶ሺ݁כሻ ൌ ݁෪ْ 

elde edilir. 

 

 vague Modüller-ࡸࢀ .2.3

 

Bu bölümde ܧ ,ܨ sırasıyla ܴ, ܯ kümeleri üzerinde ܶܮ-fuzzy denklik bağıntıları ve ܨ ൈ் ܴ , ܧ ൈ   .fuzzy denklik bağıntısı olarak alınacaktır-ܮܶ üzerinde ܯ

Tanım 2.3.1: ሺܴ, ,כሻ  ܶܮ-vague halka, ሺܯ ,෪ْሻ değişmeli ܶܮ-vague grup olmak üzere  ·̃: ܴ ൈ ܯ ൈ ܯ ื  .vague skaler çarpım denir-ܮܶ fuzzy fonksiyon ise ·̃’ya-ܮܶ güçlü  ܮ

   

Tanım 2.3.2: ሺܴ, ,כሻ  ܶܮ-vague halka, ሺܯ ,෪ْሻ değişmeli ܶܮ-vague grup olmak üzere  ·̃: ܴ ൈ ܯ ൈ ܯ ื  vague modül denir. -ܴ-ܮܶ  ye’ܯ .vague skaler çarpım olsun-ܮܶ  ܮ

Her ݎ, ,ଵݎ ,ଶݎ ,ݏ  א ܴ ,  her ݉, ݉ଵ, ݉ଶ, ݇, ݈, ,ݐ ,ݕ ݖ א  ;için ܯ

i) ෪ْ ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݇ሻܶ ·̃ ሺݎ, ݇, ݈ሻܶ ·̃ ሺݎ, ݉ଵ, ሻܶݐ ·̃ ሺݎ, ݉ଶ, ሻܶݕ ෪ْ ሺݐ, ,ݕ ሻݖ  ,ሺ݈ܧ  ,ሻݖ

ii)  ሺݎଵ, ,ଶݎ ሻܶݏ ·̃ ሺݏ, ݉, ݈ሻܶ ·̃ ሺݎଵ, ݉, ሻܶݐ ·̃ ሺݎଶ, ݉, ሻܶݕ ෪ْ ሺݐ, ,ݕ ሻݖ  ,ሺ݈ܧ  ,ሻݖ

iii) כ ሺݎଵ, ,ଶݎ ሻܶ ·̃ ሺ, ݉, ݈ሻܶ ·̃ ሺݎଶ, ݉, ሻܶݐ ·̃ ሺݎଵ, ,ݐ ሻݕ  ,ሺ݈ܧ  ሻݕ

dır. 

Burada ݉ א  .vague işlemine göre tersi “െ݉” olarak gösterilecektir-ܮܶ için ෪ْ ܯ

 

Örnek 2.3.3: ܮ bir tam kafes ve Ժ kümesi üzerinde ܮܶ  ܧ-fuzzy denklik bağıntısı ߙ א  ve  ܮ

her ݔ, ݕ א Ժ için 

,ݔሺܧ  ሻݕ ൌ ൜1    ݔ ൌ ݔ    ߙݕ ്  ݕ
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olarak tanımlansın.  Örnek 1.6.4 ile elde edilen ሺԺ,לሻ değişmeli ܶܮ-vague grubu ve Örnek 

2.2.1’de elde edilen ሺԺ,  ,ܽ vague halka ile her-ܮܶ  ሻכ, ܾ, ܿ א Ժ için  ߚ, ,ߛ ߜ א ߜ ve ܮ  ߛ  ߚ   vague skaler çarpımı-ܮܶ ̃·  olmak üzere ߙ

 ·̃ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ൜ 1,     ܽ כ ܾ ൌ ܽ      ,ߜ ܿ כ ܾ ് ܿ     
şeklinde tanımlanır ise Ժ  ܶܮ-Ժ-vague modüldür. 

 

Teorem 2.3.4:ሺܴ, ,כሻ ܶܮ-vague halka olsun. Bu takdirde ܶܮ-vague skaler çarpım כ ܶܮ-

vague ikili işlemi olarak alınırsa ܴ,  ܶܮ-ܴ-vague modüldür. 

İspat: ሺܴ, ,כሻ ܶܮ-vague halka ise ሺܴ, ሻ değişmeli ܶܮ-vague gruptur. ሺܴ, ,כሻ ܶܮ-vague 

halka olduğundan her ݎ, ,ଵݎ ,ଶݎ ,ݏ , ݉, ݉ଵ, ݉ଶ, ݇, ݈, ,ݐ ,ݕ ݖ א ܴ için; 

           ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݇ሻܶ כ ሺݎ, ݇, ݈ሻܶ כ ሺݎ, ݉ଵ, ሻܶݐ כ ሺݎ, ݉ଶ, ,ݐሻܶሺݕ ,ݕ ሻݖ  ,ሺ݈ܧ   ሻݖ

ve 

           ሺݎଵ, ,ଶݎ ሻܶݏ כ ሺݏ, ݉, ݈ሻܶ כ ሺݎଵ, ݉, ሻܶݐ כ ሺݎଶ, ݉, ,ݐሻܶ ሺݕ ,ݕ ሻݖ  ,ሺ݈ܧ  ሻݖ

elde edilir. ሺܴ ,כሻ ܶܮ-vague yarı grup olduğundan 

כ             ሺݎଵ, ,ଶݎ ሻܶ כ ሺ݇, ݉, ݈ሻܶ כ ሺݎଶ, ݉, ሻܶݐ כ ሺݎଵ, ,ݐ ሻݕ  ,ሺ݈ܧ   ሻݕ

elde edilir. Tanım 2.3.2 ile ܴ,  ܶܮ-ܴ-vague modüldür. 

Bu teoremle her ܶܮ-vague halka yardımıyla bir ܶܮ-vague modül elde edebiliriz.  

 

 .vague modüllere ait bazı özellikler aşağıdaki gibi verilebilir-ܮܶ 

Teorem 2.3.5: ܯ sol  ܶܮ-ܴ-vague modül ve ෪ْ ܶܮ-vague ikili işlemi ve ·̃ ܶܮ-vague skaler 

çarpımı birinci mertebeden geçişken ise; 

i) Her ݉ א ̃·  için ܯ ൫݁ା , ݉, ݁෪ْ൯ ൌ 1 dir. 

ii) Her ݎ א ܴ için  ·̃ ൫ݎ, ݁෪ْ, ݁෪ْ൯ ൌ 1 dir. 

İspat: 

i) Her ݉ א ,݈ fuzzy fonksiyonlar olduğundan-ܮܶ için  ·̃  ve  ෪ْ  güçlü ܯ ݐ א  ܯ

öyle ki 

   ·̃ ሺ݁ା , ݉, ݈ሻ ൌ 1 ve  ෪ْ ሺ݈, ݈, ሻݐ ൌ 1 

dir. Bu takdirde 1 ൌ  ሺ݁ା , ݁ା , ݁ା ሻܶ ·̃ ሺ݁ା , ݉, ݈ሻܶ ·̃ ሺ݁ା , ݉, ݈ሻܶ ·̃ ሺ݁ା , ݉, ݈ሻܶ ෪ْ ሺ݈, ݈, ሻݐ  ,ሺ݈ܧ  ሻݐ

olduğundan 

             1 ൌ ෪ْ ሺ݈, ݈, ,ሺ݈ܧሻܶݐ ሻݐ ෪ْ ሺ݈, ݈, ݈ሻ 
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elde edilir. Teorem 2.1.3 ile 

,൫݁෪ْܧ  ݈൯ ൌ 1  

elde edilir. Buradan  

 1 ൌ·̃ ሺ݁ା , ݉, ݈ሻܶ ܧ൫݁෪ْ, ݈൯  ·̃ ൫݁ା , ݉, ݁෪ْ൯  

dir. Böylece 

 ·̃ ൫݁ା , ݉, ݁෪ْ൯ ൌ 1 

elde edilir. 

ii) Her ݎ א ܴ için ·̃ ve  ෪ْ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyonlar olduğundan ݇, ݏ א  öyleki ܯ

 ·̃ ൫ݎ, ݁෪ْ, ݇൯ ൌ 1 ve  ෪ْ ሺ݇, ݇, ሻݏ ൌ 1 

dir. Bu takdirde 

            1 ൌ෪ْ ൫݁෪ْ, ݁෪ْ, ݁෪ْ൯ܶ ·̃ ൫ݎ, ݁෪ْ, ݇൯ܶ ·̃ ൫ݎ, ݁෪ْ, ݇൯ܶ ·̃ ൫ݎ, ݁෪ْ, ݇൯ܶ ෪ْ ሺ݇, ݇,  ሻݏ

           ,ሺ݇ܧ  ሻݏ

elde edilir. Böylece 

 1 ൌ෪ْ ሺ݇, ݇, ,ሺ݇ܧሻܶݏ ሻݏ ෪ْ ሺ݇, ݇, ݇ሻ  
ve Teorem 2.1.3 ile ܧ൫݁෪ْ, ݇൯ ൌ 1  

elde edilir. Buradan 

 1 ൌ·̃ ൫ݎ, ݁෪ْ, ݇൯ܶ ܧ൫݁෪ْ, ݇൯  ·̃ ൫ݎ, ݁෪ْ, ݁෪ْ൯   

dir. Sonuç olarak 

 ·̃ ൫ݎ, ݁෪ْ, ݁෪ْ൯ ൌ 1 

elde edilir. 

 

Örnekler 2.3.6:  

1) ሺܯ ,෪ْሻ değişmeli ܶܮ-vague grup, ሺܴ, ,כሻ ܶܮ-vague halka olsun.  

Her ݎ א ܴ ,  her ݉ א   için ܯ
              ·̃ ሺݎ, ݉, ݇ሻ ൌ ቊ1   ݇ ൌ ݁෪ْߙ   ݇ ് ݁෪ْ 

 .vague modüldür-ܴ-ܮܶ  ܯ fuzzy denklik bağıntısı alınırsa-ܮܶ ܧ vague skaler çarpımı ve Örnek 1.4.8 (ii)’de ki-ܮܶ 

Çözüm: Her ݉, ݉ଵ, ݉ଶ, , ݈, ,ݐ ,ݕ ݖ א ,ݎ ve her ܯ ,ଵݎ ,ଶݎ ,ݏ ݇ א ܴ için; ݈, ,ݐ  elemanlarından en az birinin ݁෪ْ’den farklı olması durumunda ݕ
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෪ْ ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ሻܶ ·̃ ሺݎ, ݉, ݈ሻܶ ·̃ ሺݎ, ݉ଵ, ሻܶݐ ·̃ ሺݎ, ݉ଶ, ሻܶݕ ෪ْ ሺݐ, ,ݕ ሻݖ  ߙ  ,ሺ݈ܧ  ሻݖ

dir. Eğer ݈ ൌ ݐ ൌ ݕ ൌ ݁෪ْ ise ෪ْ ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ሻܶ ·̃ ሺݎ, ݉, ݈ሻܶ ·̃ ሺݎ, ݉ଵ, ሻܶݐ ·̃ ሺݎ, ݉ଶ, ሻܶݕ ෪ْ ሺݐ, ,ݕ ሻݖ  1 ൌ ,ሺ݈ܧ  ሻݖ

elde edilir. Benzer şekilde Tanım 2.3.2’nin (ii) ve (iii) koşulları da sağlanır.Böylece ܮܶ  ܯ-ܴ-vague modüldür. 

2)  ሺܴ, ,כሻ ܶܮ-vague halka ve ܫ  ܴ’nin sol ܶܮ-vague ideali olsun. Bu takdirde  ܮܶ ܫ-ܴ-vague modüldür. 

 

Tanım 2.3.7[17]: ܯ ܴ-modül olmak üzere; ܧ’ye  ܯ üzerinde regüler ܶܮ-fuzzy denklik 

bağıntısı denir.  Her ݎ א ܴ  ve her ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷ א  ;için ܯ

i) ܧሺ݉ଵ, ݉ଶሻ  ሺ݉ଵܧ ْ ݉ଷ, ݉ଶ ْ ݉ଷሻ,  

ii) ܧሺ݉ଵ, ݉ଶሻ  ݎሺܧ · ݉ଵ, ݎ · ݉ଶሻ 

dır. 

 

Daha önceki kısımlarda gruplar ve halkalardan ܶܮ-vague grup ve ܶܮ-vague halka 

elde edilebileceğini incelenmişti. Modüllerde de aynı durum geçerlidir. Aşağıdaki teoremle 

verilen bir modülden ܶܮ-vague modül elde edilmiştir. 

Teorem 2.3.8: ܯ ܴ-modül ve ܨ ,ܧ sırasıyla ܯ, ܴ üzerinde regüler ܶܮ-fuzzy denklik 

bağıntıları olmak üzere, ෪ْ,  ̃·  vague ikili işlemleri ve-ܮܶ כ ,  vague skaler çarpımı-ܮܶ 

sırasıyla her ݎ, ,ݏ  א ܴ ve her ܽ, ܾ, ܿ א için ෪ْ ܯ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ሺܽܧ ْ ܾ, ܿሻ,  ሺݎ, ,ݏ ሻ ൌ ݎሺܨ  ,ݏ כ ,ሻ ሺݎ, ,ݏ ሻ ൌ ݎሺܨ כ ,ݏ  ሻ ve

 ·̃ ሺݎ, ܾ, ܿሻ ൌ ݎሺܧ · ܾ, ܿሻ  

olarak tanımlansın. Bu durumda her ݎ, ݏ א ܴ  ve her ݉ א   için ܯ

,ݎሺܨ  ሻݏ  ݎሺܧ · ݉, ݏ · ݉ሻ  

ise ܮܶ  ܯ-ܴ-vague modüldür. 

İspat: ܯ değişmeli grup olduğundan Teorem 1.6.6 den ܮܶ ܯ-vague değişmeli gruptur. 

Benzer şekilde ܴ halka olduğundan Teorem 2.2.4 ile ܴ ܶܮ-vague halka elde edilir. 

Her ݎ, ,ଵݎ ,ଶݎ ,ݏ  א ܴ ,  her ݉, ݉ଵ, ݉ଶ, ݇, ݈, ,ݐ ,ݕ ݖ א  ;için ܯ

 ෪ْ ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݇ሻܶ ·̃ ሺݎ, ݇, ݈ሻܶ ·̃ ሺݎ, ݉ଵ, ሻܶݐ ·̃ ሺݎ, ݉ଶ, ሻܶݕ ෪ْ ሺݐ, ,ݕ ሻ ൌݖ ሺ݉ଵܧ ْ ݉ଶ, ݇ሻܶܧሺݎ · ݇, ݈ሻܶܧሺݎ · ݉ଵ, ݎሺܧܶ ሻݐ · ݉ଶ, ݐሺܧሻܶݕ ْ ,ݕ  ሻݖ

                   ݎሺܧ · ሺ݉ଵ ْ ݉ଶሻ, ݎ · ݇ሻܶܧሺݎ · ݇, ݈ሻܶܧሺݎ · ݉ଵ, ݎሺܧሻܶݐ · ݉ଶ, ݐሺܧሻܶݕ ْ ,ݕ  ሻݖ

                   ݎሺܧ · ሺ݉ଵ ْ ݉ଶሻ, ݈ሻܶܧሺݎ · ݉ଵ, ݎሺܧܶ ሻݐ · ݉ଶ, ݐሺܧሻܶݕ ْ ,ݕ  ሻݖ
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                   ݎሺܧ · ሺ݉ଵ ْ ݉ଶሻ, ݈ሻܶܧ൫ሺݎ · ݉ଵሻ ْ ሺݎ · ݉ଶሻ, ݐ ْ ݐሺܧ൯ܶݕ ْ ,ݕ  ሻݖ

                   ݎሺܧ · ሺ݉ଵ ْ ݉ଶሻ, ݈ሻ ܶܧሺݎ · ሺ݉ଵ ْ ݉ଶሻ,  ሻݖ

                   ,ሺ݈ܧ  ሻݖ

elde edilir. 

            ሺݎଵ, ,ଶݎ ሻܶݏ ·̃ ሺݏ, ݉, ݈ሻܶ ·̃ ሺݎଵ, ݉, ሻܶݐ ·̃ ሺݎଶ, ݉, ሻܶݕ ෪ْ ሺݐ, ,ݕ ሻ ൌݖ ଵݎሺܨ  ,ଶݎ ݏሺܧ ሻܶݏ · ݉, ݈ሻܶܧሺݎଵ · ݉, ଶݎሺܧܶ ሻݐ · ݉, ݐሺܧሻܶݕ ْ ,ݕ ሻ ݖ ଵݎሺሺܧ  ଶሻݎ · ݉, ݏ · ݉ሻܶ ܧሺݏ · ݉, ݈ሻܶܧሺሺݎଵ · ݉ሻ ْ ሺݎଶ · ݉ሻ, ݐ ْ  ሻݕ

ݐሺܧܶ                                                              ْ ,ݕ ሻ ݖ ଵݎሺሺܧ  ଶሻݎ · ݉, ݈ሻ ܶܧሺሺݎଵ  ଶሻݎ · ݉, ݐ ْ ݐሺܧሻܶݕ ْ ,ݕ ሻ ݖ ,ሺ݈ܧ ݐ ْ ݐሺܧሻܶݕ ْ ,ݕ ሻ ݖ ,ሺ݈ܧ  ሻݖ

elde edilir. 

כ             ሺݎଵ, ,ଶݎ ሻܶ ·̃ ሺ, ݉, ݈ሻܶ ·̃ ሺݎଶ, ݉, ሻܶݐ ·̃ ሺݎଵ, ,ݐ ሻ ൌݕ ଵݎሺܨ כ ,ଶݎ ሺܧ ሻܶ · ݉, ݈ሻܶܧሺݎଶ · ݉, ଵݎሺܧܶ ሻݐ · ,ݐ ሻ ݕ ଵݎሺሺܧ כ ଶሻݎ · ݉,  · ݉ሻܶ ܧሺ · ݉, ݈ሻܶܧሺݎଵ · ሺݎଶ · ݉ሻ, ଵݎ · ଵݎሺܧܶ ሻݐ · ,ݐ ሻ ݕ ଵݎሺሺܧ כ ଶሻݎ · ݉, ݈ሻܶܧሺݎଵ · ሺݎଶ · ݉ሻ, ሻ  ൌݕ ଵݎሺܧ · ሺݎଶ · ݉ሻ, ݈ሻܶܧሺݎଵ · ሺݎଶ · ݉ሻ,  ሻݕ

                   ,ሺ݈ܧ  ሻݕ

elde edilir. Böylece Tanım 2.3.2 ile ܮܶ  ܯ-ܴ-vague modüldür. 

 

 vague modül olacaktır. Bu durum-ܮ vague modüllerin kartezyen çarpımı-ܮ 

aşağıdaki teoremle incelenmiştir. 

Teorem 2.3.9: ሺܴ, ,כሻ ܮ-vague halkalar, ሺܯ ,෪ْሻ ܮ-ܴ-vague modüller (݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ, ܴ ൌ ܴଵ ൈ … ൈ ܴ ve  ܯ ൌ ଵܯ ൈ … ൈ ݔ  . olsunܯ ൌ ሺݔଵ, … , ݕ ,ሻݔ ൌ ሺݕଵ, … , ݖ  ,ሻݕ ൌ ሺ ݖଵ, … , ሻݖ א ݎ ܯ ൌ ሺݎଵ, … , ሻݎ א ܴ için 

           ෪ٛ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ؔ ٿ  ෪ْ ሺݔ,ୀଵ ,ݕ  ሻݖ

ve 

 ෩ۨ ሺݎ, ,ݕ ሻݖ ؔ ٿ ·̃ ሺݎ,ୀଵ ,ݕ  ሻݖ

ile 

 ෪ٛ: ܯ ൈ ܯ ൈ ܯ ื ෩ۨ ,ܮ  : ܴ ൈ ܯ ൈ ܯ ื   .vague modüldür-ܴ-ܮ  ܯ vague skaler çarpımı ile-ܮ vague ikili işlemi ve-ܮ ܮ 
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İspat: Teorem 2.2.6 ile ܴ bir ܮ-vague halka ve ܯ bir değişmeli ܮ-vague gruptur. Her ݅ א ሼ1,2, … , ݊ሽ için ·̃ güçlü ܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan her ݔ א ܴ ve her ݕ א ݖ  içinܯ א    öyle kiܯ

 ·̃ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 1 

dir. Bu takdirde 

 ෩ۨ ൫ሺݔଵ, … , ,ሻݔ ሺݕଵ, … , ,ሻݕ ሺ ݖଵ, … , ሻ൯ݖ ൌ ٿ ·̃ ሺݔ,ୀଵ ,ݕ ሻݖ ൌ 1 

elde edilir. ݎ, ܽ, ܾ, ,ݏ  א  ܴ , ݉, ܿ, ݀, ݇, ݈, ,ݐ ,ݕ ݖ א ݎ ;için  ܯ ൌ ሺݎଵ, … , ܽ  ,ሻݎ ൌ ሺܽଵ, … , ܽሻ,  ܾ ൌ ሺܾଵ, … , ܾሻ,  ݏ ൌ ሺݏଵ, … ,   ,ሻݏ ൌ ሺଵ, … , ݉ ሻ ve ൌ ሺ݉ଵ, … , ݉ሻ,  ܿ ൌ ሺ ܿଵ, … , ܿሻ,  ݀ ൌ ሺ݀ଵ, … , ݀ሻ, ݇ ൌ ሺ ݇ଵ, … , ݇ሻ,  ݐ ൌ ሺݐଵ, … , ݕ ,ሻݐ ൌ ሺݕଵ, … , ݖ  ,ሻݕ ൌ ሺ ݖଵ, … ,   .ሻ  olsunݖ

 ෩ۨ ሺݎ, ݇, ݈ሻܶ ෩ۨ ሺܽ, ܾ, ܿሻܶܧோൈெ൫ሺݎ, ݇ሻ, ሺܽ, ܾሻ൯  ·̃ ሺݎ, ݇, ݈ሻܶ ·̃ ሺܽ, ܾ, ܿሻܶܧோൈெ൫ሺݎ, ݇ሻ, ሺܽ, ܾሻ൯ 

                              ,ெ ሺ݈ܧ ܿሻ 

olduğundan  

 ෩ۨ ሺݎ, ݇, ݈ሻܶ ෩ۨ ሺܽ, ܾ, ܿሻܶܧோൈெ൫ሺݎ, ݇ሻ, ሺܽ, ܾሻ൯  ,ெሺ݈ܧ ܿሻ 

elde edilir. Böylece ෩ۨ  , ܴ ൈ  .fuzzy fonksiyondur-ܮ kümesi üzerinde güçlü  ܯ

:ߙ  ൌ෪ٛ ሺܿ, ݀, ݇ሻܶ ෩ۨ ሺݎ, ݇, ݈ሻܶ ෩ۨ ሺݎ, ܿ, ሻܶݐ ෩ۨ ሺݎ, ݀, ሻܶݕ ෪ٛ ሺݐ, ,ݕ  ሻݖ

olarak kabul edilsin. Bu durumda her ݅ א ሼ1,2, … , ݊ሽ için 

ߙ            ෪ْ ሺܿ, ݀, ݇ሻܶ ·̃ ሺݎ, ݇, ݈ሻܶ ·̃ ሺݎ, ܿ, ሻܶݐ ·̃ ሺݎ, ݀, ሻܶݕ ෪ْ ሺݐ, ,ݕ  ሻݖ

     ,ሺ݈ܧ  ሻݖ

dir. Buradan 

ߙ   ٿ ,ሺ݈ܧ ሻݖ ൌୀଵ ଵܧ  ൈ … ൈ ,ሺሺ݈ଵܧ  … , ݈ሻ, ሺݖଵ, … ,  ሻሻݖ

elde edilir. Benzer şekilde  

:ߚ  ൌ   ሺܽ, ܾ, ሻܶݏ ·̃ ሺݏ, ݉, ݈ሻܶ ·̃ ሺܽ, ݉, ሻܶݐ ·̃ ሺܾ, ݉, ሻܶݕ ෪ْ ሺݐ, ,ݕ  ሻݖ

ise 

ߚ              ܧଵ ൈ … ൈ ,ሺሺ݈ଵܧ  … , ݈ሻ, ሺݖଵ, … ,  ሻሻݖ

elde edilir. Diğer yandan  

:ߛ  ൌכ ሺܽ, ܾ, ሻܶ ·̃ ሺ, ݉, ݈ሻܶ ·̃ ሺܾ, ݉, ሻܶݐ ·̃ ሺܽ, ,ݐ  ሻݕ

ise 

ߛ              ܧଵ ൈ … ൈ ,ሺሺ݈ଵܧ  … , ݈ሻ, ሺݕଵ, … ,  ሻሻݕ

elde edilir. Böylece ܮ   ܯ-ܴ-vague modüldür. 
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 vague alt modülün nasıl-ܮܶ vague modül tanımının ardından ilk akla gelen soru-ܮܶ 

ifade edileceğidir. Modül teorisindeki ifadesi göz önüne alınarak ܶܮ-vague alt modül 

tanımı aşağıdaki şekilde verilecektir. 

Tanım 2.3.10: ܮܶ   ܯ-ܴ-vague modül ve  ് ܣ ك  vague alt-ܮܶ  nin’ܯ  ya’ܣ .olsun ܯ

modülü denir.  Her ݎ א ܴ ve her ݔ, ݕ א ,ܾ için ܣ ܿ א öyle ki ෪ْ ܣ ሺݔ, െݕ, ܾሻ ൌ 1 ve  ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܿሻ ൌ 1 dir. 

 

Teorem 2.3.11: ෪ْ ܶܮ-vague ikili işlemi ve ·̃ ܶܮ-vague skaler çarpımı birinci mertebeden 

geçişken olsun. Bu takdirde  ൛݁෪ْൟ  ve ܯ kümeleri ܯ’nin  ܶܮ-vague alt modülleridir. 

İspat: Her ݎ א ܴ ve ݁෪ْ א ൛݁෪ْൟ için  ෪ْ ൫݁෪ْ, െ݁෪ْ, ݁෪ْ൯ ൌ 1  

ve Teorem 2.3.4 (ii) ile 

 ·̃ ൫ݎ, ݁෪ْ, ݁෪ْ൯ ൌ 1 

dir.  Buradan ൛݁෪ْൟ    ܯ nin  ܶܮ-vague alt modülüdür. 

Benzer şekilde her ݎ א ܴ ve her ݔ, ݕ א  fuzzy fonksiyon-ܮܶ için ෪ْ ve ·̃ güçlü ܯ

olduklarından ܾ, ܿ א   öyle ki ܯ

 ෪ْ ሺݔ, െݕ, ܾሻ ൌ 1 ve  ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܿሻ ൌ 1 

dir. Böylece  ܯ  ,ܯ’nin  ܶܮ-vague alt modülüdür. 

 

Teorem 2.3.12: ܮܶ   ܯ-ܴ-vague modül ve  ܯ ,ܣ’nin ܶܮ-vague alt modülü ve ܧ ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı ise ݁෪ْ א  .dır ܣ

İspat: ݔ א ݎ keyfi olsun. Her ܣ א ܴ için ܯ ,ܣ’nin ܶܮ-vague alt modülü olduğundan  ܿ א  öyle ki ܣ

 ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܿሻ ൌ 1 

 dir. Özel olarak ݁ା א ܴ için ݇ א  öyle ki ܣ

 ·̃ ሺ݁ା , ,ݔ ݇ሻ ൌ 1 

dir. Ayrıca Teorem 2.3.5 (i) den  

 ·̃ ൫݁ା , ,ݔ ݁෪ْ൯ ൌ 1 

ve  ·̃ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan 

,൫݁෪ْܧ  ݇൯ ൌ 1 

elde edilir. ܧ ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olduğundan  ݇ ൌ ݁෪ْ א  .elde edilir ܣ
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Teorem 2.3.13: ܯ ܴ-modül, ܧ, ܽ vague ikili işlemleri sırasıyla her-ܮܶ nin alt modülü olsun. ·̃ ve ෪ْ’ܯ ,ܣ fuzzy denklik bağıntısı ve-ܮܶ üzerinde regüler ܯ א ܴ ve her ܾ, ܿ, ݀ א ̃· ;için ܯ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ሺܽܧ · ܾ, ܿሻ  ve ෪ْ ሺܾ, ܿ, ݀ሻ ൌ ሺܾܧ ْ ܿ, ݀ሻ 

olarak tanımlanır ise ܣ,  .vague alt modülüdür-ܮܶ nin’ܯ

İspat: ܯ ܣ’nin alt modülü olduğundan her ݎ א ܴ ve her ݔ, ݕ א   için ܣ

ݔ  െ ,ݕ ݎ · ݔ א    ܣ

dır. Buradan 

 ෪ْ ሺݔ, െݕ, ݔ െ ሻݕ ൌ ݔሺܧ െ ,ݕ ݔ െ ሻݕ ൌ 1  

ve  

 ·̃ ሺݎ, ,ݔ ݎ · ሻݔ ൌ ݎሺܧ · ,ݔ ݎ · ሻݔ ൌ 1 

elde edilir. Böylece ܣ,  .vague alt modülüdür-ܮܶ nin ܯ

 

Teorem 2.3.14: ܮܶ   ܯ-ܴ-vague modül ve ܧ ayrılabilir  ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olsun. 

Bu takdirde  ܯ’nin ܶܮ-vague alt modüllerinin kümesi  “ك” bağıntısına göre bir tam 

kafestir. 

İspat: {ሺ ܰ,෪ْሻ  ݅ א ,ݔ   .vague alt modüllerinin bir ailesi olsun-ܮܶ  nin’ܯ  ሽܫ ݕ א ځ ܰאூ  keyfi olsun. 

 Her ݅ א ,ݔ için ܫ ݕ א ܰ , ܰ ܮܶ ܴ  ܯ-vague alt modül olduğundan ݇ א ܰ öyle ki 

 ෪ْ ሺݔ, െݕ, ݇ሻ ൌ 1  

dir. Ayrıca  ݇ א ܰ öyle ki 

 ෪ْ ൫ݔ, െݕ, ݇൯ ൌ 1   

dir. ෪ْ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan 

,൫݇ܧ  ݇൯ ൌ 1  

ve  ܧ ayrılabilir  ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olduğundan  ݇ ൌ ݇ א ځ ܰאூ  elde edilir. 

Böylece her ݔ, ݕ א ځ ܰאூ  için ݇ א ځ ܰאூ    
 ෪ْ ሺݔ, െݕ, ݇ሻ ൌ 1  

elde edilir. Her ݎ א ܴ için ܿ א ܰ öyle ki  

        ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܿሻ ൌ1 

ve ݔ, ݕ א ܰ olduğundan ܿ א ܰ öyle ki  
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  ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܿሻ ൌ1 

dir. ·̃ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan 

,ሺܿܧ  ܿሻ ൌ 1  

ve ܧ ayrılabilir  ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olduğundan  ܿ ൌ ܿ א ځ ܰאூ  elde edilir. Yani 

her ݎ א ܴ ve ݔ א ځ ܰאூ  için ܿ א ځ ܰאூ  
 ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܿሻ ൌ 1  

elde edilir. Sonuç olarak ځ ܰאூ  ܮܶ ܴ  ܯ-vague alt modüldür. 

  Teorem 2.3.11 ile  ܯ ,ܯ’nin ܶܮ-vague alt modülü olduğundan ܶܮ-vague alt 

modüllerinin kümesi  “ك” bağıntısına göre tam kafestir. 

 

Tanım 2.3.15: ܯ ve ܰ  ܶܮ-ܴ-vague modüller olsun. Bir ߶: ܯ ՜ ܰ fonksiyonuna ܶܮ-

vague ܴ-modül homomorfisi denir. Her ܽ, ܾ, ܿ א ݎ ve her ܯ א ܴ için 

  ෪ْ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ෪ٚ ൫߶ሺܽሻ, ߶ሺܾሻ, ߶ሺܿሻ൯  ve  ·̃ெ ሺݎ, ܾ, ܿሻ  ·̃ே ൫ݎ, ߶ሺܾሻ, ߶ሺܿሻ൯ 

dır. 

 

Teorem 2.3.16:൫ܯ ,෪ْ൯, ൫ܰ ,෪ٚ൯ ve ൫ܭ ,෪ٛ൯  ܶܮ-ܴ-vague modüller olsun. ߶: ܯ ՜ ܰ,߮: ܰ ื ߮ vague modül homomorfileri olsun. Bu takdirde-ܮܶ ܭ ל ߶: ܯ ՜  vague-ܮܶ  ܭ

modül homomorfisidir. 

İspat: ߶ ve ߮ ܶܮ-vague homomorfileri olduklarından her ܽ, ܾ, ܿ א ݎ her ܯ א ܴ için  
 ෪ْ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ෪ٚ ൫߶ሺܽሻ, ߶ሺܾሻ, ߶ሺܿሻ൯ 

         ෪ٛ ሺ߮ሺ߶ ሺܽሻሻ, ߮ሺ߶ሺܾሻሻ, ߮ሺ߶ሺܿሻሻ) 

                              ෪ٛ ሺ߮ ל ߶ ሺܽሻ, ߮ ל ߶ሺܾሻ, ߮ ל ߶ሺܿሻሻ  

elde edilir.Ayrıca ߶ ve ߮ ܶܮ-vague modül homomorfileri olduğundan 

  ·̃ெ ሺݎ, ܾ, ܿሻ  ·̃ே ൫ݎ, ߶ሺܾሻ, ߶ሺܿሻ൯ 

                               ·̃ ቀݎ, ߮൫߶ሺܾሻ൯, ߮൫߶ሺܿሻ൯ቁ 

      ൌ ·̃ ൫ݎ, ߮ ל ߶ሺܾሻ, ߶ ל ߮ሺܿሻ൯  
elde edilir. Böylece Tanım 2.3.15 ile ߮ ל  .vague modül homomorfisidir-ܮܶ  ߶

 

Tanım 2.3.17: ܮܶ ܯ-ܴ-vague modül ve ܣ ك  .olsun ܯ

          ൛ݎ א ܴหܽ א ̃· için ܣ ൫ݎ, ܽ, ݁෪ْ൯ ൌ 1 ൟ  
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kümesine ܣ’nın ܶܮ-vague sıfırlayanı (annihilatorü) denir. ܣ kümesinin  ܶܮ-vague 

sıfırlayanı  ܸ݊݊ܣሺܣሻ notasyonu ile gösterilir. 

 

Teorem 2.3.18: ܮܶ ܯ-ܴ-vague modül, ෪ْ ve ·̃ ܶܮ-vague ikili işlemleri birinci mertebeden 

geçişken ve ܣ ك   .olsun ܯ

i)  ܸ݊݊ܣሺܣሻ  ܴ’nin ܶܮ-vague sol idealdir. 

ii) ܮܶ ܣ-vague alt modül ise ܸ݊݊ܣሺܣሻ  ܴ ܶܮ-vague halkasının ܶܮ-vague idealdir. 

İspat: 

i) ܽ, ܾ א ,ሻ için ሺܽܣሺ݊݊ܣܸ ܾ, ܿሻ ൌ 1 olsun. Bu durumda ݉ א  için ܣ

  ·̃ ൫ܽ, ݉, ݁෪ْ൯ ൌ 1 ve ·̃ ൫ܾ, ݉, ݁෪ْ൯ ൌ 1  

dir. Ayrıca  ·̃ güçülü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan ݈ א   öyle ki ܯ

        ·̃ ሺܿ, ݉, ݈ሻ ൌ 1  

dir. Bu takdirde 1 ൌ ሺܽ, ܾ, ܿሻܶ ·̃ ሺܿ, ݉, ݈ሻܶ ·̃ ൫ܽ, ݉, ݁෪ْ൯ܶ ·̃ ൫ܾ, ݉, ݁෪ْ൯ܶ ෪ْ ൫݁෪ْ, ݁෪ْ, ݁෪ْ൯  ,൫݈ܧ ݁෪ْ൯ 

ve buradan 

        1 ൌ·̃ ሺܿ, ݉, ݈ሻܶ ܧ൫݈, ݁෪ْ൯  ·̃ ൫ܿ, ݉, ݁෪ْ൯    

elde edilir. Bu durumda 

          ܿ א   ሻܣሺ݊݊ܣܸ

dir. Böylece  ܸ݊݊ܣሺܣሻ kümesi    .vague kapalıdır-ܮܶ  vague işlemi altında-ܮܶ 

 ܽ א   fuzzy fonksiyon olduğundan-ܮܶ ሻ keyfi olsun. ·̃ güçülüܣሺ݊݊ܣܸ

 ·̃ ሺെܽ, ݉, ሻݐ ൌ 1 

 olacak şekilde bir ݐ א  mevcuttur. Bu takdirde ܯ

          1 ൌ  ሺെܽ, ܽ, ݁ା ሻܶ ·̃ ൫݁ା , ݉, ݁෪ْ൯ܶ ·̃ ሺെܽ, ݉, ሻܶݐ ·̃ ൫ܽ, ݉, ݁෪ْ൯ܶ ෪ْ ൫ݐ, ݁෪ْ,  ൯ݐ

              ,ݐሺܧ ݁෪ْሻ 

ve buradan 

           1 ൌ·̃ ሺെܽ, ݉, ,ݐ൫ܧ ሻܶݐ ݁෪ْ൯  ·̃ ൫െܽ, ݉, ݁෪ْ൯  

olduğundan 

 െܽ א   ሻܣሺ݊݊ܣܸ

elde edilir. Böylece ܸ݊݊ܣሺܣሻ  ܴ’ nin ܶܮ-vague alt grubudur. 

             ܽ, ܾ א כ ሻ keyfi olmak üzereܣሺ݊݊ܣܸ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1 olsun. ·̃ güçlü ܶܮ-fuzzy 

fonksiyon olduğundan ݈ א  öyle ki ܯ

 ·̃ ሺܿ, ݉, ݈ሻ ൌ 1  
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dir. Bu takdirde 

 1 ൌכ ሺܽ, ܾ, ܿሻܶ ·̃ ሺܿ, ݉, ݈ሻܶ ·̃ ൫ܾ, ݉, ݁෪ْ൯ܶ ·̃ ൫ܽ, ݁෪ْ, ݁෪ْ൯ܶ  ,൫݈ܧ ݁෪ْ൯ 

elde edilir. Buradan  

 1 ൌ·̃ ሺܿ, ݉, ݈ሻܶ ܧ൫݈, ݁෪ْ൯  ·̃ ൫ܿ, ݉, ݁෪ْ൯ 

olduğundan   

 ܿ א    ሻܣሺ݊݊ܣܸ

elde edilir. Böylece  ܸ݊݊ܣሺܣሻ כ işlemi altında  ܶܮ-vague kapalıdır. ܽ א ݎ ,ሻܣሺ݊݊ܣܸ א ܴ 

için כ ሺݎ, ܽ, ሻݔ ൌ 1 olsun. ·̃ güçülü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan  ݐ א   öyle ki ܯ

 ·̃ ሺݔ, ݉, ሻݐ ൌ 1 

dir. Bu takdirde 

 1 ൌכ ሺݎ, ܽ, ሻܶݔ ·̃ ሺݔ, ݉, ሻܶݐ ·̃ ൫ܽ, ݉, ݁෪ْ൯ܶ ·̃ ൫ݎ, ݁෪ْ, ݁෪ْ൯  ,ݐ൫ܧ ݁෪ْ൯ 

ve buradan 

 1 ൌ·̃ ሺݔ, ݉, ,ݐ൫ܧ ሻܶݐ ݁෪ْ൯  ·̃ ൫ݔ, ݉, ݁෪ْ൯ 

olduğundan 

ݔ  א    ሻܣሺ݊݊ܣܸ

elde edilir. Sonuç olarak ܸ݊݊ܣሺܣሻ ܴ’nin  ܶܮ-vague sol idealdir. 

ii) ܽ א ݎ ሻ  veܣሺ݊݊ܣܸ א ܴ keyfi olsun. ܮܶ ܣ-vague alt modül olduğundan ݉ א  ܣ

keyfi olmak üzere ܿ א ̃· öyle ki ܣ ሺݎ, ݉, ܿሻ ൌ 1 dir.  

כ  ሺܽ, ,ݎ ሻݔ ൌ 1 ise ·̃ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan ݊ א ̃· öyle ki ܯ ሺݔ, ݉, ݊ሻ ൌ 1 dir. Bu takdirde 

 1 ൌכ ሺܽ, ,ݎ ሻܶݔ ·̃ ሺݔ, ݉, ݊ሻܶ ·̃ ሺݎ, ݉, ܿሻܶ ·̃ ൫ܽ, ܿ, ݁෪ْ൯  ,ሺ݊ܧ ݁෪ْሻ 

ve buradan 

 1 ൌ·̃ ሺݔ, ݉, ݊ሻܶ ܧ൫݊, ݁෪ْ൯  ·̃ ൫ݔ, ݉, ݁෪ْ൯   

olduğundan  

ݔ  א   ሻܣሺ݊݊ܣܸ

elde edilir. Böylece ܸ݊݊ܣሺܣሻ ܴ’nin ܶܮ-vague sağ idealdir. Sonuç olarak ܸ݊݊ܣሺܣሻ ܴ’nin ܶܮ-vague idealidir. 

 

Teorem 2.3.19: ܯ  ܴ-modül,  ܣ ve ܯ ܤ’nin alt modülleri, ෪ْ ܶܮ-vague ikili işlemi birinci 

mertebeden geçişken ve ܧ regüler ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olsun. Her ݎ א ܴ ve her ܽ, ܾ, ܿ א  için ܯ

 ·̃ ሺݎ, ܽ, ܾሻ ൌ ݎሺܧ · ܽ, ܾሻ  ve ෪ْ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ሺܽܧ ْ ܾ, ܿሻ 
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olarak tanımlanır ise ܣ ෪ْ ,ܤ  .vague alt modülüdür-ܮܶ nin’ܯ

İspat: Teorem 2.3.13 ile ܣ ve ܯ ܤ’nin ܶܮ-vague alt modülleridir. ෪ْ ܶܮ-vague ikili işlemi 

güçlü  ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan Her ܽ א ܾ her ܣ א ܿ ye karşılık ܤ א   öyleki ܯ

 ෪ْ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1 

dir. Böylece 

ܣ  ෪ْ ܤ ്   

elde edilir. ܿଵ, ܿଶ א ܣ ෪ْ ,ଵܽ  ise  ܤ ܽଶ א ,ଵܾ  ܣ ܾଶ א   öyleki ܤ

          ෪ْ ሺܽଵ, ܾଵ, ܿଵሻ ൌ 1 ൌ ሺܽଵܧ ْ ܾଵ, ܿଵሻ  ve ෪ْ ሺܽଶ, ܾଶ, ܿଶሻ ൌ 1  

dir. Teorem 2.1.10 dan  

 ෪ْ ሺെܽଶ, െܾଶ, െܿଶሻ ൌ 1 ൌ ሺሺെܽଶሻܧ ْ ሺെܾଶሻ, ሺെܿଶሻሻ  

dir. ܧ regüler ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olduğundan 

 1 ൌ ሺܽଵܧ ْ ܾଵ, ܿଵሻܶܧ൫ሺെܽଶሻ ْ ሺെܾଶሻ, ሺെܿଶሻ൯ 

                ሺܽଵܧ ْ ܾଵ ْ ሺെܽଶሻ ْ ሺെܾଶሻ, ܿଵ ْ ሺെܿଶሻሻ 

elde edilir. Diğer yandan 

 ෪ْ ሺܽଵ ْ ሺെܽଶሻ, ܾଵ ْ ሺെܾଶሻ, ܽଵ ْ ሺെܽଶሻ ْ ܾଵ ْ ሺെܾଶሻሻ ൌ 1 

olduğundan  

 ܽଵ ْ ሺെܽଶሻ ْ ܾଵ ْ ሺെܾଶሻ א ܣ  ෪ْ  ܤ

dir. ሺܯ,ْሻ değişmeli grup olduğundan ܽଵ ْ ܾଵ ْ ሺെܽଶሻ ْ ሺെܾଶሻ א ܣ  ෪ْ  dir. Bu ܤ

takdirde 

        ෪ْ ൫ܿଵ, െܿଶ, ܽଵ ْ ܾଵ ْ ሺെܽଶሻ ْ ሺെܾଶሻ൯ 

     ൌ ሺܿଵܧ ْ െܿଶ, ܽଵ ْ ܾଵ ْ ሺെܽଶሻ ْ ሺെܾଶሻሻ 

൫ܿଵܧ =  ْ െܿଶ, ܽଵ ْ ܾଵ ْ ሺെܽଶሻ ْ ሺെܾଶሻ൯ ൌ 1 

elde edilir. Benzer şekilde ݎ א ܴ ve ܿ א ܣ ෪ْ ܽ  olsun. Bu durumda ܤ א ܾ ܣ א  öyle ki ܤ

           ෪ْ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1 ൌ ሺܽܧ ْ ܾ, ܿሻ  
dir. ܧ regüler ܶܮ-fuzzy denklik bağıntısı olduğundan 

 1 ൌ ሺܽܧ ْ ܾ, ܿሻ   ݎሺܧ · ሺܽ ْ ܾሻ, ݎ · ܿሻ 

dir. Diğer yandan  

 ෪ْ ሺݎ · ܽ, ݎ · ܾ, ݎ · ܽ ْ ݎ · ܾሻ ൌ 1 

olduğundan  ݎ · ܽ ْ ݎ · ܾ א ܣ  ෪ْ ̃·  dir. Bu takdirde ܤ ሺݎ, ܿ, ݎ · ܽ ْ ݎ · ܾሻ ൌ ݎሺܧ · ܿ, ݎ · ܽ ْ ݎ · ܾ) 

                                 ൌ ݎሺܧ · ሺܽ ْ ܾሻ, ݎ · ܿሻܶ ܧሺݎ · ܿ, ݎ · ܽ ْ ݎ · ܾሻ ൌ 1  
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elde edilir. Sonuç olarak ܣ ෪ْ ,ܤ  .vague alt modülüdür-ܮܶ nin’ܯ

 

Tanım 2.3.20: ܮܶ ,ܯ-ܴ-vague modül ve ܯ ܣ’nin ܶܮ-vague alt modülü olsun. Bu takdirde ܴ ·̃  kümesi ܣ

          ܴ ·̃ ሼ݉=ܣ א ݎ|ܯ א ܽ ܴ א ̃· ܣ ሺݎ, ܽ, ݉ሻ ൌ 1  ሽ  

olarak tanımlanır. 

 

Teorem 2.3.21: ܮܶ ܯ-ܴ-vague modül, ܧ ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denlik bağıntısı ve ·̃ ܶܮ-

vague skaler çarpımı her ݔ, ,ݕ ,ݖ ,ᇱݕ ᇱݖ א ݎ  ܯ א ܴ için 

   ·̃ ሺݎ, ,ݕ ,ݖሺܧሻܶݖ ,ݕሺܧᇱሻܶݖ ᇱሻݕ ·̃ ሺݎ, ,Ԣݕ  ,Ԣሻݖ

koşulunu gerçekler ise  ܴ ·̃ ܣ ൌ ሼ݁෪ْሽ  olacak şekilde ܯ  ,ܣ’nin ܶܮ-vague alt modülü 

mevcuttur. 

İspat: ܣ ൌ ൛݉ א หܯ ·̃ ൫݁כ, ݉, ݁෪ْ൯ ൌ 1  ൟ olarak tanımlansın. ෪ْ ܶܮ-vague ikili işlemi 

güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan her ݔ, െݕ א ܾ için ܣ א  öyle ki ܯ

 ෪ْ ሺݔ, െݕ, ܾሻ ൌ 1   
dir. Buradan  

 1 ൌ෪ْ ሺݔ, െݕ, ܾሻܶ ·̃ ሺ݁כ, ܾ, ݈ሻܶ ·̃ ൫݁כ, ,ݔ ݁෪ْ൯ܶ ·̃ ൫݁כ, െݕ, ݁෪ْ൯ܶ ෪ْ ൫݁෪ْ, ݁෪ْ, ݁෪ْ൯ 

     ,ሺ݈ܧ ݁෪ْሻ 

ve 

 1 ൌ·̃ ሺ݁כ, ܾ, ݈ሻܶ ܧ൫݈, ݁෪ْ൯ ·̃ ൫݁כ, ܾ, ݁෪ْ൯ 

olduğundan ܾ א ,ݔ elde edilir. Böylece her ܣ ݕ א ܾ için ܣ א  öyleki ܣ

 ෪ْ ሺݔ, െݕ, ܾሻ ൌ 1   
dir. Her ݎ א ܴ ve her ݔ א ܿ  fuzzy fonksiyon olduğundan-ܮܶ için ·̃ güçlü ܣ א   öyle ki ܯ

 ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܿሻ ൌ 1 

 dir. Bu takdirde  

 1 ൌכ ሺݎ, ,כ݁ ሻܶݎ ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܿሻܶ ·̃ ൫݁כ, ,ݔ ݁෪ْ൯ܶ ·̃ ൫ݎ, ݁෪ْ, ݁෪ْ൯  ,ሺܿܧ ݁෪ْሻ 

ve buradan 

 1 ൌ·̃ ൫݁כ, ݁෪ْ, ݁෪ْ൯ܶܧሺܿ, ݁෪ْሻ ·̃ ൫݁כ, ܿ, ݁෪ْ൯ 

olduğundan ܿ א ݎ elde edilir. Böylece her ܣ א ܴ ve her ݔ א ܿ için ܣ א   öyle ki ܣ

          ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܿሻ ൌ 1  

dir. Sonuç olarak seçilen ܣ kümesi ܯ’nin ܶܮ-vague alt modülüdür. 
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ݔ א ܴ ·̃ ܽ .keyfi olsun ܣ א ݎ ve ܣ א ܴ öyle ki  

      ·̃ ሺݎ, ܽ, ሻݔ ൌ 1 

dir. ܽ א  olduğundan ܣ

 ·̃ ൫݁כ, ܽ, ݁෪ْ൯ ൌ 1  

ve böylece 

 1 ൌכ ሺݎ, ,כ݁ ሻܶݎ ·̃ ሺݎ, ܽ, ሻܶݔ ·̃ ൫݁כ, ܽ, ݁෪ْ൯ܶ ·̃ ൫ݎ, ݁෪ْ, ݁෪ْ൯  ,ݔሺܧ ݁෪ْሻ 

dir. ܧ ayrılabilir ܶܮ-fuzzy denlik bağıntısı olduğundan ݔ ൌ ݁෪ْ elde edilir. Buradan ܴ ·̃ ܣ ൌ ሼ݁෪ْሽ elde edilir. 

 

Örnek 2.3.22: ܮܶ ܯ-ܴ-vague modül ve  ·̃ ܶܮ-vague ikili işlemi birinci mertebeden 

geçişken olsun. Bu takdirde 

ܤ  ൌ ሼݔ א ݉|ܯ א ̃·  ܯ ሺ݁כ, ݉, ሻݔ ൌ 1  ሽ  

şeklinde tanımlanan ܯ ,ܤ’nin ܶܮ-vague alt modülüdür. 

Çözüm: ݔ, ݕ א ,ଵ݉  keyfi olsun. Bu takdirde ܤ ݉ଶ א  öyle ki  ܯ

             ·̃ ሺ݁כ, ݉ଵ, ሻݔ ൌ 1     ve     ·̃ ሺ݁כ, ݉ଶ, ሻݕ ൌ 1  

dir.  Buradan Teorem 2.1.10 ile  

 ·̃ ሺ݁כ, െ݉ଶ, െݕሻ ൌ 1  

 elde edilir. ·̃ ve ෪ْ güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyonlar olduğundan ݇, ݍ א  öyleki ܯ

           ෪ْ ሺݔ, െݕ, ݇ሻ ൌ 1  ve  ·̃ ሺ݁כ, ݈, ሻݍ ൌ 1 

dir. Bu takdirde  

 1 ൌ෪ْ ሺ݉ଵ, െ݉ଶ, ݈ሻܶ ·̃ ሺ݁כ, ݈, ሻܶݍ ·̃ ሺ݁כ, ݉ଵ, ሻܶݔ ·̃ ሺ݁כ, െ݉ଶ, െݕሻܶ ෪ْ ሺݔ, െݕ, ݇ሻ 

                ,ݍሺܧ ݇ሻ 

ve  

 1 ൌ ·̃ ሺ݁כ, ݈, ,ݍሺܧሻܶݍ ݇ሻ ·̃ ሺ݁כ, ݈, ݇ሻ 

elde edilir. Böylece ݇ א ,ݔ dir. Her ܤ ݕ א ݇ için ܤ א  öyle ki ܤ

 ෪ْ ሺݔ, െݕ, ݇ሻ ൌ 1   
dir. Her ݎ א ܴ ve her ݔ א ܽ için ܤ א  öyle ki ܯ

 ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܽሻ ൌ 1 

 dir. ݔ א ݉ olduğundan ܤ א  öyleki ܯ

 ·̃ ሺ݁כ, ݉, ሻݔ ൌ 1 

dir. ·̃  güçlü ܶܮ-fuzzy fonksiyon olduğundan ݏ א   öyleki ܯ

 ·̃ ሺ݁כ, ܽ, ሻݏ ൌ 1 
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dir. Bu takdirde 

 1 ൌכ ሺ݁כ, ,ݎ ሻܶݎ ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܽሻܶ ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܽሻܶ ·̃ ሺ݁כ, ܽ, ሻݏ  ,ሺܽܧ  ሻݏ

ve 

 1 ൌ·̃ ሺ݁כ, ܽ, ,ሺܽܧሻܶݏ ሻݏ ·̃ ሺ݁כ, ܽ, ܽሻ 

olduğundan ܽ א ݎ elde edilir. Böylece her ܤ א ܴ ve her ݔ א ܽ için ܤ א   öyle ki ܤ

 ·̃ ሺݎ, ,ݔ ܽሻ ൌ 1  

dir. Sonuç olarak  ܤ kümesi ܯ’nin ܶܮ-vague alt modülüdür. 

 



3. SONUÇLAR 

 

Bu tezde elde edilen en önemli sonuçlar aşağıda verilmiştir. 

Bölüm 2.1. de: 

 bağıntısına göre tam kafes olduğu gösterildi (Teorem ”ك“ vague alt grupların-ܮܶ .1

2.1.4). 

 .vague alt gruplar için gerek ve yeter şart verildi (Teorem 2.1.8)-ܮܶ .2

3. Grup üzerinde verilen regüler ܶܮ-fuzzy bağıntsı yardımıyla oluşturulan ܶܮ-vague 

gup için bir alt grubun ܶܮ-vague alt grup olduğu gösterildi (Teorem 2.1.9). 

 vague homomorfi olduğu gösterildi-ܮܶ vague homomorfilerin bileşkesinin-ܮܶ .4

(Teorem 2.1.13). 

5. Bir grup homomorfisi ܨ-ܧ’ye genişletilmiş ise ܶܮ-vague homomorfi olduğu 

gösterildi (Teorem 2.1.16). 

Bölüm 2.2. de: 

1. Verilen bir halkadan ܶܮ-vague halka elde edilebileceği gösterildi (Teorem 2.2.4). 

 .vague alt halkalar için gerek ve yeter şart verildi (Teorem 2.2.7)-ܮܶ .2

3. Halka üzerinde verilen regüler ܶܮ-fuzzy bağıntsı yardımıyla oluşturulan ܶܮ-vague 

halka için bir alt halkanın ܶܮ-vague alt halka olduğu gösterildi (Teorem 2.2.9). 

 bağıntısına göre tam kafes olduğu gösterildi (Teorem ”ك“ vague alt halkaların-ܮܶ .4

2.2.10). 

 vague halka homomorfisi olduğu-ܮܶ vague halka homomorfilerin bileşkesinin-ܮܶ .5

gösterildi (Teorem 2.2.167). 

Bölüm 2.3. de: 

1. Verilen bir modülden  ܶܮ-vague modül elde edilebileceği gösterildi (Teorem 2.3.8). 

2. Modül üzerinde verilen regüler ܶܮ-fuzzy bağıntsı yardımıyla oluşturulan ܶܮ-vague 

modül için bir alt modülün ܶܮ-vague alt modül olduğu gösterildi (Teorem 2.3.13). 

 bağıntısına göre tam kafes olduğu ”ك“ vague alt modüllerin kafes yapısı-ܮܶ .3

gösterildi (Teorem 2.3.14). 

 vague modül homomorfisi-ܮܶ vague modül homomorfilerin bileşkesinin-ܮܶ .4

olduğu gösterildi (Teorem 2.3.16). 

 vague ideal olduğu gösterildi-ܮܶ vague sıfırlayanının-ܮܶ vague alt modülün-ܮܶ .5

(Tanım 2.3.17) (Teorem 2.3.18). 

 



4. ÖNERİLER 

 

Gruplar, halkalar ve modüller matematiğin önemli konularındandır. Son yıllarda 

fuzzy alt gruplar, fuzzy alt halkalar yardımıyla klasik teorideki bazı özellikler elde edildiği 

gözlemlenmektedir. ܶܮ-vague ikili işlem klasik ikili işlemin bir genellemesi olduğundan  ܶܮ-vague grup, ܶܮ-vague halka, ܶܮ-vague modül yapılarını incelemek klasik teoride bazı 

sonuçları elde etmek için kullanılabilir. Özellikle ܶܮ-fuzzy altgrupları, ܶܮ-fuzzy alt 

halkaları ve  ܶܮ-fuzzy alt modülleri ܶܮ-vague ikili işlemler için incelemek bu konuya 

büyük katkı sağlayacaktır. 
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