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OZET

Bu tezin temel amaci grup, halka ve modiil kavramlarina iliskin temel sonuglarin

TL-vague grup, TL-vague halka ve TL-vague modiillerdeki karsiliklarini incelemektir.

Bu calisma iki bélimden olusmaktadir. Birinci boliim, tezde ihtiyacimiz oldugu
kadariyla kafes, grup, halka, modiil, L-fuzzy alt kiimeler, L-fuzzy bagintilar ve TL-fuzzy
fonksiyonlar ile ilgili temel kavramlardan olusmaktadir. Ayrica bu g¢aligmanin temelini

olusturan TL-vague gruplar ve T L-vague halkalarla ilgili bilgiler derlenmistir.

Calismanin 6zgiin boliimiinii olusturan ikinci boliim ii¢ kisimdan olugmaktadir.
Birinci ve ikinci kisimda TL-vague gruplarla ve TL-vague halkalarla ilgili bazi yeni
ozellikler incelenmis ve ilgili 6rnekler verilmistir. Tezin son kisminda TL-vague modiil ve
TL-vague alt modiil tanimlanmis ve modiillerdeki temel teoremlerin TL-vague modiilere

aktarilmistir.

Anahtar Kelimler: TL-vague grup, TL-vague halka, TL-vague modiil.
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SUMMARY
(TL-vague module)

The purpose of this thesis is to study basic properties of vague notions such as TL-
vague group, TL-vague ring and TL-vague module which are vague versions of the
structure of group, ring and module.

This thesis consists of two chapters. Chapter one deals with the basic concepts of
lattice, group, ring, module, L-fuzzy subset theories, L-fuzzy relations and TL-fuzzy
functions which will be needed. Also basic material concerning T L-vague groups and TL-
vague rings which make up the basis of the thesis are established.

Second chapter, which is the original part of this study, consists of three sections. In
the first and second parts, some new properties of TL-vague group are investigated and
give some examples. In the last chapter, the notions of TL-vague module and T L-vague sub

module are transmitted in T L-vague module of the basic theorems of module is given.

Key Words: TL-vague group, TL-vague ring, T L-vague module
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Belirsizlik veya bulaniklik kavramlari; niteligi tam anlasilamayan, iyi se¢ilmeyen,
acik secik goriilmeyen veya net olmayan seklinde tanimlanabilir. Insan akli bulamklik
iceren durumlar1 matematiksel olarak ifade etmek i¢in derecelendirme kavramini
olusturmustur. Bulaniklik, dereceli {iyelik kavrami yardimi ile bilim diinyasina ilk kez
1965 yilinda Azeri matematik¢i A. Lotfi Zadeh [43] tarafindan tasinmistir. Zadeh’in
bulanik (fuzzy) kiimeler teorisi olarak adlandirdigi teorisinde, bulanik kiimeler, kesin
siirlar1 belirli olmayan olaylar1 tanimlamak ve matematiksel olarak modellemek amaciyla
kullanilir. Bilgisayar sistemleri, kontrol miihendisligi gibi matematiksel otomasyon
gerektiren modellemelerde bulanik kavramlara ihtiya¢c duyulmustur.

Zadeh’in [43]’de tanittig1 bulanik kiime teorisi bir¢ok bilim insaninin ¢alismalarina
151k tutmustur ve teorinin gelismesine katkida bulunmustur. Fuzzy altkiimeler teorisinin
bir genellemesi olarak 1967 yilinda Goguen [19] fuzzy altkiimelerini bir kafes {izerinde
tanimlamistir. 1971 yilinda Rosenfeld [30] fuzzy kiimeler teorisini gruplar teorisine
uyarlamistir. Anthony ve Sherwood [1] Rosenfield’in tanimlarini [0,1] kafesi tizerindeki
“min” ikili isleminden daha genel olan #-normlara genigletmistir.

Fuzzy bagint1 kavrami Zadeh [43] tarafindan tanitilmis ve Rosenfield [32], Tamura
[40], Yeh ve Bang [41] tarafindan bu kavrama 6nemli gelismeler ilave edilmistir.

Fuzzy cebirsel yapilar klasik ikili islemler altinda uzun yillar ¢alisildi. Bu konuda
temel eksiklik fuzzy ikili islem icin gerekli fuzzy fonksiyon kavramiydi. Bir¢ok aragtirmact
bu eksikligi gidermek icin ¢aligmalar yapmustir [25, 33, 38]. Baslangigta fuzzy fonksiyon
ve fuzzy homomorfi tanimlar1 adi altinda yayinlanan makalelerde fonksiyon ve homomorfi
kavramlar1 fuzzye aktarilamadi. Klasik fonksiyon ve homomorfi tanimi disinda bu konuda
ilk olarak fuzzy halka homomorfi tanimi 1992 yilinda Malik ve Mordeson [25] tarafindan
verildi. Daha sonrasinda Sasaki [33] ve Sidky [38] makalelerinde fuzzy fonksiyon
kavramini ele almiglar ve bu tanimi1 yine fuzzye aktarilamadi.

Bir kafes tlizerinde t-norm ve fuzzy denklik baginti yardimiyla fuzzy fonksiyon
kavrami Hohle ve Porst [20], Sostak [39], Kim, Monk ve Neggers [22], Demirci [8, 10, 11,

14] ve daha bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Bu c¢aligmalarin ardindan 1999



yilinda Demirci [6], fuzzy fonksiyon kavrami yardimiyla vague ikili islem tanimin
vermistir. Daha sonra bu konuyla ilgili vague gruplar [3, 4, 7, 9, 26, 34, 35, 36], vague
halkalar [5, 30, 37], vague universal cebirler [29] ve vague kafesler [12, 13, 18]
incelenmistir.

Tiim bu ¢aligmalar 15181nda gruplar ve halkalar teorisinde mevcut olan ancak vague
anlaminda incelenmeyen bazi 6zellikler ve vague modiil teorisi incelenecektir.

Bu calismanin birinci boliimii bes kisimdan olusmaktadir. Birinci kisminda kafesler
ve t-normlar; ikinci kisminda gruplar, halkalar ve modiiller; tiglincli kisminda L-fuzzy alt
kiimeler ve L-fuzzy bagintilar ve dordiincii kisminda ve TL-fuzzy fonksiyonlar kavramlari
[8, 10, 11, 14] kaynaklarindan verilmistir. Besinci kisimda T L-vague gruplar ve TL-vague
halkalara iligskin temel bilgiler [6, 7, 30, 34, 37] kaynaklarindan derlenerek verilmistir.

Tezin ikinci boliimii 6zglin sonuglardan olugmaktadir. Birinci ve ikinci kisimda
vague grup ve vague halkalara ait [6, 7, 30, 34, 37] calismalarinda incelenenlerin diginda
klasik teoride mevcut olup vague anlaminda incelenmeyen cebirsel yapilar1 icermektedir.
Boliimiin son kisminda ise TL-vague modiil tanimi verilerek modiil teorisinin 6nemli

kisimlar1 bu alana taginmustir.

1.2.Kafesler ve t-normlar

Bu kisim tez boyunca ihtiya¢ duyulan kafesler ve f-normlar ile ilgili tanim ve

teoremleri icermektedir ve kaynak olarak [2] ve [23]den yararlanilmustir.

Tamm 1.2.1 [2]: L # @ bir kiime ve “<” L {izerinde bir bagint1 olsun. “<” bagintisina L
tizerinde bir siralama bagintisi denir: <

1) Hera € Ligina < a,

i1) Hera,b € Licina <bveb <aisea = b,

1i1) Hera,b,c e Licgina<bveb<cisea<c
dir.

Tanmm 1.2.2 [2]: L kiimesi iizerinde “<” siralama bagintis1 varsa L kiimesine sirali kiime

denir ve (L, <) notasyonu ile gosterilir.



Tamm 1.2.3 [2]: (L, <) sirali kiime ve A € L olsun.
1) Hera € Ai¢in x < a ise x € L elemanina A kiimesinin bir alt sinir1 denir.

1) Hera € Aigcina < y ise y € L elemanina A kiimesinin bir iist sinir1 denir.

Tamm 1.2.4 [2]: (L, <) sirali kiime, A € L ve a, € A olsun.
1) Her a € A i¢cin ay < a ise a, elemanina A kiimesinin en kiiciik eleman1 denir.
1) Hera € Ai¢in a < ag ise ay elemanina A kiimesinin en biiyiik eleman1 denir.
Genel olarak bir kafesin en kii¢iik eleman1 “0” ve en biiylik elemani ise “1” ile

gosterilir.

Tamm 1.2.5 [2]: (L, <) swrali kiime, A € L ve A kiimesinin, tiim alt sinirlarinin ve tist
sinirlarinin olusturdugu kiimeler sirasiyla A, ve A, ile gosterilsin. Bu takdirde;

1) Agie # Oolan bir kiime ve bu kiimenin en biiylik elemani mevcut ise bu
elemana A kiimesinin en biiytik alt sinir1 (infimumu) denir ve infA, A A, Agea @
notasyonlarindan biri ile gosterilir.

i1) Aist # @ olan bir kiime ve bu kiimenin en kiigiik elemant mevcut ise bu
elemana A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 (supremumu) denir ve supA, V A,

V 4ea @ notasyonlarindan biri ile gosterilir.

Tanim 1.2.6 [2]: (L, <) siral bir kiime olsun.
i) L kiimesine kafes denir:< Her a,b €L igin inf{a,b}=aAb ve
sup{a, b} = a V b mevcuttur. Bu durum (L, <, A, V) seklinde gosterilir.
1) L kiimesine zincir denir: & Her a,b € Ligina < b veya b < a dr.

1i1) L kiimesine tam kafes denir: & Her A C L i¢in infA ve supA mevcuttur.

Teorem 1.2.7 [2]: (L, <) siral bir kiime olsun.
1) L tam kafestir & 1 € L ve her A € L icin inf A mevcuttur.
1) L bir zincir ise L bir kafestir.

1i1) L bir tam kafes ise bir kafestir.



Tamm 1.2.8 [2]: (L, <) bir kafes olsun.

1) L’ye alttan sinirh kafes denir : & L’nin en kiiciik eleman1 mevuttur. Bu durum
(L, <,0) notasyonu ile gosterilir.

1) L’ye istten smirl kafes denir : & L’nin en biiyiik eleman1 mevuttur. Bu durum
(L, < ,1) notasyonu ile gosterilir.

1i1) L’ye smirlt kafes denir : & L kafesi iistten ve alttan sinirlidir. Bu durum

(L, <,0,1) notasyonu ile gosterilir.

Her tam kafes sinirlidir, ancak tersi genelde dogru degildir.
Ornek 1.2.9: Sekil 1°deki “<” siralamasi ile N dogal sayilar kiimesi smirli bir kafestir.

Ancak (N, <) bir tam kafes degildir.

_—— L L R O

Sekil 1. Ornek 1.2.9°daki kafes yapisi

Tamm 1.2.10 [23]: (L, <,AV,0,1) tam kafesi {izerinde tanimh T: L X L — L ikili islemine
bir t-norm denir : &

Tl)Herx,y € Licin T(x,y) = T(y, x),

T2)Herx,y,z € Li¢cin T(T(x,y),2) = T(x,T(y, Z)),

T3)Herx,y,z € Liginx < yise T(x,z) <T(y,z),

T4)Herx € LiginT(x,1) = x

dir.

Ornek 1.2.11 [16]: 0 - a — 1 siralamasi ile verilen L = {0, a, 1} kafesi iizerindeki biitiin

t-normlar asagida verilmistir.



Tablo 1. L = {0, a, 1} kafesi lizerindeki t-normlar tablosu

T 0 a 1 T, 0 a 1
0 0 0 0 0 0 0 0
a 0 0 a a 0 a a
1 0 a 1 1 0 a 1

Ornek 1.2.12 [23]: Asagida L = [0,1] tam kafesi iizerinde tanimlanan temel t-normlar

verilmistir.
a) Ty(x,y) = min (x,y), (Minimum)
b) Tp(x,y) = x.y, (Carpim)
¢) T,(x,y) =max(x+y—1,0) (Lukasiewicz)
X, y=1
d Tp(,y)=1 ¥ x=1 (Kesin Carpim)

0, x#1lvey+#1

Teorem 1.2.13 [23]: L bir tam kafes ve T, L lizerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde

asagidaki kosullar gergeklenir.
1) Herx,y € Li¢in T(x,y) < xAy dir.
2) Herx € LiginT(x,0) = T(0,x) = 0 dur.
3) Her xq,x,,¥1,V, € Liginx; < x, ve y; < yise T(xy,y,) < T(xy,y,) dir.

Ornek 1.2.14: L = {% n=12, } U {0} kafesi olsun. Bu takdirde;

(0, a.b=0
' a, b=1
1) T(a,b) =4 b, a=1
L, azl,bzi,m>1,n>1
\n+m n m
- 0, a.b=0
11) T(a'b):{ 1 , a:l’bzi
n+m-1 n m

ikili islemleri t-normdur.



1.3. Gruplar, Halkalar ve Modiiller

Bu kisimdaki tanim ve teoremler Hungerford [21]’dan derlenmistir.
Tamm 1.3.1 [21]: G # @ olan bir kiime ve " * ", G lizerinde taniml1 bir ikili islem olsun.
Bu takdirde;
1) G’ye yar1 grup denir : & Her a, b, c € G igin
ax(bxc)=(axb)xcdir.
1) G yar1 grubuna monoid denir : & Je € G Oyleki her a € G i¢in
axe=exa=aqadm.
1) G monoidine grup denir : © Her a € G i¢in da™! € G dyle ki
axa”!=alxa=edir.
v) G grubuna degismeli grup denir : & Her a, b € G igin
a*b=>bxadr.
(ii)’de ifade edilen e € G elemanina birim eleman, (iii)’de ifade edilen a™® € G

elemanina ise a elemaninin tersi denir.

Ornek 1.3.2: Z, kiimesini grup yapan biitiin ikili islemler asagidaki sekildedir.

Tablo 2. Z, tizerindeki biitiin gruplarin tablosu

*q 6 1 *9 0 i
0 |01 0|10
1 |10 1101

Tanim 1.3.3 [21]: G bir grup ve @ # H € G olsun. Eger H kiimesi G grubundaki ikili
isleme gore bir grup ise H’ya G’nin alt grubu denir. Bu durum H < G notasyonu ile

gosterilir.

Teorem 1.3.4 [21]: (G,*) bir grup ve @ # H C G olsun. Bu takdirde H < ¢ ©
1) Hera,b € Higina*b € H,
ii) Hera € Hicina ' € H

dir.



Tamm 1.3.5 [21]: (G,*) bir grup ve H,K € (G)\{@} olsun. Bu takdirde H *x K ve H™!

kiimelerine H ile K ’nin ¢carpimi ve H’ 1n tersi denir ve asagidaki sekilde tanimlanir;
H+xK=1{hxk|lheH keK}, H'={h'|heH)}

dir.

Bu durumda Teorem 1.3.4 asagidaki gibi ifade edilebilir.
Teorem 1.3.6 [21]: (G,*) bir grup ve @ # H € G olsun. Bu takdirde H < G’dir. &
H+«HC Hve H™! € H du.

Tanmmm 1.3.7 [21]: (G,x) ve (H,) yari gruplar olsun. f:G — H fonksiyonuna
homomorfizm denir : & Her a, b € G igin
flaxb)=f(a)ef(b)
dir.
Tanim 1.3.8 [21]: R # @ olan bir kiime , "+ " ve " *" R iizerinde taniml iki ikili islem
olsun. (R, +,*) tgliisiine bir halka denir: &
i) (R, +) degismeli grup,
i) Hera,b,c ERi¢cinax(b*c) =(a*xb)*c,
iii) Hera,b,c ERi¢cinax(b+c)=axb+axcve(a+b)*xc=ax*xc+bx*c
dir.
Halka tanimina ek olarak ;
R halkasina birim elemanli halka denir. <& 3Je € R Oyleki her a € R i¢in
axe=exa=admr.
R halkasina degismeli halka denir. & Her a, b € R i¢in

axb=>bxadir.

Tamm 1.3.9 [21]: R bir halka ve @ # S € R olsun. S, R lizerindeki ikili igslemlere gore bir
halka ise S’ye R’nin alt halkas1 denir.

Tamim 1.3.10 [21]: R bir halka ve @ # I < R ve [ alt halka olsun.
I’ya sol (sag) ideal denir: & Hera,b € I ver € R i¢in
a—b€lverxa€l (axrel)

dir. I sol ve sag ideal ise I’ya ideal denir.



Tamm 1.3.11 [21]: (R, +,*) ve (S, ®, ®) halkalar olsunlar. f: R — S fonksiyonuna halka
homomorfizmasi denir: & Her a, b € R igin

fla+Db) = f(a)@f (b) ve f(a*b) = f(a)®f (b)
dir.

Tamm 1.3.12 [21]: (R, +,*) bir halka, (M, @) bir degismeli grup olmak iizere :R X M —
M skaler ¢arpimi - (r,m) = r - m olarak tanimlansin. M’ye (sol) R-modiil denir &
Her m,m;,m, € M ve herr,r;,7, € R igin

) r-(m@®my) = (r-m)®( - my),

2) (n+mr) -m=( -mS(; -m),

3) (m*m) -m=r-(r,-m)

dir.

Ornek 1.3.13 [21]:
1) (R,+,%x) bir halka olmak iizere, her a,r €R igin r-a =r*a seklinde
tanimlanirsa R bir R-modiildiir.

i) (M, ®) bir degismeli grup olsun. Her n € Z ve a € M igin

(0 , n=>0
a®a®...dDa , n>0
n-a= ntane
(—a)@®(-a)®...®(—a), n<0
ntane

(134
.

olarak tanimlanan “-” skaler ¢carpimi ile M bir Z-modiildiir.

(134
.

iii) (M, ®) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. Her r € R ve m € M igin

skaler carpimi r - m = 0 seklinde tanimlanirsa M bir R-modiildiir.

Tamm 1.3.14[21]: M bir R-modiil ve @ # A € M olsun. A’ya M’nin alt modiilii denir : &
Her a,b€e Aver eRigina—bE€Aver-a €A dir.

1.4. L-fuzzy (Alt) Kiimeler ve L-fuzzy Bagintilar

Bu kisimda aksi sdylenmedikce (L, <) bir tam kafes ve T, L iizerinde bir -norm
olarak aliacaktir. Ayrica sonraki kisimlarda kullanilacak L-fuzzy alt kiimeler, L-fuzzy

bagint1 kavramlar1 ve bazi 6rnekleri [14, 27, 34] kaynaklarinda derlenerek verilecektir.



Tamm 1.4.1 [27]: X # @ olan bir kiime ve L bir kafes olsun. Her pu: X — L fonksiyonuna
X’in bir L-fuzzy kiime (altkiimesi) denir. X in biitlin L-fuzzy kiimelerinin kiimesine X’in L-
fuzzy gli¢ kiimesi denir ve F (X, L) ile gosterilir.

Ozel olarak L = [0,1] olarak segilirse u’ye fuzzy kiimesi denir ve X’in tiim fuzzy

altkiimelerinin kiimesi F (X) ile gosterilir.

Ornekler 1.4.2 : L bir kafes, X # @ olan bir kiime, ® # Y € X ve a € L olsun.

1, x€eY
0, xe¢VY

fonksiyona Y ’nin karakteristik fonksiyonu denir ve yy ile gosterilir.

1) Her x € Xi¢in 1y(x) = { olarak tanimlanan 1y € F(X,L) dir. Bu

a, x€EY
0, x&Y

Y = {y} ise bu fonksiyona fuzzy noktasi denir ve y,, ile de gosterilebilir.

i1) Her x € X i¢in ay(x) = { olarak tanimlanan ay € F(X, L) dir.

Tamm 1.4.3 [27]: u,v X’in bir L-fuzzy alt kiimesi olsun. Her x € X i¢in u(x) < v(x) ise
U, v de igerilir denir ve bu durum u < v seklinde gosterilir. Eger u < v ve u # v ise u’ye,

v’de kesin igerilir (veya v, u yii kesin igerir) denir ve bu durumda y < v yazilir.

Tamm 1.4.4 [27]: (X,*) bir grup ve u, X’in bir L-fuzzy alt kiimesi olsun. u’ye, X’in bir
TL-fuzzy alt grubu denir : < Her x,y € X i¢in

i) p()Tu(y) < ulx xy),
i)  pl) <pih)

dir.

Teorem 1.4.5 [27]: (X,*) bir grup ve u X’in bir TL-fuzzy alt grubu olsun. ¢’e X’in bir TL-

fuzzy normal alt grubu denir.:< Her x,y € X icin
plx sy xx™) = u(y)
dir.

Tamm 1.4.6 [14]: X, Y # @ olan kiimeler, L kafes ve p: X XY — L ise p’ya X den Y’ye L-
fuzzy bagint1 denir.
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Tanim 1.4.7 [14]: p: X X X — L L-fuzzy bagmtisina TL-fuzzy denklik bagintist denir: &
Her x,y,z € X i¢in

D plx,x) =1,

2) p(x,y) = p(y,x),

3) p(x,y)Tp(y,z) < p(x,2)
dir. T = A olarak alinirsa p’ya L-fuzzy denklik bagintis1 denir.
p TL-fuzzy denklik bagintisina ayrilabilir denir : < Her x,y € X i¢in

p(x,y) = lise x = y dir.

Ornek 1.4.8: X en az iki eleman1 olan bir kiime, p: X X X — L ve @ € L\{1} olsun.
Bu durumda;
i) Her x,y € X i¢in p(x,y) =1 ile tammlanan p L-fuzzy bagintis1 TL-fuzzy
denklik bagintisidir ancak ayrilabilir T L-fuzzy denklik bagintis1 degildir.

i) Her x,y € Xi¢in p(x,y) = {1 =Y

@ x*y ile tanimlanan p L-fuzzy bagintisi

ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintisidir.

Ornek 1.4.9: L = [0,1] olsun. p:Z X Z — [0,1] fuzzy bagmtis1 asagidaki gibi tanimlansin.
Her x,y € Z igin

pCy) =
Bu takdirde;
T € {Tp, Tp, T} i¢in p ayrilabilir T L-fuzzy denklik bagintisidir.

T = Ai¢in p L-fuzzy denklik bagintis1 degildir.

Ornek 1.4.10 [14]: T, L iizerinde bir t-norm ve E, F sirastyla X, Y iizerinde TL-fuzzy
denklik bagintis1 olmak iizere;

E X F((x1:3’1)' (xz'J’z)) = E(x1,x)TF(y1,¥2)
seklinde tanimlanan E X; F bagmtisi X XY  kiimesi {izerinde TL-fuzzy denklik

bagintisidir.
E, X iizerinde TL - fuzzy denklik bagintisi ise aksi sdylenmedik¢e X X X {izerinde

ki TL-fuzzy denklik bagintis1 E X E olarak alinacaktir.
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Teorem 1.4.11 [34]:E;, X; (i =1,2,..,n) lzerinde L-fuzzy denklik bagmtilar1 ve
X =X, XX, X ... X X;, olsun. Bu durumda (x4, ..., x,,), (1, ..., ) € X i¢in

E((xli sy xn); (yl' 'yn)) = 11'1=1 E(xi' yl)
ile tanmimlanan L-fuzzy bagmtisi X iizerinde L-fuzzy denklik bagintisidir. Bu durum

E = E; X ... X E, ile gosterilir.

Ornek 1.4.12 : 0 > a — 1 siralamasi ile L = {0, a, 1} kafesi verilsin. Ornek 1.2.11°de ki

T, t-normu ile Z, lizerindeki biitiin T; L-fuzzy denklik bagintilar1 asagida verilmistir.

Tablo 3. Ornek 1.4.12°de ki T; L-fuzzy denklik bagintilar1 tablosu

E(i,j)| O 1 E,(i,j) | O 1 Es(i,j) | O 1
0 1 0 0 1 a 0 1 1
1 0 1 1 a 1 1 1 1

Tanim 1.4.13 [14]: E, X iizerinde TL-fuzzy denklik bagintist ve u € F(X, L) olsun. u’ye
E’ye genisletilmis T L-fuzzy altkiime denir: & Her x,y € X i¢in

n(OTE (x,y) < u(y)
dir.

Teorem 1.4.14 [14]: E, X iizerinde TL-fuzzy denklik bagintis1 olsun. Bu takdirde;
1) F(X,L) kiimesindeki biitin E’ye genisletilmis TL-fuzzy altkiimelerinin kiimesi
“<” bagintisina gore tam kafestir.
2) Eger E TL-fuzzy denklik bagintisi

Een={y 150

0 x+y

olarak tanimlanirsa E’ye genisletilmis biitlin TL-fuzzy altkiimelerin kiimesi

F(X,L) e esittir.

Tanim 1.4.15 [14]: E, F sirasiyla X ve Y kiimeleri iizerinde TL-fuzzy denklik bagintilari
ve f: X — Y olsun. Bu takdirde f’ye E-F’ye genisletilmis fonksiyon denir: &
Her x,x" € X i¢in
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E(x,x") S F(f(x), f(x1)
dir.

Ornekler 1.4.16 :

1) E, F swrasiyla X, Y kiimeleri lizerinde TL-fuzzy denklik bagitilar1 ve f: X - Y

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde her x,x" € X i¢in
E(x,x") = F(f (%), f(x)

ile tanimlanan E, X iizerinde TL-fuzzy denklik bagntisidir ve f, E-F’ye
genisletilmis fonksiyondur.

2) E, F sirasiyla X, Y kiimeleri lizerinde TL-fuzzy denklik bagintilar1 ise her f sabit
fonksiyonu E-F’ye genisletilmistir.

3) T, [0,1] tizerinde bir t-norm, f:Z - Z f(x) = x + 1 seklinde tamimlansin. Z
tizerindeki E ve F TL-fuzzy denklik bagintilar1 sirasiyla

1 x= 1 x=y
E(x,y):= {1 ve F(x,y):= {1

S XFY S XFY
olarak tanimlanirsa f fonksiyonu E-F’ye genisletilmistir. Fakat f, F-E’ye

genisletilmis degildir.

Tanim 1.4.17 [14]: E, F sirastyla X, Y kiimeleri iizerinde TL-fuzzy denklik bagmntilar1 ve
p: X XY = L L-fuzzy bagmti olsun.
1) p’ya E’ye genisletilmis denir: & Her x,x' € X vehery €Y igin
p(x,y)TE(x,x") < p(x',y) dir.
i) p’ya F’ye genisletilmis denir: &Her x € X ve hery,y’ €Y igin
p,VITF(,y") < p(x,y") dir.
1ii) p’ya E-F’ ye genisletilmis denir:< p E ve F’ ye genisletilmis TL-fuzzy
bagintidir.

1.5. TL-fuzzy Fonksiyonlar

Bu kisimda c¢alismanin temelini olusturan L-fuzzy bagmntilar i¢cin TL -fuzzy
fonksiyon, miikemmel TL -fuzzy fonksiyon ve giiclii TL -fuzzy fonksiyon tanimlar1 ve

Ozellikleri [14] kaynagindan derlenerek verilecektir.
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Tanim 1.5.1 [14]: E, F sirastyla X ve Y kiimeleri iizerinde TL-fuzzy denklik bagintilar1 ve
p: X XY = L E-F’ye genisletilmis T L-fuzzy bagint1 olsun.
1) p’ya kismi TL-fuzzy fonksiyon denir :< Her x € X ve her y,z €Y igin
p(x,VTp(x,2) < F(y,z) dir.
11) p’ya TL-fuzzy fonksiyon denir : & p kismi TL-fuzzy fonksiyon ve
her x € X i¢in
Vyey p(x,y) = 1 dir.
1ii) p’ya mikemmel TL-fuzzy fonksiyon denir : < p kismi TL-fuzzy fonksiyon

ve her x € X i¢in 3y € Y dyle ki
p(x,y) = 1dir.

Tamm 1.5.2 [14]: E, F sirasiyla X ve Y kiimeleri tizerinde TL-fuzzy denklik bagintilart ve
p: X XY — L L-fuzzy bagint1 olsun. p’ya gii¢lii TL-fuzzy fonksiyon denir : <
Herx,x' € X ve hery,y' € Y i¢in
i) E(x,x)Tp(x, Y)Tp(x,y) < F(y,y"),
i) Her x € X i¢in 3y € Y oyle ki p(x,y) =1
dir.

Ornek 1.5.3 [14]: E, F sirasiyla X ve Y kiimeleri iizerinde TL-fuzzy denklik bagimtilar1 ve
p: X XY — L L-fuzzy bagint1 olsun.

1) p mikemmel TL-fuzzy fonksiyon ise p gii¢lii TL-fuzzy fonksiyondur.

i) f:X > Y E-F’ye genisletilmis fonksiyon ve p(x,y) =F(y,f(x)) ise p

miikkemmel TL-fuzzy fonksiyondur.

Teorem 1.5.4 [14]: E, F siwrasiyla X ve Y kiimeleri tizerinde TL-fuzzy denklik bagintilar:
ve p: X XY = L L-fuzzy baginti olsun. p: X XY = L giiglii TL-fuzzy fonksiyondur <
3Af: X — Y E-F’ye genisletilmis fonksiyon dyle ki her x € X ve her y € Y i¢in

p(x, f(x)) =1ve p(x,y) < F(f(x),y)
dir.

Teorem 1.5.5 [14]: E, F sirasiyla X ve Y kiimeleri tizerinde TL-fuzzy denklik bagintilar:
ve p: X XY = L L-fuzzy bagmti olsun. p: X X Y = L miikemmel TL-fuzzy fonksiyon <
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Af:X - Y E-F’ye genisletilmis fonksiyon Oyle ki her (x,y) € X X Y icin

p(x,y) = F(f(x),y)
dir.

Tamim 1.5.6 [14]: E, X iizerinde TL-fuzzy denklik bagintisi ve (X,*) grupoid olsun.
1) E’ye regiiler TL-fuzzy denklik bagintis1 denir: < Her a, b, c € X i¢in
E(a,b) <E(a*c,b*c)veE(a,b) <E(c+*a,c=b)dir.
2) E’ye invaryant TL-fuzzy denklik bagintis1 denir: < Her a, b, ¢ € X icin
E(a,b) =E(axc,bxc)veE(a,b) =E(c*a,c=b) dr.
Agik olarak her invaryant TL-fuzzy denklik bagintis1 regiiler TL-fuzzy denklik

bagintisidir.

Ornekler 1.5.7:
1) (X,*) bir grupoid ve p, Ornek 1.4.8 (ii)’de ki gibi olsun. Bu durumda p regiiler TL-
fuzzy denklik bagmtisidir.
2) Ornek 1.4.9°da (Z, +) grubu ele alindiginda T € {Tp, Tp, T, } t-normu igin TL-fuzzy
denklik bagintisi olan p invaryant T L-fuzzy denklik bagintisidir.

Teorem 1.5.8 [14]: (X,*) grupoid ve E, X {izerinde regiiler TL-fuzzy denklik bagintisi ise
hera, b, c € X igin

E(a,b)TE(c,d) < E(ax*c,bx*d)
dir.

Teorem 1.5.9 [14]: (X,*) grup ve E, X lizerinde regiiler TL-fuzzy denklik bagintisi ise E,
X iizerinde invaryant TL-fuzzy denklik bagintisidir.

Teorem 1.5.10 [14]: (X,*) bir grup, e € X birim eleman olmak tizere u, u(e) = 1 olarak
tanimlanmis X’in bir TL-fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda her a, b € X igin;
E,(a,b) = pu(a*xb™1)
ile tanimlanan L-fuzzy bagintisi;
1) TL-fuzzy denklik bagintisidir.
i) U, X’in TL-fuzzy normal alt grubu ise regiiler T L-fuzzy denklik bagintisidir.
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1.6. TL-vague Gruplar ve TL-vague Halkalar

Bu kisimda, tezin 6zgiin boliimiinde kullanacagimiz TL-vague gruplara ait bilgiler;
Demirci [6, 7, 9, 14], Mordeson ve Bhutani [4, 26], Sezer [34], TL-vague halkalara ait

bilgiler; Ren, Zhang, Ma [30], Sezer [37] arastirmacilarina ait makalelerden derlenmistir.

Tanim 1.6.1 [6]: E, F swrastyla G ve G X G kiimeleri tizerinde TL-fuzzy denklik
bagintilar1 ve 5: G X G X G — L L-fuzzy bagint1 olsun. Bu takdirde 3’ ya TL-vague ikili
islem denir: < 5 giiclii TL-fuzzy fonksiyondur.

Eger 5:G X G X G = L TL-vague ikili islem ise G kiimesi (G,5) siral ikilisi ile

gosterilecektir.

Tanim 1.6.2 [6]: E, F sirasiyla G ve G X G kiimeleri iizerinde TL-fuzzy denklik bagintilar
ve 3:G X G X G = L TL-vague ikili islem olsun. Bu takdirde;
i) 3 ya birinci mertebeden gegisken denir: & Her x,y,z,z’ € G igin
3 (x,y,2)TE(z,2") <3 (x,y,2") dir.
i) 8’ ya ikinci mertebeden gegisken denir : & Her x,y,z,y' € G igin
3 (x,y,2)TE(y,y") <3 (x,y', z) dir.
iii) 8’ ya tiglincii mertebeden gecisken denir : & Her x,y,z,x" € G igin
3 (x,y,2)TE(x,x") <5 (x',y,z) dir.
Eger 5 birinci, ikinci ve ligiincii mertebeden gegisken ise 3’ ya tam gecisken denir.
Acik olarak & TL-vague ikili isleminin tam gegisken olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
x,v,z,x,y',z" €G igin
3 (x,vy,2)TE(x,x)TE(y,y')TE(z,z") <5 (x',y',2")
dir.

Tamm 1.6.3 [6]: E, G lizerinde TL-fuzzy denklik bagmtis1 ve 8, G kiimesi iizerinde TL-
vague ikili islem olsun. Bu durumda;
1) G’ye TL-vague yari grup denir: < Her a,b,c,d,m,w,q € G i¢in
5(b,c,d)T3 (a,d,m)T5(a,b,q)T3(q,c,w)<E(m,w)dir.
2) G'ye TL-vague monoid denir : < G, TL-vague yar1 grup ve

Je € G Oyle ki her a € G igin



16

5 (e,a,a)T 3 (a,e a)=14dir.
3) G’ye TL-vague grup denir :< G, TL-vague monoid ve her a € G i¢in 3b € G igin
3(b,a,e)Ts(a,b,e)=1dir.
4) G’ye TL-vague degismeli grup denir : & G TL-vague grup ve
her a, b,m,w € G ic¢in
5 (a,b,m)T 5 (b,a,w) < E(m,w) dir.
(G,3) TL-vague grup olmak tizere 6zel olarak T =A olarak belirlenirse ise G’ye L-
vague grup denir.
(2)’ de ifade edilen e elemanina G’nin TL-vague birim elemant ve (3)’ de ifade
edilen b € G elemanina a elemanmin e TL-vague birim elemanina gore TL-vague tersi

denir ve a1

ile gosterilir. TL-vague birim eleman ve bir elemanin TL-vague tersi tek
olmayabilir. TL-vague birim elemanina gore bir elemanin TL-vague tersi farklilik

gosterebilir.

Ornek 1.6.4 : L bir tam kafes ve E Z iizerinde TL-fuzzy denklik bagimtisi olsun. a € L ve
her x,y € Z igin

E(x,y)={1 Y

a x#Yy
olarak tanimlansin. Bu durumda her a,b,c €Z, f € L ve f < a i¢in

~ (1, a+b=c
O(a,b,c)—{ﬁ' a+b+c

ile tanimlanan & TL-vague ikili islemi ile (Z,5) degismeli TL-vague gruptur.

Teorem 1.6.5 [14]: E, G lzerinde bir TL-fuzzy denklik bagintis1 ve (G,3) TL-vague grup
olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir.
1) e, e' G’ nin TL-vague birim elemanlari ise E (e, e’) = 1 dir.
i) b, b’ bir a elemaninin T L-vague tersleri ise E(b,b") = 1 dir.
iii) 3 ikinci ve tg¢iincli mertebeden gegisken, E(a,,a,) = 1 ve b, a,’ in TL-vague
tersi ise b, a, nin TL-vague tersidir.
v) S birinci mertebeden gecisken, b, a; elemaninin e € G TL-vague birim
elemanina gore TL-vague tersi ise b, a’nin her TL-vague birim elemanina gore

TL-vague tersidir.
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V) 5 birinci mertebeden gegisken, b, b’ a elemaninin sirasiyla e, e’ € G TL-vague
birim elemanlarina gore T L-vague tersileri ise E(b, b") = 1 dir.
Vi) E aynlabilir TL-fuzzy denklik bagintist ise G’nin TL-vague birim elemani ve

bir elemanin T L-vague tersi tektir.

Teorem 1.6.6 [7]: (G,o) grupoid olsun. E, G tizerinde regiiler TL-fuzzy denklik bagintisi
olmak tizere, 3 TL-vague ikili islemi & (a, b, ¢) = E(a o b, ¢) olarak tanimlanirsa;

1) G yanigrup ise G TL-vague yar1 gruptur.

2) G monoid ise G TL-vague monoiddir

3) G grupise G TL-vague gruptur.

4) G degismeli grup ise G degismeli TL-vague gruptur.

E, G tizerinde TL-fuzzy denklik bagintis1 ve 5, G lizerinde TL-vague ikili islem ise &
giiclii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan Teorem 1.5.4 ile 3 o: G X G — G Oyle ki
3(a,b,aeob) =1ves (a,b,c) <E(acbh,c)
kosulunu saglar. Buradaki “o” ikili islemi, 8 TL-vague ikili islemi ile tiretilen bir ikili
islemdir. Bu durumda asagidaki teorem ile ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintilar1 i¢in TL-
vague gruptan klasik anlamda gruba gidebiliriz.
Teorem 1.6.7 [7]: E, G lizerinde ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintisi olmak {lizere; 3 TL-
vague ikili islem ve “o”, & TL-vague ikili islemi ile iiretilen bir ikili islem olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler gerceklenir.
1) G TL-vague yari grup ise (G,o) yarigruptur.
2) G TL-vague monoid ise (G,°) monoiddir.
3) G TL-vague grup ise (G,o) gruptur.
4) G degismeli TL-vague grup ise (G,°) degismeli gruptur.

Tanmim 1.6.8 [6]: (G,5) TL-vague grup ve @ # A € G igin A’ya 3 TL-vague ikili islemi

altinda TL-vague kapali denir :< Hera,b € Avec € G i¢in3 (a,b,c) = lise c € A dir.

Teorem 1.6.9 [6]: E, G lizerinde TL-fuzzy denklik bagntisi ve (G,3) TL-vague grup olsun.
Bu takdirde her a, b, c,u € G i¢in
i) 3 (a,b,u)T 5 (a,c,u) <E(bc),



18

ii) 8(b,a,u)T 5 (c,a,u) < E(b,c)
dir.

Teorem 1.6.10 [34]: E;, G; lizerinde L-fuzzy denklik bagintilari, (G;,5;) L-vague gruplar
i=12,..,n),6G =G X..XG,ve E=E; X..XE, olsun. Bu takdirde
O:GXGXG— Lx=e,%), Y= W1 0s V), 2= (24, ..., 2y) € G igin;

O (%,,2) = Neydi (60, ¥i 2)

ile tammlanan © L-vague ikili islemi ile G bir L-vague gruptur.

Tanim 1.6.11 [6]: (G,5) TL-vague grup ve @ # A € G Oyle ki A, 3 TL-vague ikili iglemi
altinda TL-vague kapal1 olsun. A’ya G’nin TL-vague alt grubu denir : & (4,345 4x4) TL-

vague gruptur.

Teorem 1.6.12 [6]: (G,5) TL-vague grup olmak iizere @ # A S G i¢in A, G nin TL-vague
alt grubudur. &

1) A, s TL-vague ikili islemi altinda TL-vague kapali,

ii) Hera € A igina ' € A
dir.

Tamm 1.6.13 [6]: (G,3) ve (H,®) iki TL-vague yar1 grup olsun. ¢: G - H fonksiyonuna
T L-vague homomorfi denir.< Her a,b,c € G i¢in

3 (a,b,c) < ®(¢p(a), p(b), p(c))
dir.

Tamm 1.6.14 [6]: (G3)ve (H,®) TL-vague monoidler ve ¢:G - H TL-vague
homomorfi olsun. Bu durumda;

{a€G:pa)=ey}

kiimesine ¢’ nin T L-vague ¢ekirdegi denir ve VCek¢ ile gosterilir.

Teorem 1.6.15 [6]: F, H iizerinde TL-fuzzy denklik bagintisi, (G,3) ve (H, C;)) TL-vague
monoidler ve ¢:G — H TL-vague homomorfi olsun. Bu takdirde;

1) e; ve ey sirastyla G ve H nin T L-vague birim elemanlari ise
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F(d)(eG )! eH) = 1 dir.
1) F ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintisi ise

(@)t =¢p(a™) dur.

Tamm 1.6.16 [6]: E ve F sirasiyla G ve H lizerinde TL-fuzzy denklik bagintilart olsunlar.
¢: G — H fonksiyonuna TL-vague birebir denir: < Her a,b € G igin

F(¢(a),¢(b)) < E(a,b)
dir.

Tamm 1.6.17 [6]: (G,3), (H, @) TL-vague yar1 gruplar ve ¢:G — H orten TL-vague
homomorfi olsun. ¢’ye TL-vague izomorfi denir: & ¢ TL-vague birebir ve ¢ 1:H - G

TL-vague homomorfidir.

Tamim 1.6.18 [34]: (G,3) TL -vague grup ve ® # A € G olsun. ® A iizerinde TL-vague
ikili islem olsun. A’ya G’nun genellestirilmis TL-vague alt grubu denir : <

i) Her a,b,c € A icin ®(a, b,c) <5 (a,b,c),

1) (A, (;)) TL-vague grup

dur.

Teorem 1.6.19 [34]:(G,3) TL - vague grup olsun. 4,B € (G)/{®} ve ®, O sirasiyla A
ve B kiimeleri iizerinde TL-vague ikili islemler olsun. Eger B A’nin ve A , G’nin

genellestirilmis TL-vague alt grubu ise B, G’ nin genellestirilmis T L-vague alt grubudur.

Teorem 1.6.20 [34]: (G,5) TL-vague grup, (A, @) G’nin genellestirilmis TL-vague alt
grubu ve (B, CT)), A’ nmin genellestirilmis T L-vague alt grubu olsun. Eger © A U B iizerinde
TL-vague ikili islem ise; (A U B,), G’ nin genellestirilmis TL-vague alt grubudur &

i) Her a,b,c € AU B i¢in *(a,b,c) <3 (a,b,c),

i1) AS BveyaBC A
dir.

Teorem 1.6.21 [34]: (G,3) TL-vague grup ve @ # A S G olsun. ® A iizerinde TL-vague

ikili islem olmak iizere; (A, C;)), G’nin genellestirilmis T L-vague alt grubudur <
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i) Hera,b € Aigin3 (a,b™1,¢c) =1= c € A,
ii) Her a,b,c € A ic¢in ®(a, b,c) <& (a,b,c)
dir.

Teorem 1.6.22 [34]: (G,3) TL-vague grup ve @ # A C G olan bir kiime olsun. @ A
tizerinde T L-vague ikili islem ise (A, @)) G’nin genellestirilmis TL-vague alt grubudur <
1) Her a € A igin ® TL-vague ikili islemine gore tersi A’nin eleman,
ii) Her a,b,c € Aicin ®(a,b,c) <5 (a,b,c)
dir.

Teorem 1.6.23 [34]: (G,3), (H, @) TL-vague gruplar ve ¢p: G - H TL-vague homomorfi
olsun. Bu takdirde;
1) * VCekg iizerinde TL-vague ikili islem ve her a, b, c € VCek¢ i¢in
“(a,b,c) <5 (a,b,c)
ise (VCekg,?) G nin genellestirilmis TL-vague alt grubudur.
i1) (A") G’nin genellestirilmis TL-vague alt grubu ve ® ¢(A) iizerinde TL-vague
ikili igslem ve her a, b, ¢ € ¢(A) igin
®(a,b,c) < ®(a,b,c)
ise (¢(4),®), H’nin genellestirilmis TL-vague alt grubudur.
iii) (B,)) H’nm genellestirilmis TL-vague alt grubu ve ® ¢~'(B) iizerinde TL-
vague ikili islem ve her a, b, ¢ € ¢~1(B) i¢in
®(a, b,c) <5 (a,b,c)
ise (¢ ~1(B), ®) G nin genellestirilmis TL-vague alt grubudur.

+ ve ¥ R iizerinde TL-vague ikili islemler ise (R,+,¥) swral iiclisii ile
gosterilecektir.
Tammm 1.6.24 [30]: E, F sirastyla R X R, R kiimeleri iizerinde TL-fuzzy denklik
bagmtilar1 olmak iizere; (R, ¥,%) swrali iigliisiine TL-vague halka denir. &
i) (R, ¥) degismeli TL-vague grup,
i1) (R,¥) TL-vague yar1 grup,
iii) (R, +,%) asagida verilen iki 6zelligi saglar.

Herx,y,z,d,t,a,b,c € R i¢in
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% (x,y,)T % (x,2z,b)TF(a,b,c)T¥(y,z d)T % (x,d,t) < E(t,c),
%(x,z,a)T % (v,z,b)T¥(a,b,c)T¥(x,y,d)T ¥ (d, z,t) < E(t,c),
dir.
(R, ¥,%) TL-vague halkasma birim elemanli vague halka denir : & 3Je € R, her x € R i¢in
¥(x,e,x)T%(e,x,x) =1
dir.
(R, ¥,%) vague halkasima degismeli T L-vague halka denir : & Her x,y,a, b € R i¢in
¥(x,y,a)T *(y,x,b) < E(a,b)
dir.
Bu calismada ¥’ye gore TL-vague birim eleman e; ile bir x elemaninin TL-vague

1

tersi ise x1; F’ya gore TL-vague birim eleman ez ile bir x elemaninin TL-vague tersi ise

—x ile gosterilecektir.

Tanm 1.6.25 [30]:(R, ¥,%¥) TL-vague halka, ® # AS R ve A F ve ¥ TL-vague ikili
islemi altinda T'L-vague kapali olsun. A’ya R’nin TL-vague alt halkas1 denir: &

(A, :lv-leAxA,IleAxA) TL'Vague halkadir.

Teorem 1.6.26 [30]: (R,¥,¥) TL-vague halka ve E, R iizerinde aynlabilir TL-fuzzy
denklik bagintisi ise her x € R igin
¥(x,ex,ex) =1

dir.

Tanmm 1.6.27 [30]:(R, +,¥) TL-vague halka, @ # 1 € R olsun.I, R’nin TL-vague alt

halkasina sol(sag) TL-vague ideali denir : < Her a € I , her x € R i¢in 3b € I dyleki
¥(x,a,b) =1(%(a,x,b) =1)

dir.

Tammm 1.6.28 [30]: (R, F.5) ve (5@.,0) TL-vague halkalar olsun. ¢:R — S
fonksiyonuna T L-vague halka homomorfisi denir: & Her a, b, ¢ € R i¢in

F(a,b,¢) <@ (¢(@), p(b), $(c)) ve % (a,b,c) <O (¢(@), p(b), $(c))
dir.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME

Bu boliim tezin 6zgiin kismini olusturmaktadir. 2.1 ve 2.2 kisimlarinda sirasiyla
TL-vague grup ve TL-vague halka ile ilgili baz1 yeni 6zellikler verildi. Kisim 2.3°de ise
T L-vague modiil tanim1 verilerek modiiller iizerinde mevcut olan bir ¢ok 6zellik TL-vague

modiillere aktarildi.

2.1. TL-vague Gruplarin Uzerine Calismalar

TL-vague gruplar klasik anlamdaki gruplarin bir geniglemesidir. Demirci [6]’in
verdigi Teorem 1.6.6 ile bir gruptan vague grup elde edebiliyoruz. Fakat bir TL-vague
gruptan grup elde etmemiz i¢in TL-fuzzy denklik bagmtisinin ayrilabilir olmas1 gerekiyor.
Sonug olarak bir kiime lizerinde elde edilebilecek grup ve TL-vague grup sayilarinin

farklilik gostermektedir.

Ornek 2.1.1: Ornek 1.4.12°de ki E, invaryant T;L-fuzzy denklik bagintis1 ve 3, ® T;L-

vague ikili islemleri asagidaki gibi tanimlanir ise (Z,,3) ve (Z,, ®) vague gruplardir.

Tablo 4. Ornek 2.1.1°deki T; L-vague ikili islemlerinin tablosu

s 0 1 ® 0 1
5(0,i,j)| 0 1 a ®@0O,i,))| 0 1 a
1 a 1 1 1 a

s (L)) 0 a 1 ®(,i,)) 0 1 a
1 1 a 1 a 1

Tablo.4’den anlasilacag1 lizere a € L = {0, a, 1} elemanin1 degistirerek ii¢ farkl
(Z,,3) vague gruplarn elde edilir. Benzer sekilde ii¢ farkli (Z,, ®) vague gruplar elde
edilir. Oysaki klasik anlamda diisiiniildiiglinde Z, kiimesini grup yapan sadece iki tane ikili

islem mevcuttur.
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TL-vague gruplarin klasik gruplardan bir farki TL-vague birim eleman ve bir
elemanin TL-vague tersinin elemanlarinin tek olmasi gerekmedigidir. Eger E, G iizerinde
ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintisi ise Teorem 1.6.5 ile TL-vague birim eleman ve bir
elemanin TL-vague tersi tektir. Ancak E, G iizerinde ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintisi
degil ise TL-vague birim eleman ve bir elemanin TL-vague tersi tek olmas1 gerekmez.
Ornek 2.1.2: L tam kafes, T, L iizerinde bir #~norm ve G en az iki elemanli bir kiime olmak
tizere her x,y € G i¢in E(x,y) = 1 ise E G lizerinde ayrilabilir olmayan T L-fuzzy denklik
bagintisidir. Ayrica her a, b, ¢ € G igin

3(a,b,c) =1
ile tanimlanan 5 TL-vague ikili islemi ile G kiimesi TL-vague gruptur ve her eleman TL-

vague birim elemandir. Diger yandan her eleman G’deki biitiin elemanlarin tersidir.

Teorem 2.1.3: E, G lizerinde bir TL-fuzzy denklik bagintis1 ve (G,5) TL-vague grup olsun.
Bu takdirde ¢ € G icin 3 (c,c,c) = lise E(e,c) = 1 dir.
Ispat: (G,3) TL-vague yar1 grup oldugundan,
1=5(c,c,c)T5(c7,c,e)Ts(c™Yc,e)T3(ec,c)<E(ec)
dir. Buradan
E(e,c) =1
elde edilir.

Teorem 2.1.4: (G,3) TL-vague grup ve E, G iizerinde ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintisi
olsun. Bu takdirde G’nin TL-vague alt gruplarinin kiimesi “S” bagintisina gore bir tam
kafestir.
Ispat: {H;:i € I} TL-vague alt gruplarmin bir ailesi ise H; # @ oldugundan her i € I igin
a € H; mevcuttur. H; TL-vague alt grup oldugundan a™! € H; dyle ki

S(a,ate)=1
dir. H; TL-vague kapali oldugundan her i € [ icin e € H; dir. E ayrilabilir TL-fuzzy
denklik bagintisi oldugundan TL-vague birim eleman tektir. Boylece e € N;¢; H; elde
edilir. Buradan N;¢; H; # @ dir. a, b € N H; i¢in 8 (a, b, ¢) = 1 olsun. Buradan her i € [
icin a,b € H; ve H; TL-vague alt grup oldugundan ¢ € H; elde edilir. Boylece her i € [
icin ¢ € H; oldugundan c¢ € N;¢; H; dir. Bundan dolayr N;¢; H;, © altinda TL-vague
kapalidir.
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a € N;g; H; keyfi olsun. Bu takdirde her i € I i¢in a € H; dir. H; kiimeleri TL-
vague alt grup olduklarindan her i € I igin a™! € H; dir. Béylece a™! € N H; elde
edilir. Bu durumda N;¢; H; G’in TL-vague alt grubudur.

G TL-vague grup oldugundan TL-vague alt gruplarinin kiimesi “S” bagmntisi ile

tam kafestir.

Gruplarda Teorem 1.3.6’da bahsedildigi gibi alt grup olma sartlar1 kiimelerden
faydalanarak ifade edilebilir. TL-vague gruplarda ise benzer durumu ifade etmek icin
asagidaki tanimlar verildi.

Tanim 2.1.5: (G,3) TL-vague grup, A € (G)/{@} olsun. Bu takdirde,

{yecG|laxe A 5 (x,y,e)Ts(y,x,e) =1}

kiimesine A kiimesinin TL-vague tersi denir. Bu kiime A3 ! notasyonu ile gosterilir.

Tanim 2.1.6: (G,3) TL-vague grup, A,B € $(G)/{?} olsun. Bu takdirde,
{ceG|3a€eAabeB 3(a,b,c)=1}
kiimesine A ve B kiimelerinin TL-vague carpimi denir. Bu kiime A5 B notasyonu ile

gosterilir.

Ornek 2.1.7: G bostan farkli bir kiime olsun. Ornek 2.1.2°deki E TL-fuzzy denklik
bagintist ve & TL-vague ikili islemi g6z Oniine alinirsa herhangi, A,B € §(G)/{?}
kiimeleri icin A5 = G ve A3 B = G dir.

Teorem 2.1.8: (G,3) TL-vague grup, A € (G)/{@} olan bir kiime olsun. A, G’nin TL-
vague alt grubudur <

1) ASACA,

ii) AstcA
dir.
Ispat: : = A, G’nin TL-vague alt grubu olsun.

1) ¢ € A3 A keyfiolsun. 3a, b € A dyleki

5(a,b,c)=1

dir. A, G’nin TL-vague alt grubu oldugundan TL-vague kapalidir. Bu durumda ¢ € A dir.
Boylece A A € A elde edilir.
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ii) b € A35! keyfi olsun. 3a € A dyleki
s(a,b,e)Ts(b,ae)=1
dir. b a elemaninin TL-vague tersidir. A, G’ nin TL-vague alt grubu oldugundan b € A dir.
Buradan 45! € A elde edilir.
&:A3AC A ve A;1 € A olsun. a,b € A keyfi olmak iizere 5 (a,b,c) =1 olsun. ¢ €
A3 A € Aoldugundan s TL-vague ikili islemi T L-vague kapaldir.
a € A ve b a elemaniin TL-vague tersi olsun.
beA;'c A

oldugundan A, G’nin TL-vague alt grubudur.

Teorem 1.6.6 ile Demirci [6] gruplardan TL-vague gruplar elde edildigi gosterildi.
Benzer sekilde alt gruplar ve TL-vague alt gruplar arasindaki iligki asagidaki teoremle
ifade edilir.

Teorem 2.1.9:(G,°) grup ve A G’nin alt grubu olsun. E G lizerinde regiiler ayrilabilir TL-
fuzzy denklik bagintisi ve & TL-vague ikili iglemi & (a,b,c) = E(acb,c) olarak
tanimlansin. Bu takdirde A, G’nin TL-vague alt grubudur.

Ispat: Teorem 1.6.6 ile G’nin TL-vague gruptur.

x € A5 A keyfiolsun. 3a,b € A 6yle ki & (a,b,x) =1 dir. Bu durumda

E(aob,x)=1
elde edilir. E ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintis1 oldugundan x = a o b dir. A alt grup
oldugundan x = a o b € A elde edilir. Boylece A5 A € A dur.

y € A5 keyfi olmak iizere 3x € A dyle ki

s(x,y,e)T3(y,xe) =1
dir. Bu durumda

E(xoy,e)=1=E(yox,e)
dir. E aynlabilir TL-fuzzy denklik bagmtis1 oldugundan y = x~! elde edilir. A alt grup
oldugundan y € A~! dir. Boylece As' € A dir. Sonug olarak A, G’nin TL-vague alt

grubudur.

Teorem 2.1.10: (G,3) TL-vague grup, 8 TL-vague ikili islemi birinci mertebeden gegisken
vea,b,c € G i¢in3 (a,b,c) = 1 olsun. Bu takdirde 3 (b~ %,a™ 1, ¢ 1) = 1 dir.

Ispat: 3 TL-vague ikili islemi birinci mertebeden gegisken ve keyfi a, b, c € G igin
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(a,b,c) =1
olsun. s giiclii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan 3l € G oyle ki
S(c,b7L,D) =1
dir. (G,3) TL-vague yar1 grup oldugundan
1=5(b,b1,e)T5(ae, a)Ts(ab,c)Ts(c,b 1) <E(al
ve
1=5(c,b~Y,DTE(a,1) <5 (c,b7%,a)
dir. Buradan

S(c,bLa)=1

elde edilir. Diger yandan & gii¢lii T L-fuzzy fonksiyon oldugundan 3x € G dyle ki

s(atcx)=1
dir. Boylece
1=5(a,b,c)T3(ac,x)T3(aae)Ts(eb,b) <E(xDb)
ve
1=3(a"%¢c,x)T E(x,b) <5 (a"%,c,b)
benzer sekilde ¢ gii¢lii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan 3d, m € G Oyle ki
S Yatd)=1ves(c,dm)=1
dir. Buradan
1=3(b"1al,d)T3(c,dm)Ts(c,bt,a)Ts(a,at,e) <E(m,e)
ve
1=5(c,d,m)T E(m,e) <5 (c,d,e)
oldugundan
s(c,lle)y=1
elde edilir. ¢ giiclii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan 3z € G dyle ki
s(d,c,z)=1
dir. Buradan

1=5(a"Yc,b)Ts(b L b,e)Ts(bt,at,d)T5(d,c,z) <E(ez)

oldugundan
1=5(d,c,z)T E(e,z) <3 (d,c,e)
s(d,c,e) =1

elde edilir. (1) ve (2)’den Teorem 1.6.5 (ii) ile
E(d,cH) =1

(1

2)
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dir. Sonug olarak
1=5b"Ya,d)TE,c)<s(btalc?)
oldugundan
(b7 LalcH=1

elde edilir.

Teorem 2.1.11: (G,3) TL-vague grup, H, K G’nin TL-vague alt gruplari, 3 TL-vague ikili
islemi birinci mertebeden gecisken ve K ¢ H G’nin TL-vague alt grubu olsun. Bu takdirde
H3K =K?&5H drr.
Ispat: ¢ € H 5 K keyfi olsun. Boylece 3h € H ve 3k € K Syleki

S(hkc)=1
dir. Teorem 2.1.10 ile

s(kLhLchH=1
elde edilir. Buradan ¢~ € K3 H dir. ¢! elemamnin bir TL-vague tersi ¢ dir. K3 H
G’nin TL-vague alt grubu oldugundan ¢ € K ¢ H elde edilir. Boylece H3 K € K 5 H elde
edilir.

Tersine olarak x € K ¢ H keyfi olsun. K 3 H kiimesi G’nin TL-vague alt grubu
oldugundan x™! € K 5 H dir. Budurumda 3k € K ve 3h € H dyle ki

S(k,hx™H) =1
dir. Teorem 2.1.10 ile

s(h"Lk Lx)=1
elde edilir. H ve K G’nin TL-vague alt gruplart oldugundan h™' € H ve k™1 € K dir.
Boylece x € H s K elde edilir. Buradan K s H € H ¢ K dir. Sonug olarak HS K = K H
elde edilir.

TL-vague alt gruplarin TL-vague homomorfi altinda goriintiilerinin TL-vague alt
grup olmasi gerekmez.
Ornek 2.1.12: Z, iizerindeki birinci TL-vague ikili islem Ornek 2.1.1 deki gibi ikincisi her
a,b,c € Z, icin ®(a,b,c) = 1 olarak tamimlansin. ¢: (Z,,3) — (ZZ,C;)) fonksiyonu her
a € Z, i¢in ¢(a) = 1 olarak tanimlanirsa; Z, TL-vague alt grubudur, ancak ¢(Z,) Z,’in

TL-vague alt grubu degildir. Gergekten her a, b, c € X icin
S (a, b, C) <1l= @(d)(a), d)(b)’ ¢(C))
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oldugundan ¢ TL-vague homomorfidir.

1€ {1}icin ®(1,1,0) =1
dir. 0 ¢ {1} oldugundan {1} kiimesi ® TL-vague ikili islemi altinda TL-vague kapah
degildir. Bu durumda ¢ (Z,) = {1} kiimesi (Z,, ®)’in TL-vague alt grubu degildir.

Teorem 2.1.13:(G3), (H,®), (],6) TL-vague yan gruplar, ¢:G - H, ¢:H — ] TL-
vague homomorfiler olsun. Bu takdirde ¢ o ¢p: G — | TL-vague homomorfidir.
Ispat: Her a, b, c € G igin
3 (a,b,c) < ®(¢p(a), p(b), p(c))
<O (¢(¢@), p(9()), 0(d())

=0 (9o (@), ¢°p®)¢ep(e)
oldugundan Tanim 1.6.13 ile ¢ o ¢ TL-vague homomorfidir.

Eger G ve H tlizerindeki TL-fuzzy denklik bagintilar1 ayrilabilir ise T L-vague birebir
fonksiyonu birebir fonksiyondur. Ancak her birebir fonksiyon TL-vague birebir olmasi
gerekmez. Bu duruma 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 2.1.14: L tam kafes, a € L\{0} ve T bir -norm olmak iizere Z tam sayilar kiimesi

uzerinde

1 x=
Fen) ={y x2y -FEN=1

TL-fuzzy denklik bagmntilar1 ve (Z,3), (Z, @) TL-vague yar1 gruplar olsun. Bu takdirde
¢ = Iy birebir fonksiyondur ancak TL-vague birebir degildir.
Gergekten;

23 €ZicinEg(¢(2),¢(3)) =1 Es(23) =a
oldugundan ¢ TL-vague birebir degildir.

Teorem 2.1.15: (G,5) TL-vague grup, (H, C;)) degismeli TL-vague grup, E, F sirasiyla G
ve H lizerinde TL-fuzzy denklik bagmntilar1 ve ¢p: G — H TL-vague homomorfisi TL-vague
birebir olsun. Bu takdirde G degismeli TL-vague gruptur.
Ispat: a, b, c,d € G keyfi olsun.
5 (a,b,0)T 3 (b,a,d) < ®(¢(a), (b), p(c))TO($(b), p(a), p(d))
< F(¢(e), p(@)



29

< E(c,d)
dir. Boylece
s(a,b,c)T5(b,a,d) < E(c,d)
elde edilir. Sonug olarak G degismeli TL-vague gruptur.

Teorem 2.1.16: (G,°) ve (H,®) gruplar, E, F sirastyla G ve H tizerinde TL-fuzzy denklik
bagintilar1 olsun. G ve H lizerinde sirasiyla, her a, b,c € G ve her x,y,z € H i¢in

S (a,b,c) =E(ac°b,c) ve

®(x,y,2) = F(x®y, 2)
TL-fuzzy ikili islemleri tanimlansin. Eger ¢:G - H grup homomorfisi E-F’ye
genisletilmis ise ¢ TL-vague homomorfidir.
ispat: G ve H iizerinde sirasiyla tanimlanan & ve ® TL-fuzzy ikili islemleri ile (G,3) ve

(H , @)) TL-vague yar1 gruplar elde edilir. Her a, b, ¢ € G igin

®(¢(a), p(b), p(c)) = F(p(a)®p(b), p(c))
=F(¢(aob),¢(c))
>E(acb,c)=3(a,b,c).

oldugundan ¢ TL-vague homomorfidir.

2.2. TL-vague Halkalar Uzerine Cahsmalar

Kisim 1.6’da verilen TL-vague halkalar hakkinda mevcut olan tanim ve teoremlere

ek olarak elde edilen baz1 6zellikler bu boliimde calisildi.

Ornek 2.2.1: L bir tam kafes ve Z kiimesi iizerinde E TL-fuzzy denklik bagmtis1 Ornek
1.4.8 (i1)’de ki gibi tanimlansin. Bu durumda her a,b,c € Z; L,y ELvey < f < a i¢in
T L-vague ikili islemleri

1, a+b=c
B, a+b+c

1, axb=c

-T—(a,b,c)z{ Y, axb#c

ve ¥ (a,b,c) ={

olarak tammlanir ise (Z, ¥,¥) TL-vague halkadir.

Teorem 2.2.2: (R, ¥,%¥) TL-vague halka olsun.

1) e;,e's, (R, +,%) ’iniki TL-vague birim elemani ise E (ez, e 5) = 1 dir.
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i1) b,b' bir a elemanmnin ¥ TL-vague ikili islemine gore iki TL-vague tersi ise
E(b,b") = 1 dir.

iii) F ikinci ve iigiincii mertebeden gecisken. Eger E(a;,a,) =1 ve b a,’in TL-
vague tersi ise b a,’nin T L-vague tersidir.

v) ¥ TL-vague ikili islemi birinci mertebeden gegisken, b, a; elemaninin e; €
R TL-vague birim elemanina gore TL-vague tersi ise b a’nin her TL-vague
birim elemanina gore T L-vague tersidir.

V) % TL-vague ikili islemi birinci mertebeden gegisken, b, b’ a elemanmin
sirasiyla ez, e’y € R TL-vague birim elemanlarmna gore TL-vague tersleri ise
E(b,b") = 1 dir.

vi) E aynlabilir TL - fuzzy denklik bagintis1 ise TL-vague birim eleman ve bir

elemanin TL-vague tersi tektir.

Ispat: Teorem 1.6.5%iin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.2.3: (R,+,¥) TL-vague halka ve ez, (R,F) TL-vague grubunun TL-vague

birim eleman: olsun. Bu takdirde ¥ ve ¥ TL-vague islemleri birinci mertebeden gecisken

ise her x € R igin % (x, ez, ex) = 1 dir.

Ispat: Her x € R icin F ve ¥ giiclii TL-fuzzy fonksiyonlar oldugundan 3k, r € R dyle ki

dir.

F(x,ep, k) =1 veF(kkr)=1

1=%(x,ex, k)T % (x,ex, k)T¥(k, k, 7)T¥(ez, ez,ex)T % (x,e3,k) < E(r, k)

dir. ¥ birinci mertebeden gegisken oldugundan;

1=F(k,k,r)TE(r k) <F(kkk)
ile
Fk,k,k)=1
elde edilir. Buradan Teorem 2.1.3 ile;
E(er, k) =1
elde edilir. ¥ birinci mertebeden gecisken oldugundan;
1=%(x,es,k)TE(es, k) <* (x,ez,ez)
dir. Sonug olarak
*(x,ex,ez) =1

elde edilir.
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Teorem 2.2.4: (R,+,*) halka ve E, R lizerindeki her iki ikili isleme gore regiiler TL-
fuzzy denklik bagintisi olsun. ¥ ve ¥ TL-vague islemleri her r, s, t € R i¢in
F(r,s,t) = E(r xs,t) ve % (r,s,t) = E(r*s,t)
olarak tamimlanirsa (R, ¥,%) TL-vague halkadir.
Ispat: Teorem 1.6.6’dan (R, ¥) degismeli TL-vague grup ve (R,¥) TL-vague yar1 gruptur.
Her x,y,z,d,t,a,b,c € R igin
%(x,y,)T % (x,2,b)T¥(a,b,c)TF(y,z,d)T % (x,d, t)
S<EMx*y,a)TE(x*zb)TE(a+ b,c)TE(y+ 2z, d)TE(x *d,t)
<E((x*y)+ (x*2z),a+b)TE(a+b,c)TE(y + 2z d)TE(x *d,t)
<E((x*y)+ (x*2),c)TE(x*(y +2),x x )TE(x = d, t)
S<Ex*(W+2),c)TE(x*(y+2),t)
<E(tc)
ve
¥(x,z,a)T ¥ (v,z,b)TF(a,b,c)T¥(x,y, )T ¥ (d, z,t)
<E(x*za)TE(y*zb)TE(a+b,c)TE(y + z,d)TE(d * z,t)
< E((x *z)+ (y*2z),a+ b)TE(a + b,c)TE(x * (y + z),x *d)TE(x * d, t)
S<E(x*(y+2z),a+b)TE(a+b,c)TE(x*(y+2z),t)
SE(x*(y+2),c)TE(x*(y+2),t)
< E(tc)
elde edilir. Boylece (R, ¥,%) TL-vague halkadir.

Teorem 2.2.5: (R, ¥,%) bir TL-vague halka ve E, R iizerinde ayrilabilir TL-fuzzy denklik

[T 1)
*

bagintisi olmak iizere; “+” ve sirastyla + ve ¥ TL-vague ikili islemleri ile iiretilen ikili
islemler olsun. Bu durumda (R, +,*) halkadir.
Ispat: Teorem 1.6.7 ile (R, ¥) degismeli TL-vague grup oldugundan (R,+) degismeli
grup ve (R,¥) TL-vague yari grup oldugundan (R,*) yar1 gruptur. Her a, b, ¢ € R igin

1=%(ab,a*b)T* (a,c,a*c)T—T—(a*b,a*c,(a*b) + (a*c))

T+(b,c,b + )T ¥ (a,b +c,ax(b+ c))
<E({(a*xb)+(axc),ax(b+c))

E ayrnlabilir TL-fuzzy denklik bagintis1 oldugundan

ax(b+c)=(a*b)+ (axc)
elde edilir. Benzer sekilde
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b+c)*a=(Mb=+a)+ (c*xa)
oldugu aciktir. Boylece (R, +,*) halkadir.

Sezer [34]’in ¢aligmasinda verilen Teorem 1.6.10°da L-vague gruplarin kartezyen
carpimlarinin da L-vague grup oldugu belirtilmistir. Bundan yola c¢ikarak L-vague
halkalarin Kartezyen carpiminin L-vague halka olmasi asagidaki teoremle ifade edilmistir.
Teorem 2.2.6: E;, R; lizerinde L-fuzzy denklik bagintilar1 ve (R;, -T-j,?k'j) (i=12,..,n)L-
vague halkalar olsunlar. R = R; X ... X R,, olmak iizere

®D.Q:RXRxXR— L
L-vague ikili islemleri x = (x4, ..., %), Y = V1, 0, Vn)» 2 = (24, ..., Z) € R igin;

® (6,y,2) = Ny Fi(x0,¥1,21)
ve

O, y,2) = Nei¥; (¥ Vi i)
olarak tanimlanirsa (R,@, C;)) bir L-vague halkadir.
ispat: Teorem 1.6.10 ile (R,@®) L-vague gruptur. Ayrica (R, ®) L-vague yar1 gruptur.
x=0y 0%, V=00, 2=(24,..,2,), a=1(a,..,a,), b= (by,..,by),
c=0(cq ), d=(dy,..,dy), t =(tg,..,t,) € R olsun.

A:= ®(x,y, )AR(y,x,b)
olarak tanimlansin. Her i € {1,2, ..., n} i¢in

A < Fi(xy, yi, a) AF (i, x5, by) < Ei(ay, by)
dir. Buradan

A< AL Ei(a;, b)) = Ey X .. X Ep((aq, .., ay), (by, ..., by))
elde edilir. Bylece (R,®) degismeli L-vague gruptur.

B:=®(x,y, OA®(x, 2, H)A D (a,b, A D (v,2, DAS(x, d, t)
olarak tanimlansin. Her i € {1,2, ..., n} i¢in

B <%; (x;, y;, a) N %; (x, 25, b)AFi(ay, by, c)NFi (v, 20, AN F; (3, dy, t;)

< Ei(ci, ty)

elde edilir. Bu takdirde

B < NL Ei(ci,t) = E; X oo X En((¢qy vy ), (E1, s t2))
dir. Benzer sekilde Tamim 1.6.24 (iii) kosuluda gergeklenir. Boylece (R,@®, ®) bir L-vague
halkadir.
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Teorem 2.2.7: (R,+,¥) vague halka, ® # A S R olsun. A’ya R’nin TL-vague alt
halkasidir. <
1) A, R’nin TL-vague alt grubudur.
i1) A, ¥ TL-vague ikili islemi altinda T L-vague kapalidir.
Ispat::= A R’nin TL-vague alt halkas1 ise (4, FdaxaxaFlaxaxa) TL-vague halkadir. Bu
durumda tek tarafin gosterilmesi yeterli olacaktir.
&: A, R’nin TL-vague alt grubu oldugundan (4, ¥l xax4) TL-vague gruptur. (R, ¥)
degismeli TL-vague grup oldugundan R degismeli T L-vague gruptur.
A, ¥ TL-vague ikili islemi altinda TL-vague kapali oldugundan ¥ A {izerinde giiclii
TL-fuzzy fonksiyondur. R TL-vague halka oldugundan A kiimesi de TL-vague halka

olma kosullarini saglar.

Teorem 2.2.8: (R, +,%¥) TL-vague halka ise {ez} ve R kiimeleri R nin TL-vague alt
halkalaridir.

Teorem 2.2.9: (R, +,*) bir halka, A R’nin alt halkasi, E, R lizerindeki her iki ikili isleme
gore regiiler ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintis1 ve ¥, ¥ TL-vague ikili islemleri her
a,b,c € R i¢in

F¥(a,b,c) = E(a+b,c)

¥(a,b,c) =E(axb,c)
olarak tanimlansin. Bu takdirde A, R’nin TL-vague alt halkasidir.
Ispat: A R halkasinin alt halkas1 oldugundan A R grubunun alt grubudur. Teorem 2.1.9 ile
A R’nin TL-vague alt grubudur.

Yine Teorem 2.1.9’dan benzer sekilde A ¥ TL-vague ikili islemi altinda TL-vague

kapalidir. Boylece Teorem 2.2.7 ile A R’nin TL-vague alt halkasidir.

Teorem 2.2.10: (R, +,%¥) TL-vague halka ve E ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagmtisi
olsun. Bu takdirde R’nin TL-vague alt halkalarimin kiimesi “S” bagntisina gére tam
kafestir.

Ispat: {(H;, ¥ ,%) : i € I} R’nin TL-vague alt halkalarinin bir ailesi olsun.

Teorem 2.1.4 den N H,,R’nin TL-vague alt grubudur. Buradan her i € i¢in H;

kiimeleri ¥ TL-vague ikili islemi altinda TL-vague kapali oldugundan Teorem 2.1.4’iin
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ispatindan N;e; H; % TL-vague ikili iglemi altinda TL-vague kapalidir. Bu durumda
Teorem 2.2.7 ile N H;, R’nin TL-vague alt halkasidir. Teorem 2.2.8 ile R, R’nin TL-

vague alt halkasidir. Boylece R’nin TL-vague alt halkalarinin kiimesi “S” bagintisina

gore bir tam kafestir.

Tamm 2.2.11: (R, ¥,¥) TL-vague halka, a € R olsun. Bu durumda a¥R ve R#%*a
kiimeleri sirasiyla
a¥*R={x€eR|IreR %(a,r,x) =1} ve R¥a={y€eR|IreR *(r,a,y) =1}

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.2.12: (R, ¥,%¥) TL-vague halka a € R ve ¥, ¥ TL-vague ikili islemleri birinci
mertebeden gegisken olsun. Bu takdirde a ¥ R ve R ¥ a kiimeleri R’nin TL-vague alt
halkalaridir.
ispat: x,y € a*R keyfive ¥(x,y,z) = 1 olsun. Bu takdirde 37,7, € R 6yle ki

F(a,r,x)=1ve¥(a,nr,y) =1
dir. ¥ ve ¥ giiglii TL-fuzzy fonksiyonlar oldugundan 3r;, k € R dyle ki

F(r,r,1r3) =1ve®(a,13,k) =1
dir. Bu takdirde

1=F(r,1r,13)T %(a,13,k)T % (a,1,x)T % (a,15, V) TF(x,y,2) < E(z,k)
ve

1=%(a,r3,k)TE(z, k) <% (a,13,2)
dir. Buradan z € a % R elde edilir. a ¥ R kiimesi + TL-vague ikili islemine gore TL-vague
kapalidir.

X € a % R keyfi olsun. F ve ¥ giiglii TL-fuzzy fonksiyonlar oldugundan 3, m €
R oyle ki

¥(a,-r,D)=1ve ¥(x,,m) =1
dir. Bu takdirde

1=%F(r,—-1,ex)T % (a,ez,ex)T % (a,14,x)T % (a,—1y, DT¥(x, 1, m)

< E(ez,m)

ve

1=%(x 1, m)TE(ez,m) < F(x,1,e3)

oldugundan
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F(x,lex) =1
elde edilir. Benzer sekilde F gii¢lii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan 3k € R dyle ki
Fl,x, k) =1
dir. Bu takdirde
1=%F(-r,mn,e)T*(a,ez,ex)T % (a,—1, DT % (a, 7, x)TF(, x, k)
< E(ez, k)
ve
1=F(,x Kk)TE(ez,k) < ¥(,x,ez)
oldugundan
F(l,x,ez) =1
elde edilir. Bu durumda
E(,-x)=1
dir. Bu takdirde
1=%(a,—-r,DTE(l,—x) <% (a,-T1,—Xx)
1=%(a,—1,—x)
oldugundan —x € a ¥ R dir. Bdylece a ¥ R, R’nin TL-vague alt grubudur.
X,y €Ea¥Rve ¥ (x,y,z) = 1 olsun. Bu durumda ¥ gii¢lii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan
3k, t € R dyle ki
F(rpyv,k)=1ve ¥(a,k,t)=1
ve
1=%(r,y,K)T*(a,k )T *(a,r,x)T*(x,y,z) <E(,2)
oldugundan
1=%(a,k,t)TE(t,z) <% (a,k,z)
elde edilir. % (a,k,z) =1 olacak sekildek € R mevcuttur. Buradan z € a ¥R
oldugundan a ¥ R kiimesi ¥ TL-vague ikili islemine gore TL-vague kapalidir. Boylece
a ¥R, R’nin TL-vague alt halkasidir. Benzer sekilde R ¥ a kiimesi , R’nin TL-vague alt

halkasidir.

Ornek 2.2.13: (R, ¥,¥) TL-vague halka, ¥, ¥ birinci mertebeden gegisken ise {3} ve R
TL-vague ideallerdir.
Coziim: Teorem 2.2.3 ile her x € R i¢in ¥ (x, ez, ez) = 1 ve ¥ (eg, x,ex) = 1 oldugundan

{ez} TL-vague idealidir. R nin T L-vague ideal oldugu agiktir.
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Teorem 2.2.14: E, R iizerinde ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintisi, (R, ¥,¥) TL-vague
halka, I ve | R’nin iki sol TL-vague idealleri olsun. Bu takdirde I N/ R’nin sol TL-vague
idealidir.

Ispat: Ive J R’nin iki sol TL-vague alt halkalar1 oldugundan Teorem 2.2.10’dan I N
J R’nin TL-vague alt halkasidir. Hera € INJ , x € R i¢in 3b € [ dyleki

¥(x,a,b) =1
ve dc € J dyleki
¥(x,a,c)=1

dir. ¥ gii¢lii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan

1=%(x,a,b)T%(x,a,c)TE((x,a),(x,a)) < E(b,c)

1=E(b,c)
elde edilir. E ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintis1 oldugundan b = ¢ olur. Bu durumda
hera€INj , her x €R i¢in Ib € I N ] 6yleki # (x,a,b) = 1 dir. Boylece I N ] R’nin

sol TL-vague idealidir.

Teorem 2.2.15: R birim elemanli TL-vague halka olsun. Bu takdirde I, R’nin TL-vague
birim elemanini igeren bir sol TL-vague ideali ise I = R dir.
Ispat: r € R icin e; € I oldugundan 3b € I dyleki
¥(r,es,b) =1
dir. ¥ giiclii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan
1=%(r,e;,b)T % (r,e;,r)TE X; E((r,e3),(r,e:)) < E(b,7)
ve buradan
E(b,r) =1
elde edilir. E ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintisi oldugundan b = r dir. Boylece I = R
dir.

Teorem 2.2.16: (R, ¥,%¥) TL-vague halka a € R ve ¥ TL-vague ikili islemi birinci
mertebeden gecisken olsun. a ¥ R kiimesi R’nin sag TL-vague ideali, R ¥ a kiimesi R’nin
sol TL-vague idealidir.

Ispat: Teorem 2.2.12 ile a % R kiimesi R’nin TL-vague alt halkasidir. Her x € a ¥ R, her

r € R i¢in ¥ giiglii T L-fuzzy fonksiyon oldugundan 3k € R dyle ki
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Fx,rk)=1
dir. x € a ¥ R oldugundan 3r; € R oyle ki
¥(a,r,x)=1
dir. ¥ giiclii TL-fuzzy fonksiyonlar oldugundan 3, z € R dyle ki
F(r,r,D=1ve ¥(a,l,z) =1
dir. R TL-vague halka oldugundan
1=%(a,7,x)T % (x,7, k)T % (ry, 7, DT % (a,1,z) < E(z,k)
1=%(a,l,2)TE(z, k) <% (a,L k)
1=%(a,lk)
elde edilir. Boylece k € a ¥ R dir. Buradan her x € a ¥ R, her r € R i¢in 3k € a ¥ R dyleki
Fx,rk)=1
dir. Sonug olarak a ¥ R kiimesi R’nin sag T L-vague idealidir.

R % a kiimesinin R’nin sol TL-vague ideali oldugu benzer sekilde gosterilir.

Teorem 2.2.17: (R, ¥.%) ,(5,®.0) ve (P,BH.[]) TL-vague halkalar olsun. ¢:R — S,
¢:S — P TL-vague halka homomorfileri ise ¢@o¢: R — P TL-vague halka
homomorfisidir.
Ispat: ¢ ve ¢ TL-vague homomorfi olduklarindan Teorem 2.1.13 ile her a, b, ¢ € R igin

F(a,b,c) <H (9 ° p(@), ¢ ° (b), ¢ ° $(c))
elde edilir. Diger yandan

% (a,b,¢) <O (¢(a), p(b), $(c))

<0 (¢(¢(@), (o)), 9(¢())

=L (¢ o ¢ (@), 2 p(b), 9 ° p(c))
Boylece Tanim 1.6.28 ile ¢ o ¢p TL-vague halka homomorfisidir.

Teorem 2.2.18: F S iizerinde ayrlabilir TL-fuzzy denklik bagntisi, (R, ¥,%), (5,@,0)
TL-vague halkalar ve ¢p: R - S TL-vague halka homomorfisi olsun. ¢ orten ve (R,¥) TL-
vague birim elemanli ise ¢ (e;) = eg dir.
Ispat: Her r € R igin

*(r,e;, )T % (es,r,r) =1
dir. ¢ orten oldugundan her s € S i¢in 3r € R Oyle ki

p(r)=s



38

ve ¢ TL-vague halka homomorfisi oldugundan
1=%(r,e;r)T % (es71,7)
<O (p(r), p(e), p(M)T O (p(es), p(r), 9(1))
=0 (5,¢(2), )T © (¢(es),s,5)
elde edilir. Buradan Teorem 2.2.2 (i) ile
F(gb(e;), e@) =1
dir. Son olarak F ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintis1 oldugundan
P(ez) = €D
elde edilir.

2.3. TL-vague Modiiller

Bu boliimde F, E sirasiyla R, M kiimeleri tizerinde TL-fuzzy denklik bagintilar1 ve
F X1 E , R X M lizerinde TL-fuzzy denklik bagintis1 olarak alinacaktir.
Tamm 2.3.1: (R, ¥,%) TL-vague halka, (M ,®) degismeli TL-vague grup olmak iizere
“RXM X M — L gigcli TL-fuzzy fonksiyon ise “’ya T L-vague skaler ¢arpim denir.

Tamm 2.3.2: (R, ¥,%) TL-vague halka, (M ,®) degismeli TL-vague grup olmak iizere
“"RXM X M — L TL-vague skaler ¢arpim olsun. M’ye TL-R-vague modiil denir. &
Herr,r,1,,s,p € R, herm,my,m,, k,l,t,y,z € M igin;

i) @ (my,my, KT (r,k, DT = (r,my, )T = (r,my, Y)T @ (t,y,2) < E(l,2),

ii) F (ry,12,9)T* (5,m, DT~ (1, m, )T~ (1, m, )T @ (t,y,2) < E(l, 2),

i) % (r, 1, p)T*(,m DT 7 (r, m )T (r, t,y) < E(Ly)
dir.

Burada m € M i¢in @ TL-vague islemine gore tersi “—m” olarak gosterilecektir.

Ornek 2.3.3: L bir tam kafes ve Z kiimesi iizerinde E TL-fuzzy denklik bagintis1 a € L ve
her x,y € Z igin

Een={, 127

a x+y
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olarak tamimlansin. Ornek 1.6.4 ile elde edilen (Z,;3) degismeli TL-vague grubu ve Ornek
2.2.1’de elde edilen (Z, ¥,¥) TL-vague halka ile her a,b,c €Z i¢in B,y,6 €L ve
6 <y <[ < aolmak iizere * TL-vague skaler carpimi1

- (1, axb=c
-(a,b,c)—{& axb #c

seklinde tanimlanir ise Z TL-Z-vague modiildiir.

Teorem 2.3.4:(R, ¥,%) TL-vague halka olsun. Bu takdirde TL-vague skaler ¢carpim % TL-
vague ikili iglemi olarak alinirsa R, TL-R-vague modiildiir.
Ispat: (R, ¥,%) TL-vague halka ise (R, ) degismeli TL-vague gruptur. (R, ¥,¥) TL-vague
halka oldugundan her r,ry, 15, s, p, m,my, m,, k, L, t,y,z € R igin;
F(my, my, )T % (r, k, DT % (r,my, )T % (r,my, y)TF(t,y,2) < E(l,2)
ve
F(ry, 15, 8)T % (s,m, DT % (r;, m, )T % (r,, m,y)TF (t,y,2) < E(l,2)
elde edilir. (R ,¥) TL-vague yar1 grup oldugundan
% (r, 1, 0)T % (k,m, DT % (r,, m, )T % (ry, t,y) < E(l,y)
elde edilir. Tanim 2.3.2 ile R, TL-R-vague modiildiir.

Bu teoremle her TL-vague halka yardimiyla bir T L-vague modiil elde edebiliriz.

TL-vague modiillere ait baz1 6zellikler asagidaki gibi verilebilir.
Teorem 2.3.5: M sol TL-R-vague modiil ve @ TL-vague ikili islemi ve * TL-vague skaler
carpimi birinci mertebeden gecisken ise;
1) Herm € M igin ~ (e;,m, e@;) = 1 dir.
ii)  Herr € Rigin % (r,eg, eg) = 1 dir.
Ispat:
i) Herm€M icin © ve @ giclii TL-fuzzy fonksiyonlar oldugundan 3l,t € M
oyle ki
TlezmD=1ve @ (Lt =1
dir. Bu takdirde
1=7F (ey, ex,ex)T(ex,m, DT (ez,m, DT~ (ex,m,DT @ (I,1,t) < E(l,t)
oldugundan

1=@ (,LOTEWL) <@ (LD
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elde edilir. Teorem 2.1.3 ile
E (e@, l) =1
elde edilir. Buradan
1="(ex,m, DT E(e@ l) <~ (61, m, e@)
dir. Boylece
v (e:,,m, e®) =1
elde edilir.
ii) Herr € R igin~ve @ giiglii TL-fuzzy fonksiyonlar oldugundan 3k, s € M 6yleki
“(reg k) =1ve @ (kks)=1
dir. Bu takdirde
1= (e@, ez eé)T v (r, ez k)T v (r, ez k)T v (r, e k)T @) (k,k,s)
< E(k,s)
elde edilir. Boylece
1 =@ (k, k,)TE(k,s) <® (k,k, k)
ve Teorem 2.1.3 ile
E(eg k) =1
elde edilir. Buradan
1="(r,eq k)T E(eg. k) <*(r,eq. eg)
dir. Sonug olarak
“(regeg) =1
elde edilir.

Ornekler 2.3.6:
1) (M,®) degismeli TL-vague grup, (R, ¥,¥) TL-vague halka olsun.
Herr € R, herm € M i¢in

1 k=ex
?(r,m,k)={ ©

a kie@

TL-vague skaler carpimi1 ve Ornek 1.4.8 (ii)’de ki E TL-fuzzy denklik bagintis1 almirsa M
TL-R-vague modiildiir.
Coziim: Her m,my,m,,,l,t,y,z € M ve herr,1y,1,, S,k € R i¢in;

[, t, y elemanlarindan en az birinin e@’den farkli olmasi1 durumunda
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@ (my,my, )T~ (r,m, DT = (r,my, )T~ (r,my, VT @ (t,y,2) < a < E(l,2)
dir. Egerl =t =y = eg ise
@ (my,my, )T (r,m, DT~ (r,m, )T~ (r,my, T @ (t,y,2) <1 =E(,2)
elde edilir. Benzer sekilde Tanim 2.3.2’nin (ii) ve (iii) kosullar1 da saglanir.Béylece M TL-
R-vague modiildiir.
2) (R, ¥%) TL-vague halka ve I R’nin sol TL-vague ideali olsun. Bu takdirde I TL-

R-vague modiildiir.

Tamm 2.3.7[17]: M R-modiil olmak iizere; E’ye M fizerinde regiiler TL-fuzzy denklik
bagintisi denir. & Her r € R ve her my, m,, m3 € M igin;

i) E(my, my) < E(my @ m3, my; @ my3),

i1) E(my,my) < E(r-my,r-m,)

dir.

Daha o6nceki kisimlarda gruplar ve halkalardan TL-vague grup ve TL-vague halka
elde edilebilecegini incelenmisti. Modiillerde de ayni durum gecerlidir. Asagidaki teoremle
verilen bir modiilden T L-vague modiil elde edilmistir.

Teorem 2.3.8: M R-modiil ve E, F sirasiyla M, R iizerinde regiiler TL-fuzzy denklik
bagmntilar1 olmak iizere, @, F, ¥ TL-vague ikili islemleri ve * TL-vague skaler ¢arpimi
sirastyla herr,s,p € R ve her a,b,c € M i¢gin

(o) (a,b,c) =E(a®b,c), ¥ (r,s,p) =F(r +s,p), ¥(r,s,p) =F(r*s,p) ve

*(r,b,c) =E(r-b,c)
olarak tanimlansin. Bu durumda her r,s € R ve her m € M igin

F(r,s) <E(r-m,s-m)

ise M TL-R-vague modiildiir.
Ispat: M degismeli grup oldugundan Teorem 1.6.6 den M TL-vague degismeli gruptur.
Benzer sekilde R halka oldugundan Teorem 2.2.4 ile R TL-vague halka elde edilir.
Herr,r,1,,5,p €R, herm,m;,m,, k,l,t,y,z € M igin;

@ (my, my, )T * (r, k, DT * (r, my, OT * (r,my, V)T @ (t,7,2)

=E(my @ my, K)TE(r - k, D)DTE(r - my,t) TE(r - m,,y)TE(t ® v, z)
<E(@r-(mi ®m,),r-kK)TE(r -k, )TE(r - my,t)TE(r - m,, V) TE(t ® y,z)
<E(r-(m, ®@m,),DTE(r-my,t) TE(r -m,,y)TE(t ® y,z)
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<E(@-(m @my),DTE((r-m) @ (r-my), t ®y)TE(t ®,2)
<E@-(mi ®m,), ) TE(r-(m; ®m,),z)
<E(2)
elde edilir.
F (ry, 15, )T (s,m, DT~ (ry, m, )T~ (r,, m, Y)T @ (t,y,2)
=F(r; +1,s)TE(s-m,DTE(ry -m,t) TE(r, -m,y)TE(t ® y,z)
SE((rnp+r) -ms mTE(S-mDTE((r; -m)® (r, -m),t®y)
TE(t®y,z)
SE((rp+1r) mDTE(r+1r) mt@®y)TEt®y,z)
SELt@YTEt® Yy, 2)
<E(,2)
elde edilir.
F(,rp)T*(p,m, DT~ (r, m, )T~ (1, t,y)
=F(ry*r,,p)TE( -m,DTE(r, -m,t) TE(r; - t,y)
<E((rpxry)-mp -mTE(- -mUDTE(r; - (ry-m),r; - t) TE(r; - t,y)
SE((ryx1) mDTE(r - (r; - m),y)
=E(ry - (r;-m),DTE(r, - (r; - m), y)
<E(y)
elde edilir. Boylece Tanim 2.3.2 ile M TL-R-vague modiildiir.

L-vague modiillerin kartezyen carpimi L-vague modiill olacaktir. Bu durum
asagidaki teoremle incelenmistir.
Teorem 2.3.9: (R;, ¥;,%;) L-vague halkalar, (M; ,®;) L-R;-vague modiiller (i = 1,2, ...,n),
R=R; X ..XR,ve M =M; X ..X M, olsun.
x=0, 0 %), Yy =010 Vn), 2=(24, .., 2,) EM
r=(r,..,1,) € Rigin
(. y,2) = Ny ®; (%051 2)
ve
O, y,2) = Nei®i (Y 2)
ile
HMxMxM— L, O:RXMXxXM— L

L-vague ikili islemi ve L-vague skaler ¢arpimi ile M L-R-vague modiildiir.
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Ispat: Teorem 2.2.6 ile R bir L-vague halka ve M bir degismeli L-vague gruptur. Her
i €{1,2,...,n} icin %; giiclii L-fuzzy fonksiyon oldugundan her x; € R; ve her y; € M; i¢in
z; € M; Oyle ki

T ynz) =1
dir. Bu takdirde

Oy, vves Xn), W1y s Vi), (20 000 20)) = Ny (X0, Y1, 2) = 1
elde edilir.r,a,b,s,p € R, m,c,d,k,l,t,y,z € M igin;
r=(0r,..,%), a=(ay,..,a,), b= (by,..,b,), s=(sq,..,8,), P = Pq.,Ppn) VE
m=(my, .., m,), c=(cy..,cy), d=(dy,...,d,), k=(kq,...k,), t=(ts, .., t,),
y =W,V 2= (2, ..,2,) olsun.

O, k,DTO(a, b, c)TEgxu ((1, k), (a, b))

<% (13, ki, 1T % (g, by, ¢)TEg s, (i, k), (i, by))
< Ey, (li,c)

oldugundan

O, k,DTO(a, b, )TEgyu((1,k), (a, b)) < Ey (L c)
elde edilir. Boylece ® , R X M kiimesi iizerinde giiclii L-fuzzy fonksiyondur.

a:=0 (¢, d, ) TO, k, DTO(r,c, ) TO(r,d, y)T B (t,y, z)
olarak kabul edilsin. Bu durumda her i € {1,2, ..., n} i¢in

a <@; (¢ di k)T (ry ki 1T (¢ t)T % (r, diy y)T @ (81,91 2)

< Ei(liz)

dir. Buradan

a < Nw,Ei(l;,z) = Ey X .. X Ep (4, ., 1), (24, -, Z3))
elde edilir. Benzer sekilde

B:= F; (a; by, s)T % (s, my, 1T % (@, my, t)T % (b, my, y)T @; (b1, Y1 21)
ise

B < E; X..X E (L, ..., 1), (z1, -, Z0))
elde edilir. Diger yandan

vi=%; (a;, by, pIT % (pi, my, LT = (b my, t)T 7 (ag, ty, y4)
ise

Yy < Ep X X En((y, o, L), g, s Y0))
elde edilir. Boylece M  L-R-vague modiildiir.
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TL-vague modiil taniminin ardindan ilk akla gelen soru TL-vague alt modiiliin nasil
ifade edilecegidir. Modiil teorisindeki ifadesi gbz Oniine alinarak TL-vague alt modiil
tanimi agagidaki sekilde verilecektir.

Tanim 2.3.10: M TL-R-vague modiil ve @ # A € M olsun. A’ya M’nin TL-vague alt
modiilii denir. & Her r € R ve her x,y € A i¢in 3b,c € A Oyle ki @) (x,—y,b) =1 ve
“(r,x,c) =1dir.

Teorem 2.3.11: @ TL-vague ikili islemi ve * TL-vague skaler carpimu birinci mertebeden
gecisken olsun. Bu takdirde {e@} ve M kiimeleri M’nin TL-vague alt modiilleridir.
ispat: Her 7 € R ve eg € {eg} i¢in
® (ep —ez em) = 1
ve Teorem 2.3.4 (i) ile
"(regeg) =1
dir. Buradan {e@} M nin TL-vague alt modiiliidiir.
Benzer sekilde her ¥ € R ve her x,y € M i¢in @ ve * giicli TL-fuzzy fonksiyon
olduklarindan 3b, c € M Gyle ki
@ (x,—y,b)=1ve “(r,x,c)=1
dir. Boylece M, M’nin TL-vague alt modiiliidiir.

Teorem 2.3.12: M TL-R-vague modiil ve A, M’nin TL-vague alt modiilii ve E ayrilabilir
TL-fuzzy denklik bagntisi ise ez € A dir.
Ispat: x € A keyfi olsun. Her r € R icin A, M’nin TL-vague alt modiilii oldugundan
dc € A dyle ki
“(r,x,c) =1
dir. Ozel olarak e; € R igin 3k € A dyle ki
“(ex,x, k) =1
dir. Ayrica Teorem 2.3.5 (1) den
“(ex,x,e5) =1
ve * gliclii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan
E(eg k) =1

elde edilir. E ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintisi oldugundan k = ez € A elde edilir.
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Teorem 2.3.13: M R-modiil, E, M flzerinde regiiler TL-fuzzy denklik bagintis1 ve A4,
M’nin alt modiilii olsun.” ve @ TL-vague ikili islemleri sirastyla her a € R ve her
b,c,d € M i¢in;
“(a,b,c) =E(a-b,c) ve® (b,c,d) =E(b @ c,d)
olarak tanimlanir ise A, M’nin T L-vague alt modiiliidiir.
Ispat: A M’nin alt modiilii oldugundan her r € R ve her x,y € A igin
x—y,r-x€A
dir. Buradan
@@ -yx-—y=Ex-yx-y) =1
ve
“(r,x,r-x)=E(r-x,r-x)=1

elde edilir. Boylece A, M nin TL-vague alt modiiliidiir.

Teorem 2.3.14: M TL-R-vague modiil ve E ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintisi olsun.
Bu takdirde M’nin TL-vague alt modiillerinin kiimesi “C” bagintisina gore bir tam
kafestir.
ispat: {(N;,®) : i € I} M’nin TL-vague alt modiillerinin bir ailesi olsun.
X,y € Nier N, keyfi olsun.
Heri € I icinx,y € N; , N; M R TL-vague alt modiil oldugundan 3k; € N; dyle ki
® -y k) =1
dir. Ayrica 3k; € N; dyle ki
@ (x, -y k) =1
dir. @ giiglii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan
E(ky k) =1
ve E ayrlabilir TL-fuzzy denklik bagintisi oldugundan k; = k; € N N, elde edilir.
Boylece her x,y € Nig; N, i¢in Ik € N N,

®x,-yk)=1
elde edilir. Her r € R i¢in 3¢; € N; dyle ki
Y(rx,c) =1

ve x,y € Nj oldugundan 3¢, € Ny, dyle ki
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Y(rx,cp) =1
dir. * gliclii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan

E(cic) =1
ve E ayrilabilir TL-fuzzy denklik bagintisi oldugundan c¢; = ¢, € N;e; N, elde edilir. Yani
herr € R ve x € N N, igin 3¢ € Ny N

“(r,x,c) =1
elde edilir. Sonug olarak N;e; N; M R TL-vague alt modiildiir.

Teorem 2.3.11 ile M, M’nin TL-vague alt modiili oldugundan TL-vague alt

modiillerinin kiimesi “S” bagintisina gore tam kafestir.

Tamm 2.3.15: M ve N TL-R-vague modiiller olsun. Bir ¢: M — N fonksiyonuna TL-

vague R-modiil homomorfisi denir.<= Her a, b, c € M ve her r € R i¢gin

® (a,b,¢) <O (¢(a), p(b), p(c)) ve *y (r,b,c) <7y (r,p(b), p(c))
dir.

Teorem 2.3.16:(M ,@), (N ,@) ve (K ,) TL-R-vague modiller olsun. ¢p: M = N,
¢:N — K TL-vague modiill homomorfileri olsun. Bu takdirde ¢ o ¢: M — K TL-vague
modiil homomorfisidir.

ispat: ¢ ve ¢ TL-vague homomorfileri olduklaridan her a, b, c € M her r € R icin
® (a,b,¢) <O (¢(a), p(b), $(c))
<H (¢(¢ (@), 9(¢ (1)), p($(c)))
<H (9o ¢ (@), 9o p(b),p°¢(c))

elde edilir.Ayrica ¢ ve ¢ TL-vague modiil homomorfileri oldugundan

u (r,b,¢) <%y (r,(b), 9(c))
<% (1, 0(6(0), 0((c)))

="k (r,@ o p(b), p 2 0(0)
elde edilir. Boylece Tanim 2.3.15 ile ¢ o ¢ TL-vague modiil homomorfisidir.

Tamm 2.3.17: M TL-R-vague modiil ve A € M olsun.
{r € R|Va € Aigin T(T,a, e@) = 1}
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kiimesine A’nin TL-vague sifirlayan1 (annihilatorii) denir. A kiimesinin  TL-vague

sifirlayan1 VAnn(A) notasyonu ile gosterilir.

Teorem 2.3.18: M TL-R-vague modiil, @ ve * TL-vague ikili iglemleri birinci mertebeden
gecisken ve A € M olsun.
1) VAnn(A) R’nin TL-vague sol idealdir.
i1) A TL-vague alt modiil ise VAnn(A) R TL-vague halkasinin TL-vague idealdir.
Ispat:
i) a,b € VAnn(A) igin ¥(a, b, ¢) = 1 olsun. Bu durumda Vm € A4 igin
“(a,meg) =1ve*(bmeg) =1
dir. Ayrica *~ gii¢iilii T L-fuzzy fonksiyon oldugundan [ € M Gyle ki
“(em ) =1
dir. Bu takdirde
1=%(a,b,c)T*(c,m DT~ (a, m, e@)T o (b, m, e@)T @ (e@, e e@) < E(l, e@)
ve buradan
1="(c,m, DT E(l, e@) < (c, m, e@;)
elde edilir. Bu durumda
c € VAnn(A)
dir. Boylece VAnn(A) kiimesi + TL-vague islemi altinda TL-vague kapalidir.
a € VAnn(A) keyfi olsun. = giiciilii T L-fuzzy fonksiyon oldugundan
“(—a,mt)=1
olacak sekilde bir t € M mevcuttur. Bu takdirde
1=%(-a,a,e3x)T* (e;,m, e@)T “(—a,m,t)T~ (a, m, e@)T @) (t, e t)
< E(t eg)
ve buradan
1="(—a,m,t)T E(t, e@) <* (—a, m, e@)
oldugundan
—a € VAnn(A)
elde edilir. Boylece VAnn(A) R’ nin TL-vague alt grubudur.
a,b € VAnn(A) keyfi olmak iizere ¥ (a,b,c) =1 olsun. * gigli TL-fuzzy
fonksiyon oldugundan [ € M 6yle ki
“(e,m ) =1
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dir. Bu takdirde
1=%(a,b,c)T*(c,m, DT~ (b, m, e@)T v (a, ez e@)T < E(l, e@)
elde edilir. Buradan
1="(c,m, DT E(l, e@) <~ (c, m, e®)
oldugundan
c € VAnn(A)
elde edilir. Boylece VAnn(A) ¥ islemi altinda TL-vague kapalidir. a € VAnn(4), r € R
icin ¥ (r, a,x) = 1 olsun. * gligiilii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan t € M 6yle ki
“(x,mt) =1
dir. Bu takdirde
1=%(r,a,x)T*(x,mt)T" (a, m, e@)T v (r, ez e@) < E(t, e@;)
ve buradan
1="(x,m T E(t,eg) <% (x,m, eg)
oldugundan
x € VAnn(4)
elde edilir. Sonug olarak VAnn(A) R’nin TL-vague sol idealdir.
i) a € VAnn(A) ver € R keyfi olsun. A TL-vague alt modiil oldugundan m € A
keyfi olmak tizere Ic € A 6yle ki* (r,m,c) = 1 dir.
¥(a,r,x) =1 ise * gigli TL-fuzzy fonksiyon oldugundan n € M o&yle ki
“(x,m,n) = 1 dir. Bu takdirde
1=%(a,7,0)T* (x,mm)T*(,mcT*(a,ceg) < E(n eg)
ve buradan
1="(x,m,n)T E(n, e@) <~ (x, m, e@)
oldugundan
x € VAnn(4)
elde edilir. Boylece VAnn(A) R’nin TL-vague sag idealdir. Sonug olarak VAnn(A) R’nin
TL-vague idealidir.

Teorem 2.3.19: M R-modiil, A ve B M’nin alt modiilleri, @ TL-vague ikili islemi birinci
mertebeden gecisken ve E regiiler TL-fuzzy denklik bagintis1 olsun. Herr € R ve her
a,b,c € M igin

“(r,a,b) =E(r-a,b) ve @ (a,b,c) =E(a® b,c)
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olarak tanimlanir ise A @ B, M’nin TL-vague alt modiiliidiir.
ispat: Teorem 2.3.13 ile A ve B M’nin TL-vague alt modiilleridir. @ TL-vague ikili islemi
giiclii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan Her a € A her b € B ye karsilik 3¢ € M dyleki

@ (a,b,0) =1
dir. Boylece

A®B#0
elde edilir. ¢;,c, € A@ B ise 3a,,a, € A 3by, b, € B 6yleki

@ (ay, by, 1) =1=E(a; ® by, c;) ve ® (ay, by, cy) =1

dir. Teorem 2.1.10 dan

@ (—ay,—by, —¢;) =1 = E((—ay) @ (—by), (—¢))
dir. E regiiler TL-fuzzy denklik bagintisi oldugundan

1=E(a; ® by, cl)TE((—az) @ (—by), (—cz))

< E(a; @ by @ (—az) @ (=by), ¢y @ (—¢2))

elde edilir. Diger yandan

® (a1 ® (=az), by @ (=by),a; @ (—az) @ by ® (—by)) = 1
oldugundan

a, ®(—a) ®b, ® (—h,) € ADB
dir. (M,®) degismeli grup oldugundan a; @ b; @ (—a,) ® (=b,) € A@ B dir. Bu
takdirde

@ (c1,—c3 01 ® by ® (—a,) @ (—by))

=E(c; @ —¢3,a1 @ by @ (—az) @ (—by))

=E(c1 ® —ca, ®b; ® (—a,) ® (—bz)) =1
elde edilir. Benzer sekilder e Rvec € A @ B olsun. Bu durumda 3a € A 3b € B oyle ki

@ (a,b,c)=1=E(@®b,c)
dir. E regiiler T L-fuzzy denklik bagintis1 oldugundan

1=E(a®b,c) <E(r-(a®b),r-c)
dir. Diger yandan

@(T-a,r-b,r-a@r-b) =1
oldugundan r-a@r-b e A @ B dir. Bu takdirde
“(r,e,rra®@r-b)=E(@-c,r-a@r-b)

=E(r-(a®b),r-c)TE(r-¢c,r-a®r-b)=1



50

elde edilir. Sonug olarak A @ B, M’nin TL-vague alt modiiliidiir.

Tamm 2.3.20: M, TL-R-vague modiil ve A M’nin TL-vague alt modiilii olsun. Bu takdirde
R~ A kiimesi
R*A={m e M|3r e R3a€ A “(r,am) =1}

olarak tanimlanir.

Teorem 2.3.21: M TL-R-vague modiil, E ayrilabilir TL-fuzzy denlik bagintis1 ve * TL-
vague skaler carpimui her x,y,z,y',z' € M r € R igin
F(ry,2)TE(z,z)TE(y,y") <* (r, ¥, 2),

kosulunu gergekler ise R*A = {eg} olacak sekilde A, M’nin TL-vague alt modilii
mevcuttur.
ispat: A= {m EM | 7(e;,m, e@) =1 } olarak tanimlansin. @ TL-vague ikili islemi
giiclii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan her x, —y € A icin 3b € M Gyle ki

® (x,~y,b)=1
dir. Buradan

1=0 (x,—y,b)T " (ex,b, )T * (es,x,e)T * (ez, —y, e5)T ® (e g €5

<E(eg)

ve

1="(e;, b, DT E(l, eg;) < (e;, b, e@)
oldugundan b € A elde edilir. Boylece her x,y € A i¢in 3b € A dyleki

® (x,-yb)=1
dir. Her r € R ve her x € A i¢in * gii¢lii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan 3c € M Gyle ki
“(r,x,c)=1

dir. Bu takdirde
1=%(r,e,m)T*(r,x, )T (e, x,e5)T " (1, ez,e5) < E(ceq)
ve buradan
1=- (e;, ez e~6§)TE(C, eg) <* (e;, c, e@)
oldugundan ¢ € A elde edilir. Boylece her r € R ve her x € A i¢in 3¢ € A dyle ki
“(r,x,c) =1

dir. Sonug olarak secilen A kiimesi M’nin TL-vague alt modiiliidiir.
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x € R~ A keyfiolsun. 3a € A ve 3r € R dyle ki
“(ra,x) =1
dir. a € A oldugundan
v (e;, a, eé) =1
ve bdylece
1=%(r,e,m)T7(r,a,0)T " (es,a,e5)T* (r, ez, e5) < E(x, eg)
dir. E ayrilabilir TL-fuzzy denlik bagmntist oldugundan x = eg elde edilir. Buradan
R*A = {eg} elde edilir.

Ornek 2.3.22: M TL-R-vague modiil ve * TL-vague ikili islemi birinci mertebeden
gecisken olsun. Bu takdirde
B={xeM|AmeM *(e;,mx) =11}
seklinde tanimlanan B, M nin T L-vague alt modiiliidiir.
Coziim: x,y € B keyfi olsun. Bu takdirde 3m,,m, € M Gyle ki
“(ep,my,x) =1 ve “(e;myy) =1
dir. Buradan Teorem 2.1.10 ile
“(es,—my,—y) =1
elde edilir. ¥ ve @ giiglii TL-fuzzy fonksiyonlar oldugundan 3k, q € M Syleki
@, -y, k)=1ve “(es,1,q) =1
dir. Bu takdirde
1=0 (my, —my, DT * (€5, L, T * (s, my, )T * (€5, =My, —y)T @ (x, =y, k)
<E(qk)
ve
1="(e;,,@)TE(q, k) <" (&3, L k)
elde edilir. Boylece k € B dir. Her x,y € B i¢in 3k € B dyle ki

@ @x,—-yk)=1
dir. Her r € R ve her x € B i¢in 3a € M dyle ki
“(r,x,a) =1

dir. x € B oldugundan 3m € M oyleki
“(ep,mx) =1
dir. * giiclii TL-fuzzy fonksiyon oldugundan 3s € M Oyleki

- (e;l a)S) = 1
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dir. Bu takdirde
1=%(ey,,r)T*(r,x, )T~ (r,x,a)T * (e3,a,s) < E(a,s)

ve
1="(e;,a,s)TE(a,s) <*(e;,a,a)

oldugundan a € B elde edilir. Boylece her r € R ve her x € B igin 3a € B Oyle ki
“(r,x,a) =1

dir. Sonug olarak B kiimesi M’nin TL-vague alt modiiliidiir.



3. SONUCLAR

Bu tezde elde edilen en 6nemli sonuglar asagida verilmistir.

Bolim 2.1. de:

1.

TL-vague alt gruplarin “C” bagintisina gore tam kafes oldugu gosterildi (Teorem

2.1.4).

. TL-vague alt gruplar i¢in gerek ve yeter sart verildi (Teorem 2.1.8).

. Grup iizerinde verilen regiiler TL-fuzzy bagints1 yardimiyla olusturulan TL-vague

gup icin bir alt grubun T L-vague alt grup oldugu gosterildi (Teorem 2.1.9).

. TL-vague homomorfilerin bileskesinin TL-vague homomorfi oldugu gosterildi

(Teorem 2.1.13).

. Bir grup homomorfisi E-F’ye genisletilmis ise TL-vague homomorfi oldugu

gosterildi (Teorem 2.1.16).

Bolim 2.2. de:

l.
2.
3.

Verilen bir halkadan T L-vague halka elde edilebilecegi gosterildi (Teorem 2.2.4).
TL-vague alt halkalar i¢in gerek ve yeter sart verildi (Teorem 2.2.7).

Halka tizerinde verilen regiiler TL-fuzzy bagints1 yardimiyla olusturulan TL-vague
halka i¢in bir alt halkanin T L-vague alt halka oldugu gosterildi (Teorem 2.2.9).

TL-vague alt halkalarin “S” bagintisina gore tam kafes oldugu gosterildi (Teorem

2.2.10).

5. TL-vague halka homomorfilerin bileskesinin TL-vague halka homomorfisi oldugu
gosterildi (Teorem 2.2.167).
Boliim 2.3. de:
1. Verilen bir modiilden TL-vague modiil elde edilebilecegi gosterildi (Teorem 2.3.8).

Modiil tizerinde verilen regiiler T L-fuzzy bagints1 yardimiyla olusturulan TL-vague
modil i¢in bir alt modiiliin TL-vague alt modiil oldugu gosterildi (Teorem 2.3.13).
TL-vague alt modiillerin kafes yapis1 “S” bagintisina gore tam kafes oldugu
gosterildi (Teorem 2.3.14).

TL-vague modiill homomorfilerin bileskesinin TL-vague modiil homomorfisi
oldugu gosterildi (Teorem 2.3.16).

TL-vague alt modiiliin TL-vague sifirlayaninin TL-vague ideal oldugu gosterildi

(Tanim 2.3.17) (Teorem 2.3.18).



4. ONERILER

Gruplar, halkalar ve modiiller matematigin énemli konularindandir. Son yillarda
fuzzy alt gruplar, fuzzy alt halkalar yardimiyla klasik teorideki baz1 6zellikler elde edildigi
gozlemlenmektedir. TL-vague ikili islem klasik ikili islemin bir genellemesi oldugundan
TL-vague grup, TL-vague halka, TL-vague modiil yapilarin1 incelemek klasik teoride bazi
sonuglar1 elde etmek igin kullanilabilir. Ozellikle TL-fuzzy altgruplari, TL-fuzzy alt
halkalar1 ve TL-fuzzy alt modiilleri TL-vague ikili islemler i¢in incelemek bu konuya

biiyiik katki saglayacaktir.
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