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OZET

Bu calismada, genellestirilmis kaba kiimeler ve genellestirilmis (J,T)-L-fuzzy kaba
kiimelerle ilgili bazi yeni Ozellikler incelenmistir. Genellestirilmis kaba kiimeler ve
genellestirilmis (7, T)-L-fuzzy kaba kiimeler, en genel durumlart g6z Oniine alinarak,
yarigruplara aktarilmis ve bazi yeni teoremler elde edilmistir.

Birinci boliimde, kafes, t- norm, t- conorm, negator, implikasyon, yarigrup, L-fuzzy alt
kiime, L-fuzzy baginti, TL-fuzzy alt yar1 grup (ideal, bi-ideal, asal ideal) kavramlarina
deginilmis ve bu calismada yararli olabilecek tanimlar, teoremler ve Orneklere yer
verilmigtir.

Ikinci béliimde; dncelikle, genellestirilmis yaklasim uzay1 icin bir kesin kiimenin alt ve
ist yaklasimlarinin ve genellestirilmis L-fuzzy yaklasim uzayi igin bir L-fuzzy kiimesinin
T-ist ve J-alt fuzzy yaklasimlarinin genel 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra evrensel

kiime olarak iki yarigrup se¢ilerek bazi teoremler ispatlanmgtir.

Anahtar Kelimeler: L-Fuzzy Alt Kiime, Yarigrup, Genellestirilmis (L-Fuzzy) Yaklasim
Uzayi, Kaba Kiime, (J, T)-L-Fuzzy Kaba Kiime
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SUMMARY

(9, T)-L-Fuzzy Rough Sets in Semigroups

In this thesis, some new properties of generalized rough sets and generalized (7, T)-L-
Fuzzy Rough Sets are investigated. Taking their general cases into consideration,
generalized rough sets and generalized (J,T)-L-fuzzy rough sets are adapted to the
semigroups and some new theorems are obtained.

In the first part, the notions of lattice, t-norm, t-conorm, implication, semigroup, L-
fuzzy subset, L-fuzzy relation, TL-fuzzy subsemigroup (ideal, bi-ideal, prime ideal) are
dealt with and some definitions, theorems and examples necessary for this study are
given.

In the second part; first of all, for generalized approximation space, general properties
of lower and upper approximations of a crisp set or for generalized L-fuzzy approximation
space, J-lower and T-upper approximations of a L-fuzzy subset are investigated.

Afterwards when two semigroups are chosen as universal sets, some theorems are proved.

Key Words: L-Fuzzy Subset, Semigroup, Generalized (L-Fuzzy) Approximation Space,
Rough Set, (7, T)-L-Fuzzy Rough Set
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1.GENEL BILGILER

1.1.Giris

Kiime, matematigin temel kavramlarindan biridir. Bu kavramin tanimlanmasi ve kiime
teorisinin ortaya ¢ikmasi, yiiz yildan daha uzun bir zaman Once ¢agdas matematigin
temellerini kuran Alman matematik¢i George Cantor’a (1845-1918) kadar uzanir. Cantor
[5] kiime kavramini, bazi kurallara gore tam olarak diisiiniilebilen nesnelerin herhangi bir
toplulugu olarak agiklar. Bu kavramin ¢ok sezgisel ve basit oldugu sdylenebilir. Bagintilar,
fonksiyonlar ve sayilar gibi matematiksel nesneler kiimelere drnektir.

Kiime kavrami, sadece matematigin degil, ayn1 zamanda giindelik yasamin da bir
parcasidir. Kitaplardan, resimlerden ve insanlardan olusan topluluklar da birer kiimedir.
Bir sekilde birbirleri ile iligkili olan ancak aralarindaki iliskinin dogasi tam agiklanmayan
nesneler de kiime olusturabilir.

Ingiliz filozof Bertrand Russell [48] (1872-1970), Cantor tarafindan verilen sezgisel
kiime kavraminin mantiksal celiskilere sebep oldugunu gozlemlemistir. Russell celigkisi
olarak bilinen 6rnek sOyledir: Kendilerinin elemani olmayan tiim Y kiimelerini igeren bir
X kiimesi diisiiniin. X € X ise X kiimesinin tanimindan dolay1 X € X olacaktir. X € X ise
yine tanimdan X € X olmak zorundadir. Bu yolla bir celiski elde edilir. Boylece bir kiime,
nesnelerin herhangi bir toplulugu olamaz. Bu nedenle bazi matematik¢ilerin Cantor’un
teorisini diizeltme girisimleri olmustur. Bazilarimin ise bu teorinin yerini alabilecek
celiskilerden bagimsiz yeni teoriler liretme ¢abalar1 vardir. Ancak simdiye kadar Cantor’un
kiime teorisine alternatif olabilecek yeni teoriler basarisizlikla sonuglanmugtir.

Kiime kavrami iizerine kurulu olan modern matematigin, siipheli kavramlar {izerine
oturtuldugu elbette soylenemez. Pratik anlamda kiimeler, matematikte tartigilan
yanligliklardan uzak olarak kullanilabildikleri i¢in bu yetersizlikler daha ¢ok felsefi
boyuttadir.

Kiime kavrami ile ilgili olarak tartigilan bir diger sorun da belirsizliktir. Belirsizlik
fikrinin kokeni, “sorites ve falakros (kiime ve kel adam)” olarak bilinen paradoksu ilk
ortaya atan antik Yunan filozofu Megara’li Eubulides’e kadar uzanir. Kiime ve kel adam

paradoksu soyledir: Bir adamin kafasinda 100.000 tel sac1 oldugunu diisiiniin. Bir tel



saginin dokiilmesi, adami kesinlikle kel yapmayacaktir. Bu adimin tekrarlanmasi ile
sonugcta sa¢siz ve kel olmayan bir adama ulasilir.

Belirsizlik, genellikle, 1893’te Alman mantik¢t Gottlob Frege [16] tarafindan
kurallastirilan sinir bolge yaklagimu ile iligkilendirilir. Smir bolge yaklasimi, sadece bir
kiimeye veya o kiimenin tiimleyenine gore siniflandirilamayacak nesnelerin varligi ile
ilgilidir. Frege‘ye gore; kavram, keskin sinirlara sahip olmalidir ve matematik, belirsiz
fikirler kullanmamalidir.

Matematik, kiimeleri i¢eren tiim matematiksel kavramlarin kesin olmasini gerektirir.
Aksi takdirde dogru muhakeme yapmak imkansizdir.

Klasik kiime teorisinde, kiimeler sadece elemanlariyla tanimlanir. Her eleman sadece
kiimeye ait olup olmadig1 ile smiflandirilir. Ornegin tek sayilar kiimesi kesindir (klasiktir).
Ciinkii bir tamsay1 ya tektir ya da degildir. Aksine giizel resim kavrami belirsizdir. Tim
resimlerin giizel resim veya giizel olmayan resim olarak sadece iki sinifa ayrilmasi
miimkiin olmayabilir. Giizellik kesin olmayan ve belirsiz bir kavram oldugundan bazi
resimlerin giizel olup olmadigina karar verilemeyebilir.

Sonug olarak, belirsizlik; matematikte kullanilmasi onaylanmayan, felsefe i¢in oldukca
ilging bir fikirdir. Ayrica yeryiiziinde elde edilen bilgilerin ¢gogunlukla belirsizlik i¢cermesi,
bu bilgilerden yola c¢ikarak degerlendirme yapmaya calisan yapay zeka, bilgisayar
bilimleri, veri madenciligi, endiistri miithendisligi, tip ve her tiirlii bilimsel veya sosyal
alanda ugras veren kimi arastirmacilarin ¢aligsmalarini zorlagtirmaktadir.

Buraya kadar verilen bilgiler [41, 42, 43] makalelerinden derlenmistir.

Belirsizliklerle basa ¢ikmada en basarili teorik yaklagim, siiphesiz, Azeri matematikgi
Lotfi Zadeh [60] tarafindan 1965 yilinda ortaya atilmig olan bulanik (fuzzy) kiimeler
teorisidir. Zadeh’in iizerinde durdugu belirsizligi giderme ¢abasi bir gesit derecelendirme
meselesidir. Ornegin ‘Perihan genctir.” énermesinin “yanlis” ya da “dogru” oldugunu tam
bir kesinlikle soylemek miimkiin degildir. Perihan’in yasini1 bildigimizde, dnermenin
dogrulugu (yani bu yasin “gen¢ olmak™ ile uygunlugu) bir derece problemidir ve “Genglik”
kavramindan ne anladigimiza baghdir. Onerme: “Perihan 22 yasindan kiigiiktiir.” olsaydi
ve Perihan’in yas1 bilinseydi, bu 6nermenin dogru ya da yanlis olduguna dair kesin bir
cevap verilebilirdi. Bu durum bir yasin [0,) araliginda olacagi disiiniilerek
kurallastirilabilir. Soyle ki A € {x|x € [0, ©)ve x < 22} kiimesi alinir ve Perihan’in
yasinin A’da olup olmadigina bakilir. Ancak “genglik”, [0, o) gibi bir kiimenin alt kiimesi

olarak tanimlanamaz. Bu noktada, Zadeh, fuzzy alt kiimeleri kavramini tanitmistir. Fuzzy



kiime teorisinde, evrendeki biitiin nesnelere liyelik derecesi degeri atanarak nesneler
matematiksel olarak yeniden tamimlanir. Uyelik derecesi, verilen kavram ile uyumludur ve
benzer nesnelerin derecesine uyar. Acik¢a 18 ve 20 yaslart geng yaslardir fakat farkl
derecelere sahiptir: 18 yas 20 den daha geng bir yastir. Uyelik dereceleri [0,1] araliginmn
gercel degerleri ile ifade edilir [39].

Kaba (Rough Set Theory) kiime teorisi, 1982 de Pawlak [40] tarafindan belirsizlik
kavramina yeni bir matematiksel yaklasim olarak ileri siiriilmiistiir. Klasik kiime teorisine
bir alternatif degildir, bu teoriden yararlanir.

Kaba kiime felsefesi, bir kiimenin tanimlanmasi i¢in baslangicta evrenin elemanlari
hakkinda bazi bilgilere gereksinim oldugu ve birbirleri ile iliskili olan bazi bilgilerin
evrendeki nesnelerle ifade edilebilecegi varsayimina dayanan yaklagimdir. Ayn bilgi ile
nitelendirilen nesneler aymdir veya ayirt edilemezdir. Ornegin, eger nesneler belli bir
hastaliktan sikayet¢i olan hastalar ise hastaligin belirtileri hastalar hakkindaki bilgileri
olusturur. Ayni belirtileri gosteren hastalar, kendileri hakkindaki bilgiler bakimindan ayirt
edilemezdir. Bu sekilde elde edilen ayirt edilmezlik bagintisi, kaba kiime kuraminin
matematiksel temelini olusturur. Biitiin ayn1 nesnelerin kiimesine temel (elemanter) kiime
denir ve bu kiime bilginin yapitasini olusturur. Temel kiimelerin herhangi birlesimine kesin
(crisp) denir. Aksi takdirde bir kiime kabadir. Her kaba kiime, kendisinin ya da tiimleyenin
elemanlar1 seklinde kesin bir yargiyla siniflandirilamayan (smir hatti elemanlarina)
elemanlara sahiptir. Belirsizlik kavrami, kesinlik kavraminin aksine, elemanlarinin
bilgisine gore nitelendirilemez. Kaba kiime yaklasiminda, herhangi bir belirsiz kavramin
(bu belirsiz kavramin alt ve {ist yaklasimlar1 olarak adlandirilan) kesin kavramlar ¢ifti ile
yer degistirebilecegi farz edilir. Alt yaklasim kesin olarak kavrama ait olan tiim
nesnelerden olusur. Ust yaklasim ise kavrama ait olmasi muhtemel olan tiim nesneleri
icerir. Alt ve iist yaklasimlar arasindaki fark, belirsizlik kavraminin sinir hattin1 olusturur.
Yaklasimlar kaba kiime teorisindeki iki temel iglemdir.

Pawlak kaba kiimeleri soyle tasarlamistir:

U sonlu ve bostan farkli bir kiime ve A niteliklerin bir kiimesi olmak iizere bilgi sistemi
S = (U, A) cifti ile gosterilir ve her a € A i¢in a: U — V, bir bilgi fonksiyonudur. Burada
V7, kiimesi a’nin deger kiimesidir ve a(x), x nesnesine gore a’nin degerini tanimlar. Eger
her a € B i¢in a(x) = a(y) oluyorsa B € A alt kiimesi i¢in ayirt edilemezlik bagintisi

Iz = {(x,y) € U%:Va € B,a(x) = a(y)} seklinde gosterilir. Bu bagmti bir denklik



bagintisidir. Iy nin x i igeren denklik simifi B(x) ile gosterilir. Eger (x,y) € I ise x ve y

ye B-ayirt edilemez denir. X € U olmak iizere sirasiyla X’in B-alt ve B-iist yaklagimlari,

B(X) = {x € U: B(x) € X},

B(X)={xeU:B(x)nX = &,

olarak tammmlanir. BNg(X) = B(X) — B(X) kiimesi X’in B-smir bolgesidir. Eger

BNz (X) = & olan bir kiime ise X kiimesi, B’ye gore klasik (kesin) kiimedir ancak
BNg(X) # & olan bir kiime ise X kiimesi B’ye gore kabadir.

Nesneler Kiimesi

Bilgi tanecikleri

Alt yaklagim

Kiime

Ust yaklagim

Pawlak [40, 41, 42, 43], bir U kiimesi lizerinde, bir denklik bagintisina gdre tanimladigi

bu yaklagimlarin bazi 6zelliklerini agagida vermistir:

B(X) € X € B(X),
B(@) =B(©) = &,

B(XUY)=B(X)UB(Y),
B(XXNY)=BX)nB(Y),

XCY ise mgm ve
B(X) € BY).

B(X)UB(Y) S B(XUY),

B(XNnY) < B(X)NnB(Y),
B(~X) = ~B(X),

B(~X) = ~B(X)

B(BW)) =B(BWX))=BWX).

B (M) —B (B(X)) - B(X) .



Dubois ve Prade [14] kaba kiime ve fuzzy kiime kavramlarini birlestirmistir.

Morsi ve Yakout [38] T yari-siirekli bir t-norm olmak iizere T-kaba kiime tanimini
genellestirmislerdir.

Rady, Kozae ve Abd El-Monsef [47] herhangi sonlu bir kiime iizerinde bir bagintiya
gore alt ve iist yaklagimlar tanimlayarak Pawlak’in teorisini genellestirmislerdir.

Wu ve Zhang [50] ve Wu,Mi ve Zhang [52] iki sonlu sonlu kiime {izerinde tanimlanan
herhangi bir fuzzy bagint1 i¢in fuzzy alt ve iist yaklasimlar1 tanimlamislardir. Mi ve Zhang
[35] ise genellestirilmis fuzzy kaba kiime teorisinin aksiyomlarina sadik kalmislar ancak
alt ve iist yaklasimlari, herhangi bir T t-normu ve onun reziduali olan bir implikasyon ile
tanimlayarak Onceki calismalari genellestirmiglerdir. Daha sonraki ¢alismalarinda Wu,
Leung ve Mi [51], genellestirilmis yaklasim uzayinda herhangi bir T t-normu i¢in {ist ve
herhangi bir J implikasyonu i¢in de alt yaklasim operatorii tanimlamisglar ve (7, T)-fuzzy
kaba yaklasim operatorleri seklinde isimlendirdikleri bu operatorlerin  6zelliklerini
aragtirmislardir.

Yeung, Chen, Tsang, Lee ve Wang [57] farkli ikiser fuzzy alt ve iist yaklagim
tanimlayarak, bu yaklasimlarin ¢esitli 6zelliklerini, kafes yapilarin1 ve topolojik yapilarim
incelemislerdir. Ozel bir alt yaklasim operatorii fuzzy kiime teorisine uygulanmustir.

Kaba kiime teorisinin cebirsel yaklagimlar1 birgok arastirmaci tarafindan ¢aligilmistir.

Kuroki [27] yanigruplarda, kongriians ve fuzzy kongriians bagintisina gore, alt ve list
yaklagimlarin bazi 6zelliklerini incelemistir. Kuroki ve Wang [28] fuzzy gruplarda alt ve
tist yaklagimlar tizerinde ¢alismislardir.

Xiao ve Zhang [53] yarigruplarda, kongriians ve fuzzy kongriians bagintilarin
kullanarak kaba asal idealler ve kaba fuzzy asal idealler kavramlar1 iizerinde ¢alismislardir.

Davvaz [10] kaba kiimeler ile halkalar arasindaki iliskileri incelemistir. Ayrica, Davvaz
kaba kiimeler, fuzzy kiimeler ve halka teorisi arasindaki iligkileri aragtirdigi ¢alismasinda
[11], Kuroki’nin [27]’deki ¢alismasindan esinlenlenmis, evrensel kiime olarak halkay1 ele
alarak halkalardaki fuzzy ideal tanimini, halka {izerinde tanimlanan alt ve {ist yaklagim
tanimlarina uygulamistir. Kazanci ve Davvaz [22] bir halkanin kaba asal idealleri ve kaba
fuzzy asal ideallerini tanimlamislardir. Ayrica Davvaz ve Mahdavipour [12] bir R-
modiiliin alt modiiliine gore kaba alt modiil kavramini tanitmiglardir.

Li, Yin ve Lu [30] evrensel kiime olarak bir halka almislar ve bu halka iizerinde bir T-
kongriians L-fuzzy baginti tanimlamislardir. Bu bagmti ile, T bir t-norm ve v, T nin

residual implikasyonu olmak iizere, T-list ve v-alt yaklagimlarini tanimlamiglardir. Sonug



olarak TL-fuzzy kaba ideal olarak adlandirdiklar1 yeni bir cebirsel yap1 elde etmislerdir ve
bir TL-fuzzy ideale goére TL-fuzzy kaba kiimeler arasinda homomorfi tanimini
vermiglerdir.

Ignjatovi¢, Ciric ve Bogdanovic [19], calismalarinda, ayni tiirden cebirsel yapilar
arasinda “bagintisal homomorfi” olarak isimlendirdikleri bir baginti ve bir tam rezidual
kafes tlizerinde “fuzzy bagintisal homomorfi” seklinde isimlendirdikleri, bir L-fuzzy baginti
tanimlamislardir.

Tiim bu ¢alismalar 15181nda, bu tezde evrensel kiime olarak iki yarigrup ele alinmig ve
((9,T)-L-fuzzy) kaba kiimelerin cebirsel Ozellikleri arastirilmistir. Yar1 gruplar tizerinde
tanimlanan bagmtisal homomorfiye gore alt ve Tlst yaklasimlarin bazi Ozellikleri
incelenmistir. Ayrica T ve J, sirasiyla, bir L tam kafesi lizerinde tanimli birer t-norm ve
implikasyon olmak iizere yarigruplarda tanimlanan fuzzy bagintisal homomorfiye gore
(3, T)-L-fuzzy kaba yaklasgim operatorlerinin 6zellikleri arastirilmistir. Verilen kavramlarin

daha iyi anlagilabilmesi i¢in gerekli bilgiler asagida verilmistir.

1.2.Kafesler

Tanim 1.2.1 [4]: L # & olan bir kiime ve " <" bu kiime {izerinde tanimli bir baginti

olsun. L kiimesine sirali kiime denir : &

i) Hera€licina<a, (yansima 6zelligi)
(ii) Hera,beLicgina<bve b<aisea=b, (ters-simetri Ozelligi)
(iii) Hera,b,celigina<bve b<cisea<c, (gecisme Ozelligi)

Bu durum (L, <) notasyonu ile gosterilir.
Tamm 1.2.2 [4]: (L, <) siral1 bir kiime ve B € L olsun.

(i) Herb € Biginx < b ise x € L elemanina B kiimesinin bir alt siniri,
(ii) Herb € Biginb < yisey € L elemanina B kiimesinin bir {ist sinir1
denir.

Tamm 1.2.3 [4]: (L, <) sirali bir kiime, B € L ve b, € B olsun.

(i) Herb € Bigin by < b ise by elemanina B kiimesinin en kiiciik elemani,
(ii) Herb € Bicin b < by ise by elemanina B kiimesinin en biiylik elemant
denir.

Genel olarak bir kafesin en kii¢iik eleman1 "0" ve en biiyiik elemani ise "1" ile gosterilir.



Tamm 1.2.4 [4]: (L, <) swrali bir kiime ve B € L olmak iizere B kiimesinin, tiim alt
sinirlarinin olusturdugu kiime B, ve tlim iist sinirlarinin olusturdugu kiime de By, ile
gosterilsin. Bu takdirde:

(i) Bgi # & olan bir kiime ve bu kiimenin en biiyiik eleman1 mevcut ise bu elemana
B kiimesinin en biiyik alt st (infimumu) denir. infB, AB, Apepbh
notasyonlarindan biri ile gosterilir.

(ii) By # & olan farkli bir kilme ve bu kiimenin en kiiclik eleman1 mevcut ise bu
elemana B kiimesinin en kii¢lik iist sinir1 (supremumu) denir. supB, VB, Vpep b
notasyonlarindan biri ile gosterilir.

Tamm1.2.5 [4]: (L, <) siral1 bir kiime olsun.

(i) Hera,b €L i¢in sup{a,b} =aVb ve inf{a, b} = a A b mevcut ise L kiimesine
bir kafes denir. Bu durum (L, A, V) seklinde gosterilir.

(ii) Hera,b €Licina < b veyab < a ise L kiimesine bir zincir denir.

Ornekler 1.2.6:

(1)  Her zincir bir kafestir.

2) L ={0,a,b,1} kiimesi iizerinde Sekil 1 yardimiyla “x <y < x =y veya x’ten
y’ye oklar yardimiyla ulasilabilsin.”’seklinde tanimlanan" <" siralama bagintisi

verilsin.

R s

Sekil 1. Ornekler 1.2.6 (2)’deki kafes yapisi

(L, <), bu bagintiya gore bir zincirdir.

Verilen kiimeler iizerinde verilen sekiller yardimiyla tanimlanan siralama bagintilari
aksi sOylenmedik¢e yukarida tanimlandigi gibi alinacaktir.
(3) L ={0,a,b,1} kiimesi lizerinde yandaki Sekil 2 yardimiyla" < " siralama bagintisi

tanimlansin.



Sekil 2. Ornekler 1.2.6 (3)’deki kafes yapisi

Bu durumda (L, <) bir kafestir. Ancak agik¢a goriilebilir ki L bir zincir degildir.

(4) X bir kiime ve (X) , X’in biitiin alt kiimelerinin kiimesi olsun. (§(X), €) bir
kafestir. Ancak X en az iki elemanl bir kiime ise (§2(X), ©) kiimesi bir zincir degildir.
Tamm 1.2.7 [4]: (L, <) sirali bir kiime olsun. Her K € L i¢in infK ve supK mevcut ise
L’ye bir tam kafes denir.

Ornekler 1.2.8:

(1) (G,+) bir grup olsun. S(G) = {H|H, G'nin alt grubu} kiimesi " € " bagmtisina

gore bir tam kafestir.

(2) M bir R-modiil ise S(M) = {A|A, M'nin R_alt modul} kiimesi " € " bagmtisina

gore bir tam kafestir.

(3) (X, T) bir topoloji olsun. (T, €) bir tam kafestir.

Her tam kafesin bir kafes oldugu aciktir. Ancak asagidaki orneklerden de
goriilebilecegi gibi bu ifadenin tersi genel anlamda dogru degildir.
Ornekler 1.2.9:

(1) "<", N dogal sayilar kiimesi iizerindeki siralama olarak alinirsa (N, <) bir

zincirdir. Ancak K = N € N i¢in K5 = @ oldugundan N bir tam kafes degildir.

(2) N dogal sayilar kiimesi olmak iizere her x,y €N icin x <y & x|y olarak

alimirsa (N \ {0}, <) kiimesi bir kafestir ancak K = {2n|n €N\ {O}} c N\ {0}
i¢in Kjzs; = @ oldugundan N \ {0} bir zincir veya tam kafes degildir.

3 "<", N kimesi Tlzerinde bilinen anlamdaki siralama bagntis1 olsun.
L= {% |n EN\ {O}} tizerinde " < " bagintisi i < i & x < y olarak tanimlansin.

(L, %) kiimesi bir zincirdir. Fakat bir tam kafes degildir.
Teorem 1.2.10 [4]: (L, <) bir sirali kiime olsun.
(L, <) bir tam kafestir & 1 € L ve her J# T € L i¢in infT mevcuttur.
Tamm 1.2.11 [4]: L bir kafes ve her a,b,c € LicinaV (bAc)=(aVb)A(aVc)isel

ye dagilimh kafes denir.



Ornek 1.2.12: Sekil 3’te verilen siralama ile L = {0,a,f3,¥,8,1} kiimesi bir dagilimli

kafestir.

e
N

Sekil 3. Ornek 1.2.12°deki kafes yapisi

R e R e

Ornek 1.2.13: Mg ve Ng kafesleri dagilimli kafes degildir.

TN
N

o

Sekil 4. Mg kafes yapisi Sekil 5. N5 kafes yapisi
Tanim 1.2.14 [4]: (L, <, A, V) bir tam kafes olsun.
Hera,b; €L,i €] i¢cina A (Vie] bi) = Vigj(a A b;) esitligi saglaniyorsa L’ye sonsuz V-
dagilimh kafes denir.

Tamm 1.2.15 [4]:

(@) En kiiciik elemant mevcut olan kafeslere alttan sinirli kafes denir ve (L, <,0) ile
gosterilir.
(ii)  En biyiik eleman1 mevcut olan kafeslere iistten sinirlt kafes denir ve (L, < ,1) ile
gosterilir.
L kafesi Ustten ve alttan sinirli ise L ye sinirh kafes denir ve (L, <,0,1) ile gosterilir.

Her tam kafes sinirlidir. Ancak tersi dogru olmayabilir.



Ornekler 1.2.16:
(1) Sekil 6’daki " <" siralamasi ile L ={0,a,pB,y,6,1} kiimesi smirhdir. Ancak
(L, <) bir kafes degildir.

AN
*E
~
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Sekil 6. Ornekler 1.2.16 (1)’ deki kafes yapist

(2)  Sekil 7°deki " < " siralamasi ile N dogal sayilar kiimesi sinirli bir kafestir.

Ancak (N, <) bir tam kafes degildir.

T e 7, B T

Sekil 7. Ornekler 1.2.16 (2)’deki kafes yapist

Teorem 1.2.17 [4]: (L,,<), (L,, <) kafesler ve L = L; X L, olsun. Aksi sdylenmedikg¢e
L tizerindeki bagmti (x,y) < (x',y") © x < x’, y <y’ olarak alimacaktir. Bu durumda
(L, <) kiimesi bir kafestir.

Ornek 1.2.18 [4]: (L, <) bir kafes olsun. Teorem1.2.17°de ifade edilen siralamaya gére
L' ={(x,y)|x,y € L,x < y} kiimesi kafestir.

Bu tezde aksi sdylenmedike¢e (L, <,A,V ,0,1) tam kafesi tizerinde galigilacaktir.
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1.3. t-normlar ve t-conormlar

Tamm 1.3.1 [24]: (L, <,AV,0,1) tam kafesi ilizerinde tamimli T: L? — L ikili islemine bir

t-norm denir : &

T1) Herx,y €L i¢in T(x,y) =T(y,x), (Degisme)
T2) Herx,y,z€L igin T(T(x,y),z) = T(x, T(y, Z)) , (Birlesme)
T3) Herx,y,z€L igcinx <yiseT(x,z) <T(y,2), (Monotonluk)
T4) Herx €L igin T(x,1) =x. (Sinar Sart1)

Herhangi x,y € L i¢in T'(x, y) notasyonu yerine xTy notasyonu da kullanilabilir.
Ornek 1.3.2: Sekil 8deki siralama ile verilen L = {0, @, 8,7y, 8, 1} kiimesi bir tam kafestir
ve asagidaki tablo yardimiyla tanimlanan T ikili islemi L tam kafesi lizerinde bir t-

normdur.

- —— oy

A '\ﬁ
™~

114

Sekil 8. Ornek 1.3.2°deki kafes yapisi

Tablo 1. Ornek 1.3.2°deki T t-normu
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Ornek 1.3.3 [24]: Asagida L = [0,1] tam kafesi iizerinde tanimlanan temel t-normlar

verilmistir:
o Ty(x,y) =min (x,y), (Minimum)
e Tr(x,y) =x.y, (Carpim)
e T.(x,y)=max(x+y—1,0), (Lukasiewicz t-norm)
_ (0, x,y €[0,1) .
* Dy = {min(x, y), x=1lveyay=1" (Kesin Garpim)
0, x+y<1 . .
o Tou(x,y)= {min ), Xty>1 (Nilpotent Minimum)

Sekil 9. Swrasiyla, Ty, Tp, T;, ve Tp temel t-normlarinin li¢ boyutlu grafikleri

Teorem 1.3.4 [24]: L bir tam kafes ve T, L lizerinde t-norm olsun. Bu takdirde

asagidakiler gerceklenir:

(1) Vx,yeLicinT(x,y)<xAy,

2) Vxe€eL igin T(x,0)=T(0,x)=0,

(3)  Vxy,x,¥1,Y2 ELiCinxg S x; ve y; Syyise T(xy,y1) < T(xz,2) .

Tamm 1.3.5 [13, 49]: L bir tam kafes ve T , L iizerinde bir t-norm olsun.

(i) T’ye L tzerinde V-dagilimli t-norm denir :< Her a,by,b, €EL icin
T(a,b,V by) =T(a,by) VT(a,b,).

(ii) T’ye L lzerinde sonsuz V-dagilimli t-norm denir : < Her a,b; EL ,i €] i¢in
T(a,Vie;bi) = Vig; T(a, by).

Ornek 1.3.6: Tp t-normu, [0,1] iizerinde sonsuz V-dagilimli bir t-normdur.

Ornek 1.3.7: T, t-normu, [0,1] iizerinde sonsuz V-dagiliml degildir.
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Tamm 1.3.8 [24]: (L, <) bir tam kafes ve Ty, T,, L itizerinde herhangi iki t-norm olsun.
T;, T,’den zayiftir (veya T,, T;’den giigliidiir) denir : < Her x,y € L i¢in T;(Xx,y) <
T,(x,y) dir.
Bu durum T; < T, seklinde yazilir.

Ornekler 1.3.9: Bir L bir tam kafesi iizerinde asagidaki t-norm ornekleri verilebilir:

X, y=1
i) Vx,y€eL i¢in Tp(x,y) =1y x =1 seklinde tanimlanan T}, ikili
0, x#1lveyay #1

islemi L {izerinde bir t-normdur.
(ii) Vx,y €L i¢in Ty (x,y) = x Ay seklinde tamimlanan T, ikili islemi L tizerinde bir
t-normdur.
L tizerindeki herhangi bir T t-normu i¢in Tp < T < Tj; oldugundan T} , L lizerindeki
en zayif t-norm ve T), L ilizerindeki en gii¢lii t-normdur.
Tanim 1.3.10 [24]: L bir tam kafes ve T, L lizerinde bir t-norm olsun. a € L’ye L’nin, T t-
normuna gore bir idempotent elemani denir : & T(a,a) = a’dir.
L’nin tim idempotent elemanlarinin kiimesi Dy = {a € L|T(a,a) = a} ile gosterilir.
Herhangi bir T t-normu i¢in T ikili islemi, D1 kiimesi iizerinde bir ikili islemdir.
Teorem 1.3.11 [24]: L bir tam kafes ve T, L lizerinde bir t-norm olsun. I ve ] birer indis
kiimesi olmak {iizere {a; € L|i € I} ve {bj € L| j € ]} aileleri icin asagidaki esitsizlik

saglanir:

(/\ai)T N\ | < \rs).

i€l j€J i€l
J€J

Tamm 1.3.12 [24]: (L, <,AV,0,1) tam kafesi iizerinde tanimli S: L? — L ikili islemine ¢-

conorm denir : <

S1) Herx,y €L i¢cin S(x,y) =S(y,x), (Degisme)
S2) Herx,y,z€L i¢in S(S(x,y),z) =S (x,S (y, Z)) , (Birlesme)
S3) Herx,y,z€L icinx <yiseS(x,z) <S(,2), (Monotonluk)
S4) Herx € L igin S(x,0) = x. (Sinir Sartr)
Ornek 1.3.13 [24]: Asagida L = [0,1] tam kafesi iizerinde tanimlanan temel t-conormlar
verilmistir:

o Sy(lx,y) =max(x,y), (Maksimum)

o Sp(x,y)=x+y—xy , ( Olasilikli Toplam)
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o Sk(x,y) =min{l,x +y}, (Lukasiewicz)
_(1 : x,y € L\ {0} .
e Sp(x,y) = {max(x, y), x=0veyay=0 " (Kesin Toplam)
1 , x+y<1 i .
o Sum(xy) = {max(x, Y, x4y£l’ (Nilpotent Maksimum)

Onerme 1.3.14 [24]: Bir S:[0,1]?> - [0,1] fonksiyonu bir t-conormdur ancak ve ancak
her x,y € [0,1] i¢in S(x,y) =1—T(1 —x,1—y) olacak sekilde, [0,1] tam Kkafesi

uzerinde tanimli olan bir T t-normu mevcuttur.

1.4. Negatorler

Tanim 1.4.1 [15]: L bir tam kafes olsun. V': L — L fonksiyonuna bir negator denir : &

(i) N':L - L azalan bir fonksiyondur,

i) NO)=1ve N(1)=0.
Her x € L = [0,1] i¢in N;(x) = 1 — x negatorii standart negator olarak adlandirilir.
Tamm 1.4.2 [15]: L bir tam kafes ve N:L — L bir negatér olsun. N ’ye involutive
denir : & Her x € L igin (V' (x)) = x.

1.5. implikasyonlar

Tamm 1.5.1 [1, 2, 3, 20, 21, 33]: (L,<,AV,0,1) tam kafesi iizerinde taniml J: L? — L
ikili islemine bir implikasyon denir : &
I1) Herx,y,z€ Liginx <vyise I(y,z) <I(x,y),
I12) Herx,y,z€ Liginy < zise I(x,y) < I(x,2z),
I13) HerJ(0,0) =79(1,1) =1ve 7(1,0) = 0.

Tanimdan kolayca goriilebilir ki 7 implikasyonu her y € L i¢in J(0,y) = 1 ve her
x € L igin I(x, 1) = 1 esitliklerini saglar.
Ornek 1.5.2: L = {0, a, b, 1} kiimesi Sekil 10°da verilen siralama bagintisina gore bir tam
kafestir. Bu durumda, asagidaki tablolar yardimiyla tanimlanan J,, J,ve 75 ikili islemleri L

tizerinde tanimli implikasyonlardir.
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Sekil 10. Ornek 1.5.2°deki kafes yapisi

Tablo 2. Ornek 1.5.2°deki J; implikasyonu
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Tablo 3. Ornek 1.5.2°deki 7, implikasyonu
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Tablo 4. Ornek 1.5.2°deki 5 implikasyonu
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Ornekler 1.5.3 [3, 39]: (L, <,A,V,0,1) bir tam kafes olsun.
(1) T, L iizerinde bir t-norm olmak iizere,

I(x,y) = \/ k

xTk<y

ikili islemi L iizerinde bir implikasyondur. Bu implikasyona R-implikasyon denir.
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L = [0,1] tam kafesi tizerindeki baz1 R-implikasyonlar sunlardir:

<
o xTy=xAy ise I(x,y) = {}1]' ); > ij (Godel)
1, x=<y

o xTy=x.y iseJ(x,y) = {X x>y (Goguen)

)

X

o xTy =max{0,x +y—1} ise I(x,y) =min{1,1 —x + y}. (Lukasiewicz)

Sekil 11. Godel, Goguen ve Lukasiewicz implikasyonlarinin ii¢ boyutlu grafikleri

(2) S, L zerinde bir t-conorm ve V', L iizerinde bir negatér olmak {izere,
I(x,y) = SV (x), y)
fle tammh J:12 — L ikili islemi L iizerinde bir implikasyondur. Bu implikasyona S-
implikasyon denir.
L = [0,1] tam kafesi iizerindeki bazi §-implikasyonlar sunlardir:
o xSy =max(x,y)ve N(x) =1—x ise I(x,y) = max{1l — x, y}(Kleene-Dienes)
o xSy=x+y—xyveN(x)=1-—x iseJ(x,y) =1—x+xy  (Reichenbach)
o xSy=min{l,x+y} ve N(x) =1-x ise J(x,y) =min{1,1 —x+y} (LK)
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Sekil 12. Kleene-Dienes ve Reichenbach implikasyonlarinin {i¢ boyutlu
grafikleri

1.6.Bagintilar

Tanmim 1.6.1 [18]: X,Y # & olan iki kiime olsun. 8 € P(X X Y) altkiimesine X’ten Y’ye
bir baginti1 denir. X =Y ise 6 ‘ya X iizerinde bir bagint1 denir.
Tanmim 1.6.2 [50, 51]: 6 € P(X X Y) olsun. Her a € X igin (a,b) € 6 olacak sekilde
b € Y mevcut ise 8’ye serial bagint1 denir.
Tanim 1.6.3 [50, 51]: 0 € P(X X X) olsun. Bu takdirde 0’ya,

(i) yansiyan denir: < Hera € X i¢in (a,a) €0 ;

(ii)  simetrik denir: < Her a,b € X i¢in (a,b) € 8 ise (b,a) € 6,
(iii)  gecisken denir : < Her a,b,c € X icin (a,b) € 0 ve (b,a) € O ise (a,c) €0
(iv)  Euclidean denir : & Her a, b, c € X igin (a, b) € 6 ve (a,c) € O ise (b,c) € 6.

Yanstyan, simetrik ve gecisken bir 6 bagintisina X {izerinde bir denklik bagintist denir.

Tamm 1.6.4 [55, 56]: 6 € P(X X Y) bir bagint1 olsun. Bu takdirde (x,y) € 8 & (y,x) €

01 kosulunu saglayan 81 € P(Y X X) bagintisina 6 ‘ni tersi denir.

1.7.Yanigruplar

Tanim 1.7.1 [18]: X # &J olan bir kiime ve " * ", X {izerinde taniml1 bir ikili islem olsun.
X kiimesine bir yarigrup denir : < Her x,y,z € X icin x * (y*z) = (x *y) * z ‘dir.
(birlesme 6zelligi)

Bu durum “(X,*) bir yarigruptur.” seklinde yazilir.



18

(X,x) bir yarigrup ve A,B € po(X)\{<} iki kime olmak iizere A * B kiimesi
faxbla € A,b € B} olarak tamimlanir. A = & veya B = ise A* B =« olarak
almacaktir.

Ornekler 1.7.2:

(1) L bir tam kafes ve T, L iizerinde taniml1 bir t-norm olsun. Bu durumda (L, T) bir
yarigruptur.

(2) Z tam sayilar kiimesi ve M, (Z) tiim 2 X 2 tipindeki matrisler kiimesi olsun. M, (Z)
kiimesi matrisler iizerinde tanimli ¢arpma islemine gore yarigruptur.

3) Z,, uzerindeki ikili islem a A b =a+b +ab olarak tanimlansin. Bu takdirde
( Z,,,A) bir yarigruptur.

Tamm 1.7.3 [27]: (X,*) bir yarigrup ve & # A € X olsun. A’ya X’in bir

(i) altyarigrubudenir:<= A*ACS A4,

(ii) solidealidenir: <= A*XC A ,

(iii) sagideali denir: & X * A € A’dir.

A, X’ in hem sol hem de sag ideali ise A’ya X in iki yanl ideali denir.

Tamm 1.7.4 [53, 54]: (X,*) bir yarigrup ve 4, (X,*)’in bir ideali olsun. Bu durumda, A’ya
X’in bir asal ideali denir: < Her x,y € X icinx *y € Aise x € A veyay € A’d1r.

Tanmm 1.7.5 [29]: (X,*) bir yarigrup ve A, X’in bir alt yarigrubu olsun. A’ya X’in bir bi-
idealidenir: &= A* X * A € A’dur.

Tamm 1.7.6 [7, 29]: (X,*) bir yarigrup ve & # A € X olsun. A’ya X’in bir quasi-ideali
denir: & X*ANAxX C A’drr.

Teorem 1.7.7 [29]: (X,*) bir yarigrup olsun. Bu takdirde X’in herhangi bir sol (sag, iki
yanl1 veya quasi-) ideali X ‘in bir bi-idealidir.

Ornek 1.7.8: "*" ve "o" ikili islemleri X = {a,b,c,d} kiimesi iizerinde, sirastyla,

Tablo 5 ve Tablo 6 yardimiyla tanimlanmistir. Bu durumda (X,*) ve (X,¢) yarigruplardir.

Tablo 5. Ornek 1.7.8°deki " = " ikili islemi

QLN (TR ([ *
Qs || [Q
Q|| o |
QUIT || TN
Qoo
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Tablo 6. Ornek 1.7.8°deki " o " ikili islemi

Qe o |8
Qla || |a
Qla |||

QN TR | e
ala|alala

(X,*) yarigrubunun tiim alt yar1 gruplart: {a}, {b}, {d}, {a, b}, {a,d}, {b,c}, {b,d},
{a,b,c},{a,b,d}, {b,c,d}, {a,b,c,d}kimeleridir.

(X,*) yarigrubunun tim sol idealleri: {d}, {b,d}, {a,b,d},{b,c,d},{a,b,c d}
kiimeleridir.

"+ " iglemi degismeli oldugundan (X,*) yari grubunun tiim sol, sag, bi- ve quasi-
idealler kiimeleri aynidir.

(X,*) yarigrubunun tek asal ideali {d} kiimesidir.
Tanim 1.7.9 [18]: (X,o) ve (Y,x) yarigruplar ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. f ‘ye, X’ten
Y’ye yarigrup homomorfisi denir : & Her x,y € X i¢in f(x) * f(y) = f(x o y)’dir.
Tamm 1.7.10 [27]: (X,*) bir yarigrup ve 6, X kiimesi tizerinde bir denklik bagintis1 olsun.

Bu takdirde 8 bagmtisina X iizerinde bir kongriians bagintis1 denir : < Her x € X i¢in

(a,b)€eBise (axx,bxx)€O ve (x*a,x*b) € O drr.

1.8. L-Fuzzy Kiimeler

L-fuzzy alt kiimeler Zadeh’in [60]’da tanittig1 fuzzy alt kiimelerinin bir genellemesi
olarak Goguen [17] tarafindan 1967 yilinda tanitilmistir.
Tammm 1.8.1 [17, 39]: X # & olan bir kiime ve L bir kafes olsun. Her u: X = L
fonksiyonuna X’in bir L-fuzzy kiimesi (veya altkiimesi) denir. X’in biitin L-fuzzy
kiimelerinin kiimesine X in L-gii¢ kiimesi denir ve F (X, L) ile gosterilir.

a € L i¢in u, = {x € X|a < u(x)} kimesine y’niin a-kesim veya seviye alt kiimesi
denir.

Ozel olarak L = [0,1] olarak segilirse p’ye fuzzy kiimesi denir ve X’in tiim fuzzy alt

kiimelerinin kiimesi F (X) ile gosterilir.
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Ornegin, giris boliimiinde bahsedildigi gibi, goreceli olan “genclik kavrami”, kimi
insanlara gore u: [0, ) — [0,1] seklindeki bir iiyelik fonksiyonu ile asagidaki gibi ifade
edilebilir:

1 , x < 30
(x) = 00 —x 30 < x < 60
H 30 =Xs
0 , 60 < x

Sekil 13. u tiyelik fonksiyonunun grafigi

Daha yasl olan insanlar iiyelik fonksiyonunu v: [0, ) — [0,1] olarak belirleyebilir:

1 , x < 40
(SO_X 40 < x < 60
740 =Xs
V) =470 - x
<7
50 60<x <70
0 , 70 < x

Sekil 14. v tiyelik fonksiyonunun grafigi
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Ornekler 1.8.2: L bir kafes X # & olan bir kiime, &# B € X ve A € L olsun.

1, x€B . )
0 x¢B seklinde tanimlanan 15 € F(X, L) dir.

A, xX€B . s 1
0 xeB seklinde tanimlanan Az € F(X, L) dir.

Tamm 1.8.3 [37]: u,v € F(X,L) olsun. Her x € X i¢in u(x) < v(x) ise u, v de igerilir

(1) Herx € Xigin15(x) = {

2) Herx € XiginAg(x) = {

denir ve bu durum u < v seklinde gosterilir. Eger u < v ve u # v ise u’ye, v’de kesin
icerilir (veya v, u yii kesin igerir) denir ve bu durumda y < v yazilir.
Tanim 1.8.4 [51]: T,S ve J, sirastyla, L tam kafesi iizerinde birer t-norm, t-conorm ve
imlikasyon olsun. u, v € F(X, L) olmak iizere her x € X i¢in u ve v L-fuzzy kiimelerinin
bilesimi, arakesiti, T-kesisimi, S-bilesimi, J-implikasyonu, sirayla, asagidaki gibi
tanimlanan L-fuzzy kiimeleridir.

e (uvv)(x) =pukx)vvx),

e (uAV)(x) =pkx)Avx),

o W) =T(ue),v(@),

o (uSv)(x) = S(ux),v(x),

o (WM)(x) = I(u(x),v(x)).
Tamim 1.8.5 [37]: [ # & olan bir indis kiimesi olmak tizere {u;|i € I} € F(X,L), X’in L-
fuzzy kiimelerinin bir ailesi olsun. Bu kiimenin en kii¢iik {ist sinir1 V;¢; p; ve en biiyiik alt
siirt Age gty 5 her x € X igin swrastyla (Vigr p) (%) = Vigr pi(x) ve  (Nigrp) (%) =
Nier 1i (%) olarak tanimlanir.
Tanimm 1.8.6: X,Y kiimeler, L bir tam kafes olsun. Her R: X X Y — L fonksiyonuna X’ten
Y’ye bir L-fuzzy bagmti denir. R:X XY — L L-fuzzy bagintilarin esitligi, bilesimi,
arakesiti, T-kesisimi, S-bilesimi, J-implikasyonu L-fuzzy kiimelerindeki gibi tanimlanir.
Burada (x,y) € X X Y olmak iizere R(x,y) € L’ye x ile y elemanlar1 arasindaki ilgililik
derecesi denir.

a € L igin R’nin a-kesim veya seviye alt kiimesi R, = {(x,y) € X X Y|a < R(x,y)}
seklindedir.

Ozel olarak L = [0,1] kafesi i¢in R’ye, X ten Yye bir fuzzy baginti denir.
Tanmim 1.8.7 [31]: R€E F(X X Y,L) ve P € F(Y X Z, L) olsun. Bu L-fuzzy bagntilarin T-
bileskesi P op R: X X Z — L seklindeki L-fuzzy bagintidir ve her (x,z) € X X Z igin
Por R(x,2) = Vyey R(x,¥)TP(y, z) olarak tamimlanir.
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Tanim 1.8.8 [8]: u: X — L bir L-fuzzy alt kiime olsun. “u, V-6zelligine sahiptir.” denir : &

Her A € X icin
uGe) = \/ k@

XEA

olacak sekilde bir x, € A mevcuttur.

Tanmim 1.8.9 [50, 51, 52]: R € F(X X Y, L) olsun. R’ye, serial L-fuzzy bagmti denir : &

Her x € X i¢in R(x,y) = 1 olacak sekilde y € Y mevcuttur.

Teorem 1.8.10: R € F(X X Y, L) serial L-fuzzy bagintidir ancak ve ancak her a € L igin

R, serial bir bagintidir.

Ispat: R serial L-fuzzy bagmti ve x € X olsun. Bu takdirde R(x,y) = 1 olacak sekilde

y € Y mevcuttur. Boylece her @ € L igin @ < 1 = R(x,y) dir. Buradan (x,y) € R, elde

edilir. R, serialdir. Aksine x € X olsun. Bu takdirde R; serial oldundan (x,y) € R,

olacak sekilde y € Y mevcuttur. Boylece 1 < R(x,y) dir. Buradan R(x,y) =1 elde

edilir. Sonug olarak R serial L-fuzzy bagmtidir.

R € F(X X X,L) ise R’ye, X lizerinde bir L-fuzzy bagint1 denir.
Tamim 1.8.11 [50, 51]: R € F(X X X, L) olsun. Bu takdirde, R’ye;
(i) yansiyan L-fuzzy baginti denir : & Her x € X i¢in R(x,x) =1,

(ii)  simetrik L-fuzzy bagnti denir : & Her x,y € X i¢in R(x,y) = R(y,x) ,

(iii)  T-gecisken L-fuzzy bagnt1 denir : < Her x,z € X i¢in V,ex(R(x,y)TR(y,2)) <
R(x,z)’dir.

Teorem 1.8.12: R € F(X X X, L) olsun.

(1) R yansiyan L-fuzzy bagintidir ancak ve ancak her a € L i¢in R, yansiyan bagmtidir

(2) R simetrik L-fuzzy bagint1 ancak ve ancak her a € L i¢in R, simetrik bagitidir;

(3 ResR S Dy olsun. R, T-gegisken L-fuzzy bagintidir ancak ve ancak her a € Dy
icin R, gecisken bagintidir.

Ispat:

(1) R yansiyan L-fuzzy baginti ve x € X olsun. Bu takdirde her « € L i¢in a < 1 =
R(x, x) dir. Boylece (x, x) € R, oldugundan R, yansiyandir. Aksine her a € L i¢in
R, yansiyan baginti ve x € X olsun. Bu durumda (x,x) € R, dir. Buradan her
a € L igin @ < R(x,x) yazilabilir. Boylece Vg, @ =1 < R(x,x) elde edilir. R

yansiyan L-fuzzy bagintidir.
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(2) R simetrik L-fuzzy baginti olmak lizere hera € L ve x,y € X igin (x,y) € R,
olsun. Bu takdirde a < R(x,y) = R(y,x) dir. Buradan (y,x) € R, elde edilir.
Aksine her a € L i¢in R, simetrik bagmti ve x,y € X olmak {lizere @ = R(x,y)
olsun. Bu takdirde (x,y) € R, dir. Boylece (y,x) € R, dir. Buradan a =
R(x,y) < R(y,x) yazilir. Benzer sekilde R(y,x) < R(x,y) oldugu kolayca
goriliir. Sonug olarak R(x,y) = R(y, x) elde edilir.

(3) R, T-gecisken L-fuzzy baginti olmak iizere her @ € Dy i¢in (x,y),(y,x) € R,
olsun. Bu takdirde a <R(x,y) ve a <R(y,z) dir. Buradan a = aTa <
R(x,y)TR(y,z) < R(x,z) dir. Boylece (x,z) € R, elde eldir. R, gecisken
bagintidir. Onermenin diger tarafi i¢in @ = R(x,y)TR(y,z) olsun. Bu takdirde
(x,¥) €ERgy, (¥,x) €E R, ve a € Dy dir. Her @ € Dy igin R, gecisken oldugundan
(x,z) € R, dir. Buradan a < R(x, z) dir. Boylece R(x,y)TR(y,z) < R(x, z) elde
edilir. R, T-geciskendir.

Tamm 1.8.13 [32]: R€ F(X X Y,L) olsun. R™! € F(Y X X, L) L-fuzzy bagintisina R’nin
ters L-fuzzy bagmtisidir denir : & Her x € X ve y € Y i¢in R™1(y, x) = R(x, y) dir.
Tamm 1.8.14 [25, 34]: (Y,x) bir yarigrup ve u € F(Y, L) olsun. y’ye, Y’nin bir TL-fuzzy
alt yarigrubu denir : & Her x,y € Y i¢in u(x)Tu(y) < u(x x y).

Tamm 1.8.15 [25, 34]: (Y,*) bir yarigrup ve u, Y nin bir TL-fuzzy alt yarigrubu olsun. Bu
takdirde p’ye, Y’ nin;

(i) TL-fuzzy sag ideali denir: < Her x,y € Y i¢in u(x) < u(x x y),

(ii)  TL-fuzzy sol ideali denir : & Her x,y € Y i¢in u(x) < u(y » x) ,

(iii)  TL-fuzzy iki yanl ideali denir : & Her x,y € Y i¢in u(x) vV u(y) < u(x  y)’dir.
Tamm 1.8.16 [23, 25]: (Y,*) bir yarigrup olsun ve y, Y’nin bir TL-fuzzy alt yarigrubu
olsun. y’ye, Y’nin bir TL-fuzzy bi-ideali denir : < Her x,a,y € S i¢in u(x)T u(y) <
u(x * a = y)’dir.

Tanmm 1.8.17 [53, 54]: (Y,*) bir yarigrup ve p, Y’nin bir TL-fuzzy alt yarigrubu olsun.
w’ye, S’nin bir TL-fuzzy asal ideali denir : & Her x,y € S igin u(x *xy) = u(x) veya
p(x *y) = p(y) dir.



2.YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE iRDELEME

2.1.Genellestirilmis Kaba Kiimeler

Bu boliimde, ¢esitli ¢alismalarda [9, 10, 12, 22, 27, 42, 43, 44, 45, 47, 52, 53, 55, 56,
58, 59] incelenmis olan genellestirilmis yaklasim uzayiin bazi 6zellikleri hatirlatilacak ve
bu 6zelliklere bazi ilaveler yapilacaktir.

X,Y # & olan iki kiime ve ¢ S X XY olsun. F,: X—>(Y) kiime degerli fonksiyonu
her x € X i¢in F,(x) = {y € Y| (x,y) € ¢} seklinde tanimlansin. Burada F, (x) kiimesine,
x’in @’ye gore ardil komsulugu denir. Aksine X den g(Y)’ye herhangi bir kiime degerli
F fonksiyonu ile X’den Y’ye ¢p = {(x,y) € XX Y|y € F(x)} seklinde bir bagint
tanimlanabilir. (X,Y, @) lclisiine bir genellestirilmis yaklasim uzay1 denir. Herhangi bir

A €Y i¢cin A nin @(A) alt ve ¢ (A) st yaklagimlari sirasiyla;

) ={xeX|F,x)cA}, o) ={xeX|F,0nA =02},
olarak tanimlanir. (ga(A),a(A)) ciftine A’nin (X, Y, @) lizerindeki genellestirilmis kaba

kiimesi denir ve burada @ ve @ fonksiyonlarina, sirasiyla, alt ve iist genellestirilmis
yaklagim operatorleri denir.

Onerme 2.1.1: ¢: X — Y bir fonksiyon ise her A € Y igin ¢~1(4) = 9(4) = Q(A) esitligi
saglanir.

Ispat: A’nin @ (A) ve 9(A) yaklasimlarinin tanimlarindan kolayca elde edilebilir.

Teorem 2.1.2 [50, 51]: ¢ , X den Y’ye bir bagint1 olmak iizere 4, B € (V) kiimelerinin

alt ve tiist yaklagim operatorleri asagidaki 6zellikleri saglar:

(L1 9(4) =~p(~4) , (U1) P(A) = ~p(~4),
(L2) (V) =X, (U2) @) =0,

(L3) 9(ANB) = 9A)ne(B), (U3) 9(AUB) =9(A) Ug(B),
(L4)  ACB= p(4)CoB). (Ud)  AcB=9A)ca(B),
(LS) p(A)U g(;) c 2(; uB). (US) @(ANB) € 9(4) N(B).

Burada herhangi bir A € Y i¢in A’nin Y’deki komplementi ~A ile gosterilmistir. (L1)

ve (Ul) ozellikleri gosterir ki ¢ ve ¢ dual yaklasim operatorleridir. Aynt numarali

Ozellikler dual 6zellikler olarak diisiiniilebilir.


Faruk
Rectangle
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Teorem 2.1.3 [45, 57]: ¢ € X X Y ve [ bir indis kiimesi olmak tizere her i € [ i¢in
A; € p(Y) olsun. (L3), (L5), (U3) ve (U5) maddeleri asagidaki gibi genellestirilebilir.
M e(Nier A = Nier (4
@ Ui p(A) € ¢Uier A1)
A 2(Nier4) S Nigr9(4))
@ Ui o) =oUig 4) -
Teorem 2.1.4 [S0, 51, 55, 56]: ¢ € X X X olsun. ¢ alt ve @ TUst genellestirilmis yaklasim
operatorleri olmak iizere:
(1) ¢ serialdir < (LO) Q(Q)) =0
= (U0) p(X) =X
& (LUO) ¢(4) S 9(4), YA € P(X).
(2) ¢ yansiyandir & (L6) Q(A) CA VAePX)
< (U6) A< ¢(A), VAeE P(X).
(3) @ simetriktir < (L7) @ (g(A)) C A, VAEP(X)
= (U Ac 9(p(4)), VA€ P(X).

@) @ gecislidir < (L8) Q(A) c g(g(/l)), VA € P(X)

= (UB)9(9(4)) c9(4), VA e P(X).
Teorem 2.1.5: {¢;|i € I}, X ten Y’ye bagintilar ailesi olsun. Bu takdirde;
(1) Her a € X i¢in Fry_, (@) = Nie Fp, (@) ,
(2) Her a € Xigin Fy,_,,,(a) = Ui Fp,(a) .
Ispat:
(1) tEFy,e@ < (at)€Nie;
< Heri € Iigin (a,t) € @;
& Heri € ligint € Fy,(a)
St € Nier Fy,(a) .
Béylece Fpy._, (@) = N Fy,(a) elde edilir.
(2) tEFy,e(a) e (at) € Uiy
< 3i€l, (at) €gp;
© 3Ji€el, teF,(a)

St € Ui Fp,(a) .
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Béylece Fij,,¢,(a) = Uie Fp, (@) elde edilir.
Teorem 2.1.6: {¢p;|i € I}, X’ten Y’ye bagntilar ailesi olsun. Bu takdirde herhangi bir
A C Y i¢in Nie; @; (A) € N 9;(4) dir.
Ispat: a € N, 9; (A) © Fp,, (@) N A # & Bu takdirde t € Fpy,_,,,(a) olacak sekilde
t € A mevcuttur. Yukaridaki teorem ile ¢t € N, Fy,(a) dir. Bu durumda her i € I igin
t € Fy,(a) olur. Buradan her i € I igin F, (a) N A # & ifadesi dogrudur. Her i € I igin
a € p;(A) dir. Béylece a € N;e; 9;(A) elde edilir. Sonug olarak N;e; @; (A) € Nye; P;(A)
dir.
Bu teorem, herhangi iki kongriians bagintisi i¢in Kuroki tarafindan [27]’de verilmistir.
Bu bakimdan teorem, [27]’deki Teorem 2.4.’{in bir genellemesidir.
Ornek 2.1.7: X={1,2,3} ve Y={ab,c} i¢in ¢, ve ¢, bagmtlan
¢, ={(1,a),(2,a),(3,c)} ve ¢, ={(1,a),(2,c)} olarak segilirse A = {a, c} kiimesinin
list yaklasimlar1 sirasiyla, 7 (4) = {1,2,3} , 9,(4) ={1,2} ve ¢, N@,(4) = {1}
oldugundan yukaridaki teorem ters yonde genel olarak dogru degildir.
Teorem 2.1.8: {¢;|i € I}, X’ten Y’ye bagintilar ailesi olsun. Bu takdirde herhangi bir
AcYigin Uig ¢; (A) = Ui 9:(4) dir.
Ispat:
ae| Jor D & Ryp@nazo
i€l
© FtEA,LE Fy,, o)
& JteA tE UF%.(a)
i€l
& i€l te€F,(a)
o ac U 7i(4).
iel

Béylece Uje; @; (A) = U;e; @;(A) esitligi ispatlanmus olur.
Teorem 2.1.9: {¢p;|i € I}, X’ten Y’ye bagntilar ailesi olsun. Bu takdirde herhangi bir
ACYicin Nig @i(A) S Nigr @i (4) dir.
Ispat: a € Ny ®i(A) olsun. Bu durumda her i€/ i¢in Fy(a) S A dir. Buradan
Nier Fp,(@) € A dir. Teorem ile Nye Fy,(a) = Fn,,p,(@) €A dir. Sonug olarak a €

Nier @i (A) olur. Bdylece Nie; i (A) S Nigs @i (4) elde edilir.
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Herhangi iki kongriians bagintisi i¢in bu teoremdeki alt kiime islecinin esitlik olarak
ifade edilebilecegi, Kuroki tarafindan [27]’deki Teorem 2.5.’de ispat edilmistir.
Ornek 2.1.10: X=1{1,23} ve Y={ab,c} icin ¢,ve ¢, bagmtilan
¢, ={(1,a),(2,b),(3,¢)} ve ¢, ={(1,a),(2,c)} olarak segilirse A = {a, c} kiimesinin
P1, @2 Ve @1 N @, ye gore alt yaklasimlari sirasyla, 1 (4) = {1,3}, ¢,(4) ={1,2,3}
ve @1 N @y (A) ={1,2,3} seklindedir. Buradan yukaridaki teoremin ters yonde genel
olarak dogru olmadig goriiliir.
Teorem 2.1.11: {¢;|i € I}, X’ten Y’ye bagintilar ailesi olsun. Bu takdirde herhangi bir
A Y icin Ui @i (A) = Nig @i(A4) dur.
Ispat:

a€ U @; (A) © Fy, (@ €A

i€l
N U F,(a) € A

S VielFy(a)cA
S Vielace ﬁ(A)
Sae ﬂ @i(A4).
iel
Boylece Uje; @i (A) = Nier @i(A) esitligi elde edilir.
Sonu¢ 2.1.12: {¢;|i € I}, X’ten Y’ye bagmtilar ailesi olsun. Bu takdirde herhangi bir
ACYicin Uig @i (A) S Uig @i(4) dir.
Ispat: Teorem 2.1.11°den agiktir.
Sonu¢ 2.1.13: {¢;|i € I}, X’ten Y’ye bagintilar ailesi olsun. Bu takdirde herhangi bir
AcYicinUig @i (A) € Nigr @i (4) dur.
Ispat: Teorem 2.1.9 ile Teorem 2.1.11°den agiktir.
Tanim 2.1.14: X # & olan bir kiime ve 6 , X iizerinde bir denklik bagintis1 olmak iizere
x € X ile ilgili olan elemanlarin {y € X|(x,y) € 6} kiimesine x’in denklik sinifi denir ve
[x]g ile gosterilir. X lizerinde, O tarafindan iiretilen tiim denklik smiflarinin ailesi X /6 ile
gostertilir.
X’in  herhangi bir A altkiimesinin alt ve st yaklasimlar1 sirasiyla

6(A) = {x € X|[x]g € A} ve 0(A) = {x € X|[x]g N A = &} seklindedir. Bu durumda
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(X, 0) ciftine Pawlak yaklasim uzay1 denir. Bu durumda 6 ve 6 yaklasim operatorlerinin

ilave ozellikleri [41, 55, 56] de incelenmistir.
(X,*) yangrup ve 6, X iizerinde bir kongrilans bagintisi ise 6 ve 6 yaklasim

operatorlerinin ¢esitli 6zellikleri Kuroki [27] tarafindan incelenmistir.

2.2.Yanigruplarda Genellestirilmis Kaba Kiimeler

Ignjatovi¢, Ciric ve Bogdanovic [19], calismalarinda, ayni tiirden cebirsel yapilar
arasinda “bagintisal homomorfi” olarak isimlendirdikleri bir bagint1 tanimlamislardir. Bu
bolimde (X,0) , (Y,*) yarigruplari i¢in ¢ S X X Y bagintisal homomorfi tanimi yapilacak
ve (X,Y, @) genellestirilmis yaklasim uzayr olusturularak bu yaklagim uzaymin gesitli
ozellikleri incelenecektir.

Tanim 2.2.1 [19]: ¢ € X X Y olsun. Her (x,y),(a,b) €R igin (xeoa,y *b) € ¢ kosulu

saglantyorsa ¢’ye, X’ten Y’ye bir bagintisal homomorfi denir.

Ornek 2.2.2:

(1) ¢, (X,o) yarigrubu tizerinde bir kongriians bagintis1 olsun. Bu durumda ¢, X’ ten
X’e bir bagintisal homomorfidir.

(2) f:X—-Y yangrup homomorfisi olsun. Bu takdirde f € X XY bir bagintisal
homomorfidir.

(3) (X,o) ve (Y,x) herhangi iki yarigrup olmak tiizere ¢ = X XY bir bagintisal
homomorfidir.

Ornek 2.2.3: X = {a,b} ve Y = {1,2} kiimeleri {izerinde, sirastyla, Tablo 7 ve Tablo 8

yardimiyla tanimlan " o " ve " x " ikili islemleri ile (X,o) ve (Y,x) birer yarigruptur.

Tablo 7. Ornek 2.2.3’teki" o " ikili islemi
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Tablo 8. Ornek 2.2.3’teki"  "ikili islemi

* 1|2
11111
211

X’ten Y’ye tlim bagintisal homomorfiler:

Y1 ={(a, D}, Yg = {(b, 1), (b, 2)},

Y, = {(a,2)}, Yy ={(a,1),(a,2)},

Y3 ={(b, 1)}, Y10 ={(a,1),(a,2),(b, 1)},

Y, ={(b,2)}, Y11 ={(a, 1), (b, 1), (b, 2)},

¥s ={(a,1), (b, D}, Y12 ={(a,2),(b,1), (b, 2)},

¥e = {(a,2), (b, D}, Y13 ={(a,1),(a,2),(b,1), (b, 2)} dur.

Y7 ={(a,2),(b,2)},

Onerme 2.2.4: ¢, X’ten Y’ye bir bagmtisal homomorfi olsun. Bu takdirde her x,y € X
igin Fy, (x) * F,(y) € Fy(x oy) dir.

Ispat: a € F,(x) x F,(y) olsun. Bu takdirde a = t; xt, olacak sekilde t; € F,(x) ve
t, € F,(y) elemanlart mevcuttur. Bu durumda (x,t;),(y,t;) € ¢ yazilir. ¢ bagmtisal
homomorfi oldugundan (x o y,t; * t;) € ¢ dir. Béylece a € Fy,(x o y) dir. Sonug olarak
F,(x) * F,(y) € F,(x°y) dir.

Tanim 2.2.5 [9]: (X,°), (Y,*) birer grup olsun. F: X — *(Y) fonksiyonuna kiime degerli
homomorfizim denir :< Her a,b € X igin F(a) * F(b) = F(aob) ve (F(a)) ! =
F(a™).

Teorem 2.2.6: (X,0), (Y,x) gruplar olsun. F: X — *(Y) kiime degerli homomorfizim ise
@ bagintisal homomorfidir.

Ispat: Onerme 2.2.4 ile kolayca goriilebilir.

Teorem 2.2.7: ¢ € X XY bir bagmtisal homomorfi ve A, Y’nin bir alt yarigrubu olsun.
Bu takdirde 9(A) # & ise (A4), X’in bir alt yarigrubudur.

Ispat: x € p(4) o p(A) olsun. x = aob olacak sekilde a,b € p(A) mevcuttur. Bu
takdirde, @(A)’nin tammindan F,(a) NA # & ve F,(b)NA# & yazlabilir. Bu
durumda (a,t;), (b, t,) € @ olacak sekilde t,,t, € A mevcuttur. ¢ bagmtisal homomorfi

oldugundan (aob,t; xt,) € ¢ dir. A alt yarigrup oldugu igin t; xt, € A dir. Bu
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durumda F,(x) N A # & olur. Buradan x € ¢(4) oldugu goriiliir. Boylece @(A) o
©(A) € p(A) elde edilir.
Teorem 2.2.8: ¢ € X XY bir serial bagintisal homomorfi ve A, Y nin bir sol (sag) ideali
olsun. Bu takdirde @ (4) # & ise p(A), X’in bir sol (sag) idealidir.
Ispat: x € X o 9(A) olsun. x = ao b olacak sekilde a € X ve b € p(A) mevcuttur. ¢
serial oldugu icin (a,y) € ¢ olacak sekilde y € Y mevcuttur ve @(A4)’nin tanimindan
F,(b) N A # & yazlabilir. Bu takdirde (b,t) € ¢ olacak sekilde t € A mevcuttur. ¢
bagintisal homomorfi oldugundan (a o b,y * t) € ¢’dir. A sol ideal ise y xt € A’dir. Bu
durumda F,(x) N A # & olur. Buradan x € @(A4)’dir. Béylece X o p(A4) € ¢p(A) elde
edilir. 9(A), X’in bir sol idealidir. A, Y nin bir sag ideali ise ispat benzer sekildedir.

Ornek 2.2.9, yukaridaki teoremin genel olarak dogru olabilmesi igin ¢ bagintisinin
serial olmasi gerektigini ifade etmektedir.

Ornek 2.2.9: X = {a,b,c} veY = {d, e, f} kiimeleri iizerinde, sirastyla, "o " ve " " ikili

islemleri asagidaki tablolar yardimiyla tanimlanmastir.

Tablo 9. Ornek 2.2.9°daki " o " ikili islemi

Q| |8
a (T |(Q "N

a (s |Q

o SR |o

Tablo 10. Ornek 2.2.9°daki " * " ikili islemi

[SHIRSHIEST <]

(| |0
[~~~

mILREYES

Bu islemlere gore (X,o) ve (Y,*) birer yarigruptur. A = {d,e} S Y kiimesi (Y,*)
kiimesinin bir sol idealidir ve ¢ = {(a,d),(a,e),(a,f),(b,d),(b,e),(b,f)} S X XY
serial olmayan bir bagintisal homomorfidir. Kolayca goriilebilir ki ¢ (A) = {a, b} kiimesi

X’in bir sol ideali degildir.
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Asagidaki Ornek; Y’nin bir quasi-idealinin, bir bagintisal homomorfiye gore {ist
yaklagiminin, X in bir quasi-ideali olmas1 gerekmedigini gdsterir.

Ornek 2.2.10: Z tam sayilar kiimesi olmak iizere (M,(Z),.) yarigruptur.

A= {[’5 8] | € Z} kiimesi M, (Z) kiimesinin bir quasi-idealidir.

o= (ol Phezof(l; Phezjezama

bir bagintisal homomorfidir. Ancak A’nin st yaklasimi olan @ (A) = {0,1} kiimesi Z’ nin
bir quasi-ideali degildir.
Teorem 2.2.11: ¢ € X X Y bir serial bagintisal homomorfi ve A, Y nin bir bi-ideali olsun.
Bu takdirde @(A) # & ise p(A), X’ in bir bi-idealidir.
Ispat: x € 9(A) o X o p(A) olsun. x = a o b o ¢ olacak sekilde a,c € p(4) ve b€ X
mevcuttur. ¢ serial oldugu icin (b,y) € ¢ olacak sekilde y € Y mevcuttur ve ¢ (4) nin
tammindan F,(a) NA # & ve Fy(c)NA+# & yazilr. Bu takdirde (a,t;) € ¢ ve
(c,t,) € @ olacak sekilde t;,t, € A elemanlar1 mevcuttur. ¢ bagmtisal homomorfi ve A
bi-ideal oldugundan (aoboc,t;*xy*xt,) E@ ve t;xy*t, EA dir. Bu durumda
F,(x) NA# & olur. Buradan x € 9(A4) oldugu goriiliir. Béylece @(4) o X o p(4) €
@ (A) elde edilir. Teorem 2.2.7 ile  (A), X’in bir bi- idealidir.
Ornek 2.2.12: Ornek 2.2.3’te verilen (X,0) ve (Y,*) yargruplar iizerinde tanimlanan
P,bagintisal homomorfisi serial degildir. A = {1} kiimesi Y’nin bir bi-idealidir ancak
Y1(A) = {a}, X’in bir bi-ideali degildir.
Teorem 2.2.13: ¢ € X X Y bir bagintisal homomorfi olsun. Bu takdirde her 4,B € p(Y)
icin 9 (A) e p(B) € p(A * B) dir.
Ispat: x € 9(4) o @(B) olsun. Bu takdirde x =aob olacak sekilde a € p(4) ve
b € 9(B) elemanlar1 mevcuttur. Ust yaklastm tanmm ile F,(a)NA+ T ve
F,(b) N B # Jdir. Bu durumda (a,t;) € ¢ ve (b,t;) € ¢ olacak sekilde t; € A ve
t, € B elemanlari mevcuttur. ¢ bagintisal homomorfi oldugundan (a o b, t; *xt,) € @ ve
t; xt, € Ax B dir. Buradan x =aob € 9(A x B) elde edilir. Boylece @(A) o (B) <
®(A x B)dir.

Omek 2.2.14 ile bu teoremdeki alt kiime islecinin genel anlamda esitlik ile
degistirilemeyecegi gosterilmistir.
Ornek 2.2.14: o ikili islemi her a,b € Nigina o b = a.b ve “ = " ikili islemi her a,b € Z

icin a*b =a+ b — 1 olarak tammlansin. Bu durumda (N,e) ve (Z,*) yarigruplardir.
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¢ = {(0,0),(0,-1),(0,—2),(0,—3), ...} seklinde tanimlanan ¢ bagmtis1 N’den Z’ye bir

bagintisal homomorfidir. A = {0,4} ve B = {1} olarak secilirse p(4) = {0} , p(B) = &

ve @(A * B) = {0} oldugundan @(A x B) € ¢(A) o ¢(B)’dir.

Tanmm 2.2.15: ¢ € X XY bir bagintisal homomorfi olsun. Her a, b €X , y €Y ve

(aeb,y) €@ icin cxd=1y ve (a,c), (b,d) € ¢ olacak sekilde c,d € Y mevcut ise

¢’ye tam bagintisal homomorfi denir.

Ornekler 2.2.16:

(1) Ornek 2.2.3" te verilen (X,o) ve (Y,*) yarigruplari iizerinde tanimlanan v, ¥;, g
ve 1,3 bagintilar1 tam bagintisal homomorfilerdir.

2) X={ab,c 1} veY ={d,e} kiimeleri {lizerinde, Tablo 11 ve Tablo 12 yardimiyla

tanimlan " o " ve “ x " ikili islemleri ile (X,o) ve (Y,*) birer yarigruptur.

Tablo 11. Ornekler 2.2.16 (2)’deki " o " ikili islemi

=0 (T |o
Qo || |Q
S0 [ B
Ol |s|Q |08
o || (=

Tablo 12. Ornekler 2.2.16 (2)’deki " o " ikili islemi

*|d|e
dld]|e
e e

Bu durumda, X’ten Y’ye ¢ = {(a,d), (b,d),(c,d),(1,d)} € X X Y bagmtis1 bir tam
bagintisal homomorfidir.

Ornek 2.2.17: X ={a,b,c} ve Y ={1,2,3} kiimeleri iizerinde asagidaki tablolar

yardimiyla tanimlanan " o " ve " % " ikili igslemleri ile (X,o) ve (Y,*) birer yarigruptur.
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Tablo 13. Ornek 2.2.17 ‘deki " o " ikili islemi

[SIRS l IE~
a0 | Q|
a|ls|a |
alalala

Tablo 14. Ornek 2.2.17 “‘deki " = " ikili islemi

WIN| P =
WINININ
Wlwlww

WIN| =

@1 ={(a, D},

@2 ={(b, D},

93 ={(a, D), (b,1),(c, 1)},

¢y ={(a,1),(a,2),(a,3)},

¢s ={(b,1),(b,2),(b,3)},

pe = 1{(a,1),(a,2),(a,3)(b,1),(b,2),(b,3),(c1),(c,2)(c3)} bagmtilar1 X’ten Y’ye
bazi tam bagintisal homomorfilerdir.

97 ={(a,2),(a,3)},

pg = {(b,2),(b,3)},

@9 = {(a,1),(b,2),(c,2)(c,3)} ve @10 ={(c,2)(c,3)} bagintilari, X’ten Y’ye, birer
bagintisal homomorfi olmalarina karsin tam bagintisal homomorfi degildir.

911 ={(a,1),(b,2)} ve ¢, =1{(a,2),(h,3)} bagmtilar1 bagmtisal homomorfi
degildir.
Onerme 2.2.18: ¢ S X XY bir tam bagmntisal homomorfi olsun. Bu durumda
Fy(x) *x Fy(y) = Fy(x o y) dir.
Ispat: a € F,(x o y) olsun. Bu takdirde (x°y,a) € ¢’dir. ¢ tam bagntisal homomorfi
oldugundan a = t; x t, ve (x,t;), (y,t,) € ¢ olacak sekilde t;,t, € Y mevcuttur. Buradan
t; EF,(x) ve t, € F,(y) dir. Bu durumda a € F,(x) * F,(y) olur. Bdylece
Fy(x 0 y) € F,(x) x F,(y) elde edilir.

@ S X X Y bagmtisal homomorfi oldugundan Onerme 2.2.4 ile ispat tamamlanir.
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Teorem 2.2.19: ¢ € X XY ve ¢! bir tam bagintisal homomorfi olsun. Bu takdirde her
A,B € (Y) icin @(A) c p(B) = p(A x B)’dir.

Ispat: x € 9(A4 x B) olsun. Bu takdirde F,(x) N A x B # & olur. Buradan a * b € F,(x)
olacak sekilde a € A ve b € B mevcuttur. Boylece (x,a *xb) € @’dir ve buradan da
@ Vin tammu ile (a* b,x) € ¢ V’dir. ¢! bir tam bagmtisal homomorfi oldugundan
x=poq ve (a,p),(b,q) €' olacak sekilde p,q € X mevcuttur. Bu durumda
(p,a),(q,b) € @’dir. Béylece a € F,(p) N A ve b € F,(q) N B elde edilir. p € p(4) ve

q € p(B)’dir.x =poq € p(A) o p(B) elde edilir.

Sonug olarak Teorem 2.2.13 ile (A4) o @(B) = @(A * B) esitligi elde edilir.
Teorem 2.2.20: ¢ € X X Y bir tam bagintisal homomorfi olsun.
Bu takdirde her 4, B € (Y) i¢in Q(A) ° Q(B) c Q(A * B)’dir.
Ispat: x € @(A) o ¢(B) olsun. Bu takdirde x =acob olacak sekilde a € ¢(4) ve
b € ¢(B) elemanlart mevcuttur. Alt yaklasim tanimi ile Fy(a) S A ve F,(b) S B dir. Bu
durumda Onerme 2.2.18 ile F,(a) * F,(b) = F,(a°b) S A% B elde edilir. Buradan
x=acb€@(AxB) elde edilir. Béylece p(A4) o ¢(B) € ¢(A x B) dir.
Teorem 2.2.21: ¢ € X XY bir tam bagintisal homomorfi ve A, Y’nin bir alt yarigrubu
olsun. Bu takdirde @(A) # & ise ¢(A), X in bir alt yarigrubudur.
Ispat: x € Q(A) ° Q(A) olsun. Bu durumda x =aob olacak sekilde a,b € Q(A)
mevcuttur. Buradan F,(a) € A ve F,(b) € A yazilir. A kiimesi alt yarigrup oldugundan
ve Onerme 2.2.18 ile F,(a°b) =F,(a) *F,(b) S AxA S A elde edilir. Bu takdirde
xX=aobe€ Q(A)’dlr. Sonug olarak Q(A) ° Q(A) c Q(A)’dlr.

Bu teoremin dogru olabilmesi i¢in ¢ € X X Y’nin bagintisal homomorfi olmasi yeterli
degildir.
Ornek 2.2.22: (X,) ve (Y,*) yarigruplari ve ¢, bagintisal homomorfisi Ornek 2.2.17°de
verildigi gibi olsun. A = {1,2} kiimesi Y nin bir alt yarigrubudur.

Ancak @9 (A) = {a, b}, X‘in bir alt yarigrubu degildir.
Teorem 2.2.23: ¢ € X XY bir tam bagintisal homomorfi ve A, Y nin bir sol (sag) ideali
olsun. Bu takdirde ¢(A4) # & ise ¢(A), X’in bir sol (sag) idealidir.
fspat: x € X o Q(A) olsun. Bu takdirde x = aob olacak sekilde a € X ve b € Q(A)

mevcuttur. Buradan F, (b) € A’dir. ¢ tam bagmtisal homomorfi ve A, Y’nin bir sol ideali
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oldugundan F,(a°b) = Fy(a) *x F,(b) €Y * A € A’dir. Buradan x =aob € @(A) dur.
Boylece X o p(A) S ¢(A) elde edilir.

Ornek 2.2.24: Omekler 2.2.16 (2)’de verilen (X,°) ve (Y,*) yarigruplari ele almsin.
¢ ={(a,d),(a,e)} € X XY olarak tanimlanan ¢ bir bagintisal homomorfidir ancak tam

bagintisal homomorfi degildir.

A = {e} kiimesi Y nin bir sol idealidir. Fakat 4 (A) = {b, c, 1}, X’in bir sol ideali degildir.
Teorem 2.2.25: ¢ € X XY bir tam bagintisal homomorfi ve A, Y nin bir bi-ideali olsun.
Bu takdirde ¢(A) # & ise ¢ (A), X in bir bi-idealidir.

Ispat: z € Q(A) oXo Q(A) olsun. Bu takdirde z = a o x o b olacak sekilde a,b € Q(A)
ve x € X elemanlar1 mevcuttur. Boylece F,(a) € A ve F,(b) € A’dir. A, Y’nin bi-ideali
oldugundan ve Onerme 2.2.18 ile Fy(acxob) =F,(acx)*F,(b) = F,(a) *x Fy(x) *
Fp(b) SAxYxAC Adir. Buradan z=aoxob€ @(A)dir. Bdylece @(A)oXo
@(A) € ¢(A) elde edilir. Sonug olarak Teorem 2.2.21 ile ispat tamamlanur.

Teorem 2.2.25, Teorem 2.2.11 ve Teorem 1.7.7 g6z oniinde bulundurularak asagidaki

sonuclara ulasilir.
Sonuc¢ 2.2.26:
(1) @ € X XY bir serial bagintisal homomorfi ve A, Y nin bir sol (sag, iki yanl veya
quasi-) ideali olsun. Bu takdirde @(A) # & ise (A), X’in bir bi- idealidir.

(2) @ S X XY bir tam bagintisal homomorfi ve A, Y nin bir sol (sag, iki yanli veya
quasi-) ideali olsun. Bu takdirde ¢ (A) # D ise 4 (A), X’in bir bi-idealidir.
Teorem 2.2.27: ¢ € X X Y bir tam bagintisal homomorfi ve A, Y nin bir asal ideali olsun.
Bu takdirde ¢(4) # & ise ¢(A4), X’in bir asal idealidir.

Ispat: Teorem 2.2.23’ten ¢ (A), X in bir idealidir.

XoyE Q(A) olsun. Bu durumda F,(x°y) €A olur. Onerme 2.2.18 ile F,(x) *
F,(y) € A’dir. A asal ideal oldugundan F,(x) €A veya F,(y) €A olur. Bdylece
X €@ (A) veyay € [ (A) sonucuna ulasilir. Sonug olarak [ (A), X’in bir asal idealidir.
Teorem 2.2.28: ¢ € X X Y bir serial tam bagintisal homomorfi ve A, Y nin bir asal ideali
olsun. Bu takdirde @(A4) # & ise p(A), X’in bir asal idealidir.

Ispat: Teorem 2.2.8’den 9(A), X’in bir idealidir. x oy € 9(A) olsun. Bu durumda
Fy(xoy)NA # Dolur. (x °y,a) € ¢ olacak sekilde a € A mevcuttur. ¢ tam bagintisal
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homomorfi oldugundan a = b o c ve (x,b),(y,c) € ¢ olan b,c € Y mevcuttur. a =b o
c €A ve A, Y nin bir asal ideali oldugundan b € A veya c¢ € A’dir. Boylece b € F,(x) N
A veya c € F,(y) N A’dir. x € 9(A) veyay € ¢(A) elde edilir. Sonug olarak ¢(4), X’in

bir asal idealidir.

2.3. (9, T)-L-Fuzzy Kaba Kiimelerin Yapisi

X ve Y bostan farkli iki kiime ve R , X’den Y’ye bir L-fuzzy baginti olmak iizere
(X,Y,R) tgclisiine bir L-fuzzy yaklasim uzay1 denir. X =Y ise R, X de L-fuzzy bagint1
olarak adlandirilir ve bu durumda (X, R)’ye bir L-fuzzy yaklasim uzay1 denir. Bu yaklagim
uzay1 tizerindeki ¢esitli ozellikler [6, 11, 14, 22, 28, 35, 36, 38, 44, 46, 50, 51, 52, 57]
makalelerinde incelenmistir.

T ve 7, sirastyla, L tam kafesi iizerinde birer t-norm ve implikasyon olsun. (X,Y,R) L-

fuzzy yaklasim uzayr olmak tizere u:Y — L gibi herhangi bir L-fuzzy kiimesinin bu
—T

yaklagim uzayina gore T-iist ve J-alt L-fuzzy kaba yaklagimlari sirasiyla R (i) ve Ry(u)

ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

R @ =\/T(Rey,um) xex

yEY

RW® = N\IR@»a0)  xex

YyEY
T
R ,R;: LY - LX operatérleri (X,Y,R) yaklasim uzayinin T-iist ve J-alt L-fuzzy kaba

—T
yaklagim operatorleridir. R (1) ve Ry(u), X in birer L-fuzzy kiimesidir.
—T
(& (W), R (,u)) ikilisine u niin (X,Y,R) yaklasim uzayma gore (J,T)- L-fuzzy kaba

kiimesi denir.
L = [0,1] tam kafesi segilerek bu yaklasim uzayindaki daha 6zel bazi sonuclar [30, 50,
51, 52] de incelenmistir.
Ornek 2.3.1: X = {x,y,z} veY = {a, b, c} olsun.
u:Y — [0,1] fuzzy kiimesi: u(a) = 0, u(b) = 0.7, u(c) = 1 olarak tanimlansin.
R:X XY — [0,1] fuzzy bagintis1 asagidaki tablo yardimiyla tanimlansin.



37

Tablo 15. Ornek 2.3.1°deki R L-fuzzy bagintist

al|b | c
06 110

09105 1
110207

N[ R [

aTB = max{0,a + f — 1} olarak tanmimlanan t-norm igin ET(M) alt yaklasimi
sOyledir:
—T
R (0@ = \/ TR 0,00)

tey

= sup{T(R(x,a), u(a)), T(R(x, b), u(b)), T(R(x,c), u(c))}
= sup{T(0.6,0),7(1,0.7),T(0,1)} = sup{0,0.7,0} = 0.7
R @) = \/T(RO,0.00)

tey
= sup{T (R, @), 1(@)), T(R(, b), u(B)), T(R(, ©), k(D))
= sup{T(0.9,0),T(0.5,0.7), T(1,1)} = sup{0,0.2,1} = 1
R @@ =\/T(RG0.10)

tey
= sup{T(R(z, a),/,t(a)),T(R(z, b),,u(b)),T(R(z, c),/,t(c))}
= sup{T(1,0),7(0.2,0.7),7(0.7,1)} = sup{0,0,0.7} = 0.7
adf = min{l,1 — a + B} olarak tanimlanan implikasyon i¢in R;(u) alt yaklagimi
sOyledir:
R0 = [\ 1(RGx,0,1(®)

tey

= inf{I(R(x,a), u(a)),7(R(x, b), u(b)),I(R(x, ¢), u(c))}
— inf(7(0.6,0),7(1,0.7),7(0,1)} = inf{0.4,0.7,1} = 0.4
R = [\ 1(RG,0,u0)

tey

= inf{I(R(y,a), (@), 7(R(y, b), u(b)), I (R(y, c), u(c))}
= inf{7(0.9,0),7(0.5,0.7),7(1,1)} = inf{0.1,1,1} = 0.1
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R = [\7(RG0,0(0)

tey
= inf{I(R(z,a), u(a)),3(R(z,b), u(b)),3(R(z ), u(c))}
= inf{3(1,0),7(0.2,0.7),7(0.7,1)} = inf{0,1,1} = 0

Teorem 2.3.2 [S1]: i, v, 15,1, EF (Y,L) ve B € Y olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler

saglanir:

M R Vierw) =VierR ()
Gy u<viscR W<RE O,
i) R (Aeri) < AerR (1),

@v) Her(x,y) EXxYiginR (1,)(x) = R(x,y),

(v) Her(x,y) € X XY igin ﬁT(lB)(x) =Vyes R(x,y) .

Teorem 2.3.3 [S1]: p,v,1p\(yy, 15 € F(Y,L) ve B <Y olsun. Bu takdirde asagidaki
ozellikler saglanir:

D Ry(Nier ) = Nier Ry ()

(i) p<vise Ry(W) <Ry(v),

(i) Vi Ry(u) < Ry(Vier 1)

(iv)  Her (x,y) € X x Y i¢in Ry(15\(y) () = I(R(x,¥),0) ,

(v)  Her(x,y) € X XYigin R;(15)(x) = AyepI(R(x,¥),0) .

Teorem 2.3.4: (X,Y, R) L-fuzzy yaklasim uzay1 ve A € Y olsun. Bu takdirde:

(1) Hera €L i¢in R (A) S [ET(lA)]a’dlr.

(2) R, V- 6zelligine sahip bir L-fuzzy bagnti ise R, (A) = [ET(l )] g dir.

Ispat:

(1) x€R,(A) olsun. Bu takdirde Fr,(x) N A # & oldugundan (x,t) € Rolacak
sekilde t € A mevcuttur. Buradan a < R(x,t) < ET(l ) (x) yazilabilir. Bu
durumda x € [ET(l )], oldugu goriiliir. Béylece R, (4) € [ET(l )]« elde edilir.

(2) R sup-property Ozelligine sahip bir L-fuzzy bagmti ve x € [ET(lA)]a olsun. Bu
durumda @ <R (1,)(x) olur. Bu takdirde & < Vyey R(x,Y)T14(y) =

Vyea R(x,y) siralamasi yazilabilir. R’nin V-6zelligi ile & < R(x, t) olacak sekilde
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J— —T
bir t € A mevcuttur. Béylece x € R, (A) oldugu goriilir. Buradan [R (1,)], S

R, (A) elde edilir. Sonug olarak R, (A) = [ﬁT(l )] dir.
Ornek 2.3.5: X = {1,2,3,4} veY = {a, b, c} iki kiime olsun. L = M5 ve a € L olmak

tizere R: X XY — L L- fuzzy bagmtis1 Tablo 16 yardimiyla tanimlansin.

Tablo 16. Ornek 2.3.5’teki R L- Fuzzy bagintisi

W = (Y
ol IR|IOIQ
R[(Q=R| [
QRO

— —T
Y kiimesinin bir A = {a, ¢} alt kiimesi i¢in R,(A4) = {3} ve 4 € [R (14)], dir. Boylece
Teorem 2.3.4 (2)’deki esitlik genel anlamda dogru degildir.

Teorem 2.3.6: (X,Y,R) L-fuzzy yaklasim uzay1 ve u € F(Y,L) olsun. ,f € L i¢in R

nin f-seviye kiimesi Rg ve ET(M) niin aTf-seviye kiimesi [ET(IA)]aTﬁ olmak tizere
Ry (i) € [R (W]ars seklindedir.

Ispat: x € @(ua) olsun. Bu durumda Fg 5 (x) N ug # & dir. Buradan (x,t) € Rg olacak
sekilde t € u, mevcuttur. Bu takdirde a < u(t) ve B < R(x,t)’dir. Boylece aTf <
u(t)TR(x,t) < ET(/J) (x) elde edilir. Buradan x € [ﬁT(,u)]aTﬁ oldugundan ispat
tamamlanir.

Ornek 2.3.7: X ={1,2,3} ve Y ={a,b,c} iki kiime olsun. L, Sekil 8 ile verilen tam

kafes ve a €L olmak tlizere R:X XY — L L-fuzzy bagntis1 asagidaki Tablo 17
yardimiyla tanimlansin. u € F(Y,L) L-fuzzy kimesi u(a) =0 , u(b) = a ve u(c) =p

N —T
seklinde tanimlanirsa Rg () = {1} ve [R (W)]qrp = {1, 2} oldugu goriiliir. Boylece genel

anlamda Teorem 2.3.6'daki alt kiime isleci esitlik ile degistirilemez.
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Tablo 17. Ornek 2.3.7°deki R L-fuzzy bagintist

Qo™ T

WIN =
=R |SQ

oI~ |N

Teorem 2.3.8: L tam bir kafes ve (X,Y,R)bir yaklasim uzay1 ve u, Y’nin bir L-fuzzy

kiimesi olsun. T; ve T,, L ilizerinde birer t-norm olmak iizere T; < T, ise
—T —T.

R '(1) <R *(p)dir.

. .. =T

ispat: Her x€X i¢in R (W) = Vyey REENTIHB) < Vyey R, NTu() =

ﬁTZ (1) (x) siralamasi dogru oldugundan ETl (n) < ETZ (u) elde edilir.

Teorem 2.3.9: L tam bir kafes ve (X,Y,R)bir yaklasim uzay1 ve y, Y’nin bir L-fuzzy
kiimesi olsun. J; ve J,, L iizerinde birer implikasyon olmak iizere J; < J, ise
Ry, (1) < Ry, (1) dir.

Ispat: Her x€X ic¢in Ry (W) = Ayey ROGY)Tu®) < Ayey RO, ) Tou(y) =
R;, (1) (x) siralamasi dogrudur. Boylece Ry (1) < Ry, () elde edilir.

2.4. Yangruplarda (9, T)-L-Fuzzy Kaba Kiimeler

Bu bolimde (X,0), (Y x) ve (Z,0) kiimeleri birer yarigrup olarak ele alinacaktir.
Verilen bu yarigruplar ile Ignjatovic, Ciric ve Bogdanovic’in [19]’da tanimladig: 6zel bir
L-fuzzy bagmtisindan yararlanilarak bir L-fuzzy yaklasim uzayr olusturulacaktir.
Yarigruplardan birinin bir u L-fuzzy alt kiimesinin bu yaklagim uzayima gore T-list ve J-alt
yaklagim operatorlerinin bazi 6zellikleri arastirilacak ve agiklayici nitelikte bir takim
ornekler verilecektir.

Tanmm 2.4.1 [19]: R € F(X XY, L) olsun. R L-fuzzy bagintisina bir TL-fuzzy bagintisal
homomorfi denir : <Her x,a € X ve her y,b €Y i¢in R(x,y) T R(a,b) < R(xoa,y*
b)’dir.

Ornek 2.4.2: X = {a,b} ve Y = {c,d, e} kiimeleri iizerinde sirasiyla "o " ve "* " ikili

islemleri, sirasiyla, Tablo 18 ve Tablo 19 yardimiyla asagidaki gibi tanimlansin:
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Tablo 18. Ornek 2.4.2°deki " o " ikili islemi

o lal|b
a|al|b
b|b | b

Tablo 19. Ornek 2.4.2°deki " * " ikili islemi

Qla|o | &
Q|0

Qa|la|a|a

Q|||+

Bu durumda (X,0) ve (Y,*) birer yarigruptur. L = Ny tam kafesi i¢in R: X XY — L
L-fuzzy bagintisi; her t € Y ig¢in R(a,t) = a, R(b,c) = 1, R(b,d) =y, R(b,e) = 0 olarak
tanimlanirsa R, bir TL-fuzzy bagintisal homomorfidir.

Ornek 2.4.3: (X,0) ve (Y,*) iki yarigrup, R € F(X X Y,L) ve f:X - Y bir yarigrup

A, =
homomorfisi olsun. ’,A € L ve I’ < A olmak lizere R(x,y) = {/1, ]} (();)) ¢3;

seklindeki

bir L- fuzzy bagmti, TL-fuzzy bagintisal homomorfidir.

Teorem 2.4.4: R bir TL-fuzzy bagintisal homomorfi ise R~ de TL-fuzzy bagmtisal

homomorfidir.

Ispat: TL- fuzzy bagmtisal homomorfi tanmimindan agiktir.

Teorem 2.4.5: R € F(X X Y,L) ve A € L olsun. Bu takdirde;

(1) R L-bagintis1 TL-fuzzy bagintisal homomortfi ise her A € D i¢in R; bagintisal
homomorfidir.

(2) Her A€L icin R; bagitisal homomorfi ise R, L- fuzzy bagintisi TL-fuzzy
bagintisal homomorfidir.

Ispat:

1) (x,y),(a,b) €Ry olsun. A < R(x,y) ve A <R(a,b) dir. Bu takdirde ATA <

R(x,y)TR(a,b) yazilabilir. Béylece A = ATA < R(x,y)TR(a,b) < R(xoa,y*

b) elde edilir. Sonug olarak (x o a,y * b) € R; oldugundan ispat tamamlanr.
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A = R(x,y)TR(a, b) olsun. Bu takdirde (x,y), (a,b) € R, dir. Boylece (x o a,y *
b) € R, olur. Sonug olarak A < R(x o a,y * b) dir. R, L- fuzzy bagintis1 TL-fuzzy

bagintisal homomorfidir.

Sonug¢ 2.4.6: R € F(X XY, L) igin ResR S Dy olsun.

R, TL-fuzzy bagintisal homomorfidire Her A € D i¢in R; bagintisal homomorfidir.

Teorem 2.4.7: R€E F(X xY,L) ve PE€ F(Y X Z,L) ve T, sonsuz V -dagilimli bir t-norm

olsun. Eger P ve R L-bagmtilar1 TL-fuzzy bagintisal homomorfi ise bu bagmntilarin T-

bileskeleri olan P o R, L- fuzzy bagintis1 da TL —fuzzy bagintisal homomorfidir.

Ispat:

Her (x4, 2;), (x,2,) € X X Z igin

(P or R)(x1,21)T(P op R)(x3,23)

= <\/ R(xy, t)TP(t, zl)> T <\/ R(x,, K)TP(k, Zz))

tey k€Y

- \/\/R(xl, t)TR (x5, K)TP(t, 2)TP(k, 2,)

tey key
< \/\/R(x1 ox,, t x K)TP(t x k, 2z, ¢ z)
tey key
< \/R(xl o X5, Y)TP(y,2z, 0 2,) = P oy R(xq 0 Xy,2, 0 Z5).
yeY

Sonu¢ olarak; P op R(xy,2,)TP o R(x5,25) < P op R(x1 © x5,2; ¢ 2,) oldugundan

P or R L- fuzzy bagintisi, TL —fuzzy bagintisal homomorfidir.
Teorem 2.4.8: REF(X XY, L) ve PEF(Y XZ,L) ve A€ L igin Ry ve P, sirasiyla R

ve P L- fuzzy bagintilarinin A-kesimleri olsun. Bu takdirde;

@

(#))
Ispat:

@

2

Her A € Dy i¢in Py o Ry € (P o R), dir.

Eger L bir sonlu zincir ise (P o R); € P, o R; dir.

(x,z) € Py o R; olsun. Bu takdirde (x,y) € R; ve (y,z) € P; olacak sekilde y € Y
mevcuttur. A < R(x,y) ve A< P(y,z) olur. A =ATA<R(x,y)TP(y,z) <
Vyey R(x, ¥)TP(y,z) = (P or R)(x,2)’dir. ~ Buradan A < (P oy R)(x, z) dir.
Boylece (x,z) € (P o R); olur. Sonug olarak P o R; € (P oy R), elde edilir.

(x,z) € (P or R), olsun. Bu takdirde A < (P oy R)(x,2) = Vyey R(x,¥)TP(y,2)
yazilir. Eger L sonlu zincir ise Vyey R(x,y)TP(y,z) = R(x,t)TP(t,z) olacak
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sekilde t €Y mevcuttur. Bu durumda A < R(x,t)TP(t,z) < R(x,t) ve 1<
R(x,t)TP(t,z) < P(t,z)’dir. Béylece (x,t) € R, ve (t,z) € P, dir. Sonug olarak
(x,z) € Py o Ry oldugundan (P o R); € P, o R; elde edilir.
Sonu¢ 2.4.9: R€ F(X X Y,L) ve P € F(Y X Z,L) i¢in 1 € D; ve L bir sonlu zincir olsun.
Bu takdirde (P oy R); = R o Py dur.
Teorem 2.4.10: RE F(X XY,L) ,PE F(Y X Z,L), u € F(Z,L) ve T, sonsuz V-dagilimli
bir t-norm olsun. Bu durumda P o1 R (i) = ET (ﬁ(u)) dir.
Ispat: Her x € X icin

Por R () = \/ (P or R)Go ATu()

ZEZ

_ \/ \/R(x, Y)TP(y,2) | Tu(z)
Z€EZ \ yEY

_ \/\/R(x, VTP (y,2)Tu(2)
ZEZ yEY

= \/ R(x,y)T (\/ P(y, Z)Tu(2)>
YEY Z€EZ

= \/ R(x, YTP(1)(¥)
YyeEY

=R (PG) (0.

- _T /—
Boylece P o R (u) = R (P(u)) elde edilir.
Teorem 2.4.11: R € F(X X Y,L) bir TL-fuzzy bagintisal homomorfi; y ,Y’nin bir TL-

—T
fuzzy altyarigrubu ve T, sonsuz V-dagilimli bir t-norm olsun. Bu durumda R (u), X’in bir
TL-fuzzy alt yarigrubudur.

Ispat: Hera, b € X igin

R @@TR @® = \/ R@ydTaen |7( \/ R®,32TuG)

YV1€Y Y2€Y
= \/ V/ R@yTuGOTR®, y)Tu(r,)
Y1€Y y2€Y

< \/ \/ R(aob,y; * y)Tu(y; x y2)

Y1€EY yo,€Y
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< \/R@eb.y)Tu() =R (@b,

yeEY

Sonug olarak ET () (a)TﬁT (w)(b) < ET (1) (a o b) elde edilir. Boylece ET (u), X’in bir
TL-fuzzy alt yarigrubudur.

Teorem 2.4.11, R;(u) icin genel olarak dogru olmayabilir. Bu durum asagidaki 6rnek
yardimiyla gosterilmistir.
Ornek 2.4.12: X = {a,b} ve Y = {c,d, e} kiimeleri "o " ve " * " ikili islemleri, sirastyla,

Tablo 20 ve Tablo 21 yardimiyla tanimlansin:

Tablo 20. Ornek 2.4.12°deki " o " ikili iglemi

olalb
al|b|b
b|b|b

Tablo 21. Ornek 2.4.12°deki " * " ikili iglemi

SH RN =5

alalaea

00 [*
QL[ (@

Bu durumda (X,0) ve (Y,x) birer yanigruptur. (Y,*)’nin u:Y = L TL-fuzzy alt
yarigrubu u(c) =y , u(d) =a , u(e) =B olarak tanimlansin. L = Ng olsun ve R €
F(X XY,L), L-fuzzy bagintisi olarak Ornek 2.4.2°de verilen TL-fuzzy bagintisal
homomorfi géz 6niine alinsin.

Tablo 22 yardimiyla tanimlanan J: L X L — L ikili islemi bir implikasyondur.

Tablo 22. Ornek 2.4.12°deki 7 implikasyonu

Rlo|lo|lolr @
OIR|IR P
OIR|R ™R
R R R -

OIRIR IR +IR

=R WK O
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T =A icin Ry()(@TRy(W)(@) = BT = B % 0 = Ry(u)(b) oldugundan Ry(w), X’in
bir T L-fuzzy alt yarigrubu degildir.
Ornek 2.4.13: Z tam sayilar kiimesi olmak iizere (Z,, +) ve (M,(Z),.) yarigruplarm goz
Oniine alalim.
u: M, (Z) - [0,1] fuzzy alt kiimesi, her A € M, (Z) igin asagidaki sekilde tanimlansin.
|A] # 0

u(a) =
) Al =0

Wl RN -

R:Z, x M,(Z) — [0,1] fuzzy bagmtsi, her A € M,(Z) ig¢in R(ﬁ,A) = u(A) ve
R(T, A) = (0 olarak tanimlanirsa bir fuzzy bagintisal homomorfidir.

T = Ty t-normunu, onun duali olan S = S, t-conormunu ve N = N negatoriinii g6z
Ontine alalim. Bunlara bagli §-implikator 7(x,y) = S(WV'(x),y) = (1 — x) V y seklindedir.
Ry (w) (6) = % ve R;(u) (T) = 1 olur. Buradan

_ _ 1 _
RyW(1)TR;(w)(1) =1 % 5 = Ry(w)(0)

2
elde edilir. Boylece R;(1), Z,’nin bir T = Ty,-fuzzy alt yarigrubu degildir.
Teorem 2.4.14: R € F(X XY, L) serial L-bagmtis1 bir TL-fuzzy bagintisal homomorfi;
U , Y’nin bir TL-fuzzy sol (sag, iki yanl) ideali ve T, sonsuz V-dagilimli bir t-norm olsun.
—T
Bu durumda R (¢) , X’in bir TL-fuzzy sol (sag, iki yanl) idealidir.
Ispat: Her a, b € X icin

R ((b) = 1TR(D() = R(a, y)TR() ()

= R@ T \[ Ry Tu()

Y2€Y
= \/ R(a,y)TR(b,y,)Tu(y,)
Y2€Y
< \/ R(a b,y x y,)Tu(y * y,)
Y2€Y
< \/R(a ob,t)Tu(t) = ET(H)(CL ° b).
tey

—T
Sonug olarak R (u), X’in bir TL-fuzzy sol idealidir.
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—T
u L-fuzzy alt kiimesi , Y nin bir TL-fuzzy sag ideali ise benzer sekilde R (u), X in bir TL-
fuzzy sag idealidir.

Teorem 2.4.15: R€ F(X XY,L) serial L-fuzzy bagmtis1 bir TL-fuzzy bagintisal

homomorfi; u, Y’nin bir TL-fuzzy bi-ideali ve T, sonsuz V-dagilimli bir t-norm olsun. Bu
takdirde R (1), X’in bir TL-fuzzy bi-idealidir.
Ispat: Her x,y € X igin

—T —T

R WTR (o) = \/ R oTe® T\ RO, 0Tk

tey key

= \/ \/ R(x, )Tu(®)TR(y, k)Tu(k).

teEY k€Y

R serial oldugundan her a € X i¢in R(a,b) = 1 olacak sekilde b € Y mevcuttur ve u, Y
nin bir T L-fuzzy bi-ideali oldugundan isleme s0yle devam edilebilir:

\/ \/ R(x, O Tu()TR(y, k)Tu(k) < \/ R(x, TR (y, K)Tu(t * b * k)

teYy key t,b,key

= \/ R(x, )TR(a, b)TR(y, K)Tu(t * b * k)

t,b,k€Y

< \/ R(xoaoy,txbxk)Tu(t*bx*k)
txb*k€Y

< \/R(xo a oy, DTu(l)

ley
=R (W(xoaoy).
Boylece ﬁT(,u)(x)TﬁT(u)(y) < ﬁT(,u)(x ocaoy) elde edilir. ﬁT(u), X in bir TL-fuzzy
bi-idealidir.
L = [0,1] kafesi tizerinde tamml olan, Tp(a, 8) = @. B ¢arpim t-normu ve J(a, ) =

1 — a + a.f implikasyonu g6z oniline alinmak iizere asagida bazi 6rnekler verilmistir.

Ornek 2.4.16: (x,y); x,y dogal sayilarmin en biiyiik ortak bolenini gdstermek iizere
(N,*) yarigrubu, x * y = (x, y) ikili islemi ile tanimlansin.

u: N — [0,1] fuzzy alt kiimesi u(n) = ﬁ seklinde alinsin. Bu durumda p, N’nin bir

T-fuzzy alt yarigrubudur.

1

R:N XN - [0,1] , her x,y € N i¢in R(x,y) ={E' 2lx
0 , Z2tx

olarak tanimlanan R

fuzzy bagintisi, bir T-fuzzy bagintisal homomorfidir.
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u fuzzy kiimesinin, (N,R) yaklasim uzayina gore T-ist ve J-alt fuzzy kaba

yaklagimlari, sirastyla, her m € N i¢in soyledir:

F o=\ 00 =\ /1 )=V ) =2

teN teN
2|m
s = \a(m000) = s () [\ 02 =0
teN teN
2|m 2im

ET (w) ve R;(u) , N’in birer T-fuzzy alt yarigrubudur. AyrlcaET(,u) ve R;(u) , N’in
birer T-fuzzy ideali, asal ideali ve bi-idealidir.
Ornek 2.4.17: X = {f|f:N\{0,1} » N\ {0,1}, f azalan bir fonksiyon} seklinde
tanimlanan (X, +) kiimesi bir yarigruptur.

u: X - [0,1] fuzzy kiimesi, her f € X igin agagidaki sekilde tanimlansin:

1
u(f) = m

neN\{0,1}

Bu takdirde p, X in bir T-fuzzy alt yarigrubudur.

R:N\{0,1} xX > [0,1] ,hern €N ve f € X i¢gin R(n,f) = m olarak tanimlanan

R, bir T-fuzzy bagintisal homomorfidir.
u fuzzy kiimesinin, (N \ {0,1}, X, R) yaklasim uzayina gore T-iist ve J-alt fuzzy kaba
yaklagimlari, sirastyla, her n € N \ {0,1} i¢in asagidaki sekildedir:

R (,u)(n)—\/T(R(nf) u(f)) = \/ f() /\ ]ﬁ ZMTQ%']%)

fex meN\{0,1}

1 1 1
- f\4<%ﬁ> B )Eaf(n) -f(2)>'

(u)(n)—/\il(R(nt)ﬂ(t)) /\ f() /\ ,% =f/6§7<,%,%)

fex meN\{0,1}

1 1 1
-N\(-7+ 70 7@

fex
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Tanmm 2.4.18: R€e F(X XY,L) ve YxY =Y olsun. Her x,a € X ve her y,b €Y i¢gin
R(x,y) T R(a,b) = R(x o a,y * b) 6zelligi saglaniyorsa R’ye bir TL-fuzzy tam bagintisal
homomorfi denir.

Teorem 2.4.19: R € F(X X Y, L) bir TL-fuzzy tam bagintisal homomorfi, J, bir sonsuz V -
dagilimli T t-normuyla iiretilen R-implikasyon ve p, Y’nin bir TL-fuzzy alt yarigrubu
olsun. Bu takdirde R;(u), X’in bir TL-fuzzy alt yarigrubudur.

Ispat: Hera, b € X igin

Ry (1)(Q)TR; (1) (b) = < [\~ t)ﬂu(t)> T < /\r®, k)ﬂu(k)>

tey key

ALV «rALV s
tey \R(a,t)Tasu(t) tey \R(b,k)TB=<u(k)

AV Vo
teY \R(a,t)Tasu(t) R(b,k)TB=<u(k)
key

( \

ALV
teY | R(a,t)Tasu(t)
k€Y \ R(b,K)TB=u (k)

Burada R(a,t)Ta <u(t) ve R(b,k)TB <u(k) ise R(a,t)TR(a,k)TaTB <
u(t)Tu(k) yazilir. R tam bagintisal homomorfi ve u, Y’nin bir TL-fuzzy alt yarigrubu
oldugundan R(a,t)Ta < u(t) ve R(b,k)TB < u(k) ise R(a o b,t x k)TaTB < u(t x k)

olur. Boylece p = t x k € Y olmak iizere isleme, asagidaki sekilde devam edilebilir.

aTB | < /\ \/ aTf

teyY \ R(a,t)Tasu(t) pEY \ R(aob,p)TaTB<u(p)
K€Y \ R(b,k)TBsp(k)

AV
pEY \R(aeb,p)Tysu(p)

= A\ R@e b,p)u@) = Ry (@ b).
pEY

Sonug olarak R;(u), X’in bir TL-fuzzy alt yarigrubudur.
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Ornek 2.4.20: (N,-) ve (Z, +) yarigruplar olmak iizere Ornek 1.3.2’ te verilen t-norm ile

tiretilen R-implikasyon asagidaki tabloda gosterilmistir.

Tablo 23. Ornek 2.4.20°deki J implikasyonu

S e i e i k=)
L )

=R NIR (O|W
o|lo|o|o|o|r|@
RIR|IR|IKR (PR
|||~ |om,D
R IR |R|IR|IR[RR

U € F(Z,L), L-fuzzy altkiimesi asagidaki sekilde tanimlansin:

u() = |

a, zteksay

Y, Zgiftsay

Bu takdirde p, (Z, +)’nin bir TL-fuzzy alt yarigrubudur:

R € F(N X Z, L), L-fuzzy bagintis1 asagidaki sekilde tanimlansin:

a, n=20
R(n,z) ={B, n>ove zgift say
y, n>ove zteksay

Bu takdirde R bir TL-fuzzy tam bagintisal homomorfidir.
u L-fuzzy altkiimesinin, (N, Z, R) yaklasim uzayina gore ET (u), T-ust kaba yaklasimi
ﬁT(,u)(O) = a ve herm > 0igin ET(u)(m) = y’dur.
u L-fuzzy altkiimesinin, (N,Z,R) yaklasim uzaymna gore R;(u), J-alt fuzzy kaba
yaklagimi R;(1)(0) = 1 ve herm > 0igin Ry;(u)(m) = a dur.

ET (u) ve R;(u) yaklagimlan, N’in birer TL-fuzzy alt yarigrubudur.
Teorem 2.4.21: R € F(X X Y, L) bir serial TL-fuzzy tam bagintisal homomorfi; T sonsuz
V-dagiliml bir t-norm; J, T t-normuyla iiretilen bir R-implikasyon ve u, Y’nin bir TL-
fuzzy sol ideali olsun. Bu takdirde R;(u), X’in bir TL-fuzzy sol idealidir.
Ispat: R serial L-fuzzy bagint1 oldugundan her b € X igin R(b,k) = 1 olacak sekilde

k € Y mevcuttur.
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Her a,b € X i¢in
R(@)(@ = [\ Rea,07u()

tey

Al V=

tey \R(a,t)Tusu(t)
tey R(at)TR(b K)Tusu(t)

tey \R(aob, t*k)Tu<u(t*k)

<Al 'V «]=rwan

PEY \R(a°b,p)Tusu(p)

Boylece Ry (i), X’in bir TL-fuzzy sol idealidir.
Teorem 2.4.22: R € F(X X Y, L) bir serial TL-fuzzy tam bagintisal homomorfi; T sonsuz
V-dagiliml bir t-norm; 7, T t-normuyla {iretilen bir R-implikasyon ve p, Y’ nin bir TL-
fuzzy bi-ideali olsun. Bu takdirde R;(u), X’in bir TL-fuzzy bi-idealidir.
Ispat: R serial L-fuzzy bagmti oldugundan her x € X igin R(x,r) = 1 olacak sekilde
r €Y mevcuttur. u, Y’nin bir TL-fuzzy bi-ideali oldugundan her ¢t,r,k €Y icin
u(®Tu(k) < u(t *r * k) dir.
Her a,x,b € X icin

Ry (1) (@)TR, (1) (b) = ( e t)ﬂu(t)> T ( /\r®, k)ﬂu(k)>

tey key

v

A v
tey R(at)Tu<u(t) ) key R(bk)Tv<u(k)

teY \ R(a, t)Tu<u(t) R(b, k)Tv<u(k)

key

= uTv

teY \ R(a,t)Tusu(t)
k€Y \ R(b,k)Tv=u(k)
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< uTv

txr*xk€Y \R(a,t)TR(x,r)TR(b,k)TuTv<u(t*r=k)

uTv

AN

txrxk€Y \ R(aoxob,t*rxk)TuTvsu(t*rxk)

<\ \/  2|=Rrwa-xon.

PEY \R(acxob,p)TA<u(p)

Sonug olarak R;(u), X’in bir TL-fuzzy bi-idealidir.
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3. SONUCLAR

Kaba kiime teorisiyle ilgili literatiirde yapilan ¢alismalarda, bir kiimenin alt ve iist
yaklagimlar1 ve bu yaklagimlarin cebirsel yapilar1 denklik bagintilar1 veya
kongriians bagintilarina gore incelenmistir. Bu calismada ise bir bagintisal
homomorfiye gore, bir kiimenin alt ve {iist yaklasimlarinin c¢esitli 6zellikleri
aragtirilmistir. Kongriians bagintisi, bagintisal homomorfinin 6zel bir durumu
oldugundan literatiirde verilen kavramlar genellestirilmistir ve ek olarak bir takim
yeni teoremler verilmistir.

(3,T)-L-Fuzzy kaba kiimeler igin, literatiirde, bir fuzzy kiimesinin alt ve st
yaklagimlariin ¢esitli 6zellikleri L = [0,1] olmasi durumunda incelenmistir. Bu
calismada, evrensel kiime olarak iki yar1 grup secilerek, bir fuzzy kiimesinin TL-
bagintisal homomorfiye gore alt ve st yaklagimlar1 herhangi bir L tam kafesi
tizerinde, herhangi bir t-norm ve bu t-norma bagli bir implikasyon i¢in
incelenmistir. Calisma; herhangi bir L tam kafesi i¢in TL-bagintisal homomorfiye
gére ve yarigruplar iizerinde yapilmasi bakimindan literatiirde yapilan

calismalardan daha geneldir.
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4. ONERILER

1. (9,T)-L-fuzzy yaklasim uzayinda bir fuzzy kiimesinin alt yaklasimiyla ilgili R-
implikasyonlar i¢in elde edilen bulgular, S-implikasyonlar i¢in de arastirilabilir.

2. TL- fuzzy asal (quasi-ideal, yar asal) idealin, T-list ve J -alt yaklagimlarinin da bu
ozelliklerini koruyup korumadig arastirilabilir.

3. Yangruplar iizerindeki bu g¢alisma diger cebirsel yapilara (gruplar, halkalar ve
modiiller) uyarlanabilir.

4. Bu ¢alismada sunulan teoriler, aralik degerli kafeslere uygulanabilir.
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