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ÖZET 
 

     Bu çalışmada, genelleştirilmiş kaba kümeler ve genelleştirilmiş ሺࣣ, ܶሻ-ܮ-fuzzy kaba 
kümelerle ilgili bazı yeni özellikler incelenmiştir. Genelleştirilmiş kaba kümeler ve 
genelleştirilmiş ሺࣣ, ܶሻ-ܮ-fuzzy kaba kümeler, en genel durumları göz önüne alınarak, 
yarıgruplara aktarılmış ve bazı yeni teoremler elde edilmiştir. 
     Birinci bölümde, kafes, ݐ- norm, ݐ- conorm, negatör, implikasyon, yarıgrup, ܮ-fuzzy alt 

küme, ܮ-fuzzy bağıntı, ܶܮ-fuzzy alt yarı grup (ideal, bi-ideal, asal ideal) kavramlarına 
değinilmiş ve bu çalışmada yararlı olabilecek tanımlar, teoremler ve örneklere yer 
verilmiştir. 
     İkinci bölümde; öncelikle, genelleştirilmiş yaklaşım uzayı için bir kesin kümenin alt ve 
üst yaklaşımlarının ve genelleştirilmiş ܮ-fuzzy yaklaşım uzayı için bir ܮ-fuzzy kümesinin 
ܶ-üst ve ࣣ-alt fuzzy yaklaşımlarının genel özellikleri incelenmiştir. Daha sonra evrensel 
küme olarak iki yarıgrup seçilerek bazı teoremler ispatlanmıştır. 
 

Anahtar Kelimeler: ܮ-Fuzzy Alt Küme, Yarıgrup, Genelleştirilmiş (ܮ-Fuzzy) Yaklaşım 
Uzayı, Kaba Küme, ሺࣣ, ܶሻ-ܮ-Fuzzy Kaba Küme  
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SUMMARY 
 

ሺओ,  Fuzzy Rough Sets in Semigroups-ࡸ-ሻࢀ

 

     In this thesis, some new properties of generalized rough sets and generalized ሺࣣ, ܶሻ-ܮ-

Fuzzy Rough Sets are investigated. Taking their general cases into consideration, 

generalized rough sets and generalized ሺࣣ, ܶሻ-ܮ-fuzzy rough sets are adapted to the 

semigroups and some new theorems are obtained. 

     In the first part, the notions of lattice, t-norm, t-conorm, implication, semigroup, ܮ-

fuzzy subset, ܮ-fuzzy relation, ܶܮ-fuzzy subsemigroup (ideal, bi-ideal, prime ideal) are 

dealt with  and  some definitions, theorems and examples necessary for this study are 

given. 

     In the second part; first of all, for generalized approximation space, general properties 

of lower and upper approximations of a crisp set or for generalized ܮ-fuzzy approximation 

space, ࣣ-lower and ܶ-upper approximations of a ܮ-fuzzy subset are investigated. 

Afterwards when two semigroups are chosen as universal sets,  some theorems are proved. 

  

Key Words: ܮ-Fuzzy Subset, Semigroup, Generalized (ܮ-Fuzzy) Approximation Space, 
Rough Set, ሺࣣ, ܶሻ-ܮ-Fuzzy Rough Set  
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     1.GENEL BİLGİLER 

 

     1.1.Giriş 

 

     Küme, matematiğin temel kavramlarından biridir. Bu kavramın tanımlanması ve küme 

teorisinin ortaya çıkması, yüz yıldan daha uzun bir zaman önce çağdaş matematiğin 

temellerini kuran Alman matematikçi George Cantor’a (1845-1918) kadar uzanır. Cantor 

[5] küme kavramını, bazı kurallara göre tam olarak düşünülebilen nesnelerin herhangi bir 

topluluğu olarak açıklar. Bu kavramın çok sezgisel ve basit olduğu söylenebilir. Bağıntılar, 

fonksiyonlar ve sayılar gibi matematiksel nesneler kümelere örnektir.  

     Küme kavramı, sadece matematiğin değil, aynı zamanda gündelik yaşamın da bir 

parçasıdır. Kitaplardan, resimlerden ve insanlardan oluşan topluluklar da birer kümedir. 

Bir şekilde birbirleri ile ilişkili olan ancak aralarındaki ilişkinin doğası tam açıklanmayan 

nesneler de küme oluşturabilir.  

     İngiliz filozof Bertrand Russell [48] (1872-1970), Cantor tarafından verilen sezgisel 

küme kavramının mantıksal çelişkilere sebep olduğunu gözlemlemiştir. Russell çelişkisi 

olarak bilinen örnek şöyledir: Kendilerinin elemanı olmayan tüm ܻ  kümelerini içeren bir 

ܺ kümesi düşünün. ܺ א ܺ ise ܺ kümesinin tanımından dolayı ܺ ב ܺ olacaktır. ܺ ב ܺ ise 

yine tanımdan ܺ א ܺ olmak zorundadır. Bu yolla bir çelişki elde edilir. Böylece bir küme, 

nesnelerin herhangi bir topluluğu olamaz. Bu nedenle bazı matematikçilerin Cantor’un 

teorisini düzeltme girişimleri olmuştur. Bazılarının ise bu teorinin yerini alabilecek 

çelişkilerden bağımsız yeni teoriler üretme çabaları vardır. Ancak şimdiye kadar Cantor’un 

küme teorisine alternatif olabilecek yeni teoriler başarısızlıkla sonuçlanmıştır. 

     Küme kavramı üzerine kurulu olan modern matematiğin, şüpheli kavramlar üzerine 

oturtulduğu elbette söylenemez. Pratik anlamda kümeler, matematikte tartışılan 

yanlışlıklardan uzak olarak kullanılabildikleri için bu yetersizlikler daha çok felsefi 

boyuttadır.  

     Küme kavramı ile ilgili olarak tartışılan bir diğer sorun da belirsizliktir. Belirsizlik 

fikrinin kökeni, “sorites ve falakros (küme ve kel adam)” olarak bilinen paradoksu ilk 

ortaya atan antik Yunan filozofu Megara’lı Eubulides’e kadar uzanır. Küme ve kel adam 

paradoksu şöyledir: Bir adamın kafasında 100.000 tel saçı olduğunu düşünün. Bir tel 
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saçının dökülmesi, adamı kesinlikle kel yapmayacaktır. Bu adımın tekrarlanması ile 

sonuçta saçsız ve kel olmayan bir adama ulaşılır. 

     Belirsizlik, genellikle, 1893’te Alman mantıkçı Gottlob Frege [16] tarafından 

kurallaştırılan sınır bölge yaklaşımı ile ilişkilendirilir. Sınır bölge yaklaşımı, sadece bir 

kümeye veya o kümenin tümleyenine göre sınıflandırılamayacak nesnelerin varlığı ile 

ilgilidir. Frege‘ye göre; kavram, keskin sınırlara sahip olmalıdır ve matematik, belirsiz 

fikirler kullanmamalıdır. 

     Matematik, kümeleri içeren tüm matematiksel kavramların kesin olmasını gerektirir. 

Aksi takdirde doğru muhakeme yapmak imkansızdır. 

     Klasik küme teorisinde, kümeler sadece elemanlarıyla tanımlanır. Her eleman sadece 

kümeye ait olup olmadığı ile sınıflandırılır. Örneğin tek sayılar kümesi kesindir (klasiktir). 

Çünkü bir tamsayı ya tektir ya da değildir. Aksine güzel resim kavramı belirsizdir. Tüm 

resimlerin güzel resim veya güzel olmayan resim olarak sadece iki sınıfa ayrılması 

mümkün olmayabilir. Güzellik kesin olmayan ve belirsiz bir kavram olduğundan bazı 

resimlerin güzel olup olmadığına karar verilemeyebilir. 

     Sonuç olarak, belirsizlik; matematikte kullanılması onaylanmayan, felsefe için oldukça 

ilginç bir fikirdir. Ayrıca yeryüzünde elde edilen bilgilerin çoğunlukla belirsizlik içermesi, 

bu bilgilerden yola çıkarak değerlendirme yapmaya çalışan yapay zeka, bilgisayar 

bilimleri, veri madenciliği, endüstri mühendisliği, tıp ve her türlü bilimsel veya sosyal 

alanda uğraş veren kimi araştırmacıların çalışmalarını zorlaştırmaktadır. 

     Buraya kadar verilen bilgiler [41, 42, 43] makalelerinden derlenmiştir. 

     Belirsizliklerle başa çıkmada en başarılı teorik yaklaşım, şüphesiz, Azeri matematikçi 

Lotfi Zadeh [60] tarafından 1965 yılında ortaya atılmış olan bulanık (fuzzy) kümeler 

teorisidir. Zadeh’in üzerinde durduğu belirsizliği giderme çabası bir çeşit derecelendirme 

meselesidir. Örneğin ‘Perihan gençtir.’ önermesinin “yanlış” ya da “doğru” olduğunu tam 

bir kesinlikle söylemek mümkün değildir. Perihan’ın yaşını bildiğimizde, önermenin 

doğruluğu (yani bu yaşın “genç olmak” ile uygunluğu) bir derece problemidir ve “Gençlik” 

kavramından ne anladığımıza bağlıdır. Önerme: “Perihan 22 yaşından küçüktür.” olsaydı 

ve Perihan’ın yaşı bilinseydi, bu önermenin doğru ya da yanlış olduğuna dair kesin bir 

cevap verilebilirdi. Bu durum bir yaşın ሾ0,∞ሻ aralığında olacağı düşünülerek 

kurallaştırılabilir. Şöyle ki ܣ ك ሼݔ|ݔ א ሾ0,∞ሻݔ ݁ݒ ൏ 22ሽ kümesi alınır ve Perihan’ın 

yaşının ܣ’da olup olmadığına bakılır. Ancak “gençlik”, ሾ0,∞ሻ gibi bir kümenin alt kümesi 

olarak tanımlanamaz. Bu noktada, Zadeh, fuzzy alt kümeleri kavramını tanıtmıştır. Fuzzy 
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küme teorisinde, evrendeki bütün nesnelere üyelik derecesi değeri atanarak nesneler 

matematiksel olarak yeniden tanımlanır. Üyelik derecesi, verilen kavram ile uyumludur ve 

benzer nesnelerin derecesine uyar. Açıkça 18 ve 20 yaşları genç yaşlardır fakat farklı 

derecelere sahiptir: 18 yaş 20 den daha genç bir yaştır. Üyelik dereceleri ሾ0,1ሿ aralığının 

gerçel değerleri ile ifade edilir [39].  

     Kaba (Rough Set Theory) küme teorisi, 1982 de Pawlak [40] tarafından belirsizlik 

kavramına yeni bir matematiksel yaklaşım olarak ileri sürülmüştür. Klasik küme teorisine 

bir alternatif değildir, bu teoriden yararlanır. 

     Kaba küme felsefesi, bir kümenin tanımlanması için başlangıçta evrenin elemanları 

hakkında bazı bilgilere gereksinim olduğu ve birbirleri ile ilişkili olan bazı bilgilerin 

evrendeki nesnelerle ifade edilebileceği varsayımına dayanan yaklaşımdır. Aynı bilgi ile 

nitelendirilen nesneler aynıdır veya ayırt edilemezdir. Örneğin, eğer nesneler belli bir 

hastalıktan şikâyetçi olan hastalar ise hastalığın belirtileri hastalar hakkındaki bilgileri 

oluşturur. Aynı belirtileri gösteren hastalar, kendileri hakkındaki bilgiler bakımından ayırt 

edilemezdir. Bu şekilde elde edilen ayırt edilmezlik bağıntısı, kaba küme kuramının 

matematiksel temelini oluşturur. Bütün aynı nesnelerin kümesine temel (elemanter) küme 

denir ve bu küme bilginin yapıtaşını oluşturur. Temel kümelerin herhangi birleşimine kesin 

(crisp) denir. Aksi takdirde bir küme kabadır. Her kaba küme, kendisinin ya da tümleyenin 

elemanları şeklinde kesin bir yargıyla sınıflandırılamayan (sınır hattı elemanlarına) 

elemanlara sahiptir. Belirsizlik kavramı, kesinlik kavramının aksine, elemanlarının 

bilgisine göre nitelendirilemez. Kaba küme yaklaşımında, herhangi bir belirsiz kavramın 

(bu belirsiz kavramın alt ve üst yaklaşımları olarak adlandırılan) kesin kavramlar çifti ile 

yer değiştirebileceği farz edilir. Alt yaklaşım kesin olarak kavrama ait olan tüm 

nesnelerden oluşur. Üst yaklaşım ise kavrama ait olması muhtemel olan tüm nesneleri 

içerir. Alt ve üst yaklaşımlar arasındaki fark, belirsizlik kavramının sınır hattını oluşturur. 

Yaklaşımlar kaba küme teorisindeki iki temel işlemdir. 

     Pawlak kaba kümeleri şöyle tasarlamıştır: 

ܷ sonlu ve boştan farklı bir küme ve ܣ niteliklerin bir kümesi olmak üzere bilgi sistemi 

ܵ ൌ ሺܷ, ܽ ሻ çifti ile gösterilir ve herܣ א :ܽ için ܣ ܷ ՜ ܸ bir bilgi fonksiyonudur. Burada 

ܸ kümesi ܽ’nın değer kümesidir ve ܽሺݔሻ, ݔ nesnesine göre ܽ’nın değerini tanımlar. Eğer 

her ܽ א ሻݔiçin ܽሺ ܤ ൌ ܽሺݕሻ oluyorsa ܤ ك  alt kümesi için ayırt edilemezlik bağıntısı ܣ

ܫ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ א ܷଶ: ܽ א ,ܤ ܽሺݔሻ ൌ ܽሺݕሻሽ şeklinde gösterilir. Bu bağıntı bir denklik 
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bağıntısıdır. ܫ nin ݔ i içeren denklik sınıfı  ܤሺݔሻ ile gösterilir. Eğer ሺݔ, ሻݕ א  ݕ ve ݔ  iseܫ

ye ܤ-ayırt edilemez denir. ܺ ك ܷ olmak üzere sırasıyla ܺ’in ܤ-alt ve ܤ-üst yaklaşımları, 

ሺܺሻܤ ൌ ሼݔ א ሻݔሺܤ :ܷ ك ܺሽ, 

ሺܺሻܤ ൌ ሼݔ א ሻݔሺܤ :ܷ ת ܺ ് ∅ሽ, 

olarak tanımlanır. ܤ ܰሺܺሻ ൌ ሺܺሻܤ െ  sınır bölgesidir. Eğer-ܤ ሺܺሻ kümesi ܺ’inܤ

ܤ ܰሺܺሻ ൌ ∅ olan bir küme ise ܺ kümesi, ܤ’ye göre klasik (kesin) kümedir ancak 

ܤ ܰሺܺሻ ് ∅  olan bir küme ise ܺ kümesi ܤ’ye göre kabadır. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

     Pawlak [40, 41, 42, 43], bir ܷ kümesi üzerinde, bir denklik bağıntısına göre tanımladığı 

bu yaklaşımların bazı özelliklerini aşağıda vermiştir: 

ሺܺሻܤ • ك ܺ ك  ,ሺܺሻܤ

ሺ∅ሻܤ • ൌ ሺ∅ሻܤ ൌ ∅,  

ሺܷሻܤ • ൌ ሺܷሻܤ ൌ ܷ, 

ሺܺܤ •  ܻሻ ൌ ሺܺሻܤ   , ሺܻሻܤ

ሺܺܤ • ת ܻሻ ൌ ሺܺሻܤ ת  , ሺܻሻܤ

• ܺ ك ܻ ise ܤሺܺሻ ك  ሺܻሻ veܤ

ሺܺሻܤ ك  , ሺܻሻܤ

ሺܺሻܤ •  ሺܻሻܤ ك ሺܺܤ  ܻሻ , 

ሺܺܤ • ת ܻሻ ك ሺܺሻܤ ת  , ሺܻሻܤ

ሺ~ܺሻܤ • ൌ  , ሺܺሻܤ~

ሺ~ܺሻܤ • ൌ  , ሺܺሻܤ~

ܤ • ቀܤሺܺሻቁ ൌ ܤ ቀܤሺܺሻቁ ൌ  , ሺܺሻܤ

ܤ • ቀܤሺܺሻቁ ൌ ܤ ቀܤሺܺሻቁ ൌ  . ሺܺሻܤ

     

             

             

             

             

             

             

Nesneler Kümesi 

Bilgi tanecikleri 

Alt yaklaşım 

Küme 
Üst yaklaşım 
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     Dubois ve Prade [14] kaba küme ve fuzzy küme kavramlarını birleştirmiştir. 

     Morsi ve Yakout [38] ܶ yarı-sürekli bir ݐ-norm olmak üzere ܶ-kaba küme tanımını 

genelleştirmişlerdir. 

     Rady, Kozae ve Abd El-Monsef [47] herhangi sonlu bir küme üzerinde bir bağıntıya 

göre alt ve üst yaklaşımlar tanımlayarak Pawlak’ın teorisini genelleştirmişlerdir.  

     Wu ve Zhang [50] ve Wu,Mi ve Zhang [52] iki sonlu sonlu küme üzerinde tanımlanan 

herhangi bir fuzzy bağıntı için fuzzy alt ve üst yaklaşımları tanımlamışlardır. Mi ve Zhang 

[35] ise genelleştirilmiş fuzzy kaba küme teorisinin aksiyomlarına sadık kalmışlar ancak 

alt ve üst yaklaşımları, herhangi bir ܶ ݐ-normu ve onun reziduali olan bir implikasyon ile 

tanımlayarak önceki çalışmaları genelleştirmişlerdir. Daha sonraki çalışmalarında Wu, 

Leung ve Mi [51], genelleştirilmiş yaklaşım uzayında herhangi bir  ܶ ݐ-normu için üst ve 

herhangi bir  ࣣ implikasyonu için de alt yaklaşım operatörü tanımlamışlar ve ሺࣣ, ܶሻ-fuzzy 

kaba yaklaşım operatörleri şeklinde isimlendirdikleri bu operatörlerin özelliklerini 

araştırmışlardır. 

     Yeung, Chen, Tsang, Lee ve Wang [57] farklı ikişer fuzzy alt ve üst yaklaşım 

tanımlayarak, bu yaklaşımların çeşitli özelliklerini, kafes yapılarını ve topolojik yapılarını 

incelemişlerdir. Özel bir alt yaklaşım operatörü fuzzy küme teorisine uygulanmıştır. 

     Kaba küme teorisinin cebirsel yaklaşımları birçok araştırmacı tarafından çalışılmıştır.  

     Kuroki [27] yarıgruplarda, kongrüans ve fuzzy kongrüans bağıntısına göre, alt ve üst 

yaklaşımların bazı özelliklerini incelemiştir. Kuroki ve Wang [28] fuzzy gruplarda alt ve 

üst yaklaşımlar üzerinde çalışmışlardır.  

     Xiao ve Zhang [53] yarıgruplarda, kongrüans ve fuzzy kongrüans bağıntılarını 

kullanarak kaba asal idealler ve kaba fuzzy asal idealler kavramları üzerinde çalışmışlardır. 

     Davvaz [10] kaba kümeler ile halkalar arasındaki ilişkileri incelemiştir. Ayrıca, Davvaz 

kaba kümeler, fuzzy kümeler ve halka teorisi arasındaki ilişkileri araştırdığı çalışmasında 

[11], Kuroki’nin [27]’deki çalışmasından esinlenlenmiş, evrensel küme olarak halkayı ele 

alarak halkalardaki fuzzy ideal tanımını, halka üzerinde tanımlanan alt ve üst yaklaşım 

tanımlarına uygulamıştır. Kazancı ve Davvaz [22] bir halkanın kaba asal idealleri ve kaba 

fuzzy asal ideallerini tanımlamışlardır. Ayrıca Davvaz ve Mahdavipour [12] bir R-

modülün alt modülüne göre kaba alt modül kavramını tanıtmışlardır.  

     Li, Yin ve Lu [30] evrensel küme olarak bir halka almışlar ve bu halka üzerinde bir ܶ-

kongrüans ܮ-fuzzy bağıntı tanımlamışlardır. Bu bağıntı ile, ܶ bir ݐ-norm ve ߥ, ܶ nin 

residual implikasyonu olmak üzere, ܶ-üst ve ߥ-alt yaklaşımlarını tanımlamışlardır. Sonuç 
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olarak ܶܮ-fuzzy kaba ideal olarak adlandırdıkları yeni bir cebirsel yapı elde etmişlerdir ve 

bir ܶܮ-fuzzy ideale göre ܶܮ-fuzzy kaba kümeler arasında homomorfi tanımını 

vermişlerdir. 

     Ignjatović, Ciric ve Bogdanovic [19], çalışmalarında, aynı türden cebirsel yapılar 

arasında “bağıntısal homomorfi” olarak isimlendirdikleri bir bağıntı ve bir tam rezidual 

kafes üzerinde “fuzzy bağıntısal homomorfi” şeklinde isimlendirdikleri, bir ܮ-fuzzy bağıntı 

tanımlamışlardır.  

     Tüm bu çalışmalar ışığında, bu tezde evrensel küme olarak iki yarıgrup ele alınmış ve 

(ሺࣣ, ܶሻ-ܮ-fuzzy) kaba kümelerin cebirsel özellikleri araştırılmıştır. Yarı gruplar üzerinde 

tanımlanan bağıntısal homomorfiye göre alt ve üst yaklaşımların bazı özellikleri 

incelenmiştir. Ayrıca ܶ ve ࣣ, sırasıyla, bir ܮ tam kafesi üzerinde tanımlı birer ݐ-norm ve 

implikasyon olmak üzere yarıgruplarda tanımlanan fuzzy bağıntısal homomorfiye göre 

ሺࣣ, ܶሻ-ܮ-fuzzy kaba yaklaşım operatörlerinin özellikleri araştırılmıştır. Verilen kavramların 

daha iyi anlaşılabilmesi için gerekli bilgiler aşağıda verilmiştir.  

 

     1.2.Kafesler 

 

Tanım 1.2.1 [4]: ܮ ് ∅  olan bir küme ve  "  " bu küme üzerinde tanımlı bir bağıntı 

olsun. ܮ kümesine sıralı küme denir :  

(i) Her ܽ א ܽ için ܮ  ܽ ,                                                                     (yansıma özelliği) 

(ii) Her ܽ, ܾ א ܽ için ܮ  ܾ ve  ܾ  ܽ ise ܽ ൌ ܾ ,                            (ters-simetri özelliği) 

(iii) Her ܽ, ܾ, ܿ א ܽ için ܮ  ܾ ve  ܾ  ܿ ise ܽ  ܿ ,                              (geçişme özelliği) 

     Bu durum ሺܮ, ሻ notasyonu ile gösterilir. 

Tanım 1.2.2 [4]: ሺܮ, ሻ sıralı bir küme ve ܤ ك  .olsun ܮ

(i) Her ܾ א ݔ için ܤ  ܾ ise ݔ א   ,kümesinin bir alt sınırı ܤ elemanına ܮ

(ii) Her ܾ א ܾ için ܤ  ݕ ise ݕ א  kümesinin bir üst sınırı ܤ elemanına ܮ

 denir. 

Tanım 1.2.3 [4]: ሺܮ, ሻ sıralı bir küme, ܤ ك ve ܾ ܮ א  .olsun ܤ

(i) Her ܾ א için ܾ ܤ  ܾ ise ܾ elemanına ܤ kümesinin en küçük elemanı, 

(ii) Her ܾ א ܾ için ܤ  ܾ ise ܾ elemanına ܤ kümesinin en büyük elemanı  

denir. 

     Genel olarak bir kafesin en küçük elemanı "0" ve en büyük elemanı ise "1" ile gösterilir. 
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Tanım 1.2.4 [4]: ሺܮ, ሻ sıralı bir küme ve ܤ ك  kümesinin, tüm alt ܤ olmak üzere ܮ

sınırlarının oluşturduğu küme ܤ௧ ve tüm üst sınırlarının oluşturduğu küme de ܤü௦௧ ile 

gösterilsin. Bu takdirde: 

(i) ܤ௧ ് ∅   olan bir küme ve bu kümenin en büyük elemanı mevcut ise bu elemana 

ר ,ܤ݂݊݅ .kümesinin en büyük alt sınırı (infimumu) denir ܤ ٿ ,ܤ ܾא   

notasyonlarından biri ile gösterilir. 

(ii) ܤü௦௧ ് ∅   olan farklı bir küme ve bu kümenin en küçük elemanı mevcut ise bu 

elemana ܤ kümesinin en küçük üst sınırı (supremumu) denir. ש ,ܤݑݏ ڀ ,ܤ ܾא  

notasyonlarından biri ile gösterilir. 

Tanım1.2.5 [4]: ሺܮ, ሻ sıralı bir küme olsun. 

(i) Her ܽ, ܾ א ,ሼܽݑݏ için  ܮ ܾሽ ൌ ܽ ש ܾ ve  infሼܽ, ܾሽ ൌ ܽ ר ܾ mevcut ise ܮ kümesine 

bir kafes denir. Bu durum ሺܮ, ,ר   .ሻ şeklinde gösterilir ש

(ii) Her ܽ, ܾ א ܽ için ܮ  ܾ veya ܾ  ܽ ise ܮ kümesine bir zincir denir. 

Örnekler 1.2.6: 

(1) Her zincir bir kafestir. 

ܮ (2) ൌ ሼ0, ܽ, ܾ, 1ሽ kümesi üzerinde Şekil 1 yardımıyla “ݔ   ݕ ݔ  ൌ  ten’ݔ veya ݕ

"ye oklar yardımıyla ulaşılabilsin.”şeklinde tanımlanan’ݕ  " sıralama bağıntısı 

verilsin. 

 

 
 

                                                             Şekil 1. Örnekler 1.2.6 (2)’deki kafes yapısı 
 

     ሺܮ, ሻ, bu bağıntıya göre bir zincirdir.  

     Verilen kümeler üzerinde verilen şekiller yardımıyla tanımlanan sıralama bağıntıları 

aksi söylenmedikçe yukarıda tanımlandığı gibi alınacaktır. 

ܮ (3) ൌ ሼ0, ܽ, ܾ, 1ሽ kümesi üzerinde yandaki Şekil 2 yardımıyla"  " sıralama bağıntısı 

tanımlansın.  
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                                                       Şekil 2. Örnekler 1.2.6 (3)’deki kafes yapısı 
 

Bu durumda ሺܮ, ሻ bir kafestir. Ancak açıkça görülebilir ki ܮ bir zincir değildir. 

(4) ܺ  bir küme ve Եሺܺሻ , ܺ’in bütün alt kümelerinin kümesi olsun. ሺԵሺܺሻ,  ሻ birك

kafestir. Ancak ܺ en az iki elemanlı bir küme ise ሺԵሺܺሻ,  .ሻ kümesi bir zincir değildirك

Tanım 1.2.7 [4]: ሺܮ, ሻ sıralı bir küme olsun. Her ܭ ك  mevcut ise ܭݑݏ ve ܭ݂݊݅ için ܮ

 .ye bir tam kafes denir’ܮ

Örnekler 1.2.8:  

(1) ሺܩ, ሻ bir grup olsun. ܵሺܩሻ ൌ ሼܪ|ܪ, " ሽ kümesiݑܾݑݎ݃ ݐ݈ܽ ᇱ݊݅݊ܩ ك " bağıntısına 

göre bir tam kafestir. 

ሻܯbir ܴ-modül ise ܵሺ ܯ (2) ൌ ሼܣ|ܣ, " ü݈ሽ kümesi݀݉ ݐ݈ܽ_ܴ ᇱ݊݅݊ܯ ك " bağıntısına 

göre bir tam kafestir. 

(3) ሺࣲ, ࣮ሻ bir topoloji olsun. ሺ࣮,  .ሻ bir tam kafestirك

      Her tam kafesin bir kafes olduğu açıktır. Ancak aşağıdaki örneklerden de 

görülebileceği gibi bu ifadenin tersi genel anlamda doğru değildir. 

Örnekler 1.2.9: 

(1) "  ",  Գ doğal sayılar kümesi üzerindeki sıralama olarak alınırsa ሺԳ, ሻ bir 

zincirdir. Ancak ܭ ൌ Գ ك Գ  için  ܭü௦௧ ൌ ∅  olduğundan Գ bir tam kafes değildir. 

(2) Գ doğal sayılar kümesi olmak üzere her ݔ, ݕ א Գ için ݔ  ݕ ֞  olarak  ݕ | ݔ

alınırsa ሺԳ ך ሼ0ሽ, ሻ kümesi bir kafestir ancak ܭ ൌ ൛2݊ห݊ א Գ ך ሼ0ሽൟ ك Գ ך ሼ0ሽ 

için ܭü௦௧ ൌ ∅  olduğundan Գ ך ሼ0ሽ bir zincir veya tam kafes değildir. 

(3) "  ", Գ kümesi üzerinde bilinen anlamdaki sıralama bağıntısı olsun.                        

ܮ ൌ ൜ଵ


ฬ݊ א Գ ך ሼ0ሽൠ   üzerinde " ػ " bağıntısı  ଵ
௫

ػ ଵ
௬

֞ ݔ   .olarak tanımlansın ݕ

ሺܮ,  .ሻ kümesi bir zincirdir. Fakat bir tam kafes değildirػ

Teorem 1.2.10 [4]:  ሺܮ, ሻ bir sıralı küme olsun. 

 ሺܮ, ሻ bir tam kafestir ֞ 1 א ∅ ve her ܮ ് ܶ ك   .için ݂݅݊ܶ mevcuttur ܮ

Tanım 1.2.11 [4]: ܮ  bir kafes ve her ܽ, ܾ, ܿ א ܽ için ܮ ש ሺܾ ר ܿሻ ൌ ሺܽ ש ܾሻ ר ሺܽ ש ܿሻ ise ܮ 

ye dağılımlı kafes denir. 
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Örnek 1.2.12: Şekil 3’te verilen sıralama ile ܮ ൌ ሼ0, ,ߙ ,ߚ ,ߛ ,ߜ 1ሽ kümesi bir dağılımlı 

kafestir. 

 

 
 

                                     Şekil 3. Örnek 1.2.12’deki kafes yapısı 
 

Örnek 1.2.13: ܯହ  ve  ହܰ kafesleri dağılımlı kafes değildir. 
 

                                
       

         Şekil 4. ܯହ kafes yapısı                        Şekil 5. ହܰ kafes yapısı 
 

Tanım 1.2.14 [4]:  ሺܮ, , ,ר   .ሻ bir tam kafes olsun ש

Her ܽ, ܾ א ݅ , ܮ א ܽ için  ܬ ר ൫ڀ ܾא ൯ ൌ ڀ ሺܽ ר ܾሻא  eşitliği sağlanıyorsa ܮ’ye sonsuz ש-

dağılımlı kafes denir. 

Tanım 1.2.15 [4]:  

ሺiሻ En küçük elemanı mevcut olan kafeslere alttan sınırlı kafes denir ve ሺܮ,  ,0ሻ ile 

gösterilir. 

(ii) En büyük elemanı mevcut olan kafeslere üstten sınırlı kafes denir ve ሺܮ,  ,1ሻ ile 

gösterilir. 

,ܮye sınırlı kafes denir ve  ሺ ܮ kafesi üstten ve alttan sınırlı ise ܮ       ,0,1ሻ  ile gösterilir.  

     Her tam kafes sınırlıdır. Ancak tersi doğru olmayabilir. 
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Örnekler 1.2.16:  

(1) Şekil 6’daki "  " sıralaması ile ܮ ൌ ሼ0, ,ߙ ,ߚ ,ߛ ,ߜ 1ሽ kümesi sınırlıdır. Ancak 

ሺܮ, ሻ bir kafes değildir. 

 

 
 

                                                            Şekil 6. Örnekler 1.2.16 (1)’deki kafes yapısı 
 

(2) Şekil 7’deki "  " sıralaması ile Գ doğal sayılar kümesi sınırlı bir kafestir.  

Ancak ሺԳ, ሻ bir tam kafes değildir. 
 

 
 

                                                                Şekil 7. Örnekler 1.2.16 (2)’deki kafes yapısı 
 

Teorem 1.2.17 [4]: ሺܮଵ, ൏ሻ ,  ሺܮଶ, ܮ  ሻ kafesler veط ൌ ଵܮ ൈ  ଶ olsun. Aksi söylenmedikçeܮ

,ݔüzerindeki bağıntı ሺ ܮ ሻݕ ع ሺݔᇱ, ᇱሻݕ ֞ ݔ ൏ ,ᇱݔ ݕ ط  Ԣ olarak alınacaktır. Bu durumdaݕ

ሺܮ,  .ሻ kümesi bir kafestirع

Örnek 1.2.18 [4]: ሺܮ, ሻ  bir kafes olsun. Teorem1.2.17’de ifade edilen sıralamaya göre  

ூܮ ൌ ሼሺݔ, ,ݔ|ሻݕ ݕ א ,ܮ ݔ   .ሽ kümesi kafestirݕ

     Bu tezde aksi söylenmedikçe ሺܮ, ,ש,ר ,0,1ሻ tam kafesi üzerinde çalışılacaktır. 
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 conormlar-࢚  normlar ve-࢚ .1.3     

 

Tanım 1.3.1 [24]: ሺܮ, ,ש,ר ,0,1ሻ  tam kafesi üzerinde tanımlı ܶ: ଶܮ ՜  ikili işlemine bir ܮ

: norm denir-ݐ  

T1) Her ݔ, ݕ א ,ݔiçin  ܶሺ  ܮ ሻݕ ൌ ܶሺݕ,  ሻ ,                                                        (Değişme)ݔ

T2) Her ݔ, ,ݕ ݖ א ,ݔiçin  ܶሺܶሺ  ܮ ,ሻݕ ሻݖ ൌ ܶ൫ݔ, ܶሺݕ,  ሻ൯ ,                                  (Birleşme)ݖ

T3) Her ݔ, ,ݕ ݖ א ݔ için  ܮ  ,ݔise ܶሺ ݕ ሻݖ  ܶሺݕ,  ሻ ,                                 (Monotonluk)ݖ

T4) Her ݔ א ,ݔiçin  ܶሺ  ܮ 1ሻ ൌ  (Sınır Şartı)                                                                    . ݔ

     Herhangi ݔ, ݕ א ,ݔiçin ܶሺ  ܮ  .notasyonu da kullanılabilir  ݕܶݔ ሻ notasyonu yerineݕ

Örnek 1.3.2: Şekil 8’deki sıralama ile verilen ܮ ൌ ሼ0, ,ߙ ,ߚ ,ߛ ,ߜ 1ሽ kümesi bir tam kafestir 

ve aşağıdaki tablo yardımıyla tanımlanan ܶ ikili işlemi ܮ tam kafesi üzerinde bir ݐ-

normdur. 

                                                                      

 
 

                                  Şekil 8. Örnek 1.3.2’deki kafes yapısı 
 

 
   Tablo 1. Örnek 1.3.2’deki  ܶ  ݐ-normu 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 ࢀ ࢻ ࢼ ࢽ ࢾ 
 0 0 0 0 0 0
0 ࢻ ߙ ߙ ߙ ߙ ߙ
0 ࢼ ߙ ߚ ߛ ߛ ߚ
0 ࢽ ߙ ߛ ߛ ߛ ߛ
0 ࢾ ߙ ߛ ߛ ߜ ߜ
 0 ߙ ߚ ߛ ߜ 1
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Örnek 1.3.3 [24]: Aşağıda ܮ ൌ ሾ0,1ሿ tam kafesi üzerinde tanımlanan temel ݐ-normlar 

verilmiştir: 

• ெܶሺݔ, ሻݕ ൌ min ሺݔ,                          ሻ ,                                                                             (Minimum)ݕ

• ܶሺݔ, ሻݕ ൌ .ݔ                 (Çarpım)                                                                                             , ݕ

• ܶሺݔ, ሻݕ ൌ max ሺݔ  ݕ െ 1,0ሻ ,                                                (Lukasiewicz ݐ-norm) 

• ܶሺݔ, ሻݕ ൌ ൜
,ݔ                                    ,0 ݕ א ሾ0,1ሻ
minሺݔ, ݔ        ,ሻݕ ൌ ݕ ܽݕ݁ݒ 1 ൌ 1 ,                                (Kesin Çarpım)  

• ܶெሺݔ, ሻݕ ൌ ൜
ݔ                               ,0  ݕ  1
minሺݔ, ݔ               ,ሻݕ  ݕ  1 ,                           (Nilpotent Minimum) 

 

 
 

      Şekil 9. Sırasıyla, ெܶ, ܶ, ܶ ve ܶ temel ݐ-normlarının üç boyutlu grafikleri 
 

 
Teorem 1.3.4 [24]: ܮ bir tam kafes ve ܶ, ܮ üzerinde ݐ-norm olsun. Bu takdirde 

aşağıdakiler gerçeklenir: 

,ݔ (1) ݕ א ,ݔiçin ܶሺ ܮ ሻݕ  ݔ ר  , ݕ

ݔ (2) א ,ݔiçin  ܶሺ  ܮ 0ሻ ൌ ܶሺ0, ሻݔ ൌ 0 , 

,ଵݔ (3) ,ଶݔ ,ଵݕ ଶݕ א ଵݔ için ܮ  ଵݕ  ଶ  veݔ  ,ଵݔଶ ise  ܶሺݕ ଵሻݕ  ܶሺݔଶ,  . ଶሻݕ

Tanım 1.3.5 [13, 49]: ܮ bir tam kafes ve ܶ , ܮ üzerinde bir ݐ-norm olsun. 

(i) ܶ’ye ܮ üzerinde ש-dağılımlı ݐ-norm denir :  Her ܽ, ܾଵ, ܾଶ א            için ܮ

ܶሺܽ, ܾଵ ש  ܾଶሻ ൌ ܶሺܽ, ܾଵሻ ש ܶሺܽ, ܾଶሻ. 

(ii) ܶ’ye ܮ üzerinde sonsuz ש-dağılımlı ݐ-norm denir :  Her ܽ, ܾ א ݅ , ܮ א  için  ܬ

ܶ൫ܽ, ڀ ܾא ൯ ൌ ڀ ܶሺܽ, ܾሻא . 

Örnek 1.3.6: ܶ ݐ-normu, ሾ0,1ሿ üzerinde sonsuz ש-dağılımlı bir ݐ-normdur. 

Örnek 1.3.7: ܶ ݐ-normu, ሾ0,1ሿ üzerinde sonsuz ש-dağılımlı değildir. 
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Tanım 1.3.8 [24]: ሺܮ, ሻ bir tam kafes ve ଵܶ, ଶܶ,  ܮ üzerinde herhangi iki ݐ-norm olsun.  

ଵܶ, ଶܶ’den zayıftır (veya ଶܶ, ଵܶ’den güçlüdür) denir :  Her ݔ, ݕ א ,için ଵܶሺx ܮ yሻ 

  ଶܶሺx, yሻ’dir.  

     Bu durum ଵܶ  ଶܶ şeklinde yazılır. 

Örnekler 1.3.9:  Bir ܮ bir tam kafesi üzerinde aşağıdaki ݐ-norm örnekleri verilebilir:  

(i) ݔ, ݕ א ,ݔiçin  ܶሺ  ܮ ሻݕ ൌ ൝
ݕ                           ,ݔ ൌ 1
ݔ                           ,ݕ ൌ 1
ݔ    ,0 ് ݕ ܽݕ݁ݒ 1 ് 1

  şeklinde tanımlanan ܶ ikili 

işlemi ܮ üzerinde bir ݐ-normdur.  

(ii) ݔ, ݕ א ,ݔiçin ெܶሺ  ܮ ሻݕ ൌ ݔ ר  üzerinde bir ܮ şeklinde tanımlanan ெܶ ikili işlemi ݕ

  .normdur-ݐ

normu için ܶ-ݐ ܶ üzerindeki herhangi bir ܮ       ܶ  ெܶ  olduğundan ܶ , ܮ üzerindeki 

en zayıf ݐ-norm ve ெܶ  ܮ üzerindeki en güçlü ݐ-normdur. 

Tanım 1.3.10 [24]: ܮ bir tam kafes ve ܶ, ܮ üzerinde bir ݐ-norm olsun. ܽ א -ݐ ܶ ,nin’ܮ ye’ܮ

normuna göre bir idempotent elemanı denir :   ܶሺܽ, ܽሻ ൌ ܽ’dır. 

்ܦ nin tüm idempotent elemanlarının kümesi’ܮ      ൌ ሼܽ א ,ሺܽܶ|ܮ ܽሻ ൌ ܽሽ ile gösterilir. 

Herhangi bir ܶ ݐ-normu için ܶ ikili işlemi, ்ܦ kümesi üzerinde bir ikili işlemdir. 

Teorem 1.3.11 [24]: ܮ bir tam kafes ve ܶ, ܮ üzerinde bir ݐ-norm olsun. ܫ ve  ܬ  birer indis 

kümesi olmak üzere ሼܽ א ݅|ܮ א ሽ ve ൛ܫ ܾ א ห݆ܮ א  ൟ aileleri için aşağıdaki eşitsizlik ܬ

sağlanır:  

൭ሥ ܽ
אூ

൱ ࢀ ቌሥ ܾ
א 

ቍ  ሥ൫ܽܶ ܾ൯
אூ
א 

. 

Tanım 1.3.12 [24]: ሺܮ, ,ש,ר ,0,1ሻ  tam kafesi üzerinde tanımlı ܵ: ଶܮ ՜ -ݐ ikili işlemine ܮ

conorm denir :  

S1) Her ݔ, ݕ א ,ݔiçin  ܵሺ  ܮ ሻݕ ൌ ܵሺݕ,  ሻ ,                                                         (Değişme)ݔ

S2) Her ݔ, ,ݕ ݖ א ,ݔiçin  ܵሺܵሺ  ܮ ,ሻݕ ሻݖ ൌ ܵ൫ݔ, ܵሺݕ,  ሻ൯ ,                                   (Birleşme)ݖ

S3) Her ݔ, ,ݕ ݖ א ݔ için  ܮ  ,ݔise ܵሺ ݕ ሻݖ  ܵሺݕ,  ሻ ,                                 (Monotonluk)ݖ

S4) Her ݔ א ,ݔiçin  ܵሺ  ܮ 0ሻ ൌ  (Sınır Şartı)                                                                     .ݔ

Örnek 1.3.13 [24]: Aşağıda  ܮ ൌ ሾ0,1ሿ tam kafesi üzerinde tanımlanan temel ݐ-conormlar 

verilmiştir: 

• ܵெሺݔ, ሻݕ ൌ maxሺݔ,  ሻ ,                                                                           (Maksimum)ݕ

• ܵሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ  ݕ െ  (Olasılıklı Toplam )                                                             ,   ݕݔ
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• ܵሺݔ, ሻݕ ൌ minሼ1, ݔ            ሽ ,                                                                  (Lukasiewicz)ݕ

• ܵሺݔ, ሻݕ ൌ ൜
,ݔ              ,              1 ݕ א ܮ ך ሼ0ሽ

maxሺݔ, ሻݕ ݔ     ,  ൌ ݕ ܽݕ݁ݒ 0 ൌ 0   ,                               (Kesin Toplam) 

• ܵெሺݔ, ሻݕ ൌ ൜
ݔ          ,              1  ݕ  1

maxሺݔ, ሻݕ ݔ         ,   ݕ ح 1   ,                           (Nilpotent Maksimum) 

Önerme 1.3.14 [24]: Bir  ܵ: ሾ0,1ሿଶ ՜ ሾ0,1ሿ  fonksiyonu bir ݐ-conormdur ancak ve ancak 

her ݔ, ݕ א ሾ0,1ሿ için ܵሺݔ, ሻݕ ൌ 1 െ ܶሺ1 െ ,ݔ 1 െ  ሻ olacak şekilde, ሾ0,1ሿ tam kafesiݕ

üzerinde tanımlı olan bir ܶ ݐ-normu mevcuttur. 

 

    1.4. Negatörler 

 

Tanım 1.4.1 [15]: ܮ bir tam kafes olsun. ࣨ: ܮ ՜ : fonksiyonuna bir negatör denir ܮ  

(i) ࣨ: ܮ ՜   ,azalan bir fonksiyondur ܮ

(ii) ࣨሺ0ሻ ൌ 1  ve  ࣨሺ1ሻ ൌ 0.    

Her ݔ א ܮ ൌ ሾ0,1ሿ  için  ௌࣨሺݔሻ ൌ 1 െ  .negatörü standart negatör olarak adlandırılır  ݔ

Tanım 1.4.2 [15]: ܮ bir tam kafes ve ࣨ: ܮ ՜       bir negatör olsun. ࣨ’ye involutive ܮ

denir :  Her ݔ א L için ࣨሺࣨሺݔሻሻ ൌ   .ݔ

 

     1.5. İmplikasyonlar 

 

Tanım 1.5.1 [1, 2, 3, 20, 21, 33]: ሺܮ, ,ש,ר ,0,1ሻ  tam kafesi üzerinde tanımlı ࣣ: ଶܮ ՜  ܮ

ikili işlemine bir implikasyon denir :  

I1) Her ݔ, ,ݕ ݖ א ݔ için ܮ  ,ݕise  ࣣሺ ݕ ሻݖ  ࣣሺݔ,   ,ሻݕ

I2) Her ݔ, ,ݕ ݖ א ݕ için ܮ  ,ݔise  ࣣሺ ݖ ሻݕ  ࣣሺݔ,  ,ሻݖ

I3) Her ࣣሺ0,0ሻ ൌ ࣣሺ1,1ሻ ൌ 1 ve  ࣣሺ1,0ሻ ൌ 0. 

     Tanımdan kolayca görülebilir ki ࣣ implikasyonu her ݕ א ,için ࣣሺ0  ܮ ሻݕ ൌ 1 ve her 

ݔ א ,ݔiçin ࣣሺ  ܮ 1ሻ ൌ 1 eşitliklerini sağlar. 

 Örnek 1.5.2: ܮ ൌ ሼ0, ܽ, ܾ, 1ሽ kümesi Şekil 10’da verilen sıralama bağıntısına göre bir tam 

kafestir. Bu durumda, aşağıdaki tablolar yardımıyla tanımlanan ଵࣣ, ࣣଶve ࣣଷ ikili işlemleri ܮ  

üzerinde tanımlı implikasyonlardır. 
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                                        Şekil 10. Örnek 1.5.2’deki kafes yapısı 
 

                              Tablo 2. Örnek 1.5.2’deki ଵࣣ implikasyonu 

 
 
 
 

 
 
 

                              Tablo 3. Örnek 1.5.2’deki ࣣଶ implikasyonu 

 
 
 
 
 
 

 

                             Tablo 4. Örnek 1.5.2’deki ࣣଷ implikasyonu 

 
                                               
 
 
 
 
 

Örnekler 1.5.3 [3, 39]: ሺܮ, ,ש,ר ,0,1ሻ bir tam kafes olsun. 

 ,üzerinde bir t-norm olmak üzere ܮ , ܶ (1)

ࣣሺݔ, ሻݕ ൌ ሧ ݇
௫்ஸ௬

 

ikili işlemi ܮ üzerinde bir implikasyondur. Bu implikasyona Ը-implikasyon denir. 

 

 

ओ  ࢇ ࢈ 
 1 1 1 1
ࢇ 0 1 ܽ 1
࢈ 0 ܾ 1 1
 0 0 0 1

ओ  ࢇ ࢈ 
 1 1 1 1
ࢇ 0 1 ܾ 1
࢈ 0 ܽ 1 1
 0 0 0 1

ओ  ࢇ ࢈ 
 1 1 1 1
ࢇ ܾ 1 ܾ 1
࢈ ܽ ܽ 1 1
 0 ܽ ܾ 1
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ܮ ൌ ሾ0,1ሿ tam kafesi üzerindeki bazı Ը-implikasyonlar şunlardır: 

ݕܶݔ • ൌ ݔ ר ,ݔise  ࣣሺ  ݕ ሻݕ ൌ ൜1,       ݔ    ݕ
ݔ       ,ݕ   (Gödel)                                                       ݕ

ݕܶݔ • ൌ .ݔ ,ݔise ࣣሺ  ݕ ሻݕ ൌ ቊ
ݔ       ,1    ݕ
௬
௫

ݔ       ,   (Goguen)                                                       ݕ

ݕܶݔ • ൌ ,ሼ0ݔܽ݉ ݔ  ݕ െ 1ሽ  ise   ࣣሺݔ, ሻݕ ൌ ݉݅݊ሼ1, 1 െ ݔ   ሽ.           (Lukasiewicz)ݕ

 

 
 

    Şekil 11. Gödel, Goguen ve Lukasiewicz implikasyonlarının üç boyutlu grafikleri 
 
 

 ,üzerinde bir negatör olmak üzere ܮ ,ࣨ üzerinde bir t-conorm ve ܮ ,ܵ (2)

ࣣሺݔ, ሻݕ ൌ ܵሺࣨሺݔሻ,  ሻݕ

İle tanımlı ࣣ: ଶܮ ՜ -ܵ üzerinde bir implikasyondur. Bu implikasyona ܮ ikili işlemi ܮ

implikasyon denir. 

ܮ      ൌ ሾ0,1ሿ tam kafesi üzerindeki bazı ࣭-implikasyonlar şunlardır: 

ݕܵݔ • ൌ ,ݔሺݔܽ݉ ሻݔሻ ve ࣨሺݕ ൌ 1 െ ,ݔise  ࣣሺ  ݔ ሻݕ ൌ ሼ1ݔܽ݉ െ ,ݔ  ሽ(Kleene-Dienes)ݕ

ݕܵݔ • ൌ ݔ  ݕ െ ሻݔve ࣨሺ ݕݔ ൌ 1 െ ,ݔise ࣣሺ  ݔ ሻݕ ൌ 1 െ ݔ   (Reichenbach)       ݕ ݔ

ݕܵݔ • ൌ ݉݅݊ሼ1, ݔ  ሻݔሽ  ve  ࣨሺݕ ൌ 1 െ ,ݔise  ࣣሺ  ݔ ሻݕ ൌ ݉݅݊ሼ1, 1 െ ݔ    ሽ    (LK)ݕ
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                          Şekil 12. Kleene-Dienes ve Reichenbach implikasyonlarının üç boyutlu                      
                                         grafikleri 

 

     1.6.Bağıntılar 

 

Tanım 1.6.1 [18]: ܺ, ܻ ് ∅  olan iki küme olsun. ߠ א ࣪ሺܺ ൈ ܻሻ  altkümesine ܺ’ten ܻ’ye 

bir bağıntı denir. ܺ ൌ ܻ  ise  ߠ ‘ya  ܺ üzerinde bir bağıntı denir. 

Tanım 1.6.2 [50, 51]: ߠ א ࣪ሺܺ ൈ ܻሻ olsun. Her ܽ א ܺ için ሺܽ, ܾሻ א  olacak şekilde ߠ

ܾ א ܻ mevcut ise ߠ’ye serial bağıntı denir.  

Tanım 1.6.3 [50, 51]: ߠ א ࣪ሺܺ ൈ ܺሻ olsun. Bu takdirde ߠ’ya, 

(i) yansıyan denir :  Her ܽ א ܺ  için ሺܽ, ܽሻ א                                 ; ߠ

(ii) simetrik denir :  Her ܽ, ܾ א ܺ için ሺܽ, ܾሻ א ,ise ሺܾ ߠ ܽሻ א                                         ;ߠ

(iii) geçişken denir :  Her ܽ, ܾ, ܿ א ܺ için ሺܽ, ܾሻ א ,ve ሺܾ ߠ ܽሻ א ,ise ሺܽ ߠ ܿሻ א   ߠ

(iv) Euclidean denir :  Her ܽ, ܾ, ܿ א ܺ için ሺܽ, ܾሻ א ,ve ሺܽ ߠ ܿሻ א ,ise ሺܾ ߠ ܿሻ א   .ߠ

     Yansıyan, simetrik ve geçişken bir ߠ bağıntısına ܺ üzerinde bir denklik bağıntısı denir. 

Tanım 1.6.4 [55, 56]: ߠ א ࣪ሺܺ ൈ ܻሻ bir bağıntı olsun. Bu takdirde ሺݔ, ሻݕ א ߠ  ሺݕ, ሻݔ א

ଵିߠ ଵ  koşulunu sağlayanିߠ א ࣪ሺܻ ൈ ܺሻ  bağıntısına ߠ ‘nın tersi denir. 

 

     1.7.Yarıgruplar  

 

Tanım 1.7.1 [18]: ܺ ് ∅  olan bir küme ve " כ ", ܺ üzerinde tanımlı bir ikili işlem olsun. 

ܺ kümesine bir yarıgrup denir :  Her ݔ, ,ݕ ݖ א ܺ için ݔ כ ሺݕ כ ሻݖ ൌ ሺݔ כ ሻݕ כ  .dir‘ ݖ

(birleşme özelliği)  

     Bu durum “ሺܺ,כሻ bir yarıgruptur.” şeklinde yazılır.  
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     ሺܺ,כሻ bir yarıgrup ve ܣ, ܤ א Եሺܺሻ ך ሼ∅ሽ iki küme olmak üzere ܣ כ             kümesi ܤ

ሼܽ כ ܾሃܽ א ,ܣ ܾ א ܣ .ሽ olarak tanımlanırܤ ൌ ∅  veya ܤ ൌ ∅  ise ܣ כ ܤ ൌ ∅  olarak 

alınacaktır. 

Örnekler 1.7.2: 

,ܮnorm olsun. Bu durumda ሺ-ݐ üzerinde tanımlı bir ܮ ,ܶ bir tam kafes ve ܮ (1) ܶሻ bir 

yarıgruptur.  

(2) Ժ tam sayılar kümesi ve ܯଶሺԺሻ tüm 2 ൈ 2 tipindeki matrisler kümesi olsun. ܯଶሺԺሻ 

kümesi matrisler üzerinde tanımlı çarpma işlemine göre yarıgruptur. 

(3)  Ժ üzerindeki ikili işlem ܽ ᇞ ܾ ൌ ܽ  ܾ  ܾܽ olarak tanımlansın. Bu takdirde  

ሺ Ժ,ᇞሻ bir yarıgruptur. 

Tanım 1.7.3 [27]: ሺܺ,כሻ bir yarıgrup ve ∅ ് ܣ ك ܺ olsun. ܣ’ya ܺ’in bir  

(i) alt yarıgrubu denir :  ܣ כ ܣ ك  , ܣ

(ii) sol ideali denir :  ܣ כ ܺ ك  ,  ܣ

(iii) sağ ideali denir :  ܺ כ ܣ ك  .dır’ܣ

 .ya ܺ’in iki yanlı ideali denir’ܣ in hem sol hem de sağ ideali ise ’ܺ , ܣ     

Tanım 1.7.4 [53, 54]: ሺܺ,כሻ bir yarıgrup ve ܣ, ሺܺ,כሻ’in bir ideali olsun. Bu durumda, ܣ’ya 

ܺ’in bir asal ideali denir :  Her ݔ, ݕ א ܺ için ݔ כ ݕ א ݔ ise ܣ א ݕ veya ܣ א   .dır’ܣ

Tanım 1.7.5 [29]: ሺܺ,כሻ bir yarıgrup ve ܣ, ܺ’in bir alt yarıgrubu olsun. ܣ’ya ܺ’in bir bi-

ideali denir :  ܣ כ ܺ כ ܣ ك  .dır’ܣ

Tanım 1.7.6 [7, 29]: ሺܺ,כሻ bir yarıgrup ve ∅ ് ܣ ك ܺ olsun. ܣ’ya ܺ’in bir quasi-ideali 

denir :   ܺ כ ܣ ת ܣ כ ܺ ك  .dır’ܣ

Teorem 1.7.7 [29]: ሺܺ,כሻ bir yarıgrup olsun. Bu takdirde ܺ’in herhangi bir sol (sağ, iki 

yanlı veya quasi-) ideali ܺ‘in bir bi-idealidir. 

Örnek 1.7.8: " כ " ve " ڃ " ikili işlemleri ܺ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ, ݀ሽ  kümesi üzerinde, sırasıyla,   

Tablo 5 ve Tablo 6 yardımıyla tanımlanmıştır. Bu durumda ሺܺ,כሻ ve  ሺܺ,ڃሻ yarıgruplardır. 

 

                                    Tablo 5. Örnek 1.7.8’deki " כ " ikili işlemi 

 
 
 
 
 

 

כ ࢇ ࢈ ࢉ ࢊ
ࢇ ܽ  ܾ  ܾ  ݀ 
࢈ ܾ  ܾ  ܾ  ݀ 
ࢉ ܾ  ܾ  ܾ  ݀ 
ࢊ ݀  ݀  ݀  ݀ 
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                                   Tablo 6. Örnek 1.7.8’deki " ڃ " ikili işlemi 

 
 
 
 

 

 

     ሺܺ,כሻ yarıgrubunun tüm alt yarı grupları: ሼܽሽ, ሼܾሽ, ሼ݀ሽ, ሼܽ, ܾሽ, ሼܽ, ݀ሽ, ሼܾ, ܿሽ, ሼܾ, ݀ሽ, 

ሼܽ, ܾ, ܿሽ, ሼܽ, ܾ, ݀ሽ, ሼܾ, ܿ, ݀ሽ, ሼܽ, ܾ, ܿ, ݀ሽ kümeleridir. 

     ሺܺ,כሻ yarıgrubunun tüm sol idealleri: ሼ݀ሽ, ሼܾ, ݀ሽ, ሼܽ, ܾ, ݀ሽ, ሼܾ, ܿ, ݀ሽ, ሼܽ, ܾ, ܿ, ݀ሽ 

kümeleridir.  

     " כ "  işlemi değişmeli olduğundan ሺܺ,כሻ yarı grubunun tüm sol, sağ, bi- ve quasi-

idealler kümeleri aynıdır. 

     ሺܺ,כሻ yarıgrubunun tek asal ideali ሼ݀ሽ kümesidir. 

Tanım 1.7.9 [18]: ሺܺ,לሻ ve ሺܻ,څሻ yarıgruplar ve ݂: ܺ ՜ ܻ bir fonksiyon olsun. ݂ ‘ye, ܺ’ten 

ܻ’ye yarıgrup homomorfisi denir :  Her ݔ, ݕ א ܺ için ݂ሺݔሻ څ ݂ሺݕሻ ൌ ݂ሺݔ ל  .ሻ’dirݕ

Tanım 1.7.10 [27]: ሺܺ,כሻ bir yarıgrup ve ߠ, ܺ kümesi üzerinde bir denklik bağıntısı olsun. 

Bu takdirde ߠ bağıntısına ܺ üzerinde bir kongrüans bağıntısı denir :  Her ݔ א ܺ için 

ሺܽ, ܾሻ א ise ሺܽ ߠ כ ,ݔ ܾ כ ሻݔ א ݔve  ሺ  ߠ כ ܽ, ݔ כ ܾሻ א   .dır’ߠ

 

 Fuzzy Kümeler-ࡸ .1.8     

 

 fuzzy alt kümeler Zadeh’in [60]’da tanıttığı fuzzy alt kümelerinin bir genellemesi-ܮ     

olarak Goguen [17] tarafından 1967 yılında tanıtılmıştır.  

Tanım 1.8.1 [17, 39]: ܺ ് ∅  olan bir küme ve ܮ bir kafes olsun. Her  ߤ: ܺ ՜  ܮ

fonksiyonuna ܺ’in bir ܮ-fuzzy kümesi (veya altkümesi) denir. ܺ’in bütün ܮ-fuzzy 

kümelerinin kümesine ܺ’in ܮ-güç kümesi denir ve ܨሺܺ,   .ሻ ile gösterilirܮ

ߙ      א ఈߤ için ܮ ൌ ሼݔ א ߙ|ܺ   kesim veya seviye alt kümesi-ߙ  nün’ߤ ሻሽ  kümesineݔሺߤ

denir. 

     Özel olarak ܮ ൌ ሾ0,1ሿ olarak seçilirse ߤ’ye fuzzy kümesi denir ve ܺ’in tüm fuzzy alt 

kümelerinin kümesi ܨሺܺሻ ile gösterilir. 

ڃ ࢇ ࢈ ࢉ ࢊ
ࢇ ܽ  ܽ  ܽ ݀ 
࢈ ܽ  ܾ ܽ  ݀ 
ࢉ ܽ  ܽ  ܿ  ݀ 
ࢊ ݀  ݀  ݀  ݀ 
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Örneğin, giriş bölümünde bahsedildiği gibi, göreceli olan “gençlik kavramı”, kimi 

insanlara göre ߤ: ሾ0,∞ሻ ՜ ሾ0,1ሿ  şeklindeki bir üyelik fonksiyonu ile aşağıdaki gibi ifade 

edilebilir:  

ሻݔሺߤ ൌ ൞

ݔ                   ,             1 ൏ 30
60 െ ݔ

30     , 30  ݔ  60
0              ,                    60 ൏ ݔ

 

 

 
 
         Şekil 13. ߤ üyelik fonksiyonunun grafiği 
 

     Daha yaşlı olan insanlar üyelik fonksiyonunu  ߥ: ሾ0,∞ሻ ՜ ሾ0,1ሿ olarak belirleyebilir: 

ሻݔሺߥ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ݔ                    ,           1 ൏ 40
80 െ ݔ

40 , 40  ݔ  60
70 െ ݔ

20 , 60 ൏ ݔ  70
0           ,                   70 ൏ ݔ

 

 

 
      
     Şekil 14. ߥ üyelik fonksiyonunun grafiği 
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Örnekler 1.8.2: ܮ bir kafes ܺ ് ∅  olan bir küme, ∅ ് ܤ ك ܺ  ve ߣ א  .olsun ܮ

(1) Her ݔ א ܺ için 1ሺݔሻ ൌ ቄ1 ,    ݔ א  ܤ
ݔ    , 0 ב ܤ    şeklinde tanımlanan 1 א ,ሺܺܨ  .ሻ’dirܮ

(2) Her ݔ א ܺ için ߣሺݔሻ ൌ ൜ݔ    , ߣ א  ܤ
ݔ    , 0 ב ܤ    şeklinde tanımlanan ߣ א ,ሺܺܨ   .ሻ’dirܮ

Tanım 1.8.3 [37]: ߤ, ߥ א ,ሺܺܨ ݔ ሻ  olsun. Herܮ א ܺ için ߤሺݔሻ   de içerilir ߥ  ,ߤ ሻ iseݔሺߥ

denir ve bu durum ߤ  ߤ şeklinde gösterilir. Eğer ߥ  ߤ  ve ߥ ്  de kesin’ߥ  ,ye’ߤ ise ߥ

içerilir (veya ߤ ,ߥ yü kesin içerir) denir ve bu durumda ߤ ൏   .yazılır ߥ

Tanım 1.8.4 [51]: ܶ, ܵ ve ࣣ, sırasıyla, ܮ tam kafesi üzerinde birer t-norm, t-conorm ve 

imlikasyon olsun. ߤ, ߥ א ,ሺܺܨ ݔ ሻ olmak üzere herܮ א ܺ için ߤ ve ܮ  ߥ-fuzzy kümelerinin 

bileşimi, arakesiti, ܶ-kesişimi, ܵ-bileşimi, ࣣ-implikasyonu, sırayla, aşağıdaki gibi 

tanımlanan ܮ-fuzzy kümeleridir. 

• ሺߤ ש ሻݔሻሺߥ ൌ ሻݔሺߤ ש  ,ሻݔሺߥ

• ሺߤ ר ሻݔሻሺߥ ൌ ሻݔሺߤ ר  ,ሻݔሺߥ

• ሺߥܶߤሻሺݔሻ ൌ ܶ൫ߤሺݔሻ,  , ሻ൯ݔሺߥ

• ሺߥܵߤሻሺݔሻ ൌ ܵ൫ߤሺݔሻ,  , ሻ൯ݔሺߥ

• ሺߥࣣߤሻሺݔሻ ൌ ࣣ൫ߤሺݔሻ,    .ሻ൯ݔሺߥ

Tanım 1.8.5 [37]: ܫ ് ∅  olan bir indis kümesi olmak üzere ሼߤ|݅ א ሽܫ א ,ሺܺܨ -ܮ ሻ,  ܺ’inܮ

fuzzy kümelerinin bir ailesi olsun. Bu kümenin en küçük üst sınırı ڀ ூאߤ  ve en büyük alt 

sınırı ٿ ூאߤ  ; her ݔ א ܺ için sırasıyla ሺڀ ூאߤ ሻሺݔሻ ൌ ڀ ூאሻݔሺߤ  ve  ሺٿ ூאߤ ሻሺݔሻ ൌ

ٿ ூאሻݔሺߤ  olarak tanımlanır. 

Tanım 1.8.6: ܺ, ܻ kümeler, ܮ bir tam kafes olsun. Her ܴ: ܺ ൈ ܻ ՜  fonksiyonuna ܺ’ten ܮ

ܻ’ye bir ܮ-fuzzy bağıntı denir. ܴ: ܺ ൈ ܻ ՜  ,fuzzy bağıntıların eşitliği, bileşimi-ܮ  ܮ

arakesiti, ܶ-kesişimi, ܵ-bileşimi, ࣣ-implikasyonu ܮ-fuzzy kümelerindeki gibi tanımlanır. 

Burada ሺݔ, ሻݕ א ܺ ൈ ܻ olmak üzere  ܴሺݔ, ሻݕ א  elemanları arasındaki ilgililik ݕ ile ݔ ye’ܮ

derecesi denir. 

ߙ      א kesim veya seviye alt kümesi ܴఈ-ߙ için ܴ’nin ܮ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ א ܺ ൈ ߙ|ܻ  ܴሺݔ,  ሻሽݕ

şeklindedir.  

     Özel olarak ܮ ൌ ሾ0,1ሿ kafesi için ܴ’ye, ܺ’ten ܻ’ye bir fuzzy bağıntı denir.  

Tanım 1.8.7 [31]: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, ܲ ሻ veܮ א ሺܻܨ ൈ ܼ,  -ܶ fuzzy bağıntıların-ܮ ሻ olsun. Buܮ

bileşkesi ܲ ்ל ܴ: ܺ ൈ ܼ ՜ ,ݔfuzzy bağıntıdır ve her ሺ-ܮ şeklindeki ܮ ሻݖ א ܺ ൈ ܼ için 

ܲ ்ל ܴሺݔ, ሻݖ ൌ ڀ ܴሺݔ, ,ݕሻܶܲሺݕ אሻ௬ݖ  olarak tanımlanır.  
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Tanım 1.8.8 [8]: ߤ: ܺ ՜ : özelliğine sahiptir.” denir-ש ,ߤ“ .fuzzy alt küme olsun-ܮ bir ܮ  

Her ܣ ك ܺ için 

ሻݔሺߤ ൌ ሧ ሻݔሺߤ
௫א

 

olacak şekilde bir ݔ א   .mevcuttur  ܣ

Tanım 1.8.9 [50, 51, 52]: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, : fuzzy bağıntı denir-ܮ ሻ olsun. ܴ’ye, serialܮ  

Her ݔ א ܺ için ܴሺݔ, ሻݕ ൌ 1 olacak şekilde ݕ א ܻ  mevcuttur.  

Teorem 1.8.10: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, ߙ fuzzy bağıntıdır ancak ve ancak her-ܮ ሻ serialܮ א  için ܮ

ܴఈ  serial bir bağıntıdır. 

İspat: ܴ serial ܮ-fuzzy bağıntı ve ݔ א ܺ olsun. Bu takdirde ܴሺݔ, ሻݕ ൌ 1 olacak şekilde 

ݕ א ܻ  mevcuttur. Böylece her ߙ א ߙ için ܮ  1 ൌ ܴሺݔ, ,ݔሻ dir. Buradan ሺݕ ሻݕ א ܴఈ elde 

edilir. ܴఈ serialdir. Aksine ݔ א ܺ olsun. Bu takdirde  ܴଵ serial oldundan  ሺݔ, ሻݕ א ܴଵ 

olacak şekilde ݕ א ܻ  mevcuttur. Böylece 1  ܴሺݔ, ,ݔሻ dir. Buradan ܴሺݕ ሻݕ ൌ 1 elde 

edilir. Sonuç olarak ܴ serial ܮ-fuzzy bağıntıdır. 

      ܴ א ሺܺܨ ൈ ܺ,   .fuzzy bağıntı denir-ܮ ሻ  ise ܴ’ye,  ܺ üzerinde birܮ

Tanım 1.8.11 [50, 51]: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܺ,  ;ሻ olsun. Bu takdirde,  ܴ’yeܮ

(i) yansıyan ܮ-fuzzy bağıntı denir :  Her ݔ א ܺ  için ܴሺݔ, ሻݔ ൌ 1 , 

(ii) simetrik ܮ-fuzzy bağıntı denir :  Her ݔ, ݕ א ܺ için ܴሺݔ, ሻݕ ൌ ܴሺݕ,   , ሻݔ

(iii) ܶ-geçişken ܮ-fuzzy bağıntı denir :  Her ݔ, ݖ א ܺ için ڀ ሺܴሺݔ, ,ݕሻܴܶሺݕ אሻሻ௬ݖ 

ܴሺݔ,   .ሻ’dirݖ

Teorem 1.8.12: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܺ,  .ሻ olsunܮ

(1) ܴ yansıyan ܮ-fuzzy bağıntıdır ancak ve ancak her ߙ א   için ܴఈ yansıyan bağıntıdır ܮ

(2) ܴ simetrik ܮ-fuzzy bağıntı ancak ve ancak her ߙ א  ;için ܴఈ simetrik bağıntıdır ܮ

ܴݏܴ݁ (3) ك ߙ fuzzy bağıntıdır ancak ve ancak her-ܮ olsun. ܴ, ܶ-geçişken  ்ܦ א  ்ܦ

için ܴఈ geçişken bağıntıdır. 

İspat:  

(1) ܴ yansıyan ܮ-fuzzy bağıntı ve ݔ א ܺ olsun. Bu takdirde her ߙ א ߙ için ܮ  1 ൌ

ܴሺݔ, ,ݔሻ dir. Böylece ሺݔ ሻݔ א ܴఈ olduğundan ܴఈ yansıyandır. Aksine her ߙ א  için ܮ

ܴఈ yansıyan bağıntı ve ݔ א ܺ olsun. Bu durumda ሺݔ, ሻݔ א ܴఈ dır. Buradan her 

ߙ א ߙ için ܮ  ܴሺݔ, ڀ ሻ yazılabilir. Böyleceݔ אఈߙ ൌ 1  ܴሺݔ,  ܴ .ሻ elde edilirݔ

yansıyan ܮ-fuzzy bağıntıdır. 
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(2) ܴ simetrik ܮ-fuzzy bağıntı olmak üzere her ߙ א ,ݔ ve ܮ ݕ א ܺ için ሺݔ, ሻݕ א ܴఈ 

olsun. Bu takdirde  ߙ  ܴሺݔ, ሻݕ ൌ ܴሺݕ, ,ݕሻ dir. Buradan ሺݔ ሻݔ א ܴఈ elde edilir. 

Aksine her ߙ א ,ݔ için ܴఈ simetrik bağıntı ve ܮ ݕ א ܺ olmak üzere ߙ ൌ ܴሺݔ,  ሻݕ

olsun. Bu takdirde  ሺݔ, ሻݕ א ܴఈ dır. Böylece ሺݕ, ሻݔ א ܴఈ dır. Buradan ߙ ൌ

ܴሺݔ, ሻݕ  ܴሺݕ, ,ݕሻ yazılır. Benzer şekilde  ܴሺݔ ሻݔ  ܴሺݔ,  ሻ olduğu kolaycaݕ

görülür. Sonuç olarak ܴሺݔ, ሻݕ ൌ ܴሺݕ,  .ሻ elde edilirݔ

(3) ܴ, ܶ-geçişken ܮ-fuzzy bağıntı olmak üzere her ߙ א ,ݔiçin ሺ ்ܦ ,ሻݕ ሺݕ, ሻݔ א ܴఈ 

olsun. Bu takdirde  ߙ  ܴሺݔ, ߙ ሻ veݕ  ܴሺݕ, ߙ ሻ dir. Buradanݖ ൌ ߙܶߙ 

ܴሺݔ, ,ݕሻܴܶሺݕ ሻݖ  ܴሺݔ, ,ݔሻ dir. Böylece ሺݖ ሻݖ א ܴఈ elde eldir. ܴఈ geçişken 

bağıntıdır. Önermenin diğer tarafı için ߙ ൌ ܴሺݔ, ,ݕሻܴܶሺݕ  ሻ olsun. Bu takdirdeݖ

ሺݔ, ሻݕ א ܴఈ, ሺݕ, ሻݔ א ܴఈ ve ߙ א ߙ dir. Her ்ܦ א  için ܴఈ geçişken olduğundan ்ܦ

ሺݔ, ሻݖ א ܴఈ dır. Buradan ߙ  ܴሺݔ, ,ݔሻ dir. Böylece ܴሺݖ ,ݕሻܴܶሺݕ ሻݖ  ܴሺݔ,  ሻ eldeݖ

edilir. ܴ, ܶ-geçişkendir. 

Tanım 1.8.13 [32]: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, ሻ olsun. ܴିଵܮ א ሺܻܨ ൈ ܺ,  fuzzy bağıntısına ܴ’nin-ܮ ሻܮ

ters ܮ-fuzzy bağıntısıdır denir :  Her ݔ א ܺ ve ݕ א ܻ için ܴିଵሺݕ, ሻݔ ൌ ܴሺݔ,  .ሻ’dirݕ

Tanım 1.8.14 [25, 34]: ሺܻ,څሻ bir yarıgrup ve ߤ א ,ሺܻܨ  fuzzy-ܮܶ ye, ܻ’nin bir’ߤ .ሻ olsunܮ

alt yarıgrubu denir :  Her ݔ, ݕ א ܻ için ߤሺݔሻܶߤሺݕሻ  ݔሺߤ څ  .ሻݕ

Tanım 1.8.15 [25, 34]: ሺܻ,څሻ bir yarıgrup ve ߤ, ܻ nin bir ܶܮ-fuzzy alt yarıgrubu olsun. Bu 

takdirde  ߤ’ye, ܻ’nin;  

(i) ܶܮ-fuzzy sağ ideali denir :  Her ݔ, ݕ א ܻ için ߤሺݔሻ  ݔሺߤ څ   , ሻݕ

(ii) ܶܮ-fuzzy sol ideali denir :  Her ݔ, ݕ א ܻ için ߤሺݔሻ  ݕሺߤ څ     , ሻݔ

(iii) ܶܮ-fuzzy iki yanlı ideali denir :  Her ݔ, ݕ א ܻ için ߤሺݔሻ ש ሻݕሺߤ   ݔሺߤ څ   .ሻ’dirݕ

Tanım 1.8.16 [23, 25]: ሺܻ,څሻ bir yarıgrup olsun ve ߤ, ܻ’nin bir ܶܮ-fuzzy alt yarıgrubu 

olsun. ߤ’ye, ܻ’nin bir ܶܮ-fuzzy bi-ideali denir :  Her ݔ, ܽ, ݕ א ܵ için ߤሺݔሻܶ ߤሺݕሻ 

ݔሺߤ څ ܽ څ   .ሻ’dirݕ

Tanım 1.8.17 [53, 54]: ሺܻ,څሻ bir yarıgrup ve ߤ, ܻ’nin bir ܶܮ-fuzzy alt yarıgrubu olsun. 

: fuzzy asal ideali denir-ܮܶ ye, ܵ’nin bir’ߤ  Her ݔ, ݕ א ܵ için ߤሺݔ څ ሻݕ ൌ  ሻ veyaݔሺߤ

ݔሺߤ څ ሻݕ ൌ   .ሻ’dirݕሺߤ
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     2.YAPILAN ÇALIŞMALAR, BULGULAR VE İRDELEME 
 

     2.1.Genelleştirilmiş Kaba Kümeler 

 

     Bu bölümde, çeşitli çalışmalarda [9, 10, 12, 22, 27, 42, 43, 44, 45, 47, 52, 53, 55, 56, 

58, 59] incelenmiş olan genelleştirilmiş yaklaşım uzayının bazı özellikleri hatırlatılacak ve 

bu özelliklere bazı ilaveler yapılacaktır.  

     ܺ, ܻ ് ∅  olan iki küme ve ߮ ك ܺ ൈ ܻ olsun. ܨఝ: X→ԵሺYሻ   küme değerli fonksiyonu 

her ݔ א ܺ için ܨఝሺxሻ ൌ  ሼݕ א ܻ| ሺݔ, ሻݕ א ߮ሽ şeklinde tanımlansın. Burada ܨఝሺxሻ kümesine,  

 in  ߮’ye göre ardıl komşuluğu denir. Aksine ܺ’den  ԵሺYሻ’ye herhangi bir küme değerli’ݔ

fonksiyonu ile ܺ’den ܻ’ye ߮ி ܨ ൌ  ሼሺݔ, ሻݕ א ܺ ൈ ݕ |ܻ א  ሻሽ şeklinde bir bağıntıݔሺܨ

tanımlanabilir. ሺܺ, ܻ, ߮ሻ üçlüsüne bir genelleştirilmiş yaklaşım uzayı denir. Herhangi bir 

ܣ ك ܻ için ܣ nın ߮ሺܣሻ alt ve ߮ሺܣሻ üst yaklaşımları sırasıyla; 

        ߮ሺܣሻ ൌ ൛ݔ א ܺห ܨఝሺxሻ ك ሻܣൟ  ,                     ߮ሺ ܣ ൌ ൛ݔ א ܺห ܨఝሺxሻ ת ܣ ് ∅ ൟ  , 

olarak tanımlanır. ൬߮ሺܣሻ, ߮ሺܣሻ൰ çiftine ܣ’nın ሺܺ, ܻ, ߮ሻ üzerindeki genelleştirilmiş kaba 

kümesi denir ve burada ߮ ve ߮ fonksiyonlarına, sırasıyla, alt ve üst genelleştirilmiş 

yaklaşım operatörleri denir. 

Önerme 2.1.1: ߮: ܺ ՜ ܻ bir fonksiyon ise her ܣ ك ܻ için ߮ିଵሺܣሻ ൌ ߮ሺܣሻ ൌ ߮ሺܣሻ eşitliği 

sağlanır. 

İspat: ܣ’nın ߮ሺܣሻ ve ߮ሺܣሻ yaklaşımlarının tanımlarından kolayca elde edilebilir. 

Teorem 2.1.2 [50, 51]: ߮ , ܺ’den ܻ’ye bir bağıntı olmak üzere ܣ, ܤ א Եሺܻሻ kümelerinin 

alt ve üst yaklaşım operatörleri aşağıdaki özellikleri sağlar:  

(L1) ߮ሺܣሻ ൌ ~߮ሺ~ܣሻ  , 

(L2) ߮ሺܻሻ ൌ ܺ , 

(L3) ߮ሺܣ ת ሻܤ ൌ ߮ሺܣሻ ת ߮ሺܤሻ , 

(L4) ܣ ك ܤ ฺ ߮ሺܣሻ ك ߮ሺܤሻ , 

(L5) ߮ሺܣሻ  ߮ሺܤሻ ك ߮ሺܣ   .ሻܤ

(U1) ߮ሺܣሻ ൌ ~߮ሺ~ܣሻ,  

(U2) ߮ሺሻ ൌ  , 

(U3) ߮ሺܣ  ሻܤ ൌ ߮ሺܣሻ  ߮ሺܤሻ , 

(U4) ܣ ك ܤ ฺ ߮ሺܣሻ ك ߮ሺܤሻ , 

(U5) ߮ሺܣ ת ሻܤ ك ߮ሺܣሻ ת ߮ሺܤሻ.   

     Burada herhangi bir ܣ ك ܻ için ܣ’nın ܻ’deki komplementi ~ܣ ile gösterilmiştir. (L1) 

ve (U1) özellikleri gösterir ki  ߮ ve ߮ dual yaklaşım operatörleridir. Aynı numaralı 

özellikler dual özellikler olarak düşünülebilir. 

Faruk
Rectangle
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Teorem 2.1.3 [45,  57]: ߮ ك ܺ ൈ ܻ ve ܫ bir indis kümesi olmak üzere her ݅ א  için ܫ

ܣ א Եሺܻሻ olsun. (L3), (L5), (U3) ve (U5) maddeleri aşağıdaki gibi genelleştirilebilir.         

(1) ߮ሺځ ூאܣ ሻ ൌ ځ ߮ሺܣሻאூ  

ڂ (2) ߮ሺܣሻאூ ك ߮ሺڂ ூאܣ ሻ 

(3)  ߮ሺځ ூאܣ ሻ ك ځ ߮ሺܣሻאூ  

ڂ (4) ߮ሺܣሻאூ ൌ ߮ሺڂ ூאܣ ሻ .

Teorem 2.1.4 [50, 51, 55, 56]: ߮ ك ܺ ൈ ܺ olsun. ߮  alt ve ߮  üst genelleştirilmiş yaklaşım 

operatörleri olmak üzere: 

(1) ߮ serialdir         ሺ0ܮሻ  ߮ሺሻ ൌ  

                                      ሺܷ0ሻ  ߮ሺܺሻ ൌ ܺ 

                         ሺ0ܷܮሻ  ߮ሺܣሻ ك ߮ሺܣሻ , ܣ א ܲሺܺሻ. 

(2) ߮ yansıyandır    ሺ6ܮሻ  ߮ሺܣሻ ك ܣ    ,ܣ א ܲሺܺሻ 

                                      ሺܷ6ሻ ܣ ك  ߮ሺܣሻ, ܣ א ܲሺܺሻ. 

(3) ߮ simetriktir      ሺ7ܮሻ  ߮ ൬߮ሺܣሻ൰ ك ,ܣ ܣ א ܲሺܺሻ 

                                      ሺܷ7ሻ ܣ ك  ߮൫߮ሺܣሻ൯, ܣ א ܲሺܺሻ. 

(4) ߮ geçişlidir        ሺ8ܮሻ  ߮ሺܣሻ ك ߮ ൬߮ሺܣሻ൰,    ܣ א ܲሺܺሻ 

                                       ሺܷ8ሻ ߮൫ ߮ሺܣሻ൯ ك ߮ሺܣሻ , ܣ א ܲሺܺሻ. 

Teorem 2.1.5: ሼ߮|݅ א  ;ሽ, ܺ’ten ܻ’ye bağıntılar ailesi olsun. Bu takdirdeܫ

(1) Her  ܽ א ܺ için ځܨ ఝא
ሺܽሻ ൌ ځ ఝܨ

ሺܽሻ אூ  , 

(2) Her  ܽ א ܺ için ڂܨ ఝא
ሺܽሻ ൌ ڂ ఝܨ

ሺܽሻ  אூ . 

İspat:  

ݐ (1) א ځܨ ఝא
ሺܽሻ  ሺܽ, ሻݐ א ځ ߮אூ  

                                     Her ݅ א ,için ሺܽ ܫ ሻݐ א ߮  

                                     Her ݅ א ݐ için ܫ א ఝܨ
ሺܽሻ  

                                     ݐ א ځ ఝܨ
ሺܽሻ אூ . 

     Böylece ځܨ ఝא
ሺܽሻ ൌ ځ ఝܨ

ሺܽሻ אூ  elde edilir. 

ݐ (2) א ڂܨ ఝא
ሺܽሻ  ሺܽ, ሻݐ א ڂ ߮אூ   

                                      ݅ א ,ሺܽ  , ܫ ሻݐ א ߮  

                                      ݅ א ݐ  , ܫ א ఝܨ
ሺܽሻ  

                                     ݐ א ڂ ఝܨ
ሺܽሻ אூ . 
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     Böylece  ڂܨ ఝא
ሺܽሻ ൌ ڂ ఝܨ

ሺܽሻ  אூ  elde edilir. 

Teorem 2.1.6: ሼ߮|݅ א  ሽ, ܺ’ten ܻ’ye bağıntılar ailesi olsun. Bu takdirde herhangi birܫ

ܣ ك ܻ için ځ ߮אூ ሺܣሻ ك ځ ߮ሺܣሻאூ  dir. 

İspat: ܽ א ځ ߮אூ ሺܣሻ  ځܨ ఝא
ሺܽሻ ת ܣ ് ∅. Bu takdirde ݐ א ځܨ ఝא

ሺܽሻ olacak şekilde 

ݐ א ݐ mevcuttur. Yukarıdaki teorem ile ܣ א ځ ఝܨ
ሺܽሻ אூ  dır. Bu durumda her ݅ א  için ܫ

ݐ א ఝܨ
ሺܽሻ olur. Buradan her ݅ א ఝܨ için ܫ

ሺܽሻ ת ܣ ് ∅  ifadesi doğrudur. Her ݅ א  için ܫ

ܽ א ߮ሺܣሻ dır. Böylece ܽ א ځ ߮ሺܣሻאூ  elde edilir. Sonuç olarak ځ ߮אூ ሺܣሻ ك ځ ߮ሺܣሻאூ  

dır. 

     Bu teorem, herhangi iki kongrüans bağıntısı için Kuroki tarafından [27]’de verilmiştir. 

Bu bakımdan teorem, [27]’deki Teorem 2.4.’ün bir genellemesidir. 

Örnek 2.1.7: ܺ ൌ ሼ1, 2, 3ሽ ve ܻ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿሽ için ߮ଵ ve ߮ଶ bağıntıları 

߮ଵ ൌ ሼሺ1, ܽሻ, ሺ2, ܽሻ, ሺ3, ܿሻሽ ve ߮ଶ ൌ ሼሺ1, ܽሻ, ሺ2, ܿሻሽ olarak seçilirse ܣ ൌ ሼܽ, ܿሽ kümesinin 

üst yaklaşımları sırasıyla, ߮ଵሺܣሻ ൌ ሼ1, 2, 3ሽ ,  ߮ଶሺܣሻ ൌ ሼ1,2ሽ  ve ߮ଵ ת ߮ଶሺܣሻ ൌ ሼ1ሽ 

olduğundan yukarıdaki teorem ters yönde genel olarak doğru değildir. 

Teorem 2.1.8: ሼ߮|݅ א  ሽ, ܺ’ten ܻ’ye bağıntılar ailesi olsun. Bu takdirde herhangi birܫ

ܣ ك ܻ için  ڂ ߮ אூ ሺܣሻ ൌ ڂ ߮ሺܣሻ אூ  dir.     

İspat:   

ܽ א ራ ߮ 
אூ

ሺܣሻ  ڂܨ ఝא
ሺܽሻ ת ܣ ് ∅ 

                                     ݐ   א , ܣ ݐ א ڂܨ ఝא
ሺܽሻ 

                                       ݐ   א , ܣ ݐ א ራ ఝܨ
ሺܽሻ  

אூ

 

                           ݅  א , ܫ ݐ א ఝܨ
ሺܽሻ 

                            ܽ א ራ ߮ሺܣሻ
אூ

. 

Böylece ڂ ߮ אூ ሺܣሻ ൌ ڂ ߮ሺܣሻ אூ eşitliği ispatlanmış olur. 

Teorem 2.1.9: ሼ߮|݅ א  ሽ, ܺ’ten ܻ’ye bağıntılar ailesi olsun. Bu takdirde herhangi birܫ

ܣ ك ܻ için ځ ߮ሺܣሻאூ ك ځ  ߮אூ ሺܣሻ dır. 

İspat: ܽ א ځ ߮ሺܣሻאூ  olsun. Bu durumda her ݅ א ఝܨ için ܫ
ሺܽሻ ك  dır. Buradan ܣ

ځ ఝܨ
ሺܽሻאூ ك ځ dır. Teorem ile ܣ ఝܨ

ሺܽሻאூ ൌ ځܨ ఝא
ሺܽሻ ك ܽ dır. Sonuç olarak ܣ א

ځ ߮אூ ሺܣሻ olur. Böylece ځ ߮ሺܣሻאூ ك ځ  ߮אூ ሺܣሻ elde edilir. 
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     Herhangi iki kongrüans bağıntısı için bu teoremdeki alt küme işlecinin eşitlik olarak 

ifade edilebileceği, Kuroki tarafından [27]’deki Teorem 2.5.’de ispat edilmiştir.  

Örnek 2.1.10: ܺ ൌ ሼ1, 2, 3ሽ ve ܻ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿሽ için ߮ଵve ߮ଶ bağıntıları 

߮ଵ ൌ ሼሺ1, ܽሻ, ሺ2, ܾሻ, ሺ3, ܿሻሽ ve ߮ଶ ൌ ሼሺ1, ܽሻ, ሺ2, ܿሻሽ olarak seçilirse ܣ ൌ ሼܽ, ܿሽ kümesinin 

߮ଵ , ߮ଶ ve  ߮ଵ ת ߮ଶ ye göre alt yaklaşımları sırasıyla, ߮ଵሺܣሻ ൌ ሼ1, 3ሽ ,  ߮ଶሺܣሻ ൌ ሼ1, 2, 3ሽ 

ve ߮ଵ ת ߮ଶሺܣሻ ൌ ሼ1, 2, 3ሽ şeklindedir. Buradan yukarıdaki teoremin ters yönde genel 

olarak doğru olmadığı görülür. 

Teorem 2.1.11: ሼ߮|݅ א  ሽ, ܺ’ten ܻ’ye bağıntılar ailesi olsun. Bu takdirde herhangi birܫ

ܣ ك ܻ için ڂ ߮ אூ ሺܣሻ ൌ ځ  ߮ሺܣሻאூ  dır. 

İspat: 

ܽ א ራ ߮ 
אூ

ሺܣሻ  ڂܨ ఝא
ሺܽሻ ك  ܣ

                           ራ ఝܨ
ሺܽሻ

אூ

ك  ܣ

                                  ݅ א ,ܫ ఝܨ
ሺܽሻ ك  ܣ

                                 ݅ א ,ܫ ܽ א ߮ሺܣሻ 

                           ܽ א ሩ ߮ሺܣሻ
אூ

. 

     Böylece ڂ ߮ אூ ሺܣሻ ൌ ځ  ߮ሺܣሻאூ  eşitliği elde edilir. 

Sonuç 2.1.12: ሼ߮|݅ א  ሽ, ܺ’ten ܻ’ye bağıntılar ailesi olsun. Bu takdirde herhangi birܫ

ܣ ك ܻ için ڂ ߮ אூ ሺܣሻ ك ڂ  ߮ሺܣሻ אூ dir. 

İspat: Teorem 2.1.11’den açıktır. 

Sonuç 2.1.13: ሼ߮|݅ א  ሽ, ܺ’ten ܻ’ye bağıntılar ailesi olsun. Bu takdirde herhangi birܫ

ܣ ك ܻ için ڂ ߮ אூ ሺܣሻ ك ځ  ߮אூ ሺܣሻ dır. 

İspat: Teorem 2.1.9 ile Teorem 2.1.11’den açıktır.  

Tanım 2.1.14: ܺ ് ∅  olan bir küme ve ߠ , ܺ üzerinde bir denklik bağıntısı olmak üzere 

ݔ א ܺ ile ilgili olan elemanların ሼݕ א ܺ|ሺݔ, ሻݕ א  in denklik sınıfı denir ve’ݔ ሽ kümesineߠ

ሾݔሿఏ ile gösterilir. ܺ üzerinde,  ߠ tarafından üretilen tüm denklik sınıflarının ailesi ܺ/ߠ ile 

gösterilir.  

      ܺ’in herhangi bir ܣ altkümesinin alt ve üst yaklaşımları sırasıyla 

ሻܣሺߠ ൌ ሼݔ א ܺ|ሾݔሿఏ ك ሻܣሺߠ ሽ veܣ ൌ ሼݔ א ܺ|ሾݔሿఏ ת ܣ ് ∅ሽ şeklindedir. Bu durumda 
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ሺܺ,  yaklaşım operatörlerinin ߠ ve  ߠ ሻ çiftine Pawlak yaklaşım uzayı denir. Bu durumdaߠ

ilave özellikleri [41, 55, 56] de incelenmiştir. 

     ሺܺ,כሻ yarıgrup ve ߠ, ܺ üzerinde bir kongrüans bağıntısı ise ߠ ve ߠ yaklaşım 

operatörlerinin çeşitli özellikleri Kuroki [27] tarafından incelenmiştir. 

 

     2.2.Yarıgruplarda Genelleştirilmiş Kaba Kümeler  

 

     Ignjatović, Ciric ve Bogdanovic [19], çalışmalarında, aynı türden cebirsel yapılar 

arasında “bağıntısal homomorfi” olarak isimlendirdikleri bir bağıntı tanımlamışlardır. Bu 

bölümde ሺܺ,לሻ , ሺܻ,څሻ yarıgrupları için ߮ ك ܺ ൈ ܻ bağıntısal homomorfi tanımı yapılacak 

ve ሺܺ, ܻ, ߮ሻ genelleştirilmiş yaklaşım uzayı oluşturularak bu yaklaşım uzayının çeşitli 

özellikleri incelenecektir. 

Tanım 2.2.1 [19]: ߮ ك ܺ ൈ ܻ olsun. Her ሺݔ, ,ሻݕ ሺܽ, ܾሻ א ܴ  için  ሺݔ ל ܽ, ݕ څ ܾሻ א ߮ koşulu 

sağlanıyorsa ߮’ye,  ܺ’ten ܻ’ye bir bağıntısal homomorfi denir. 

Örnek 2.2.2:  

(1) ߮,  ሺܺ,לሻ yarıgrubu üzerinde bir kongrüans bağıntısı olsun. Bu durumda ߮, ܺ’ten 

ܺ’e bir bağıntısal homomorfidir. 

(2) ݂: ܺ ՜ ܻ yarıgrup homomorfisi olsun. Bu takdirde ݂ ك ܺ ൈ ܻ bir bağıntısal 

homomorfidir. 

(3) ሺܺ,לሻ  ve ሺܻ,څሻ herhangi iki yarıgrup olmak üzere ߮ ൌ ܺ ൈ ܻ bir bağıntısal 

homomorfidir. 

Örnek 2.2.3: ܺ ൌ ሼܽ, ܾሽ ve ܻ ൌ ሼ1, 2ሽ kümeleri üzerinde, sırasıyla, Tablo 7 ve Tablo 8 

yardımıyla tanımlan " ל " ve " څ " ikili işlemleri ile ሺܺ,לሻ ve  ሺܻ,څሻ birer yarıgruptur. 

 

                                                             Tablo 7. Örnek 2.2.3’teki" ל " ikili işlemi 
        
 

 

 

 

 

 

ל ࢇ ࢈
ࢇ ܽ ܾ 
࢈ ܾ ܾ 
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                                                             Tablo 8. Örnek 2.2.3’teki" څ "ikili işlemi 

 
 

 

 

ܺ’ten ܻ’ye tüm bağıntısal homomorfiler: 

߰ଵ ൌ ሼሺܽ, 1ሻሽ, 

߰ଶ ൌ ሼሺܽ, 2ሻሽ,  

߰ଷ ൌ ሼሺܾ, 1ሻሽ,  

߰ସ ൌ ሼሺܾ, 2ሻሽ,  

߰ହ ൌ ሼሺܽ, 1ሻ, ሺܾ, 1ሻሽ,  

߰ ൌ ሼሺܽ, 2ሻ, ሺܾ, 1ሻሽ,  

߰ ൌ ሼሺܽ, 2ሻ, ሺܾ, 2ሻሽ,  

଼߰ ൌ ሼሺܾ, 1ሻ, ሺܾ, 2ሻሽ,  

߰ଽ ൌ ሼሺܽ, 1ሻ, ሺܽ, 2ሻሽ,  

 ߰ଵ ൌ ሼሺܽ, 1ሻ, ሺܽ, 2ሻ, ሺܾ, 1ሻሽ,  

߰ଵଵ ൌ ሼሺܽ, 1ሻ, ሺܾ, 1ሻ, ሺܾ, 2ሻሽ,  

߰ଵଶ ൌ ሼሺܽ, 2ሻ, ሺܾ, 1ሻ, ሺܾ, 2ሻሽ, 

 ߰ଵଷ ൌ ሼሺܽ, 1ሻ, ሺܽ, 2ሻ, ሺܾ, 1ሻ, ሺܾ, 2ሻሽ dır.  

Önerme 2.2.4:  ߮, ܺ’ten ܻ’ye bir bağıntısal homomorfi olsun. Bu takdirde her ݔ, ݕ א ܺ 

için ܨఝሺxሻ څ ఝሺyሻܨ ك ఝሺxܨ ל yሻ dir.  

İspat: ܽ א ఝሺxሻܨ څ ܽ ఝሺyሻ olsun. Bu takdirdeܨ ൌ ଵݐ څ ଵݐ ଶ olacak şekildeݐ א  ఝሺxሻ veܨ

ଶݐ א ,ݔఝሺyሻ elemanları mevcuttur. Bu durumda ሺܨ ,ଵሻݐ ሺݕ, ଶሻݐ א ߮ yazılır. ߮ bağıntısal 

homomorfi olduğundan ሺݔ ל ,ݕ ଵݐ څ ଶሻݐ א ߮ dir. Böylece  ܽ א ݔఝሺܨ ל  ሻ dır. Sonuç olarakݕ

ఝሺxሻܨ څ ఝሺyሻܨ ك ఝሺxܨ ל yሻ dir. 

Tanım 2.2.5 [9]: ሺܺ,לሻ, ሺܻ,څሻ birer grup olsun. ܨ: ܺ ՜ Եכሺܻሻ fonksiyonuna küme değerli 

homomorfizim denir :  Her ܽ, ܾ א ܺ  için ܨሺܽሻ څ ሺܾሻܨ ൌ ሺܽܨ ל ܾሻ ve ሺܨሺܽሻሻିଵ ൌ

 .ሺܽିଵሻܨ

Teorem 2.2.6: ሺܺ,לሻ, ሺܻ,څሻ gruplar olsun. ܨ: ܺ ՜ Եכሺܻሻ küme değerli homomorfizim ise 

߮ி bağıntısal homomorfidir. 

İspat: Önerme 2.2.4 ile kolayca görülebilir. 

Teorem 2.2.7: ߮ ك ܺ ൈ ܻ  bir bağıntısal homomorfi ve ܣ, ܻ’nin bir alt yarıgrubu olsun. 

Bu takdirde  ߮ሺܣሻ ് ∅   ise ߮ሺܣሻ,  ܺ’in bir alt yarıgrubudur. 

İspat: ݔ א ߮ሺܣሻ ל ߮ሺܣሻ olsun. ݔ ൌ ܽ ל ܾ olacak şekilde ܽ, ܾ א ߮ሺܣሻ mevcuttur. Bu 

takdirde, ߮ሺܣሻ’nın tanımından ܨఝሺܽሻ ת ܣ ് ∅  ve ܨఝሺܾሻ ת ܣ ് ∅  yazılabilir. Bu 

durumda ሺܽ, ,ଵሻݐ ሺܾ, ଶሻݐ א ߮ olacak şekilde ݐଵ, ଶݐ א  mevcuttur. ߮ bağıntısal homomorfi ܣ

olduğundan  ሺܽ ל ܾ, ଵݐ څ ଶሻݐ א ߮ dir. ܣ alt yarıgrup olduğu için  ݐଵ څ ଶݐ א  dır. Bu ܣ

څ  
 1 1 
 1 2 
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durumda  ܨఝሺݔሻ ת ܣ ് ∅  olur. Buradan ݔ א ߮ሺܣሻ olduğu görülür. Böylece ߮ሺܣሻ ל

߮ሺܣሻ ك ߮ሺܣሻ elde edilir. 

Teorem 2.2.8: ߮ ك ܺ ൈ ܻ  bir serial bağıntısal homomorfi ve ܣ, ܻ’nin bir sol (sağ) ideali 

olsun. Bu takdirde  ߮ሺܣሻ ് ∅   ise ߮ሺܣሻ,  ܺ’in bir sol (sağ) idealidir. 

İspat: ݔ א ܺ ל ߮ሺܣሻ olsun. ݔ ൌ ܽ ל ܾ olacak şekilde ܽ א ܺ ve ܾ א ߮ሺܣሻ mevcuttur. ߮ 

serial olduğu için ሺܽ, ሻݕ א ߮ olacak şekilde ݕ א ܻ mevcuttur ve ߮ሺܣሻ’nın tanımından 

ఝሺܾሻܨ ת ܣ ് ∅  yazılabilir. Bu takdirde ሺܾ, ሻݐ א ߮ olacak şekilde ݐ א  ߮ .mevcuttur ܣ

bağıntısal homomorfi olduğundan  ሺܽ ל ܾ, ݕ څ ሻݐ א ߮’dir. ܣ sol ideal ise ݕ څ ݐ א  dır. Bu’ܣ

durumda  ܨఝሺݔሻ ת ܣ ് ∅  olur. Buradan ݔ א ߮ሺܣሻ’dır. Böylece ܺ ל ߮ሺܣሻ ك ߮ሺܣሻ elde 

edilir. ߮ሺܣሻ,  ܺ’in bir sol idealidir. ܣ, ܻ’nin bir sağ ideali ise ispat benzer şekildedir.  

     Örnek 2.2.9, yukarıdaki teoremin genel olarak doğru olabilmesi için ߮ bağıntısının 

serial olması gerektiğini ifade etmektedir. 

Örnek 2.2.9: ܺ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿሽ  ve ܻ ൌ ሼ݀, ݁, ݂ሽ kümeleri üzerinde, sırasıyla,  " ל " ve " څ " ikili 

işlemleri aşağıdaki tablolar yardımıyla tanımlanmıştır. 

 

                                                          Tablo 9. Örnek 2.2.9’daki " ל " ikili işlemi 
 
 

 

 

 

                                                           Tablo 10. Örnek 2.2.9’daki " څ " ikili işlemi 
 
 
 
 

 

 

     Bu işlemlere göre ሺܺ,לሻ ve  ሺܻ,څሻ birer yarıgruptur. ܣ ൌ ሼ݀, ݁ሽ ك ܻ  kümesi ሺܻ,څሻ 

kümesinin bir sol idealidir ve ߮ ൌ ሼሺܽ, ݀ሻ, ሺܽ, ݁ሻ, ሺܽ, ݂ሻ, ሺܾ, ݀ሻ, ሺܾ, ݁ሻ, ሺܾ, ݂ሻሽ ك ܺ ൈ ܻ 

serial olmayan bir bağıntısal homomorfidir. Kolayca görülebilir ki ߮ሺܣሻ ൌ ሼܽ, ܾሽ kümesi 

ܺ’in bir sol ideali değildir. 

ל ࢇ ࢈ ࢉ
ࢇ ܽ ܽ ܽ 
࢈ ܾ ܾ ܾ 
ࢉ ܿ ܿ ܿ 

څ ࢊ ࢋ ࢌ
ࢊ ݀ ݁ ݂ 
ࢋ ݀ ݁ ݂ 
ࢌ ݀ ݁ ݂ 
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     Aşağıdaki örnek; ܻ’nin bir quasi-idealinin, bir bağıntısal homomorfiye göre üst 

yaklaşımının, ܺ’in bir quasi-ideali olması gerekmediğini gösterir. 

Örnek 2.2.10: Ժ tam sayılar kümesi olmak üzere ሺܯଶሺԺሻ, . ሻ yarıgruptur. 

ܣ ൌ ቄቂݔ 0
0 0ቃ ቚݔ א Ժቅ kümesi ܯଶሺԺሻ kümesinin bir quasi-idealidir. 

߮ ൌ ቄቀ0, ቂݔ 0
0 0ቃቁ ቚݔ א Ժቅ  ቄቀ1, ቂݔ 0

0 0ቃቁ ቚݔ א Ժቅ ك Ժ ൈ  ଶሺԺሻܯ

bir bağıntısal homomorfidir. Ancak ܣ’nın üst yaklaşımı olan ߮ሺܣሻ ൌ ሼ0,1ሽ kümesi Ժ’nin 

bir quasi-ideali değildir. 

Teorem 2.2.11: ߮ ك ܺ ൈ ܻ  bir serial bağıntısal homomorfi ve ܣ, ܻ’nin bir bi-ideali olsun. 

Bu takdirde  ߮ሺܣሻ ് ∅  ise ߮ሺܣሻ,  ܺ’in bir bi-idealidir. 

İspat: ݔ א ߮ሺܣሻ ל ܺ ל ߮ሺܣሻ olsun. ݔ ൌ ܽ ל ܾ ל ܿ olacak şekilde ܽ, ܿ א ߮ሺܣሻ  ve ܾ א ܺ 

mevcuttur. ߮ serial olduğu için ሺܾ, ሻݕ א ߮ olacak şekilde ݕ א ܻ mevcuttur ve ߮ሺܣሻ’nın 

tanımından ܨఝሺܽሻ ת ܣ ് ∅  ve  ܨఝሺܿሻ ת ܣ ് ∅ yazılır. Bu takdirde ሺܽ, ଵሻݐ א ߮ ve 

ሺܿ, ଶሻݐ א ߮ olacak şekilde ݐଵ, ଶݐ א  ܣ elemanları mevcuttur. ߮ bağıntısal homomorfi ve ܣ

bi-ideal olduğundan ሺܽ ל ܾ ל ܿ, ଵݐ څ ݕ څ ଶሻݐ א ߮ ve ݐଵ څ ݕ څ ଶݐ א   dır. Bu durumda ܣ

ሻݔఝሺܨ ת ܣ ് ∅  olur. Buradan ݔ א ߮ሺܣሻ olduğu görülür. Böylece ߮ሺܣሻ ל ܺ ל ߮ሺܣሻ ك

߮ሺܣሻ elde edilir. Teorem 2.2.7 ile ߮ሺܣሻ,  ܺ’in bir bi- idealidir. 

Örnek 2.2.12: Örnek 2.2.3’te verilen ሺܺ,לሻ ve  ሺܻ,څሻ yarıgrupları üzerinde tanımlanan 

߰ଵbağıntısal homomorfisi serial değildir. ܣ ൌ ሼ1ሽ  kümesi ܻ’nin bir bi-idealidir ancak  

߰ଵሺܣሻ ൌ ሼܽሽ ,  ܺ’in bir bi-ideali değildir. 

Teorem 2.2.13: ߮ ك ܺ ൈ ܻ bir bağıntısal homomorfi olsun. Bu takdirde her ܣ, ܤ א Եሺܻሻ 

için ߮ሺܣሻ ל ߮ሺܤሻ ك ߮ሺܣ څ  .ሻ dirܤ

İspat: ݔ א ߮ሺܣሻ ל ߮ሺܤሻ olsun. Bu takdirde ݔ ൌ ܽ ל ܾ  olacak şekilde ܽ א ߮ሺܣሻ ve 

ܾ א ߮ሺܤሻ elemanları mevcuttur. Üst yaklaşım tanımı ile ܨఝሺܽሻ ת ܣ ് ∅  ve            

ఝሺܾሻܨ ת ܤ ് ∅ dir. Bu durumda ሺܽ, ଵሻݐ א ߮ ve ሺܾ, ଶሻݐ א ߮ olacak şekilde ݐଵ א  ve ܣ

ଶݐ א elemanları mevcuttur. ߮ bağıntısal homomorfi olduğundan ሺܽ ܤ ל ܾ, ଵݐ څ ଶሻݐ א ߮ ve 

ଵݐ څ ଶݐ א ܣ څ ݔ dir. Buradan ܤ ൌ ܽ ל ܾ א ߮ሺܣ څ ሻܣሻ  elde edilir. Böylece ߮ሺܤ ל ߮ሺܤሻ ك

߮ሺܣ څ  .ሻdirܤ

     Örnek 2.2.14 ile bu teoremdeki alt küme işlecinin genel anlamda eşitlik ile 

değiştirilemeyeceği gösterilmiştir. 

Örnek 2.2.14: ל ikili işlemi her ܽ, ܾ א Գ için ܽ ל ܾ ൌ ܽ. ܾ ve “ څ " ikili işlemi her ܽ, ܾ א Ժ 

için ܽ څ ܾ ൌ ܽ  ܾ െ 1 olarak tanımlansın. Bu durumda ሺԳ,לሻ ve ሺԺ,څሻ yarıgruplardır.         



32 
 

 

߮ ൌ ሼሺ0,0ሻ, ሺ0, െ1ሻ, ሺ0, െ2ሻ, ሺ0, െ3ሻ, … ሽ  şeklinde tanımlanan ߮ bağıntısı Գ’den  Ժ’ye bir 

bağıntısal homomorfidir. ܣ ൌ ሼ0,4ሽ ve  ܤ ൌ ሼ1ሽ olarak seçilirse ߮ሺܣሻ ൌ ሼ0ሽ  ,  ߮ሺܤሻ ൌ ∅  

ve  ߮ሺܣ څ ሻܤ ൌ ሼ0ሽ olduğundan  ߮ሺܣ څ ሻܤ م ߮ሺܣሻ ל ߮ሺܤሻ’dir. 

Tanım 2.2.15: ߮ ك ܺ ൈ ܻ bir bağıntısal homomorfi olsun. Her ܽ, ܾ א ݕ , ܺ א ܻ ve 

ሺܽ ל ܾ, ሻݕ א ߮  için ܿ څ ݀ ൌ ,ve ሺܽ  ݕ ܿሻ, ሺܾ, ݀ሻ א ߮ olacak şekilde ܿ, ݀ א ܻ mevcut ise 

߮’ye tam bağıntısal homomorfi denir. 

Örnekler 2.2.16: 

(1) Örnek 2.2.3’ te verilen ሺܺ,לሻ ve  ሺܻ,څሻ yarıgrupları üzerinde tanımlanan ߰ଶ, ߰, ߰ଽ 

ve ߰ଵଷ bağıntıları tam bağıntısal homomorfilerdir. 

(2) ܺ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ, 1ሽ ve ܻ ൌ ሼ݀, ݁ሽ kümeleri üzerinde, Tablo 11 ve Tablo 12 yardımıyla 

tanımlan " ל " ve “ څ " ikili işlemleri ile ሺܺ,לሻ ve  ሺܻ,څሻ birer yarıgruptur. 

 

                                                       Tablo 11. Örnekler 2.2.16 (2)’deki " ל " ikili işlemi 

 
 

 

                                                       

 

                                                           

                                                              Tablo 12. Örnekler 2.2.16 (2)’deki " ל " ikili işlemi 
 

 

 

 

     Bu durumda, ܺ’ten ܻ’ye ߮ ൌ ሼሺܽ, ݀ሻ, ሺܾ, ݀ሻ, ሺܿ, ݀ሻ, ሺ1, ݀ሻሽ ك ܺ ൈ ܻ bağıntısı bir tam 

bağıntısal homomorfidir. 

Örnek 2.2.17: ܺ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿሽ ve ܻ ൌ ሼ1, 2, 3ሽ kümeleri üzerinde aşağıdaki tablolar 

yardımıyla tanımlanan " ל " ve " څ " ikili işlemleri ile ሺܺ,לሻ ve  ሺܻ,څሻ birer yarıgruptur. 

 

 

 

ל ࢇ ࢈ ࢉ 
ࢇ ܽ  ܽ  ܽ  ܽ 
࢈ ܾ  ܾ  ܾ  ܾ 
ࢉ ܿ  ܿ  ܿ  ܿ 
 ܽ ܾ ܿ 1 

څ ࢊ ࢋ
ࢊ ݀ ݁ 
ࢋ ݁ ݁ 
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                                                                Tablo 13. Örnek 2.2.17 ‘deki " ל " ikili işlemi 
 

 

 

 
 

 
                                                   Tablo 14. Örnek 2.2.17 ‘deki " څ " ikili işlemi 

 
 
 
 
 
 
 

     ߮ଵ ൌ ሼሺܽ, 1ሻሽ,  

     ߮ଶ ൌ ሼሺܾ, 1ሻሽ,  

     ߮ଷ ൌ ሼሺܽ, 1ሻ, ሺܾ, 1ሻ, ሺܿ, 1ሻሽ,  

     ߮ସ ൌ ሼሺܽ, 1ሻ, ሺܽ, 2ሻ, ሺܽ, 3ሻሽ,   

     ߮ହ ൌ ሼሺܾ, 1ሻ, ሺܾ, 2ሻ, ሺܾ, 3ሻሽ,                         

     ߮ ൌ ሼሺܽ, 1ሻ, ሺܽ, 2ሻ, ሺܽ, 3ሻሺܾ, 1ሻ, ሺܾ, 2ሻ, ሺܾ, 3ሻ, ሺܿ, 1ሻ, ሺܿ, 2ሻሺܿ, 3ሻሽ  bağıntıları ܺ’ten ܻ’ye 

bazı tam bağıntısal homomorfilerdir.  

     ߮ ൌ ሼሺܽ, 2ሻ, ሺܽ, 3ሻሽ,  

     ଼߮ ൌ ሼሺܾ, 2ሻ, ሺܾ, 3ሻሽ, 

     ߮ଽ ൌ ሼሺܽ, 1ሻ, ሺܾ, 2ሻ, ሺܿ, 2ሻሺܿ, 3ሻሽ ve ߮ଵ ൌ ሼሺܿ, 2ሻሺܿ, 3ሻሽ bağıntıları, ܺ’ten ܻ’ye, birer 

bağıntısal homomorfi olmalarına karşın tam bağıntısal homomorfi değildir. 

     ߮ଵଵ ൌ ሼሺܽ, 1ሻ, ሺܾ, 2ሻሽ ve ߮ଵଶ ൌ ሼሺܽ, 2ሻ, ሺܾ, 3ሻሽ bağıntıları bağıntısal homomorfi 

değildir. 

Önerme 2.2.18: ߮ ك ܺ ൈ ܻ bir tam bağıntısal homomorfi olsun. Bu durumda          

ఝሺxሻܨ څ ఝሺyሻܨ ൌ ఝሺxܨ ל yሻ dir. 

İspat: ܽ א ఝሺxܨ ל yሻ olsun. Bu takdirde ሺx ל y, ܽሻ א ߮’dir. ߮ tam bağıntısal homomorfi 

olduğundan ܽ ൌ ଵݐ څ ,ݔଶ ve ሺݐ ,ଵሻݐ ሺݕ, ଶሻݐ א ߮ olacak şekilde ݐଵ, ଶݐ א ܻ mevcuttur. Buradan 

ଵݐ א ଶݐ  ሻ veݔఝሺܨ א ܽ ሻ dir. Bu durumdaݕఝሺܨ א ሻݔఝሺܨ څ              ሻ olur. Böyleceݕఝሺܨ

ݔఝሺܨ ל ሻݕ ك ሻݔఝሺܨ څ  .ሻ elde edilirݕఝሺܨ

     ߮ ك ܺ ൈ ܻ bağıntısal homomorfi olduğundan Önerme 2.2.4 ile ispat tamamlanır. 

 ࢉ ࢈ ࢇ ל
ࢇ ܽ ܿ ܿ
࢈ ܿ ܾ ܿ
ࢉ ܿ ܿ ܿ

    څ
 1 2 3 
 2 2 3 
 3 3 3 



34 
 

 

Teorem 2.2.19: ߮ ك ܺ ൈ ܻ  ve ߮ିଵ bir tam bağıntısal homomorfi olsun. Bu takdirde her 

,ܣ ܤ א Եሺܻሻ için  ߮ሺܣሻ ל ߮ሺܤሻ ൌ ߮ሺܣ څ  .ሻ’dirܤ

İspat:  ݔ א ߮ሺܣ څ ሻݔఝሺܨ ሻ olsun. Bu takdirdeܤ ת ܣ څ ܤ ് ∅   olur. Buradan ܽ څ ܾ א  ሻݔఝሺܨ

olacak şekilde ܽ א ܾ ve ܣ א ,ݔmevcuttur. Böylece ሺ ܤ ܽ څ ܾሻ א ߮’dir ve buradan da          

߮ିଵ’in tanımı ile ሺܽ څ ܾ, ሻݔ א ߮ିଵ’dir. ߮ିଵ bir tam bağıntısal homomorfi olduğundan  

ݔ ൌ  ל ,ve ሺܽ ݍ ,ሻ ሺܾ, ሻݍ א ߮ିଵ olacak şekilde , ݍ א ܺ mevcuttur. Bu durumda 

ሺ, ܽሻ, ሺݍ, ܾሻ א ߮’dir. Böylece ܽ א ሻఝሺܨ ת ܾ ve ܣ א ሻݍఝሺܨ ת  .elde edilir ܤ א ߮ሺܣሻ ve 

ݍ א ߮ሺܤሻ’dir. ݔ ൌ  ל א ݍ ߮ሺܣሻ ל ߮ሺܤሻ elde edilir.  

     Sonuç olarak Teorem 2.2.13 ile ߮ሺܣሻ ל ߮ሺܤሻ ൌ ߮ሺܣ څ  .ሻ eşitliği elde edilirܤ

Teorem 2.2.20: ߮ ك ܺ ൈ ܻ bir tam bağıntısal homomorfi olsun.  

Bu takdirde her ܣ, ܤ א Եሺܻሻ için  ߮ሺܣሻ ל  ߮ሺܤሻ ك ߮ሺܣ څ  .ሻ’dirܤ

İspat: ݔ א ߮ሺܣሻ ל  ߮ሺܤሻ olsun. Bu takdirde ݔ ൌ ܽ ל ܾ  olacak şekilde ܽ א ߮ሺܣሻ ve 

ܾ א ߮ሺܤሻ elemanları mevcuttur. Alt yaklaşım tanımı ile ܨఝሺܽሻ ك ఝሺܾሻܨ ve ܣ ك  dir. Bu ܤ

durumda Önerme 2.2.18 ile ܨఝሺܽሻ څ ఝሺܾሻܨ ൌ ఝሺܽܨ ל ܾሻ ك ܣ څ  elde edilir. Buradan ܤ

ݔ ൌ ܽ ל ܾ א ߮ሺܣ څ ሻܣሻ  elde edilir. Böylece ߮ሺܤ ל  ߮ሺܤሻ ك ߮ሺܣ څ  .ሻ dirܤ

Teorem 2.2.21: ߮ ك ܺ ൈ ܻ  bir tam bağıntısal homomorfi ve ܣ, ܻ’nin bir alt yarıgrubu 

olsun. Bu takdirde  ߮ሺܣሻ ് ∅   ise ߮ሺܣሻ,  ܺ’in bir alt yarıgrubudur. 

İspat: ݔ א ߮ሺܣሻ ל ߮ሺܣሻ olsun. Bu durumda ݔ ൌ ܽ ל ܾ  olacak şekilde ܽ, ܾ א ߮ሺܣሻ 

mevcuttur. Buradan ܨఝሺܽሻ ك ఝሺܾሻܨ  ve  ܣ ك  kümesi alt yarıgrup olduğundan  ܣ .yazılır ܣ

ve Önerme 2.2.18 ile ܨఝሺܽ ל ܾሻ ൌ ఝሺܽሻܨ څ ఝሺܾሻܨ ك ܣ څ ܣ ك  elde edilir. Bu takdirde ܣ

ݔ ൌ ܽ ל ܾ א ߮ሺܣሻ’dır. Sonuç olarak ߮ሺܣሻ ל ߮ሺܣሻ ك ߮ሺܣሻ’dır.  

     Bu teoremin doğru olabilmesi için ߮ ك ܺ ൈ ܻ’nin bağıntısal homomorfi olması yeterli 

değildir.  

Örnek 2.2.22: ሺܺ,לሻ ve ሺܻ,څሻ yarıgrupları ve ߮ଵ bağıntısal homomorfisi Örnek 2.2.17’de 

verildiği gibi olsun. ܣ ൌ ሼ1,2ሽ kümesi ܻ’nin bir alt yarıgrubudur.  

     Ancak  ߮ଵሺܣሻ ൌ ሼܽ, ܾሽ, ܺ‘in bir alt yarıgrubu değildir. 

Teorem 2.2.23: ߮ ك ܺ ൈ ܻ  bir tam bağıntısal homomorfi ve ܣ, ܻ’nin bir sol (sağ) ideali 

olsun. Bu takdirde  ߮ሺܣሻ ് ∅  ise ߮ሺܣሻ,  ܺ’in bir sol (sağ) idealidir. 

İspat: ݔ א ܺ ל ߮ሺܣሻ olsun. Bu takdirde ݔ ൌ ܽ ל ܾ  olacak şekilde ܽ א ܺ ve ܾ א ߮ሺܣሻ 

mevcuttur. Buradan ܨఝሺܾሻ ك  nin bir sol ideali’ܻ ,ܣ dir.  ߮ tam bağıntısal homomorfi ve’ܣ
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olduğundan ܨఝሺܽ ל ܾሻ ൌ ఝሺܽሻܨ څ ఝሺܾሻܨ ك ܻ څ ܣ ك ݔ dır. Buradan’ܣ ൌ ܽ ל ܾ א ߮ሺܣሻ’dır. 

Böylece ܺ ל ߮ሺܣሻ ك ߮ሺܣሻ elde edilir. 

Örnek 2.2.24: Örnekler 2.2.16 (2)’de verilen ሺܺ,לሻ ve ሺܻ,څሻ yarıgrupları ele alınsın. 

߮ ൌ ሼሺܽ, ݀ሻ, ሺܽ, ݁ሻሽ ك ܺ ൈ ܻ olarak tanımlanan ߮ bir bağıntısal homomorfidir ancak tam 

bağıntısal homomorfi değildir. 

ܣ  ൌ ሼ݁ሽ kümesi ܻ’nin bir sol idealidir. Fakat ߮ሺܣሻ ൌ ሼܾ, ܿ, 1ሽ, ܺ’in bir sol ideali değildir. 

Teorem 2.2.25: ߮ ك ܺ ൈ ܻ  bir tam bağıntısal homomorfi ve ܣ, ܻ’nin bir bi-ideali olsun. 

Bu takdirde  ߮ሺܣሻ ് ∅  ise ߮ሺܣሻ, ܺ’in bir bi-idealidir. 

İspat: ݖ א ߮ሺܣሻ ל ܺ ל ߮ሺܣሻ olsun. Bu takdirde  ݖ ൌ ܽ ל ݔ ל ܾ olacak şekilde ܽ, ܾ א ߮ሺܣሻ 

ve ݔ א ܺ elemanları mevcuttur. Böylece ܨఝሺܽሻ ك ఝሺܾሻܨ ve ܣ ك  nin bi-ideali’ܻ ,ܣ .dır’ܣ

olduğundan ve Önerme 2.2.18 ile ܨఝሺܽ ל ݔ ל ܾሻ ൌ ఝሺܽܨ ל ሻݔ څ ఝሺܾሻܨ ൌ ఝሺܽሻܨ څ ሻݔఝሺܨ څ

ఝሺܾሻܨ ك ܣ څ ܻ څ ܣ ك ݖ dir. Buradan’ܣ ൌ ܽ ל ݔ ל ܾ א ߮ሺܣሻ’dır. Böylece ߮ሺܣሻ ל ܺ ל

߮ሺܣሻ ك ߮ሺܣሻ elde edilir. Sonuç olarak Teorem 2.2.21 ile ispat tamamlanır. 

     Teorem 2.2.25, Teorem 2.2.11 ve Teorem 1.7.7 göz önünde bulundurularak aşağıdaki 

sonuçlara ulaşılır. 

Sonuç 2.2.26: 

(1) ߮ ك ܺ ൈ ܻ  bir serial bağıntısal homomorfi ve ܣ, ܻ nin bir sol (sağ, iki yanlı veya 

quasi-)  ideali olsun. Bu takdirde  ߮ሺܣሻ ് ∅  ise ߮ሺܣሻ, ܺ’in bir bi- idealidir. 

(2) ߮ ك ܺ ൈ ܻ  bir tam bağıntısal homomorfi ve ܣ, ܻ nin bir sol (sağ, iki yanlı veya 

quasi-) ideali olsun. Bu takdirde  ߮ሺܣሻ ് ∅  ise ߮ሺܣሻ,  ܺ’in bir bi-idealidir.  

Teorem 2.2.27: ߮ ك ܺ ൈ ܻ  bir tam bağıntısal homomorfi ve ܣ, ܻ’nin bir asal ideali olsun. 

Bu takdirde  ߮ሺܣሻ ് ∅   ise ߮ሺܣሻ,  ܺ’in bir asal idealidir. 

İspat: Teorem 2.2.23’ten ߮ሺܣሻ, ܺ’in bir idealidir. 

ݔ      ל ݕ א ߮ሺܣሻ olsun. Bu durumda ܨఝሺݔ ל ሻݕ ك ሻݔఝሺܨ olur. Önerme 2.2.18 ile ܣ څ

ሻݕఝሺܨ ك ሻݔఝሺܨ asal ideal olduğundan ܣ .dır’ܣ ك ሻݕఝሺܨ  veya  ܣ ك  olur. Böylece ܣ

ݔ א ߮ሺܣሻ veya ݕ א ߮ሺܣሻ sonucuna ulaşılır. Sonuç olarak ߮ሺܣሻ,  ܺ’in bir asal idealidir. 

Teorem 2.2.28: ߮ ك ܺ ൈ ܻ  bir serial tam bağıntısal homomorfi ve ܣ, ܻ’nin bir asal ideali 

olsun. Bu takdirde  ߮ሺܣሻ ് ∅   ise ߮ሺܣሻ,  ܺ’in bir asal idealidir. 

İspat: Teorem 2.2.8’den ߮ሺܣሻ, ܺ’in bir idealidir. ݔ ל ݕ א ߮ሺܣሻ olsun. Bu durumda 

ݔఝሺܨ ל ሻݕ ת ܣ ് ∅ olur. ሺݔ ל ,ݕ ܽሻ א ߮ olacak şekilde ܽ א  mevcuttur. ߮ tam bağıntısal ܣ
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homomorfi olduğundan  ܽ ൌ ܾ ל ܿ ve ሺݔ, ܾሻ, ሺݕ, ܿሻ א ߮ olan ܾ, ܿ א ܻ mevcuttur.  ܽ ൌ ܾ ל

ܿ א ܾ nin bir asal ideali olduğundan ܻ  ,ܣ  ve  ܣ א ܿ  veya ܣ א ܾ dır. Böylece’ܣ א ሻݔఝሺܨ ת

ܿ veya ܣ א ሻݕఝሺܨ ת ݔ .dır’ܣ א ߮ሺܣሻ veya ݕ א ߮ሺܣሻ elde edilir. Sonuç olarak ߮ሺܣሻ,  ܺ’in 

bir asal idealidir. 

 

     2.3. ሺओ,  Fuzzy Kaba Kümelerin Yapısı-ࡸ-ሻࢀ

 

     ܺ ve ܻ boştan farklı iki küme ve ܴ , ܺ’den ܻ’ye bir ܮ-fuzzy bağıntı olmak üzere 

ሺܺ, ܻ, ܴሻ üçlüsüne bir ܮ-fuzzy yaklaşım uzayı denir. ܺ ൌ ܻ ise ܴ, ܺ’de ܮ-fuzzy bağıntı 

olarak adlandırılır ve bu durumda ሺܺ, ܴሻ’ye bir ܮ-fuzzy yaklaşım uzayı denir. Bu yaklaşım 

uzayı üzerindeki çeşitli özellikler [6, 11, 14, 22, 28, 35, 36, 38, 44, 46, 50, 51, 52, 57] 

makalelerinde incelenmiştir. 

     ܶ ve  ࣣ , sırasıyla, ܮ tam kafesi üzerinde birer t-norm ve implikasyon olsun. ሺܺ, ܻ, ܴሻ ܮ-

fuzzy yaklaşım uzayı olmak üzere ߤ: ܻ ՜  fuzzy kümesinin bu-ܮ gibi herhangi bir ܮ

yaklaşım uzayına göre ܶ-üst ve  ࣣ-alt ܮ-fuzzy kaba yaklaşımları sırasıyla ܴ
்

ሺߤሻ ve ܴࣣሺߤሻ  

ile gösterilir ve aşağıdaki gibi tanımlanır: 

ܴ
்

ሺߤሻሺݔሻ ൌ ሧ ܶ൫ܴሺݔ, ,ሻݕ ሻ൯ݕሺߤ
௬א

     , ݔ א ܺ 

ܴࣣሺߤሻሺݔሻ ൌ ሥ ࣣ൫ܴሺݔ, ,ሻݕ   ሻ൯ݕሺߤ
௬א

      , ݔ א ܺ  

     ܴ
்

, ܴࣣ  ܮ ՜ , operatörleri ሺܺܮ ܻ, ܴሻ yaklaşım uzayının ܶ-üst ve ࣣ-alt ܮ-fuzzy kaba 

yaklaşım operatörleridir. ܴ
்

ሺߤሻ  ve  ܴࣣሺߤሻ ,  ܺ in birer ܮ-fuzzy kümesidir. 

     ቆܴࣣሺߤሻ, ܴ
்

ሺߤሻቇ  ikilisine ߤ nün ሺܺ, ܻ, ܴሻ yaklaşım uzayına göre ሺࣣ, ܶሻ- ܮ-fuzzy kaba 

kümesi denir.  

ܮ      ൌ ሾ0,1ሿ tam kafesi seçilerek bu yaklaşım uzayındaki daha özel bazı sonuçlar [30, 50, 

51, 52] de incelenmiştir. 

Örnek 2.3.1:  ܺ ൌ ሼݔ, ,ݕ ܻ ሽ veݖ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿሽ olsun. 

:ߤ ܻ ՜ ሾ0,1ሿ fuzzy kümesi: ߤሺܽሻ ൌ ሺܾሻߤ , 0 ൌ ሺܿሻߤ ,0.7 ൌ 1 olarak tanımlansın. 

ܴ: ܺ ൈ ܻ ՜ ሾ0,1ሿ  fuzzy bağıntısı aşağıdaki tablo yardımıyla tanımlansın. 

 

 



37 
 

 

                                      Tablo 15. Örnek 2.3.1’deki ܴ ܮ-fuzzy bağıntısı 
 

 

 

 

 

ߚܶߙ       ൌ ,ሼ0ݔܽ݉ ߙ  ߚ െ 1ሽ olarak tanımlanan ݐ-norm için ܴ
்

ሺߤሻ alt yaklaşımı 

şöyledir:                  

       ܴ
்

ሺߤሻሺݔሻ ൌ ሧ ܶ൫ܴሺݔ, ,ሻݐ ሻ൯ݐሺߤ
௧א

ൌ ,ݔ൛ܶ൫ܴሺݑݏ ܽሻ, ,ሺܽሻ൯ߤ ܶ൫ܴሺݔ, ܾሻ, ,ሺܾሻ൯ߤ ܶ൫ܴሺݔ, ܿሻ, ሺܿሻ൯ൟߤ

ൌ ,ሼܶሺ0.6,0ሻݑݏ ܶሺ1,0.7ሻ, ܶሺ0,1ሻሽ ൌ ,ሼ0ݑݏ 0.7, 0ሽ ൌ 0.7 

       ܴ
்

ሺߤሻሺݕሻ ൌ ሧ ܶ൫ܴሺݕ, ,ሻݐ ሻ൯ݐሺߤ
௧א

ൌ ,ݕ൛ܶ൫ܴሺݑݏ ܽሻ, ,ሺܽሻ൯ߤ ܶ൫ܴሺݕ, ܾሻ, ,ሺܾሻ൯ߤ ܶ൫ܴሺݕ, ܿሻ, ሺܿሻ൯ൟߤ

ൌ ,ሼܶሺ0.9,0ሻݑݏ ܶሺ0.5,0.7ሻ, ܶሺ1,1ሻሽ ൌ ,ሼ0,0.2ݑݏ 1ሽ ൌ 1 

       ܴ
்

ሺߤሻሺݖሻ ൌ ሧ ܶ൫ܴሺݖ, ,ሻݐ ሻ൯ݐሺߤ
௧א

ൌ ,ݖ൛ܶ൫ܴሺݑݏ ܽሻ, ,ሺܽሻ൯ߤ ܶ൫ܴሺݖ, ܾሻ, ,ሺܾሻ൯ߤ ܶ൫ܴሺݖ, ܿሻ, ሺܿሻ൯ൟߤ

ൌ ,ሼܶሺ1,0ሻݑݏ ܶሺ0.2,0.7ሻ, ܶሺ0.7,1ሻሽ ൌ ,ሼ0ݑݏ 0, 0.7ሽ ൌ 0.7 

ߚࣣߙ      ൌ ݉݅݊ሼ1,1 െ ߙ   ሻ alt yaklaşımıߤሽ olarak tanımlanan implikasyon için ܴࣣሺߚ

şöyledir:                       

        ܴࣣሺߤሻሺݔሻ ൌ ሥ ࣣ൫ܴሺݔ, ,ሻݐ   ሻ൯ݐሺߤ
௧א

ൌ ݂݅݊൛ࣣ൫ܴሺݔ, ܽሻ, ,ሺܽሻ൯ߤ ࣣ൫ܴሺݔ, ܾሻ, ,ሺܾሻ൯ߤ ࣣ൫ܴሺݔ, ܿሻ, ሺܿሻ൯ൟߤ

ൌ ݂݅݊ሼࣣሺ0.6,0ሻ, ࣣሺ1,0.7ሻ, ࣣሺ0,1ሻሽ ൌ ݂݅݊ሼ0.4, 0.7,1ሽ ൌ 0.4 

        ܴࣣሺߤሻሺݕሻ ൌ ሥ ࣣ൫ܴሺݕ, ,ሻݐ   ሻ൯ݐሺߤ
௧א

ൌ ݂݅݊൛ࣣ൫ܴሺݕ, ܽሻ, ,ሺܽሻ൯ߤ ࣣ൫ܴሺݕ, ܾሻ, ,ሺܾሻ൯ߤ ࣣ൫ܴሺݕ, ܿሻ, ሺܿሻ൯ൟߤ

ൌ ݂݅݊ሼࣣሺ0.9,0ሻ, ࣣሺ0.5,0.7ሻ, ࣣሺ1,1ሻሽ ൌ ݂݅݊ሼ0.1,1, 1ሽ ൌ 0.1 

ࡾ ࢇ ࢈ ࢉ
࢞ 0.6 1 0 
࢟ 0.9 0.5 1 
ࢠ 1 0.2 0.7 
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        ܴࣣሺߤሻሺݖሻ ൌ ሥ ࣣ൫ܴሺݖ, ,ሻݐ   ሻ൯ݐሺߤ
௧א

ൌ ݂݅݊൛ࣣ൫ܴሺݖ, ܽሻ, ,ሺܽሻ൯ߤ ࣣ൫ܴሺݖ, ܾሻ, ,ሺܾሻ൯ߤ ࣣ൫ܴሺݖ, ܿሻ, ሺܿሻ൯ൟߤ

ൌ ݂݅݊ሼࣣሺ1,0ሻ, ࣣሺ0.2,0.7ሻ, ࣣሺ0.7,1ሻሽ ൌ ݂݅݊ሼ0,1, 1ሽ ൌ 0 

Teorem 2.3.2 [51]: ߤ, ,ߥ 1, 1௬ א ,ሺܻܨ ܤ ሻ veܮ ك ܻ olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler 

sağlanır:  

(i) ܴ
்

ሺڀ ூאߤ ሻ ൌ ڀ ܴ
்

ሺߤሻאூ  , 

(ii) ߤ  ܴ  ise  ߥ
்

ሺߤሻ  ܴ
்

ሺߥሻ , 

(iii) ܴ
்

ሺٿ ூאߤ ሻ  ٿ ܴ
்

ሺߤሻאூ  , 

(iv) Her ሺݔ, ሻݕ א ܺ ൈ ܻ için ܴ
்

൫1௬൯ሺݔሻ ൌ ܴሺݔ,  , ሻݕ

(v) Her ሺݔ, ሻݕ א ܺ ൈ ܻ için ܴ
்

ሺ1ሻሺݔሻ ൌ ڀ ܴሺݔ, אሻ௬ݕ  . 

Teorem 2.3.3 [51]: ߤ, ,ߥ 1ךሼ௬ሽ, 1 א ,ሺܻܨ ܤ ሻ veܮ ك ܻ olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

özellikler sağlanır:  

(i) ܴࣣሺٿ ூאߤ ሻ ൌ ٿ ܴࣣሺߤሻאூ  , 

(ii) ߤ  ሻߤise  ܴࣣሺ ߥ  ܴࣣሺߥሻ , 

(iii) ڀ ܴࣣሺߤሻאூ    ܴࣣሺڀ ூאߤ ሻ , 

(iv) Her ሺݔ, ሻݕ א ܺ ൈ ܻ için ܴࣣ൫1ךሼ௬ሽ൯ሺݔሻ ൌ ࣣሺܴሺݔ, ,ሻݕ 0ሻ , 

(v) Her ሺݔ, ሻݕ א ܺ ൈ ܻ için ܴࣣሺ1ሻሺݔሻ ൌ ٿ ࣣሺܴሺݔ, ,ሻݕ 0ሻ௬ב  . 

Teorem 2.3.4: ሺܺ, ܻ, ܴሻ ܮ-fuzzy yaklaşım uzayı ve ܣ ك ܻ olsun. Bu takdirde: 

(1) Her ߙ א ሻܣiçin  ܴఈሺ  ܮ ك ሾܴ
்

ሺ1ሻሿఈ’dır.  

ሻܣfuzzy bağıntı ise ܴఈሺ-ܮ özelliğine sahip bir -ש ,ܴ (2) ൌ ሾܴ
்

ሺ1ሻሿఈ’dır. 

İspat:   

ݔ (1) א ܴఈሺܣሻ  olsun. Bu takdirde ܨோഀሺݔሻ ת ܣ ് ∅ olduğundan  ሺݔ, ሻݐ א ܴఈolacak 

şekilde ݐ א ߙ  mevcuttur. Buradan ܣ  ܴሺݔ, ሻݐ  ܴ
்

ሺ1ሻሺݔሻ yazılabilir. Bu 

durumda ݔ א ሾܴ
்

ሺ1ሻሿఈ olduğu görülür. Böylece ܴఈሺܣሻ ك ሾܴ
்

ሺ1ሻሿఈ elde edilir. 

(2) ܴ sup-property özelliğine sahip bir ܮ-fuzzy bağıntı ve ݔ א ሾܴ
்

ሺ1ሻሿఈ olsun. Bu 

durumda ߙ  ܴ
்

ሺ1ሻሺݔሻ olur. Bu takdirde ߙ  ڀ ܴሺݔ, אሻ௬ݕሻܶ1ሺݕ ൌ

ڀ ܴሺݔ, אሻ௬ݕ  sıralaması yazılabilir. ܴ’nin ש-özelliği ile ߙ  ܴሺݔ,  ሻ olacak şekildeݐ
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bir ݐ א ݔ mevcuttur. Böylece ܣ א ܴఈሺܣሻ olduğu görülür. Buradan ሾܴ
்

ሺ1ሻሿఈ ك

ܴఈሺܣሻ elde edilir. Sonuç olarak ܴఈሺܣሻ ൌ ሾܴ
்

ሺ1ሻሿఈdir. 

Örnek 2.3.5: ܺ ൌ ሼ1, 2, 3,4ሽ  ve ܻ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿሽ iki küme olsun.  ܮ ൌ ߙ  ହ  veܯ א  olmak  ܮ

üzere ܴ: ܺ ൈ ܻ ՜  .fuzzy bağıntısı Tablo 16 yardımıyla tanımlansın -ܮ  ܮ

 

                                                          Tablo 16. Örnek 2.3.5’teki ܴ ܮ- Fuzzy bağıntısı 
 

 
 

 

      

 

 

 ܻ kümesinin bir ܣ ൌ ሼܽ, ܿሽ alt kümesi için ܴఈሺܣሻ ൌ ሼ3ሽ ve 4 א ሾܴ
்

ሺ1ሻሿఈ’dır. Böylece 

Teorem 2.3.4 (2)’deki eşitlik genel anlamda doğru değildir. 

Teorem 2.3.6: ሺܺ, ܻ, ܴሻ ܮ-fuzzy yaklaşım uzayı ve  ߤ א ,ሺܻܨ ,ߙ .ሻ olsunܮ ߚ א   ܴ  için  ܮ

nin ߚ-seviye kümesi ܴఉ ve  ܴ
்

ሺߤሻ nün ߚܶߙ-seviye kümesi ሾܴ
்

ሺ1ሻሿఈ்ఉ olmak üzere 

ܴఉሺߤఈሻ ك ሾܴ
்

ሺߤሻሿఈ்ఉ şeklindedir. 

İspat:  ݔ א ܴఉሺߤఈሻ olsun. Bu durumda ܨோഁ
ሺݔሻ ת ఈߤ ് ∅  dır. Buradan  ሺݔ, ሻݐ א ܴఉ olacak 

şekilde ݐ א ߙ ఈ mevcuttur. Bu takdirdeߤ  ߚ  ሻ veݐሺߤ  ܴሺݔ, ߚܶߙ ሻ’dir. Böyleceݐ 

,ݔሻܴܶሺݐሺߤ ሻݐ  ܴ
்

ሺߤሻሺݔሻ elde edilir. Buradan ݔ א ሾܴ
்

ሺߤሻሿఈ்ఉ olduğundan ispat 

tamamlanır. 

Örnek 2.3.7: ܺ ൌ ሼ1, 2, 3ሽ  ve ܻ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿሽ iki küme olsun.  ܮ, Şekil 8 ile verilen tam 

kafes ve  ߙ א :ܴ olmak üzere  ܮ ܺ ൈ ܻ ՜  fuzzy bağıntısı aşağıdaki Tablo 17-ܮ  ܮ

yardımıyla tanımlansın. ߤ א ,ሺܻܨ ሺܽሻߤ fuzzy kümesi-ܮ ሻܮ ൌ ሺܾሻߤ , 0 ൌ ሺܿሻߤ ve ߙ ൌ  ߚ

şeklinde tanımlanırsa ܴఉሺߤఈሻ ൌ ሼ1ሽ ve ሾܴ
்

ሺߤሻሿఈ்ఉ ൌ ሼ1, 2ሽ olduğu görülür. Böylece genel 

anlamda Teorem 2.3.6'daki alt küme işleci eşitlik ile değiştirilemez.  

 

 

 

ࡾ ࢇ ࢈ ࢉ
  ߚ 1 0
  ߚ ߛ ߛ
  1 ߙ 1
  ߙ ߛ 0
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                                            Tablo 17. Örnek 2.3.7’deki ܴ ܮ-fuzzy bağıntısı 
 

 

 

 

 

 

Teorem 2.3.8: ܮ tam bir kafes ve ሺܺ, ܻ, ܴሻbir yaklaşım uzayı ve ߤ, ܻ’nin bir ܮ-fuzzy 

kümesi olsun. ଵܶ ve  ଶܶ, ܮ üzerinde birer ݐ-norm olmak üzere ଵܶ  ଶܶ ise               

ܴ భ்ሺߤሻ  ܴ మ்ሺߤሻ’dir. 

İspat: Her ݔ א ܺ için ܴ భ்ሺߤሻሺݔሻ ൌ ڀ ܴሺݔ, ሻݕ ଵܶߤሺݕሻ௬א  ڀ ܴሺݔ, ሻݕ ଶܶߤሺݕሻ௬א ൌ

ܴ మ்ሺߤሻሺݔሻ sıralaması doğru olduğundan ܴ భ்ሺߤሻ  ܴ మ்ሺߤሻ elde edilir. 

Teorem 2.3.9: ܮ tam bir kafes ve ሺܺ, ܻ, ܴሻbir yaklaşım uzayı ve ߤ, ܻ’nin bir ܮ-fuzzy 

kümesi olsun. ଵࣣ ve ࣣଶ, ܮ üzerinde birer implikasyon olmak üzere ଵࣣ  ࣣଶ ise                   

ܴࣣభሺߤሻ  ܴࣣమሺߤሻ dir. 

İspat: Her ݔ א ܺ için ܴࣣభሺߤሻሺݔሻ ൌ ٿ ܴሺݔ, ሻݕ ଵࣣߤሺݕሻ௬א  ٿ ܴሺݔ, אሻ௬ݕሺߤሻࣣଶݕ ൌ

ܴࣣమሺߤሻሺݔሻ sıralaması doğrudur. Böylece ܴࣣభሺߤሻ  ܴࣣమሺߤሻ elde edilir. 

 

     2.4. Yarıgruplarda ሺओ,  Fuzzy Kaba Kümeler-ࡸ-ሻࢀ

 

     Bu bölümde ሺܺ,לሻ, ሺܻ  .ሻ kümeleri birer yarıgrup olarak ele alınacaktırڃ,ሻ ve ሺܼڅ

Verilen bu yarıgruplar ile Ignjatovic, Ciric ve Bogdanovic’in  [19]’da tanımladığı özel bir 

 .fuzzy yaklaşım uzayı oluşturulacaktır-ܮ fuzzy bağıntısından yararlanılarak bir-ܮ

Yarıgruplardan birinin bir ܮ ߤ-fuzzy alt kümesinin bu yaklaşım uzayına göre ܶ-üst ve  ࣣ-alt 

yaklaşım operatörlerinin bazı özellikleri araştırılacak ve açıklayıcı nitelikte bir takım 

örnekler verilecektir. 

Tanım 2.4.1 [19]: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ,  fuzzy bağıntısal-ܮܶ fuzzy bağıntısına bir-ܮ ܴ .ሻ olsunܮ

homomorfi denir : Her ݔ, ܽ א ܺ ve her ݕ, ܾ א ܻ için ܴሺݔ, ,ሻ ܶ ܴሺܽݕ ܾሻ  ܴሺݔ ל ܽ, ݕ څ

ܾሻ’dir.  

Örnek 2.4.2: ܺ ൌ ሼܽ, ܾሽ  ve ܻ ൌ ሼܿ, ݀, ݁ሽ kümeleri üzerinde sırasıyla " ל " ve " څ " ikili 

işlemleri, sırasıyla, Tablo 18 ve Tablo 19 yardımıyla aşağıdaki gibi tanımlansın: 

 

ࡾ ࢇ ࢈ ࢉ
  1 ߚ ߜ
  ߚ 0 ߙ
  0 ߙ 1
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                                                            Tablo 18. Örnek 2.4.2’deki " ל " ikili işlemi 
 

 

 

 

 

                                           Tablo 19. Örnek 2.4.2’deki " څ " ikili işlemi 
  

 
 

 

 

     Bu durumda ሺܺ,לሻ ve  ሺܻ,څሻ birer yarıgruptur. ܮ ൌ ܰ5  tam kafesi için ܴ: ܺ ൈ ܻ ՜     ܮ

ݐ fuzzy bağıntısı; her-ܮ א ܻ için ܴሺܽ, ሻݐ ൌ ,ሺܾܴ ,ߙ ܿሻ ൌ 1, ܴሺܾ, ݀ሻ ൌ ,ሺܾܴ ,ߛ ݁ሻ ൌ 0 olarak 

tanımlanırsa ܴ, bir ܶܮ-fuzzy bağıntısal homomorfidir. 

Örnek 2.4.3: ሺܺ,לሻ ve ሺܻ,څሻ iki yarıgrup, ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, :݂ ሻ veܮ ܺ ՜ ܻ bir yarıgrup 

homomorfisi olsun. ߣԢ, ߣ א Ԣߣ ve ܮ  ,ݔolmak üzere ܴሺ  ߣ ሻݕ ൌ ൜
ሻݔሺ݂   ,ߣ ൌ ݕ
ሻݔԢ,   ݂ሺߣ ്  şeklindeki ݕ

bir ܮ- fuzzy bağıntı, ܶܮ-fuzzy bağıntısal homomorfidir. 

Teorem 2.4.4: ܴ bir ܶܮ-fuzzy bağıntısal homomorfi ise ܴିଵ de ܶܮ-fuzzy bağıntısal 

homomorfidir. 

İspat: ܶܮ- fuzzy bağıntısal homomorfi tanımından açıktır. 

Teorem 2.4.5: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, ߣ ሻ veܮ א  ;olsun. Bu takdirde ܮ

ߣ fuzzy bağıntısal homomorfi ise her-ܮܶ bağıntısı-ܮ ܴ (1) א  için ܴఒ bağıntısal ்ܦ

homomorfidir. 

(2) Her ߣ א  fuzzy-ܮܶ fuzzy bağıntısı -ܮ ,ܴ için ܴఒ bağıntısal homomorfi ise ܮ

bağıntısal homomorfidir. 

İspat:  

(1) ሺݔ, ,ሻݕ ሺܽ, ܾሻ א ܴఒ olsun. ߣ  ܴሺݔ, ߣ ሻ veݕ  ܴሺܽ, ܾሻ dir. Bu takdirde ߣܶߣ 

ܴሺݔ, ,ሻܴܶሺܽݕ ܾሻ yazılabilir. Böylece ߣ ൌ ߣܶߣ  ܴሺݔ, ,ሻܴܶሺܽݕ ܾሻ  ܴሺݔ ל ܽ, ݕ څ

ܾሻ elde edilir. Sonuç olarak ሺݔ ל ܽ, ݕ څ ܾሻ א ܴఒ olduğundan ispat tamamlanır. 

 ࢈ ࢇ ל

 ܾ ܽ ࢇ

 ܾ ࢈ ܾ 

ࢊ ࢉ څ  ࢋ  
ܿ ࢉ ܿ ܿ
ܿ ࢊ ݀ ݀
ܿ ࢋ ݀ ݀
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ߣ (2) ൌ ܴሺݔ, ,ሻܴܶሺܽݕ ܾሻ olsun. Bu takdirde  ሺݔ, ,ሻݕ ሺܽ, ܾሻ א ܴఒ dir. Böylece ሺݔ ל ܽ, ݕ څ

ܾሻ א ܴఒ olur. Sonuç olarak ߣ  ܴሺݔ ל ܽ, ݕ څ ܾሻ dir. ܴ, ܮ- fuzzy bağıntısı ܶܮ-fuzzy 

bağıntısal homomorfidir. 

Sonuç 2.4.6: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, ܴݏܴ݁ ሻ içinܮ ك   .olsun ்ܦ

ߣ  fuzzy bağıntısal homomorfidir Her-ܮܶ ,ܴ א  .için ܴఒ bağıntısal homomorfidir ்ܦ

Teorem 2.4.7: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, ܲ ሻ veܮ א ሺܻܨ ൈ ܼ,  norm-ݐ dağılımlı bir- ש ሻ ve ܶ, sonsuzܮ

olsun. Eğer ܲ ve ܴ ܮ-bağıntıları ܶܮ-fuzzy bağıntısal homomorfi ise bu bağıntıların ܶ-

bileşkeleri olan ܲ ்ל  .fuzzy bağıntısal homomorfidir– ܮܶ fuzzy bağıntısı da -ܮ ,ܴ

İspat:  

Her ሺݔଵ, ,ଵሻݖ ሺݔଶ, ଶሻݖ א ܺ ൈ ܼ için 

ሺܲ ்ל ܴሻሺݔଵ, ଵሻܶሺܲݖ ்ל ܴሻሺݔଶ, ଶሻݖ    

ൌ ൭ሧ ܴሺݔଵ, ,ݐሻܶܲሺݐ ଵሻݖ
௧א

൱ ܶ ൭ሧ ܴሺݔଶ, ݇ሻܶܲሺ݇, ଶሻݖ
א

൱    

ൌ ሧ ሧ ܴሺݔଵ, ,ଶݔሻܴܶሺݐ ݇ሻܶܲሺݐ, ,ଵሻܶܲሺ݇ݖ ଶሻݖ
א௧א

 ሧ ሧ ܴሺݔଵ ל ,ଶݔ ݐ څ ݇ሻܶܲሺݐ څ ݇, ଵݖ ڃ ଶሻݖ
א௧א

 ሧ ܴሺݔଵ ל ,ଶݔ ,ݕሻܶܲሺݕ ଵݖ ڃ ଶሻݖ
௬א

ൌ ܲ ்ל ܴሺݔଵ ל ,ଶݔ ଵݖ ڃ  .ଶሻݖ

     Sonuç olarak; ܲ ்ל ܴሺݔଵ, ଵሻܶܲݖ ்ל ܴሺݔଶ, ଶሻݖ  ܲ ்ל ܴሺݔଵ ל ,ଶݔ ଵݖ ڃ   ଶሻ olduğundanݖ

ܲ ்ל  .fuzzy bağıntısal homomorfidir– ܮܶ  ,fuzzy bağıntısı -ܮ  ܴ

Teorem 2.4.8: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, ܲ ሻ veܮ א ሺܻܨ ൈ ܼ, ߣ  ሻ veܮ א  ܴ için ܴఒ ve  ఒܲ, sırasıyla  ܮ

ve ܲ ܮ- fuzzy bağıntılarının ߣ-kesimleri olsun. Bu takdirde; 

(1) Her ߣ א için ఒܲ ்ܦ ל ܴఒ ك ሺܲ ்ל ܴሻఒ dir. 

(2) Eğer ܮ bir sonlu zincir ise ሺܲ ்ל ܴሻఒ ك ఒܲ ל ܴఒ dir.  

İspat: 

(1) ሺݔ, ሻݖ א ఒܲ ל ܴఒ olsun. Bu takdirde ሺݔ, ሻݕ א ܴఒ ve ሺݕ, ሻݖ א ఒܲ olacak şekilde ݕ א ܻ 

mevcuttur. ߣ  ܴሺݔ, ߣ ሻ veݕ  ܲሺݕ, ߣ .ሻ olurݖ ൌ ߣܶߣ  ܴሺݔ, ,ݕሻܶܲሺݕ ሻݖ 

ڀ ܴሺݔ, ,ݕሻܶܲሺݕ אሻ௬ݖ ൌ ሺܲ ்ל ܴሻሺݔ, ߣ ሻ’dir. Buradanݖ  ሺܲ ்ל ܴሻሺݔ,  .ሻ’dirݖ

Böylece ሺݔ, ሻݖ א ሺܲ ்ל ܴሻఒ olur. Sonuç olarak  ఒܲ ל ܴఒ ك ሺܲ ்ל ܴሻఒ elde edilir. 

(2) ሺݔ, ሻݖ א ሺܲ ்ל ܴሻఒ olsun. Bu takdirde ߣ  ሺܲ ்ל ܴሻሺݔ, ሻݖ ൌ ڀ ܴሺݔ, ,ݕሻܶܲሺݕ אሻ௬ݖ  

yazılır. Eğer ܮ sonlu zincir ise ڀ ܴሺݔ, ,ݕሻܶܲሺݕ אሻ௬ݖ ൌ ܴሺݔ, ,ݐሻܶܲሺݐ  ሻ olacakݖ
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şekilde ݐ א ܻ mevcuttur. Bu durumda ߣ  ܴሺݔ, ,ݐሻܶܲሺݐ ሻݖ  ܴሺݔ, ߣ ሻ veݐ 

ܴሺݔ, ,ݐሻܶܲሺݐ ሻݖ  ܲሺݐ, ,ݔሻ’dir. Böylece ሺݖ ሻݐ א ܴఒ ve ሺݐ, ሻݖ א ఒܲ’dir. Sonuç olarak 

ሺݔ, ሻݖ א ఒܲ ל ܴఒ olduğundan ሺܲ ்ל ܴሻఒ ك ఒܲ ל ܴఒ elde edilir. 

Sonuç 2.4.9: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, ܲ ሻ veܮ א ሺܻܨ ൈ ܼ, ߣ ሻ içinܮ א  .bir sonlu zincir olsun ܮ ve ்ܦ

Bu takdirde ሺܲ ்ל ܴሻఒ ൌ ܴఒ ל ఒܲ’dır. 

Teorem 2.4.10: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, ܲ , ሻܮ א ሺܻܨ ൈ ܼ, ߤ ,ሻܮ א ,ሺܼܨ  dağılımlı-ש ሻ  ve ܶ, sonsuzܮ

bir t-norm olsun. Bu durumda ܲ ்ל ܴ ሺߤሻ ൌ ܴ
்

ቀܲሺߤሻቁ dir. 

İspat: Her ݔ א ܺ için 

ܲ ்ל ܴ ሺߤሻሺݔሻ ൌ ሧሺܲ ்ל ܴሻሺݔ, ሻݖሺߤሻܶݖ
௭א

 

                                             ൌ ሧ ቌሧ ܴሺݔ, ,ݕሻܶܲሺݕ ሻݖ
௬א

ቍ ሻݖሺߤܶ
௭א

 

                                      ൌ ሧ ሧ ܴሺݔ, ,ݕሻܶܲሺݕ ሻݖሺߤሻܶݖ
௬א௭א

 

                                            ൌ ሧ ܴሺݔ, ሻܶݕ ൭ሧ ܲሺݕ, ሻݖሺߤሻܶݖ
௭א

൱
௬א

 

                     ൌ ሧ ܴሺݔ, ሻݕሻሺߤሻܶܲሺݕ
௬א

 

        ൌ ܴ
்

ቀܲሺߤሻቁ ሺݔሻ. 

     Böylece ܲ ்ל ܴ ሺߤሻ ൌ ܴ
்

ቀܲሺߤሻቁ elde edilir. 

Teorem 2.4.11: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, -ܮܶ nin bir’ܻ , ߤ ;fuzzy bağıntısal homomorfi-ܮܶ ሻ birܮ

fuzzy altyarıgrubu ve ܶ, sonsuz ש-dağılımlı bir ݐ-norm olsun. Bu durumda ܴ
்

ሺߤሻ, ܺ’in bir 

 .fuzzy alt yarıgrubudur-ܮܶ

İspat:  Her ܽ, ܾ א ܺ için   

ܴ
்

ሺߤሻሺܽሻܴܶ
்

ሺߤሻሺܾሻ ൌ ቌ ሧ ܴሺܽ, ଵሻݕሺߤଵሻܶݕ
௬భא

ቍ ܶ ቌ ሧ ܴሺܾ, ଶሻݕሺߤଶሻܶݕ
௬మא

ቍ        

                  ൌ ሧ ሧ ܴሺܽ, ,ଵሻܴܶሺܾݕሺߤଵሻܶݕ ଶሻݕሺߤଶሻܶݕ
௬మא௬భא

 

           ሧ ሧ ܴሺܽ ל ܾ, ଵݕ څ ଵݕሺߤଶሻܶݕ څ ଶሻݕ
௬మא௬భא
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            ሧ ܴሺܽ ל ܾ, ሻݕሺߤሻܶݕ
௬א

ൌ ܴ
்

ሺߤሻሺܽ ל ܾሻ. 

     Sonuç olarak ܴ
்

ሺߤሻሺܽሻܴܶ
்

ሺߤሻሺܾሻ  ܴ
்

ሺߤሻሺܽ ל ܾሻ elde edilir. Böylece ܴ
்

ሺߤሻ, ܺ’in bir 

 .fuzzy alt yarıgrubudur-ܮܶ

     Teorem 2.4.11, ܴࣣሺߤሻ için genel olarak doğru olmayabilir. Bu durum aşağıdaki örnek 

yardımıyla gösterilmiştir. 

Örnek 2.4.12: ܺ ൌ ሼܽ, ܾሽ ve  ܻ ൌ ሼܿ, ݀, ݁ሽ kümeleri " ל " ve " څ "  ikili işlemleri, sırasıyla, 

Tablo 20 ve Tablo 21 yardımıyla tanımlansın: 

 

                                            Tablo 20. Örnek 2.4.12’deki " ל " ikili işlemi 
 

 

 

 

 

                                         Tablo 21. Örnek 2.4.12’deki " څ " ikili işlemi 
 

 

 

 

 

     Bu durumda ሺܺ,לሻ ve  ሺܻ,څሻ birer yarıgruptur. ሺܻ,څሻ’nin  ߤ: ܻ ՜  fuzzy alt-ܮܶ  ܮ

yarıgrubu ߤሺܿሻ ൌ ሺ݀ሻߤ  , ߛ ൌ ሺ݁ሻߤ  , ߙ ൌ ܮ .olarak tanımlansın ߚ ൌ ହܰ olsun ve ܴ א

ሺܺܨ ൈ ܻ,  fuzzy bağıntısal-ܮܶ fuzzy bağıntısı olarak Örnek 2.4.2’de verilen-ܮ ,ሻܮ

homomorfi göz önüne alınsın.  

     Tablo 22 yardımıyla tanımlanan ࣣ: ܮ ൈ ܮ ՜  .ikili işlemi bir implikasyondur ܮ

 

                                                   Tablo 22. Örnek 2.4.12’deki ࣣ implikasyonu 
 
 

 

 

 

ࢇ ל ࢈
ࢇ ܾ  ܾ 

࢈ ܾ  ܾ 

څ ܋ ܌ ܍ 
ࢉ ܿ ܿ ܿ
ࢊ ܿ ݀ ݀
ࢋ ܿ ݀ ݀

ओ  ࢻ ࢼ ࢽ 
 1 1 1 1 1
ࢻ 0 ߚ ߚ ߚ 1
ࢼ 0 ߙ ߙ ߙ 1
ࢽ 0 ߙ ߙ ߙ 1
 1 0 0 0 1
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     ܶ ൌר için ܴࣣሺߤሻሺܽሻܴࣣܶሺߤሻሺܽሻ ൌ ߚܶߚ ൌ ߚ ح 0 ൌ ܴࣣሺߤሻሺܾሻ olduğundan ܴࣣሺߤሻ, ܺ’in 

bir ܶܮ-fuzzy alt yarıgrubu değildir.  

Örnek 2.4.13: Ժ tam sayılar kümesi olmak üzere ሺԺଶ, ሻ ve ሺܯଶሺԺሻ, . ሻ yarıgruplarını göz 

önüne alalım. 

:ߤ ଶሺԺሻܯ ՜ ሾ0,1ሿ fuzzy alt kümesi, her ܣ א  .ଶሺԺሻ için aşağıdaki şekilde tanımlansınܯ

ሻܣሺߤ ൌ ൞

1
|ܣ|         ,2 ് 0
1
3 , |ܣ| ൌ 0 

 

     ܴ: Ժଶ ൈ ଶሺԺሻܯ ՜ ሾ0,1ሿ fuzzy bağıntısı, her ܣ א ,ଶሺԺሻ için ܴ൫0ܯ ൯ܣ ൌ   ሻ veܣሺߤ

ܴ൫1, ൯ܣ ൌ 0 olarak tanımlanırsa bir fuzzy bağıntısal homomorfidir. 

     ܶ ൌ ெܶ t-normunu, onun duali olan  ܵ ൌ ܵெ  t-conormunu ve ࣨ ൌ ௌࣨ negatörünü göz 

önüne alalım. Bunlara bağlı ࣭-implikatör ࣣሺݔ, ሻݕ ൌ ܵሺࣨሺݔሻ, ሻݕ ൌ ሺ1 െ ሻݔ ש  .şeklindedir ݕ

ܴࣣሺߤሻ൫0൯ ൌ ଵ
ଶ
  ve  ܴࣣሺߤሻ൫1൯ ൌ 1 olur. Buradan 

ܴࣣሺߤሻ൫1൯ܴࣣܶሺߤሻ൫1൯ ൌ 1 ح
1
2 ൌ ܴࣣሺߤሻ൫0൯ 

elde edilir. Böylece ܴࣣሺߤሻ,  Ժଶ’nin bir ܶ ൌ ெܶ-fuzzy alt yarıgrubu değildir. 

Teorem 2.4.14: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ,      ;fuzzy bağıntısal homomorfi-ܮܶ bağıntısı bir-ܮ ሻ serialܮ

 .norm olsun-ݐ dağılımlı bir-ש fuzzy sol (sağ, iki yanlı) ideali ve ܶ, sonsuz-ܮܶ nin bir’ܻ , ߤ

Bu durumda ܴ
்

ሺߤሻ ,  ܺ’in bir ܶܮ-fuzzy sol (sağ, iki yanlı) idealidir. 

İspat: Her ܽ, ܾ א ܺ için   

 ܴ
்

ሺߤሻሺܾሻ ൌ 1ܴܶሺߤሻሺܾሻ ൌ ܴሺܽ,  ሻሺܾሻߤሻܴܶሺݕ

                          ൌ ܴሺܽ, ሻܶݕ ሧ ܴሺܾ, ଶሻݕሺߤଶሻܶݕ
௬మא

 

                             ൌ ሧ ܴሺܽ, ,ሻܴܶሺܾݕ ଶሻݕሺߤଶሻܶݕ
௬మא

 

                              ሧ ܴሺܽ ל ܾ, ݕ څ ݕሺߤଶሻܶݕ څ ଶሻݕ
௬మא

 

                                        ሧ ܴሺܽ ל ܾ, ሻݐሺߤሻܶݐ
௧א

ൌ ܴ
்

ሺߤሻሺܽ ל ܾሻ. 

     Sonuç olarak ܴ
்

ሺߤሻ, ܺ’in bir ܶܮ-fuzzy sol idealidir. 
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ܴ fuzzy sağ ideali ise benzer şekilde-ܮܶ fuzzy alt kümesi , ܻ nin bir-ܮ ߤ 
்

ሺߤሻ, ܺ in bir ܶܮ-

fuzzy sağ idealidir. 

Teorem 2.4.15: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ,  fuzzy bağıntısal-ܮܶ fuzzy bağıntısı bir-ܮ ሻ serialܮ

homomorfi; ߤ, ܻ’nin bir ܶܮ-fuzzy bi-ideali ve ܶ, sonsuz ש-dağılımlı bir ݐ-norm olsun. Bu 

takdirde ܴ
்

ሺߤሻ, ܺ’in bir ܶܮ-fuzzy bi-idealidir. 

İspat: Her ݔ, ݕ א ܺ için 

ܴ
்

ሺߤሻሺݔሻܴܶ
்

ሺߤሻሺݕሻ ൌ ሧ ܴሺݔ, ሻݐሺߤሻܶݐ
௧א

ܶ ሧ ܴሺݕ, ݇ሻܶߤሺ݇ሻ
א

 

                                      ൌ ሧ ሧ ܴሺݔ, ,ݕሻܴܶሺݐሺߤሻܶݐ ݇ሻܶߤሺ݇ሻ
א௧א

. 

ܴ serial olduğundan her  ܽ א ܺ için ܴሺܽ, ܾሻ ൌ 1 olacak şekilde ܾ א ܻ mevcuttur ve ߤ, ܻ 

nin bir ܶܮ-fuzzy bi-ideali olduğundan işleme şöyle devam edilebilir: 

ሧ ሧ ܴሺݔ, ,ݕሻܴܶሺݐሺߤሻܶݐ ݇ሻܶߤሺ݇ሻ
א௧א

 ሧ ܴሺݔ, ,ݕሻܴܶሺݐ ݇ሻܶߤሺݐ څ ܾ څ ݇ሻ
௧,,א

 

                                                                               ൌ ሧ ܴሺݔ, ,ሻܴܶሺܽݐ ܾሻܴܶሺݕ, ݇ሻܶߤሺݐ څ ܾ څ ݇ሻ
௧,,א

 

                                                                             ሧ ܴሺݔ ל ܽ ל ,ݕ ݐ څ ܾ څ ݇ሻܶߤሺݐ څ ܾ څ ݇ሻ
௧څڅא

 

                                            ሧ ܴሺݔ ל ܽ ל ,ݕ ݈ሻܶߤሺ݈ሻ
א

 

                               ൌ ܴ
்

ሺߤሻሺݔ ל ܽ ל  .ሻݕ

Böylece ܴ
்

ሺߤሻሺݔሻܴܶ
்

ሺߤሻሺݕሻ  ܴ
்

ሺߤሻሺݔ ל ܽ ל ܴ .ሻ  elde edilirݕ
்

ሺߤሻ, ܺ in bir ܶܮ-fuzzy 

bi-idealidir. 

ܮ      ൌ ሾ0,1ሿ kafesi üzerinde tanımlı olan, ܶሺߙ, ሻߚ ൌ .ߙ ,ߙnormu ve ࣣሺ-ݐ çarpım ߚ ሻߚ ൌ

1 െ ߙ  .ߙ  .implikasyonu göz önüne alınmak üzere aşağıda bazı örnekler verilmiştir  ߚ

   Örnek 2.4.16: ሺݔ, ,ݔ ;ሻݕ  doğal sayılarının en büyük ortak bölenini göstermek üzere ݕ

ሺԳ,כሻ yarıgrubu, ݔ כ ݕ ൌ ሺݔ,   .ሻ ikili işlemi ile tanımlansınݕ

:ߤ       Գ ՜ ሾ0,1ሿ fuzzy alt kümesi ߤሺ݊ሻ ൌ ଵ
ାଵ

 şeklinde alınsın. Bu durumda ߤ, Գ’nin bir 

ܶ-fuzzy alt yarıgrubudur. 

     ܴ: Գ ൈ Գ ՜ ሾ0,1ሿ , her ݔ, ݕ א Գ için ܴሺݔ, ሻݕ ൌ ቊ
ଵ

௬ାଵ
ݔ|2       , 

0      ,     2 ץ ݔ
 olarak tanımlanan ܴ 

fuzzy bağıntısı, bir ܶ-fuzzy bağıntısal homomorfidir.  
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,fuzzy kümesinin, ሺԳ ߤ      ܴሻ yaklaşım uzayına göre ܶ-üst ve  ࣣ-alt fuzzy kaba 

yaklaşımları, sırasıyla, her ݉ א Գ için şöyledir: 

ܴ
்

ሺߤሻሺ݉ሻ ൌ ሧ ܶ൫ܴሺ݉, ,ሻݐ ሻ൯ݐሺߤ
௧אԳ

ൌ ሧ ܶ ൬
1

ݐ  1 ,
1

ݐ  1൰
௧אԳ
ଶ|

ൌ ሧ ൬
1

ݐ  1൰
ଶ

௧אԳ

ൌ 1. 

ܴࣣሺߤሻሺ݉ሻ ൌ ሥ ࣣ൫ܴሺ݉, ,ሻݐ ሻ൯ݐሺߤ
௧אԳ

ൌ ሥ ࣣ ൬
1

ݐ  1 ,
1

ݐ  1൰
௧אԳ
ଶ|

ר ሥ ࣣ ൬0,
1

ݐ  1൰
௧אԳ
ଶץ

ൌ 0. 

     ܴ
்

ሺߤሻ ve  ܴࣣሺߤሻ , Գ’in birer ܶ-fuzzy alt yarıgrubudur. Ayrıcaܴ
்

ሺߤሻ ve  ܴࣣሺߤሻ , Գ’in 

birer ܶ-fuzzy ideali, asal ideali ve bi-idealidir. 

Örnek 2.4.17: ܺ ൌ ሼ݂|݂: Գ ך ሼ0,1ሽ ՜ Գ ך ሼ0,1ሽ,  ሽ şeklinde݊ݕ݅ݏ݂݇݊ ݎܾ݅ ݈݊ܽܽݖܽ ݂

tanımlanan ሺܺ, ሻ kümesi bir yarıgruptur. 

:ߤ      ܺ ՜ ሾ0,1ሿ fuzzy kümesi, her  ݂ א ܺ  için aşağıdaki şekilde tanımlansın: 

ሺ݂ሻߤ ൌ ሥ
1

݂ሺ݊ሻ
אԳךሼ,ଵሽ

 

     Bu takdirde  ߤ, ܺ  in bir ܶ-fuzzy alt yarıgrubudur. 

     ܴ: Գ ך ሼ0,1ሽ ൈ ܺ ՜ ሾ0,1ሿ , her ݊ א Գ ve ݂ א ܺ için  ܴሺ݊, ݂ሻ ൌ ଵ
ሺሻ olarak tanımlanan 

ܴ, bir ܶ-fuzzy bağıntısal homomorfidir.  

fuzzy kümesinin, ሺԳ ߤ      ך ሼ0,1ሽ, ܺ, ܴሻ yaklaşım uzayına göre ܶ-üst ve  ࣣ-alt fuzzy kaba 

yaklaşımları, sırasıyla, her ݊ א Գ ך ሼ0,1ሽ için aşağıdaki şekildedir:  

 

ܴ
்

ሺߤሻሺ݊ሻ ൌ ሧ ܶ൫ܴሺ݊, ݂ሻ, ሺ݂ሻ൯ߤ
א

ൌ ሧ ܶ ቌ
1

݂ሺ݊ሻ , ሥ
1

݂ሺ݉ሻ
אԳךሼ,ଵሽ

ቍ
א

ൌ ሧ ܶ ൬
1

݂ሺ݊ሻ ,
1

݂ሺ2ሻ൰
א

ൌ ሧ ൬
1

݂ሺ݊ሻ ·
1

݂ሺ2ሻ൰
א

ൌ ሧ ൬
1

݂ሺ݊ሻ · ݂ሺ2ሻ൰
א

. 

 

ܴࣣሺߤሻሺ݊ሻ ൌ ሥ ࣣ൫ܴሺ݊, ,ሻݐ ሻ൯ݐሺߤ
א

ൌ ሥ ࣣ ቌ
1

݂ሺ݊ሻ , ሥ
1

݂ሺ݉ሻ
אԳךሼ,ଵሽ

ቍ
א

ൌ ሥ ࣣ ൬
1

݂ሺ݊ሻ ,
1

݂ሺ2ሻ൰
א

ൌ ሥ ൬1 െ
1

݂ሺ݊ሻ 
1

݂ሺ݊ሻ ·
1

݂ሺ2ሻ൰
א
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Tanım 2.4.18: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, ܻ  ሻ veܮ څ ܻ ൌ ܻ olsun. Her ݔ, ܽ א ܺ ve her ݕ, ܾ א ܻ için 

ܴሺݔ, ,ሻ ܶ ܴሺܽݕ ܾሻ ൌ ܴሺݔ ל ܽ, ݕ څ ܾሻ özelliği sağlanıyorsa ܴ’ye bir ܶܮ-fuzzy tam bağıntısal 

homomorfi denir. 

Teorem 2.4.19: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ, - ש fuzzy tam bağıntısal homomorfi, ࣣ, bir sonsuz-ܮܶ ሻ birܮ

dağılımlı ܶ ݐ-normuyla üretilen Ը-implikasyon ve ߤ, ܻ’nin bir ܶܮ-fuzzy alt yarıgrubu 

olsun. Bu takdirde  ܴࣣሺߤሻ,  ܺ’in bir ܶܮ-fuzzy alt yarıgrubudur. 

İspat:  Her ܽ, ܾ א ܺ için   

    ܴࣣሺߤሻሺܽሻܴࣣܶሺߤሻሺܾሻ ൌ ൭ሥ ܴሺܽ, ሻݐሺߤሻࣣݐ
௧א

൱ ܶ ൭ሥ ܴሺܾ, ݇ሻࣣߤሺ݇ሻ
א

൱ 

                                                      

                                             ൌ ሥ ቌ ሧ ߙ
ோሺ,௧ሻ்ఈஸఓሺ௧ሻ

ቍ
௧א

ܶ ሥ ቌ ሧ ߚ
ோሺ,ሻ்ఉஸఓሺሻ

ቍ
௧א

 

                                ሥ ቌ ሧ ߙ
ோሺ,௧ሻ்ఈஸఓሺ௧ሻ

ܶ ሧ ߚ
ோሺ,ሻ்ఉஸఓሺሻ

ቍ
௧א
א

 

         ൌ ሥ

ۉ

ۈ
ۇ

ሧ ߚܶߙ
ோሺ,௧ሻ்ఈஸఓሺ௧ሻ
ோሺ,ሻ்ఉஸఓሺሻ ی

ۋ
ۊ

௧א
א

. 

     Burada ܴሺܽ, ߙሻܶݐ  ,ሻ ve ܴሺܾݐሺߤ ݇ሻܶߚ  ,ሺ݇ሻ ise ܴሺܽߤ ,ሻܴܶሺܽݐ ݇ሻܶߚܶߙ 

 fuzzy alt yarıgrubu-ܮܶ nin bir’ܻ ,ߤ ሺ݇ሻ yazılır. ܴ tam bağıntısal homomorfi veߤሻܶݐሺߤ

olduğundan ܴሺܽ, ߙሻܶݐ  ,ሻ ve  ܴሺܾݐሺߤ ݇ሻܶߚ  ሺ݇ሻ ise ܴሺܽߤ ל ܾ, ݐ څ ݇ሻܶߚܶߙ  ݐሺߤ څ ݇ሻ 

olur. Böylece  ൌ ݐ څ ݇ א ܻ olmak üzere işleme, aşağıdaki şekilde devam edilebilir. 

ሥ

ۉ

ۈ
ۇ

ሧ ߚܶߙ
ோሺ,௧ሻ்ఈஸఓሺ௧ሻ
ோሺ,ሻ்ఉஸఓሺሻ ی

ۋ
ۊ

௧א
א

 ሥ ቌ ሧ ߚܶߙ
ோሺל,ሻ்ఈ்ఉஸఓሺሻ

ቍ
א

                                      

   ሥ ቌ ሧ ߛ
ோሺל,ሻ்ఊஸఓሺሻ

ቍ
א

           

                   ൌ ሥ ܴሺܽ ל ܾ, ሻሺߤሻࣣ
א

ൌ ܴࣣሺߤሻሺܽ ל ܾሻ.                

     Sonuç olarak ܴࣣሺߤሻ,  ܺ’in bir ܶܮ-fuzzy alt yarıgrubudur. 
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Örnek 2.4.20: ሺԳ,·ሻ ve ሺԺ, ሻ yarıgruplar olmak üzere Örnek 1.3.2’ te verilen ݐ-norm ile 

üretilen Ը-implikasyon aşağıdaki tabloda gösterilmiştir. 

 

                 Tablo 23. Örnek 2.4.20’deki ࣣ implikasyonu 
 

 
 

 

 

 

 

 

ߤ      א ,ሺԺܨ  :fuzzy altkümesi aşağıdaki şekilde tanımlansın-ܮ ,ሻ ܮ

ሻݖሺߤ ൌ ൜ݕܽݏ ݇݁ݐ ݖ      ,ߙı
 ıݕܽݏ ݐç݂݅ ݖ     ,ߛ

      Bu takdirde ߤ, ሺԺ, ሻ’nin bir ܶܮ-fuzzy alt yarıgrubudur: 

      ܴ א ሺԳܨ ൈ Ժ,     :fuzzy bağıntısı aşağıdaki şekilde tanımlansın-ܮ ,ሻ ܮ

ܴሺ݊, ሻݖ ൌ ቐ
݊                              ,ߙ ൌ 0

݊   ,ߚ   ıݕܽݏ ݐç݂݅ ݖ  ݁ݒ 
݊    ,ߛ  ıݕܽݏ ݇݁ݐ ݖ  ݁ݒ 

 

     Bu takdirde ܴ bir ܶܮ-fuzzy tam bağıntısal homomorfidir.  

,fuzzy altkümesinin, ሺԳ-ܮ ߤ      Ժ, ܴሻ yaklaşım uzayına göre ܴ
்

ሺߤሻ, ܶ-üst kaba yaklaşımı 

ܴ
்

ሺߤሻሺ0ሻ ൌ ݉ ve her  ߙ  0 için  ܴ
்

ሺߤሻሺ݉ሻ ൌ  .dır’ߛ

 ߤ     ,fuzzy altkümesinin, ሺԳ-ܮ Ժ, ܴሻ yaklaşım uzayına göre ܴࣣሺߤሻ, ࣣ-alt fuzzy kaba 

yaklaşımı ܴࣣሺߤሻሺ0ሻ ൌ 1 ve her ݉  0 için  ܴࣣሺߤሻሺ݉ሻ ൌ  .dır ߙ

     ܴ
்

ሺߤሻ ve  ܴࣣሺߤሻ yaklaşımları,  Գ’in birer ܶܮ-fuzzy alt yarıgrubudur. 

Teorem 2.4.21: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ,  fuzzy tam bağıntısal homomorfi; ܶ sonsuz-ܮܶ ሻ bir serialܮ

-ܮܶ nin bir’ܻ ,ߤ normuyla üretilen bir Ը-implikasyon ve-ݐ ܶ ,ࣣ ;norm-ݐ dağılımlı bir-ש

fuzzy sol ideali olsun. Bu takdirde  ܴࣣሺߤሻ,  ܺ’in bir ܶܮ-fuzzy sol idealidir. 

İspat: ܴ serial ܮ-fuzzy bağıntı olduğundan her ܾ א ܺ için ܴሺܾ, ݇ሻ ൌ 1 olacak şekilde 

݇ א ܻ mevcuttur. 

 

 

ओ  ࢻ ࢼ ࢽ ࢾ 
 1 1 1 1 1 1
0 ࢻ 1 0 1 1 1
0 ࢼ ߙ 1 1 1 1
0 ࢽ ߙ ߙ 1 1 1
0 ࢾ ߙ ߙ ߛ 1 1
 0 ߙ ߚ ߛ ߜ 1
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Her ܽ, ܾ א ܺ için   

ܴࣣሺߤሻሺܽሻ ൌ ሥ ܴሺܽ, ሻݐሺߤሻࣣݐ
௧א

 

                           ൌ ሥ ቌ ሧ ݑ
ோሺ,௧ሻ்௨ஸఓሺ௧ሻ

ቍ
௧א

 

                                     ൌ ሥ ቌ ሧ ݑ
ோሺ,௧ሻ்ோሺ,ሻ்௨ஸఓሺ௧ሻ

ቍ
௧א

 

                                      ሥ ቌ ሧ ݑ
ோሺל,௧څሻ்௨ஸఓሺ௧څሻ

ቍ
௧א

 

                                                               ሥ ቌ ሧ ݑ
ோሺל,ሻ்௨ஸఓሺሻ

ቍ
א

ൌ ܴࣣሺߤሻሺܽ ל ܾሻ. 

     Böylece ܴࣣሺߤሻ,  ܺ’in bir ܶܮ-fuzzy sol idealidir. 

Teorem 2.4.22: ܴ א ሺܺܨ ൈ ܻ,  fuzzy tam bağıntısal homomorfi; ܶ sonsuz-ܮܶ ሻ bir serialܮ

-ܮܶ nin bir’ܻ ,ߤ normuyla üretilen bir Ը-implikasyon ve-ݐ ܶ ,ࣣ ;norm-ݐ dağılımlı bir-ש

fuzzy bi-ideali olsun. Bu takdirde  ܴࣣሺߤሻ,  ܺ’in bir ܶܮ-fuzzy bi-idealidir. 

İspat: ܴ serial ܮ-fuzzy bağıntı olduğundan her ݔ א ܺ için ܴሺݔ, ሻݎ ൌ 1 olacak şekilde 

ݎ א ܻ mevcuttur. ߤ, ܻ’nin bir ܶܮ-fuzzy bi-ideali olduğundan her  ݐ, ,ݎ ݇ א ܻ  için 

ሺ݇ሻߤሻܶݐሺߤ  ݐሺߤ څ ݎ څ ݇ሻ’dır. 

Her ܽ, ,ݔ ܾ א ܺ için   

ܴࣣሺߤሻሺܽሻܴࣣܶሺߤሻሺܾሻ ൌ ൭ሥ ܴሺܽ, ሻݐሺߤሻࣣݐ
௧א

൱ ܶ ൭ሥ ܴሺܾ, ݇ሻࣣߤሺ݇ሻ
א

൱ 

                                         ൌ ሥ ቌ ሧ ݑ
ோሺ,௧ሻ்௨ஸఓሺ௧ሻ

ቍ
௧א

ܶ ሥ ቌ ሧ ݒ
ோሺ,ሻ்௩ஸఓሺሻ

ቍ
א

 

                                 ൌ ሥ ቌ ሧ ݑ
ோሺ,௧ሻ்௨ஸఓሺ௧ሻ

ቍ ܶ ቌ ሧ ݒ
ோሺ,ሻ்௩ஸఓሺሻ

ቍ
௧א
א

 

  ൌ ሥ

ۉ

ۈ
ۇ

ሧ ݒܶݑ
ோሺ,௧ሻ்௨ஸఓሺ௧ሻ
ோሺ,ሻ்௩ஸఓሺሻ ی

ۋ
ۊ

௧א
א
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                                        ሥ ቌ ሧ ݒܶݑ
ோሺ,௧ሻ்ோሺ௫,ሻ்ோሺ,ሻ்௨்௩ஸఓሺ௧څڅሻ

ቍ
௧څڅא

 

                              ሥ ቌ ሧ ݒܶݑ
ோሺל௫ל,௧څڅሻ்௨்௩ஸఓሺ௧څڅሻ

ቍ
௧څڅא

 

                                     ሥ ቌ ሧ ߣ
ோሺל௫ל,ሻ்ఒஸఓሺሻ

ቍ
א

ൌ ܴࣣሺߤሻሺܽ ל ݔ ל ܾሻ. 

     Sonuç olarak ܴࣣሺߤሻ,  ܺ’in bir ܶܮ-fuzzy bi-idealidir. 
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        3. SONUÇLAR 

 

1. Kaba küme teorisiyle ilgili literatürde yapılan çalışmalarda, bir kümenin alt ve üst 

yaklaşımları ve bu yaklaşımların cebirsel yapıları denklik bağıntıları veya 

kongrüans bağıntılarına göre incelenmiştir. Bu çalışmada ise bir bağıntısal 

homomorfiye göre, bir kümenin alt ve üst yaklaşımlarının çeşitli özellikleri 

araştırılmıştır. Kongrüans bağıntısı, bağıntısal homomorfinin özel bir durumu 

olduğundan literatürde verilen kavramlar genelleştirilmiştir ve ek olarak bir takım 

yeni teoremler verilmiştir. 

2. ሺࣣ, ܶሻ-ܮ-Fuzzy kaba kümeler için, literatürde, bir fuzzy kümesinin alt ve üst 

yaklaşımlarının çeşitli özellikleri ܮ ൌ ሾ0,1ሿ olması durumunda incelenmiştir. Bu 

çalışmada, evrensel küme olarak iki yarı grup seçilerek, bir fuzzy kümesinin ܶܮ-

bağıntısal homomorfiye göre alt ve üst yaklaşımları herhangi bir ܮ tam kafesi 

üzerinde, herhangi bir ݐ-norm ve bu ݐ-norma bağlı bir implikasyon için 

incelenmiştir. Çalışma; herhangi bir ܮ tam kafesi için ܶܮ-bağıntısal homomorfiye 

göre ve yarıgruplar üzerinde yapılması bakımından literatürde yapılan 

çalışmalardan daha geneldir. 
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       4. ÖNERİLER 

 

1. ሺࣣ, ܶሻ-ܮ-fuzzy yaklaşım uzayında bir fuzzy kümesinin alt yaklaşımıyla ilgili Ը-

implikasyonlar için elde edilen bulgular, ࣭-implikasyonlar için de araştırılabilir.  

 fuzzy asal (quasi-ideal, yarı asal) idealin, ܶ-üst ve ࣣ -alt yaklaşımlarının da bu -ܮܶ .2

özelliklerini koruyup korumadığı araştırılabilir.  

3. Yarıgruplar üzerindeki bu çalışma diğer cebirsel yapılara (gruplar, halkalar ve 

modüller)  uyarlanabilir. 

4. Bu çalışmada sunulan teoriler, aralık değerli kafeslere uygulanabilir. 
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