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OZET

Bu caligmada ikinci mertebeden
a,(2)y"(z)+a,(2)y'(z) +a,(2)y(z) = 0
formundaki lineer diferensiyel denklemler i¢in asimptotik ¢coziimler elde edilmistir.

Birinci boliimde, denklemde verilen bagimsiz degiskenin sonsuza yakinsamasi halinde
farkli formdaki sistemler i¢in kullanilabilecek seri ¢oziim yoOntemlerine yer verilmistir.
Ayrica bu yontemlerin uygun olmadigi durumlar i¢in bazi asimptotik formiiller ve ilgili
teorik yaklagimlar sunulmustur.

Ikinci béliimde, verilen yontemler ve déniisiimler kullamlarak bazi dzel diferensiyel
denklemler icin asimptotik ¢oziimler ve formiiller elde edilmistir. Ayrica elde edilen

cozlimlerin yakinsaklig1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Ikinci mertebe lineer diferensiyel denklemler, asimptotik ¢dziim



SUMMARY

The Asymptotic Solutions of Second Order Linear Differential Equations

In this thesis, asymptotic solutions for second order linear differential equations of the

form
a,(2)y"(z)+a,(2)y'(z) +a,(2)y(z) =0
are obtained.

In the first part, series solutions for the systems of different forms are given to yield
information about the solution for large values of the independent variable given in
equation. For the case where series solutions are not suitable, some asymptotic formulas
and related theoretical results are also introduced.

In the second part, asymptotic solutions and formulas for some special differential
equations are obtained using the methods and transformations given in the first part.

Convergence of the solutions is also investigated.

Key Words: Second order linear differential equations, asymptotic solution
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: Euler sayis1, yaklasik degeri 2,71828183
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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Bilindigi iizere pratikte bir¢ok diferensiyel ve integral denklemlerin tam ¢dztimlerini
bulmak miimkiin olmayabilir. Burada tam ¢6ziimden kasit, 6zellikleri veya tablo degerleri
bilinen fonksiyonlarla ifade edilebilen c¢oOziimlerdir. Bunlara Bessel fonksiyonlari,
Legendre fonksiyonlari, iistel fonksiyonlar gibi 6rnekler verilebilir. Bununla birlikte bdyle
bir ¢oziim, bazi 6zel durumlarda gerek nilimerik hesaplamalar ve gerekse analitik
incelemeler agisindan yararli olmayabilir. Ornegin; belirli bir problemin herhangi bir
parametreye bagl ¢oziimiinii incelemek icin Bessel fonksiyonlarinin yavas yakinsayan bir
sonsuz seri ¢oziimii, nlimerik veya analitik hesaplamalarda yeterli degildir.

Genel olarak asimptotik analiz, denklemdeki veya integraldeki bir parametre ya da bazi
degiskenler parametrenin bir komsulugunda analitik degilse ya da ¢ok biiylik veya ¢ok
kiigiik degerler aliyorsa bu tiir problemler i¢in teknik gelistirmeyi ve yaklasik analitik
¢Oziim bulmay1 konu alir [13].

Asimptotik analiz ile ilgili baz1 bilgiler 18 ve 19. ylizyillarda bilinmesine ragmen

asimptotik acilim ilk olarak, 1886’ da Poincare tarafindan tanimlanmastir.

“ Bir f{(z) fonksiyonu igin

n—1
limz" {f(z)—Zakz_k} =a, n=0,12,..
Z—>0 k:()

saglaniyor ise bu f(z) fonksiyonu Zakz”‘ asimptotik agilimina sahiptir denir. Burada
k=0

n =0 igin parantez igindeki toplam sifir(0) alimr [11].”

Ayrica Poincare, 1892 yilinda bu konuda onemli teknikler gelistirmistir. 20. yiizyilda
akiskanlar mekanigi ile ilgili ¢alismalar asimptotik analize ilgiyi daha da artirmistir.
Asimptotik tekniklerin kullanildig1 diger bazi alanlar; fizik bilimleri, astrofizik, deniz
bilimi, biyo-medikal bilimler, trafik caligmalar1 vb. olarak siralanabilir [13].

Bu ¢alismada da ikinci mertebe lineer diferensiyel denklemlerin i¢erdigi parametre veya

degiskenin ¢ok biiyiik degerleri i¢in yaklasik ¢ozlimler bulmak amaclanmistir. Bu nedenle



ozellikle teorik yaklagimlarin kullanildigr boliimlerde genel bir ¢oziim formu elde

edebilmek amaciyla asagida tanimi verilen biiyiik “O” notasyonu kullanilmigtir:

“xo’ i herhangi bir ey civarindaki tiim x’ ler igin
|f(x)|£M|g(x)|, X€EEg,, X#X,

esitsizligini saglayan bir M >0 sayisi varsa x, x9’ a yakinsadiginda (x—)xo) fx)
fonksiyonu, g(x) e gore sumirlidir denir ve

f(x)=0(g(x)). x—>x,
seklinde yazilr.”

Bu tanim kullanilarak asagidaki formiiller elde edilebilir:

1) O(O(f)) = O(f),

2) O(fg) = O(f)O(g) ,

3) O(f) + O(f) = O(f).

Biiyiik “O” iliskisinin 6nemli bir sonucu da bagimsiz degiskene bagli olarak
integrallenebilmesidir. Yani; [ © R olmak tizere bu aralikta

f(x)=0(g(x)), x > x,

alinirsa, bu durumda

Tf(t)dt = OLT |g(t)|dt}

saglanir [3], [8].

1.2. ikinci Mertebe Lineer Diferensiyel Denklemlerin Seriler Yardimiyla
Asimptotik Coziimii

Bilindigi iizere bagimsiz degiskenin sonlu olmast durumunda g¢esitli yontemler
kullanilarak diferensiyel denklemlerin ¢6ziimleri incelenebilir. Genel olarak bir
diferensiyel denklemin ¢oziimiinii kapali formda elde etmek her zaman miimkiin degildir.
Bu nedenle bagimsiz degiskenin pozitif kuvvetlerini igeren seri ¢Ozlimleri
kullanilmaktadir. Bu ¢6ziimler bagimsiz degiskenin kiiciik degerleri i¢in kullamighidir.

Ancak;

y=cy (z—w)



formundaki bir denklem i¢in kullanigh degildir.

Eger z — o igin y ¢Ozlimii arastirilmak istenirse, e% > nin seri agilimi kullanilarak
=1+ l + L + L +
Y z 220 6z Y
elde edilir ve buradan da

g:(l+l+%+%+...jdz
y z 2z 6z

bulunur. Her iki tarafin integrali alinirsa

1 1
Iny=Inc,+z+lnz—————-—...
Y 0 2z 127
Bdylece ¢oziim,
Inc, +z+1nz—L—%—.“ 1
y=e 2 =cez(l-—+...)
2z

seklindedir.

Simdi de daha genel olan
, b ¢
y=@+—+—+..)y
Z z

denklemi g6z Oniine alinsin. Bu denklemin ¢6ziimii de

ﬂ:(a+h+%+...)dz
y z z

olarak yazilirsa

lny:lnc0+az+b1nz—3+...
z

Yani

C
Incy+az+blnz——...

y=e 2z (1-S 1) (1.1)
VA

2

bulunur. Béylece, (1.1) ¢oziimii kullanilarak |z nin biiyiik degerleri icin y ¢oziimiiniin

ozellikleri incelenebilir.
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1.2.1. X'= (Z Akz_k] X Formundaki Denklem Sisteminin Asimptotik Co6ziimii

k=0

Bu boliimde
X'=Q AzYX (1.2)
k=0

denklem sisteminin seriler yardimiyla asimptotik ¢oziimii incelenecektir. Burada A, Aj,
Ay, ..., Ax,... sabit matrislerdir. Bu sistem i¢in (1.1) dikkate alinarak  ve p sabitler, Cy

vektorler olmak tizere
X=e"z") C,z™* (1.3)

formunda ¢6ziim arastirilir. (1.3)’ teki bilinmeyenleri belirlemek i¢in bu X degeri ve tiirevi,
(1.2)’ de yerine yazilir ve z’ nin benzer kuvvetlerinin katsayilari esitlenir. Bunun igin Ay

matrisi farkl 6zdegerlere sahip olmalidir. Bu durumda
o0 0 o0 0 k
M2y Coz et Y C iz - Y kC iz =2 Y 2 F Y AL C,
k=0 k=0 k=0 k=0 =0
esitliginden
(AO - 7\.1) C()= O,
(AO —7\41) C1: (},l — Al)Co, (1 4)
k-1
(Ay—AD) C= (p—k+1)Cii— Y A C,, k=23,...
/=0
sistemi elde edilir.
Bu sistemin sifirdan farkli ¢oziimiiniin olabilmesi i¢in |AO - M| =0 olmasi; yani A’ nin

Ay matrisinin bir 6zdegeri ve Cy” 1n da A’ ya karsilik gelen bir 6zvektor olmasi gerekir.

Simdi (1.4) sisteminin ikinci denklemi; yani
(Ay—ADCi=(u-A)) Co (1.5)

gdz Oniine alinsin. Genel olarak boyle bir denklem sag taraf belirli “uyumluluk
kosullarini”m1  saglamadik¢a ¢6zlime sahip degildir. Bu uyumluluk kosullar1 heniiz
tanimlanmamis olan (1.3) esitligindeki p sabitini belirler. Bu noktada A’ nin basit 6zdeger
olmast gerekliligi ortaya c¢ikar. A’ nin katli 6zdeger olmasi durumunda s6z konusu

denklemi uyumlu yapabilecek bir p sabiti mevcut degildir. Diger bir deyisle, (1.3)



formunda n tane lineer bagimsiz ¢oziimiin daima mevcut oldugu séylenemez. Bu nedenle

(1.3) formunda n tane lineer bagimsiz ¢oziim elde etmek icin A, matrisinin farkl

0zdegerlere sahip olmasi gerekmektedir.

Bu asamada p’ niin belirlenmesiyle C; de belirlenmis olur; ancak tek tiirlii degildir.

Daha sonra (1.4) sisteminin {i¢iincii denklemi; yani

(A, —ADC, =(u—-1)C,—A,C, —A,C,

g6z Oniine alinir. Burada Cy ve C; vektorleri yerlerine yazilir ve uyumluluk geregi C; tek

tiirli belirlenmis olur. Kisaca Cy hari¢ her bir Cy vektori, (1.4) sisteminin (k+1). esitligi

kullanilarak tek tiirlii belirlenir (sabit kati haric).
Ornek 1.1:

" 1 ! n2
y+-y+(l-—)y=0
VA V4

denkleminin |z| — oo i¢in asimptotik ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim: Bessel denklemi olarak adlandirilan bu denklemi sisteme doniistiirmek igin,

X, =Y,
X, =Yy
alinsin. O halde,

l_
X; =X

29

1 n’
X’2=__X2_(1_ 2)X1
Z Z

ve buradan da

S R

sistemi elde edilir (X = (Xl D . Burada

X,

0 1 0 0 0 0
A, = , A= s A= .
-1 0 0 -1 n~ 0

Bas matris Ay’ 1n
|A,—A1|=0

denklemi kullanilarak

(1.6)



-1 A

5 oo o

esitliginden A, =1 ve A, =—1 olmak iizere iki farkli 6zdegeri bulunur. O halde, (1.2)

1|
= =22 +1=0

formundaki (1.6) sistemi i¢in

X =z z C.z*
k=0
seklinde ¢6ziim aragtirilir. Bilinmeyenleri belirlemek i¢in (1.4) denklemleri kullanilir.
[k olarak A =i icin;

I. (1.4) sisteminin birinci denklemi

(A, —A)Co=0
g6z oniine alinsin. C; = (Poj olmak iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
S0
0 1 i 0)[(p,) (O
-1 0) (0 i)flq,/) L0
veya

—Po — 19, 0
Burada uyumluluk geregi

_ipo +q, = 0 yani Qo = ipo
alinmalidir. O halde

1
C, =P, ;

bulunur. Eger p, =io, alinirsa

i
C, =0, r

olarak elde edilir (0 keyfi sabit).
II. (1.4) sisteminin ikinci denklemi

(Ay=ADCi=(n-A)DCo

b,

g0z Oniine alinsm. C, =(
q

j olmak tizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa



S W R0 L S T
s )

bulunur. Bu denklemin her iki tarafini

1 0 L7
11 (1.7)

nonsingiiler matrisiyle ¢carpmak bilinmeyenleri belirlemede kolaylik saglayacaktir:

1 0)(-ip, +q, 1 0 i
. . =0 . .
1 1){-p, —1q, 1 1)\—-p-1

Gerekli islemler yapilirsa

—ip, +q, —a ip
0 N\ 2u-1)

Burada uyumluluk geregi
. 1
2u—-1=0 yani p=——
2
ve
q, = 1o, ip
1 2 1
alinmalidir. Boylece, o o, = p, olmak tizere
o,
C=0, i .
——+iq,
2

seklinde elde edilir (a; keyfi sabit).

II1. (1.4) sisteminin {i¢iincii denklemi

(A, —AI)C, =(pn-1)C,-A,C,—AC,

p,

g0z Oniine alinsm. C, =(
d,

j olmak tizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa



bulunur. Gerekli islemler yapilirsa

_3 0 o
—ip, +q, —a 2 ! —a 0
-p, —iq, ’ 0 1 _l+i0~1 *\in?
- 2

2
veya
_3.
(—ipﬁqu_a 2!
. =
—P, —1q, 1oy 2
i(———L-n

( 5 )

esitligi elde edilir. Bilinmeyenleri belirlemede kolaylik saglamak i¢in denklemin her iki

tarafi (1.7) matrisiyle ¢arpilirsa

3
q, —ip e
[Q)j:% A
i(—2a, +Z—n2)
Uyumluluk geregi
-2q, FEp yani o, =—l(n2 1
4 2 4
ve
=1 +§0c n’ L
9, =1p, 40 4

alinmalidir. O halde, a0, = p, olmak lizere

=) o,
C =aqa, . i ve Co=0y13 , 1. .
_int 3 0 -Prie,
2 8

seklinde elde edilir (a, keyfi sabit).

IV. (1.4) sisteminin dordiincii denklemi

(A, —ADC, =(u-2)C, -A,C,~A,C, ~AC,



g6z Oniine alinsin. C, = (p3 J olmak iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
q;
5 1, 1
So1)(p, 5 Y00 o o 0o 0y 2™
. =Q, - 3 , 1 . —Oy 5, .9 .
-1 —1){q, 5 0 -1)||=(n" ——)+ia, n° 0 - 3i
0 - 4 4 e
2 2 8

bulunur. Gerekli islemler yapilirsa

—ip;+q ‘% 0 % ’
(ﬂf—mq:a° 3 2m2 - Yy i, |0 -2 - Ly
3 3 0 i | T 2 A -
) 4 4 2 4
veya
5
. -~a,
(_lp3+q3J_a 2
. — Y0 2 .
—P; —1q; 9 , 1. n , 1° 3i
——m-o)+—m' ——)-=a
8( 4) ;= -7%

esitligi elde edilir. Bu esitligin de her iki tarafi (1.7) matrisiyle ¢arpilirsa
5

. -—a,
—1p; +(; —a 2
0 ° _9( , 1. n’

1. 8i
— —_— +_ 2__ —_—
g 4) 2(n 4) ) 2
Uyumluluk geregi,
i, 1., 9
a,=——(0n -—)n" -—
> 8( 4)( 4)
ve
) 51 , 1., , 9
=ip,+—o,(n" " ——)(n" ——
q; =1P; 16 ol 4)( 4)

alinmalidir. O halde, a,o, = p, olmak iizere

Lt -t ) a.
TR Ty 4 L
=) 1 15 | Ve G T®SE e L 9y
Ty — " =—)n"—— 3
8( 4)( 4) 16 4 4

seklinde elde edilir (a3 keyfi sabit).
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Ci vektorleri i¢in genelleme yapmak amaciyla sistemin birka¢ denkleminin daha
incelenmesi gerekmektedir. Bu nedenle;

V. (1.4) sisteminin besinci denklemi

(A, -AI)C, =(n-3)C;—A,C,—AC, - A,C, —AC,

g0z Oniine alinsm. C, =(p4J olmak iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
q,4
7
. =Q, - 1 .
-1 - 7 0 —1)|| =1n*->)n*->)+ia
a 0 7 S0 =" ) +ia
2
i, 1., 9
0 0 g e )
ol 0 L Ly 15,
8 4 4
bulunur. Gerekli islemler yapilirsa
. . 0 oy 0
(_lp4+q4J_a 2 9 o . { 9
.| T % . |T%| 1n” )
-, —1q S| — n°——)+1a —m —=)(n" ——
i, 0 -3 2 (0 -0 =) e (=)0’ =)
veya
7
) ——0l,
—1p, +q, 2
iq, )| 25, 1 1., 9. 5i
—py 19, 2 2
-—m =) —— —)(n°——)——a
32( 4)( ) ( 4)( 4) 5 %

esitligi elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi (1.7) matrisiyle carpilirsa

7
) —-—a,
—1p,+qy | 2
o )M, 1, 9
—(n* - ——)-6ia
8( 4)( 4)( ) 3
Uyumluluk geregi,

1 1 9 25
Qs :4_8(n2 —Z)(n2 —Z)(n2 —?)

ve
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) 7 , 1., 9 , 25
=ip, —— o, (n* —=)(n* —==)(n* - ==
q, =1p, 9% ol 4)( 4)( 4)

alinmalidir. O halde, a0, = p, olmak ilizere

1 1 9 25
(- ) -2
Co=oy| % T g 345
1 2 2 2
—_— —_—— —_—— +_
28 (n 4)(n 4)(n 4)
ve
0(4
C,=a, 7 , 1
[ JR— JR— —_— +
% (n 4)( )( ) ia,

seklinde elde edilir (a4 keyfi sabit).

VI. (1.4) sisteminin altinc1 denklemi

(A, —A)Cy =(n—4)C, —A,C, —A,C, —A,C, —A,C, —AC,

g0z Oniine alinsin. C, = (p5] olmak {izere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
ds

2 a
-1 1)(p;s 2 0 0 4
=Q —_
-1 -i)lq,) 9| (0 -1 —l(nz—l)( )( ——)+1oc
0 -= 96
2
1 1
0 oy gg® @ P =)
"%l o) i, 1, 9, 35
— (0’ =>)(n* —=)(n* +—
48( 4)( 4)( 4)
bulunur. Gerekli islemler yapilirsa
. 2 0 o,
(—1p5+qu_a 2 ; | )
J— _‘ - O —_— 2__ — —
pe —id, I 2) via,
0
_(x‘(] Il2 2 1 2 9 2 25
—(m —=—)(n"—=)(n" ——
48( 4)( 4)( 4)

veya
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9
. -=a,
[—1p5+q5j_a 2
. ] 2 .
_p5_1q5 49 2 l 2 9 2 25 n 2 l 2 9 2 25 71
— @)’ )’ -=)—— 10’ ——)(n* —>)(n° - —)—-—a
o; I P - =) - e =)t - )0t -0 - —a

esitligi elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi (1.7) matrisiyle ¢arpilirsa

.
—ips +q; 2"
o ) M 1, 1., 9., 25, 49 '
——(n’ ——)(n* —=>)(n’* = ==)(n* - —) - 8ia
48( 4)( 4)( 4)( 4) 4
Uyumluluk geregi,
S S N B AV - M S
0‘4—384(11 4)(11 4)(11 4)(n 4)
ve

i 2 b e By ¥
Q5 =1ps = o (0" =207 = )" =) =)

alinmalidir. O halde,

i, 1., 9 L 25, 49

— (@’ —=)(n° —=>)(n’ —=)(n* ——

| e e e =)
A BRIV W -
384 4 4 4 4

olarak elde edilir.

Bu sekilde islemlere devam edilirse (1.6) denklem sistemi i¢in birinci asimptotik
¢Ozlim,

1 1

2 1 2 1 2 9
iy e | et w2
X, =0,e"z 2{( 1]+ 2 i l+ 18 14 1; —12
——Mn"+= —(n"—=)(n" ——
2( 8) 8( 4)( 4)

1 5, 1., 9., 25
—(m ——)n" ——)(n" ——
|we e e,
i, 1., 9., 35|72
— (@ =)0 ——)(n" +—
48( 4)( 4)( 4)

L O 2549

) 384(1l 4)(n 4)(Il 4)(Il 4) 1,
e D Oy 25637

—384(n 4)(Il 4)(Il 4)(n 4)
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bulunur. Burada, bag terim n” den bagimsizdir. n’ = Z i¢in tiglincii ve ondan sonraki biitiin

2
terimler sifirdir. Bu durumda kesin bir ¢dziim elde edilir. Ayrica, n* = mT (m tek tamsayt1)

olmast durumunda sonlu sayida terim haricinde biitlin terimler sifirlanir. Dolayisiyla yine

kesin bir ¢6ziim elde edilir.

Diferensiyel denklem sadece reel terimler igerdigi i¢in A, =—i Ozdegerine karsilik
gelen ikinci ¢6ziim birincinin eslenigi alinarak kolayca belirlenir:

JRSR I
—(n" ——)(n 4)

1, 1
o [ _E(n _Z) 1 |8 4 1
X, =v,6 "z *{ +| —+ —
IR O A B e
2 8 8 4 4
1, 1., 9, 25
—m —=)(n"—=)(n" ——
. 48( 4)( 4)( 4) 1
i, 1., 9, 35|77
—— (@ —=)(n° —=)(n" +—
48( 4)( 4)( 4)
i 1 9 25 49
- - - D)0 =) |
L| 384 4 4 4 a7l
1, 1., 9., 25 , 63 |7
— (" —->)(n* —=)(n " ——=)(n" ——
384( 4)( 4)( 4)( 4)

Sonug olarak, Bessel denkleminin |z| — oo i¢in lineer bagimsiz ¢oziimleri

1

w5 Lo Lo 1, 5, 15 9 }
=o.ez?|1——(n"——)z ——(n"——)(n"—=)z " +...
Y, =0, [ 2( 4) 8( 4)( 4)

Ve

= 1 1 i 1 9
=y, 7z 2| -i——(n*—=)z" +=(n* —=)(n’ =)z +...
Y2=Y |: 2( 4) 8( 4)( 4)

> dir. Dolayisiyla genel ¢oziim
y=¢Y, t6Y,

1

= ae'z 2 i—l(ﬂz—l)zfur--- +Yefizz_% —i—l(nz—l)z’1+...
20 4 20 4

bulunur. Dikkat edilirse, z — oo i¢in bu ¢6ziim yakinsaktir.
Benzer sekilde, (1.2) denklem sisteminden daha genel formdaki sistemler icin de

asimptotik ¢6ziim bulmak miimkiindiir. Ancak, sistemin yapisina gore ¢oziim formu da

degisecektir.
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1.22. X'= [erAkz_kJX Formundaki Denklem Sisteminin Asimptotik Coziimii

k=0

Bu bolimde
X'=2"Y Az*X (1.8)
k=0

denklem sisteminin seriler yardimiyla asimptotik ¢6ziimii incelenecektir. Burada Ay’ lar
sabit matrisler olmak ftizere; A,, farkli 6zdegerlere sahip bir matristir. (1.8)’ deki seri

toplam acilirsa

2

A A A
X' =z'(Aj+—+—F+..+——L+.)X
Z V4 V4

yani

A A
X =(Az +AzZ7 + A2+ 4+ A+ + 2+ )X
V4 V4

bulunur. Bu son denklem

X A A
dy =(AZ +AZ7 +AZT H LA T dz
z z

formunda yazilirsa

A A A
mX=Inc,+—Lz"+—27 +. . +Az+A  Inz——"2+

r+l1 r z
veya
ﬁ 1+l ﬁ r
X = o el w1z +..4-¢-ArzZAM (1 3 Ar+2 N )
0 —=+...
Z

elde edilir. O halde, (1.8) denklem sisteminin asimptotik ¢oziimii

00

X _ eaozr+1+alzr+...+arzzuZCkZ*k (1 .9)
k=0

formunda olacaktir. Burada a;’ ler uygun skalerlerdir.

(1.9)’ daki bilinmeyenleri belirlemek i¢in Boliim 1.2.1° deki gibi (1.9) ve tiirevi, (1.8)’

de yerine yazilir ve z’ nin benzer kuvvetlerinin katsayilari esitlenir.
Ornek 1.2:
y'-zy=0

denkleminin |z| — oo i¢in asimptotik ¢oziimiinii bulunuz.
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Coziim:

“Airy Denklemi” olarak bilinen bu denklemi sisteme doniistiirmek i¢in

X =Y,
!/

X, =Y

dontistimii kullanilirsa
0 0 1{0 1
X'=z +— X
1 0) z{0 O
denklem sistemi elde edilir. Bu sistem,

0 0 0 1
Ao: ,Alz
1 0 0 0

olmak lizere
X'=z7 [ZAkz_k jX
k=0

formundadir (r =1). Ancak, bas matris Ay’ 1n ayn1 iki 6zdegere sahip oldugu goriiliir. Bu
nedenle baska bir doniisiim tanimlanir:
Xl = y’

i
X, =2 AY"

Bu déniistimle

0 z%
X' = X .
z% _i (1.10)
2z

denklem sistemi elde edilir. Burada

2% =t (1.11)
olacak sekilde yeni bir t bagimsiz degiskeni tanimlamak sistemi daha kullanish yapacaktir.

(1.11) esitliginde her iki tarafin tiirevi alinirsa
1 -1 .
EZ dz=dt yani dz=2tdt (1.12)

bulunur. (1.11) ve (1.12) degerleri (1.10)’ da yerine yazilirsa
0 2t
ax [P

dt |22 —-
t
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veya

X:tz{(o 2]+i3(0 O]}X (1.13)
2 0) €0 -1

- dX
seklinde t bagimsiz degiskenine bagli bir sistem elde edilir (X = m ). Bu sistem de

0 2 0 0
A, = AL =
2 0 0 -1
olmak iizere
X=t" [ZAkt“‘jX
k=0
formundadir(r=2). Ayrica, Ao matrisi farkli iki 6zdegere sahiptir (A, =+2). O halde,

(1.13) sisteminin asimptotik ¢oziimii

o0
_ gt Hait?a,t pz -k
X=e t"» C,t

k=0
seklinde olacaktir. Bu ¢oziim ve tlirevi (1.13)’ te yerine yazilirsa gerekli islemler ve

eslestirmeler sonucunda asagidaki denklemler elde edilir:

0 2
3a,C, = 5 0 C,,

0 2
3a,C,+2a,C, = ) C,

0 2
3a0C2+2a1C1+a2C0:(2 Ojcz, (1.14)

0 2 0 0
3a,C, +2aC, ,+a,C,,+(n—-k+3)C, ;= (2 OJC“ J{O —JCH’ k=3,4,5,...

Bu denklemler sirasiyla kullanilarak Cy’ lar belirlenir:

0 2
I. {2 0}—3%}00:0 (1.15)

denkleminde C, :(Poj almsm. (1.14) denklem sistemindeki Ci’ larin sifirdan farkl

9o

olmast i¢in



17

=0

-3a, 2
2 3a,

alinmalidir. Dolayisiyla, a, =*— bulunur.

(S )

2
Buna gore; a, = —5 segilirse, (1.15) denkleminde

2p,+2q,| (O
2p, +24, o)

Bu durumda, uyumluluk geregi q, = —p, olmalidir. O halde,

1
C,=p, 1]

0 2
1. 3a,C, +2aC, = 5 0 C,

b,

j olmak tizere bilinenler yerine yazilirsa
q,

denklemi goz oniine alinsin. Burada, C, = (

2a, ) (2p,+2q,
Po —2a, - 2p, +2q,

bulunur. Uyumluluk geregi,
2a,=-2a, yani a =0
ve
q =P
alinmalidir. O halde,

1
C =p _1)

0 2
II. 3a0C2+2a1C1+a2C0:(2 OJCZ

P,

j olmak tizere bilinenler yerine yazilirsa
d,

denklemi goz oniine alinsin. Burada, C, = (

D a, _ 2p, +2q,
’ —a, 2p2+2q2
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bulunur. Uyumluluk geregi
a,=—-a, yani a,=0
ve
92 =P
alinmalidir. O halde,

1
C,=p, 1]

0 2 0 0
IvV. 3a,C,+2a,C, +a,C +uC, = 5 0 C,+ 0 —1 G,

p;

denklemi goz oniine alinsin. Burada, C, =(
ds

( n j (2p3+2q3j
Po =
—u—1) \2p;+2q;

bulunur. Uyumluluk geregi

j olmak tizere bilinenler yerine yazilirsa

, 1
=-pn-1 ani =——
H=-p y W=

ve buradan da

2(p, +q3)=—3 (1.16)

alinmalidir.

0 2 0 0
V. 3a,C, +2a,C, +2,C, +(u-1C, = » 0 C,+ 0 -1 C,

P,

denklemi goz Oniine alinsin. Burada, C, = [
s

j olmak {izere bilinenler yerine yazilirsa

_3
o % :(2p4+2q4]
1 % 2p, +2q,
. . : 1
esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi, _525 olamayacagindan, p, =0 alinmaldir.

Dolayisiyla, C, =0 bulunur. Ayrica, q, =—p, olmalidir. O halde,
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1
C,=p, )

0 2 0 0
VL. 3a,C,+2a,C,+a,C, +(n-2)C, = 5 0 C,+ 0 i C,

Ps

denklemi goz oniine alinsin. Burada, C; :(
qs

j olmak {izere bilinenler yerine yazilirsa

_5
. % _(2p5 +2qu
’ % 2ps +24;
L i . 3 y
esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi, _525 olamayacagindan, p, =0 alinmahdir.

Dolayisiyla, C, =0 bulunur. Ayrica, q, = —p5 olmalidir. O halde,

1
C; =ps )

0 2 0 0
VII. 3a,C, +2a,C;+a,C, +(u-3)C; = 5 0 C,+ 0 i C,

Ps

denklemi goz oniine alinsin. Burada, C, = [
qs

A

J olmak {iizere bilinenler yerine yazilirsa

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi

7 5 5

_5p3 :_5% yani D, :;q3

alinmalidir. (1.16) esitligi kullanilirsa

7Py

5 Py )
—Qq;+q;=——- yani =—
q; T4; Y q; 48

7 4
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Ve

5. _ ST
R RV

olmak iizere
~Vis

2
Bu sekilde hesaplamalara devam edilerek a, =—§ secimiyle (1.13) denklem sistemi

C; =p,

i¢in asimptotik ¢oziim

e (1 _%8 -3
r + p t+...
Vi
bulunur. Bu ¢6ztim, (1.11) esitligi kullanilarak z degiskeni cinsinden

2 (IJ ~Yg) 2
+ Z

X, =pe? z*4 24
1 pO _1 _V
48

seklinde ifade edilir. O halde,
y// —zy = 0

denkleminin asimptotik ¢oziimlerinden biri
200 1 g5 3
=pe’ z4l-——z2+..
Y1 =Dy ( 43 j
olarak elde edilir.

2
Benzer sekilde, (1.14) denklemlerinde sirasiyla a, =§ almarak Cy’ lar yeniden

belirlenir ve boylelikle (1.13) denklem sistemi i¢in ikinci asimptotik ¢6ziim elde edilmis

olur. Bunun ig¢in,

0 2 e

u 2
denkleminde C, =( Oj alinsin. Burada, a, = 5 degeri yerine yazilirsa
VO
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—2u,+2v,) (0
2u,-2v, ) \0

esitligi elde edilir. Bu durumda, u, =v, bulunur. O halde,

1
C,=u, L)

0 2
II. 3a,C,+2aC= 5 0 C,

U,

denkleminde bilinenler yerine yazilirsa C, = (
vy

2a, —2u, +2v,
u =
’ 2a, 2u, —2v,

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi

j olmak iizere,

2a,=-2a, yami a =0
ve
u, =v,

alimmalidir. O halde,

1
C =y 1l

0 2
a1 3a,C,+2a,C, +a,C, = (2 OJCZ

u,

denkleminde bilinenler yerine yazilirsa C, = (
V2

(azj (—2u2 + 2V2J
u, =
a, 2u, -2v,

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi

] olmak tizere,

a,=-a, yanl a,=0
ve
u, =V,

alinmalidir. O halde,
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1
C,=u, L)

0 2 0 0
IV. 3a,C,+2aC, +a,C +uC, = 5 0 C,+ 0 —1 G,

denkleminde bilinenler yerine yazilirsa C, = (u3

" RO —2u, +2v,
“lp+l 2u, —2v,

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi

olmak tizere,
V3

, 1
=-p-1 ani =——=
n u y H 2

ve buradan da
2(u3—v3):% (1.17)
alinmalidir.

0 2 0 0
V. 3a,C,+2a,C;+a,C,+(u-1C, = 5 0 C,+ 0 —1 C

u,

denkleminde bilinenler yerine yazilirsa C, = (
v,

j olmak lzere

-3 (—2u4 +2V4j

u, =
2u,—2v,

1

bulunur. Uyumluluk geregi, —5=5 olamayacagindan, u, =0 alimmalidir. Dolayisiyla,

C, =0 bulunur. Ayrica, u, =v, olmalidir. O halde,

1
C,=u, L)

0 2 0 0
VL. 3a,C;+2aC, +a,C,+(n-2)C, = - C,+ 0 1 C,

Us

denkleminde bilinenler yerine yazilirsa C, = (
VS

j olmak uzere
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_% (—2u5 + 2V5j

u =
2 é 2u, —2v,
esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi, —5=5 olamayacagmndan, u, =0 almmaldir.

Dolayisiyla, C, =0 bulunur. Ayrica, ug = v, olmalidir. O halde,

1
Cs =u; 1)

0 2 0 0
VIIL. 3a,C,+2a,C,+a,C,+(n-3)C, = 5 0 C,+ 0 i C,

u
denkleminde bilinenler yerine yazilirsa C, = ( éj olmak iizere
V6
7
Ty (—2us+2v,
5 v - 2u,—2v,
2 3

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi
7 5 . 5
—5u3 =§V3 yani U, :—;V3

alinmalidir. (1.17) esitligi kullanilirsa

Tu,
Ty
ve
77 48

olmak lizere

2
Bu sekilde hesaplamalara devam edilerek a, = g secimiyle (1.13) denklem sistemi igin

asimptotik ¢oziim
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+...

5

X, = §t3 ‘% 1 AS 3

,=ue’ t 1—i— 7 t
Vi

bulunur. Bu ¢6zlim, (1.11) esitligi kullanilarak z degiskeni cinsinden

2 0 (lj+ ¥ E
e

seklinde ifade edilir. O halde,

+...

y'-zy=0

denkleminin ikinci asimptotik ¢oziimi
2 1 5 3
=ue’ z4|1l+—z2+..
Yo =14, ( 48 j

olarak elde edilir. Bu durumda y; ve y, lineer bagimsiz ¢oziimler olmak iizere denklemin

en genel ¢oziimii

Y=CYy, +GY,

2 L 5 3 20 L 5 3
=cpe’ z*1-——z2+...|+cue’® z*|1+—z 2+..
1Po ( 48 j KUy ( 48 j

seklindedir (c; ve c; keyfi sabitler).

Bu asimptotik 6zellikler fizik problemlerinde biiyiik 6neme sahiptir. Cogu 6rneklerde

¢Ozlimde aranan sart z — oo i¢in ¢dziimiin sifira yakinsamasidir. Bu denklemde ise z — o
i¢in en genel ¢oziim u, =0 oldugu takdirde sifira yakinsayacaktir.

Asimptotik ¢oziimler (1.2)” deki A matrisinin keyfi bir parametre icermesi durumunda

da mevcuttur.

1.23. X'= ( uz A (z)p " J X Formundaki Denklem Sisteminin Asimptotik
k=0

Coziimii

Bu bolimde

X'=A(z,n)X (1.18)
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formundaki sistemlerin seriler yardimiyla asimptotik ¢6zlimii incelenecektir. Burada A
matrisi, z bagimsiz degiskenine ve p parametresine baglidir.

Genellikle uygulamalarda; A matrisi, @ parametresine bagh
Az p)=n) A @™ (1.19)
k=0

seklinde bir asimptotik agilima sahiptir. Burada matris katsayilar1 z” nin fonksiyonlaridir.

Simdi, ilk olarak en basit durum incelensin; yani

Az ) = pA, (2)

alinsin ve
a(zy 0 ... O
N I
0 0 ... al(z)

seklinde diyagonal bir matris olsun. Bu durumda,

X'=pA,(2)X
sistemi
x| = pa, (2)x,, i=1,2,3,...

seklinde n tane birinci mertebe denklemden olusan sisteme doniisiir. Bu denklemlerin her

biri, ¢;’ ler keyfi sabitler olmak tizere
X, =¢; exp(pJ.ai(z)dz)

¢Ozlimlerine sahiptir.

Daha genel olarak, Ay(z)’ nin diyagonal olmayan; fakat z’ye bagh farkli 6zdegerlere
sahip olmasi durumunda (1.18) sistemi ele alinsin. T'(z)A¢(z)T(z) diyagonal olacak
sekilde bir nonsingiiler T(z) matrisinin mevcut olmas1 durumunda

X=TY
olarak tanimlanirsa

TY+TY =) Ap)TY
k=0

=pA TY +ATY + () A p™TY

k=2

ve buradan da
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TY' = (AT +(A T-T) + (1Y A ™)TIY

ise

Y =[uT A T+(T AT-T'T)+p) T 'ATp ™Y (1.20)

k=2

bulunur. Bu sistemdeki ilk terim diyagonaldir ve A matrisinin agilim1 (1.19) daki gibidir.
Dolayisiyla s6z konusu T matrisinin mevcut olmast durumunda (1.20) sistemi (1.18)
formundadir. Buna gore, dnceki boliimlere benzer olarak

X = exp(u[a,(2)dz) )"V ()™ (1.21)

k=0

seklinde ¢ozlim arastirilir. Burada Vi(z)’ ler bilinmeyen vektor katsayilaridir.

(1.21) degeri ve tiirevi (1.20)’ de yerine yazilirsa gerekli islemler ve eslestirmeler
sonucunda asagidaki rekiirans formiilleri elde edilir:

(A,—a, )V, =0,
(1.22)

k-n "n>

k-1
(Ay—a DV, =V, =Y AV, k=12,
n=0

Determinant sifir oldugundan birinci denklem sifirdan farkli bir ¢dziime sahiptir. ikinci
denklemde de determinant sifirdir. Fakat V heniiz tek tiirlii belirli degildir. Ikinci denklem
icin uyumluluk kosulunun saglanmasi Vi’ 1 tek tiirlii belirler. Bu agamada ayn1 zamanda V,
vektorii, tek tiirlii olmamakla birlikte, belirlenmis olur. Benzer sekilde bir sonraki
denklemin uyumluluk kosulunun saglanmasi V; vektoriinii tek tiirlii belirler. V,,Vs, ...,
Vi, ... vektorleri ayni yolla hesaplanir. Ag(z)’ nin diger biitiin 6zdegerleri kullanilarak n

tane benzer seri ¢oziimleri elde edilebilir.
Ornek 1.3:
y'+[A-q(2)]y=0
denkleminin A — oo i¢in asimptotik ¢éziimiinii bulunuz.
Coziim:
Hem z bagimsiz degiskenine hem de A parametresine bagli olan bu denklemi sisteme
dontistiirmek icin
A=,
y=X,

y’ = uX,
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alinsin. Bu durumda

T B I N O (1.23)
M-t o) W g o '

denklem sistemi elde edilir. Burada,

a0 ) 00
@ o} 2@ o)

(1.18) formunda bulunan (1.23) sisteminde Ay matrisi A, =i ve A, =—i olmak iizere iki

farkli 6zdegere sahiptir; ancak diyagonal degildir. Isleme devam etmek i¢in A, matrisi

diyagonallestirilmelidir. Bunun i¢in

oy

nonsingiiler bir matris ve Y = ( j yeni bir bagimsiz degisken olmak iizere ,

a,
X =TY (1.24)

tanimlansin. (1.24) degeri ve tiirevi, (1.23) sisteminde yerine yazilirsa

vty =dnl O A 0 Oy
Mt o) wlqw o

ve buradan da

Y' =quT T+—T T:Y
-1 0 u q(z) O

bulunur. T ve T™' degerleri bu sistemde yerine yazildiginda ise
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(1.25)

Y':M[ J W ; {y

olacak sekilde bas matrisi diyagonal olan yeni bir denklem sistemi elde edilir

~ 1 1
LT 1=£i 1D.Burada
Bo(Z)=(:)i ?j ve B,(z)= l% Ci% .
o

b,(z) iy
O halde, B,(z) = olmak tizere
0 b,(2)
Y = uIb(z)dzZV( )M

formunda ¢éziim arastirilir (i=1,2).

[k olarak, b,(z) =—i igin

Y, =e™) V(2™
k=0

bulunur. Bu ¢6ziim ve tiirevi (1.25)° te yerine yazilirsa gerekli islemler ve eslestirmeler

sonucunda asagidaki rekiirans formiilleri elde edilir:
(B, +i)V, =0
(B, +il)V, =V, (1.26)
(B, +i)V, =V ,-B,V, ,, k=23,...
Simdi (1.26) denklemleri sirasiyla kullanilarak Vi(z)’ ler belirlenebilir.
L (B,+i)V, =0

po(2)

J olmak lzere
q,(2)

denkleminde bilinenler yerine yazilirsa V, = [

GO M-

veya
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(Ziq(:(z)):(gj

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi,
qp(2) =0

alimmalidir. O halde, py(z) keyfi bir fonksiyon olmak tizere
z
V%::(po()j.
0
II. (B,+i)V, =V,

p.(2)

denkleminde bilinenler yerine yazilirsa V, :[ @)
q,(z

0\ _(ri(@
2iq,(z) 0

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi,

J olmak lzere

po(2)=0 ve q(z)=0
alinmalidir. Agikga po(z) sabit bir say1 olarak bulunur. Ornegin, p,(z)=a olsun (a keyfi

sabit). O halde p;(z) keyfi bir fonksiyon olmak iizere

v, =(aj ve V, z(pl(Z)j-
0 0

. (B, +il)V, = V/-B,V,

p,(2)

denkleminde bilinenler yerine yazilirsa V, = ( @)
q,(z

j olmak uzere

b ae-eH 2L

veya

: iaq
0 ~ pl(Z)_T
2iq,(z)) | aq

2

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi,
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, iaq iaq
z)=— z)=—o
pi(2) , Ve q4,(2) 2

alinmalidir. Buradan

ia
pi(z) =~ [adz

olarak bulunur. O halde, p,(z) keyfi bir fonksiyon olmak {izere

ia
Zlad p,(2)
V, = quz VeV2=[ .

iac%
0 4
IvV. (B,+i)V,=V,-B,V,

p;(2)

denkleminde bilinenler yerine yazilirsa V, = (
q;(2)

J olmak tzere

[0 oj(pmj e (1979 2 fqa
) =|lia , |~ i

0 2i)\q,(2) Zq % _1% 0

veya

[ 0 j: PE(Z)+%J.qu

2iq,(2) iaq" iaq
———|qdz
4 4 Ja

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi,

()=
pi(1) == [adz

esitliginde her iki tarafin integrali alinirsa
a
p.(@)=—, [|afadz | dz
bulunur. Esitligin sag tarafina kismi integrasyon uygulanirsa
1 2
J[afadz ] dz=7(Jadz)
Bu son esitlik (1.27)” de kullanilirsa

P =—5(Jadz) -

O halde,

(1.27)
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~(Jaoz)

V, = .
iaq
4

Bu sekilde hesaplamalara devam edilerek b,(z) =—i i¢in (1.25) denklem sisteminin

asimptotik ¢oziimi

) 1 2
“1([qd
Y, =ae " (ljJr %J.qdz T 8(Iq Z) TR,
M iq
4

bulunur. O halde (1.24)’ ten

1 i
Y1:_0L1_Eaz
iz | 1 i 3 1 2 Q)
— “WAZ ) _ 2 _ = -
=ae {2+(4Jqd2jk +[ 16(quz) +8JK +}
elde edilir.

Diferensiyel denklem sadece reel terimler icerdiginden b,(z)=1 i¢in y, ¢dziimii y;” in

eslenigi alinarak kolayca belirlenir:

. 1
e )L (1 o, L 2 4y
y, =be {2 (4quzjk +( 16(quz) +8 A Fap.
Sonug olarak;

y'+[A-q(2)]y=0

denkleminin A — oo i¢in en genel ¢ozimii

Yy=¢y, +CY,

. 1 - 1
—caei )l (1 3 Wi )11 5
=c,ae {2+(4J.qdzjx 2 +,.}+czbe {2 (4J.qdzjx 2 +}

formundadir. Dikkat edilirse, A — oo i¢in genel ¢6zlim yakinsaktir.

1.3. Coziimler i¢in Asimptotik Formiiller ve Liouville Doniisiimii

Bazi problemler i¢in seri ¢6ziim yontemi ile hesaplamalar oldukca uzun stirmektedir.

Ayrica bu yéntem her probleme uygulanamamaktadir. Ornegin; ikinci boliimde asimptotik



32

¢Oziimii verilen
y'(x)+ {k +(x+ 1)_d} y(x)=0

denkleminde k#0 ve d>0 herhangi reel sabitler oldugundan bu denklemin seriler
yardimiyla ¢Oziimii mimkiin degildir. Bodyle durumlarda asimptotik c¢ozlimlerin
bulunabilmesi i¢in birtakim teorik yaklagimlara ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu boliimde yine ikinci mertebe denklemler ele alinacak ve bu denklemlerin asimptotik

¢Ozlimii i¢in gerekli teorik bilgiler ile Liouville doniisiimiine yer verilecektir.

1.3.1. Coziimler I¢in Asimptotik Formiiller

Bu boliimde,

r(x) >0 (x> 0) (1.28)
veya

j le(x)|dx < o0 (1.29)

0
Ozelliklerinden birinin saglanmasi durumunda
y"(x)+ {q(x) + r(x)} y(x)=0, 0<x<ow (1.30)
y'(x)+q(x)y(x)=0, 0<x<wo (1.31)
seklindeki iki denklemin ¢oziimlerinin sinirlilik gibi bazi 6zellikleri karsilastirilmistir.

Daha genel olarak “(1.30)’ un ¢oziimleri bir anlamda (1.31)’ in ¢oziimlerine nasil bir

benzerlik gdsterir?” sorusunun cevabi arastiriimistir. Ornegin;

q(x)=—a’ (o # 0 sabit)
olmasi durumunda (1.31) denklemi

y'(x)-a’y(x)=0
denklemine doniigiir ve bu denklemin ¢oziimleri ise bilindigi tizere y, =e™ vey, =’
tir. Ote yandan r(x) fonksiyonunun (1.28) &zelligini saglamasi durumunda (1.30)
denkleminin ¥, (x) ve ¥,(x) ¢Oziimleri x — o i¢in

Wi L, e
Y0
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veya integral alarak

log'¥,(x) ~ax, log¥,(x) ~—ax (1.32)
ve ayrica r(x) fonksiyonunun (1.29) 6zelligini saglamas: durumunda ise ¥, (x) ve ¥, (x)
¢Oziimleri x — o i¢in

¥ (x)~e” ,¥,(x)~e™ (1.33)
seklindedir [6]. Ancak (1.32) ve (1.33) birbirine denk degildir. Bununla birlikte, 6rnekten
de goriildiigi tizere r(x)’ in (1.29) 6zelligini saglamast durumunda (1.30) ve (1.31), ayn1
asimptotik ¢oziime sahiptir. Buradan su sonuca varilir: (1.30)” un ¢éziimlerinin (1.31)’ in

¢Ozlimlerini asimptotik anlamda tam olarak temsil etmesi r(x) fonksiyonunun saglayacagi

ozelliklere baglhdir.

Simdi bazi temel 6zellikler ve teoremler ispatsiz olarak verilecektir.
Ozellik 1.1: (1.31) denkleminin W(®,®,)(x)=1 (xe [0,00)) ozelligini saglayan
d (x) ve D,(x) ¢oziimleri mevcuttur. Burada W(x), Wronskian fonksiyonunu
gostermektedir.
Ozellik 1.2: (1.31) denkleminin W(®,,®,)(x)=1 (x€[0,»)) oOzelligini saglayan
®,(x) ve D,(x) coziimleri icin (1.30) denkleminin herhangi bir ¥ (x) ¢6ziimii, c¢; ve ¢,

tek tirla belirlenen sabitler olmak tizere
Y(x)=¢,®,(x)+c,P,(x)+ I {D,(x)D, (1) - D, (x)P, (1)} r(t) P(t)dt (1.34)

esitligini saglar. Burada a, [0,0) araliginda herhangi bir noktadir. Diger yandan, c; ve ¢,

herhangi sabitler olmak iizere (1.30) denkleminin (1.34) esitligini saglayan bir tek ¥ (x)
¢Ozimii vardir.

Ozellik 1.3 [6]: (1.30) denklemi bir ¥,(x) ¢dziimiine sahip olsun 8yleki herhangi bir b>0

icin ¥, (x), [b,) araliginda sifir yerine sahip olmasin ve
j (¥,(0)} " dt (1.35)
b

yakinsak olsun. Bu durumda, [b,) araliginda (1.30) denkleminin ikinci lineer bagimsiz

Y, (x) ¢ozimi
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¥, (x)= ‘{'I(X)T{‘Pl(t)}_z dt (1.36)

seklinde tanimlanir.
Teorem 1.1 [Gronwall Esitsizligi]: f(x) ve g(x) fonksiyonlari [a,b] araliginda reel degerli,

stirekli ve non-negatif olsun. ¢ > 0 bir sabit olmak tizere [a,b] araliginda

f(x) < c+](.f(t)g(t)dt (1.37)
esitsizliginin mevcut olmas1 durumunda ayni aralik tizerinde

f(x) < cexp{ig(t)dt} (1.38)

saglanir.

Teorem 1.2 [6]: (1.31) denkleminin biitiin ¢6ziimleri [0,00) araliginda siirli olsun ve
(1.29) 6zelligi saglansin. Bu durumda (1.30) denkleminin biitiin ¢oziimleri ayni aralikta

sinirlidir.

Teorem 1.2, r(x) fonksiyonunun (1.29) 6zelligi yerine (1.28)’ 1 saglamasi halinde

beklenen sonucu vermez.

Ornek 1.4 [6]: g(x) fonksiyonu, [0,00) araliginda siirekli tiireve sahip ve

Y(x)= {exp {i g(t)cos tdtH COSX

olsun. Bu durumda ¥ (x) fonksiyonunun
r(x) =3g(x)sinx — g'(x) cos x — g (x) cos’(x)
olmak tizere
Y'(x)+{1+1(x)} y(x) =0
denklemi i¢in bir ¢6ziim oldugu, ¥'(x) ve ¥"(x) tiirevleri hesaplanip denklemde yerine

yazilarak, kolayca goriiliir. Eger

alinirsa r(x) - 0 (x > o) saglanir. Ayrica
y'(x)+y(x)=0

denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri bilindigi lizere cosx ve sinx olup, bu ¢oziimler
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siirlidir. Ancak

Ig(t) costdt >0 (x —> o)
0

oldugundan ¥ (x) ¢0ziimii stnirl degildir.

Tamim 1.3: [0,0) araliginda stirekli bir f(x) fonksiyonu, eger

0

[IFo[" dx

0
integrali yakinsak olacak sekilde mevcutsa bu f(x) fonksiyonuna L*(0,00)” dadir denir.
Teorem 1.3 [6]: (1.31) denkleminin biitiin ¢6ziimleri L*(0,00)’ a ait olsun ve r(x), [0,:0)’ da

stnirl olsun. Bu durumda (1.30) denkleminin biitiin ¢oziimleri de L*(0,00)’ a aittir.

Sonug 1.1 [6]: & kompleks bir parametre ve A =4, i¢in

Y'(X)+{A-Qx)}y(x)=0
denkleminin biitiin ¢dziimleri L*(0,50)’ a ait olsun. Bu durumda séz konusu denklemin
biitiin ¢oziimleri her A degeri i¢in L*(0,00)’ a aittir.

Asagida verilen teoremler, (1.30) ve (1.31) denklemlerindeki q(x) yerine reel bir k sabiti

alinarak olusturulan

y"(x)+{k+r(x)} y(x)=0 (1.39)
ve

y'(x)+ky(x)=0 (1.40)
denklemlerinin asimptotik ¢oziimleriyle ilgilidir.
Teorem 1.4 [6]: k=—0a’, a>0 olsun ve (1.29) saglansmm. Bu durumda (1.39)
denkleminin x — o i¢in ¥, (x) ve ¥, (x) ¢Oziimleri

Y, (x)~e™ , Y/(x)~oe™ (1.41)
ve

Y,x)~e™ , Yi(x)~—oae™ (1.42)
olacak sekilde mevcuttur.

Teorem 1.5 [6] (1.39) denkleminde k =0 olsun ve

Tx|r(x)|dx <0 (1.43)
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saglansin. Bu durumda (1.39)’ un x — o i¢in ¥, (x) ve ¥, (x) ¢Oziimleri

Yx)~x , Yi(x)~1 (1.44)
ve

Y,(x)~1 , Pi(x)~o(x") (1.45)
olacak sekilde mevcuttur.
Teorem 1.6 [6]: k =a’, a>0 olsun ve (1.29) saglansm. Bu durumda (1.39)’ un x —> o
icin ¥, (x) ve ¥, (x) coziimleri

Y, (x)~e™ |, Wi(x)~iae™ (1.46)
ve

Y (x)~e™ , Wi(x)~-—ioae™ (1.47)
olacak sekilde mevcuttur.

Teorem 1.7 [6]: k=—a’, a>0 olsun. r(x) reel degerli olsun ve (1.28) saglansm. Bu

durumda (1.39)’ un x — o igin ¥, (x) ve ¥, (x) ¢oziimleri

LA N 163 B
¥, () ¥, (x)

olacak sekilde mevcuttur.

1.3.2. Liouville Doniisiimii

Bu bolimde

{PCOY' ()} +p()QX)y(x) =0 (148)
denklemini daha basit bir denkleme doniistiiren (P(x) =1, p(x) = +1), Liouville doniisiimii

olarak bilinen doniisiime yer verilecektir. Bu doniisiim yardimiyla daha karmasik yapidaki
denklemlerin, basit forma doniistiiriilerek, verilen teoremler yardimiyla asimptotik

¢Oziimleri incelenecektir.
Doéniistimiin uygulanabilmesi icin P(x) ve p(x) belirli kosullar1 saglamalidir. Soyleki;
bir IcR arahginda P(x) ve p(x) reel degerli, P(x)>0, p(x)=0 ve ayrica

P"(x) ve p"(x) mevcut ve siirekli olmalidir.
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aclcR olmak lizere
t= If(u)du , y(x) =g(x)z(t) (1.49)

doniistimii tanimlanir. Burada f(x) ve g(x) sonradan belirlenecek uygun fonksiyonlardir. t

(12

degiskenine gore alinan tiirev
(Py’)' +pQy =Py"+P’y'+pQy
=P(g"z+g'7f +g'zf + gif” + gzf") + P'(g'z + gzf) + pQgz
= (Pgf*)z+(P'gf + Pg'f + Pg'f + Pgf')z+(P'g' + Pg" +pQg)z
= (Pgf?)z+{fg'P+(fgP)'} z+{(Pg") +pQg} (1.50)

ile gosterilirse,

Eger z terimi mevcut degilse
fg'P = —(fgP)’
alinmalidir. Bu son esitligin her iki tarafi “fgP” ile boliiniirse

g _ _(fgPy

g fgP
bulunur. Integral alinir ve integral sabiti sifir secilirse

Ing = —In fgP
veya

fg’P =1 (1.51)
elde edilir. Ayrica

2P =|p| (1.52)
tanimlanirsa (1.50) asagidaki sekilde yazilir:

(Py') +pQy =g|p|Z+{(g'P) +pQg} z

(1.53).
= gp|[Z+{+Q+(g'P) / g|pl} z]
Burada, + = sgn(p(x))'tir. (1.52) esitligi kullanilarak,
£(x) = {p(0)|/PC0} 2 (1.54)
bulunur. (1.51) ve (1.54)’ den de
e(x) = {p(x)|P(x)} (1.55).

Boylece f(x) ve g(x) tanimlanmig olur. Bu sekildeki f(x) ve g(x) i¢in (1.49), Liouville
dontistimii olarak bilinir. (1.53) kullanilarak (1.48)’ e karsilik gelen z(t) i¢in denklem
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Z(t)+{xQ, () +R (1)} z(t) = 0 (1.56)
olur. Burada,

Q,(6) = Q(x)
ve

RO =P lpeo] P~ [PCo ot} (157

Ozel olarak, P(x) =1 oldugunda

R(t) =|p(x)| 4 [P(0)g'(x) + P)g"(x)] =|p(0| ™ g (x) (158).
(1.55)’ten
¢'(x >=—|p<x)| ol ——|p<x>| 4 p" ()|

bulunur ve bu deger (1.58)’ de yerine yazilirsa

NIEREC R YES
R(t)_[lé P(x) 4p2(x>]sgnp(x)'

1.3.3. Liouville Doniisiimiiniin Uygulamasi

Bu béliimde, q(x) - «© veya q(x) - —o (x — o) olmasi1 durumunda
y'(x)+q(x)y(x)=0 (0<x <o) (1.59)

denklemi icin Liouville doniisiimii ve mevcut teoremler kullanilarak bazi asimptotik

¢Oziimler verilecektir.
Teorem 1.8 [6]: [0,0) aralifinda q(x) reel degerli, q(x)>0, q"(x) mevcut ve siirekli;

ayrica

i) J.q%(x)dx raksak,
0

ll)J. q(x) dx ve q”(x)|

dx yakinsak
q"2(x) 1q7 (%)

—38

alinsi. Bu durumda (1.59) denkleminin ¥, (x) ¢6ziimi
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q% (X)¥,(x) ~ exp {1j q% (u)du}
ve
{q% ()WY, (x)} ~ iq% (x)exp {1] q% (u)du}

seklindedir( X = oo) . ¥, (x) i¢in ise, 1 yerine —i alinir.
Ispat: (1.48) denkleminde,
P(x)=1, p(x) =q(x), Q(x) =1
alinarak (1.59) denklemi elde edilir. (1.49), (1.54) ve (1.55)’ ten Liouville doniisiimii

T 1
t=[q" @du , z(t)=q" Oy (1.60)
0
olur ve buradan
7(t) + {1+ R (1)} z(t) = 0 (1.61)
denklemi elde edilir. Burada,

5 {400 19k
16 ¢’(x) 4¢’(x)

Teoremde verilen (1) kosulu x araligimi (x €[0,) ), t araligma (t € [0,) ) doniistiirir. (ii)

R(t)

kosulu ise
[[R(t)]dt < oo
0

olmasini saglar. Soyle ki;

aef _{a®) 'l e
S NC I TCS T O NIEIeY

esitsizlikleri kullanilarak (ii)’den

T{q’(X)}
5 4’ (x)

2
dx < o0

dx < T {q;(x)}

Q2 (x)

Ve

tla'®] . _Fld'®)
———dx < |-—dx <
'!. q*(x) ) '!. q% (x) s
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bulunur. O halde

0

f Sy e
£|R(t)|dt_l6£ 700 dx 4£q2(x) dx <oo.

Boylece Teorem 1.6 kullanilirsa, (1.61) denkleminin z;(t) ve z,(t) ¢éziimleri

z,(t)~e" , z(t)~ie"

ve (1.62)
z,()~e™ , Z,(t)~—ie™

olacak sekilde mevcuttur(x > o). (1.62)° de (1.60) degerleri yerine yazilirsa

Y, (x) ve ¥,(x), (1.59) denkleminin asimptotik ¢oziimleri olmak ilizere ¥, (x) ¢Oziimii

Q" (¥, (x) ~ exp {i [ (u)du},

@ 0¥, () ~ g2 (x)exp {i | c%(u)du}

olacak sekilde mevcuttur ve W, (x), 1 yerine —1 yazilarak elde edilir.

Teoremin uygulamasi olarak asagidaki drnekler incelensin:

Ornek1.5: a>0, b>0 vec>-2 olmak iizere
q(x)=a(x+b)*
alindiginda (1.59) denklemi
y"(x)+a(x+b) y(x)=0 (1.63)

denklemine doniisiir. [0,00) araliginda q(x) reel degerli, q(x)=a(x+b)°>0, q"(x)

mevcut ve siireklidir. Ayrica (1.63) denklemi Teorem 1.8 de verilen (i) ve (ii) kosullarini
saglar:

o0
c+2

i) Iq%(x)dx:I{a(x+b)°}%dxzza%% S,

ii) q(x)=a(x+b)° ise q'(x)=ac(x+b)" ve q'(x)=ac(c-1)(x+b)*’ dir. Bu

durumda,
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T{q;(x)}z dx=T[aC(X+b) ] dx = —2a A , (x+b) 2 2b 2
0 qé(x) 0 [a(x+b) ]/ c+2 0 (c+2)
ve
< "(X)| ’aC(C—l)(X+b)°72 . ,% _ (X+b)7% 2a 2 |C(C 1)|
'<[ B ! a%(x +b)3% =2 |C(C 1)| c+2 ’ c2

, (c+2)b 2

Buradan Teorem 1.8” de verilen sartlarin sadece q(x) — o (x - o) oldugunda degil,
q(x) > 0 (x > o) oldugunda da saglanabilecegi sonucu c¢ikarilir. O halde (1.63)
denkleminin W, (x) asimptotik ¢ozliimii

¥,(x) ~[ax +b) ] Aexp{ j[ (u+b)°]% du}

0

ve
R

seklindedir. ¥, (x) ¢oziimil ise, i yerine —1 almarak elde edilir.
Ornek 1.6: Ozel olarak, a >0, b>0 ve 0<d <2 olmak iizere
y'(x)+a(x+b) ‘y(x)=0 (1.64)
denklemi g6z 6niine alinsin. Burada
q(x)=a(x+b)™
olarak tamimlansin. [0,00) arahiinda q(x) reel degerli, q(x)>0, q"(x) mevcut ve siirekli;

ayrica

0

2-d
2

l)jq/(x)dx j Bx+b) Pdx = 2a /(X;bzi oo,

0

ii) gq(x)=a(x+b)? ise q'(x)=—-ad(x+b)™"" ve q"(x)=ad(d+1)(x+b)*?*’ dir. Bu

durumda,
T{Q;/(X)} dx :w_{ad(X—Fb)_ _; dx=—2a7%d2 (x+b) 2 _ 2l/dzb 3 .
0 q7%(x) 0 {a(x_i_b)fd} 2 d—4 0 22 (d-4)
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ve
T 9®) 4, _Fadd+Dx+) oy d@d+1) (x+b) 2 :_2d(d+1)b%
(%) o {a(x+b)d}4 =2 a’(d-2)

Dolayistyla Teorem 1.8° de verilen tiim kosullar saglanmaktadir. O halde (1.64)
denkleminin ¥, (x) asimptotik ¢oziimii
1

¥, (x)~ [a(x +b)"d]%‘ exp {i]‘[a(u +b)7d }A du}

0

A~
{[a(x " b)id]% ‘Pl(x)}’ ~ila(x+b)* ]% exp {ij[a(u +b) " }% du}

seklindedir. ¥, (x) igin ise i yerine, —1 alinur.

Aslinda (1.64) denklemi k=0 ve r(x)=a(x+b)™* olmak iizere (1.39) formundadur.

Ancak,
Ix |r(x)| dx = Iax(x +b)‘dx
0 0

integralinde
x+b=u

degisken doniistiirmesi yapilirsa

TaX(X +b)Ydx = aTu—b du = a{(Xer)H _ b(X+b)1_d}

o0

7 —> 0
u 2-d 1-d

0 b 0

elde edilir. Yani, (1.43) kosulu saglanmaz. Dolayisiyla Teorem 1.5 bu denkleme asimptotik

¢Ozlim bulmada kullanilamaz.

Sonu¢ 1.2: Teorem 1.8” de verilen kosullar altinda x — o i¢in (1.59) denkleminin biitiin

¥ (x) ¢Oziimleri
(0 =0{q |
Ozelligini saglar. Buradan ayrica

Ja " ax
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integrali yakinsak ise (1.59)’ un biitiin ¢éziimlerinin L(0,00) oldugu sonucu c¢ikartilabilir.

a>0, b>0 vec>2 olmak iizere q(x)=a(x +b)‘ buna drnek olarak verilebilir.
Teorem 1.9: [0,0) araliginda q(x) reel degerli, q(x) <0, q"(x) mevcut ve siirekli olsun.
Ayrica Teorem 1.8°deki (i), (i1) kosullar1 saglansin ve q(x) yerine |q(x)| almsin. Bu

durumda (1.59) denkleminin ¥, (x) ¢6ziimii x — o i¢in

|q(x)|% W (x) ~exp {_[|CI(U)|% du}
ve
a0l ¥, (0Y ~ |ae0] % exp { Facw du}

] ]
seklindedir. ¥, (x) i¢in benzer asimptotik ¢oziimler sag tarafta |q(x)|/2 yerine —|q(x)|é

alinarak elde edilir.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME

Bu béliimde bazi ikinci mertebe lineer diferensiyel denklemler i¢in asimptotik ¢oziimler
elde edilmistir. Bu c¢o6ziimlerin elde edilisinde birinci bolimde verilen seri ¢oziim
yontemleri ve ilgili teorik yaklasimlar ile Liouville doniisiimii kullanilmastir.

Ik olarak seri ¢dziim ydntemi yardimiyla, uygulamada ¢ok sik rastlanan Kummer
konfluent hipergeometrik denklemini de igeren bazi ikinci mertebe denklemlerin
asimptotik ¢oziimleri incelenmis ve bu ¢oziimlerin yakinsaklik ve iraksakligi aragtirilmistir
(Problem 2.1- 2.2). Yine aymi yontemle denklemlerin birden fazla fiziksel parametre
icermesi durumuna 6rnek olusturmak amaciyla farkli bir problem incelenmistir (Problem
2.3).

Ikinci olarak seri yontemiyle ¢dziimiin bulunamadigi bazi problemler icin gesitli
doniistimler ve ilgili teorik bilgiler yardimiyla asimptotik ¢oziimler elde edilmistir. Bu tiir
coziimlere drnek olarak 6zel durumu Airy denklemi olarak bilinen diferensiyel denklemin
de aralarinda bulundugu denklemlerin ¢oziimlerine yer verilmistir(Problem 2.4-2.5-2.6).

Son olarak, potansiyel fonksiyonunun bazi kosullar1 saglamasi durumunda ikinci
mertebe denklemler i¢in asimptotik formiiller gelistirilmistir. Bu sonuglarin
uygulanabilirligini vurgulamak amaciyla Bessel denkleminin asimptotik ¢oziimii tekrar
incelenmis ve elde edilen asimptotik ¢dziim formunun Ornek 1.1° deki seri ¢dziim

yontemiyle bulunan ¢éziimle uyumlu oldugu gézlenmistir.

2.1. Baz1 Ikinci Mertebe Lineer Diferensiyel Denklemlerin Seriler Yardimiyla
Asimptotik Coziimii

Bu béliimde ilk olarak Kummer konfluent hipergeometrik denkleminin asimptotik
¢Oziimii incelenecektir.
Problem 2.1 (Kummer Konfluent Hipergeometrik Denklemi):

Konfluent hipergeometrik denklemin ¢6ziimii, konfluent hipergeometrik fonksiyondur.
Konfluent hipergeometrik fonksiyonlar fizik ve matematikte son derece onemli bir role
sahiptir. Uygulama alanm1 olarak Coulombian alaninda elektron hareketi i¢in Schrodinger

denkleminin ¢oziimi, silindirik-parabolik aynalar i¢in yiik, bir paraboloid tarafindan ses



45

dalgalariin yansima teorisi, sarp kiyilara kars1 deniz dalga hareketinin tanimi, ytiksek
frekansta gaz cikist esnasinda elektronlarin hiz dagilim fonksiyonu ile ilgili diferensiyel
denklemlerin ¢oziimii gibi Ornekler verilebilir. Pek ¢ok 06zel fonksiyonlar konfluent
hipergeometrik fonksiyonlarin veya onlarin kombinasyonlarinin 6zel durumlar olarak
kabul edilir. Ornegin; Hankel fonksiyonlari, Neumann fonksiyonu, Coulomb dalga
fonksiyonlari, Airy fonksiyonlari, Lagrange-Abel fonksiyonu, logaritmik ve tistel integral
fonksiyonlar1 vs [9]. Konfluent hipergeometrik fonksiyon olarak bilinen dort fonksiyon

vardir. Bunlar;

o Kummer fonksiyonu( ,F,(a,c; x)) ve onunla iliskili Tricomi fonksiyonu(U (a,c;x)),

o Whittaker fonksiyonlar (M, . (x), W, ,.(x)).

Simdi asagida verilen Kummer konfluent hipergeometrik denkleminin seri yontemiyle
asimptotik ¢oziimii arastirilsin:

zy"+(c—z)y'—ay=0.

O halde, ilk olarak bu denklem sisteme doniistiiriilmelidir. Bunun igin

X =Y

!/

X, =Y
alinirsa

{6 4 2
0 1) zla -c

denklem sistemi elde edilir. Burada

0 1 0 O
A, = , A= .
01 a —-C

Bas matris Ay’ 1 6zdegerleri, A, =0 ve A, =1 olmak tlizere birbirinden farklidir. O halde,

(1.2) formundaki (2.1) sistemi i¢in
X =¢e"z" Z Cz*
k=0

seklinde ¢oziim arastirilir ( A ve p sabitler, Cx vektorler ). Bilinmeyenleri belirlemek i¢in

(1.4) denklemleri kullanilir.
[k olarak A =0 icin;
I. (1.4) sisteminin birinci denklemi

(A, —AI)C, =0
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Py

g0z Oniine alinsm. C, :(
do

o e

veya

o))

Uyumluluk geregi

j olmak tizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa

q,=0

alinmalidir. O halde, po keyfi olmak {izere

1
Co =1, o)

II. (1.4) sisteminin ikinci denklemi

(A, —AI)C, =pC,-AC,

b,

g6z Oniine alinsmn. C, = ( J olmak {izere bilinenler denklemde yerine yazilirsa

1

o )= {6 DG )

veya

=Py :
a, —a
Uyumluluk geregi
H=-a
ve
d, = P2

alinmalidir. O halde, p,a, =p, olmak iizere

III. (1.4) sisteminin Gi¢iincli denklemi
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(A, -M)C, = (u-1C, —AC,

g0z oniine alinsin. C, = (sz olmak iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
d,
0 1)(p,) -a—1 0 0 0 o,
0 1){q, —Po 0 —a—1 a —c)|{-a
veya
9| _ p (-a-Da,
q, ‘ —aa, +(-a)(—a—1+c) '
Uyumluluk geregi

(-a-Do, =-aoa, +(-a)(—a—1+c)
veya

o, =-a(a—-c+l)
ve buradan

q, =pea(a+1)(a—c+1)

alinmalidir. O halde, p,a, = p, olmak iizere

C =p, {—a(a —-c+ 1)}

—a

Ve

C,= *
2= Po a(a+)(a—c+1)|

II ve III” te kullanilan (1.4) denklemlerinden, genel denklemin

0 1
(0 Jck =(-a-k+1)C_, -AC,

formunda oldugu goriiliir. Buna gore;

IV. k=3 igin
0 1
(0 1)C3:[(—a—2)I—A1]C2

P

esitligi gz oniine alinsm. C, :(
q;

j olmak tizere bilinenler yerine yazilirsa
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o a0 D e

veya

q; -p (-a-2)a,
qs ’l —aa, +(-a)a+1)(a—c+1)a—c+2) |
Uyumluluk geregi

a, =%a(a+l)(a—c+l)(a—c+2)

ve buradan
1
q; = 3 p,a(a+l)(a+2)(a—c+l)(a—c+2)
alinmalidir. O halde, p,o, = p, olmak iizere

1
C,=p, 5a(a+1)(a—c+1)(a—c+2)
a(a+1)(a—c+1)
ve

Oy

C=py —%a(a+1)(a+2)(a—c+1)(a—c+2) '

V. k=4 i¢in
0 1
(0 ljc4=[(—a—3)1—A1]c3

Py
q,4

(o 1} P (—a—?: 0 j_[o oj %3
0 1)\q, Pl o sa-3) la = —%a(a+1)(a+2)(a—c+1)(a—c+2)

veya

q (—a-3)a,
[qupo —aoc3+%a(a+1)(a+2)(a—c+l)(a—c+2)(a—c+3) '

esitligi goz ontine alinsm. C, = ( J olmak iizere bilinenler yerine yazilirsa

Uyumluluk geregi
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o, =—%a(a+l)(a+2)(a—c+l)(a—c+2)(a—c+3)

ve buradan
q,= %poa(a +D(a+2)(a+3)a—c+1)(a—c+2)(a—c+3)
alimmalidir. O halde,

—La(a+1)(a+2)(a—c+1)(a—c+2)(a—c+3)
C,=p, 23
—%a(a +I)(a+2)a—-c+1)(a—c+2)

Bu durumda

ock:%a(a+1)...(a+k—1)(a—c+1)(a—c+2)...(a—c+k),
q (_l)k 2 paa+l)..(a+k—I@a—c+)a—c+2)..(a—c+k—1)
k (k 1)| 0

olmak lizere

%a(a+1)...(a+k—1)(a—c+1)(a—c+2)...(a—c+k)
C, =D, k
((k )1)'a(a+l) (a+k-1(a—c+)(a—c+2)...(a—c+k—1)

bulunur. Boylece A, =0 6zdegerine karsilik gelen ¢oziim

(kl) a(a+1)..(a+k-1)(a-c+1l)(a—c+2)..(a—c+k)

((k_l)l)'a(a+l) (a+k-D@a—c+l)a—c+2)..(a—c+k-1)

olarak elde edilir. O halde
{1+sz{ )k a(a+1)..(a+k-1)(a—c+I)(a—c+2)...(a— c+k)]}

Simdi de A =1 i¢in;
I. (1.4) sisteminin birinci denklemi

(A, —AI)C, =0
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g0z Oniine alinsm. C, :(qu olmak iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
VO
0 1 1 0Y|(u,) (O
0 1) o 1)[lv,) (0
veya

—u,+v,) (0
o ) o)
Uyumluluk kosulu geregi

U, =V,

alinmalidir. O halde,

1
C,=u, L)

II. (1.4) sisteminin ikinci denklemi

(A, ~AI)C, = uC, - A,C,

g0z Oniine alinsm. C, = (UIJ olmak {iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
Vl
-1 1)\(y p 0 0 0|1
= uO —
0 0)lyv, 0 n a —c)[\1
veya
=u, .
0 —a+u+c
Uyumluluk geregi

p—a+c=0 Yyani H=a—cC
ve buradan
v,=u,+u,(a-c)

alinmalidir. O halde, u,y, =u, olmak iizere

Clzuo( h j
Y, +a—c

III. (1.4) sisteminin ti¢lincli denklemi
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(A, -M)C, = (u-1C, —AC,

g0z oniine alinsin. C, = (tzj olmak iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
2
(@ o) R
0 0){v, o 0 a—-c—1 a —c)|\y,ta-c

veya

(—u2+V2]_u [ (a—c-1)y, }

0 ) ’|-ay,+(@-1)(y,+a-c)|

Uyumluluk geregi

v, =(@-D(a-c)
ve buradan

v,=u,+u(a-1)(a-c)a-c-1)

alinmalidir. O halde, u;y, =u, olmak iizere

C—u {(a—l)(a—c)}

a(a—c)

Ve

szuo[ i }
v,+(@-1(@-c)a-c-1)

II ve III” te kullanilan (1.4) denklemlerinden, genel denklemin

-1 1
0 o C,=(a—c-k+1)C,-AC,

formunda oldugu goriiliir. Buna gore;

IV. k=3 i¢gin
-1 1
0 o C,=(a-c-2)C,-AC,

u;
Vs

-1 1fuy) a-c—2 0 0 O Ys
0 oflv,) Il 0 a-e-2)la —¢)|\ly,+@a-Da-c)a-c—1

esitligi gz ontine alinsm. C, = { } olmak iizere bilinenler yerine yazilirsa
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Uyumluluk geregi

—U; +V;

0

;= @-Da-2)a-cHa—c-)

ve buradan

52

(a—c-2)y,
—ay, + (@ —2)y, + (@~ D@-2)(a—c)a—c—1)

|

v, =, +%(a—l)(a—2)(a—c)(a—c—l)(a—c—2)u0

alinmalidir. O halde, u,y; = u, olmak iizere

%(a -1)(a-2)a-c)(a—c—1)
%a(a -D(@a-c)a-c-1)

Ve

Vs

C3

u,

V. k=4 i¢in

|

esitligi g6z oniine almsm C, = [

-1 1
0 o C,=(a-c-3)C,-AC,
u4

vy

-1 1)\(u, a—-c-3 0 0
=y, _
0 O)\v, 0 a—c-3 a
veya
—u,+v, )
0 =
Uyumluluk geregi

0

—C

y3+%(a—1)(a—2)(a—c)(a—c—l)(a—c—2) '

} olmak {izere bilinenler yerine yazilirsa

Y3
s +%(a—1)(a—2)(a—c)(a—c—1)(a—c—2)

]

(a—c=3)y,

0 —ay, +(a-3)y, +%(a—1)(a—2)(a—3)(a—c)(a—c—l)(a—c—2) '

Vs =2L3(a—1)(a—2)(a—3)(3—6)(3—0—1)(3—0—2)
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alinmalidir. O halde,

L(a —-I)(a-2)a—-3)(a—-c)a—-c—-I)(a—c—-2)
2.3
C;,=u, 1
Ea(a -1)(a-2)a-c)la—c—-1)(a—-c—-2)

Bu durumda

Yy :%(a—1)(a—2)...(a—k)(a—c)(a—c—l)...(a—c—k+1),

v, = %uoa(a —-D..(a-k+I)(a—-c)a—-c—1)...(a—c—k+1)
olmak iizere

i'(a -I)(a—-2)...(a—k)a-c)la—c—1I)..(a—c—k+1)
C, =y, k!
%a(a —D..(a—k+1)(a—-c)a—c—1I)..(a—c—k+1)

bulunur. Boylece A, =1 6zdegerine karsilik gelen ¢oziim

1 Y i(a—l)(a—2)...(a—k)(a—c)(a—c—l)...(a—c—k+1)
. | k!
X,=u,ez"" ( j+Zz |
0) i Fa(a —D..(a=k+I)a-c)a-c—1)..(a—c—k+1)
olarak elde edilir. O halde,
y, =u,ez"" {1 + gzk {% (a—-1)(a-2)..(a—k)(a—c)(a—c—1)...(a —c—k+1)} )

Sonug olarak, “Kummer konfluent hipergeometrik denklem” in en genel asimptotik seri

¢Ozimi

Yy=CYy +6Y,
=c,a,z " {1+ kilz_k {%a(a +D)..(a+k-I)(a-c+1l)(a—c+2)...(a—cC +k)}

+cu,ez" " {1 + gzk {% (a—-1)(a-2)..(a-k)a-c)a—c—1)..(a—c—k+ 1)}}

formunda bulunur (c; ve c; keyfi sabitler). Kummer konfluent hipergeometrik denklemin
¢Oziimii, Kummer konfluent hipergeometrik fonksiyon olarak adlandirilir. Bu fonksiyon

olasilik ve matematiksel istatistik teorisi, piir ve uygulamali matematik, kuantum mekanigi,
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atom-fizik, kuantum teorisi, niikleer fizik, esneklik teorisi, akustik, hidrodinamik, optik,
dalga teorisi, fiber optik, elektromanyetik alan teorisi, plazma-fizik gibi alanlarda
uygulamalara sahip olmasi bakimindan matematiksel fizigin 6zel fonksiyonlarinin énemli

bir sinifina aittir [9].
Problem 2.2: Bu boliimde asagida verilen
zy"—(1+2)y' +7z'y=0
ikinci mertebe lineer diferensiyel denkleminin, seriler yardimiyla asimptotik ¢ozimii

arastirilacaktir. Bunun igin ilk olarak

X =Y,
|l

X, =Y

doniigiimii ile denklem sisteme doniistiiriiliir ve sonugta

, Lf(0 0} 1(0 1) 1(0 0
X' =z +—2 “1‘—3 X
-1 0) z2{0 1) Zz{0 1

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem

0 0 0 1 0 0
AO = , A2 = , A3 =
-1 0 0 1 0 1

olmak ftizere (1.8) formundadir (r=2). Ancak, burada bas matris Ay’ in ayn iki 6zdegere

sahip oldugu goriliir. Bu nedenle baska bir dontisiim tanimlanir:

X =Y

=1
X, =2 Yy~

Bu déniistimle

xrzz{(o 1}1(0 Oj}x ©2)
-1 0) z\0 1

denklem sistemi elde edilir . Bu sistem de

0 1 0 0
Aoz ,Alz
-1 0 0 1

olmak tizere (1.8) formundadir (r=1). Ayrica, Ay matrisi farkli iki 6zdegere sahiptir

(7»1,2 = ii) . O halde, (2.2) sisteminin asimptotik ¢oziimii

o0
2 —
X = eaoz +alzZuzCkZ k

k=0
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seklinde olacaktir. Bu ¢oziim ve tiirevi (2.2)’ de yerine yazilirsa gerekli islemler ve
eslestirmeler sonucunda asagidaki denklemler elde edilir:

0 1
2a,C, = 1o C,

0 0 0 1
a,C,+2a,C, = 0 1 C,+ 1o C (2.3).

0 0 0 1
(n—k+2)C,,+a,C,_, +2a,C, = 0 1 C., + - C., k=2,3,..

Bu denklemler sirasiyla kullanilarak bilinmeyenler belirlenir:

0 1—2 C,=0 2.4
L o) (G 24)

denkleminde C, = [poj alinsin. (2.3) denklem sistemindeki Cy’ larin sifirdan farkli olmasi

do
i¢in

=0

—2a, 1
-1 -2a,

i
alinmalidir. Buradan, a, = iz bulunur.

a, =% secilirse (2.4) denkleminden
(_ipo + qoj _ (Oj
—p, — 19, 0
elde edilir. Uyumluluk geregi q, =ip, olmalidir. O halde,
1
Co=po| . |-
1

0 0 0 1
II. aC,+2a,C, = 0 1C0+ { o C

b,

denklemi goz oniine almsin. C, =(
q

( a, ]_(_iﬁ +q1J
Po .= .
a1—1 -p,—1q,

j olmak tizere bilinenler yerine yazilirsa
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J nonsingiiler matrisi ile ¢arpmak
i

1
esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafini [

bilinmeyenleri belirlemede kolaylik saglayacaktir:

o B _[~ipi+d,
’ 2ia, —i 0o )

Uyumluluk geregi

1
p,i(2a,—-1)=0 yani a, = 5

ve buradan da

.
q, :1p1+?0

alinmalidir. O halde, p, =p,a, olmak iizere

o,

Cl =Dy . 1 (2.5)
10, +E

bulunur (a; keyfi sabit).

0 0 0 1
ar. pC,+a,C, +2a,C, = 0 1 C + 10 C,

denklemi g6z Oniine alinsmn. C, = (sz olmak {izere bilinenler yerine yazilirsa
d,
ot
u 2 0 0 1) (i O)|(p,
Poy|. |[T]. - . 1= - .
i o, 1 o, +— -1 0 0 1 q,
2 4
yani,
u+— :
2 (_lpz + qzj
Po . = . .
gt L =P,
2 4

1
Bu esitligin her iki tarafi (
i

0
J nonsingiiler matrisiyle ¢arpilirsa,
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b 2 |_[iP2tq;
‘ 1 0

Dip——
Hy

bulunur. Uyumluluk geregi

n=-2

8
ve buradan
) p JON0
=i p,-Be o B

alinmalidir. O halde, p, =p,o, olmak lizere

)

C,=p, oy

. 1
(o, —=) +
(0, =2+

bulunur (o, keyfi sabit).

0 0 0 1
V. (u-1DC,+a,C,+2a,C, = 0 1 C,+ 10 C,

p;
qs

. a, | 0 o, o
a1 | % -0

denklemi g6z Oniine alinsin. C, :( J olmak {izere bilinenler yerine yazilirsa

. Po o . =
—+ia _ L =L+i(a, —— -1 —i
T 0 =)yl i) b
yani
VN |
P 2 8 _[ 4 71Ps
’ _&___l((x +_2) _pS_iqB .
8 "

0
J nonsingiiler matrisi ile ¢arpilirsa,
i

1
Bu son esitligin her iki tarafi (

a, io,

-0, +—=—— .
b 2 8 |_(4-ips
0 1. 0o /)

- 2ia,

(2.6)
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Uyumluluk geregi
o, = Z (27)

ve buradan da

a 1. . Po
= =) +i(p; — 238
s =Pyl ) 32) (P; 4 ) (2.8)

alimmalidir. (2.7) degeri, (2.5) ve (2.6)’ da yerine konulursa

% &,
C, =p, y ve C, =p, . (2.9).
4 2

Ayrica, p, =p,o, olmak tizere (2.8) den

O(‘3
C3:po 1 o 1
—+—2+i(a, ——
32 2 (@ 4)

bulunur.

W-2) 5 0 0 0 1
V. (n-2)C,+a,C,+2a,C, = C,+ C
2 1~3 0~"4 0 1 3 1 0 4

denklemi g6z Oniine alinsmn. C, = (p“J olmak {izere bilinenler yerine yazilirsa
q,4
. | o .
po(-2-0)| 7 |+p 20 1 N
g, ) o - —+ 224, - | -1 -i)laq,
2)\32 2 4
yani,

0
Bu son esitligin her iki tarafi [ { nonsingiiler matrisi ile ¢arpilirsa,
1
—2(X.2 + & — 1(1._2
p 8 |_|94~1P4
’ 1 0
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Uyumluluk geregi
8+1
o, =——
256

alinmalidir. Bu durumda (2.9)’ dan

8+1
256
C. =
S Y
256
bulunur.

Bu sekilde islemlere devam edilirse (2.2) denklem sisteminin birinci asimptotik ¢6ziimii

i 8+1
el 1 4
X, =pe? 2z8||. |+ 4l 256, z7 +
1 l —1+8i
4 256

olarak elde edilir.

i
Diferensiyel denklem sadece reel terimler icerdigi icin a, = _E degerine karsilik gelen

ikinci ¢ozlim birincinin eslenigi alinarak kolayca belirlenir:

1 8—1
el i 4
X,=u,e? 2z} |+ 4 z'+ 256 |z +
-1 l —-1-81
4 256

Sonug olarak
zy"—(1+2)y'+2’y=0
denkleminin z — oo i¢in lineer bagimsiz ¢oziimleri

1 . .

24 i +i
=pe? 2z8|l+—z ' +——z27° +...
Yi=Do [ 4 6 }

Ve

"dir. Dolayisiyla genel ¢6ziim
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Yy=¢Y, +6Y,

e 4 8+ pd, TG 8
=cpe’ 2z l+—z'+—z7+..|+cue? 228 l-—z'+—z7+..
4 256 256

formunda bulunur. Bu ¢6ziimiin z — o« i¢in 1raksak oldugu goriiliir.

Uygulamali problemlerde karsilagilan cogu diferensiyel denklemler bir ya da daha fazla
fiziksel sabit igerir. Boyle parametre bulunduran diferensiyel denklemlerin ¢éziimleri pek
cok ilging teorik sonuglar dogurur [15].

Problem 2.3:

Bu boliimde katsayilar1 bir parametreye bagli analitik fonksiyonlar olan

y'—pe’y' —py =0
ikinci mertebe lineer homojen diferensiyel denkleminin [ —> 0 i¢in asimptotik ¢oziimii
incelenecektir.

Hem z bagimsiz degiskenine hem de p parametresine bagli bu denklemi sisteme
doniistiirmek i¢in

Y=X%

Y =X,
alinsin. Bu durumda

X, = ux,

X, =X, +ue’x,

veya

. ffo 1y 1(0 0
=uflo L2 o 210

denklem sistemi elde edilir. Burada

0 1 0 0
wor(® onorn[? ).

(1.18) formundaki (2.10) sisteminde bas matris Ay(z), farkli 6zdegerlere sahiptir; ancak
diyagonal degildir. Bolim 1.2.3° te verilen yontemin kullanilabilmesi i¢in bu matris

diyagonallestirilmelidir. Bunun i¢in

(1 lj
T=
0 ¢
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c . o cp. . .. ..
nonsingiiler matris ve Y = ( ! j yeni bir bagimsiz degisken olmak iizere
A,

X=TY 2.11)

alisin. (2.11) esitligi ve tiirevi, (2.10) sisteminde yerine yazilirsa

, , 0 1 1(0 0O
TY+TY =p +— TY
0 ¢) pull o0
ve buradan da
' -1 0 1 -1 0 0 =1
Y' =<puT T+T T-T"T';Y
0 ¢ 1 0
bulunur. T ve T degerleri bu sistemde yerine yazildiginda ise
0 0 1{-1 e -1
Y'= +— Y 2.12
{“(O ezj ez[ 1 l—ezj} (12)

olacak sekilde bas matrisi diyagonal olan yeni bir denklem sistemi elde edilir

T_1=L ¢ -l . Burada
elo 1

0 0 1(-1 e -1
B, (z) = ,B.(z2)=— .
O(Z) (O ezj I(Z) ez( 1 l_ezj
O halde,
Y, =exp| u[b,(2)dz YV, (2 *
k=0

formunda ¢6ziim arastirilir (i=1,2).

[k olarak, b,(z) =0 igin

Y, =YV, (z)p
k=0

bulunur. Bu ¢6ziim ve tiirevi (2.12)” de yerine yazilirsa gerekli islemler ve eslestirmeler
sonucunda asagidaki rekiirans formiilleri elde edilir:
B,V,=0
B,V, =V, ,-B)V,,, k=12,...-

(2.13)

Simdi (2.13) denklemleri sirasiyla kullanilarak Vi(z)’ ler belirlenebilir.
I. B,V,=0
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po(2)

denkleminde, V, =[
q(2)

[eZq(o)(zJ i m

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi,
qe(2) =0
almmalidir. O halde, po(z) keyti bir fonksiyon olmak {izere

Po(2)
o |

} olmak tizere bilinenler yerine yazilirsa

Vo(2) = {

II. B,V,=V, -B,V,

p,(2)

1

0 01p(2)]|_|p(z)|_1]-1 e —1|py(2)
0 e |l q,(2) 0 e”| 1 1-¢° 0

veya

[ 0 }: pO'(z) _i{—Po(Z)}
equ(z) 0 e’ | po(2)

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi ilk olarak

denkleminde, V,(z) = { } olmak {iizere bilinenler yerine yazilirsa

' 1
py (2)= — (2)
e
alinirsa integral yardimiyla
po(2) = Coeeiz

bulunur (¢ integral sabiti).

Ikinci olarak;
1
q,(2) = _? Po(2)
alinmalidir. Bu durumda (2.14)’ ten

e -2z

q,(z) =—c,e

O halde, pi(z) keyfi bir fonksiyon olmak iizere

(2.14)
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e’ Z
V, =¢, Le J ve V, :( pl(fz) J
e -2z
0 —C,€

L. B,V,=V/'-BY,

p,(2)
q, (2)

|:O Oj||:p2(z)j|: pl’(z) _L|:_1 ez_1:| pl(z)
0 L@ [eye”+2)e" | €[ 1 1-¢ —c,et

yani

denkleminde, V, = ( J olmak {iizere bilinenler yerine yazilirsa

pl( z)

+c,(e” —1)e*

0 b: (Z)+
|:ezq2(z):| - Co(e—z +2)ee’z—22 pl(Z)

e -3z

+c,(1—-¢”)e

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi

p, (2)+ pl( )+c0(e ~De =0
veya
b 2+ 212 g, e

alinmalidir. Bu birinci mertebe lineer diferensiyel denklemi ¢ozmek i¢in

Joo _ o

u(z)=e< =e
doniistiimii kullanilirsa

e p2)= —coj(caZ —De® e dz
= coj (1-¢e*)edz

Cy, _ C, _
:__Oe 3z +_Oe 2z
3 2
yani
C -z _ C ~z_
pl(z):_oee 2z Y0 ¢ 3z

2 3
bulunur. O halde,
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Benzer sekilde hesaplamalara devam edilerek b (z) =0 igin (2.12) denklem sisteminin

asimptotik ¢oziimii

-z 1 e -2z 1 e -3z
) |5 T s T
Y, =¢, ( J+ 2 3 —+...
_6671—22 [

b,(z) =¢” igin ise ¢6ziim

Y, = e ka (2™
k=0

formunda olacaktir. Bu ¢oziim ve tlrevi (2.12)’ de yerine yazilirsa gerekli islemler ve

eslestirmeler sonucunda asagidaki rekiirans formiilleri elde edilir:

(B, —e’)V, =0
(B,—e’DV, =V, -BV, , k=12,...

Buna gore;

I. B,—-¢eDV,=0

denkleminde, V,(z) = [uO(Z)} olmak {izere bilinenler yerine yazilirsa
v,(z
0 O e’ 0 uy(z)| |0
0 ¢] |0 el|v,] |0
yani

g

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi
u,(2)=0
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alinmalidir. O halde, vy(z) keyfi bir fonksiyon olmak iizere

o)
V, = .
vy (2)

1. (B,-eT)V,=V; =BV,

denkleminde, V, = {ul EZ;} olmak {izere bilinenler yerine yazilirsa
v, (z
[—ez OMul(z)} | _i{—l e’ —IM 0 }
0 0 v, (Z) VO’ (Z) e’ | 1 1-¢* Vo (Z)
yani

{_ezul (Z)} | e
0 v, (2) —e—lz(l —e")v,(2)

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi ilk olarak
v, (z) = 6—12(1 —e")v,(2)

alinirsa, degiskenlerine ayirma yontemi kullanilarak
vo(z) =k,e

bulunur (ko integral sabiti).

Ikinci olarak;

.
0(2) = (€ =1, (2)
alinmalidir. Bu durumda (2.15)’ ten
u,(z) =k,e (e —e™).

O halde, v,(z) keyfi bir fonksiyon olmak tizere

O et 2z a3z
Vo=k,| ve V= ke™ (€7 =e™) .
e’ v,(2)

. (B,-¢T)V,=V,-B\,

u,(2)

denkleminde, V, :{ @)
V,(z

} olmak tizere bilinenler yerine yazilirsa

(2.15)
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[—ezu2 (z)} _ ko(e™ (e —e ) —e " (-2e +3e7)) 1 {_1 e? —1}{&)662 (e - eSZ):|
0 v(@)

yani

{—ezu2 (z)} B 2k,e ™ (e —e ) —k,e " (=2 +3e)+ (e’ —1)v,(z)
0 v, (2)-k,e (e —e ) —e(1-e")v,(2)

esitligi elde edilir. Uyumluluk geregi
v/ (@) +(1-e")v,(z) =k (e —e™)

alinmalidir. Bu birinci mertebe lineer diferensiyel denklemi ¢6zmek i¢in
u(z) =/ e

dontistimii kullanilirsa
e v, (2) =k, I e (e —e™)e’ "z

— kOJ.(e—Zz _e—3z )dZ

e—22 e—3Z
=k, (- +
o 53 )
yani
. e—3z e—4z
vi(z)=k.e* (- +
(2)=ke™ ( > 3 )

bulunur. O halde

efe’Z (efzz _ 6732)
\/I(Z) = kO . e—4z e—3z ) .

e (

3 2

Benzer sekilde hesaplamalara devam edilerek b,(z) =¢” i¢in (2.12) denklem sisteminin

asimptotik ¢oziimui

Y2 = koeuez _
€

seklinde elde edilir . O halde (2.11)’ den

Y, =a,+a,

; ~ ~ 1
=k, " {ee - +|:Ce (e™ —%eh +§e4z)} Tt }
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Sonug olarak,
y' —pe’y —py =0

denkleminin [L —> 0 i¢in en genel ¢ozimil
Yy=CY, t6Y,

e’ 1 e -2z 1 e 7-3zy, -1 }
=CCc,y€ +(——¢ ——¢C +...
1 0{ ( 5 3 u

+c,k,e" {eezz + {eez Cai —%e“ +%e4z)} [T }

formundadir. Bu ¢6zlimiin ikinci terimindeki keyfi sabitin sifir sec¢ilmesiyle pL—>00 igin

yakinsak oldugu goriiliir.

2.2. Seri Yardimiyla Céziilemeyen Baz ikinci Mertebe Lineer Diferensiyel
Denklemlerin Asimptotik Coziimleri

Bu boliimde doniisiimlerin asimptotik ¢ézlimlerin bulunmasindaki énemini vurgulamak

amaciyla asagidaki problemler incelenmistir.

Problem 2.4: k ve d reel sabitler, k #0 ve d > 0 olmak lizere
Y®)+{k+x+D}y(x)=0, 0<x<oo (2.16)

denklemi i¢in asimptotik ¢6ziim arastiriniz.
Coziim:

Bu problemde d, sifirdan biiyiik herhangi bir reel sayidir ve dolayisiyla Boliim 1.2° de
bahsedilen serilerle ¢oziim yaklagimini kullanmak uygun degildir.

Burada (2.16) denklemi, (1.59) denklemi formunda diisiiniiliirse
q(x) =k +(x+1)™ (2.17)

almmalidir. q(x) > k (x »> ©) oldugundan (2.17) fonksiyonunun isaretinin k’ nin

isaretine bagli olarak degistigi goriiliir. O halde, [O,oo) araliginda k >0 i¢in q(x)>0,

q(x) reel degerli ve q'(x)=-d(x+1)"", q"(x)=d(d+1)(x+1)*? olmak iizere q"(x)

mevcut ve siireklidir. Ayrica;

1

© 0 A @
i) Iq%(x)dx:j[k+ ! } dx > [k'2dx = k 2x

d —>®
(x+1)

0
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yani J-qy2 (x)dx 1raksak,
0

© -2d-2 -2d-2 2
u)jq(x) dx=d [V g <d2j(x”) dx=—¢

<™
97 (x) o {k+(x+1) }/ ) K> K2 (2d+1)
yani {q/( )} dx yakinsaktir. Benzer sekilde,
0 q72(x)
T ”(x)| tdd+DH(x+) 7 Tx+) d
dx = dx <d(d+1) 5 dx =—-><oo
{ ! k+(x+1) }/ { K2 K

dX yakinsaktir.

an1 j|

Bu durumda Teorem 1.8 kullanilirsa (2.16) denkleminin bir asimptotik ¢oziimii W, (x)

q7%(x)

W (x) ~ [ k+ (x +1)-d]’% exp {ii[lﬁ(u +1)-d]% du}

ve tliirevi de

!

[k+(x+1)d]%\yl(x)} ~i[k+(x+1)"] exp{ljf k+(u+1)™ }

olacak sekilde mevcuttur. Benzer sekilde WV, (x)

W, (x) ~[k+(x+D) ] exp{ Ik+(u+1) 4 }

ve tliirevi de

!

[k+(x+1)d]%\1’2(x)} ~—i[k+(x+D] exp{ 1j [k+(u+1)™ }

olacak sekilde mevcuttur.

Eger k<0 ise q(x)=k+(x+1)*<0 (x >o) olur. (2.16) denklemi, (1.48)

formunda diistintiliirse,

P(x) =1, p(x)=q(x) =k +(x+1), Q(x) =~1

olur. Bu durumda,

(0=[p0of " =~k e+ ]}



69

Ve

-1 N

g(0=[p(| " ={~[k+ (e
olmak iizere

t=[fdu, y(x)=g(x)z() (2.18)

0

Liouville doniistimleriyle (2.16) denklemi

() +{-1+R (1)} (1) =0 (2.19)
denklemine doniisiir. Burada,

5P 19"

R(t) =-—1 =
16 p'(x) 4p(x)
Simdi,
PeY _ dx+n™? P (x+D
p*(x) [k+(x+1) |
oldugundan
I{p (x) X:T dz(x+1)’2d’2 <d J‘(x+1)2d 2dx= d? <o
2 P (%) ? [k+(x+1)-d] (2d+ Dk

saglanir. Ayrica,

p'(0) _dd+D(x+D)? _dd+Dx+D)
PP [k+x+D ] S

oldugundan

PR Td(d+1)(x+1)d2d Sd(d+l)]‘>(><+1)“ o4
2P0 g [krx+n ] ’

bulunur. O halde, I|R(t)| dt yakinsaktir. Boylece Teorem 1.4’ e gore (2.19) denkleminin
0

71(t) ve zy(t) ¢ozlimleri t —>00 i¢in
z,()~€" , z(t)~e';
z,(t)~e" , z,(t)~—e"

olacak sekilde mevcuttur.

(2.20)
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(2.20)’ de (2.18) degerleri yerine yazilirsa ¢,(x) ve @,(x), (2.16) denkleminin lineer
bagimsiz asimptotik ¢éziimleri olmak iizere

¢, (x) ~[k=(x+ 1)*(*]'% exp {I[—k —(u+ 1)*‘*]% du},

0

e Tt 2ol

Ve

0y (x) ~ [~k —(x+1)"* exp{]‘ [k—(u+1)" % }

ORI TORT .

saglanir.

Problem 2.5: ¢ > 0 ve 0 <x <o olmak tizere

y'(x)—eTy(x)=0 (2.21)
denklemi i¢in asimptotik ¢ozliim aragtiriniz.
Coziim:

(2.21) denklemi, (1.59) formunda diisiintiliirse

q(x)=-e

alinmalidir. Burada, q(x) - —o (x > «). [0,00) araliginda q(x) reel degerli, q(x)<0 ve

CcX

q'(x) = —ce™,q"(x) = —c’e™ olmak iizere q"(x) mevcut ve siireklidir. Ayrica;

0

i) _[|Q(X)|% dx = Iec%dx = Ee% —
0 0 ¢

0

yani ]2|q(x)|% dx 1raksaktir,
0
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o q”(X)| © c2e°x 0 ) *C’/ _C/ ©
dx = dx=|c’e "2dx=-2ce "?| =2c<w®
'<[|q(x)|% '<[ e3c% ! 0
yani TLX?ldx yakinsaktir.
0 [a(x)] 2

Bu durumda Teorem 1.9’ a gore; ¢,(x) ve ¢,(x), (2.21) denkleminin asimptotik
¢Ozlimleri olmak tizere

e%(pl(x) ~ exp{fec%du} , [e%(pl(x)} ~ ec% exp {I ec%du}

0 0

ve

e%(pz(x) ~ exp {—I ec%du} , [e%(p2 (x)} e exp{—J‘eC%du}

0 0

saglanacak sekilde mevcuttur.
Problem 2.6: ¢ >0 ve 0 <x <oo olmak iizere

Y'(x) = xy(x) =0 (2.22)
denklemi i¢in asimptotik ¢6ziim arastiriniz.

Coziim: Birinci boliimde verilen yontemlerle coziilemeyen (2.22) denklemi, uygun
dontigiimler yardimiyla, asimptotik ¢6ziimii tahmin edilebilen bir denkleme doniistiiriiliir

[2]. Bunun i¢in ilk olarak
s = I u%du
0

doniistimii kullanilsin. Buna gore

d C _c
B %" yani dx=x"ds (2.23)
dx
ve
o2 o (2.24)
c+2

esitlikleri elde edilir. (2.23) kullanilarak

2
Cy_d by o dsdy
dx dx dx ds ds

yani
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ﬂzx%[x%cf_mgled_xd_y}

dx? ds? 2 ds ds
2 [
= Cd_z/_f_gxz 1d_y
ds 2 ds

bulunur. Bu deger (2.22) denkleminde yerine yazilirsa
2 <
X‘"’d—z/+gx2 1g—x‘"’y: 0
ds® 2 ds

@ ,Co
X

elde edilir. Esitligin her iki tarafi ile boliiniirse

dy e Gvdy

=0
ds® 2 ds Y
ve (2.24) kullanilirsa
d’ c d
y ay y=

_2 +
ds® s(c+2)ds
Bu denklemde “dy/ds > terimini yok etmek i¢in

V:yx%

dontistimii kullanilir. Buna gore
y=vx 7

esitligi ile (2.23)’ ten

dy Sdv e Sidx fdv ¢ X

=X —X V=X *——-—x * v

ds ds 4 ds ds 4
ve
2 _c 42 _3e_ _3c_
d_zlzx 4d_\2/_£X 4 IQ_FE(E_FI)X 4 Z%V
ds ds~ 2 ds 4 4 ds
¢ 2 _3c_ _Sc_
=X 4d—‘2/—gx 4 1ﬂ+£(2+1)x MY
ds~ 2 ds 4 4

bulunur. Bu degerler (2.25)’ te yerlerine yazilirsa

2
d_;/+[_1+3(_c+4)x_0_2},:0
ds 4 4

ve (2.24) esitligi kullanilirsa

%+[—1+As‘2]V=O
S

(2.25).

(2.26)

(2.27)
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denklemi elde edilir. Burada

_ c(c+4)
C4(c+2)

Simdi ikinci mertebeden lineer bir denklem olan (2.27), seri yontemi kullanilarak

¢oziilebilir:
X, =V,
_ !
X, =

doniigtimii ile

xr:{[o IH(’ OHX 2.28)
1 0] |-A O]s

sistemine doniistiiriiliir. Burada

0 1 0 O
A0= ,A2= .
1 0 -A 0

Ayrica sistemin bas matrisinin 6zdegerleri, A =21 olmak {izere, birbirinden farklidir.
Dolayisiyla (1.2) formundaki bu sistem i¢in
X=e"s"> Cs™ (2.29)
k=0
seklinde ¢Oziim arastirilir (A ve p sabitler, Cx vektorler). Bilinmeyenleri belirlemek igin

(1.4) denklemleri kullanilir. A =1 igin;

I. (1.4) sisteminin birinci denklemi

(A,-ADC, =0
g6z oniine alinsin. C; = (Poj olmak iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
S0
0 1 1 0)|(py) (O
1 0) o 1)lq,) Lo
veya

Po — 9o 0
bulunur. Uyumluluk geregi

Po =9
alinmalidir. O halde,
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1
C, =P, 1]

II. (1.4) sisteminin ikinci denklemi

(A, —ADC, =(n—-A)C,

g6z Oniine alinsin. C, = (l%j olmak iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
q,
-1 1\(p —p [
I -1 q ’ n
veya

[_pl + qlJ (H]
=Dy
p,—q M
bulunur. Uyumluluk geregi
p,—q,=-p,+q, yani p,=q,
ve

p=0

alinmalidir. O halde,

1
C =p 1l

III. (1.4) sisteminin ti¢lincli denklemi

(A, _XI)Cz =(u-DC, -A,C,-AC,

p,

g0z Oniine alinsm. C, = ( J olmak {izere bilinenler denklemde yerine yazilirsa

2

-1 1)(p,) (1 0 0)(1
1 —1llq,)” Pl Plea ol
veya
[_Pz + qz] :[ —P J
P, —d, =P, +Ap,
bulunur. Uyumluluk geregi

. A
p,=-p,+Ap, yani D, zzpo
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Ve

A
P, =9, +Epo

alinmalidir. O halde, p,o = q, olmak iizere
¥ o+l

A ve C,=p, 2.
) o

IV. (1.4) sisteminin dordiincii denklemi

C, =p,

(A, —ADC; =(n-2)C, -AC —AC -A G,

g0z Oniine alinsm. C, = (p3J olmak {iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
q;
(_1 1 ](p] o et ( 0 0] 5
=—<Py ~Po
1 —-1)\q, o -A 0 %
veya
—2p,o —A
[_pz +q; J Po zpo
= A
P;—4q; —2p00L+7p0

bulunur. Uyumluluk geregi

_AA-2)
8

alinmalidir. O halde,

A(A+2)
8

AA-2) |
8

=P

Bu sekilde islemlere devam edilirse (2.28) denklem sistemi ig¢in birinci asimptotik
¢O0zim

A(A+2)
H Azl g 1
X, = —+
A/ A(A 2) |s?

formunda elde edilir. Dolayisiyla
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+f§~+fégéit%2+a“}.

v, =p,e 11
1Po{ 2s 8s’

Burada (2.24) ve (2.26) kullanilirsa, (2.22) denkleminin y; ¢oziimii

2.5 2
Y, =P X % 1+A(C:22)+A(A+2)C(f2+2) +...
4x" 72 32x

olarak bulunur.
Simdi A =-1 igin;

I. (1.4) sisteminin birinci denklemi

(A,-ADC, =0
g6z oniine alinsin. C = (uoj olmak iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
VO
0 1 -1 0 u,) (0
1 o) Lo —-1)[lv,) \0O
veya

u,+vy) (0
u, +v, Lo
bulunur. Uyumluluk geregi

U, =—V,

alinmalidir. O halde,

1
Cy=u, )

II. (1.4) sisteminin ikinci denklemi
(A,—ADC, =(n—-A))C,

u,

J olmak {iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
v

g0z Oniine alinsmn. C, :(

B

veya

[UI—i_VIJ (H]
:uO
u, +v, -

1
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bulunur. Uyumluluk geregi
p=20

ve
u, =-v,

alinmalidir. O halde,

1
C =y )

III. (1.4) sisteminin Gi¢iincli denklemi

(A, —A)C, = (u—1)C, - A,C, —A,C,

g6z oniine alinsin. C, = (uzj olmak iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa
Vs
1 1)(u, 1 0 0)1
=-u, —-u,
1 1)\v, -1 -A 0){-1
veya

(u2+v2j ( -u, j
u,+v, u, +Au,

bulunur. Uyumluluk geregi

A
u =-—u,

2
ve buradan da

A
u, =—

u,—Vv
0 2
2

alinmalidir. O halde, u,y = v, olmak lizere

_A A
C A C—ul>r Y
L=, A ve C,=u,| 2 .

2! :

IV. (1.4) sisteminin dordiincii denklemi

(A, —ADC; =(n-2)C, -AC —AC -AC,

u
g0z Oniine alinsimn. C, :( 3] olmak {iizere bilinenler denklemde yerine yazilirsa

\E
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veya

2

{u3 + V3j ~ _Auo + Z'YLIO
—2yu, 5 Y%

U, +V,

bulunur. Uyumluluk geregi
_AQR-A)
8
alinmalidir. O halde,
A(A+2)
C,=u, 8 .
A(2-A)
8
Bu sekilde islemlere devam edilirse (2.28) denklem sistemi icin ikinci asimptotik
¢O0zim

A(A +2)

o 1 Azl 8 1
X =0 A/ A(2 A"

formunda elde edilir. Dolayisiyla

{ A A(A+2) }
v,=ue | l-—+———+...|.
2s 8s

Burada (2.24) ve (2.26) kullanilirsa, (2.22) denkleminin y, ¢oziimii

—uge C+2 _/ A(c+2) A(A+2)(c+2)
y 4Xc+% 32Xc+2 :

olarak bulunur. Boylece genel ¢6ziim

Yy=¢y,+6Y,
e .
—opest x A / A(c +22) A(A+2)C(+CZ + 2)
457 32x

iﬁx, %[ _A+2)  AA+2)(c+2)
4Xc+% 32XC+2
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(2.22) denklemi c=1 0zel durumu i¢in literatirde ‘Airy Denklemi’ olarak
bilinmektedir. Yukarida elde edilen asimptotik ¢oziimde ¢ =1 alindiginda bulunan sonug,
birinci boliimdeki Ornek 1.2° de verilen Airy denkleminin asimptotik ¢dziimiiyle
uyumludur.

Bu boliimde son olarak
y'(x)+{k+1(x)} y(x)=0

denkleminin ¢ozlimleri i¢in
j Ir(t)|dt = O(x")

0zelliginin saglanmasi durumunda asimptotik formiiller elde edilmistir. Literatiirde benzer

sonuglar farkli kosullar altinda ispatlanmistir (Teorem 1.4- 1.6).

Teorem 2.1:
Y' () +{k+1(x)} y(x)=0 (2.30)

denkleminde k = -a*, o >0 ve

o0

[lr®]dt=0x") . (p>0) (2.31)

X

alinsin. Bu durumda (2.30) denkleminin ¥, (x) ve ¥,(x) ¢oziimleri

¥ (x)=e* [1+0(x )], ¥/ (x) =ae™ [ 1+0(x )] (2.32)
ve

¥,(x)=e [1+0(x )], W, (x) =—oe [ 1+0(x )] (2.33)
olacak sekilde mevcuttur.
Ispat: k =—o’, o >0 icin

y'(x)+ky(x) =0
denkleminin W(®,,®,)(x) =1 saglayacak sekilde iki lineer bagimsiz ¢oziimii ®,(x)=e™
ve O,(x)=—e" / 200 olarak segilebilir. Bu durumda Ozellik 1.2° ye gore (2.30)

denkleminin ¥ (x) ¢6ziimii, ¢, =1 ve ¢, =0 almnirsa

W) = +£I fe e I e (e (2.34)
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bulunur. Burada a, [O,oo) aralifinda herhangi bir sabit sayidir. (2.34)’ {in her iki tarafi

“e **” ile carpilirsa
1 a
e W) =1+—[{1-e "t r(t)e P (t)dt
(x) ml{ br(He " w(t)
1 a
<1+— | r(t)e ™ P(t)dt
- j (D (1)
Eger x <a ise

e—(lX

1 a
P(x)| <1+— | [r(t)[e ™ |W(1)|dt
()| 20L£|()| ¥
elde edilir. Teorem 1.1(Gronwall Teoremi)’ e gore

e*QX

¥ (x)| < exp {%“r(tﬂdt} .

O halde (2.31)’ den

o0

j [e(t)]dt < f|r(t)| dt=0(x"") (2.35).

X

Bu son esitsizlik ve tistel fonksiyonun seri agilimi1 kullanilarak

e—o.x

P(x)| < exp {T|r(t)|dt} <exp{O(x ")} =1+0(x ")

veya
[ ()| <e™ {1+0(x )} (2.36)

bulunur. Simdi (2.34) esitligindeki
I = [e O Or() W (tdt

Ve

I = [ r()W(tdt

X

integralleri ayr1 ayr1 incelensin. Buna gore;

ie““"”r(t)‘l’(t)dt

X

< je““-‘) |r(0)[| ¥ (1) dt

X

I|=

esitsizliginde (2.36) kullanilirsa
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L] < Te‘“ r(D)]{1+O0(t™")}dt =™ {T|r(t)| dt+0 [T|r(t)| tpdtJ} .
Son terim

¢} @lrf—:)ldtJ < O@|r(t)| dtj =0(x")
oldugundan

[ =e”0xT") (x>

je““"’”r(t)‘l’(t)dt

X

a
< J‘ea(t—x)

X

L|=

r(t)||W(t)|dt

esitsizliginde (2.36) kullanilirsa

a

|12| < eaxJ‘eza(t—x)

r(t)[{1+O(t™)}dt

r(t) {1+ O(t™")}dt

<e™e?™ {T r()|dt+O U t‘pr(t)dt}

X

X
a

< eaxICZQa
X

O halde, (2.31) ve (2.37)’ den
L, =e"0(x") (x> )
Elde edilen (2.38) ve (2.39) degerleri (2.34)’ te yerine yazilirsa
P(x)=e" {1+0(x ")

Buna gore

Y, (x) =¥ (x)

(2.37)

(2.38).

(x > ).

(2.39).

(x >o0).

olarak tanimlanirsa (2.32) esitliklerinden birincisi saglanmis olur. W (x)’ i belirlemek i¢in

ise (2.34)’ iin tiirevi alinir:
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¥/ (x) = P'(x) = o™ +i[11’ - 12’}
200

=ae™ + i {e‘“ I e_‘“r(t)‘l’(t)dt} - {e_‘“ T e‘“r(t)‘P(t)dt}

X

=oe™ + 2L {oce“X T e “r(H)P()dt —r(x)¥(x) + ae™™ T e“r(t) P (t)dt + r(x)‘I’(x)}
a

ax | 1
=oe +E[Il +Iz]

= ae” {1+0(x ")}

Boylece (2.32)’ nin ikinci kismi1 da saglanmis olur. Ayrica,
¥ (x)=e” {I+0(x ")} (x> )

¢ozlimiinlin olduk¢a biliylik bir b sayisi igin sifir yerinin olmadig [b,oo) araligi

tanimlanabileceginden ve

—2 ox

{1+ O(X-P)}

T‘P(t) dt j

dxéje_zw‘dx =— = <
b

oldugundan Ozellik 1.3” e gore bu aralikta (2.30) denkleminin ¥, (x) ¢dziimii mevcuttur:
W, (x) = 20, () {¥, ()} dt (2.40)

=20e” {1+0(x ™)} [ {1+ 0(t™)} " dt

e—2 at
—dt

=20e™ {I+0(x ) s

8 Ht==—m8 x =38

<20 {1+0(x )} j e 2" dt

X

1 -p
—= {1+0(x )}
=e ™ {1+0(x ™)}

=20e™

Burada (2.40) esitligi, (2.33)’ {in birinci kismini tam olarak elde edebilmek i¢in (1.36) dan
sabit kat1 kadar farkli alinmistir. (2.33)’ {in ikinci kisminin ispati ise (2.40)’ 1n tiirevi

alinarak bulunur.
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¥ (x) =209, (x)of{ql1 (O} dt—20,(x) {¥,(x)}
=2a’e™ {1+0(x ") Te-zm {1+0(t" P)} dt—2a{¥,(x)}"

<20’ {1+0(x ")} j e " dt— 20 {1+0(x ")}

X

—20x

— 220%™ 62—a{1 +O(x ™)} 206 {1+0(x ")}
=—ae™ {I+0(x ")}
Teorem 2.2:
y”(x)+{k+r(x)} y(x)=0 (2.41)
denkleminde k = a*, a >0 alinsin ve (2.31) saglansin. Bu durumda (2.41) denkleminin
Y, (x) ve ¥,(x) ¢oziimleri
¥, (x) = [1+0(x ") ], ¥/ (x) =iac [ 1+0(x ) | (2.42)
ve
¥, (x) = [1+0(x )], W, (x) =—ioe [ 1+0(x )] (2.43)
olacak sekilde mevcuttur.
Ispat: k=0, a.>0 icin
y'(x)+ky(x) =0
denkleminin W(®,,®,)(x) =1 saglayacak sekilde iki lineer bagimsiz ¢oziimii ®,(x)=e"*
ve @,(x)=—e"" / 2ia. olarak almabilir. Bu durumda Ozellik 1.2° ye gore (2.41)

denkleminin ¥ (x) ¢6ziimii, ¢, =1 ve ¢, =0 almirsa

W(x) = e 4 | {ei“(“) — et } ()P (t)dt (2.44)
210

X

bulunur. Burada a, [0,00) araliginda herhangi bir sabit sayidir. Esitligin her iki tarafi

« _—iax 9

e ile carpilirsa
e PP (x) = 1+— j e e (1) P(t)dt (2.45).

Buradan mutlak deger alinarak



84

1 a
[Peo <1+ j [e(t)| [P ()| dt
bulunur. Teorem 1.1(Gronwall Teoremi)’ e gore
1 a
|‘~P(x)| <exp {££|r(t)|dt} .

O halde, (2.35) ve iistel fonksiyonun seri agilimi kullanilirsa
Y(x)=1+0(x"")
olarak elde edilir.

Simdi (2.45) esitligindeki
I, = j e r()W(H)dt
ve

L= [e“e ™ r(t)¥(t)dt

A ey £

integralleri ayr1 ayr1 incelensin:

je’i“tr(t)‘l’(t)dt

X

I|=

< [[rf[ e e < f[r(o)]de + O[ﬂr(t)hpd‘[}

X X X

esitsizliginde (2.31) ve (2.37) kullanilirsa

[[=0(x") (x > o0) (2.46).

a

[ee  r(t)¥ (t)dt

X

L|=

< j|r(t)| W (t)fdt < T|r(t)| dt+0 (T|r(t)| t‘pdtj

esitsizliginde (2.31) ve (2.37) kullanilirsa
L,=0(x") (x > o) (2.47).
Elde edilen (2.46) ve (2.47) degerleri (2.45)’ te yerine yazilirsa

P(x)=e“ {I+0(x ")} (x>w) (2.48).

Ayrica, Ozellik 1.2° de ¢, =0 ve ¢, =—2io alinarak (2.41) denkleminin ikinci ¢oziimii

—iox 1 t io(x—t io(t—x
O j {070 —e I (n)E(tdt (2.49)

bulunur. Bu ¢6zlime de benzer islemler uygulanirsa
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gx)=e ™ {1+0(x ™)} (x—>x)
olacak sekilde elde edilir.

Boylece, ¥ (x) ve &(x)’ in bir lineer kombinasyonu

C(x):=v¥(x)+PE(x)
olmak iizere (y ve P keyfi sabitler); y=1, B =0 alinarak (2.41) denkleminin ¥, (x)
¢ozlimii ve y =0, B =1 alinarak (2.41) denkleminin ¥,(x) ¢oziimii elde edilir. Boylece

(2.42) ve (2.43)’ iin birinci kismi ispatlanmus olur. ikinci kisimlarim ispat1 ise Teorem 2.1’

deki gibi (2.44) ve (2.49)’ un tiirevleri alinarak yapilir:

¥'(x) =ioe™ + L {iocei"‘x J- e “r(t)P (t)dt +ioe ™ J- ei“‘r(t)‘{’(t)dt}
2io

X X

=ioge™ +%ei°"‘ { j e “r(t) P (t)dt + e H j ei‘“r(t)‘{’(t)dt}

X X

=iae {1+0(x ")}

Bu teorem yardimiyla asagidaki problemde Bessel diferensiyel denkleminin asimptotik
¢Oziim formu incelenecektir.

Problem 2.7:

X*W"(x) +xw'(x) + (x* =y*)w(x) =0 (2.50)
seklindeki Bessel diferensiyel denkleminin reel degerli ¢oziimii w(x) olsun (y reel sabit).
Bu ¢6zlimiin;

w(x) = x 2y(x) 2.51)

doniistimiint kullanarak, ¢ ve 0 reel sabitler olmak iizere

w(x) = cx /2 sin(x +0) + O(x 72)
formunda oldugunu gosteriniz.
Ispat:
Oncelikle (2.50) denklemine (2.51) doniisiimii uygulansin. Bunun igin (2.51)

kullanilarak w'(x) ve w"(x) tlirevleri belirlenir:

My %2y

w'(x) =—%x 2y +x/2y

Ve
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"(x)—%x 7y x/y+x/2 !

Bu degerler (2.50) denkleminde yerine yazilirsa

y'(x) +{1+%} y(x)=0 (2.52)
X
denklemi elde edilir. Burada,
_1
€= 2 Y.

2

Dikkat edilirse (2.52) denklemi k:=1 ve 1r(x) :=£ olmak tizere (1.39) formundadir.
X

Ayrica,

j|r(t)|dt=jt%dt:—% =%=0(x‘1).

Dolayisiyla Teorem 2.2° de verilen kosullar saglanmaktadir. O halde, (2.52) denkleminin
¢Ozumu
y(x) =¢, ¥, (x) +¢,¥,(x)
=c,e™ {1+0(x )} +c,e ™ {1+0(x ™)}

formundadir. (2.51) kullanilirsa
w(x) = xf% [cl (cosx +1isinXx) {1 + O(x"l)} +c,(cosx —isinx) {1 + O(X_l)}]
—x {Acosx +Bsinx}+ O(X_%)
bulunur (sinx = O(1), cosx = O(l), x — ). Burada,

A = (Cl + Cz)a
B:=i(c,—c,)

Biliniyorki;

(2.53).

) D
sin=————— ve cosO:=

C’+D? \JC?+D?
olmak iizere
Ccosx+Dsinx =+/C* + D’ sin(x +0)
¢ dir (C ve D sabitler). Buna gore (2.53)’ ten
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JA?+B =2 e,
esitligi elde edilir ve w(x) ¢oziimii,
w(x) = x 2 {Acosx+Bsinx}+ O(xf%)
—2 e x 2 sin(x +0) + O(x 2)
—ox 2 sin(x +0) +O(x 2)
yani
w(x) = cx /2 sin(x +8) + O(x 2)
formunda bulunur. Burada
c=2cc,,

¢, +c, +O(x™)

sin0 = ,
J4c,c, +O(x™)
o -1

cos0:= 16, —¢)+ O ) .

Ve, +O(x7")



3. SONUCLAR

Bu caligmanin literatiire katkilar1 asagidaki sekilde 6zetlenebilir:
1. “Konfluent hipergeometrik denklemi ” olarak bilinen
zy"+(c—z)y'—ay=0
denkleminin z — oo i¢in asimptotik ¢éziimleri seri yontemiyle elde edilmistir.
2. zy"—(1+2)y' +2’y=0
denkleminin z— oo i¢in asimptotik c¢oziimleri hesaplanmis ve yakinsaklig
arastirilmistir.
3. Birden fazla parametre igeren denklemlerin asimptotik ¢oztimleriyle ilgili olarak
y' —pe’y —py =0
denkleminin pL—>00 i¢in asimptotik ¢Oziimii bulunmus ve yakinsaklig
arastirilmistir.

4. Serilerle ¢6zlimiin zor ya da kullanigsiz oldugu bazi durumlarda, 6rnegin
y'(x)+ {k +(x+ 1)_d} y(x)=0
denklemi i¢in Liouville doniisiimii kullanilarak asimptotik ¢6ziim elde edilmistir.
5. ¢>0 ve 0<x <o olmak iizere
y'(x)—ey(x) =0
denkleminin Liouville donilisimii kullanilarak asimptotik ¢Oziimiiniin yapisi
belirlenmistir.
6. ¢>0 ve 0<x <o olmak iizere
y'(x)=xy(x)=0

denklemi, baz1 6zel doniisiimler yardimiyla
X'= (ZAkz‘ij
k=0
formundaki denklem sistemine doniistiiriilerek asimptotik ¢6ziimii bulunmustur. Bu

denklem c=1 06zel durumu i¢in literatiirde “Airy Denklemi” olarak bilinmektedir.

Elde edilen ¢oziimler c =1 i¢in Airy denkleminin mevcut asimptotik ¢éziimleriyle
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uyumludur.

k=-a?, aa>0 olmak lizere
[[rolde=0(x)
kosulu altinda
y'(x)+ {k + r(x)} y(x)=0
denkleminin ¥, (x) ve ¥, (x) asimptotik ¢6ziimlerinin
W, (x) =" [1+0(x ") |, Wi(x) = ae™ [ 1+0(x ) |
ve
¥,(x)=e ™ [1+0(x ™) |, ¥, (x) =—ae ™ [1+0(x ™) ]

seklinde oldugu ispatlanmistir.

k=0, a>0 olmak iizere

T|r(t)|dt =0(x")

kosulu altinda

y'(x)+ {k + r(x)} y(x)=0
denkleminin ¥, (x) ve V¥, (x) asimptotik ¢oziimlerinin

¥, (x) = [1+0(x ™) |, Wi (x) =iae™ [1+0(x ") |
ve

W, (x) = [1+0(xP) |, Wh(x) =—ioe ™ [1+0(x )]
seklinde oldugu ispatlanmistir. Bu sonug¢ kullanilarak Bessel denklemi olarak
bilinen

X*w(X) +xw'(x) + (x> =y )w(x) =0
diferensiyel denkleminin asimptotik ¢6zlimii,

W(x) = ex /2 sin(x +0) + O(x 2)

formunda bulunmustur.



4. ONERILER

1. X':zr(ZAkz‘ij

k=0
sisteminde A, matrisinin katl 6zdegerlere sahip olmasi durumunda asimptotik
¢ozlim arastirilabilir.
2. [C] , sabit bir matris ve [R(x)]_, [0,00) arahiginda siirekli bir matris olmak iizere
R(x)>0 (x> »)

Ve

T’R(j) (x)’dx <, j=1,2

0

alisin. Bu kosullar altinda
Y'(x) ={C+R(x)} Y(x)
sisteminin asimptotik ¢6ziim formu incelenebilir.

3. k # 0 herhangi bir reel say1 olmak {izere
y'(x)+{k+1(x)} y(x)=0

denklemi i¢in
j [r(t)|dt = o(x ")

kosulu altinda asimptotik ¢6ziim arastirilabilir.

4. creel olmayan sifirdan farkli bir sabit olmak iizere
Y () +{c +1(x)} y(x) =0

denklemi i¢in
I|r(x)|p dx <o, p>1
0

kosulu altinda asimptotik ¢6ziim arastirilabilir.

5. y'(x)+1r(x)y(x)=0
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denklemi i¢in
[tlr(v]dt=0(x)

kosulu altinda asimptotik ¢6ziim arastirilabilir.

Y'(0)£*(0)y(x)=0
formundaki denklemlerde
d(x)=1/x", 1/logx, x, ¢*, logx
durumlarinin olmas1 halinde asimptotik ¢oziimler arastirilabilir.

. ¢;j reel sabitler olmak iizere n. mertebeden
vy (x)+ {c1 + rl(x)} yO P (X) 4.+ {cn +1, (x)} y(x)=0

denklemi i¢in
”rj(x)‘dx <o (X > o)
0

kosulu altinda asimptotik ¢6ziim arastirilabilir.
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     Bu çalışmada ikinci mertebeden 





formundaki lineer diferensiyel denklemler için asimptotik çözümler elde edilmiştir.

     Birinci bölümde, denklemde verilen bağımsız değişkenin sonsuza yakınsaması halinde farklı formdaki sistemler için kullanılabilecek seri çözüm yöntemlerine yer verilmiştir. Ayrıca bu yöntemlerin uygun olmadığı durumlar için bazı asimptotik formüller ve ilgili teorik yaklaşımlar sunulmuştur.

     İkinci bölümde, verilen yöntemler ve dönüşümler kullanılarak bazı özel diferensiyel denklemler için asimptotik çözümler ve formüller elde edilmiştir. Ayrıca elde edilen çözümlerin yakınsaklığı incelenmiştir.



Anahtar Kelimeler: İkinci mertebe lineer diferensiyel denklemler, asimptotik çözüm







































SUMMARY



          The Asymptotic Solutions of Second Order Linear Differential Equations



     In this thesis, asymptotic solutions for second order linear differential equations of the form 



                                            

are obtained.

     In the first part, series solutions for the systems of different forms are given to yield information about the solution for large values of the independent variable given in equation. For the case where series solutions are not suitable, some asymptotic formulas and related theoretical results are also introduced.

     In the second part, asymptotic solutions and formulas for some special differential equations are obtained using the methods and transformations given in the first part. Convergence of the solutions is also investigated.

	

Key Words: Second order linear differential equations, asymptotic solution





























SEMBOLLER DİZİNİ





               	: Euler sayısı, yaklaşık değeri 2,71828183





	: 



	: x’ in mutlak değeri



	: x, x0’ a yaklaşırken

sgn(x)	: x’in işaret fonksiyonu
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