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OZET

Tezde t-normlar ile ilgili asagidaki konular incelendi:
1. Carpim kismen sirali kiimeler iizerindeki t-normlarin direkt c¢arpim tanimi
verilerek, carpim t-normlarinin hangi kosullar altinda idempotent, nilpotent, sifir bolen

elemanlara ve Arsimedyan, Pseudo-Arsimedyan gibi 6zelliklere sahip oldugu incelendi.
2. [0,1]" tizerindeki herhangi stirekli bir t-normun [0,1] iizerinde siirekli n tane

t-normun direkt ¢arpimi olmas1 gerekmedigi 6rneklerle gosterildi.
3. anb=0 , avb=1 , T(a,a)=a ve T(b,b)=b olacak sekildeki a,belL

elemanlarinin varliginin 7’ nin direkt pargalanmasini gerektirmedigi 6rneklerle gosterildi.

4. Tam kafesler iizerindeki t-normlarin i¢ direkt ¢arpiminin tanimi verilerek, tam
kafesler tizerindeki t-normlarin dis ve i¢ direkt carpimlari arasindaki iliski aragtirildu.

5. Bir siirli kismen sirali kiime veya siirli kafes iizerindeki bir Pseudo-Arsimedyan
ve kisaltmali olmayan bir t-normun nilpotent elemana sahip olmasi gerekmedigi 6rneklerle
gosterildi.

6. Bir L tam kafesi lizerindeki sonsuz v - dagilmali t-normun direkt par¢alanmasi ve
L nin birim elemaninin direkt par¢alanmasi arasindaki iligki incelendi.

7. v - dagilmali veya sonsuz v - dagilmali t-normlara sahip olmayan bazi tam kafes

ornekleri verildi.

Anahtar Kelimeler: Sinirli Kismen Sirali Kiime, Kafes, Carpim Kafesleri, T-norm



SUMMARY
Triangular Norms on Product Lattices

In this thesis, the following questions on product lattices are studied.

These are :

1. By given definition of the direct product of t-norms on product posets, it has been
investigated that on which conditions the product t-norms have idempotent, nilpotent, zero

divisor elements and the properties Archimedean, Pseudo- Archimedean.
2. It has been shown by some examples that any continuous t-norm on [O,l]n does not

have to be a direct product of n continuous t-norms on [0,1] .
3. It has been shown by some examples that the existence of a,b e L with anb=0 ,
avb=1, T(a,a) =a ve T(b,b) =b don’t imply the direct decomposability of 7.

4. A definition of an internal direct product of t-norms on complete lattices have been
given, a relation between the external and the internal direct products of t-norms on
complete lattices have been studied.

5. It has been shown by some examples that a pseudo-Archimedean and non-
cancallative t-norm on a bounded poset or bounded lattice does not have to be nilpotent
elements.

6. A relation between direct decompositions of an infinitely v -distributive t-norms
on complete lattices L and direct decompositions of the neutral element of L has been
investigated.

7. Some examples of t-norms which are not v -distributive or infinitely

v -distributive have been given on some complete lattices.

Key Words: Poset, Lattice, Product lattices, Triangular Norms
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1.GENEL BILGILER
1.1. Giris

Ucgensel normlar bazi metrik uzaylarda elemanlar arasindaki uzakligi rakamlarla
gostermek yerine, daha genel bir ifade ortaya koyma ihtiyaci ile ortaya ¢ikmustir

Ucgensel normlarm tarihi Karl Menger tarafindan 1942’ de yapilan “Statistical
metrics” adli caligmayla baglamistir. Karl Menger, iki eleman arasindaki uzakligin
rakamlar yerine daha genel bir ifadenin kullanilabilecegi metrik uzaylar insa etmistir.
Ucgensel normlar, klasik iiggen esitsizliginin daha genel yapilara genellestirilmesi igin
olusturulmustur.

Ucggensel normlar, probalistik metrik uzaylar teorisinde 6nemli bir rol oynar.
Berthold Schweizer ve Abe Sklar, 1958, 1960, 1961 yillarindaki ¢alismalarinda tiggensel
normlarin bugiinkii kullanildig1 aksiyomlarin1 vermislerdir.

Fonksiyonel denklemler ile ilgili olarak, {iggensel normlar birlesmelilik denklemiyle
yakindan ilgilidir. Bu alanda ilk ¢aligma 1826 yilinda N.H. Abel tarafindan yapilmistir.
Daha sonraki calismalar 1909 da L.E.J. Brouwer, 1930 yilinda Cartan, 1949 ve 1961
yillarinda J. Aczel ve 1954 yilinda M. Hosszu tarafindan yapilmistir. Ozellikle Janos
Aczel’ in monografisi (hem almanca hem Ingilizce versiyonu) iicgensel normlarin
gelisiminde ¢ok 6nemli bir etkiye sahiptir.

Arastirmalarin bir bagka yonii, bazi dogal fonksiyonel denklemlerin ¢oziimii olarak
ticgensel normlarin parametrelendirilmis ailelerinin belirlenmesidir. Bu alandaki en iyi
calisma M.J. Frank’in 1979 yilindaki Frank’in fonksiyonel denklemi olarak adlandirilan
denklemin tek ¢oziimii olan Frank iicgensel norm ve konormlarin ailesinin ispatlandigi
caligsmasidir.

Topolojik yar1 gruplarla baglantili olarak, nilpotent elemanin mevcut olmadigi, sinir
noktalarinin (ayn1 zamanda annihilatér ve neutral elemanin) sadece idempotent elemanlar

oldugu baz1 yar1 gruplarin karakterizasyonu, 1955 te W.M. Faucett tarafindan yapilmistir.

B. De Baets ve R. Mesiar [3] deki caligmalarinda carpim kafesi iizerindeki

t-normlarin direkt ¢arpim kavramini aragtirmislar ve bir ¢carpim kafesi tizerinde t-normlarin



direkt ¢arpimi olan v - dagilmali t-normlarn karakterize etmislerdir. B. De Baets ve R.

Mesiar yine ayni ¢alismalarinda su problemi ortaya koymuslardir:
Problem 1: [0,1]2 tizerindeki herhangi siirekli bir t-norm [0,1] tizerindeki siirekli

t-normlarin direkt carpimi midir?

S. Jenei ve B. De Baets [6] > daki ¢alismalarinda B. De Baets ve R. Mesiar tarafindan

ortaya konulan Problem 1’ i incelemisler ve [0,1]" tizerindeki herhangi siirekli bir

t-normun [0, 1] tizerinde stirekli n tane t-normun direkt ¢arpimi olmadigini gostermislerdir.
S. Jenei ve B. De Baets yine ayni ¢alismada su problemi ortaya koymuslardir:

Problem 2: T, L carpim kafesi {izerinde bir t-norm olsun. anb=0 , avb=1 ,
T (a,a) =aveT (b,b) =b olacak sekildeki a,b e L elemanlarinin varligi 7’ nin direkt
pargalanmasini gerektirir mi?

S. Jenei ve B. De Baets’ in [6] de ortaya koyduklar1 Problem 2’ yi F. Karacal ve D.
Khadjiev [8] > deki calismalarinda arastirmislardir.
Yine B. De Baets ve R. Mesiar’ [3] > deki calismalarinda ortaya koyduklari

asagidaki problemi Z. Kun-Lun, L. Dong-Hai ve S. Li-Xia [12] ve F. Karagal [9] > daki

calismalarinda ¢6zmiislerdir:

Problem 3: Bir siirli kismen sirali kiime veya sinirli kafes iizerindeki bir Pseudo-
Arsimedyan ve kisaltmali olmayan bir t-norm nilpotent elemana sahip midir?

Tezde bu problemlerin ¢oziimleri de incelenmistir.

Ayrica tam kafesler lizerindeki v- dagilmali ve sonsuz v- dagilmali t-normlar

lizerine bir¢cok caligsma [1, 7,10,18] vardir.

Tezde t-normlar ile ilgili su konular incelendi:
Carpim kismen sirali kiimeler iizerindeki t-normlarin direkt ¢arpim tanimi verilerek,
carpim t-normlarinin hangi kosullar altinda idempotent, nilpotent, sifir bolen elemanlara ve

Arsimedyan, Pseudo-Arsimedyan gibi 6zelliklere sahip oldugu incelendi.

[0,1]" tizerindeki herhangi siirekli bir t-normun [0,1] iizerinde siirekli n tane
t-normun direkt ¢arpimi olmas1 gerekmedigi 6rneklerle gosterildi.

anb=0 , avb=1 , T(a,a)=a ve T(b,b)=b olacak sckildeki a,belL

elemanlarinin varligimin 7’ nin direkt parcalanmasini gerektirmedigi 6rneklerle gosterildi.



Tam kafesler tlizerindeki t-normlarin i¢ direkt carpiminin tanimi verilerek, tam
kafesler lizerindeki t-normlarin dis ve i¢ direkt carpimlar1 arasindaki iligki arastirildi.

Bir sinirlt kismen sirali kiime veya sinirl kafes {izerindeki bir Pseudo-Arsimedyan ve
kisaltmali olmayan bir t-normun nilpotent elemana sahip olmasi1 gerekmedigi 6rneklerle
gosterildi.

Bir L tam kafesi iizerindeki sonsuz v - dagilmali t-normun direkt par¢alanmasi ve L
nin birim elemaninin direkt parcalanmasi arasindaki iliski incelendi.

v - dagilmali veya sonsuz V- dagilmali t-normlara sahip olmayan bazi tam kafes

ornekleri verildi.

1.2. Kismen Siral Kiimeler

Tanmm 1: J# L bir kiime, <, L lizerinde bir bagint1 olsun.
P1) Vxe L igin (x,x)e< ( yansima ozelligi )
P2) Vx,yeL i¢in (x,y)e< ve (y,x)e< = x=y (ters simetri 6zelligi )
P3) Vx,y,zeL (x,y)e< ve (y,z)e< igin (x,z)e< ( gecisme ozelligi )
Bu ii¢ sart saglanirsa (L,<) ye bir kismen sirali kiime denir.
(x,y) e< < x <y ile gosterilir.
Tamm 2: Bir kismen sirali kiimede herhangi x ve y elemanlar igin x <y ise bu

taktirde “ y eleman1 x elemanini igerir” denir.

Tanim 3 (Duallik Prensibi) : Herhangi bir kismen siralamanin terside bir kismen
siralamadir.

Ornek 1:

(i) (Z,<) bir kismen sirah kiimedir.

(it) (R,<)bir kismen sirali kiimedir.

(iii) X #@ bir kiime ise bu takdirde, (2*,<) bir kismen sirali kiimedir.

(iv) G bir grup ve 4(G) = {H | H< G} ise (A(G),g) bir kismen sirali kiimedir.
(v) (R,+,.) bir halka ve A(R)={I | I,R de bir ideal | ise (A(R),<) bir kismen

siralt kiimedir.



Tanmm 4 : P, ve P, iki siirl kismen sirali kiime olsun.

P x P, tizerindeki kismi sira bagintis1 <, asagidaki sekilde tanimlanir:

(xl,yl)ﬁ(xz,yz) XS X, Ve y S,
Eger L, ve L, iki sinirli kafes ise onlarin ¢arpimlar: da bir sinirh kafestir.

L, x L, uzerindeki A,v asagidaki sekilde tanimlanir:
(2 3) A (x.3,) = (3 A %0004, 3,)
(xlayl)v(xzayz) :('xl Vi X, YV, yz)

{Li| iel } tam kafeslerin bir ailesi olsun. []Z, kartezyen ¢arpimi iizerindeki

iel

infumum ve supremum asagidaki sekilde tanimlanir:

AX =| A X v x =|vx VGQI{XIX.A TE }C L. icin
reQ * (rEQ lr)iel > e 7 (rEQ lr)iel ‘ ( ZT)IEI | Q _113 i 1610,

[1L, kartezyen garpimi yukaridaki infumum ve supremum ile birlikte bir tam kafes

iel
formundadir. Bu kafes L, nin direkt ¢carpimi olarak adlandirilir.

Tanim 5 : (L,S) bir kismen sirali kiime olsun. Vx,ye L i¢in x< yveya y<x
ise(L,<) ye tam siral veya zincir denir.

Tanmm 6 : P bir kismen siral1 kiime ve X < P olsun.

(i) Eger bir ae X, Vxe X icin a <x olacak sekilde mevcut ise bu a elemanina X
kiimesinin en kii¢iik eleman1 denir ve E.k.e.X ile gosterilir. X kiimesinin en biiyiik elemani
dual olarak tanimlanir ve E.b.e.X ile gosterilir.

(ii) Eger bir a € X icin x < a olacak sekilde x € X mevcut degilse, bu a elemanina
bir minimal eleman denir. X kiimesinde maksimal eleman dual olarak tanimlanir.

Agik olarak en kiigiik eleman bir minimal, en biiylik eleman ise bir maksimal

elemandir. Tersi dogru olmayabilir.

Ornegin; P = {O, X, Y, z} kismen siral1 kiimesi asagidaki gibi verilsin.



Sekil 1. P ={0,x,y,z} kismen siral kiimesi

x eleman1 P kiimesinin maksimal elemanidir fakat en biiylik eleman1 degildir.

Teorem 1 : Zincirlerde bir altkiimenin minimal elemani (varsa) ile en kiiciik eleman,
maksimal elemani (varsa) ile en biiyiik eleman cakisir. Boylece her sonlu zincir bir en
kiigiik (ilk) ve en biiyiik (son) elemana sahiptir.

Tanmm 7 : P bir kismen sirali kiime ve X < P olsun. Eger bir a € P, Vxe X i¢in
x <a kosulunu sagliyor ise @ elemanina X kiimesinin bir iist sinir1 denir. Dual olarak,

Vx e X i¢in b < x kosulunu saglayan b € P elemanina ise X kiimesinin bir alt sinir1 denir.

Tamm 8 : $(X) ile X kiimesinin biitiin Gist smirlarmm kiimesini, ¢(X) ile de X
kiimesinin biitiin alt sinirlarinin kiimesini gosterelim. Eger mevcut ise;

S(X ) kiimesinin en kii¢iik elemanina X kiimesinin supremumu,

E(X ) kiimesinin en biiylik elemanina X kiimesinin infumumu denir ve sirasiyla

SupX ve Inf X sembolleriyle gosterilir. P2 ters simetri 6zelligi ile, eger mevcutsa Inf X

tektir. Buna gore:

(i) $(X)={aeP:VxeXi¢in x <a} olup SupX = Ek.e.d(X) dir.

(ii) ((X)={beP:VxeXi¢in b<x} olup InfX = Eb.e.l(X) dir.

Uyann 1 : Sup {x, y} , Inf {x, y} , SupL ve InfL elemanlan ileride siklikla
kullanilacagi i¢in kolaylik agisindan asagidaki gosterimleri kullanacagiz:

(7) Sup{x,y} =XVy, Inf{x,y} =XAY

(ii) L bir kafes olmak tizere, eger mevcut ise SupL =1, InfL =0

(iii) P, 0ve 1 1i bir kismen sirali kiime ise P’ ye sinirli kismen sirali kiime denir.

(iv) L,0ve 11ibir kafes ise L’ ye sinirli kafes denir.



1.3. Kafesler

Tanim 9 : (L,S) bir kismen siral1 kiime olsun.

Ya,b e L igin, sup {a,b} = Ek.e.9{a,b} ve inf {a,b} =E.b.e./{a,b} mevcut ise
(L,<) ye kafes denir.

Tamm 10 : (L,<) bir kismen sirali kiime olsun.

VX c L igin Sup (X) ve Inf (X) meveut ise, (L,<)’ ye tam kafes denir.

X =L alindiginda her bostan farkli tam kafesin 0 en kiigiik elemanina ve 1 en biiyiik

elemanina sahip oldugu elde edilir.

Tanmm 11 : (L,S) bir kafes ve X < L olsun.

Va,be X i¢in anbe X ve avbe X i1se X’ e, L’ nin bir alt kafesi denir.

Teorem 2 : L herhangi bir tam kafes ve S asagidaki 6zellikleri saglayacak sekilde L
nin bir alt kiimesi olsun.

(i)leS

(i) TcS=infTeS

Bu takdirde, S bir tam kafestir.

Lemma 1 : Herhangi bir kismen sirali kiimede infumum ve supremum (eger
mevcutsa) islemleri asagidaki 6zelliklere sahiptirler.

(L) : xAx=x,xvx=x ( idempotent 6zelligi )

(L2): xAy=yAx, xvy=pyvx ( degisme Ozelligi )

(L3): xa(yaz)=(xnay)az, xv(yvz)=(xvy)vz ( birlesme 6zelligi )

(Ld): xA(xvy)=xv(xay)=x ( yok etme dzelligi )

Ayrica, x<y & xAy=x ve xvy=y’ dir.

Lemma 2 : Eger P kismen sirali kiimesi bir sifira (en kii¢iik elemana) sahip ise
VxePicin0Ax=0 ve Ov x=x dir.

Dual olarak, Vxe Pigin Inx=x ve lvx=1"dir.

Lemma 3 : Herhangi bir L kafesinde supremum ve infimum islemleri izotondur.

Yani; y,ze L olmakiizere y<z = Vxel igin xAy<xAz ve xvy<xvz dir.

Lemma 4 : Herhangi bir kafesin elemanlar1 modiiler esitsizligi saglar.

Vx,y,zeL i¢in x<z = xv(y/\z)s(xvy)/\z dir.



Tamm 12 : L bir kiime olsun. Eger L iizerinde bir * ikili islemi, birlesme, degisme
ve idempotent eleman 6zelliklerini sagliyor ise, L ye bir yar1 kafes denir.

Lemma 1’ den elde edilen asagidaki sonu¢ dual olarak, supremum i¢in de gegerlidir.

Sonug 1 : P, herhangi iki elemani infimuma sahip olan bir kismen sirali kiime olsun.
Bu durumda P, infimum islemine gore bir yarikafestir. Boyle yarikafeslere infimum-

yarikafes denir.

(13 2

Lemma 5 : x<y:< xoy=x ile tanimlanan bagint1 altinda, “o” ikili islemli
yarikafes bir kismen sirali kiimedir ve xo y = inf {x, y} dir.

Lemma 6 : Herhangi bir L kafesinde asagidaki esitsizlikler saglanir.

Vx,y,z € L igin,

(i) xAr(yvz)z(xay)v(xAaz)

(i) xv(yaz)<(xvy)a(xvz)

Teorem 3 : Herhangi bir kafeste asagidaki 6zellikler denktir.

(L5) Vx,y,z igin x/\(yvz) =(x/\y)v(x/\z)

(L6) Vx, y,z igin xv(y/\z) = (xvy)/\(xvz)

Tanim 13 : Bir L kafesine dagilmali denir << L, teorem 3’ teki (L5) (veya (L6))

| /\
y\/

(a) (b)
M

ozelligini saglar.

Ornek 2 :

Sekil 2. M, ve N, kafesleri

/
|

5



M, ve N, kafesleri dagilmali degildir.

Varsayalim, M dagilmali olsun. Bu takdirde,

xn(yvz)=(xay)v(xaz)
xAl=0vO0
x=0
celiskisi elde edilir. Dolayisi ile M dagilmal kafes degildir.

Benzer olarak, varsayalim N dagilmali olsun. Bu takdirde,

x/\(yvz):(x/\y)v(x/\z)
xAnl=yvO0
X=y
celiskisi elde edilir. Dolayisi ile Ny dagilmali kafes degildir.+
Teorem 4 : Bir dagilmali kafeste cAx=cAy ve cvx=cvy ise x=y dir.

Tamm 14 : Asagidaki ( L7 ) ozelligini saglayan herhangi bir kafese modiiler kafes

denir.

(L7) Vx,y,ze L igin sz:xv(yAz):(xvy)/\z dir.

Agikga, x<z i¢in z=xvz oldugundan, ( L6 ) kuralinda yerine yazilirsa her
dagilmali kafes ( L7 ) 6zelligini saglar.

Uyari 2 : Her dagilmali kafes modiilerdir fakat her modiiler kafes dagilmali degildir.

Ornegin; Sekil 2(a)’ da verilen M kafesi modiilerdir fakat dagilmal degildir.

Tamm 15 : Smirh bir L kafesinde xe L i¢cin xAy=0 ve xv y=1 olacak sekilde
bir ye L mevcutsa y elemanma x elemaninin komplementi denir. Eger L’ deki tim
elemanlarin komplementleri mevcut ise L’ ye komplementli kafes denir.

Tamm 16 : Komplementli, dagilmali bir kafese Boole Kafesi denir.

Teorem 5 : Herhangi bir Boole Kafesi’ nde her x elemani tek bir x' komplementine
sahiptir ve tistelik:

(L8 xAx'=0,xvx'=1

(L9) (x')' =X

(L10) (xvy)':x'/\y' , (x/\y)':x'vy'

ozelliklerini saglar.



Tanmm 17 : L bir kafes olsun. Eger L, A, v, ' islemleri ile (LI ),...,(L10)
ozelliklerinin tamamin1 sagliyor ise, bu taktirde L’ ye bir Boole Cebri denir.

Tanmim 18 : L bir kafes ( veya sup-yar kafesi ) ve & #J < L olsun. Bu takdirde,
asagidaki 6zellikler saglaniyorsa J’ ye L’ nin bir ideali denir.

(i)aeJ ,xel icin x<a ise xeJ

(iiyaed ,beJ ise avbelJ

Tamim 19 : L bir kafes ( veya inf-yan kafesi ) ve & #J < L olsun. Bu takdirde,
asagidaki ozellikler saglaniyorsa J ’ ye L’ nin bir dual ideali denir.

(iYaeJ ,xel icina<x ise xeJ

(ii)aed ,beJ ise anbeJ

Uyan 3 :

d x notasyonu ile { v | yeP ve y< x} kiimesi gosterilir.
T x notasyonu ile { v | yeP ve x< y} kiimesi gosterilir.
Tamm 20 : Bir sonlu C={¢,c,,......c,} , ¢ <¢, <.....<c,, zincirinin uzunlugu

n-1 dir. Genelde bir L kafesinin d(L) uzunlugu L’ deki zincirlerin uzunluklarinin en
kiigiik tist siniridir.

d (L) sonlu oldugu zaman, L sonlu uzunluga sahiptir denir.
p € L elemant i¢in d(p) = d(i p) dir.

Tanmm 21 : Herhangi bir L kafesinde verilen herhangi bir a,b elemanlar1 icin

a A x <b kosulunu saglayan biitiin x lerin kiimesi bir en biilyiik eleman igeriyorsa, L’ ye
bir Brouwerian Kafesi denir.

Tanim 21 asagida verilen teorem 6 ile denktir.

Teorem 6 : Bir tam kafes Brouwerian Kafesi’dir: < Herhangi bir {x,} kiimesi igin
anV x,=V (anx,) d.

Tamim 22 : L, bir sinirh kafes olsun. Eger birxe L, L - {O} kiimesinin bir minimal

elemani ise x € L elemanina bir atom denir.
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Tamm 23 : y = f(x) fonksiyonu verilsin.

Eger x <x, kosulunu saglayan tim x, ve x, i¢in f(x)<f(x,) esitsizligi
saglaniyorsa bu fonksiyona monoton artan fonksiyon, eger f(x,)< f(x,) ise bu
fonksiyona kesin artan fonksiyon denir.

Eger x, <x, kosulunu saglayan tim x, ve x, ler i¢in f(x)> f(x,) ise bu
fonksiyona monoton azalan fonksiyon, eger f(x,)> f(x,) ise bu fonksiyona kesin azalan

fonksiyon denir.

1.4. Sira Morfileri

Tanim 24 :

(i)L’ de herhangi bostan farklh {xl, | ie]} ailesi igin, g(in[f xl,)=infg(xl.) ise

iel

g’ ye inf - morfisi denir.

(ii) L’ de herhangi bostan farkli {xl. | ie I} ailesi icin, g(sup xij =supg(x,) ise

iel iel

g’ ye sup - morfisi denir.

Tanmm 25: ¢: L —> M, L kafesinden M kafesine bir fonksiyon olsun.
xSy:(p(x)Sgp(y)
sart1 saglantyorsa, ¢ ya sira korur veya izoton denir.
(1) Vx,yeL igin p(xv y)=p(x)ve(y) ise ¢ ya sup-morfisi denir.
(1)Vx,yeL i¢in p(xry)=¢(x)A@(y) ise ¢ ya inf-morfisi denir.
(1) ve (1') nin her ikiside gergeklesiyorsa, ¢ ya morfi ( veya kafes morfisi ) denir.

Bir ¢: L - M morfisine;

(i) Birebir ise monomorfi,

(ii ) Orten ise epimorfi,

(iii ) Birebir ve Orten ise yani bir bijeksiyon ise izomorfi,
(iv) L=M ise endomorfi,

(v) L =M olan izomorfiye otomorfi denir.
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Teorem 7 : f:[0,1] > [0,1] déniisiimii i¢in asagidaki 6zellikler denktir:

(i) f artan dniisiim,

(ii) ¥ (x,»)€[0,1] igin f(min(x,y))=min(f(x),f ().

(iii) Y (x,y)e [0,1]2 igin f (max (x,y))=max(/(x), /().

L bir kafes ve g: L — L bir donlisiim olsun. Asagidaki 6zellikler denktir:

(i) gartan doniigiim,

(i) V(x,y)e L’ igin g(xAny)<g(x)ng(y),

(iii) V(x,y)e L’ igin g(xvy)=g(x)vg(y).

Tamim 26 :

(i) Eger V(x,y)el’ i¢in, g(xAy)=g(x)Ag(y) ise g doniisiimiine A- morfisi
denir.

(ii) Eger V(x,y)e L’ i¢in, g(xvy)=g(x)vg(y) ise g doniisiimiine v - morfisi

denir.
Agikga, A ve v - morfisi artan doniisiimlerdir. Fakat tersi dogru degildir.

Ornek olarak;

0

Sekil 3. L= {O,a,b, 1} kafesi

g(0)=0=g(a)=g(b) ve g(1)=1 olsun.

?

g(avb):g(a)vg(b)

g(1)=0v0

1#0
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oldugundan g artan doniisiimii v - morfisi degildir.

Benzer olarak;

g (a)=g"(b)=1=g"(1) ve g"(0)=0 olsun.

g (anb)=g"(a)rng’(b)

g*(O);IAl
0=1

oldugundan g* artan doniisiimii A - morfisi degildir.

Tanim 27 : a ,é/ bveb ;</ a ise a ile b ye kiyaslanamaz denir ve a || b ile gosterilir.

1.5. Ucgensel Normlar (T-Normlar)

Tanmmm 28 : P smirli kismen sirali kiimesi tizerindeki bir t-norm 7', P iizerinde

asagidaki ozellikleri saglayan bir ikili islemdir :

(i) VxeP igin T'(x,1)=x ( birim eleman 6zelligi )
(ii) V(x,y,z)e P’ igin x<yise T(x,z)<T(y,z) ( monotonluk 6zelligi )
(iii) Y (x,y)e P* i¢in T (x,y)=T(y,x) ( degisme Ozelligi )

(iv) V(x, y,z) e P’ icin T(T(x,y),z) = T(x,T(y,z)) ( birlesme 6zelligi )
(i) ve (ii) den P iizerindeki herhangi bir 7' t-normu i¢in 7'(x,y)<x ve T(x,y)<y dir.
Buradan, V(x,y)e P* igin T(x, ) eé({x,y}) dir.

T, ve T,, P tzerindeki t-normlar olmak iizere,
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T, <T,:= V(x,y)e P igin T, (x,y) < T, (x,y) dir.
P bir siirl kismen sirali kiime , T, P iizerinde bir t-norm ve P, c P olsun. T4 P

notasyonu 7" nin B e kisitlanisi i¢in kullanilir.

1.5.1. En Biiyiik ve En Kiiciik T-Normlar

Bir P smirli kismen siral1 kiimesi iizerindeki en kiigiik t-norm;

x, y=1 ise
T, (x,y)=4y, =x=1 ise
0, Aksi takdirde

P tizerindeki herhangi bir 7' t-normu i¢in 7,, <7 dir.
Bir L smurl kafesi lizerindeki 7,, = A islemi en biiyiik t-normdur.
Boylece, L tizerindeki herhangi bir 7' t-normu i¢in 7,, <7 <7,, dir.
Ornek 3 : Asagida sirastyla L =[0,1] iizerinde 7, ve 7, t-normlari verilmistir.
T, (x, y) =Xy
T, (x,y)=max(x+y—10)
Simdi 7, (x, y) =XAy=min {x, y} nin t-norm oldugunu gdsterelim:
(T1) 7, (x,y):X/\y:y/\x:TM (y,x)
(T2) 7, (x,TM (y,z)) =T, (x,yrz)

=xn(ynz)

=(xAy)Az

=T, (TM (x,y),z)

(T3) y <z olsun.

DXAYSXAZ
=T, (x,y)STM (x,z)

(T4) T,, (x,1)=xAl=x dir.
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T, (x,y)=x.y nin t-norm oldugunu gésterelim:
(T1) 7, (x,y) =xy=yx=1, (y,x)

(T2) T, (x,T,(y,2)) =T, (x,y.2)

(T3) y<z olsun.

=>xys<xz
:Tp(x,y)STP(x,z)
(T4) TP(x,l)zx.lzx ¢

Bir C sinirh zinciri tizerindeki en kiigiik t-norm olan 7, sdyle yazilabilir:

T

w

( ) min(x, y) , max(x,y)=1 ise
'x, = . .
4 0 , Aksi takdirde

Herhangi bir L sinirh kafesi tizerindeki Z, ikili islemi soyle tanimlayalim:

XAy xvy=1 ise
Z, (x,y) = i )
0 , Aksi Takdirde

Z, her zaman t-norm degildir.
Ornegin, L ={0,a,b,c,d,e,1} sirh kafesinin Sekil 4” teki gibi verildigi diisiiniiliirse

Z,, L tizerinde t-norm olmaz.
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Sekil 4. L={0,a,b,c,d,e,1} kafesi

bvc=1,barc=e ve ave=a<]1 oldugu i¢in,
Zl(a,Z1 (b,c))zZl(a,e)zo

Diger taraftan;

avb=1,anb=d ,dvc=1ve dAnc=e oldugu i¢in,

Z (Z1 (a,b),c) =Z,(d,c)=e>0

Z, birlesmeli degildir. Dolayistyla Z,, L lizerinde t-norm degildir. ¢

Fakat bir M smirli modiiler kafesi i¢in Z, ikili islemi, M iizerinde her zaman bir

t-normdur. Z,’ in birlesmeliligini gdstermek ispat i¢in yeterlidir.

Z( Z( )) XAyAz , yvz=1 ve xVv(yaz)=Il
X, ,Z)) = . .
] 1Y 0 ,  Aksi takdirde

xXAynz , xvy=1l ve zv(xay)=1
Z|\Z (x,v),z)= ) .
1( 1( y) ) {0 , Aksi takdirde

yvz=1ve xv(yaz)=l iken xvy=1ve zv(xAy)=1 oldugunu gosterelim.

Tersinin ispat1 da benzer sekilde yapilir.

I1k olarak; x v (y Az)=1 ve monoton dzelliginden xv y =1 elde edilir.
Daha sonra, x v (y Az)=1 oldugu i¢in, y =y A (x v(yA Z)) ) dir.

v Az <y vemonoton dzelliginden y =(xAy)Vv(yAz) elde edilir.
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y=(xAy)Vv(yaz) esitliginden y<(x A y)vz elde edilir.
y<(xAy)vz ve z<(xAny)vz esitsizliklerinden de yvz<(xAy)vz elde
edilir.
Sonug olarak, yvz<(xAy)vz olduguicin (x A y)vz=1 elde edilir. ¢
L smirl bir kafes, ee L ve 7,, L lizerinde bir ikili islem olsun. L iizerinde 7,

asagidaki sekilde tanimlansin:

(1)

. XAY , x=1 veya y=1 ise
“|xAyaAe ,  Aksitakdirde

T, , L itizerinde bir t-normdur.

Ozel olarak,

I, =T, ve T, =T,, dir.

Uyar1 4 : [0,1] iizerinde 7,, <T, <T, <T,, dir.

Onerme1: 4, 10,1] = 4 <[0,1] olacak sekilde bir kiime olsun.

%:A*> — A doniisiimiinii, 4 iizerinde Vx,y,z € A4 igin tamm 28’ deki (ii), (iii) ve
(iv) sartlarini saglayacak ve

x*yémin(x,y) (2)
olacak sekilde bir ikili islem olsun.

xxy o, (ny)e(A\{1})

Bu takdirde, T'(x,y) =
min(x,y) , Aksi takdirde

ile tanimlanan 7 : [0,1]2 - [0,1] fonksiyonu bir t-normdur.

Tanim 29 : Bir F:[O,l]2 —[0,1] fonksiyonuna Vx,y,ze[0,1] i¢in tanim 28 deki
(ii), (iii), (iv) ve (2) ozelliklerini sagliyorsa, F ye bir t-alt norm denir.

Her t-norm bir t-alt normdur. Fakat tersi dogru degildir.

Ornegin;

F: [0,1]2 —[0,1], F(x,y)=0 fonksiyonu alt t-normdur. Fakat t-norm degildir.

Ciinkd, bir x#0 i¢in F (x,l) =0 # x oldugundan birim eleman 6zelligini saglamaz.

Onerme 2 :
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(i) Vxe[0,1] i¢in T(x,x)=x esitligini saglayan tek t-norm 7,, minumum
t-normdur.
(ii) Vx e[0,1] igin T(x,x)=0 esitligini saglayan tek t-norm 7;, drastik carpimdir,
Ispat :
(i) VT t-normu igin 7'(x,y)<T,, (x,y)=min(x,y)
vx,y€[0,1] igin 7 (min(x,y),min(x,y))=min(x,y) =T, (x,»)<T(x,y)
Buradan Vx,y €[0,1]" i¢in 7(x,y)=T,, (x,y) =T =T, dir.
(i) (x,»)€[0,]] ve y<x olsun.
0<T(x,y)<T(x,x)=0=>T(x,y)=0
=T (x,y)=T,(xy)
=T =T, dir. ¢
Ornek 4 : [0,1] iizerinde 7,,,7,,7, ve T,, t-normlarmmn n-li genislemeleri asagidaki
gibidir:
T (%, %y, x, ) =min (%, X,,....,.X, )

T, (xl,xz,....,x )le "Xy et X

n n

E(xl,xz,....,xn)=max(zn:xi —(n—l),O]

i=l1

1, (xl,xz,....,xn):

X, J#Eiiginx, =1
0 , Aksitakdirde

Tanmm 30: Bir tiggensel conorm ( t-conorm ) P sinirli kismen sirali kiimesi
tizerindeki iizerinde bir S ikili islemidir ; yani Vx, y,z€ P i¢in tanim 28 deki (i7), (iii),
(iv) ve

(v) §(x,0)=x ( birim eleman &zelligi )
saglayan bir S: P> — P fonksiyonudur.

Ornek 5 : Asagida sirasiyla [0,1] izerindeki S,,,S,,S, ve S, t-conormlar
verilmigtir.

Sy, (x,y)=max(x,y)

Sp(x,y)=x+y—x-y
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S, (x,y)=min(x+y,l)

s, (x,y) _ {l , (x,y) € ]O,l[2 ise
max (x,y) , Aksi takdirde
Uyan 5 : [0,1] iizerinde S,, <S, < S, <5, dir.
Ornek 6 : [0,1] iizerindeki S,,,S,,S, ve S, t-conormlarinin n-li geniglemeleri
asagidaki gibidir :

Sy (xl,xz,....,xn) = max(xl,xz,....,xn)

Sp(x,%y5m0x, )= 1= J(1-x))
i=l1

n
S, (xl,xp....,xn):mm( xi,lJ

i=1

X, , j#iiginx, =01ise
Sp (xlﬂxza'“"xn): o . ¢ .J
1 , Aksitakdirde

1.6. Siireklilik

Tamm 31 : Bir F :[0,1]2 —[0,1] fonksiyonu siireklidir : <> Her yakinsak (x, ),exs >

(7)., €[0,1]" dizisi icin,

Fim . fim, )= im P (x,.2,)

[0,1]2 birim karesi, R’ reel diizleminin bir kompakt alt kiimesi oldugundan
F: [0,1]2 - [0,1] in siirekliligi, F in diizgiin stirekliligine denktir.

Acik olarak 7,,,7,,7, temel t-normlart1 ve onlarin dualleri olan §,,,S,,S,
t-conormlart siirekli fakat 7, t-normu ve S, t-conormu siireksizdir.

Tanmm 32 : Bir F :[0,1]2 —[0,1] fonksiyonuna alt ( st ) yari siirekli denir: <
‘v’(xo, yo) € [0,1]2 ve Ve >0 igin bir 6 >0 sayisi asagidaki 6zellikleri saglayacak sekilde

mevcuttur.(sirasi ile)

F(x,y)>F(xp,y,)—¢, (x,y)e]x, —8,x x|y, =8, ]
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F(x,y)<F(x0,0)+¢, (x,y)e[x),x, + [ %[y, + I

Tamm 33 : Bir £:[0,1]" —[0,1] fonksiyonuna azalmayan fonksiyon denir: <>
X%, ¥, ¥, €[0,1] i¢in x, <x, ve y, <y, = F(x, )< F(x,,y,) dir.

Onerme 3 : Bir F:[0,1]" —[0,1] azalmayan fonksiyonu alt yar: siireklidir : < F
her bir bilesene gore sol siireklidir. Yani her (x,,»,)€[0,1] ve her (x,) .
() . €[0.1]" dizisi igin,

sup{F (x,,5,) | neNj=F(sup{x, | neN},y)

sup{F (x,,3,) | neN}=F(x,sup{y, | neN})

Onerme 4 : Bir F:[0,1]" —[0,1] azalmayan fonksiyonu iist yari siireklidir : < F
her bir bilesene gore sag siireklidir. Yani her (x,,3,)€[0,1]] ve her (x,) . .
(), €[0.1]" dizisi igin,

inf {F(x,.5,) | neNj=F(inf{x, | neN},y)

inf{F(xo,yn) |neN}:F(x0,inf{yn |neN})

1.7. T-Normlarin Ozellikleri

Tanmmm 34 : 7, P smirh kismen sirali kiimesi iizerinde bir t- norm olsun. Bir x € P

elemanina 7 nin bir idempotent eleman1 denir: < 7T'(x,x)=x dir.

T’ nin idempotent elemanlarinin kiimesi / (T ) ile gosterilir.

Her t-normun idempotentleri olan 0 ve 1 elemanlarina trivial idempotent elemanlar
denir. Diger idempotent elemanlara ise trivialden farkli idempotent elemanlar denir.

Eger bir t-normun biitiin elemanlar1 idempotent elemanlar ise bu t-norma idempotent
t-norm denir.

Ornek 7 :

(1) En kii¢lik t-norm trivialden farkli bir idempotent elemana sahip degildir.

(ii) Bir sinirli kafesin A - islemi (en biiyiik t-norm) tek idempotent t-normdur.
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(iii) (1) de tanimlanan 7, t-normunun idempotent elemanlarinin kiimesi asagidaki

sekildedir;

I(T,) = [0.e]u{l}

(a) (b)
Sekil 5. P={0,a,b,c,d,1} kismen sirali kiimesi ve L ={0,a,b,c,i,1} kafesi

(iv) P= {O,a,b,c,d ,1} sinirlt kismen sirali kiimesi Sekil 5(a) daki gibi verilsin.

Agikca, P lizerinde a ve b gibi idempotent elemanlara sahip bir t-norm yoktur.

Varsayalim, 7', a ve b gibi idempotent elemanlara sahip bir t-norm olsun.

T(a,a)=a ve T(b,b)=b dir. T’ nin monotonlugundan 7 (a,a)<T(c,d) ve
T(b.b)<T(c.d) dir.

Buradan, T'(c,d) € 9({a,b}) elde edilir.

Diger taraftan T'(c,d) e (({c,d}) dir.

9({a,b}) N (({c,d}) = & oldugundan geliski meydana gelir. Dolayisiyla iizerinde a
ve b gibi idempotent elemanlara sahip bir t-norm yoktur.

(v) L :{O,a,b,c,i,l} smirh kafesi Sekil 5(b) deki gibi verilsin. L {izerindeki T,

t-normu asagidaki gibi tanimlanir:
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L (uy) o (ny)#@QD)  ise
T"(x’y)_{i L (ny)=(ii) ise

I(T) = {O,i,l} dir.
Onerme 5 : T bir L tam iist yari-kafesi iizerinde bir t-norm olsun. v -sirl kismen

stral1 kiimesi (I (T ) , S) bir tam tist yari-kafestir.

Ispat : {xl. | iel } , T’ nin bostan farkli idempotent elemanlarinin ailesi olsun. 7
bir t-norm oldugu i¢in, Vi € I i¢in T'(x,,x;) = x, olur.

T(supx;,supx;) <supx,

iel iel iel
Diger taraftan 7’ nin monotonlugundan;

T(supx;,supx;) > supx,

iel iel iel

T(supx,,supx,) =supx,

iel iel iel

supx,, T’ nin idempotent elemanidir.

iel

Tanmmm 35 : 7', P sinirhi kismen sirali kiimesi {izerinde bir t-norm olsun. x € P\{O}

elemanina 7’ nin nilpotent elemani denir: <> Bir ne N sayisi X" =0 olacak sekilde

mevcuttur.

T’ nin nilpotent elemanlarinin kiimesi N (T ) ile gosterilir.

Agikea, 1 elemani nilpotent eleman degildir.

Ornek 8 :
(i) En kiigiik t-norm olan 7,, i¢in, N(7;,) =P\{0,1}
(i) Bir siurh kafes tizerindeki en biiyiik t-norm olan 7}, i¢in ,N(7,,) = &
(iii’) (1) de tanimlanan 7, t-normunun nilpotent elemanlarinin kiimesi
N(T,) = {x | xne=0}
(iv) Sekil 5(b) deki L smrh kafesi iizerindeki 7; t-normu igin, N (7;) =L\{0,i,1}

Tamm 36 : T, [0,1] iizerinde bir t-norm olsun. Bir a €]0,1 elemanina 7 nin bir

sifir bdleni denir: < T'(a,b)=0 olacak sekilde bir be ]0,1[ mevcuttur.
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Ornek 9:

(i)Her a€]0,1[ , T, ve T,, t-normlarmin sifir bdlenidir.

(ii) T,, t-normu ne nilpotent elemana ne de sifir bolene sahiptir.

(iii) [0,1] tizerinde 7, ve T, t-normlart sadece trivial idempotent elemana

sahiptirler.

(iv) T, t-normu ne trivialden farkli idempotent elemana, ne nilpotent elemana ne de
sifir bélene sahip degildir.
(n)

(v)Eger ae [0,1] bir 7 t-normunun idempotent eleman: ise tiimevarim ile a,"’ =a

dir.

Ozel olarak, bu su anlama gelir: ]0,1[ > in higbir elemani hem idempotent hem de
nilpotent olamaz.
(vi) Eger bir T t-normu bir a nilpotent elemana sahip ise bT(z) =0 olacak sekilde bir

be ]0, 1[ eleman1 daima mevcuttur.

) (n-1)

Gergekten n>1 aT(" =0 olacak sekildeki en kii¢iik tam say1 ise b =a, alinirsa,

b, = T(a;"*“,aT("*)) < T(aT('H),a) =a," =0 elde edilir.

(vii) Eger a €[0,1] bir 7' t-normunun nilpotent elemani ise her b € ]0,a[ sayis1 aym

zamanda 7' nin bir nilpotent elemanidir.

b <a oldugunda, monotonluk ézelliginden b, <. =0= 5" =0 elde edilir.

(viii) [O,l] tizerindeki bir 7' t-normunun nilpotent elemanlarinin ve sifir bolenlerinin
kiimesi ya bos kiimedir (7, ve T,) yada ]0,¢[ veya ]0,c| seklinde bir arahktur.

Ornegin;

p—" 0 , x+y<lI
~ |min(x,y), Aksitakdirde

g6z Online alinirsa,

7™ bir t-normdur.

Nilpotent elemanlarinin kiimesi= }0,%}

Sifir bolenlerinin kiimesi= ]O, 1[ dir.
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Onerme 6 : [0,1] tizerindeki her 7' t-normu i¢in asagidaki 6zellikler denktir:

(i) T sifir bolenlidir.

(ii) T nilpotent elemana sahiptir.

Ispat :

()= (ii) oldugunu gostermek yeterlidir.

Eger T, bir sifir bolene sahip ise, yani bir a>0 ve 5>0 igin T(a,b)=0 ise
¢=min(a,b)>0 alindiginda 7'(c,c)<T(a,b)=0 dir.

T (c,c) = cT(z) =0 oldugundan c nilpotent elemandir. ¢

Tamm 37 : T, [0,1] iizerinde bir t-norm olsun.

(i) T t-normuna kesin monoton (SM) denir: < x>0 ve y<z ise
T(x,y) < T(x,z) dir.

(ii) T t-normu kisaltma kuralin1 (CL) saglar denir: < T'(x,y)=T(x,z) ise x=0
veya y =z dir.

(iii) T t-normu sarth kisaltma kuralim (CCL) saglar denir: < T'(x,y)=T(x,z)>0
ise y = zdir.

(iv)T t-normuna Arsimedyan (AP) denir: <> Her (x,y)€]0, 1[2 icin birn e N
x," <y olacak sekilde mevcuttur.

(v)T t-normuna limit 6zelligini (LP) saglar denir: < Vxe]0,1[ igin lim x"=0

n—0

dir.
Ornek 10 :
(i) T,, t-normu bu 6zelliklerden higbirine sahip degildir.

1 2 3 1 2) 1 13
x=— i¢in —<— oldugundan, 7, | —,— |=—=7T, | —,— | kesin monoton (SM
3 3Ty 8 M(3 3j 3 M(3 4) (SM)

ozelligini saglamaz.

Buradan kisaltma (CL) ve sarth kisaltma (CCL) 6zelligini saglamadig1 goriiliir.

b :§ , Y :% , VneN i¢in xT(") = % ;( y :% Arsimedyan (AP) 6zelligini saglamaz.

x= % igin limx," = % £0 limit (LP) 6zelligini saglamaz.

n—»0
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(ii) T, t-normu bu 6zelliklerin hepsini saglar. (SM) , (CL) ve (CCL) o6zelliklerini
sagladig1 kolaylikla goriilebilir. 7, t-normunun Arsimedyan (AP) ozelligini sagladigini
gosterelim:

x,y€]0,1] ve VneN igin xTP(") =x"2y olsa 0=limx">y= y=0 geliskisi elde

edilir. O halde 3m e N Syleki x, ™ <y dir.

Dolayisiyla 7, t-normu Arsimedyan (AP) 6zelligini saglar.

(iii) T, ve T,, t-normlar1 Arsimadyandir. Sarth kisaltma (CCL) 6zelligini ve limit
(LP) 6zelligini saglar. Fakat diger 6zellikleri saglamaz.

(iv) Eger bir T t-normu kisaltma (CL) 6zelligini saglarsa agik olarak sarthi kisaltma
(CCL) 6zelligini de saglar. Fakat tersi dogru degildir.

Ornek olarak, 7, t-normu sarth kisaltma (CCL) &zelligini saglar. Fakat kisaltma (CL)
0zelligini saglamaz.

Tamm 38 : X bir kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan bir 7 < go(X ) ailesine X
tizerinde bir topoloji ad1 verilir.

(2'—1) S, Xer,

(7-2) Gy ,G, et ise ﬁGner (neN),

i=1

(r-3) G,er (AeA) ise UG, er (A bir indis kiimesi)

AeA
r, X iizerinde bir topoloji ise (X,r) ikilisine bir topolojik uzay ve z nun
elemanlaria da bu topolojik uzayin agik kiimeleri denir.
Tamm 39 : (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger A kiimesinin
biitiinleyeni X'\ 4 acik ise A kiimesine bu uzayda kapalidir denir.
Teorem 8 : (X, 7) bir topolojik uzay ise,

(i) & ve X kiimeleri kapalidir.

(ii) A,........ , 4, kiimeleri kapali ise LnJAl. kiimesi de kapalidir.
i=1

(iii) {Aa} kapal1 kiimeler ailesi i¢in (4, kiimesi kapalidir.

Gc X ise, Gagiktir & X \G kapalidir.
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Tanm 40 : (X ,r) bir topolojik uzay ve 4 < X olsun. A y1 iceren en dar kapal

kiimeye A nin kapanisi denir ve A ile gosterilir.

Yani A= B (B kapali)

AcB

Tamm 41 : (X,7) bir topolojik uzay olsun.Vx,ye X (x#y) i¢in G ve Hc X
gibi iki acik kime xe€ G, y¢G ve x¢ H,ye H saglanacak sekilde bulunabiliyorsa bu
(X,7) topolojik uzayna bir 7; —uzay1 (veya Frechet uzay1) denir.

Teorem 9 : Bir (X ,r) topolojik uzay1 i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(i) (X,7) bir T, —uzayidir.

(ii) Her xe X igin {x} tek noktali kiimesi kapalidir.

(iii)Her Ac X i¢in A= () U dur.

Uev(4)

Burada U(A) , A kiimesinin komsuluklarimin ailesini gostermektedir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Aralhk Degerli T-Normlar

[0,1] birim aralik olmak iizere;

(0117 =({[a.b] | @b)e[0.1] ve a<b},<,Av,[0,0],[L1])
sira bagintis1 <, A ve v asagidaki sekilde tanimlanir:

[a,b]<[c,d] = a<c ve b<d

[a,b] A[c,d]=[min(a,c),min(b,d)]

[a.b]v[c,d] = [max(a,c), max(b,d)]

(2]

[0,1]7 iizerindeki degismeli, birlesmeli bir T ikili islemine Vx,y,z € [0,1]7 igin

asagidaki 6zellikleri saglarsa bir t-norm denir:
(i) T(x[L1])=x
(ii) T(x,yv z) =T (x.y)v T(x,2)
(iii) T(x,y nz)=T(x,y)AT(x,2)
(iv) T’ nin D Z{[x,x] | xe [0,1]} ye kisitlamasi bir t-normdur.
(v) x=[a,b] dyleki T([0,1],[a,b])= [0,5]
[0,1]7) tizerindeki her t-norm T asagidaki gibi yazilir:

T([a,b],[c,d]) = [T'(a,c), T'(b,d)} ,burada T birim aralik iizerinde bir t-normdur.

2.2. Sifir Bolenler ve Nilpotent Elemanlar

Tanim 42 : P bir sinirh kismen sirali kiime olsun.

Z[P]:={x | xe P ve 3 yeP\{0} i¢in (({x,y})={0} }
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Bir L smirh kafesinin Z[L] altklimesi asagidaki gibi tanimlanir:

Z[L]:={x | xeL ve3yeL\{0O}igin x Ay =0 }

Ornek 11 :

(i) Herhangi bir C simirli zinciri i¢in Z[C ] = {O} dir.

(ii) C, ve C, iki smirh zincirin yatay toplami L olsun. L = C, U C, ve kismi sira
bagintis1 <, agsagidaki gibi tanimlanir:

xSy<::>((x,y)eCl2 ve x < y)v((x,y)eC22 ve x <, y)

Bu durumda, Z[L] = L\{1}

(iii ) Sekil 5(a) daki P sumrh kismen sirah kiimesi igin Z[ P] = {0,a,b}

(iv) Sekil 5(b) deki L smrhi kafesi igin Z[L] = {0,a,b,i}

(v) Bir B Boole kafesi igin Z[ B] = B\{1}

Onerme 7 : P bir siirl kismen sirali kiime ise Z[P] , P nin bir idealidir.

(VxeZ[P] ={x cZ[P])

Ispat: xeZ[P] olsun.

Gostermemiz gereken 4 x < Z[P] oldugudur.

y elx = y<x

xe Z[P] oldugundan 3z e P\{O} i¢in E({z, x}) = {0} dir.

ke E({y,z}) alallm. k<y<x ve k <z oldugundan, k e Z({x, z}) = {O} dir.

Buradan £ =0 dir.

E({y,z}) = {0} elde edildiginden y € Z[P] dir.¢

Tamm 43 : 7', bir P sinirli kismen sirali kiimesi iizerinde bir t-norm olsun. x € P
elemanma 7’ nin sifir boleni denir: < Z({x,y});ﬁ{O} ve T (x,y)=0 olacak sekilde
bir y € P mevcuttur.

P= [0,1] oldugunda tanim 36 da verilen sifir bolen tanim ile yukarida tanim 43 te
verilen sifir bolen tanimi ¢akisir.

T nin sifir bolenlerinin kiimesi Z(7') ile gosterilir. Eger Z(T) = ise T~ ye sifir

bolensiz bir t-norm denir. 0 ve 1 sifir bolen degildirler.
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Bir L sirh kafesi iizerinde xAy#0 ve T(x,y)=0 olacak sekilde birye L

mevcutsa x € L elemanina 7’ nin sifir bdleni denir.

Ornek 12 :

(i) En kiigiik t-norm olan 7, i¢in, Z (T}, ) = P\{0,1}

(ii) Bir sinirh kafes iizerindeki A -iglemi (en biiylik t-norm) sifir bolene sahip
degildir.

(iii’) (1) de verilen T, t-normunun sifir bolenlerinin kiimesi asagidaki sekildedir.

Z(Y;)Z {x | dvel, xAny#0 ve x/\y/\e=0}

Boylece, T, sifir bolene sahiptir<> e e Z[L] dir. Agik¢a, xe Z(T,) = ec Z[L]

Tersine, eger e Z [L] ise x Ae =0 olacak sekilde 0 # x #1 mevcuttur.

xeZ(T,) dir.

(iv) Sekil 5(b) deki L smurli kafesi tizerindeki 7, t-normu i¢in Z(7;)= {a,b,c,i} dir.

Onerme 8 : 7, bir P sinirli kismen sirali kiimesi tizerinde bir t-norm olsun.

(i)T nin trivialden farkli herhangi bir i idempotent eleman i¢in, TiNN(T) =&

(ii) T nin herhangi bir z sifir boleni i¢in, ¥ zNN(T) = &

(iii )T nin herhangi bir p nilpotent eleman1 i¢in ¥ p N I(T) = {0}

(iv) T nin her nilpotent elemanm1 ayni zamanda 7 nin bir sifir bdlenidir. Yani
N(T)c Z(T) dir. Fakat bunun tersi dogru degildir.

Ornegin,

p—" 0 , x+y<l
~|min(x,y) , Aksitakdirde

t-normu goz Oniine alinirsa,
a:g icin T l,% =0 oldugundan a sifir bolendir. T g,z =min| —,— |=
3 33 33

oldugundan a nilpotent eleman degildir.
Ispat :
(i) 1, T nin trivialden farkli bir idempotent eleman1 olsun. Agik¢a, Vne N icin ,

" =i dir.
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i<x ve T nin monotonlugundan i < x"'r dir. Buradan x nilpotent eleman olamaz.
Dolaysiyla, TinN(T) =@ elde edilir.

(ii) z, T nin bir sifir boleni olmak iizere ve y yi asagidaki gibi alalim:

f({y,z}) # {O} ve T(z,y) =0

(({y,z}) denalman p#0 i¢in T nin monotonlugundan 7'(p, p)<T(z,y)=0
Boylece p 7 nin nilpotent elemanidir ve p <z oldugu i¢in, ¥ znN(T) =@ oldugu elde
edilir.

(iii) p, T nin bir nilpotent elemani olsun. O halde bir ne N sayis1 i¢in p(")T =0 dir.

Varsayalim x, 7T nin trivialden farkli bir idempotent eleman olsun. Vn e N ig¢in,
A=y dir.

(n) (n)

x < p ve T nin monotonlugundan x" 7 < p*" =0 g¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla
Y pnI(T)={0} du.

(iv) p, T nin nilpotent eleman1 ve n, p(")T # 0 olacak sekildeki en biiyiik say1 olsun

(n > 1) .
O halde T(p, p"") =0 dir. p"r e ( D, p(")T) oldugu i¢in p €Z(T) dir. Dolayisiyla

N(T)c Z(T) elde edilir.

2.3. Arsimedyan Ozelligi

Tanim 44 : Bir P sinirli kismen siralt kiimesi {izerindeki 7 t-normuna Arsimedyan
denir: < V(x,y)e P> ve VneN igin "7 >y = x=1 veya y=0 dur.
Onerme 9 : Bir P smirli kismen sirali kiimesi iizerindeki 7 t-normu Arsimedyandir:

< Vxe P\{l} igin E({x(")f

ne N}) ={0} dur.

Ispat :

‘=": T t-normu Arsimedyan olsun.

V(x,y)e P> ve VneN igin PR y= x=1 veya y=0 dir. Vxe P\{l}

oldugundan y =0 dir.
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X" >3 oldugu icin ye E({x(")f ne N}) olur. Buradan, E({x(")f |ne N}) ={0}

elde edilir.

(n)

‘=’:VY(x,y)e P’ ve VneN igin x"7 >y olsun.

Vx e P\{l} icin ye K({x(")" |neN}) = 0 dir. O halde y=0 dir. T t-normu

Arsimedyandir. ¢

Sonug¢ 2 : Bir L tam kafesi lizerindeki 7" t-normu Arsimedyandir: < Vxe L \{1}

icin inlg =0 dur.

Onerme 10 : Bir C smirli zinciri iizerindeki 7 t-normu Arsimedyandir:
< V(x,y) e C\{O,l}2 icin IneN dyleki x"" <y dir.
C= [0,1] icin tanim 37 (iv) de verilen Arsimedyan 6zelligi ile 6nerme 10 da verilen

Arsimedyan 6zelligi ¢akisir.

P bir siirli kismen sirali kiime olsun. Agik¢a en kiigiik t-norm olan 7, her zaman
Arsimedyandir. P iizerinde verilen bir 7 t-normu i¢in N(7)=P\{0,1} ise T
Arsimedyandir. Tersi genelde dogru degildir.

Birim aralik {izerindekiT, (x, y) =x-y carpim t-normu Arsimedyandir fakat
nilpotent degildir.

P {izerindeki herhangi bir 7 Arsimedyan t-normu sadece trivial idempotentlere
sahiptir.

Boylece T, kosegen esitsizligini saglar: < Vx eP\{O,l} icin, T(x,x)<x dir.
Kosegen esitsizligi bir t-normun Arsimedyan olmasi i¢in gerekli bir kosuldur.

Onerme 11 : Bir L tam kafesi iizerindeki 7 t-normu inf-morfisi olsun. T
Arsimedyandir < T kdsegen esitsizligini saglar.

Ispat :

‘<=’: gostermek yeterlidir.

(

Sonug 2 yi goz oniinde bulundurarak herhangi bir x #1 ig¢in in£ =0 oldugunu

ne

gosterelim.

o= ian x"r olsun.
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T(0,0)= T( mfx ) 1nfx T)

meN

T nin sira donilistimii inf-morfisi oldugu igin,
T(5,5)=inf 1nfT(x b Xy

=inf inf x"*"r
neN  meN

— inf X% >0
keN/{1}

T(5,0)<06 oldugu icin, T(0,0)=0 dir. T kosegen esitsizligini sagladigl icin
o€ {0,1} dir. x <1 oldugu i¢in, 6 <1 elde edilir.

Dolayisiyla 6 =0 dir. T Arsimedyandir. ¢

2.4. Carpim Kismen Sirah Kiimeleri Uzerindeki T-Normlarin Direkt Carpimi

Onerme 12 : 7/, F smirh kismen sirali kiimesi lizerinde ve 7,, P, smirl kismen

siralt kiimesi lizerinde bir t-norm olsun. 7] ve 7, nin direkt ¢arpimi 7, x7, asagidaki

sekilde tanimlanir:

T, ><T2((x1,yl),(x2,y2))= (]I (xlaxz)aTz(J’pJ’z))

T, xT,, B x P, ¢carpim sinirli kismen siral1 kiimesi tizerinde bir t-normdur.
Ispat :

() T xTy ((x,01)5(%5.32)) = (T (%.%,). 5 (33,)

T, ve T, t—norm

= (T(xx). L (yn))
= ,xT,((%,,3,)-(%31))
(i1) TxT((x.21). 5% T ((x2:3,)(x3.34)))
= TxT ((%,2)(T (525 ), T3 (3235

B (7] (xlaﬂ(x2’x3))’7;(y1’7;(y2’y3)))

T, ve T, t—norm

= T1(Tl(xlaxz)’)%)’Tz(TZ(yl’yZ)’y3)) )

Tx Ty (T T, (5 01)5(%532))5 (25 34) )
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T xTz((ﬂ (xlaxz)’Tz(y1ayz))a(x3ay3))

:(7;(Tl(x19x2)7x3)aTz(Tz(ylayz):)@)) (**)

(*) = (**) oldugundan birlesme 6zelligi saglanir.

(iii) (xl,yl) (xz,yz) olsun. Bu takdirde, x, < x, ve y, <y, dir.
)< T (%)
L(n:2)s T(52)
:>(T1(x,,x),T2(y1,z)) < (T(xz,x T, (1,2 ))

= Y}XTZ((xl,yl),(x,z))S TIXTz( xz’yz)’(x’z))

T, ve T, t-norm oldugu igin, 7;(x,,x

)
(
(@) T (6),(11)=(x.)

TxTy (%, ),(11) = (5 (61). 7 (321)

T, ve T, t—norm

= (%))

Buradan, 7, x7, , B x P, ¢arpim sinirli kismen siral1 kiimesi tizerinde bir t-normdur.4

Onerme 13 : 7, P smirli kismen siral kiimesi iizerinde ve 7,, P, smirl kismen
siralt kiimesi lizerinde bir t-norm, £, x P, kismen sirali kiimesi iizerinde onlarin direkt
carpimlart 7, x 7, verilsin. Asagidaki esitlikler saglanir:

() 1(TxE)=1(T)x1(T;)

(ii) N(T,xT,)=N(T,)xN(T,)

Ispat :

(i)xeI(T)) ve y e I(T,) olsun. xe[(]}):]](x,x)zx ve yeI(Tz):Tz(y,y):y

T (). (5.9)) = (7 (5.0). 7 (39) = ()

= (x,y)eI(T,xT,)

(ii) T=T,xT, , xe N(T;) ve y e N(T,) olsun.

xeN(T)) ve yeN(T,) = n eN; X = 0, ve n, e N; y('h)"2 =0,

n: = max(n,,n,) alirsak (x,y)(")T =(0,,0,) olur. Dolayisiyla, (x,y)e N(T)+
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Tanmm 45 : P, lizerindeki herhangi bir 7] t-normu ve P, iizerindeki herhangi bir 7,
t-normu igin 7;x7, direkt garpmmi (0,,0,) ve (1,,1,) idempotent elemanlara sahip
olmasinin yaninda (0,,1,) ve (1,,0,) idempotent elemanlarmna da sahiptir.

Bu trivialden farkli idempotent elemanlara t-normlarin direkt carpiminin dogal

idempotent elemanlar1 denir.
Lemma 7 : B ve P, iki smurhh kismen sirali kiime olsun. Asagidaki esitlikler

saglanir:
Z[RxP]=(Z[R]xP,)u (P xZ[R])
(P xP,)\Z[RxP]=(R\Z[R])x(P,\Z[R])
Ispat :
Z[RxR]={(x:00) | 3(x.0:) € BxPA{(0,0,)}, ¢({(,21): (x5 0)}) =100}
Ik énce P,xZ[P,] nin Z[FxP,] de igerildigini gdsterelim. (x,,y,)e P, xZ[R]
keyfi olsun. y, € Z[B,] oldugundan 3y, e P,\{0,}, 4, ({»,»,})=10,}
Agik olarak, £, ({x,0,})={0,}
Ayrica ;
({2500 0)}) = 41 ({6,001 )x £ ({023
={0,}x{0,}
-{(0.0,)
(0,,5,)#(0,,0,) oldugui¢in (x,y,)e Z[PxP,].

Tersine, keyfi (x,,,) € Z[ B x P,] alalm. Bir (x,,y,)#(0,,0,) eleman,

E({(xl,yl),(xz,yz)})zﬁl({xl,xz})xzz({yl,yz})
={(0,,0,)}

saglanacak sekilde vardir.
x, 20, ve £, ({x,,x,})={0,} oldugundan, x, e Z[R] = (x,,»,)e Z[R]x P,
Boylece, Z[ B, xP,]=(Z[R]xP,)u(P,xZ[R]) oldugu elde edilir.¢

Ornek 13 : C, ve C, iki simirli zincir olsun. Bu takdirde,
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Z[C xC,]=({0,}xC,)u(C, x{0,}) dir.

Onerme 14 : 7, P, sirli kismen sirali kiimesi iizerinde ve 7,, P, siurli kismen
sirali kiimesi {izerinde bir t-norm, P x P, kismen sirali kiimesi iizerinde onlarm direkt
garpimlart 7, x T, verilsin. Asagidaki esitlik saglanr.

Z(TxT,)=(Z(T)xP,) (P xZ(T,))

Ispat : T=T,xT, , xeZ(T;) ve yeP, olsun. O halde x'eP, vardir dyleki
0 ({2 {0} ve T (xx) =0,

({0 (30 = 4 (x4 (0.1) #{(0,0,))
ve T((x,»).(x0,))=(0,,0,) dir.

Buradan (x,y)e Z(T;xT,) elde edilir. Ters kapsamada benzer sekilde gosterilir. ¢

Sonuc¢ 3 : 7} , B smirli kismen sirali kiimesi tizerinde ve 7, , P, smirh kismen siral

kiimesi iizerinde bir t-norm, £, x P, kismen sirali kiimesi {lizerinde onlarin direkt ¢arpimlari

T, xT, verilsin.

T, x T, t-normu sifir bolensizdir < T} ve T, t-normlar sifir bolensizdir.

2.5. Pseudo - Arsimedyan Ozelligi

B, smirli kismen sirali kiimesi tizerindeki 7] t-normunun ve P, smirli kismen sirali
kiimesi lizerindeki 7, t-normunun direkt ¢arpimi 7, x7, olsun. Tanim 45 te bahsedildigi

gibi (0,,1,) ve (1,,0,) T nin idempotent elemanlaridir.
Boylece, P, xP, deki herhangi bir (x,1,) i¢in 7 nin monotonlugundan,
(0,1,) € £{(x.1,)"
Benzer sekilde P xP, deki herhangi bir (11, y) icin 7 nin monotonlugundan,

(1,0,) < (f(1,) ™

ne N} elde edilir.

ne N} elde edilir.
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Bu yiizden (x,1,) ve (1,,y) tipindeki elemanlar nilpotent eleman olamazlar. Onerme

9 a gore T, Arsimedyan olamaz. Bu istenmeyen durumdan kaginmak i¢in, t-normlarin

direkt carpimi i¢in Arsimedyan 6zelliginin tanimini asagidaki sekilde verelim;
U[f{xf’z]:{x | xe PxP, ve EIyeExPz\{(ll,lz)} icin 19({x,y})={(11,12)} |

Ek olarak, keyfi P sinirli kismen sirali kiimesi i¢in U [P] kiimesini diistinelim;

U[P] = {x | xeP ve Jy eP\{l} 9({x,y}) = {1} } dir.

Bir L sl kafesi i¢in bu tanim asagidaki sekilde ifade edilir.

U[L]:{x | xeL ve FyeL\{l} igin xv y=1 } dir.

Tammm 46 : Bir P sinirh kismen sirali kiimesi tizerindeki 7' t-normuna Pseudo-
Arsimedyan denir: < V(x,y)e P>, VneN igin Xy xe U[P] veya y=0 dur.

Agikga, bir C zinciri igin, U[C]={1} oldugundan Pseudo-Arsimedyan 6zelligi
Arsimedyan ozelligi gibidir.

Eger P lizerinde verilen bir 7 t-normu igin N(T) =P \({0} UU[P]) ise, T
Pseudo- Arsimedyandir. Tersi genelde dogru degildir.

Asagida verilen lemma, lemma 7 nin dualidir.

Lemma 8 : B ve P, iki smurh kismen sirali kiime olsun. Asagidaki esitlikler
saglanir:

U[RxPA] =(U[Pl]XP2)U(P1 XU[Pz])

(P xP)\U[RxP]=(P, \U[Pl])X(Pz \U[Pz])

Onerme 15 : 7, P, simrli kismen sirali kiimesi iizerinde ve 7,, P, sirlt kismen
sirali kiimesi lizerinde bir t-norm, B, x P, kismen sirali kiimesi tizerinde onlarn direkt
carpimlar1 7, x 7, verilsin.

T, xT, Pseudo-Arsimedyandir < 7, ve 7, Pseudo-Arsimedyandir.

Ispat: T =T xT, alahm.

¢

<’ T, ve T, Pseudo-Arsimedyan olsun. P, xP, deki (x,y) ve (x'y') oyleki
vV neN ve (x,y")#(0,,0,) i¢in (x,y)(")" >(x',y")dir.

Acikga, (x,y)(n)T = (x(n)r‘ ’y(")rz )
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x'#0, durumunu disiiniirsek, VneN icin x(n)rl >x"' ve T, Pseudo-Arsimedyan
oldugu i¢in x € U[R]dir. Lemma 8 ¢ gore (x,y) e U[R xR ] dir.

Boylece T Pseudo-Arsimedyandir.

3

=’ : T =1 xTI, Pseudo-Arsimedyan olsun. 7, in Pseudo-Arsimedyan oldugunu
gosterelim.

(n)

(x,x") e B’ keyfive VneN igin x " >x' olsun.

(x,0,),(x',0,) € R x P, dyleki ¥ neN ve (x',0,)=(0,,0,) icin (x,0,)"" >(x',0,)
dir.

T =T xT, Pseudo-Arsimedyan oldugu i¢in (x,0,)eU[RxP] dir. 0,2U[P]
oldugundan lemma 8 den (x,0,) € U[R]x P, dir. Buradan, xe U [R] dir.

Boylece 7, in Pseudo-Arsimedyan oldugu elde edilir.

Benzer sekilde, 7, ninde Pseudo- Arsimedyan oldugu gosterilir. ¢

Sonug¢ 4 : 7, C, smirh zinciri tizerinde bir t-norm, 7,, C, smirh zinciri tizerinde bir
t-norm ve onlarin direkt carpimlar1 7} x7,, C, xC, ¢arpim kismen siral1 kiimesi tizerindeki

t-norm verilsin.

1, xT, Pseudo-Arsimedyandir < 7, ve 7, Arsimedyandir.

2.6. Kisaltma Ozelligi

Tanim 47 : Bir P smurh kismen sirali kiimesi tizerindeki bir 7 t-norma kisaltmalidir
denir: < Vxe P\Z[P],V(y,z)e P i¢in T(x,y)=T(x,z)= y=z dir.
Agikga, bir T t-normu igin Z(T)\Z[P]# @ ise T kisaltmali olamaz. Onerme 8 (iv)

den dolay1r N(T)\Z[P] = dir.

Onerme 16 : T, P smirli kismen sirali kiimesi {izerinde bir t-norm olsun. Eger T
kisaltmali ise Vxe P\Z[P], V(y,z)e P* i¢cin y<z=T(x,y)<T(x,z) dir.

Onerme 17 : T, bir L smirh kafesi iizerinde bir t-norm olsun. Asagidaki ifadeler

denktir:
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1) Vxe L\Z[L], Y(y,z)e L’ igin y<z=T(x,y)<T(x,z)

2) Vxe L\Z[L], V(y,z)e L igin T(x,y)=T(x,z)=T (x,ynz)= y=z

Ispat :

(H=Q2)

Vxe L\Z[L],V(y.z)e L’ i¢in T(x,y)=T(x,z)=T(x,y Az) olsun.

y<z ve z<y ise(l)ile gelisir.

yllz yaniy, z ile kiyaslanamaz olsun. yAz<y=T(x,yAz)<T(x,y) celiskisi
goriilir.

Béylece y =z elde edilir.

)=

Benzer sekilde gosterilir. ¢

Sonu¢ 5 : 7, C smirh zinciri ilizerinde bir t-norm olsun. 7 kisaltmalidir:
© VxeC\{0},V(y,z)e C? igin y<z=T(x,y)<T(x,z) dir
C =[0,1] icin tanim 37 (ii) de verilen kisaltma 6zelligi ile yukarida Sonug 5 de

verilen kisaltma 6zelligi ¢akisir.

Onerme 18 : 7, P, smirli kismen sirali kiimesi iizerinde ve 7,, P, sirlt kismen
sirali kiimesi lizerinde bir t-norm, B, x P, kismen sirali kiimesi tizerinde onlarin direkt
carpimlart 7 x 7, verilsin.

T, xT, kisaltmalidir < 7, ve 7, kisaltmalidur.

Ispat: T =T xT, olsun.

<

<’: T, ve T, kisaltmali olsun. (x,x')e BxP\Z[PxPB] ve BxP, deki (y,y"), (z,2")
lerigin T((x,x"),(».»") =T ((x,x"),(z,2")) dur.
R(en)=T(57) ve T(xy)=Ty(xi:)
Lemma 7 den dolayt xe P \Z[B] ve x'e P,\Z[B] dir.
T, ve T, kisaltmali oldugundan y =z ve y'=z' dir. Buradan (y,y')=(z,z') dir.
Béylece T x T, kisaltmalidir.

‘= :Tersine, T kisaltmali ve xe BL\Z[R] ve (y,z)e B* dyleki T, (x,y) =T, (x,z) olsun.

(7 (x,9),75(1,,0,)) =(T; (x,2).T,(1,,0,)) veya T((x,1,).(,0,))=T((x.1,),(z,0,)) du.
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x£Z[P] ve 1,£Z[R] oldugu igin lemma 7 den (x,1,) £Z[B x B] elde edilir.
T kisaltmali oldugu i¢in (,0,)=(z,0,) ve y =z dir. Buradan 7] kisaltmalidur.

Benzer sekilde 7, nin de kisaltmali oldugu gosterilir. ¢

2.7. T-Normlarin Direkt Carpimlarinin Karakterize Edilmesi

Teorem 10 : L, ve L, iki sinirh kafes ve T, L, x L, smirh kafesi tizerinde bir t-norm

olsun. 7 L, tizerindeki 7; t-normu ve L, tizerindeki 7, t-normunun direkt ¢carpimi olarak
verilsin.
T, ve T, kismi doniistimleri sup-morfisidir <> 7" nin kismi doniistimii sup-morfisidir.
Ispat :

3

<’ (x,x,)eLxL, ve (y,y,)eL xL, olsun.

T((xl,xz),(yl,yz))=T((xl,Oz)v(Ol,xz),(yl,oz)v(Ol,yz))

(x,0,)A(0,,5,)=(0,,x,) A(»,,0,)=(0,,0,) oldugu igin,

T((x1=02)=(01’y2)):T((Olﬂxz)=(yl=02)):(Ovoz) dir.

T nin kismi déniisiimii sup-morfisi oldugu i¢in,

T((xlﬂxz)’(yv%)):T((xl’oz)’(J’woz))\/T((Ol’xz)’(Ovyz)) dir.

T, ile tstten smirl oldugu i¢in;

T((x,0,),(5,0,)) <(x,0,) A(1,0,) = (x, A, 1,,0,)

Benzer sekilde 7'((0,,x,),(0,,5,))<(0,,x, A, ¥,)

Boylece T((x,%,),(3.3,))=(7 (x.3). T3 (x,,%,)) olan T, ve T, : [0,1] —[0,1]
dontisiimleri elde edilir. 7, ve 7, doniisiimleri bir t-normdur.

T nin kismi doniistimii sup-morfisi oldugu i¢in,

(x,%) » (¥,3,) ve (z,2,) € L xLy;

T((xl’xz)’(yl’yz)v(zvzz)):T((xl’xz)’(ylayz))VT((xvxz)’(Zsz))

veya

(71 (xlsyl Vi Zl)=Tz(xzsy2 Vs Zz)):(jl (xlsyl)vl T1(x1=21)=Tz(x2:yz)V2 Tz(xzszz))
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dur.

Boylece 7, ve T, nin kismi doniisiimii sup-morfisidir.

‘="’: Benzer sekilde yapilir. ¢

Teorem 11 : L, ve L, iki sinirh kafes ve 7', L, x L, sinirl kafesi iizerinde bir t-norm
olsun. 7' L, tizerindeki 7] t-normu ve L, tizerindeki 7, t-normunun direkt ¢arpimi olarak

verilsin.

T, ve T, kismi dontistimleri inf-morfisidir <> 7' nin kismi doniistimii inf-morfisidir.

2.8. Birim Aralik Uzerindeki T-Normlar

Teorem 12 : T, ([0,1]2 ,S) izerinde bir t-norm olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(i) T, ([O,l],S) tizerindeki 7] ve 7, t-normlarinin direkt ¢arpimudir.
(ii) T nin kismi doniisiimii inf-morfisidir.
(iii) T nin kismi doniistimii sup-morfisidir.

0 , (x,y)e[O,l[2 ise,
min(x,y) ,  Aksitakdirde

Ty (x,y) _{

Acik olarak, ([0,1]2,S) {izerindeki en kiigiik t-norm olan 7, t-normu ([0,1],S)

tizerindeki t-normlarin direkt carpimi degildir. x=0,5, y=0,7, z=0,4,w=1 ig¢in;

9

1, (x,y)vTW (z,w):TW (xvz,va)

0v 0,4;TW (0.5,1)
0,4+0,5
Dolayisiyla, 7;, sup-morfisi degildir.
Acikca, ([O,l] , S) tizerindeki siirekli t-normlarin direkt ¢arpimlari da siireklidir.

Bir P smirli kismen sirali kiimenin herhangi bir sira-korur otomorfisi olan ¢
asagidaki sekilde tanimlanir:
‘v’(x,y) ePicinx<ys (p(x) < (p(y)

P lzerindeki bir 7, t-normu asagidaki sekilde tanimlanir:
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T,(x2)=¢" (T(0(x).0(»))
Burada, ¢ ve @' kesin artan otomorfilerdir.

Onerme 19 : ¢:[0,1]" >[0,1]" doniisiimii ([0,1",<) nin bir otomorfisidir <>
([O,l],é) nin ¢, ve ¢, otomorfileri vardir dyleki,

‘v’(x,y) € [O,l]2 i¢in gz)(x,y) = ((/)1 (x),go2 (y))

veya

v (x,y)e[01] icin o(x.y)=(¢ ().0:(x))

Ispat :

3

<’: ispat1 acik oldugundan ‘=’ gosterelim.
o, ([0,1]2 ,S) nin bir otomorfisi ve ¢(1,0) =(a,b) olsun. (a,b) € {(1,0),(0,1)}
oldugunu gosterelim.

Varsayalim, a #0 , b # 0 olsun. Bu takdirde, (a,gj I (%,bj dir.

(a,gj<(a,b):go(1,0) oldugu icin, ¢1(a,gJ<(l,0) olur. Benzer sekilde,

o (%,bj <(1,0) di.
S b i a N ) b a )
Buradan ¢ a,E ve @ E’b kiyaslanabilirdir. Bu ise a,E I E’b olmasi ile

celisir.
Boylece ya a =0 yada b=0 dir.
Varsayalim, » =0 olsun. @ =1 oldugunu gosterelim.
Varsayalim, a #1 olsun.

(a,0)<(1,0) oldugu i¢in, ¢~ (a,0)=(1,0)< ™' (1,0) dur.

Béylece bir ¢ €]0,1] igin ¢ (1,0) =(1,¢) dir.

(1’9"(%’0) : ¢(1,%j<(1,0) ve (/)(%,c)<(1,0) dir,
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Buradan go(l,%j ve (p(%,c} kiyaslanabilirdir. Bu ise (1,%)”(%,0) olmasi ile

celisir. Boylece a =1 dir.
Benzer sekilde b =1 oldugu zaman a =0 oldugu gosterilir.

Ispattan simdiye kadar elde ettiklerimizden asagidaki sonucu ¢ikarabiliriz:

¢ nin {(x,0) | xe[0,1]} ve {(0.y) | ye[0.1]je kisitlams1 ([0,1],<) in bir
otomorfisidir.

¢(1,0)=(1,0) oldugu zaman ¢(0,1)=(0,1) dir.

o, ve @ ,([0.1]],<) in otomorfisi olsun dyleki bazi x,ye[0,1] igin,
0(x.0)=((x).0) . ¢(0.)=(0.0:(»))

(x.y)€]01] ise (x,0)<(x, ») ve (0,y)<(x,y) dir.

¢(x,0)=(¢(x),0)<p(x.) ve 9(0,7)=(0,0,(»))<o(x,7) dir.

Boylece ((pl( )2, () )<(o (x,y) dir.

(o (x).0, (¥ ))<(/)(x, ») oldugunu varsayalim.

0" (01(x).0. ()= (x2) < (x.)

((p1 (x),O) < ((p1 (x). 0, (y)) oldugu icin; ¢~ ((p1 (x),O) =(x,0)<g™ ((p1 (x). 0, (y))
dir.
Benzer sekilde,

¢ (0’ ? (y)) =(0,y)<o” (% (x). 0, (y))

(x,y)<o™ ((p1 (x), 0, (y)) oldugundan ¢(x,y)< ((p1 (x), 0, (y)) celiskisi goriiliir.

Sonug olarak bazi (x,y) €[0,1] igin ¢(x,»)=(,(x)., () dir. ¢

Onerme 20 : 7, ve 7, , ([0,1],<) iizerinde t-normlar ve onlarm direkt garpimlar:
T=T,xT, olsun. ([0,1] ,<) nin herhangi bir ¢ otomorfisi icin 7, t-normu ([0,1],<)
tizerindeki t-normlarin direkt ¢carpimidir.

Ispat : (x,y)e[O,l]2 i¢in (o(x,y):((pl(y),(pz(x)) oldugunu kullanarak ispat

edelim.

o' (x.¥)=(9," (»).0 ' (x)) dir.
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pog (x, y)= (x, ) oldugunu gosterelim.

(P((Dz (y)a(pl_] (x))
:(¢1 ¢2 ®», (y)))
=(xy

pop (x,¥)

Simdi ¢ op(x,y)=(x,y ) oldugunu gosterelim.
o op(x,y)=0" (0 (¥).0(x))
=(¢2‘1(¢2(x)),<0f‘(col(y)))

=(x,y) dir.

=0 (T((0. (1) (x))s(91.(32) -0 (,)))
=0 (T(a(3)2 (1)) T (2 (%), 0, (%))
=(0" (B(0.(x)-0 ()07 (T (01 (1) 0. (1))))

= (Tz¢2 (x,x,), 1" (yl,yz))
Boéylece 7%, T,” ve T, in direkt ¢arpimidir. ¢
Simdi asagidaki problemi inceleyelim:
Bir simirli kismen sirali kiime veya siirli kafes tizerindeki bir Pseudo-Arsimedyan ve

kisaltmali olmayan bir t-norm nilpotent elemana sahip midir? (0,1) tizerindeki stirekli

Arsimedyan ve kisaltmali olmayan t-normlarin tim elemanlarinin nilpotent oldugunu

hatirlayalim. [11]

Teorem 13 : T e 5([0,1]) olsun. Eger x € N(T') ise I kisaltmali degildir.

Ispat: xe N(T) oldugu i¢in, bir k € N vardir dyleki =0 ve X 20 dir.

Va,be [0,1] icin a #b ise,

(H T (x(kfl)T , a) =T (x(kfl)f , b) = Tkisaltmal degildir.

(2) T(x(k_l)r , a) # T(x(k_l)f ,b)
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Boylece T(x(k_l)T,T(x,a))Z T(x(k_l)T,T(x,b)) dir. T(x,a)#T(x,b) oldugundan T

kisaltmal1 degildir.

2.9. Sinirh Dagilmah Kafeslerin Simiflandirilmasi

2.9.1. P(l) ve P(2) Sinirh Dagilmah Kafesleri

P

= {aa = (a,O) 7 :(O,b) | a,be [0,1]} c [0,1]2 ve F, tizerindeki < bagintisi

asagidaki sekilde tanimlanir:
Do, =y,=0,0a =y, =1,
2) By de a,<a, , 7,<7, (Va,be[O,l], a<b igin),
3) 7, <e, (Va E]O,l[).

Teorem 14 : (P

i) S) bir sinirh dagilmali kafestir.

Ispat :
(i) a,=(a,0) ve a, =(b,0) olsun.
a,va,=(avb,0)

a, na, =(anb,0)
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(ii) 7, =(0,a) ve y, =(0,b) olsun.
7.V 7, =(0,avb)

Yo n7y =(0,anb)

(iii) a, =(a,0) ve y, =(0,b) olsun.
@) a<b ise,

rv.2a,fq,

Y <y <a} = a,Vvy,=a, ve a,ny,=y, dur.
a =/ b =D

(b) b<a ise,

v, <o, <a, = a,vy,=a, ve a, Ny, =y, dr.

(a) ve (b) den,
a, , a<b ise v, , a<b ise
a, Ny, = ] ve a, Ay, = ]
a, , b<a ise v, » b<a ise
elde edilir.

a,na,vy.)=(a, ra,)Vv(a, Ay, ) oldugunu gosterelim. a, =(a,0),
7.=(0,c) € R, igin

(*) a<b olsun.

(i) b<c ise, (ii) c¢<b ise,
v, <a,<a, a.<aq,
7/b<7/c§ac 7/C<]/b<ab

(i) ve (ii) den asagidaki esitlik elde edilir.

a, , b<c ise
a,NVy, =
b .
° la, , c<bise

a,na, , a<b<cise

aa/\(ab\/]/c)z{

{aa , a<b<cise

a, , c<b ve a<b ise

a,na, , c<b ve a<b ise

a, na, =a, dir.

(i) a<c ise, (ii) c<a ise,

a, =(b,0),
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v.<a,fa, v.<a,<a,

V.57,
(i) ve (ii) den asagidaki esitlik elde edilir.

Y., a<c ise
A NYe = .
., c<a ise

a,vy, , a<c ve a<bise

(@ na) (7)<

a,vy., , c<a ve a<bise

_Ja, , asc ve a<b ise
- a, , c<a<b ise
(3)=(4) oldugundan,

a,na,vy.)=(a, ra,)v(a, Ay, ) elde edilir.

(**)b < a olsun.

(i) b<c ise, (ii) c<b ise,
a, s, Ve <V, <q,
v, Sr.2Q,

(i) ve (ii) den asagidaki esitlik elde edilir.

a, , b<c ve b<a ise
abvj/c:

a, , c<b ve b<a ise

a,na, , b<c ve b<a ise

aaA(abvm:{

a, na, , c<b ve b<a ise

a , b<a<c ise

a

=<a. , b<c<a ise (5)

c

a, , c<b<a ise

a, na, =a, oldugu agik¢a gortliir.

(i) a<c ise, (ii) c<a ise,
]/a<0{aﬁac 7/c<7a<a(l
YaSVe <0,

(i) ve (ii ) den asagidaki esitlik elde edilir.

Y, » a<c Ise
A NYe = .
y. , c<a ise
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a,vy, , a<c ve b<a ise

(“aA%)V(aaAn):{

a,Vvy. , c<a ve b<a ise

a , b<a<c ise

a

=<a. , b<c<a ise (6)

c

a, , c<b<a ise
(5)=(6) oldugundan,
a, nNa, vy, )=(a, ra,)v(a, Ay, ) elde edilir.

Boylece (P(I),S) dagilmali kafestir. ¢

A4 = {aa =(a,0) | ae (0,1)} ve C = {7/0 =(0,c) | ce (O,l)} olsun.
Lemma 9 : Asagidakiler dogrudur:

o 2[7, )10}
@ u[ R, |={1}.

Ispat :

(1) xe Z[P(l)

J olsun. x € B, , 3y € B, \{0} i¢in x A y =0 olur.
(i) x=a,=(a,0), y=a, =(b,0) olsun.

a, , a<b ise

XAY=a, N0y =
Y= {ab , b<a ise
a = a,O)=0:>a=0:>x:O

x Ay =0 oldugundan, { ‘ o
a, = (b,O) =0=>b=0=y=0 celiskisi goriiliir

Buradan x =0 dir.

Boylece Z [P

) | =10} oldugu elde edilir

(ii) x=a, =(a,0) , y=7,=(0,b) olsun.

v, » a<b ise

XAY=a, Ay, =
YEENT {yb , b<a ise

o [n=(0a)=02a=0= k=0
x Ay =0 oldugundan,
Y g yb:(o,b)ZO:b:O:yzoQeli§kisig6riiliir.

Buradan x =0 dir.
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dir.

P

P

()
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Boylece Z [P

(1)} ={0} oldugu elde edilir.

(iii ) Benzer sekilde x =y, =(0,a) , y=y,=(0,b) durumu iginde x=0 ve

(l)] ={0} oldugu elde edilir.

2) xe U[P(l)] olsun.

(7) x=aa=(a,0) , y=ab=(b,0) olsun. xeP(l) ,ElyeP(l)\{l} icin xvy=1

a, , a<b ise
xvy=a,va, = .
¢ a , b<a ise

a

a,=(b,0)=1=b=1=y=1

a z(a,0)213a21:>x:1

a

xv y =1 oldugundan, {

Buradan x =1 dir.

Boylece U [P

) | = (1) oldugu elde edilir

(ii) x=a,=(a,0) , y=y,=(0,b) olsun.

a, , a<b ise
xXvy=a, vy, = ‘
¢ b<a ise

a b

a,=(b,0)=1=>b=1=y=1

a = a,0)=1:>a=1:>x=1

a

x Vv y =1 oldugundan, {

Buradan x =1 dir.

Boylece U [P

) | =11} oldugu elde edili.

celigkisi goriiliir

celiskisi goriiliir

(iii ) Benzer sekilde x=y,=(0,a) , y=y,=(0,b) durumu iginde x=1 ve

|={1} elde edilir. #

it

iizerindeki bagint1 asagidaki sekilde tanimlanir:
(1) aozﬂ():]/():o , alzlgl :}/121’

(2) a, , B, kiyaslanamazdur. (Va,b e]O,l[ igin)

={a, =(a,0,0), B, =(0,6,0) , 7, =(0,0,c) | a,b,ce[0,1]} <[0,1] ve

3) By de, @, <a, , B,<B, » 7.<7, (Ya,be[0,1], a<bicin),



@ 7,<a, (Vaelo,1),
(5) 7, <B, (Vaelo,1]).

(fzz),s) bir sinirli dagilm

ispat (P(]),s) e benzer se
4, ={a, =(a,0,0) | a
4=(8,=(05.0)| b
C={y.=(0,0,c) | ce

vTed (52)) icin,
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al kafestir.
kilde gosterilir.
e(0,1)}
(0,1)}

(O, 1)} olsun.

(1) T(0,x)=0, T(Lx)=x, xe R, igin;

@ [ £, ]=1{0};
{a, . B,

6)U[ £, ]

(a,0)

(

| a,be]O,l]}

(0,2)

(a,0,0)

Sekil 6. le) ve P(z) sinirlt dagilmali kafesleri

C

(0,0,a)

(0,a,0)
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2929 (P(l)) veJ (P(z)) T-Norm Aileleri

Lemmal0: 7T J (P(l)) olsun.

M) T¥Cu{o,l}eT(Cu{0,1}) ;
(2) T siirekli bir t-norm ise, T d 4 U{O,l} € T(A1 u{O,l})

Ispat :
(1) Agikga, Vx,yeCu{0,1} i¢in T(x,y)<x,y ve T(x,y)¢ A4 oldugundan,

Ty Cufo,1}eT(Cu{0,1})dur.
QM ={T(x,y)eA1 | x,yeP(l)} ve AM =« olsun.

Varsayalim, o #0 ve K = {(x,y) | T(x,y)eM,x,ye P(l)} olsun.

T,P, smirlh dagilmali kafesi iizerinde siirekli bir t-norm oldugu igin;

(1)

a= AN T(x,y)=T| AN x, A
(x,y)eK (x y) ((x,y)EKx (x,y)eK y)

x,y)eK=(y,x)eK olduguicin, A x= A dir.
(x.) (%) g Y y

(x,y)eK
Boylece, o = T(b,b) <b

b= AN x= A yed
(x,y)eK (x,y)eK y 1

Buradan, K:{(x,y)|x,yeA1 ve b<x, bSy}

Sonug olarak, Vx,y € 4, i¢in, x<b , y<b dir.

T(x,y)eCuU{0} ve T(b,b):T( vVoXx, V y): v T(x,y)eCuf{o}

xed; ,x=<b yed,y=<b X,y ,x,y=<b
T(b,b)=a € 4, geliskisi goriiliir.
Boylece o =0 dir ve (2) saglanir. ¢

Lemmall: Te J (P(l)) olsun. Vx=(a,0)e 4, , y=(0,b) e Cigin,

OST(x,y)S(O,min{a,b})
Ispat : Agikca Vxe 4, ,yeC i¢in, 0<T(x,y) dir. x=(a,0)e 4, ve y=(0,b)eC

i¢in,
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T(x,y)<xAy=(a,0)A(0,b)=(0,min{a,b})elde edilir. ¢
Ornek 14 : t,t,eJ ([0,1]) siirekli t-normlar1 i¢in P, izerindeki 7, (x,y)

fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir:

b% , x=11ise
X , y=1ise
0 , x=0 veya y=0
Ttlfz (x,y)z (tl (a,b),O) , x:(a,O) ve yz(b,O)
(O,t2 (a,b)) , x=(0,a) ve y:(O,b)
0 , xeC,yeA, veya xeA,yeC

t,,t, € J([0,1]) siirekli t-normlart igin, T, € & (P(1)) dir.

)

Ispat : Acikca, 7, icin asagidaki 6zellikler saglanir:

> Thh

(1) Vxele)

(1) Vx,y,zePl) , x<y=>T (x,Z)ST (y,z) ,
(iii) ‘v’x,y,eP(l) N (x,y):Ttl,2 (y,x) ,

(iv) Vx,y,zeP(l) ,

eger {x,y,2} {10} 2D ise, T,, (x.T,, (3.2))=T,, (T, (x.).2)

eger {x,y.z} {10} =0 ise,

(1) {x y,z}mc D ve x,y,z € 4 ise,

1 (7, (22) =4 (50 (0220 =1 6 (50).2) =7, (7, (50).2)

(2) {x, y,z} = C ise,
v.2))=t(x0(3.2)=0(0(%r).2) =T, (T, (x.7).2)
zfn

NC=D ve {x,y,z} N4 =D ise,

7;11 ( X, 4ty
3) {x y,z
T, (xT, (v.2))=0=T, (T, (x.y).2)

Sonug olarak, 7, € (P(l)) dir. ¢

> Tty
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Teorem 15: ¢,t, € g ([0,1]) stirekli t-normlart igin;

(1) 7,, t-normu kisaltmali degildir.

(2) 7,,, t-normu pseudo- Arsimedyandir < ¢,,¢, t-normlari Pseudo- Arsimedyandir.

Teorem 16: VT e 5(

it

) i¢in,

@) 74 cufo1}eT(Cufo,1});

(2) T bir siirekli t-norm ise, T ¥ 4,0{0,1} e T(4,0{0,1}) (i=1,2)

Ornek 15 : #,5,,,€ F([0.1]) igin, R, tzerindeki T (x,y) ve T,

(

1l

fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanimlanir:

y
X
0
0

T@ (x,y) =

]thzg (x’ y) =

t.t,,1, € J([0,1]) igin

T

7 Thht 7 T hnn

x=1 ise

y=1 ise

x=0 veya y=0 ise

xeC veya yeC ise
x:(a,0,0) ve yz(b,0,0) ise
x:(O,a,O) ve y:(O,b,O) ise
a,0,0) ve yz(O,b,O) ise

x=(
x:(O,a,O) ve yz(b,0,0) ise

x=1 ise

y=1 ise

x=0 veya y=0 ise

xeC,yed veya xe A, yeC ise
xeC,yed, veyva xe A4,, yeC ise
xed,yed veya xeA,, ye A ise
xz(a,0,0) ve y:(b,0,0) ise
xz(O,a,O) ve y:(O,b,O) ise
x:(0,0,a) ve y:(0,0,b) ise

e J (B,) dir

hit

(%)
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Ispat : Acikca, 7, igin su 6zellikler saglanir:

> Linn

(i)VxeR, , T, (xl)=x,

(i) Vx,y,z€B, , x<y=T, (%2)<T,, (»2),

(iii) Vx,yePy , T, (%y)=T, (»x),

(i) T,y (5T, (122)) = T (T, (9)2)

va,y,z € B, iin,
(e, y. 2z} {1,0} =D ise, T, (x,T,l% (yaZ))ZTtl% (TW} (x,y),z)
{x.2) {10} =2 ise,

(D) {x, 3,2} NC =D ise,
T (%70 (122))=0=T,, (T, (.7).2)

() {x,y,z}NC =D ise,

Tablo 1. Ttltztg ()C, T,Itz,} (y,Z)) = Ttltzt3 (Ttltzg ()C, y),Z)

X Y § T (0T (12)) T (T (5.),2)
X = aa y = ab z= aC atl(a,tl (b,c)) atl(tl(a,b),c)
X=pP, y= ﬁb zZ=pe ﬁtz(a,tz(b,c)) ﬂtz(tz(a,b),c)

X€ 4 VEA, z€ 4, 0 0
X€E A4, yE A4, z€ 4 0 0
X€ A4, yEeA4, z€ 4, 0 0
xeA4, Y E 4, z€ 4, 0 0
X€ 4 ye4, z€ 4 0 0
xe A4, VEA z€ 4 0 0

Boylece, T, € J (P

Lty (2)

) dir,

Benzer gekilde 7 € g (P(z)) oldugu gosterilebilir. ¢
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Teorem 17 : ¢,,¢,,t, € g ([0,1]) stirekli t-normlar i¢in, asagidaki 6zellikler saglanir:
(1) 7, , T t-normlari kisaltmali degildir ,
(2) T Pseudo- Arsimedyandir,

Q) T,

\hl

Pseudo- Arsimedyandir < ¢,,¢,,¢, t-normlar1 Pseudo- Arsimedyandir.

Ornek 16 : 62) tizerindeki 7, (x, y) fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir:

y , x=1 ise

X , y=1 ise

0 , x=0 veya y=0 ise

0 , xeC veya yeC ise
Tz(x,y): (ab,0,0) , xz(a,0,0) ve y:(b,0,0) ise

(O,ab,O) , x=(0,a,0) ve y:(O,b,O) ise

(0,0,0) s xz(a,0,0) ve y:(O,b,O) ise

(0,0,0) s xz(O,a,O) ve y:(b,0,0) ise

Acikca, T icin asagidaki ozellikler saglanir:
(i) VxeFR, T.(x1)=x,
(ii) Vx,y,ze R, x<y=T (xz)<T(yz),
(iii) Vx,ye By, T(xy)=T.(y.x),

() T.(%T.(1.2) = T.(T. (x.7).7)

Vx,y,z € B, igin,
(o0,2) A (L0} 28 ise, T2 (5.7, (,2) =T (L. (x,7).2)
{x, 0,2} N{1,0} = ise,

() {x,y,z}NC=D ise,
I(x7.(1.2)=0=T(T.(x.y).2)

(2) {x, Vv, z} NC = ise,



Tablo2. T, (x,TZ (y,z)) =T (T (x,y),z)

z
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X y z Tz(x,Tz(y,z)) Tz(Tz(x’y)’Z)
x=a, y=a, z=aq, a,,. A e
x=p, y=p z=p. Bose Bave
xed y e 4, ze 4, 0 0
Xe4, yeA, ze 4 0 0
X €4 yeAd, ze 4, 0 0
xed, ye4 ze 4, 0 0
xed yeA, ze 4 0 0
xed, ve4 ze 4 0 0

Boylece, T.e I (}zz)

) dir.
(v) Vx e C igin, Tz(x,y):Tz(x,z)
Buradan 7, kisaltmal1 degildir.

. (),
(vi) xeP(z)\U[f:z)] ve X

0 (yed,zed,)

¥ =0 dir. Buradan 7, pseudo- Arsimedyandir.

)r

“>y (VneN) olsun. T.(x,x)=0 oldugu igin,

(vii) xe€ 4,V 4, i¢in, K =a, (x=q, ise) veya A =B, (x= B, ise)

X, T, nin nilpotent eleman: degildir.

xeC olsun. T, (x,x):O oldugu icin x, 7, nin nilpotent elemanidir. Buradan

N(T.)=C elde edilir. ¢

Ornek 17 : [9] da bu problemin ¢6zlimii i¢in asagidaki dérnekler verilmistir.

L ve L, kafesleri L ={0,1} ,0<1 ve L,={0,1,2},0<1<2 olsun. L=L xL,

tizerindeki 7 t-normunu asagidaki sekilde tanimlayalim:




55

Tablo 3. L =L, x L, iizerindeki 7" t-normu

T 00 (o) (02 @) () (12
00 (@0 (0 (00 (0 (00 (0.0
(0 () (00  (00) (00  (00) (o)
(02)  (00) () (02 (00  (00)  (0.2)
L0) () (00)  (00)  (L0)  (LO)  (L0)
a0 (o) (00 o) (o) (L)
12) (o) (o) (02 (o) ) (12)

T nin degismeliligi ve monotonlugu kolaylikla gdsterilebilir.

V(x,y)eL igin, T((x,y),(1,2))=(x,y) oldugundan (1,2) birim elemandir. T nin
birlesmeliligini saglamak igin asagidaki esitligi géstermemiz gerekir :

(5.2, ((0),(5:0))) =T (7 (5 )o(2:)): (k1)

V() (zt). (kD) el igin, (x.y)=(z1)=(k0) veya (x).(z),(k.1) den
birinin (0,0) veya (x,y),(z.t),(k,/) den birinin (1,2) olmas1 durumunda iddia agiktur.

(x,9),(z,1),(k,I) den birinin (0,2) veya (0,1) olmasi durumunda her iki esitlikte
(0,0) ; aksi takdirde her iki esitlikte (1,0) olur. 7', L iizerinde bir t-normdur.

T Pseudo-Arsimedyan, kisaltmali olmayan bir t-normdur ve nilpotent elemanlara

sahiptir.
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Ornek 18 : M ={0,x,y,z,k,h,1} kafesi sekil 7 deki gibi verilsin.

1

Sekil 7. M :{O,x,y,z,k,h,l} kafesi

T=A tmnormu M Tlzerinde Pseudo-Arsimedyan ve kisaltmali olmayan bir

t-normdur. 7 nilpotent elemana sahip degildir. xvz=kvh=yvk=1v0=1 ve
x,y,k,h,z,0€e M\{l} oldugundan, U[M] = {x,k,h,y, z,l} elde edilir.

T=~n ve U[M] ={x,k,h,y,z,1} oldugu icin,

V(x,y)eM* VneN igin x= XU >y=>xeU[M] veya y=0 dur.

Buradan, 7' Pseudo-Arsimedyan bir t-normdur.

xAnz=kAny=0A1=0 ve x,z,k,y,leM\{O} oldugu ig¢in, Z[M]={O,x,y,k,z} ve
M\Z[M]|={h1} dir. he M\Z[M] igin T (h,h)=T(h,1)=h dir. h#1 oldugu i¢in T,
M iizerinde kisaltmali bir t-norm degildir.

Va e M \{0} igin, a"'r =a =0 dir. Bdylece T nilpotent elemana sahip degildir.

2.10. Carpim Kafesleri Uzerinde Direkt Carpim Olmayan T-Normlar

Aksi belirtilmedik¢e bu boliim boyunca ne N, n>2, L bir sinirh kafes ve |L| >2

alalim. L iizerindeki @ ikiliislemi Va,b,c € L igin asagidaki 6zellikleri saglasin:

(P1) Degismelilik : a®b=b®a
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(P2) Birim Eleman :a ®1=1
(P3) A tizerine daglma : (a Ab)®c=(a®c)A(bDc)
(P4) Alttan sinirli :aAnb<a®b

(P3) 6zelligi @ 1n izotonlugunu saglar ve L nin bir zincir olmast durumunda biitiin

ozellikler denktir.

L' de a=(a,..... a,,.a,) ve b=(b,....b_.b,) igin,

> n=1>"n >%n-1>"n

a/\bz(a]/\bl, ........... ,an_l/\bn_l,an/\bn)
ve
‘95?1; =A% D AD, (7
i=1 i=1
tanimlanir.
@ 1n, A lizerine dagilma 6zelliginden,
Sib,c = ch A Sfc ve SfbM = be A Sﬁ
Ilging bir 6zel durum L dagilmali kafes ve @ = v oldugu zaman ortaya cikar.
Sa,b = A4V NG (8)
i=1 i=1
2.10.1. [0,1]" Uzerindeki T-Normlar
Teorem 18 : ne N ve n>2 olsun. [0,1]" iizerindeki * ikili islemi asagidaki sekilde
tanimlanir:

(a0, )% (b ,bn_l,bn):(al/\bl, ....... ,a, , Ab Sb/\an/\bn)

n-1°"a,
* [0,1]" tizerinde siirekli bir t-normdur. Fakat *,[O, 1] lizerindeki n tane islemin

direkt carpimi degildir.
Ispat : *’ 1in degisme ve monotonluk 6zelligini sagladigi goriiliir.

1=(1,ec..e. ,1,1) in birim eleman oldugunu gosterelim.
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:(aU ------ >an—1’an)

2

*’ 1 sirekliligini gérmek kolaydir. *’ 1, birlesme Ozelligine sahip oldugunu

gosterelim.

n

B n n
a, ANby~epy.coca,  Ab Ac, |, (/\ai A ND; /\SMJV /\}\Sa,h na, Ab, /\an
i=1 i=1

i=1

i=1 i=1 i=1

B n n n
:[a1 Ab Aepy.a,  ANb, AC, |, (/\ai /\/\bl.jv/\ci}\Sa,b Aa, ND, /\an

NS, Aa, ND, /\cn)

anb,c

= (al Ab Aepyya, (A AC, 8

=(a1 Ab Aeyya,  Ab, AC L8, NS A Aa, AD, /\cn)

n-1°"a,c
Benzer hesaplamalarla,

(a,...... ,aH,an)*((bl, ...... b, 1,b,)*(cpsenne. ,cH,cn))

B n n n
=| a, Ab ACpyeeena,  AD, NC | AG Y (/\bi A NG A Sb,cﬂ NS, ~na, AD, A cnj
i=1

i=1 i=1

B n n n
:(a] Ab Aep,.sa,  AD,_ Ae, | NG v[/\bl. /\/\ciﬂ/\Sb’c na, Nb, /\cnj

| =1 i=1 i=1

9

a,brc

A, . ANa, A, /\cn)

n—-1°

z(alf\bl/\cl, ...... ,a, ,Ab _ Ac

a, Ab ~Cpyena,  AD,_ NC S, NS NS Aa, AD, /\cn)

n—1 n-1°

Béylece * Dbirlesmelidir. Buradan *’ m [0,1]" iizerinde bir t-norm oldugu elde

edilir. *’ 1n [0,1] tizerindeki n tane islemin direkt carpimi olmadigini gosterelim.

Ve
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oldugu igin *, [0,1] tizerindeki n tane islemin direkt ¢arpimi degildir.¢
Uyar 6 :
(@@ s, )% (Byees b, b )=(190’b/\a1/\b1, ....... ., ~na,  Ab,_ 1,8, Na, AD, )

+, [0,1]" iizerinde siirekli bir t-normdur. Fakat *, [0,1] tizerindeki n tane islemin
direkt ¢arpimi degildir.

Ornek 19 : [0,1]2 tizerindeki islemler asagidaki sekilde tanimlanir:

u/\v p/\q :l/\u/\p,V/\q)

a)=((

0)=(unp[(An)v(prg)]avag)

0)=([(unv)v (pra)]runp[(uav)v(pag)]avag)

(u,v,w)*4(p,q,r)=(uAp,[(uAVAW)V(pAqM)]MAq,
[(unvaw)v(pagar)]awar)

()% (2.q.7) = (A p[(uAvAW)®, (pAgar)]avag,

[lunvan), (prgan]awar)

islemleri [O, 1]2 lizerinde siirekli t-normlardir. Fakat bu islemler [0,1] tlizerindeki

islemlerin direkt carpimi degildir.

Teorem 19 : neN, n>2, o {l, 2. ,n} in bostan farkli alt kiimesi, L bir smirl

>2 ve @, L iizerinde (B)—(P,) ozelliklerini saglayan ikili islem olsun.

Herhangi bir i € {1,2,......,n} igin,

3("[) _ Sfb , 1€ ise

1, Aksitakdirde
L' iizerindeki * ikili islemi asagidaki sekilde tanimlanir:
n—-1° n—1

(@yreres@y 158, ) * (B, 1B, ) = (@ A A (nb A8 a, nb A

* L' lzerinde bir t-normdur. Fakat *, L tizerindeki n tane islemin direkt ¢arpimi

degildir.
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Ispat : @ isleminin 6zelliklerinden, * isleminin degismeliligi ve monotonlugu

gosterilir. (P,) 6zelliginden * 1n birim elemanmnin (1,........ ,1,1) oldugu goriilir. ** n

[0, 1] iizerinde n tane islemin direkt carpimi olmadigin1 gosterelim.

veE

oldugundan, * [0, 1] izerinde n tane islemin direkt carpimi degildir.
* 1n birlegsmeli oldugunu gosterelim.
Eger j¢ P ise, (a*b)*c ve a*(b+*c) ninj. koordinati a, b, Ac; ye esit olur.
Eger j e P ise, tanimdan (a*b)#*c nin j. koordinati,
K/\ai YN /\Sfb]@/\ci NI, na; b, e,
i=1 i=1 i=1
(P,) ozelliginden,
K/\ai /\/\bl.j(-B/\ci}\Sfb Aa;ANb, Ac, = I A9 Aa; Ab, Ac,
i=1 i=1 i=1
(P,) dzelliginden,
I nIGg ASY Aa; Ab, Ac; di.
Benzer hesaplamalarla a *(b*c) nin j. koordinati,

{/\aiv(/\bi/\/\cl./\Sfcﬂ/\Sfc/\aj/\bj/\cj

i=1 i=1 i=1

:{/\ai v(/\bl. /\/\ciﬂ/\gﬂ na, /\bj Ae;
i=1

i=1 i=1

=9°

@
e N na; Ab A,
_ 0% ® ® .
=3y AN NG Aa; Ab, Ac, dir.

Boylece, * iglemi birlesmelidir. *, L' {izerinde bir t-normdur.
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2.11. Tam Kafesler Uzerindeki T-Normlarin I¢ Direkt Carpim

Tanim 48 :

(i) Bir L kafesi tizerindeki 7T  t-normuna v -dagilmali

T(a,bvb,)=T(a,b)vT(a,b,)

denir: <

(ii) Bir L tam kafesi iizerindeki 7' t-normuna sonsuz v -dagilmali denir : << L nin

herhangi bir {a,br el | = Q} alt kiimesi i¢in, T(a,\Q/bT) = \Q/T(a,bT)

Onerme 21 : Herhangi bir i€ icin L bir tam kafes, {Li | ieI} L nin tam

altkafeslerinin bir ailesi ve 7;, L, iizerinde bir t-norm olsun. Herhangi bir xe L igin

x, el ve X= VX, (x= VX, =VYy, X,y,€L ,Viel icinx, =yi) olacak sekilde bir tek

iel iel
{xi | iel } ailesi mevcut olsun.

T:LxL — L fonksiyonunu T(x,y)=y]1;(xi,yi) , )

le

(X=X, VY=Y (x,, y, €L, igin)
ile tanimlayalim.

T, L tzerinde bir t-normdur.

Ispat :
(i) T(x,l):l_\e/lﬂ(xi,l)

T; t—=norm
= \ X;

iel

=X (birim eleman 6zelligi)

(ii) x,y,z€ L i¢in x <y olsun.
VX, SVY =X <Y,
iel iel

T; t—norm

=T (32) <T (302

1

= l.\G/IY;(xﬂZi)Sl.\e/[];(yi’Zi)

=T (x, z) <T ( v, z) (monotonluk 6zelligi)

T; t—norm

(iii) T(x,y)= [\6/17; (x,».) = VvT(y,x)=T(y,x) (degisme ozelligi)

iel
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(i) T(%,T(32)) = v T (x, v T (5,7)

iel

T; t—norm

= i\E/IY;(Z(x,-ayi)’Zi)

=T(T(x,y).2) (birlesme 6zelligi) ¢

Tanim 49 : Onerme 21 deki 7 t-normu 7, t-normlarmin i¢ direkt garpimi olarak

adlandirilir ve ﬁ]j olarak gosterilir. 7 ={1,2} durumunda T, x T, olur.

iel
Tamim 50 : L kafesi lizerindeki 7 ve M kafesi tizerindeki P t-normlar izomorf

olarak adlandirilir: < H : L — M kafes izomorfisi Va,b € L i¢in

H(7(ab))=P(H (a). H (b))
olacak sekilde mevcuttur.

Onerme 22 : ie{1,2} i¢in 7;, L kafesi iizerinde bir t-norm ve L=L xL, ve
T =T,xT, olsun. T4 (L x{0}) ve T ({0}x L,) srastyla L x{0} ve {0}x L, iizerinde
t-normlardir ve bu t-normlar sirasiyla 7} ve 7, ye izomorfturlar. Ek olarak,

T=T4(Lx{0}) x T ({0}xL,)

Ispat :

Va,,b €L, i¢in T((4,,0),(5,0))=(T, (a,.5),0) ve Va,,b, €L, igin
7((0,a,).(0,b,))=(0,T,(a,,b,)) dir. Bdylece,

Ty (L x{0})=(7,0) ., Ty ({0}xL,)=(0.T,) olur.

Dolayisiyla, T4 (L, x{0}) ve T4 ({0}xL,) swrasiyla L x{0} ve {0}xL, iizerinde
t-normlardir ve acik olarak bu t-normlarin 7, ve 7, ye izomorf olduklar1 anlasilir.
T t-normlarmn ig arpim tanmmindan, 7 =74 (L, x{0}) x 74 ({0}xL,) dir. ¢

Simdi asagidaki problemi inceleyelim:

Ornek 20 : T bir L carpim kafesi iizerinde bir t-norm olsun.
anb=0,avb=1,T(a,a)=a,T(b,b)=b olacak sckildeki a,beL elemanlarmmn
varligi, T nin direkt pargalanmasini gerektirir mi?

Céziim : Bunu gostermek icin Ornek 17 deki t-normu ele alalim.
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7((0.2).(02)=(0.2) . 7((1.0).(1.0))=(10)
ve

(0,2)A(1,0)=(0,0) , (0,2)v(L0)=(12)

Varsayallm 7', L, tuzerindeki 7, t-normu ve L, lzerindeki 7, t-normunun direkt
carpimi olsun. Onerme 22 den T4 ({0} x{O,l,Z}) , ({0} x{O,l,Z}) tizerinde bir t-normdur.
Fakat; 7((0,1),(0,2))=(0,0) esitliginden T ({0}x{0,1,2}) bir t-norm degildir. Bu

ylizden 7' bir direkt par¢alanma degildir. 4

2.11.1. v -Dagilmali ve Sonsuz v -Dagilmah T-Normlarin I¢ Direkt Carpimlari

(L,<) bir tam kafes, {aT | Te Q} L nin bir altkiimesi ve a € Q olsun.

O(a)=0\{a} ve a,= v a_ olsun.

reQ(a)

Tamm 51 : Bir {a

TE Q} altkiimesi bagimsiz olarak adlandirilir: < VaeQ

icin, a, #0 ve a, na, =0 dir.
Tanmm 52 : Bir {a, | z‘eQ} altkiimesi 1 in pargalanmasi olarak adlandirilir :
< va, =lvea #0 (VreQ)

Onerme 23 : T bir L kafesi iizerinde sonsuz v-dagilmali bir t-norm ve

@

TE Q} 1 in bir pargalanmasi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(1) {aT | T EQ} bagimsizdir;

(ii) a, nay; =0, Va#f igin;

(iii) T(a,.a,)=0 , Va = f igin.

Ispat :

(i)=(ii) aa/\aﬁsaﬂ/\aﬂ, Va# [ i¢in ve Eﬂ/\aﬂ:O V[ €Q oldugundan
Va# f i¢in a, na, =0 elde edilir.

(ii)=(iii) T(x,y)<xAy den T(aa,aﬁ)ﬁaa ANay,=0 :T(aa,aﬂ)zo dir.

(iii )= (i) (iii) den,
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T(aa,za)zT(aa,ﬁE\Q/(a)aﬂj=ﬁe\é(a)T(aa,aﬁ):O (YaeQ)
a,va, =1 oldugu igin,
a,na, =T(a, ra,,l)
=T(a, ra,.a,va,)
=T(a, na,.a,)vT(a, ra,.a,)
ST(aa,Zu)zo
VaeQ igin, a, na, =0 dir. 4

Uyan 7 : Eger T sonsuz v -dagilmali bir t-norm degilse (ii )= (i) dogru degildir.

Ornegin; Sekil 2(b) deki N, kafesini goz oniine alirsak, N, dagilmali degildir.
v Az =0 oldugundan, (ii) saglanir. Fakat (i) sart1 saglanmaz. Ciinkii, ;/\ z=0 degildir.

;z v T:v{x,z,O,l}

;:xvzv0v1=1
;/\z =1Az=2z#0 dir. Dolayisiyla (i) saglanmaz.

Tanm 53 : Bir {aT | Te Q} altkiimesi 1 in direkt pargalanmasi olarak adlandirilir :
< va. =1 ve {aT | Te Q} kiimesi bagimsizdir.

Onerme 24 : T bir L kafesi iizerinde sonsuz v-dagilmali bir t-norm ve

{a.

elemanidir.

TGQ} 1 in direkt par¢alanmasi olsun. VreQ i¢in a,, 7T nin idempotent

Ispat: 7z # f8 igin T(a,,a,)=0 esitliginden,
VreQ igin a, :T(ar,l):T(ar,\Q/aT):\Q/T(ar,aﬂ):T(aT,ar) dir. ¢
Onerme 25 : T bir L kafesi iizerinde v -dagilmali bir t-norm ve {a,,a,,......,a,}, 1

in direkt pargalanmasi olsun. Vi e {1, 2,...... ,n} icin a, T nin idempotent elemanidir.

Ispat: i+ jicin T (al.,aj) =0 esitliginden,
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a,,a,) (‘v’ie{l,Z, ...... ,n} ig:in)b
Teorem 20 : 7 bir L iizerinde sonsuz v -dagilmali bir t-norm, {aa | o€ Q} clL

L,=Vva, ve T, =T L, olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) YVaeQ igin, T, birt-normve 7T =[[ T,
aeQ

(1) {aa | ae Q} 1 in direkt par¢alanmasidir.

Ispat :

(i)=(i) YaeQ icin, T, bir t-norm ve T, {Ta |aeQ} ailesinin i¢ direkt
carpimi olsun.

I= v x, . x€l, (a € Q) olacak sekilde bir tek {x, | o € O} ailesi meveuttur.

l=vx,<va, ve {xa | a eQ} ailesinin tekliginden Va € Q i¢in x, =a, elde

aeQ aeQ
edilir. 1= v x, dir. (%)
aeQ

a#p i¢in a,Anazel, ve a,nazeL, oldugundan a, na, =0 dir. Onerme 23
den {% | ae Q} bagimsizdir. (%)

(*)ve (*+*)dan {aa | ae Q} 1 in direkt parcalanmasidir.

(ii):>(i){aa | ae Q} 1 in direkt parcalanmasi olsun. Onerme 23 ten, Va # f icin
a,naz=0 dir. Ozellikle L, NL, ={0} dir. 7, mn L, iizerinde bir t-norm oldugunu

gosterelim. Bunun i¢in, x,y € L, olsun.

T(x,y):Ta(x,y)Sx/\ySa

a

Boylece T, (x,y)e L,

xel, ise, x:T(x,l):T(x,\Q/aﬂ)z\Q/T(x,aﬂ):T(x,aa)
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Bu esitlikten @, nmin L, nin birim eleman: oldugu elde edilir. Boylece
T :L,xL,—> L, L, uzerinde bir t-normdur. $imdi 7" nin 7, t-normlarnin i¢ direkt
carpimi  oldugunu gosterelim. xeL olsun. VaeQ icin x,=T (% ,x) olarak

tanimlayalim.
Y X :\Q/T(aa,x):T(\Q/aa,x)zT(l,x)zx

Varsayalim, Va € O, x, € L, ve bazi {xa fa € Q} ailesi i¢in x = V¥ olsun.

=T(a ,x)=T|a ,vx |=vT(a ,x )=T(a ,x )=x
x, =T(a,,x) (aa \Q/xr) Y (aa xr) (aa xa) X,
Sonug olarak, herhangi bir xe L ve x, €L, i¢in X=Yx, olacak sekilde bir tek

{xa | o e Q} ailesi mevcuttur.
x,yel ve x= \Q/xa , V =\Q/ya olsun. Va#f igin T(xa,yﬁ) =0 oldugundan
asagidaki esitlikler saglanir.

)= ([ (g )= g T =y 7o)

T(x,.y,) €L, olduguicin, T(x,.y,)=(T ¥ L,)(x,.7,) =T, (x,.,)
oldugundan 7 (x,y) =V, (x,.5,) elde edilir. +

A4={0,1} , 0<1 bir zincir ve 4", A tizerinde v -dagilmali bir t-norm olsun.
Vx,yedigin A (x,y)=xAy

Teorem 21 : 7', L iizerinde sonsuz v-dagilmali bir t-norm ve L nin biitiin

{ D, | ae Q} atomlarnimn supremumu 1 e esit olsun. 7', L, = p, Uuzerindeki v -
dagilmali 7, t-normlarinin i¢ direkt carpimudir ve Vo € Q igin 7, 4" a izomorftur.

Ispat : VaeQ igin p,, L de bir atom ve I:a\E/Qpa olsun. Va # [ igin
P APy =0 dir. Onerme 23 ten, { D, | ae Q} 1 in direkt pargalanmasidir. Teorem 20
den L, = {x el | x< pa} icin 7', L lzerindeki 7, larmn direkt ¢arpimidir. p_ bir atom

oldugu i¢in, Vo€ Q i¢in T, = 4" dir. ¢
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2.11.2. v-Dagilmali veya Sonsuz v -Dagilmali T-Norma Sahip Olmayan

Kafesler

Simdi asagidaki problemi inceleyelim:
Verilen herhangi L tam kafesi i¢in, L iizerinde sonsuz v -dagilmali bir t-norm var

midir?
Teorem 22 : L bir kafes dyleki atomlarin bir sonlu sayisinin supremumu 1 ve 7', L
tizerinde v -dagilmali bir t-norm olsun. Bu takdirde L sonlu Boole Kafesi ve 7= A dur.

Ispat : Ispat1 teorem 21 nin ispatina benzer sekilde yapilir. ¢

Ornek 21 : Sekil 2 (a) ve (b) deki M= {0, x,y,z,l} ve N, = {O,x,y,z,l} kafeslerini
diisinelim. Sekil 2 (a) da M, kafesinin X,y ve z atomlarinin supremumu 1 dir. Varsayalim
T, M, izerinde bir v-dagilmali t-norm olsun. Teorem 21 den M, {izerindeki T
A" xA"x A" =A" a izomorftur. Bu ise geliskidir. Clinkii M, {iizerindeki A t-normu v -
dagilmali degildir. Buradan M iizerinde v -dagilmali t-norm olmadig: elde edilir.

Benzer sekilde N, lizerinde de Vv -dagilmali bir t-norm olmadig: gosterilir. ¢

Ornek 22 : L bir sonlu boyutlu lineer uzayin lineer altuzaylarmin kafesi ve T, L

tizerinde v -dagilmali bir t-norm olsun. Atomlarin bir sonlu sayisinin supremumu 1 dir.

Teorem 21 den 7= A" x.....x A" = A dur. Fakat A, L tzerinde v-dagilmali degildir. Bu
ylizden, L iizerinde v -dagilmali t-norm yoktur.

Teorem 23 : 7 bir L komplementli kafesi iizerinde v -dagilmali bir t-norm olsun.

L bir Boole Kafesi ve T = A dur.

Onerme 26 : L kafesi M, veya N, e izomorf olan bir M altkafesini igersin ve L
ve M nin birim elemanlar1 ¢akigsin. Bu takdirde L {izerinde v -dagilmali t-norm yoktur.
Ispat : M ={x,y,z,t,m} L nin altkafesi M M, e izomorf ve m=1 olsun.
(x<y<m , X<z<m,x<t<m,yvz=zVi=yVvi=m ,y/\z=Z/\t:y/\t:x)

Varsayalim 7', L iizerinde v -dagilmali bir t-norm olsun.

T(y,zvt):T(y,l)=y

T(y,z)Sy/\z:x

Buradan, y=T(y,zvt)=T(y,z)vT(y,t)<x geliskisi goriiliir.
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Benzer sekilde, M ={x,y,z,t,m} L ninaltkafesi, M N, eizomorfve m=1 olsun.
(x<y<m,x<z<t,z<t<m,y\/Z:yvt:m,zvt:t,Z/\yzy/\t:x,Z/\t:z)

T(t,yvz):T(t,l):t

T(t,y)ﬁt/\yzx

T(t,z)St/\z:z

Buradan, t=T(t,yvz)=T(t,y)vT(t,z)vaz=z celiskisi goriiliir. Boylece L

tizerinde v -dagilmali bir t-norm olmadig: elde edilir. ¢

Dagilmali olmayan ve sonsuz v -dagilmali t-norma sahip olan bir kafes vardir.

Ornek 23 : S bostan farkli bir kiime, |S|>3 ve LS={O,pT(reS),b,1} ,

0< p, <b<1 birkafes olsun. Va # f igin p, A p, =0 dir.

X}

PuA(Ppv P, )=(Parps)V(Parp,)

p,Ab =0v0
p, #0 oldugundan L; dagilmali olmayan bir kafestir.

L tizerindeki en kiigiik t-norm;

x , y=lise
T, (x,y)=4y , x=1lise
0 , Aksitakdirde

2

%(%ypﬂﬁy%%%pJ

(i) x#1 ise VP, =b oldugundan TW(x,\T/pT):O

x#1 ve p_#1 oldugundan \T/TW(x,pT)zo =1, (x,\r/pr):\T/TW (x,pr) dur.

(ii) x=1 ise TW(x,\T/pT)z\T/pT

x=1 ise \T/TW(x,pr)=\T/pT :>Tw(x,\r/pr)=\T/TW(x,pT) dir. 7,,, Lg lizerinde

sonsuz Vv -dagilmali bir t-normdur.

Sonsuz v -dagilmali t-norma sahip olmayan fakat v -dagilmali t-norma sahip olan bir

L kafesi mevcuttur.
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Ornek 24 : S 6klid topolojisine gore [0, 1] araligindaki tiim kapali kiimelerin ailesi

[0.]

olsun. S, 2™ in bir alt kiimesidir. S infumum ve supremum ile birlikte bir tam, dagilmali

kafestir.
/Q\AT :QAT €S ve \Q/AT :geS ({AT | TeQ}gS igin)

A, S lizerinde v -dagilmali bir t-normdur. S {izerinde sonsuz v -dagilmali 7 t-norm

v B, =(0,1]=[0,1]

T(A,;;an]:T({o},[o,l])z{o} ve T'(4,B,)C ANB, :{O}r{%,l}:Q

VT(4,B,)=2 oldugundan, T(A, 313"}& VT(4,B,) celiskisi clde edilir. S,

sonsuz Vv -dagilmali t-norma sahip degildir.

Tammm 54 : Bir L kafesine atomik kafes denir: < L nin her eleman atomlarin
supremumudur.

Tamim S5 : Bir 7, kafesi duali Brouwerian Kafesi olan tam atomik kafestir.

S, bir 7} -topolojik uzayin biitiin kapal altkiimelerinin kafesi olsun. Bu sartlar altinda
S tizerinde sonsuz v -dagilmali bir t-norm var midir?

Bu soruya asagidaki Onerme 27 ile cevap verelim:

Onerme 27 : (X, S) bir 7;-topolojik uzay1 ve S, (X,S)deki biitiin kapali kiimelerin
ailesi olsun. S iizerinde sonsuz v -dagilmali bir t-norm vardir : < (X ,S) bir diskret

topolojik uzaydir.
Ispat :

‘=’ T , S lzerinde sonsuz v -dagilmali bir t-norm olsun. (X S ) bir 7;-topolojik
uzay1 oldugu icin S bir 7, kafesidir. Bu yiizden xe€S§, S nin biitiin { D, | aeQ}

atomlarinin supremumudur. Teorem 21 den T, 4° iizerindeki A™ ya izomorftur. Simdi
S =2% oldugunu gosterelim.

S < 2* oldugu agik (*)
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Ce2"\{0,X} ve ygC, ye X olsun. (X,S) bir 7;-uzay1 oldugu i¢in {y} e S dir.
S, 49 ya izomorf ve 4° bir Boole Cebiri oldugu i¢in X \{y}e S dir.

= C=n X\{y}eS dir. Ciinkii ;

yeC
y%C:CgX\{y}

=Cc n X\{y}

yeC

N X \{y} = C oldugunu gosterelim.

yeC

ke mX\{y}:keX\{y}

veC
=>VyeC igin k#y
=keC
= ﬁX\{y}c;C

yeC

(1)ve(2)den C= mCX\{y} dir. Buradan, 2* = § (*%)
e

(*) ve (*#*) dan S =2" elde edilir. Buradan (X,S) diskret topolojik uzayidir.

¢ <": Benzer sekilde yapilir. ¢

Teorem 21 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 6 : L, atomlarinin supremumu 1 olan bir tam kafes olsun. L bir sonsuz v -
dagilmali bir t-norma sahiptir<> L bir tam atomik Boole Kafesidir.

Teorem 22 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 7 : L bir tam komplementli kafes olsun. L bir sonsuz v -dagilmali bir

t-norma sahiptir < L bir tam atomik Boole Kafesidir.

Simdi d(L)=2 olmak iizere L iizerindeki biitin v -dagilmali t-normlarin

siiflandirilmasini verelim.

B= {O, p,l} 0< p<1 , 2 uzunluklu bir zincir olsun ve B, i=1,2 v-dagilmal

t-normlar1 su sekilde tanimlanir:

(b)) VxeB igin B (1,x)=x ve aksi takdirde, B’ (x,y)=0
(b,) Vx,y e B igin B, (x,y)=xAy
Teorem 24 : d(L)=2 olan L kafesleri iizerinde sadece 3 tane izomorfi olmayan v -

dagilmali t-norm vardir. Bunlar 4" x 4", B/ ve B; d.
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Ispat : Uzunlugu 2 olan her L kafesi L, ={0,{ p. | te Q},l} formuna sahiptir

oyleki p. L de atomdur. Varsayalim, Q| >2 ve T, L iizerinde bir v-dagilmali t-norm
olsun. |Q|>2 igin L, M, e izomorf olan bir M altkafesini igerir. Onerme 26 dan L
tizerinde v -dagilmali t-norm yoktur. |Q|=2 ise teorem 21 den T = A" xA" dir. Yine

teorem 21 den, A t-norm, A4° iizerindeki tek t-normdur. |Q|:1 ise L,=B ve {O, p,l}

zinciri 0< p<1 dir. Agik¢a B iizerinde sadece iki tane B, ve B, t-normlari vardir. ¢



3. BULGULAR VE SONUCLAR

Tezde elde edilen bulgular1 asagidaki sekilde siralayabiliriz.

1. B smrh kismen sirali kiimesi tizerindeki 7; ve P smirl kismen sirali kiimesi
lizerindeki 7, t-normlarinin direkt ¢arpimi olan 7 x7, nin B x P, smirli kismen sirali

kiimesi {lizerinde bir t-norm oldugu 6nerme 12 de gosterilmistir.

T, , B smirh kismen sirali kiimesi lizerinde ve 7, , P, sinirh kismen sirali kiimesi
tizerinde bir t-norm, £, x P, kismen siral1 kiimesi tizerinde onlarin direkt ¢arpimlar1 7, x 7,
verilsin.

(i) 1(T,xT)=1(F)xI(T,)

(ii) N(T,xT,)=N(T,)xN(T,)
esitlikleri 6nerme 13 de gdsterilmistir.

2. B, ve P, iki smurh kismen sirali kiime olsun.

(i) Z[BxP]=(Z[R]xP,)u(PxZ[R)])

(ii) (R xP,)\Z[RxB]=(P\Z[R])x(P,\Z[R])
esitlikleri lemma 7 de gosterilmistir.

3. T, , B smirh kismen sirali kiimesi tizerinde ve 7, , P, siirli kismen sirali kiimesi
lizerinde bir t-norm, B, x P, kismen siral1 kiimesi iizerinde onlarin direkt ¢arpimlar1 7, x 7,
verilsin.

Z(TxTy) =(Z (1) %P, ) (P < Z(T3))
esitligi onerme 14 de gosterilmistir.

4. T, , B, smirli kismen sirali kiimesi lizerinde ve 7, , P, smurli kismen sirali kiimesi
lizerinde bir t-norm, B, x P, kismen siral1 kiimesi iizerinde onlarin direkt ¢arpimlar1 7, x 7,

verilsin.

T, xT, Pseudo-Arsimedyandir < 7| ve T, Pseudo-Arsimedyandir.

ifadesi 6nerme 15 de gosterilmistir.
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S. T, , B, smurh kismen sirali kiimesi {izerinde ve 7, , P, sinirli kismen sirali kiimesi
lizerinde bir t-norm, B, x P, kismen siral1 kiimesi iizerinde onlarin direkt ¢arpimlar1 7, x 7,

verilsin.

T, xT, kisaltmalidir < T, ve 7, kisaltmalidir.

ifadesi dnerme 18 de gosterilmistir.
6. (p:[O,l]2 —>[O,1]2 doniisiimii ([O,I]Z,S) nin bir otomorfisidir. < ([O,l],s) nin
@, ve @, otomorfileri vardir:
V(x,y)e[01] icin p(x,5) = (o (x). 0 ()
veya
v(x,y)e[01] icin o(x,¥) = (o (). 0, (x))
ifadesi dnerme 19 da gosterilmistir.

7. T, ve T, , ([0,1],<) iizerinde t-normlar ve onlarm direkt ¢arpimlar T =7, x7,
verilsin. ([O,I]Z,S) nin herhangi bir ¢ otomorfisi i¢in 7 , t-normunun ([O,l],é)

tizerindeki t-normlarin direkt carpimi oldugu 6nerme 20 de gosterilmistir.
8. P(l) = {aa :(a,O) Y z(O,b) | a,be [0,1]} C [O,l]zolmak lizere (P(l),s) in

sinirli dagilmali kafes oldugu teorem 14 te gosterilmistir.

9. Z[P(IJ ={0} ve U[P(]J ={1} oldugu lemma 9 da gosterilmistir.

10. t],tzeff([O,l]) siirekli t-normlar1 i¢in, 7, € I (P

" (1)) oldugu ornek 14 te

gosterilmistir.

11 1,,1,,1; € F([0,1]) igin, T,

s L€ T (fzz)) oldugu drnek 15 te gosterilmistir.
12. R, iizerindeki 7, (x,y) fonksiyonu igin,

HTecT (P(z)) dir.

(ii) 7. kisaltmali degildir.

(iii) 7, Pseudo-Arsimedyandir.

(iv) N(7.)=C dir.

ifadeleri 6rnek 16 da gdsterilmistir.
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13. Pseudo-Arsimedyan, kisaltmali olmayan ve nilpotent elemanlara sahip t-norm
ornegi ornek 17 de gosterilmistir.
14. Pseudo-Arsimedyan, kisaltmali olmayan ve nilpotent elemanlara sahip olmayan

t-norm 6rnegi 6rnek 18 de gosterilmistir.
15. [0,1]" iizerinde siirekli bir t-norm olan *’ 1n , [0,1] {izerindeki n tane islemin
direkt carpimi olmadigi teorem 18 de gosterilmistir.

16. Herhangi bir i € I igin L bir tam kafes, {L,- | ie I} L nin tam altkafeslerinin

bir ailesi ve 7;, L, lizerinde bir t-norm olsun. Herhangi bir xe L i¢in x, € L, ve x= Vv x,

iel
(x: VX =NV Vi X el ,Viel igin x, :yi) olacak sekilde bir tek {xi | iel}
ailesi mevcut olsun.

T:LxL — L fonksiyonunun

T(x,y)=i\€/17;(xi,yl,) VX=X, VY=Y (xl., v, el i(;in) ;
L iizerinde bir t-norm oldugu 6nerme 21 de gdsterilmistir.

17. anb=0 , avb=1 , T(a,a)=a ve T(b,b)=b olacak sekildeki
a,be L=L xL, elemanlarinin varligmin 7’ nin direkt parcalanmasini gerektirmedigi
ornek 20 de gosterilmistir.

18. T bir L kafesi lizerinde sonsuz v -dagilmali bir t-norm ve {ar | TE Q} 1 in bir
pargalanmasi olsun.

(i) {aT | TE Q} bagimsizdir ;

(ii) a, na; =0, Va=#p icin;

(iii) 7'(a,.a,)=0, Va # f igin.
onermelerinin denk oldugu 6nerme 23 te gdsterilmistir.

19. T bir L iizerinde sonsuz v -dagilmali bir t-norm, {aa | ae Q} clL L, =l a,
veT =T J L, olsun.

(i) VaeQ icin, T, birt-normve T=[[ T, ;
aeQ

(ii) {aa | ae Q} 1 in direkt parcalanmasidir.

Oonermelerinin denk oldugu teorem 20 de gosterilmistir.
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20. Dagilmali olmayan ve sonsuz Vv -dagilmali bir t-norma sahip olan kafes 6rnegi
ornek 23 te gosterilmistir.
21. Sonsuz v -dagilmali bir t-norma sahip olmayan fakat v -dagilmali t-norma sahip

olan kafes 6rnegi 6rnek 24 te gosterilmistir.

22. (X,S) bir T -topolojik uzayr ve S, (X,S)deki biitiin kapal kiimelerin ailesi
olsun. S iizerinde sonsuz v -dagilmali bir t-norm vardir : < (X ,S) bir diskret topolojik

uzaydir ifadesi 6nerme 27 de gosterilmistir.



4. IRDELEME

B. De Baets ve R. Mesiar [3] deki caligmalarinda carpim kafesi iizerindeki

t-normlarin direkt ¢carpim kavramini aragtirmiglar ve bir carpim kafesi {izerinde t-normlarin
direkt carpimi olan v - dagilmali t-normlar1 karakterize etmislerdir. B. De Baets ve R.

Mesiar yine ayni ¢alismalarinda su problemi ortaya koymuslardir:
Problem 1: [0,1]2 tizerindeki herhangi siirekli bir t-norm [0,1] tizerindeki siirekli

t-normlarin direkt carpimi midir?

S. Jenei ve B. De Baets [6] daki ¢alismalarinda B. De Baets ve R. Mesiar tarafindan

ortaya konulan Problem 1’1 incelemisler ve [0, 1]" iizerindeki herhangi siirekli bir t-normun

[O, 1] tizerinde siirekli n tane t-normun direkt ¢arpimi olmadigini gostermislerdir. S. Jenei
ve B. De Baets yine ayni ¢aligmada su problemi ortaya koymuslardir:
Problem 2: T, L c¢arpim kafesi {izerinde bir t-norm olsun. aAnb=0 , avb=1 ,

T (a,a) =aveT (b,b) =b olacak sekildeki a,b e L elemanlarinin varligi 7’ nin direkt

pargalanmasini gerektirir mi?

S. Jenei ve B. De Baets’ in [6] da ortaya koyduklar1 Problem 2’yi F. Karagal ve D.
Khadjiev [8] deki ¢alismalarinda aragtirmiglardir.
Yine B. De Baets ve R. Mesiar 1n [3] deki calismalarinda ortaya koyduklari

asagidaki problemi Z. Kun-Lun, L. Dong-Hai ve S. Li-Xia [12] ve F. Karacgal [9] daki

calismalarinda ¢6zmiislerdir:

Problem 3: Bir sinirli kismen sirali kiime veya sinirl kafes iizerindeki bir Pseudo-
Arsimedyan ve kisaltmali olmayan bir t-norm nilpotent elemana sahip midir?

Tezde bu problemlerin ¢oziimleri de incelenmistir.

Ayrica tam kafesler tlizerindeki v - dagilmali ve sonsuz v- dagilmali t-normlar
lizerine bir¢cok caligsma [1, 7,10,18] vardir.
Tezde bir L tam kafesi lizerindeki sonsuz v - dagilmali t-normun direkt par¢alanmasi

ve L nin birim elemanmin direkt parcalanmasi arasindaki iliski kurulmustur. Sonsuz

v - dagilmali t-norm ile birlikte bir tam kafesin 1 birim elemaninin direkt par¢calanmasinin
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ozellikleri calistlmistir. 7 bir L tam kafesi iizerinde sonsuz v - dagilmali bir t-norm ve L
nin tim atomlarini supremumu 1 ise 7 =A ve L nin atomik Boole Kafesi oldugu

gosterilmistir. Bu sonuclar kullanilarak, kafesler iizerinde v - dagilmali veya sonsuz
v - dagilmali olmayan t-norm Ornekleri verilmistir. Z. Wang ve Y. Yu [17] tarafindan
ortaya konulan su probleme cevap verilmistir:

Problem 4 : Verilen herhangi bir L tam kafesi i¢in, L {izerinde sonsuz v - dagilmali
bir t-norm var midir?

Verilen orneklerden birinde, bazi 7;- topolojik uzayin biitiin kapali altkiimelerinin

kafesi iizerinde sonsuz v - dagilmali bir t- norm olmadig1 gosterilmistir.



5. ONERILER

Bu calismada B, smirh kismen sirali kiimesi tizerindeki 7, ve P, simurli kismen sirali

kiimesi lzerindeki 7, t-normlarinin direkt ¢arpimi olan 7] x7, nin B x P, lzerinde bir
t-norm oldugu gosterilmistir. Fakat bunun tersinin dogru olmadigi [6] da [O,l]" kafesleri

tizerindeki t-normlar i¢in gosterilmistir. Yani [O,l]" tizerindeki herhangi siirekli bir t-norm

[0,1] tizerinde stirekli n tane t-normun direkt ¢arpimi degildir. Ayrica su problem

incelenebilir:
Carpim kafesleri tizerindeki direkt carpim olmayan t-normlar1 tanimlamanin baska

bir yolu var midir?

1 elemani her 7 €Q igin d (ar) <+ olacak sekildeki @, elemanlarinin bir direkt
pargalanmasi1 ise, teorem 20 ile; bir sonsuz v -dagilmali t-norma sahip kafeslerin
arastirilmasi sonlu uzunluklu kafeslerin arastirilmasina indirgenmistir. d (L)S 2 olmak

tizere L kafesleri lizerindeki biitiin v -dagilmali t-normlar belirlenmistir. d (L) =3 olmak

tizere L kafesleri iizerindeki biitiin v -dagilmali t-normlar [10] da belirlenmistir. Sonlu

uzunluklu kafesler iizerindeki bir v -dagilmali 7 t-normu i¢in benzer problemin ¢oziimii

ve incelemesini diisiinmek (Ozellikle L kafesleri i¢in d (L) =4 ve d(L)=35 olmak iizere)

yararl ve ilging olacaktir.
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