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 II  

ÖNSÖZ 

 

Üçgensel normlar (kısaca t-normlar), bazı metrik uzaylarda elemanlar arasındaki 

uzaklığı rakamlarla göstermek yerine, daha genel bir ifade ortaya koyma ihtiyacı ile 

ortaya çıkmıştır. Birçok alanda uygulamaları ve kullanımları vardır. Bunlardan bazıları; 

fuzzy kümeleri, fuzzy logic ve uygulamaları, genelleştirilmi ş ölçü teorisi, lineer olmayan 

denklemler ve oyun teorisi gibi. 

[0,1] kapalı birim aralığı üzerinde, t-normlarla ilgili birçok aksiyom ortaya 

konmuştur. Ama keyfi tam kafesler üzerinde, [0,1] üzerindeki kadar ilerleme 

kaydedilememiştir. Son yıllarda bu konuda çalışmalar yapılmıştır [5, 6, 8, 13, 14, 15]. 

Bu çalışmada ise amacımız bir tam kafesin uygun tam alt kafesleri üzerinde sonsuz 

supremum dağılmalı t-normlar tanımlamak ve bunlar üzerinde bazı aksiyomların varlığını 

araştırmaktır. 

Bu çalışmanın hazırlanması ve düzenlenmesinde emeğini esirgemeyen sayın Doç. 

Dr. Funda KARAÇAL’ a teşekkür eder, saygılarımı sınarım. Ayrıca manevi anlamda 

desteğini her daim hissettiren eşim Gülizar ĐNCE’ ye, bütün hayatım boyunca bana inanan 

ve güvenen aileme, bu seviyeye gelmemde katkısı olan Karadeniz Teknik Üniversitesi 

Fen – Edebiyat Fakültesi Matematik Bölümündeki tüm öğretim üyelerine sonsuz 

teşekkürlerimi ve minnetimi sunarım. 

 

 

 

Mehmet Akif ĐNCE 
Trabzon 2009 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 III  

ĐÇĐNDEKĐLER 

Sayfa No 

 

ÖNSÖZ ................................................................................................................................. II 

ĐÇĐNDEKĐLER .................................................................................................................... III 

ÖZET .................................................................................................................................... V 

SUMMARY.........................................................................................................................VI 

ŞEKĐLLER DĐZĐNĐ ........................................................................................................... VII 

SEMBOLLER DĐZĐNĐ......................................................................................................VIII 

1. GENEL BĐLGĐLER .............................................................................................1 

1.1. Giriş......................................................................................................................1 

1.2. Kısmen Sıralı Kümeler ve Kafesler .....................................................................2 

1.2.1. Kısmen Sıralı Kümeler ve Zincirler.....................................................................2 

1.2.2. Kafesler ................................................................................................................4 

1.3. Üçgensel Normlar ..............................................................................................10 

1.3.1. Temel Tanım ve Özellikler ................................................................................10 

1.3.1.1. Üçgensel Normlar (t-normlar) ...........................................................................10 

1.3.1.2. Üçgensel Konormlar (t-konormlar) ...................................................................12 

2. YAPILAN ÇALI ŞMALAR...............................................................................14 

2.1. Tam Kafesler Üzerinde Negasyonlar, Sonsuz ∨ − dağılmalı Üçgensel Normlar 
ve Pseudo Komplementler ................................................................................. 14 

2.1.1. Negasyonlar .......................................................................................................14 

2.1.1.1. Çarpım Kafesleri Üzerinde Güçlü Negasyonların Direkt Parçalanması............16 

2.1.2. ∨ − dağılmalı Üçgensel Normlar ve Pseudo Komplementler............................20 

2.1.3. T-asal Radikal Elemanlar...................................................................................22 

2.1.4. Bazı Tam Kafesler Üzerinde Sonsuz ∨ − Dağılmalı T-normlar .......................27 

2.1.4.1. RL  Tam Kafesi Üzerinde Sonsuz ∨ − dağılmalı T-normlar..............................27 

2.1.4.2. Bir a L∈  ile Üretilen Esas Dual Đdeal Üzerinde Sonsuz ∨ − dağılmalı T-
normlar ...............................................................................................................31 

2.1.4.3. *L  Tam Kafesi Üzerinde Sonsuz ∨ − dağılmalı T-normlar...............................33 

3. BULGULAR VE SONUÇLAR.........................................................................41 

4. ĐRDELEME .......................................................................................................42 



 IV  

5. ÖNERĐLER........................................................................................................43 

6. KAYNAKLAR ..................................................................................................44 

ÖZGEÇMĐŞ 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 V 

ÖZET 

 

Bu çalışmada pseudo komplement tanımının, sonsuz supremum dağılmalı t-normlar 

üzerindeki bazı aksiyomları araştırılmıştır. Bir L tam kafesinin bazı alt-yapıları üzerinde 

bir takım t-normlar inşa edilmiştir. Ayrıca güçlü negasyon tanımı verilip ve çarpım 

kafesleri üzerinde güçlü negasyonların direkt, iç direkt çarpımları ve parçalanmaları 

irdelenmiştir. 

Birinci bölümde kafesler ve t-normlarla ilgili genel bilgiler verilmiştir. Đkinci 

bölümde ise, negasyon kavramı ve sonsuz supremum dağılmalı t-normlar incelendi, ayrıca 

bu fonksiyonların bazı alt yapılara indirgenmesiyle oluşan t-normlar ve pseudo 

komplementlerle işlemler tanımlanmıştır. 

 

Anahtar Kelimeler:  Sonsuz supremum dağılmalı t-norm, pseudo komplement, güçlü 
negasyon 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 VI 

SUMMARY 

 

Negations, Infinitely Supremum Distributive Triangular Norms and Pseudo 
Complements on Complete Lattices 

 

In this study, some axioms of the definiton of pseudo complement is investigated 

which is on infinitely supremum distributive t-norms. Some t-norms have constructed on 

some substructures of a complete lattice L. Furthermore, the definition of strong negation 

is given and it is examined that direct product, internal direct product and the 

decompositions of strong negations which are on product lattices. 

In the first part, the general information about lattices and t-norms is given. In the 

second part, on the concept of negation and infinitely supremum distributive t-norms are 

studied, in addition, operations are defined with the t-norms which are formed by the 

restriction of these functions to some substructure and pseudo complements. 

 

Key Words: Infinitely supremum distributive t-norm, pseudo complement, strong  
           negation 
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SEMBOLLER D ĐZĐNĐ 

 

ℤ  { }..., 2, 1,0,1,2,...− −  

ℝ   Reel sayılar kümesi 

�X  X  kümesinin dual sırası ile tanımlı küme 

X  X  kümesinin üst sınırlarının kümesi 

X  X  kümesinin alt sınırlarının kümesi 

SupX X  kümesinin en küçük elemanı 

InfX  X  kümesinin en büyük elemanı 

x y∨  { }Sup x, y  

x y∧  { }Inf x, y  

x '  x  elemanının komplementi 

jJ
x∨  J indis kümesi üzerinden { }jSup x  

jJ
x∧  J indis kümesi üzerinden { }jInf x  

2L  L L×  

M P L DT ,T ,T ,T  Sırasıyla minimum, çarpım, Lukasiewicz ve drastic çarpım t-normları 

M P L DS , S , S , S  Sırasıyla minimum, çarpım, Lukasiewicz ve drastic çarpım t-konormları 

1 2n n⊗  1 2n ve n  negasyonlarının iç direkt çarpımı 

Ta 0→   a elemanının pseudo komplementi 

R(a)  a elemanının asal radikali 

*x   x elemanının pseudo komplementi 

RT L↓   T t-normunun RL  kümesine kısıtlanması 

a↑   a elemanını içeren elemanların kümesi 

≡   denklik ifade eder 

▄  Đspat sonu 



 
 
1. GENEL BĐLGĐLER 

 

1.1. Giri ş 

 

Üçgensel normların tarihi Karl Menger tarafından 1942 de yapılan “Đstatistiksel 

Metrikler [20]” adlı çalışmasıyla başlamıştır. Karl Menger, iki eleman arasındaki uzaklı-

ğın rakamlar yerine daha genel bir ifadenin kullanılabileceği metrik uzaylar inşa etti. Üç-

gensel normlar, klasik üçgen eşitsizliğinin daha genel yapılara genelleştirilmesi için oluş-

turulmuştur. Üçgensel normlar için orijinal aksiyomlar kümesi çok dardı ve bu aksiyomlar 

diğer fonksiyonların özellikleri içerisine dahildi. 

Üçgensel normlar, probalistik metrik uzaylar teorisinde önemli bir rol oynar. 

Berthold Schweizer ve Abe Sklar, 1958, 1960, 1961 yıllarındaki çalışmalarında [22, 23, 

21] üçgensel normların bugünkü kullanıldığı aksiyomlarını vermişlerdir. 

Matematiksel anlamda üçgensel normlar teorisi (özel) fonksiyonel denklemler alanı 

ve (özel topolojik) yarı gruplar teorisi olarak adlandırılan iki bağımsız alana sahiptir. 

Fonksiyonel denklemler ile ilgili olarak, üçgensel normlar birleşmelilik denklemiyle 

yakından ilgilidir. Bu alanda ilk çalışma 1826 yılında Abel tarafından yapılmıştır[1]. Daha 

sonraki çalışmalar 1909 da Brouwer[6], 1930 yılında Cartan, 1949 ve 1961 yıllarında 

Aczel[3, 4] ve 1954 yılında Hosszu[11] tarafından yapılmıştır. Özellikle Janos Aczel’ in 

monografisi (hem almanca[4] hem Đngilizce[2] versiyonu) üçgensel normların gelişiminde 

çok önemli bir etkiye sahiptir. 

Araştırmaların bir diğer yönü, bazı doğal fonksiyonel denklemlerin çözümü olarak 

üçgensel normların parametrelendirilmiş ailelerinin belirlenmesidir. Bu alandaki belki de 

en popüler sonuç, Frank fonksiyonel denklemi olarak adlandırılan denklemin tek çözümü 

olan Frank üçgensel norm ve konormların ailesinin ispatlandığı 1979 yılındaki çalışması-

dır[9]. 

Topolojik yarı gruplarla bağlantılı olarak, nilpotent elemanın mevcut olmadığı, sınır 

noktalarının (aynı zamanda annihilatör ve birim elemanın) sadece idempotent elemanlar 

olduğu bazı yarı grupların karakterizasyonu, 1955 te Faucett tarafından yapılmıştır[8]. 

 Üçgensel normların dilinde, bu çalışma kesin üçgensel normların tam bir tasvirini 

sağlamıştır. 
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Özetle, MT  minimum, PT  çarpım ve LT  Lukasiewich diye adlandırılan sadece üç 

üçgensel norm ile başlayan üçgensel normlar için izomorf dönüşümler ve sıralı çarpımlar 

anlamında bütün sürekli üçgensel normları inşa etmek mümkündür. 

Literatürde sınırlı kafesler üzerinde birçok çalışma vardır [13, 16, 17, 18, 19, 24, 

27]. Bu çalışmada amaç, keyfi tam kafesler üzerinde tanımlar ve özellikler vermektir. 

Buna göre aşağıdaki konular üzerinde çalışılmıştır: 

1) Negasyon ve güçlü negasyon tanımı verilip, çarpım kafesleri üzerinde güçlü 

negasyonların direkt parçalanması için gerek ve yeter şartlar. 

2) Keyfi tam kafes üzerinde her zaman bir güçlü negasyon tanımlamanın mümkün 

olmadığına dair örnek. 

3) Sonsuz supremum dağılamlı t-norm ve pseudo komplement tanımları üzerinde 

bir takım işlemler. 

4) T-asal radikal, T-asal eleman, T-yarıasal elemanlar. 

5) RL  tam kafesi üzerinde sonsuz supremum dağılmalı t-normlar. 

6) Bir a elemanı ile üretilen esas dual ideal üzerinde sonsuz supremum dağılmalı t-

normlar. 

7) *L  tam kafesi üzerinde sonsuz supremum dağılmalı t-normlar. 

 

1.2. Kısmen Sıralı Kümeler ve Kafesler 

 

Bu bölümdeki temel tanım, teorem ve önermeler Birkhoff’ a ait Kafes Teorisi[5] ve 

Gratzer’ e ait Genel Kafes Teorisi[10] kaynaklarından yararlanılarak verilmiştir. 

 

1.2.1. Kısmen Sıralı Kümeler ve Zincirler 

 

Tanım 1: Bir x y≤  ikili bağıntısının tanımlı olduğu ve aşağıdaki özellikleri sağla-

yan X kümesine bir Kısmen Sıralı Küme denir: 

P1) x X∀ ∈  için x x≤  tir. 

P2) x y ve y x≤ ≤  olan her x, y X∈  için x y=  dir. 

P3) x, y, z X∈  olmak üzere x y ve y z≤ ≤  ise x z≤  dir. 
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Tanım 2: P kısmen sıralı kümesine tam sıralı veya zincir denir:⇔  

P4) Verilen herhangi x ve y  elemanları için x y≤  dir veya y x≤  tir. 

Örnek:  ℤ  tamsayılar kümesi, doğal sıralamaya göre bir zincirdir. Çünkü herhangi 

a,b∈ℤ  alındığında ya a b≤  dir, ya da b a≤  dır. 

Tanım 3: Bir kısmen sıralı kümede herhangi x ve y elemanları için x y≤  ise, bu 

takdirde “y elemanı x elemanını içerir” denir. 

Teorem 1: Bir P kısmen sıralı kümesinin herhangi S alt kümesi, aynı içerme bağın-

tısına göre bir kısmen sıralı kümedir. 

Bir zincirin herhangi alt kümesi yine bir zincirdir. 

Tanım 4: P ve Q iki kısmen sıralı küme olsun. 

i) : P Qθ →  fonksiyonuna sıra-korur veya izoton denir:⇔  x y≤  olduğunda 

(x) (y)θ θ≤  dir. 

ii)  1 1−  ve örten : P Qθ →  sıra-korur dönüşümüne izomorfi denir:⇔ (x) (y)θ θ≤  

olduğunda x y≤  dir. 

iii)  Eğer : P Pθ →  bir izomorfi ise, bu takdirde θ  ya otomorfi denir. 

Tanım 5: X bir kısmen sıralı küme olsun. Aynı elemanlar üzerinde ters kısmen sıra-

lama bağıntısı ile tanımlanan �X  kısmen sıralı kümesine, X kısmen sıralı kümesinin duali 

denir. 

Teorem 2 (Duallik Prensibi): Herhangi bir kısmen sıralamanın terside bir kısmen 

sıralamadır. 

Tanım 6: P ve Q iki kısmen sıralı küme olsun. 

i) : P Qθ →  fonksiyonu ters sıra-korur dönüşüm denir :⇔ x y≤  olduğunda 

(x) (y)θ θ≤  dir ve (x) (y)θ θ≤  olduğunda x y≤  dir. 

ii)  Eğer bir : P Qθ →  ters sıra-korur dönüşümü 1-1 örten ise, bu takdirde θ  ya bir 

dual izomorfi(anti izomorfi) denir. 

iii)  Kendi kendisine anti izomorf olan kümeye self dual denir. 

Örnek:  X bir kısmen sıralı küme olsun. “:≤ =⊆ ”, alındığında açıkça X2  kümesi bir 

kısmen sıralı kümedir. A X⊆  olmak üzere, X X: 2 2 , (A) : X Aθ θ→ = −  ile tanımlanan 

dönüşüm bir anti izomorfidir. Çünkü A B⊆  olduğunda X B X A− ⊆ −  olur yani 

(B) (A)θ θ≤  dır. Birebirlik ve örtenlik açıktır. Bu ise (X, )⊆  kümesinin self dual olduğu-

nu gösterir. 
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Tanım 7: P bir kısmen sıralı küme ve X P⊆  olsun.  

i) Bir a X∈  elemanına X kümesinin en küçük elemanı denir:⇔  

x X için a x∀ ∈ ≤ . Kısaca E.k.e.X ile gösterilir. X kümesinin en büyük elemanı dual ola-

rak tanımlanır ve E.b.e.X ile gösterilir. 

ii)  Bir a X∈  elemanına minimal eleman denir:⇔ x a<  olacak şekilde x X∈  

mevcut değildir. X kümesinde maksimal eleman dual olarak tanımlanır. 

Açık olarak en küçük eleman bir minimal, en büyük eleman ise bir maksimal ele-

mandır. Tersi doğru olmayabilir. 

Teorem 3: Bir sonlu kısmen sıralı kümenin herhangi boştan farklı alt kümesi mini-

mal ve maksimal elemana sahiptir. 

Teorem 4: Zincirlerde minimal eleman(eğer mevcutsa) ile en küçük eleman, mak-

simal eleman ile en büyük eleman çakışır. Böylece her sonlu zincir bir en küçük(ilk) ve en 

büyük(son) elemana sahiptir. 

 

1.2.2. Kafesler 

 

P bir kısmen sıralı küme ve X P⊆ olsun. Eğer bir a P∈ , x X için x a∀ ∈ ≤  koşulu-

nu sağlıyor ise a elemanına X kümesinin bir üst sınırı denir. Dual olarak, 

x X için b x∀ ∈ ≤  koşulunu sağlayan b P∈  elemanına ise X kümesinin bir alt sınırı denir. 

X  ile X kümesinin bütün üst sınırlarının kümesini, X  ile de X kümesinin bütün alt 

sınırlarının kümesini gösterelim. Eğer mevcut ise; 

X  kümesinin en küçük elemanına X kümesinin supremumu, 

X  kümesinin en büyük elemanına X kümesinin infimumu denir ve sırasıyla SupX 

ve InfX sembolleriyle gösterilir. P2 ile, eğer mevcutsa InfX tektir. Buna göre: 

i) { }X a P : x X için x a= ∈ ∀ ∈ ≤  olup SupX E.k.e.X=  dir. 

ii)  { }X b P : x X için b x= ∈ ∀ ∈ ≤  olup InfX E.b.e.X=  dir. 

Tanım 8: P bir kısmen sıralı küme olsun. P kısmen sıralı kümesine bir kafes de-

nir:⇔  P’ nin herhangi iki elemanı bir en büyük alt sınıra ve bir en küçük üst sınıra sahip-

tir. Yani P nin bir kafes olması için herhangi x, y P∈  alındığında { } { }Sup x, y ve Inf x, y  

mevcut olmalıdır. 
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{ } { }Sup x, y , Inf x, y , SupL ve InfL elemanları ileride sıklıkla kullanılacağı için ko-

laylık açısından aşağıdaki gösterimleri kullanacağız: 

• { } { }Sup x, y x y, Inf x, y x y= ∨ = ∧  

• L bir kafes olmak üzere, eğer mevcut ise SupL 1=  InfL 0=  

• Eğer bir kafes 0 ve 1 elemanlarına sahip ise bu kafese sınırlı kafes denir. 

 

y

x
z

0

1

   0

1

x y z

 

         
5

(N Kafesi)               
5

(M Kafesi) 

  Şekil 1. 5 5N ve M kafesleri 

 

Tanım 9: L bir kısmen sıralı küme olsun. L kümesine bir tam kafes denir:⇔  

X L∀ ⊆  için SupX ve InfX mevcuttur.  

X L=  alındığında görülür ki, her boştan farklı tam kafes sınırlıdır. 

Örnek: Herhangi bir X kümesinin alt kümelerinden oluşan X2  kümesi, 0’ ı boş kü-

me, 1’ i ise X kümesinin kendisi olan bir tam kafestir. Gerçekten, herhangi 

{ } XA S : 2α α= ∈ ∆ ⊆  için InfA S ve SupA Sα αα α∈∆ ∈∆
= =∩ ∪  mevcut olup, X2  tam kafestir. 

Her kafes tam kafes olmayabilir. ℝ  reel sayılar kümesi göz önüne alındığında, ken-

di doğal sıralamasına göre kafestir ama tam kafes değildir çünkü, Inf ve Supℝ ℝ  mevcut 

değildir. 

Tanım 10: L bir kafes ve X L⊆  olsun. Eğer a,b X∀ ∈  için a b X ve a b X∧ ∈ ∨ ∈  

ise, bu takdirde X kümesine, L nin bir alt kafesi denir. 

Teorem 5: L bir tam kafes ve S aşağıdaki özellikleri sağlayan bir alt küme olsun: 

i) 1 S∈ ; 

ii)  T S ise InfT S⊆ ∈ ; 
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Bu takdirde S bir tam kafestir. 

Teorem 6:  1 2(P, ) ve (Q, )≤ ≤  iki kafes olsun. P Q×  kafeslerin direkt çarpımı da 

aşağıda tanımlanan kısmen sıralamaya göre bir kafestir. 

1 1 2 2(x , y ), (x , y ) P Q∈ ×  olmak üzere, 

1 1 2 2 1 1 2 1 2 2(x , y ) (x , y ) : x x ve y y≤ ⇔ ≤ ≤  

Lemma 1: L bir kısmen sıralı küme olsun. Bu takdirde infimum ve supremum(eğer 

mevcut ise) aşağıdaki özelliklere sahiptirler: 

L1) x x x∧ =  ve x x x∨ = ; 

L2) x y y x∧ = ∧  ve x y y x∨ = ∨ ; 

L3) x (y z) (x y) z∧ ∧ = ∧ ∧  ve x (y z) (x y) z∨ ∨ = ∨ ∨ ; 

L4) x (x y) x (x y) x∧ ∨ = ∨ ∧ = . 

Ayrıca x y (x y x ve x y y)≤ ≡ ∧ = ∨ =  dir. 

Lemma 2: Eğer P kısmen sıralı kümesi bir sıfıra sahip ise, x P için 0 x 0∀ ∈ ∧ =  ve 

0 x x∨ =  tir. Dual olarak x Piçin 1 x x ve1 x 1∀ ∈ ∧ = ∨ =  dir. 

Lemma 3: Herhangi bir L kafesinde supremum ve infimum işlemleri sıra-

korurdurlar. Yani y, z L∈  olmak üzere; 

y z x L için x y x z ve x y x z≤ ⇒∀ ∈ ∧ ≤ ∧ ∨ ≤ ∨  dir. 

Lemma 4: Herhangi bir L kafesinde, aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır. 

x, y,z L∀ ∈  olmak üzere, 

• x (y z) (x y) (x z)∧ ∨ ≥ ∧ ∨ ∧  

• x (y z) (x y) (x z)∨ ∧ ≤ ∨ ∧ ∨  

Lemma 5: Herhangi bir L kafesinin elemanları aşağıda verilen modüler eşitsizliği 

sağlar. 

x, y, z L için x z x (y z) (x y) z∀ ∈ ≤ ⇒ ∨ ∧ ≤ ∨ ∧  

Tanım 11: L bir küme olsun. Eğer L üzerinde bir *  ikili i şlemi, aşağıda sırasıyla ve-

rilen asosyatiflik, değişme ve idempotent eleman özelliklerini sağlıyor ise, bu takdirde L 

ye bir yarıkafes denir. 

i) x, y, z L için x (y*z) (x * y)*z∀ ∈ ∗ =  

ii)  x, y L için x y y*x∀ ∈ ∗ =  

iii)  x L için x x x∀ ∈ ∗ =  

Lemma 1 aşağıdaki sonucu verir. Bu sonuç dual olarak supremum için de geçerlidir. 
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Sonuç: P, herhangi iki elemanı infimuma sahip olan bir kısmen sıralı küme olsun. 

Bu durumda P, infimum işlemine göre bir yarıkafestir. Böyle yarıkafeslere infimum-

yarıkafes denir. 

Lemma 6: L bir yarıkafes olsun. x, y L∈  olmak üzere x y : x y x≤ ⇔ =�  ile tanım-

lanan bağıntı altında, “� ” ikili i şlemli L yarıkafesi bir kısmen sıralı kümedir ve 

{ }x y inf x, y=�  dir. 

Teorem 7: L1, L2, L3, L4 özelliklerini sağlayan herhangi ikili işlemli bir L kümesi 

kafestir ve terside doğrudur. 

Teorem 8: L bir kafes olsun. L içinde aşağıdakiler denktir. 

içinx, y,z L ,∀ ∈  

D x (y z) (x y) (x z)L ) ∧ ∨ = ∧ ∨ ∧  

D' x (y z) (x y) (x z)L ) ∨ ∧ = ∨ ∧ ∨  

Tanım 12: Teorem 8 in denk koşullarından birisini sağlayan bir kafese dağılma-

lı(dağılımlı)  kafes denir. Bu şartı L6 ile gösterelim. 

ℝ  reel sayılar kümesi, aşağıdaki sonuçtan dolayı dağılmalı kafestir. 

Lemma 7: Herhangi bir zincir dağılmalı kafestir. Herhangi dağılmalı kafesin duali 

ve herhangi alt kafesi de dağılmalıdır. Ayrıca dağılmalı kafeslerin herhangi direkt çarpımı 

da dağılmalıdır. 

Teorem 9: L bir dağılmalı kafes olsun. Herhangi x, y,c L∈  için c x c y∧ = ∧  ve 

c x c y∨ = ∨  ise x y=  dir. 

Tanım 13: L bir kafes olsun. L kafesine modüler kafes denir :⇔  

x, y,z L için∀ ∈ x z x (y z) (x y) z≤ ⇒ ∨ ∧ = ∨ ∧ . 

Bu özelliği L5 ile gösterelim. 

Açıkça, x z≤  olduğunda z x z= ∨  olduğundan, DL  kuralında yerine yazılırsa bu 

takdirde her dağılmalı kafes L5 özelliğini sağlar. Yani her dağılmalı kafes modülerdir. 

Fakat tersi her zaman doğru olmayabilir. Örneğin Şekil 1 deki 5M  kafesi modüler 

olmasına rağmen dağılmalı değildir. 

Teorem 10: Herhangi bir G grubunun normal alt gruplarının kafesi bir modüler ka-

festir. 

Teorem 11: Herhangi modüler olmayan kafes, Şekil 1 deki 5N  kafesini alt kafes 

olarak içerir. 
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Tanım 14: L sınırlı bir kafes ve x, y L∈  olsun. y elemanına x elemanının 

komplementi denir:⇔  x y 0∧ =  ve x y 1∨ = .  

Eğer y elemanı x elemanının komplementi ise y x '=  ile gösterilir. 

Tanım 15: L bir kafes olsun. L kafesine komplementli kafes denir:⇔ L kafesindeki 

her eleman bir komplemente sahiptir. 

Örnek: Şekil 1 de verilen 5M  kafesi bir komplementli kafestir. 

Tanım 16: L bir kafes olsun. L kafesine Bool Kafesi denir:⇔ L kafes dağılmalı ve 

komplementli bir kafestir.  

Teorem 9 ile, herhangi dağılmalı kafeste, komplementi mevcut olan elemanlar için 

komplementler tektir. 

Teorem 12: L bir bool kafesi olsun. Bu takdirde her x L∈  elemanı bir tek x '  

komplementine sahiptir ve üstelik: 

x, y L için,

L7) x x ' 0, x x ' 1

L8) (x ') ' x

L9) (x y) ' x ' y ' , (x y) ' x ' y '

∀ ∈
∧ = ∨ =

=
∨ = ∧ ∧ = ∨

 

Tanım 17: L bir kafes olsun. L ye bir Bool cebri denir:⇔  L kafesi , , '∧ ∨  işlemleri 

ile L1 L9−  özelliklerinin tamamını sağlar. 

Bir A bool cebrinin bir U alt cebri, herhangi x, y U∈  elemanları için 

x y, x y, x ' U∧ ∨ ∈  olacak şekilde boştan farklı bir alt kümedir. 

Teorem 13: L sınırlı bir dağılmalı kafes olsun. Bu takdirde L’ nin komplementli 

elemanlarının kümesi bir alt kafes şeklindedir. 

Tanım 18: L sınırlı bir kafes olsun. 

i) x L∈  elemanına bir atom denir:⇔  x L∈ , { }L 0−  kümesinin bir minimal ele-

manıdır. 

ii)  x L∈  elemanına bir koatom denir:⇔  x L∈ , { }L 1−  kümesinin bir maksimal 

elemanıdır. 
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Şekil 2. Atomlar ve koatomlar 

 

Yukarıda Hasse diyagramı ile verilen kafeste 1/ 23 / 4 ,14 / 2 / 3 ,1/ 24 / 3, 

13 / 2 / 4 ,12 / 3 / 4 ,1/ 2 / 34 elemanları atom tanımı ile açıkça atom, 

14 / 23 ,1/ 234 ,124 / 3 ,13 / 24 ,123 / 4 ,134 / 2 ,12 / 34  elemanları ise koatom tanımına 

göre birer koatomdur. 

Tanım 19: L bir tam kafes ve { }ja, x L , j J∈ ∈  kümesi L nin bir alt kümesi olsun. 

a L∈  elemanına kompakt eleman denir:⇔  F J⊆  sonlu alt kümesi için jJ
a x≤ ∨  den 

jF
a x≤ ∨  elde edilir. 

Tanım 20: L bir tam kafes olsun. L kafesine cebirsel kafes denir:⇔  L kafesinin her 

elemanı, kompakt elemanların bir supremumu şeklinde yazılabilir. 
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1.3. Üçgensel Normlar 

 

1.3.1. Temel Tanım ve Özellikler 

 

1.3.1.1. Üçgensel Normlar (t-normlar) 

 

Tanım 21[7, 25, 26]: Bir üçgensel norm (kısaca t-norm), bir L sınırlı kafesi üzerin-

de aşağıdaki özellikleri sağlayacak şekilde bir T ikili işlemidir. Yani x, y,z L∀ ∈  için aşa-

ğıdaki özellikleri sağlayacak bir T : L L L× →  fonksiyonudur: 

(T-1)  T(x, y) T(y, x)=    (değişme) 

(T-2)  T(x,T(y, z)) T(T(x, y),z)=   (asosyatiflik) 

(T-3)  y z T(x, y) T(x, z)≤ ⇒ ≤   (monotonluk) 

(T-4)  T(x,1) x=     (birim eleman) 

Örnek: Aşağıda sırasıyla 2
M P L D[0,1] [0,1] üzerinde T ,T ,T ,T→  ile verilen fonksi-

yonlar birer t-normdur: 

M

P

L

2

D

T (x, y) min(x, y)

T (x, y) x y

T (x, y) max(x y 1, 0)

0 , (x, y) [0,1[
T (x, y)

min(x, y) , aksi taktirde

=
= ⋅
= + −

 ∈
= 


 

Ayrıca sınırlı keyfi L kafesi üzerinde M DT ve T  aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

{ }
M

2

D

T (x, y) x y

0 , (x, y) (L 1 )
T (x, y)

x y , aksi taktirde

= ∧

 ∈ −= 
∧

 

Uyarı 1[26]: L sınırlı bir kafes ve 2T : L L→  keyfi bir t-norm olsun. 

i) Tanım 21 ile x L∀ ∈  için aşağıdaki sınır şartları sağlanır: 

T(0, x) T(x,0) 0= =      (2.1) 

T(1, x) x=       (2.2) 

Çünkü T nin monotonluğu ve birim eleman özelliği kullanılırsa: 

T(x,0) T(1,0) 0≤ =  olduğundan T(x,0) 0=  bulunur. T-1 değişme özelliğinden di-

ğer özellikler açıkça sağlanır. 
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ii)  Bir T t-normunun, (T-3) ile tanımlanan ikinci bileşenine göre monotonluğu, (T-1) 

değişmelilik ile birlikte her iki bileşenine göre monotonluğuna eşdeğerdir yani aşağıdaki 

şartı sağlar: 

1 2 1 2 1 1 2 2x x ve y y T(x , y ) T(x , y )≤ ≤ ⇒ ≤   (2.3) 

Tanım 22[19]: 1 2T ve T  iki t-norm olsun. 

i) 1 2T , T  den zayıf veya 2 1T , T  den güçlü denir:⇔  2(x, y) L∀ ∈  için 

1 2T (x, y) T (x, y)≤ . Bu durumda 1 2T T≤  yazılır. 

ii)  1 2 1 2T T ve T T≤ ≠  ise yani 1 2T T≤  ve bir 2
0 0(x , y ) L∈  için 

1 0 0 2 0 0T (x , y ) T (x , y )<  ise 1 2T T<  yazılır. 

Uyarı 2: T keyfi bir t-norm ve L sınırlı bir kafes olsun. (2.3) ün bir sonucu olarak 

2(x, y) L∀ ∈  için T(x, y) T(x,1) x≤ =  ve  

T(x, y) T(1, y) y≤ =  olduğundan MT(x, y) x y T (x, y)≤ ∧ = . 

Ayrıca { } 2(x, y) (L 1 )∀ ∈ −  için DT(x, y) 0 T (x, y)≥ = . Sonuç olarak keyfi t-norm 

için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

 D MT T T≤ ≤     (2.4) 

Tanım 23: L sınırlı bir kafes olmak üzere bir 2F : L L→  fonksiyonu x, y,z L∀ ∈  

için (T-1), (T-2), (T-3) şartlarını ve ayrıca x, y L∀ ∈  için F(x, y) x y≤ ∧  koşulunu sağlı-

yor ise, bu takdirde F ye bir t-altnorm denir. Her t-norm t-altnormdur fakat tersi her za-

man doğru olmayabilir. 

Örnek[19]: 2F :[0,1] [0,1] , F(x, y) : 0→ =  ile tanımlı fonksiyon açıkça bir t-

altnormdur. Fakat F(x,1) 0 x= ≠  olduğundan, F [0,1]  üzerinde bir t-norm değildir. 

Sonuç: Eğer L sınırlı bir kafes ve F bir t-altnorm ise, bu takdirde aşağıda tanımlanan 

2T : L L→  fonksiyonu bir t-normdur: 

{ } 2F(x, y) , (x, y) (L 1 )
T(x, y)

x y , aksi taktirde

 ∈ −= 
∧

 

Önerme 1: L sınırlı bir kafes olsun. 

i)  x L∀ ∈  için T(x, x) x=  eşitli ğini sağlayan tek t-norm MT  minimum t-normdur. 

ii)   Eğer L tam sıralı ise { }x L 1∀ ∈ −  için T(x, x) 0=  eşitli ğini sağlayan tek t-norm 

DT  drastik çarpımıdır. 
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Đspat: 

i) T, x L∀ ∈  için T(x, x) x=  eşitli ğini sağlayan keyfi bir t-norm olsun. Uyarı 2 

den dolayı 2(x, y) L∀ ∈  için MT(x, y) T (x, y)≤ . 

2(x, y) L∀ ∈  için MT(x y, x y) x y T (x, y) T(x, y)∧ ∧ = ∧ = ≤  olur. Bu durumda, 

2(x, y) L∀ ∈  için MT(x, y) T (x, y)=  elde edilir. 

ii)  Açıktır ▄ 

 

1.3.1.2. Üçgensel Konormlar (t-konormlar) 

 

Tanım 24[19, 25, 27]: Sınırlı bir L kafesi üzerinde x, y,z L∀ ∈  için daha önce veri-

len (T-1), (T-2), (T-3) özellikleri ve aşağıda verilen (S-4) özelliğini sağlayan 2S: L L→  

fonksiyonuna bir üçgensel konorm(t-konorm) denir. 

(S-4)  S(x,0) x=     (birim eleman) 

Örnek[19]: [0,1]  birim aralığı üzerinde M P L DS , S , S ve S temel t-konormları sırasıy-

la aşağıdaki şekilde verilir: 

 

M

P

L

2

D

S (x, y) max(x, y)

S (x, y) x y x y

S (x, y) min(x y,1)

1 , (x, y) ]0,1[
S (x, y)

max(x, y) , aksi takdirde

=
= + − ⋅
= +

 ∈
= 


 

L sınırlı bir kafes olmak üzere M DS ve S  aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

{ }
M

2

D

S (x, y) x y

1 , (x, y) (L 0,1 )
S (x, y)

x y , aksi takdirde

= ∨

 ∈ −= 
∨

 

Önerme 2[19]: [0,1]  birim aralığı üzerinde 2S:[0,1] [0,1]→  fonksiyonunun bir t-

konorm olması için gerek ve yeter koşul 2(x, y) [0,1]∀ ∈  için 

S(x, y) 1 T(1 x,1 y)= − − −     (2.5) 
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olacak şekilde bir T t-normunun mevcut olmasıdır. Burada verilen S t-konormuna T nin 

dual t-konormu denir. Benzer şekilde 2(x, y) [0,1]∀ ∈  için 

T(x, y) 1 S(1 x,1 y)= − − −     (2.6) 

ile verilen T t-normuna S nin dual t-normu denir. 

Uyarı 3[26]: L sınırlı bir kafes olsun. 

i) x L için S(1, x) S(x,1) 1∀ ∈ = =  dir. 

ii)  Eğer 1 2T ve T  t-normları için 1 2T T≤  ve 1 2S ve S , 1 2T ve T  ye karşılık gelen dual 

t-konormlar iseler bu takdirde 2 1S S≤  dir. Sonuç olarak her S t-konorm için M DS S S≤ ≤  

dir. Yani MS  maksimum en zayıf, DS  drastik toplama en güçlü t-konormdur. 

Tanım 25: L sınırlı bir kafes ve 2T : L L→  bir t-norm olsun. 

Bir a elemanına idempotent eleman denir:⇔  a L∈  elemanı T(a,a) a=  koşulunu 

sağlar.  

Her t-norm T nin idempotentleri olan 0 ve 1 elemanlarına T nin trivial idempotent 

elemanları denir. 

Örnek: L sınırlı bir kafes olmak üzere a L∀ ∈  elemanı, MT  minimum t-normun bir 

idempotent elemanıdır. Gerçekten Önerme 1 ile idempotent elemanlar kümesi L  kafesine 

eşit olan tek t-norm MT  minimumdur. 



 
 
2. YAPILAN ÇALI ŞMALAR 

 

2.1. Tam Kafesler Üzerinde Negasyonlar, Sonsuz ∨ − dağılmalı Üçgensel Norm-
lar ve Pseudo Komplementler 

 

Bu bölümde, şimdiye kadar bazı özelliklerini verdiğimiz t-normların özel bir duru-

mu üzerinde bir takım çalışmalar yapacağız. Bu bölümde, aksi söylenmedikçe bütün ka-

fesler tam kafes olarak düşünülecektir. 

 

2.1.1. Negasyonlar 

 

Tanım 26[15, 25]: L bir tam kafes olsun. n : L L→  fonksiyonu bir negasyon de-

nir:⇔  

i) n(0) 1, n(1) 0= = ; 

ii)  a,b L için a b∈ ≤  ise n(b) n(a)≤ . 

Tanım 27[15, 25]: L bir tam kafes olsun. n : L L→  fonksiyonu bir güçlü negasyon 

denir:⇔  

(N1) a L için n(n(a)) a∀ ∈ = ; 

(N2) a,b L için a b∈ ≤  ise n(b) n(a)≤ . 

Teorem 14[25]: L bir tam kafes ve { }ja L , j J∈ ∈  L nin bir alt kümesi olsun. Eğer 

n, L üzerinde bir güçlü negasyon ise, bu takdirde aşağıdaki eşitlikler doğrudur: 

i) j jj J j J
n( a ) n(a )

∈ ∈
=∨ ∧  

ii)  j jj J j J
n( a ) n(a )

∈ ∈
=∧ ∨  

Đspat: 

L bir tam kafes ve n, L üzerinde bir güçlü negasyon olsun. Tanım 26 dan dolayı, 

j jj J
a a

∈
≤ ∨  olduğundan ( )j jj J

n(a ) n a
∈

≥ ∨  ve j jj J j J
n( a ) n(a )

∈ ∈
≤∨ ∧  dir ve 

( )j j jj J j J j J
n( a ) n n(n(a )) n(a )

∈ ∈ ∈
= ≥∧ ∧ ∨  bulunur. Sonuç olarak, 
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( )j jj J j J
n n(a ) a

∈ ∈
≥∧ ∨  olur ve buna bağlı olarak ( )j j jj J j J j J

n( a ) n n( n(a )) n(a )
∈ ∈ ∈

≥ =∨ ∧ ∧  çı-

kar. Buradan j jj J j J
n( a ) n(a )

∈ ∈
=∨ ∧  olduğu elde edilmiş olur. Benzer şekilde 

j jj J j J
n( a ) n(a )

∈ ∈
=∧ ∨  eşitli ği gösterilir ▄ 

Teorem 15: L bir tam kafes, 2T : L L→  bir t-norm ve n : L L→  bir güçlü 

negasyon olsun. S(x, y) n(T(n(x),n(y)))=  ile tanımlı 2S: L L→  fonksiyonu bir t-

konormdur. 

Đspat: L bir tam kafes, 2T : L L→  bir t-norm ve n : L L→  bir güçlü negasyon ol-

sun. Herhangi x, y, z L∈  için: 

(T – 1) ( ) ( )S(x, y) n T(n(x),n(y)) n T(n(y),n(x)) S(y, x)= = =  

(T – 2) ( )S(x,S(y,z)) n T(n(x),n(S(y,z)))=  

( )( )n T(n(x),n(n T(n(y),n(z)) ))=  

( )n T(n(x),T(n(y),n(z))) , n güçlü olduğundan;=  

( )n T(T(n(x),n(y)),n(z)) , T bir t norm olduğundan.= −  

( )S(S(x, y),z) n T(n(S(x, y)),n(z))=  

( )( )n T(n(n T(n(x),n(y)) ),n(z))=  

( )n T(T(n(x),n(y)),n(z)) , n güçlü olduğundan.=  

 S(x,S(y, z)) S(S(x, y),z)=  olduğu bulunur ve böylece S birleşme özelliğini sağlar. 

(T – 3) y z olsun. n bir güçlü negasyon olduğundan n(z) n(y) dir.≤ ≤  

T bir t norm olduğundan, T(n(x),n(z)) T(n(x),n(y))⇒ − ≤  

( ) ( )n güçlü olduğundan, n T(n(x),n(y)) n T(n(x),n(z)) ........(#)⇒ ≤  

( ) ( )(#) ile, S(x, y) n T(n(x),n(y)) n T(n(x),n(z)) S(x,z)= ≤ =  

Yani S(x, y) S(x, z)≤  olup S monotondur. 

(S – 4) ( )S(x,0) n T(n(x),n(0))=  

( )n T(n(x),1) , n güçlü olduğundan;=  

( )n n(x) , T t norm olduğudan;= −  

x=  



 16 

S birim eleman özelliğini sağlar. Bu durumda S nin bir t-konorm olduğu gösterilmiş 

olur ▄ 

Yukarıda ispatlanan teoremdeki S t-konormuna, T nin dual t-konormu denir. Yuka-

rıdakine benzer şekilde gösterilebilir ki, ( )T(x, y) n S(n(x),S(y))=  şeklinde tanımlanan 

2T : L L→  fonksiyonu bir t-normdur ve S t-konormunun dual t-normudur. 

 

2.1.1.1. Çarpım Kafesleri Üzerinde Güçlü Negasyonların Direkt Parçalanması 

 

Güçlü negasyonlar, tanım itibariyle t-normlar ve t-konormlar arasında genel bir De 

Morgan kuralı olmasını sağlar. Bu bölümde güçlü negasyonların direkt çarpımı ve direkt 

parçalanmalarını ele alacağız. 

Önerme 3[15]: L bir tam kafes ve n, L üzerinde bir güçlü negasyon olsun. Bu tak-

dirde aşağıdaki özellikler sağlanır: 

i) Eğer x, L içinde bir atom ise, n(x) L içinde bir koatomdur. 

ii)  Eğer x, L içinde bir koatom ise, n(x) L içinde bir atomdur. 

iii)  ℑ , L nin atomlarının, ℜ  ise L nin koatomlarının kümesi olmak üzere 

f : ℑ → ℜ , x n(x)֏  dönüşümü 1 – 1 dir. 

Đspat: 

i) x L∈  bir atom, { }b L 1∈ −  ve n(x) b<  olsun. n’ nin bir güçlü negasyon olduğu 

kullanılırsa, n(b) n(n(x)) x< =  olur ki bu x’ in atom olmasıyla çelişir. Bu durumda 

n(x) b<  olacak şekilde { }b L 1∈ −  mevcut değildir. Koatomun tanımından, n(x) bir 

koatom olarak bulunur. 

ii) x L∈  bir koatom, { }a L 0∈ −  ve a n(x)<  olsun. Bu durumda n(a) n(n(x)) x> =  

olarak bulunur, bu ise x’ in koatom olması ile çelişir. Bu durumda n(x) bir atomdur. 

iii)  n, L üzerinde bir güçlü negasyon ve 1 2x , x ∈ ℑ  olsun. f nin iyi tanımlılığı (i) şık-

kından açıktır. 1 2f (x ) f (x )=  olsun. 

1 2n(x ) n(x )⇒ =  

1 2n(n(x )) n(n(x )) , n ' nin iyi tanımlılığından;⇒ =  

1 2x x⇒ =  

olur ki bu f nin 1 – 1 olduğunu gösterir ▄ 
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Verilen herhangi L tam kafesi üzerinde tanımlı, her zaman bir güçlü negasyon mev-

cut olmayabilir. Bunun için aşağıdaki örnek incelenmelidir. 

Örnek[15]: { }L 0, x, y,z,1= , 0 x z 1< < < , 0 y z 1< < <  kafesi göz önüne alınsın. 

x y 0∧ = , x y z∨ =  olduğundan, L’ nin atomlarının kümesi { }x, y  ve L’ nin 

koaomlarının kümesi { }z  dir.  

Varsayalım ki n, L üzerinde bir güçlü negasyon olsun. Bu takdirde Önerme 3 (iii) ile 

bir { } { }f : x, y z→  dönüşümü 1 – 1 olacak şekilde mevcut olur ki bu bir çelişkidir. Bu 

durumda L üzerinde bir güçlü negasyon tanımlanamaz ▄ 

Aşağıda kafeslerin direkt çarpımının genel yapısı irdelenecektir. 1 2 nL ,L ,...,L  tam 

kafesler olsunlar. 1 2 nL L ... L× × ×  kartezyen çarpımı üzerinde infimum ve supremum aşa-

ğıdaki şekilde tanımlanır: 

{ }1 2 n 1 2 nx (x , x ,..., x ), Q L L ... Lτ τ τ τ τΩ = = ∈ ⊆ × × ×  olmak üzere, 

( )
{ }

( )
{ }

iQ Q i 1,2,...,n

iQ Q i 1,2,...,n

x x

x x

τ ττ τ

τ ττ τ

∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

=

=

∧ ∧

∨ ∨
 

1 2 nL L ... L× × ×  kartezyen çarpımı, yukarıda tanımlanan infimum ve supremum ile 

bir tam kafes yapısındadır. Bu kafese, 1 2 nL ,L ,...,L  kafeslerinin direkt çarpımı denir. 

Önerme 4[15]: L bir kafes, 1 2L ve L  L’ nin tam alt kafesleri, 1 1n L  üzerinde, 

2 2n ise L  üzerinde güçlü negasyonlar olsunlar.  

Kabul edelim ki her bir x L∈  için 1 1 2 2x L , x L∈ ∈  teklikle tanımlı olsun öyle ki 

1 2x x x= ∧ . Bu takdirde aşağıdaki şekilde tanımlı n : L L→  dönüşümü L üzerinde bir 

güçlü negasyondur. 

1 2x x x= ∧  olduğunda 1 1 2 2n(x) : n (x ) n (x )= ∧  

Đspat: 

Đlk olarak her x L∈  için n(n(x)) x=  olduğunu göstermeliyiz. x L∈  keyfi olsun. 

Hipotez ile 1 1 2 2x L , x L∈ ∈ , 1 2x x x= ∧  ve 1 1 2 2n(x) n (x ) n (x )= ∧  olacak şekilde mevcut-

tur. n’ nin tanımı ile, 

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2n(n(x)) n(n (x ) n (x )) n (n (x )) n (n (x )) x x x= ∧ = ∧ = ∧ =  

elde edilir. Bu durumda (N1) sağlanmış olur. 
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x, y L ve x y∈ ≤  olsun. Bu takdirde  

1 2x x x= ∧  ve 1 2y y y= ∧ , 1 1 1 2 2 2x , y L , x , y L∈ ∈ . n’ nin tanımından, 

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2n(y) n (y ) n (y ) n (x y ) n (x y )= ∧ ≤ ∧ ∧ ∧  

1 1 2 2n(x y x y ) n(x y) n(x)= ∧ ∧ ∧ = ∧ =  

elde edilir. (N2) sağlanmış olur. Bu ise n’ nin güçlü negasyon olduğunu gösterir ▄ 

Tanım 28[15]: Önerme 4 te inşa edilen güçlü negasyona 1 2n ve n  negasyonlarının 

iç direkt çarpımı denir ve 1 2n n⊗  ile gösterilir. 

Tanım 29[15, 16]: n bir L kafesi üzerinde, *n  ise bir M kafesi üzerinde birer güçlü 

negasyon olsunlar. 

n ve *n  negasyonlarına izomorftur denir:⇔  her a L∈  için *H(n(a)) n (H(a))=  ola-

cak şekilde bir H : L M→  kafes izomorfisi mevcuttur. 

Önerme 5[15]: 1 2L ,L  tam kafes, 1 2L L L= ×  ve n, L üzerinde bir güçlü negasyon 

olsun. Bu takdirde; 

i) n(0,1) (1,0) n(1,0) (0,1)= ⇔ =  

ii)  n(0,1) (0,1) n(1,0) (1,0)= ⇔ =  

Đspat:  

i) Tanım 27 den açıktır. 

ii)  " "⇒  1 2n(0,1) (0,1) ve n(1,0) (k, t) , k L , t L= = ∈ ∈  olsun. Teorem 14 ten dolayı 

( )(0,0) n(1,1) n (1,0) (0,1) n(1,0) n(0,1) (k, t) (0,1) (0, t)= = ∨ = ∧ = ∧ =  

( )(1,1) n(0,0) n (1,0) (0,1) n(1,0) n(0,1) (k, t) (0,1) (k,1)= = ∧ = ∨ = ∨ =  

Bu durumda k 1, t 0= =  olup n(1,0) (1,0)=  

" "⇐  Soldan sağa ispata tamamen benzer şekilde yapılır ▄ 

Aşağıda verilecek teoremle, tam kafeslerin direkt çarpımları üzerindeki negasyonlar 

karakterize edilecektir: 

Teorem 16[15]: 1 2L ,L  iki tam kafes 1 2L L L= ×  ve n, L üzerinde bir güçlü 

negasyon olsun. Aşağıdaki şartlar denktir: 

i) n(0,1) (1,0)= (veya n(1,0) (0,1)= ); 

ii)  n, 1L  üzerinde tanımlı 1n  ve 2L   üzerinde tanımlı 2n  güçlü negasyonlarının di-

rekt çarpımıdır. 
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iii)  n, { }1L 1×  üzerinde tanımlı bir *
1n  ve { } 21 L×  üzerinde tanımlı bir *

2n  güçlü 

negasyonlarının iç direkt çarpımı şeklindedir. 

Đspat:  

i)⇒ ii):  
1 11 1 x 1 x 2x L , a L ve c L∈ ∈ ∈  olmak üzere 

1 11 x xn(x ,1) (a ,c )=  olsun. 

1n(x ,1) n(0,1) (1,0)≤ =  olduğundan 
1xc 0=  dır ve buna bağlı olarak ise 

11 xn(x ,1) (a ,0)=  

dır. Aşağıdaki dönüşümü tanımlayalım: 

11 xn(x ,1) (a ,0)=  olduğunda 
11 1 1 1 1 xn : L L , n (x ) : a→ = . 1n  iyi tanımlıdır.  

Gerçekten, 1 1 1 1 1x , y L , x y∈ =  olsun. 
1 11 x 1 yn(x ,1) (a ,0),n(y ,1) (a ,0)= =  olduğunda, 

1 11 1 1 1 1 1 x yx y (x ,1) (y ,1) n(x ,1) n(y ,1) a a= ⇒ = ⇒ = ⇒ = . Şimdi herhangi 1 1x L∈  

için ( )1 1 1 1n n (x ) x=  olduğunu gösterelim. 

11 xn(x ,1) (a ,0)=  olduğunda 
11 1 xn (x ) a=  olduğunu biliyoruz. 

1 1x x(a ,1) (a ,0)>  oldu-

ğundan 
1 1x x 1n(a ,1) n(a ,0) (x ,1)< = …………(1) 

Diğer taraftan ( )( )
1x 1 1 1 1 1n(a ,1) n(n (x ),1) n n (x ) ,0= =  olur. ( )1 1 1n n (x ) k=  olarak 

alacak olursak, 
1

(1)

x 1(k,0) n(a ,1) (x ,1)= <  olur ve buradan 1k x≤  elde edilir. 

1 2t L , m L∈ ∈  için 1n(x ,0) (t,m)=  olsun. n(0,1) (1,0)=  olduğundan Önerme 5 (i) 

ile n(1,0) (0,1)=  dir. Bu eşitli ği kullanarak 1(t,m) n(x ,0) n(1,0) (0,1)= ≥ =  olur ve m 1=  

bulunur. Bu nedenle 1n(x ,0) (t,1)=  olur. Diğer taraftan 
11 1 xn(x ,0) n(x ,1) (a ,0)> =  ve bu 

yüzden 
11 xn(x ,0) (a ,1)≥ …………(2). n’ nin güçlülüğü kullanılırsa; 

( )
1

(2)

1 1 x(x ,0) n n(x ,0) n(a ,1) (k,0)= =≤  

Buradan 1x k≤  çıkar. Sonuç olark ( )1 1 1 1x k n n (x )= =  bulunur. Böylece (N1) gös-

terilmiş oldu. 

1 1 1 1 1x , y L ve x y∈ ≤  olsun. 1 1 1 1n (x ) n (y )≥  olduğunu göstermeliyiz. 1 1x y≤  oldu-

ğundan 1 1(x ,1) (y ,1)≤  dir ve böylece 
1 1x 1 1 y(a ,0) n(x ,1) n(y ,1) (a ,0)= ≥ =  dır. 

1 11 1 x y 1 1n (x ) a a n (y )= ≥ =  olur. Bu durumda (N2) sağlanır ve 1n  bir güçlü negasyondur. 

n(1,0) (0,1)=  eşitli ği kullanılarak gösterilebilir ki, benzer şekilde 2L  üzerinde tanımlı 2n  

dönüşümü de bir güçlü negasyondur. 



 20 

1 2n n n= ×  olduğunu göstermek için 1 1 1 2(x , y ) L L∈ ×  alındığında Teorem 14 ile 

1 2n ve n ’ nin tanımı kullanılırsa; 

( )

( )
1 2 1 2

1 1 1 2 1 2

x x x x

1 1 2 2 1 2 1 2

n(x , y ) n (x ,1) (1, x ) n(x ,1) n(1, x )

(a ,0) (0,b ) (a ,b )

n (x ),n (x ) n n (x , x )

= ∧ = ∨
= ∨ =

= = ×

 

ii) ⇒ iii):  1 2n n n= ×  olsun. { }1L 1×  üzerinde ( )*
1 1 1 1n (x ,1) n (x ),1=  ile tanımlı *

1n  

dönüşümü açıkça bir güçlü negasyondur. Benzer şekilde { } 21 L×  üzerinde *
2n  güçlü 

negasyonu tanımlansın. 1 1 1 2(x , y ) L L∈ ×  olmak üzere; 

( ) ( ) ( ) * *
1 1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2n(x , y ) n (x ),n (x ) n (x ),1 1,n (x ) n (x ,1) n (1, x )= = ∧ = ∧  

olarak elde edilir. Bu ise * *
1 2n n n= ⊗  olduğunu gösterir. 

iii) ⇒ i):  *
1n  ve *

2n  sırasıyla { }1L 1×  ve { } 21 L×  üzerinde güçlü negasyonlar oldukla-

rından * *
1 2n (0,1) (1,1) ve n (1,1) (1,0)= =  dır ve buna bağlı olarak; 

* *
1 2n(0,1) n (0,1) n (1,1) (1,1) (1,0) (1,0)= ∧ = ∧ =  

olarak elde edilir ▄ 

Uyarı 4: Eğer Önerme4 ün dualini kullanarak güçlü negasyonların başka bir iç çar-

pımı oluşturulursa, Teorem 16 daki sonuçların benzerleri elde edilir. Çünkü (i) ve (ii) şık-

ları aynıdır. Fakat (iii) aşağıdaki şekilde değişir: 

(iii)  n, { }1L 0×  üzerinde tanımlı bir 1n ' ve { } 20 L×  üzerinde tanımlı bir 2n '  güçlü 

negasyonlarının iç direkt çarpımı şeklindedir. 

{ }1L 1×  üzerindeki *
1n  güçlü negasyonu { }1L 0×  üzerinde tanımlı 1n ' güçlü 

negasyonuna, { } 21 L×  üzerindeki *
2n  güçlü negasyonu { } 20 L×  üzerinde tanımlı 2n '  güç-

lü negasyonuna izomorf olduğundan Önerme 4 veya onun duali ile işleyiş açısından hiçbir 

fark yoktur. 

 

2.1.2. ∨ − dağılmalı Üçgensel Normlar ve Pseudo Komplementler 

 

Tanım 30[16, 17]: L bir kafes ve 2T : L L→  bir t-norm olsun. T t-normuna ∨ − da-

ğılmalı t-norm denir:⇔  her x, y, z L∈  için aşağıdaki eşitlik sağlanır. 

T(x, y z) T(x, y) T(x, z)∨ = ∨  
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Tanım 31[16, 17, 25, 26]: L bir tam kafes ve 2T : L L→ bir t-norm olsun. T t-

normuna sonsuz ∨ − dağılmalı t-norm denir:⇔  L nin her { }x, y L, Qτ τ∈ ∈  alt kümesi 

için aşağıdaki eşitlik sağlanır. 

Q Q
T(x, y ) T(x, y )τ ττ τ∈ ∈

=∨ ∨  

Örnek[25]: [0,1]  birim aralığı üzerinde LT (a,b) max(a b 1,0)= + −  t-normu sonsuz 

∨ − dağılmalı t-normdur. 

Çözüm:  

{ }a,b [0,1] , Qτ τ∈ ∈  kümesi, [0,1]aralığının keyfi bir alt kümesi olsun. Bu durum-

da,  L LQ Q Q Q
T (a,b ) max(a b 1, 0) max(a b 1, 0) T (a, b )τ τ τ τ= + − = + − =∨ ∨ ∨ ∨  elde edilir. Bu 

ise LT  t-normunun sonsuz ∨ − dağılmalı olduğunu gösterir ▄ 

L bir tam kafes, 2T : L L→  bir t-norm olsun. Verilen herhangi a,b L∈  için 

T(a, x) b≤  olan bütün x L∈  elemanlarının kümesinin en büyük elemanı(eğer mevcut 

ise) Ta b→  ile gösterilir. 

Tanım 32[5]: L bir tam kafes, 2T : L L→  bir t-norm olsun. a L∈  olmak üzere 

Ta 0→  elemanına a L∈  elemanının pseudo-komplementi (veya annihilatörü) denir ve 

*a  şeklinde gösterilir. 

Tanım 33[5]: L bir kafes olsun. L kafesine bir Brouwerian Kafesi denir:⇔  verilen 

herhangi a,b L∈  için a x b∧ ≤  koşulunu sağlayan bütün x L∈  elemanlarının kümesi bir 

en büyük elemana sahiptir. 

Teorem 17[5]: L bir tam kafes ve 2T : L L→  bir t-norm olsun.  

T nin sonsuz ∨ − dağılmalı olması, yani T(a, x ) T(a, x )α α=∨ ∨  eşitli ğinin sağlan-

ması için gerek ve yeter koşul, verilen herhangi a,b L∈  elemanları için T(a, x) b≤  olan 

bütün x L∈  elemanlarının kümesinin Ta b→  en büyük elemanına sahip olmasıdır. 

Đspat:  

L bir tam kafes ve { }xα  L nin herhangi alt kümesi ve b T(a, x )α= ∨  olsun. 

Supremumun tanımı ile her α  için T(a, x ) bα ≤  dir. Bundan dolayı Tx a bα ≤ →  dir ve 

supremum alınırsa Tx a bα ≤ →∨  olur. 
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Eşitsizlikte yerine yazılırsa, TT(a,a b) b→ ≤  bulunur yani 

T(a, x ) b T(a, x )α α≤ =∨ ∨  olduğunu elde ederiz. Ters eşitsizlik için, her α  için 

T(a, x ) T(a, x )α α≤ ∨  olduğu T nin monotonluğu ve supremumun tanımından açıktır. 

Supremum alınırsa T(a, x ) T(a, x )α α≤∨ ∨  olduğu elde edilir. Böylece istenen eşitlik 

gösterilmiş olur. 

Tersine olarak verilen a ve b elemanları için yukarıdaki eşitlik herhangi bir L tam 

kafesinde sağlansın. T(a, x ) bα ≤  koşulunu sağlayan tüm x Lα ∈  elemanlarının kümesini 

X X(a,b)=  olarak tanımlayalım ve T X
a b xα→ = ∨  olsun. Bu takdirde hipotezdeki eşitlik 

kullanılırsa, T X X
T(a,a b) T(a, x ) T(a, x ) bα α→ = = ≤∨ ∨  bulunur ki bu, Ta b X→ ∈  oldu-

ğunu gösterir ve böylece X kümesinin bir en büyük eleman içerdiği görülür. Açıkça 

T(a, x) b≤  dir ancak ve ancak Tx a b≤ → . Bundan dolayı Ta b→  elemanı istenen en 

büyük eleman olarak bulunur ▄ 

Uyarı 5: Eğer Teorem 17 de T = ∧  alınırsa aşağıdaki ifade doğrudur: 

L bir tam kafes olsun. L nin her { }a,b L , Qτ τ∈ ∈  altkümesi için 

Q Q
a ( b ) (a b )τ ττ τ∈ ∈

∧ = ∧∨ ∨  olması için gerek ve yeter şart, verilen herhangi a x b∧ ≤  koşu-

lunu sağlayan x L∈  elemanlarının kümesinin bir en büyük elemana sahip olmasıdır. Ör-

nek olarak, L nin bir Brouwerian Kafesi olduğu durum göz önüne alınabilir. 

Đspat: 

Teorem 17 nin ispatında T = ∧  alındığında ispat tamamen benzer şekildedir▄ 

 

2.1.3. T-asal Radikal Elemanlar 

 

Tanım 34[17]: T, L kafesi üzerinde bir t-norm olsun. 

i) Bir { }p L 1∈ −  elemanına T-asal eleman denir:⇔  T(a,b) p≤  olan her a,b L∈  

için a p≤  veya b p≤  dir. 

ii) a L∈  olmak üzere, a’ yı içeren T-asal elemanların kümesi boştan farklı ise,  

{ }R(a) : p L : p, T asal ve a p= ∧ ∈ − ≤  elemanı tanımlansın. 
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Eğer a’ yı içeren T-asal eleman yoksa R(a) 1=  alınır. R(a) elemanına, a elemanı-

nın T-asal radikali denir. L’ nin tüm asal radikal elemanlarının kümesi RL  ile gösterilir. 

L’ nin birimi, RL  içerisinde de içerilir. 

Uyarı 6: T, L kafesi üzerinde bir t-norm olmak üzere bir T – asal elemanın RL  kü-

mesinin elemanı olacağı açıktır. Çünkü bir p L∈  T – asal eleman ise, onu içeren en küçük 

T – asal eleman kendisidir. Bu durumda R(p) p=  elde edilir ki bu Rp L∈  olduğunu gös-

terir. 

Tersinin doğru olması gerekmez. Yani R(a) a=  olan her elemanın T – asal olması 

gerekmez. Bunun için aşağıdaki örneği inceleyelim. 

Örnek: Aşağıda Hasse Diyagramı ile verilen kısmen sıralı küme infimum işlemine 

göre açıkça bir tam kafestir. 

               

0

1

x y

                      

Şekil 3. 0’ ın asal radikali 

 

T = ∧  alınırsa x ve y elemanları birer T – asal eleman olurlar. Çünkü 

T(x, y) x y x için x x= ∧ ≤ ≤  ve T(x, y) x y y için y y= ∧ ≤ ≤  olur. 

{ } { }R(0) p L : p, T asal ve 0 p x, y 0= ∧ ∈ − ≤ = ∧ =  olduğundan R(0) 0=  olarak bu-

lunur. Fakat 0, T – asal eleman değildir. 

Çünkü T(x, y) x y 0 0= ∧ = ≤  olmasına rağmen x 0 ve y 0≤ ≤/ /  dır ▄ 

Önerme 6[17]: T, L üzerinde bir t-norm olsun. Bazı elemanların asal radikalleri için 

aşağıdaki özellikler sağlanır: 

i) a R(a)≤ ; 

ii)  R(R(a)) R(a)= ; 

iii)  a b ise R(a) R(b)≤ ≤ . 
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Đspat: 

i) Eğer a’ yı içeren tüm T-asal elemanların kümesi boştan farklı ise, bu takdirde  

her { }p p L : p, T asal ve a p∈ ∈ − ≤  için a p≤  olduğundan; 

 { }a p L : p, T asal ve a p R(a)≤ ∧ ∈ − ≤ =  dır. 

Eğer a’ yı içeren asal eleman yoksa zaten R(a) 1=  olarak tanımlandığından, 

a R(a)≤  elde edilir. 

ii) (i) den R(a) R(R(a))≤  olduğu açıktır. Tersine olarak; 

{ }R(a) p L : p, T asal ve a p ,= ∧ ∈ − ≤  

{ }R(R(a)) q L : q, T asal ve R(a) q= ∧ ∈ − ≤  için 

{ }K : p L : p, T asal ve a p= ∈ − ≤  ve { }L : q L : q, T asal ve R(a) q= ∈ − ≤  olarak tanımlaya-

lım.  

p K∈  keyfi alalım. R(a) inf K=  olduğundan R(a) p≤  dir. p, T – asal ve R(a) p≤  

olduğundan L nin tanımı ile p L∈  dir. Bu durumda K L⊆  dir. O halde inf L inf K≤  dır. 

Bu ise R(R(a)) R(a)≤  olduğunu gösterir. Sonuç olarak R(R(a)) R(a)=  olduğu elde 

edilir. 

iii)  R(a) nın tanımı, i ve ii şıkları kullanılırsa ispat açıktır ▄ 

Tanım 35[17]: T, L kafesi üzerinde bir t- norm olsun. Bir { }p L 1∈ −  elemanına T-

yarıasal eleman denir:⇔  T(a,a) p≤  olan her a L∈  için a p≤  dir. 

Eğer p, T-asal eleman ise p’ nin T-yarıasal eleman olduğu açıktır. 

Eğer R(0) 0=  ise açıkça 0, bir T-yarıasal elemandır. 

Önerme 7: T, L kafesi üzerinde bir t-norm, 0 bir T-yarıasal eleman ve x, y L∈  ol-

sun. Bu takdirde T(x, y) 0=  olması için gerek ve yeter şart x y 0∧ =  olmasıdır. 

Đspat: 

T(x, y) 0=  olsun. 

Bu takdirde T(x y, x y) T(x, y) 0∧ ∧ ≤ =  dır. 0 bir T-yarıasal eleman olduğundan 

x y 0∧ =  dır. 

Tersine olarak x y 0∧ =  olsun. T(x, y) x y 0≤ ∧ =  olduğundan T(x, y) 0=  dır ▄ 

 



 25 

Önerme 8[17]: L bir tam kafes ve T sonsuz dağılmalı∨ −  bir t-norm olsun. Bu tak-

dirde aşağıdakiler doğrudur: 

i) *T(x , x) 0=  

ii)  *T(x, y) 0 ancak ve ancak x y= ≤  

iii)  * *x y ise y x≤ ≤  

iv) **x x≤  

v) * *x y ancak ve ancak y x≤ ≤  

vi) * ***x x=  

vii)  * *( x ) xα αα α∈∆ ∈∆
=∨ ∧  

viii)  Eğer 0 T- yarıasal eleman ise, bu takdirde * *(T(x, x)) x= . 

Đspat: 

i) { }*
Tx x 0 E.b.e. a L : T(x,a) 0= → = ∈ =  

{ }* *x a L : T(x,a) 0 olduğundan T(x, x ) 0∈ ∈ = =  

ii) T(x, y) 0=  olsun. Bu durumda T(y, x) 0= . O halde { }x b L : T(y,b) 0∈ ∈ = . 

{ }*y E.b.e. b L : T(y,b) 0= ∈ =  olduğundan *x y≤  dır. 

Tersine olarak *x y≤  olsun. (i) şıkkı ve T nin monotonluğu kullanılırsa: 

*0 T(y , y) T(x, y)= ≥  olduğundan T(x, y) 0=  olarak bulunur. 

iii) x y≤  olsun. T nin monotonluğu ile * * *0 T(y , y) T(y , x) T(x, y )= ≥ = . O halde 

*T(x, y ) 0=  olduğundan { }*y a L : T(x,a) 0∈ ∈ = . Bu durumda * *y x≤ . 

iv) x L∈  olsun. { }** * *
Tx x 0 E.b.e. a L : T(x ,a) 0= → = ∈ = . 

*T(x , x) 0=  olduğundan { }*x a L : T(x ,a) 0∈ ∈ = . 

Öte yandan { }** *x E.b.e. a L : T(x ,a) 0= ∈ =  olduğundan **x x≤  dır. 

v) *x y≤  olsun. T nin monotonluğu ile *0 T(y, y ) T(y, x) T(x, y)= ≥ = . Bu durumda 

T(x, y) 0= . *x ın tanımı ile { }y a L : T(x,a) 0∈ ∈ = . Bu ise *y x≤  olduğunu gösterir. 

vi) (iv) den * ***x x≤ ………(1) dır. Öte yandan T nin monotonluğu ve (iv) kullanı-

lırsa *** ** ***0 T(x , x ) T(x , x)= ≥ . Bu durumda *** *x x≤ ………(2) bulunur. (1) ve (2) den 

eşitlik elde edilir. 
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vii) β ∈ ∆ , ∆  indis kümesinden bir eleman olsun. (iii) ile, x xβ αα∈∆
≤ ∨  olduğundan 

* *( x ) xα βα∈∆
≤∨  ve buna bağlı olarak * *( x ) xα αα α∈∆ ∈∆

≤∨ ∧ ………(3) elde edilir.  

Tersine olarak T, sonsuz dağılmalı∨ −  olduğundan 

* *T( x , x ) (T( x , x ))α β α βα β β α∈∆ ∈∆ ∈∆ ∈∆
=∧ ∨ ∨ ∧  dır. Fakat * *T( x , x ) T(x , x ) 0α β β βα∈∆

≤ =∧  olduğun-

dan *T( x , x ) 0α βα∈∆
=∧  dır. Bu durumda * *T( x , x ) (T( x , x )) 0 0α β α βα β β α β∈∆ ∈∆ ∈∆ ∈∆ ∈∆

= = =∧ ∨ ∨ ∧ ∨ . 

O halde * *x ( x )α βα β∈∆ ∈∆
≤∧ ∨ ………(4). Sonuç olarak (3) ve (4) ten eşitlik elde edilir. 

viii) x L∈  olsun. T(x, x) x≤  olduğundan (iii) ile * *x (T(x, x))≤ …(5). 

*T(T(x, x) , x) a=  olsun. Buradan *T(a,a) (T(x, x))≤  elde edilir. a x≤  olduğundan 

T(a,a) T(x, x)≤ . Buna bağlı olarak, *T(T(a,a),T(a,a)) T(T(x, x),T(x, x) ) 0≤ = . Bu ise 

T(T(a,a),T(a,a)) 0=  olduğunu gösterir. O halde, 0 T-yarıasal eleman olduğundan 

T(a,a) 0 ve a 0= = . Bu takdirde *T(T(x, x) , x) 0=  dır ve * *(T(x, x)) x≤ …(6) elde edilir. 

(5) ve (6) dan istenen eşitlik bulunur ▄ 

Önerme 9[17]: L bir sınırlı kafes ve T, { }x L 0,1∀ ∈ −  için *x x=  olan bir 

dağılmalı∨ −  t-norm olsun. Bu takdirde L 3≤  tür ve DT T=  dir. 

Đspat: 

{ }x L 0,1∀ ∈ −  için *x x=  olduğundan T(x, x) 0=  dır. Öte yandan x y 1∨ =  olacak 

şekilde { }x, y L 0,1∈ −  mevcut değildir.  

Çünkü eğer mevcut olsa, x T(x,1) T(x, x y) T(x, x) T(x, y) T(x, y) y= = ∨ = ∨ = ≤  

dir ve bu durumda: 

1 x y y= ∨ =  olur ki bu { }y L 0,1∈ −  olması ile çelişir. O halde { }x, y L 0,1∀ ∈ −  

için T(x, y) T(x y, x y) 0≤ ∨ ∨ = . Bu ise DT T=  olduğunu gösterir. 

Varsayalım ki L 4≥  olsun. { }x L 0,1∈ −  keyfi alalım. { }y L 0, x,1∀ ∈ −  için 

T(x, x y) T(x, x) T(x, y) 0∨ = ∨ =  ve sonuç olarak *x y x x∨ ≤ =  tir ve buradan y x<  

çıkar. Bu durumda x bir koatomdur.  

Benzer şekilde y bir koatomdur. Sonuç olarak x ve y birer koatom olduğundan, 

{ }x, y L 0,1∈ −  bulduk öyle ki x y 1∨ = . Bu bir çelişkidir. Sonuç olarak L 3≤  ve DT T=  

dir ▄ 
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2.1.4. Bazı Tam Kafesler Üzerinde Sonsuz ∨ − Dağılmalı T-normlar 

 

2.1.4.1. RL  Tam Kafesi Üzerinde Sonsuz ∨ − dağılmalı T-normlar 

 

Önerme 10[17]: L bir sınırlı kafes olmak üzere, RL  kümesi bir tam kafestir. 

Đspat: 

R1 L∈  olduğu açıktır. K bir indis kümesi olmak üzere { } Ra : K Lτ τ ∈ ⊆  keyfi bir alt 

küme olsun. RK
a : a Lττ∈

= ∈∧  olduğunu göstermeliyiz. 

Önerme 6 (i) ile biliyoruz ki, { }a R(a) p L : p, T asal ve a p≤ = ∧ ∈ − ≤ . Qτ  bir indis 

kümesi olmak üzere Ra Lτ ∈  olduğundan Kτ∀ ∈  için; 

{ }a R(a ) p L : p , T asal ve a p ; Qτ τ γτ γτ τ γτ τγ= = ∧ ∈ − ≤ ∈ . Bu durumda; 

Q

K K a p K Q
a a ( p ) p ve a a p

τ γτ τ
γ τ

τ γτ γτ τ γττ τ τ γ
∈

∈ ∈ ≤ ∈ ∈
= = = ≤ ≤∧ ∧ ∧ ∧ ∧ . Yani Q , Kτγ τ∈ ∈  için a pγτ≤  

olduğunu elde ettik. O halde { }p p L : p, T asal ve için a pγτ ∈ ∈ − ≤ .  

Buna bağlı olarak { }
K Q K

R(a) p L : p, T asal ve a p p a a
τ

γτ ττ γ τ∈ ∈ ∈
= ∧ ∈ − ≤ ≤ = =∧ ∧ ∧  ve 

sonuç olarak R(a) a=  olduğunu göstermiş olduk. Bu da gösterir ki RK
a a Lττ∈

= ∈∧  dir ve 

RL  bir tam kafestir ▄ 

Uyarı 7: Önerme 10 ile, RL ve L  kümeleri üzerindeki infimumlar çakışır. Fakat 

supremumlar çakışmayabilir. RL  üzerindeki supremumu ∪  ile gösterelim. 

{ }a : Q Lτ τ∀ ∈ ⊆  için 
Q Q

a aτ τ≤∨ ∪  olduğunu biliyoruz. Gerçekten, 
Q

a aτ τ≤ ∪  oldu-

ğundan, 
Q Q

a aτ τ≤∨ ∪  dur. Fakat 
QQ

a aτ τ≤ ∨∪  eşitsizliği doğru olmayabilir. Bu nedenle RL , 

L nin bir tam alt kafesi olmayabilir. 

Örneğin, { }L 0,a,b,e, f ,g,1=  kafesi göz önüne alınsın. Bu kafes, Hasse diyagramı 

ile Şekil 4 te gösterilmiştir. 
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Şekil 4. Supremumların Farklılığı 

 

Aşağıdaki gibi bir t- norm tanımlayalım. 

e , x f ve y f
T(x, y)

x y , diğer durum

= =
=  ∧

 

Değişmelilik ve monotonluk kolayca gösterilir. x L∀ ∈  için T(x,1) x 1 x= ∧ =  ol-

duğundan 1 birim elemandır.  

Asosyatiflik için x, y,z L,∀ ∈  T(T(x, y),z) T(x,T(y,z))=  eşitli ği gösterilmelidir. 

{ }x, y, z L f∈ −  alındığında, infimumun asosyatifliğinden T(T(x, y),z) T(x,T(y,z))=  

eşitli ği sağlanır. Eğer x, y, z f ye eşit olursa eşitlik trivialdir. 

x, y, z den sadece ikisi f ye eşit olsun. x y f= =  olsun. Eğer z f>  olsa, her ikisi de 

e ye eşit olur. Eğer z e≤  olsa her ikisi de z ye eşit olur. 

x, y, z den birisi f ye eşit olsun. Kabul edelim ki x f=  olsun. Bu takdirde her ikisi 

de f y z∧ ∧  ye eşit olur. 

a ve b T-asal elemanlar olduklarından Ra,b L∈  dir. Fakat Ra b e L∨ = ∉  dir. Çün-

kü T(f , f ) e e= ≤  ama f e≤/  dir.  

Bu nedenle e, T-asal eleman değildir ve bundan dolayı e, e de içerilen T-asal ele-

manların bir infimumu olarak yazılamaz. Sonuç olarak Re a b a b 1,1 L= ∨ < ∪ = ∈  ▄ 
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Not: RT L↓  simgesi, T nin RL  ye kısıtlanmasını ifade eder. 

Önerme 11[17]: T, L üzerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde her Ra,b L∈  için 

R(T(a,b)) R(a) R(b)= ∧  dir. 

Đspat: 

K bir indis kümesi ve pτ  bir T-asal eleman öyle ki Kτ∀ ∈  için T(a,b) pτ≤  olmak 

üzere, 
K

R(T(a,b)) pττ∈
= ∧  olsun. pτ  T-asal eleman olduğundan a pτ≤  veya b pτ≤  dur. 

Bu durumda R(a) pτ≤  veya R(b) pτ≤  dur. Sonuç olarak Kτ∀ ∈  için R(a) R(b) pτ∧ ≤  

ve buna bağlı olarak 
K

R(a) R(b) p R(T(a,b))ττ∈
∧ ≤ =∧ . 

Tersine olarak, Kτ∀ ∈  için T(a,b) pτ≤  olduğundan Önerme 6 (iii) den açıkça 

R(T(a,b)) R(a) R(b)≤ ∧  dir ve bu durumda istenen eşitlik elde edilir ▄ 

Teorem 18[17]: R Ra,b L için T(a,b) L∀ ∈ ∈  olsun. Bu takdirde RT L↓ , RL  üze-

rinde bir sonsuz ∪ − dağılmalı t-normdur. 

Đspat: 

Önerme 11 ile her a,b L∈  için R(T(a,b)) R(a) R(b)= ∧  dir. Hipotezden, Ra,b L∈  

için RT(a,b) L∈  olduğu biliniyor. R1 L∈  olduğunu kullanarak;  

RT L↓ , RL üzerinde bir t-normdur. RT L↓  nin sonsuz ∪ − dağılmalı olduğunu 

göstermek için, Ra,b L∈  ve X, RL  nin xα  elemanlarını kümesi olsun öyle ki 

RT L (a, x ) bα↓ ≤  ve 
G

k : xα
α∈

= ∪ . 

Rb L∈  olduğundan asal elemanların bir { }M p : Qβ β= ∈  ailesi vardır öyle ki 

Q
b pββ∈

= ∧ .  

Bu takdirde, herhangi p Mβ ∈  ve bütün Gα ∈  ler için RT L (a, x ) pα β↓ ≤ . pβ  T-

asal olduğundan RT L (a, x ) pα β↓ ≤  için a pβ≤  veya x pα β≤  elde edilir. 

Eğer a pβ≤  ise R
G

T L (a, x ) a pα β
α∈

↓ ≤ ≤∪  dır. 

Eğer a pβ≤/  ise her Gα ∈  için x pα β≤  elde edilir. Bundan dolayı 
G

x pα β
α∈

≤∪  dır 

ve R
G G

T L (a, x ) x pα α β
α α∈ ∈

↓ ≤ ≤∪ ∪  bulunur. 
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Sonuç olarak R QG
T L (a, x ) p bα ββα ∈∈

↓ ≤ =∧∪ . Böylece k X∈  ve dolayısı ile X en bü-

yük elemanı içerir. Teorem 17 ile, RT L↓ , RL  üzerinde bir sonsuz ∪ − dağılmalı t-

normdur ▄ 

Sonuç: T, L üzerinde bir t-norm ve L nin her elemanı T-asal radikal eleman olsun. 

Bu takdirde T, L üzerinde bir sonsuz ∪ − dağılmalı t-normdur. 

Sonuç: T, L üzerinde bir t-norm ve L nin her elemanı T-asal radikal eleman olsun. 

Bu takdirde L bir tam Brouwerian kafesidir ve her a,b L∈  için T(a,b) a b= ∧  dir. 

Đspat: 

Her a,b L∈  için nin her elemanı T-asal radikal eleman olduğundan  

R(T(a,b)) R(a) R(b)= ∧  dir. 

Bu takdirde, T(a,b) R(T(a,b)) R(a) R(b) a b= = ∧ = ∧ . Bu ise L nin bir tam 

Brouwerian kafesi olduğunu gösterir ▄ 

Sonuç: T, L üzerinde bir t-norm ve L nin her elemanı T-asal radikal eleman olsun. 

Bu takdirde her { }a : Q Lτ τ ∈ ⊆  için 
Q Q

a aτ ττ τ∈ ∈
=∨ ∪ . 

Đspat: 

Keyfi { }a : Q Lτ τ ∈ ⊆  için L de 
Q

a aτ ττ∈
≤ ∨  olduğunu biliyoruz. Önerme 6 (iii)’ ye 

göre 
Q

R(a ) R( a )τ ττ∈
≤ ∨  ve RL  içinde 

QQ
R(a ) R( a )τ τττ ∈∈

≤ ∨∪  dir. 

RQ
R(a ),R( a ) L Lτ ττ∈

∈ =∨  olduğundan R(a ) aτ τ= , 
Q Q

R( a ) aτ ττ τ∈ ∈
=∨ ∨  dur ve sonuç 

olarak 
Q QQ Q

a R(a ) R( a ) aτ τ τ ττ ττ τ ∈ ∈∈ ∈
= ≤ =∨ ∨∪ ∪ . 

Ters eşitsizlik içinse Uyarı 7 den 
Q Q

a aτ ττ τ∈ ∈
≤∨ ∪  olduğu biliniyor. Bu durumda iste-

nen eşitlik elde edilir ▄ 

Teorem 19[17]: L bir tam cebirsel kafes, T, L üzerinde bir t-norm olsun. Eğer L nin 

her kompakt elemanı idempotent ise, bu takdirde T = ∧  dur. 

Đspat: 

Herhangi a L∈  için kompakt elemanların bir { }S c : Qν ν= ∈  ailesi vardır öyle ki 

Q
a cνν∈

= ∨ . 

Q Q Q Q
T(a,a) T( c , c ) T(c ,c ) c aν ν ν ν νν ν ν ν∈ ∈ ∈ ∈

= ≥ = =∨ ∨ ∨ ∨ .  
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Sonuç olarak her a L∈  için T(a,a) a=  olduğunu elde ettik. Her a,b L∈  için 

a b T(a b,a b) T(a,b)∧ = ∧ ∧ ≤ . 

T(a,b) a b≤ ∧  olduğu zaten biliniyor. Bu ise T = ∧  olduğunu gösterir ▄ 

 

2.1.4.2. Bir a L∈  ile Üretilen Esas Dual Đdeal Üzerinde Sonsuz ∨ − dağılmalı T-
normlar 

 

L bir tam kafes olmak üzere, her bir a L∈  için { }a y L : a y↑ = ∈ ≤  kümesi, a ile 

üretilen esas dual idealdir. Kolayca elde edilebilir ki a↑ , L tam kafesinin bir tam alt kafe-

sidir. 

Önerme 12[17]: L bir tam kafes, T, L üzerinde bir sonsuz ∨ − dağılmalı t-norm ve 

a L∈  olsun. Bu takdirde: 

T : a a a, T (u, v) T(u, v) a↑ ↑↑ × ↑ →↑ = ∨  

bir sonsuz ∨ − dağılmalı t-normdur. 

Đspat: 

u, v ( a)∈ ↑  olsun. T’ nin değişme özelliği kullanılırsa, 

T (u, v) T(u, v) a T(v,u) a T (v,u)↑ ↑= ∨ = ∨ =  olur ve böylece T↑  değişmelidir. 

u, v, k ( a) ve v k∈ ↑ ≤  olsun. T’ nin monotonluğu ile; 

T (u, v) T(u, v) a T(u,k) a T (u,k)↑ ↑= ∨ ≤ ∨ =  bulunur. Bu ise T↑  un monotonluğu-

nu gösterir. 

u ( a)∈ ↑  olsun.T (u,1) T(u,1) a u a u↑ = ∨ = ∨ =  olduğundan, 1 birim elemandır. 

T↑  un asosyatifliğini göstermek için u, v,k ( a)∀ ∈ ↑  alındığında, 

T (u,T (v,k)) T (T (u, v),k)↑ ↑ ↑ ↑=  

eşitli ği gösterilmelidir. T↑  un tanımı ve ∨ − dağılmalı olduğu kullanılırsa,  

T (u,T (v,k)) T (u,T(v, k) a) T(u,T(v, k) a) a T(u,T(v,k)) T(u,a) a

T(u,T(v, k)) a

T(T(u, v),k) T(a,k) a

T(T(u, v) a,k) a

T(T (u, v), k) a

T (T (u, v),k)

↑ ↑ ↑

↑

↑ ↑

= ∨ = ∨ ∨ = ∨ ∨
= ∨
= ∨ ∨
= ∨ ∨

= ∨

=
 Böylece T↑  asosyatiftir. Bu durumda T↑  un bir t-norm olduğu gösterilmiş oldu. 
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Şimdi, sonsuz ∨ − dağılmalı olduğunu göstermek için 

{ }x, y ( a), Q ( a)τ τ∀ ∈ ↑ ∈ ⊆ ↑  olsun. 

Q Q Q

Q

Q

T (x, y ) T(x, y ) a ( T(x, y )) a

(T(x, y ) a)

T (x, y )

τ τ ττ τ τ

ττ

ττ

↑

∈ ∈ ∈

∈

↑

∈

= ∨ = ∨

= ∨

=

∨ ∨ ∨
∨
∨

 

elde edilir. Sonuç olarak T↑ , bir sonsuz ∨ − dağılmalı t-normdur ▄ 

Önerme 13[17]: T, L üzerinde sonsuz ∨ − dağılmalı bir t-norm ve 0 bir T-yarıasal 

eleman olsun.  

Bu takdirde *u , *u↑  üzerinde bir T↑ − yarıasal elemandır. 

Đspat: 

*x ( u )∈ ↑  ve *T (x, x) u↑ ≤  olsun. * *u , u↑  kümesinin en küçük elemanı olduğun-

dan *T (x, x) u↑ =  dır. 

*k : T(T(x,u),T(x,u)) T(x, x) u= ≤ ≤  ve k T(T(x,u),T(x,u)) T(u,u) u= ≤ ≤  dır. 

Yani *k u ve k u≤ ≤  dur. 

*T(k,k) T(u,u ) 0≤ =  ve 0 bir T-yarıasal eleman olduğundan k 0=  dır. Bu durumda 

T(x,u) k 0≤ =  olduğundan T(x,u) 0=  dır. O halde *x u≤  dır.  

Öte yandan *x ( u )∈ ↑  olduğundan *u x≤  tir. Buradan *x u=  elde edilir. Sonuç 

olarak *u  bir T↑ − yarıasal eleman olarak bulunur ▄ 

Tanım 36[17]: L bir kafes, T L üzerinde bir t-norm ve 0 u L≠ ∈  olsun. u elemanına 

T-güçlü eleman denir:⇔  L içinde b c u∨ ≤  olan her sıfırdan farklı b ve c elemanları için 

T(b,c) 0≠ . 

Önerme 14[17]: T, L üzerinde bir sonsuz ∨ − dağılmalı t-norm ve 0 u L≠ ∈  olsun. 

Eğer u bir T-güçlü eleman ise * *u , u↑  üzerinde bir T↑ − asal elemandır. 

Đspat: 

* *T (x, y) u ve x, y u↑ = ≠  olsun. Bu takdirde * *T (x, y) T(x, y) u u↑ = ∨ =  ve buna 

bağlı olarak *T(x, y) u≤  dır.  

*x, y u≠  olmak üzere varsayalım ki b T(x,u) 0 ve c T(y,u) 0= ≠ = ≠  olsun. 

b c T(x,u) T(y,u) u∨ = ∨ ≤ . 
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u bir T-güçlü eleman olduğundan T(b,c) T(T(x,u),T(y,u)) 0= ≠  dır. Diğer taraftan 

*T(T(x,u),T(y,u)) T(x, y) u ve T(T(x,u),T(y,u)) u≤ ≤ ≤ .Bu durumda; 

*T(T(x,u),T(y,u)) T(u,u ) 0≤ =  olduğundan T(T(x,u),T(y,u)) 0=  olur ki bu bir 

çelişkidir. 

Sonuç olarak T(x,u) 0 veya T(y,u) 0= = . Buna bağlı olarak * *x u veya y u= =  

olur, bu da *u  ın T↑ −asal olduğunu gösterir ▄ 

 

2.1.4.3. *L  Tam Kafesi Üzerinde Sonsuz ∨ − dağılmalı T-normlar 

 

L bir tam kafes olmak üzere { }* **L x L : x x= ∈ =  olarak tanımlayalım. 

Önerme 15:[17] L bir tam kafes olsun. Bu takdirde: 

i) * *x L y L x y∈ ⇔ ∃ ∈ ∴ = ; 

ii)  { } *
ix : i I L∀ ∈ ⊆  için *

ii I
x L

∈
∈∧ ; 

iii)  *1,0 L∈ ; 

iv) Aşağıda verilen kesişim ve birleşim ile *L  bir tam kafestir. 

**
i i ii I i Ii I i I

x , x ( x )
∈ ∈∈ ∈

= =∧ ∨∩ ∪ ; 

v) *x x→  dönüşümü, *L  dan *L a bir ters sıra korur 1 – 1 örten dönüşümdür. Bu 

durumda *L  self dualdir. 

Đspat: 

i) *x L∈  olduğundan **x x=  dır. Bu durumda *y x=  alınırsa istenen elde edilir. 

Tersine olarak *x y=  olsun. Bu takdirde ** *** *x y y x= = =  olur. Böylece *x L∈  olarak 

bulunur. 

ii)  { } *
ix : i I L∈ ⊆  keyfi alalım. i I∀ ∈  için *

ix L∈  olduğundan 

** * * *
i i ii I i I i I

x x ( x ) L
∈ ∈ ∈

= = ∈∧ ∧ ∨ . 

iii)   * * * *1 0 L ve 0 1 L= ∈ = ∈ . 

iv)  (ii) den açıktır. 

v)  (iv) den açıktır ▄ 
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Önerme 16[17]: L bir tam kafes, T sonsuz ∨ − dağılmalı bir t-norm ve 0 bir T-

yarıasal eleman olsun.  

Bu takdirde * ** ** *x, y L için T(x, y) T(x , y )∀ ∈ = . 

Đspat: 

Aşağıdaki kümelerin eşit olduğunu göstermeliyiz: 

{ }
{ }** **

A : z : T(z,T(x, y)) 0

B : z : T(z,T(x , y )) 0

= =

= =
 

z A∈  olsun. Bu takdirde T(z,T(x, y)) 0= . ** **a : T(z,T(x , y ))=  olarak tanımlaya-

lım. Açıkça a z≤  dir. Bu durumda T(a,T(x, y)) 0=  dır. 0 T(a,T(x, y)) T(T(a, x), y)= =  

olduğundan *T(a, x) y≤ . Ama a nın tanımı ile, 

** ** ** ** **T(a, x) a T(z,T(x , y )) T(T(z, x ), y ) y≤ = = ≤  

Yani * **T(a, x) y ve T(a, x) y≤ ≤ . 

Buna bağlı olarak * **T(T(a, x),T(a, x)) T(y , y ) 0≤ =  ve 0 T-yarıasal eleman oldu-

ğundan T(a, x) 0= . O halde *a x≤ .  

Öte yandan a nın tanımı ile ** ** **a T(x , y ) x≤ ≤  olduğundan * **T(a,a) T(x , x ) 0≤ = . 

0, T-yarıasal eleman olduğundan a 0=  olarak bulunur. Yani T(z,T(x, y)) 0=  olma-

sı, ** **T(z,T(x , y )) 0=  olmasını gerektirdi. O halde z B∈  olup, A B⊆  dir. 

Ters eşitsizlik için * ** ** *T(x, y) T(x , y )≥  olduğu Önerme 8 (iii) ve (iv) den açıktır. 

Bu durumda B A⊆  bulunur. O halde A B=  dir. A B olduğundan E.b.e(A) E.b.e(B)= =  

dir. 

Bu ise * ** ** *T(x, y) T(x , y )=  olduğunu gösterir ▄ 

Tanım 37[14, 15, 17, 25, 26]: L bir tam kafes olsun. Eğer 2I : L L→  fonksiyonu her 

x, y, z L∈  için aşağıdaki özellikleri sağlar ise 2I : L L→  fonksiyonuna bir fuzzy gerektir-

me denir. 

i) x y ise I(x,z) I(y, z)≤ ≥ ; 

ii)  y z ise I(x, y) I(x, z)≤ ≤ ; 

iii)  I(0, z) 1= ; 

iv) I(x,1) 1= ; 

v) I(1,0) 0= . 
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Tanım 38[15, 25, 26]: 2I : L L→  fuzzy gerektirme olsun. Her x, y, z L∈ için; 

i) I fuzzy gerektirme “n negasyonu ile kontrapozitif simetri özelliğine sahiptir” 

denir:⇔  I(x, y) I(n(y),n(x))=  eşitli ği sağlanır. 

ii)  I fuzzy gerektirme “birim eleman özelliğine sahiptir” denir:⇔  I(1, y) y=  

eşitli ğini sağlanır. 

iii)  I fuzzy gerektirme “değiştirme özelliğine sahiptir” denir:⇔   

I(x, I(y,z)) I(y, I(x, z))=  eşitli ği sağlanır. 

Teorem 20[17]: L bir tam kafes, T sonsuz ∨ − dağılmalı bir t-norm ve 0 bir T-

yarıasal eleman olsun. Bu takdirde, 

* * *F(x, y) T(x , y )=              (1) 

L üzerinde bir t-altkonormdur. 

Đspat:  

F nin değişmeliliği ve monotonluğu kolayca gösterilir. 

Asosyatifliğini göstermek için x, y,z L için F(x,F(y,z)) F(F(x, y), z)∀ ∈ =  olduğunu 

göstermeliyiz. Önerme 16 ile  

* * * * * * * ** *T(x ,T(y ,z )) T(x ,T(y , z ) )=   (2) 

elde edilir. 

* * * * * * ** *F(x,F(y,z)) F(x,T(y ,z ) ) T(x ,T(y ,z ) )= = , (1) ve (2) ile. 

* * * * * * * * * * ** * ** *T(x ,T(y ,z )) T(T(x , y ),z ) T(T(x , y ) , (z ) )= = = , Önerme 16 ve (2) ile. 

* * *F(T(x , y ) , z) F(F(x, y),z)= =  

Ayrıca, * * * * * * ** **F(x, y) T(x , y ) (x y ) x y x y= ≥ ∧ ≥ ∨ ≥ ∨ . Böylece F bir t-altkonorm 

olur ▄ 

Önerme 17[17]: F, (1) de verilen t-altkonorm olsun. *
FI (x, y) F(x , y)=  olarak ta-

nımlayalım. Bu takdirde FI , *   ile kontrapozitif simetri ve değiştirme özelliğini sağlar. 

Đspat:  

Herhangi x, y L∈  için; 

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

** ** *
F

***** ***

**** ** ** * * *
F

I x, y F x , y T x , y

T x , y , Önerme16 dan;

T y , x F y , x I y , x

= =

=

= = =
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Böylece FI , *  ile kontrapozitif simetri özelliğini sağlamış olur. 

FI  nin değiştirme özelliğini sağladığını gösterelim. Herhangi x, y, z L∈  için; 

( ) ( )
( )
( )
( )

*
F F F

* *

*** * *

*** ** * **

I x, I (y, z) F x , I (y,z)

F x ,F(y , z)

T x ,F(y ,z)

T x ,T(y ,z )

=

=

=

=

 

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

*** *

*** *

*** * **

**** * *

**** ** *** *

*** ** * **

*** * *

* *

*
F

F F

T x,T(y ,z ) , Önerme16 dan;

T y ,T(x,z ) , T 1 ve T 2 den;

T y ,T(x,z ) , Önerme16 dan;

T y , T(x, z )

T y , T(x ,z )

T y ,T(x , z )

T y ,F(x , z)

F y ,F(x , z)

F y , I (x,z)

I y, I (x,z)

=

= − −

=

 =  

 =  

=

=

=

=

=

 

Böylece ( ) ( )F F F FI x, I (y,z) I y, I (x,z)=  olup, FI  değiştirme özelliğini sağlar ▄ 

Not: FI , her zaman birim eleman özelliğini sağlamayabilir. 

Teorem 21[17]: L bir tam kafes, T sonsuz ∨ − dağılmalı bir t-norm ve 0 bir T-

yarıasal eleman olsun. F, (1) de verilen t-altkonorm olmak üzere, *
FI (x, y) F(x , y)=  göz 

önüne alınsın.  

Bu takdirde aşağıdakiler denktir: 

i) FI  birim eleman özelliğini sağlar; 

ii)  F bir t-konormdur; 

iii)  F = ∨ ; 

iv) T = ∧  ve L bir komplementli kafestir; 

v) L  Bool kafesidir; 

vi) *  bir güçlü negasyondur. 
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Đspat:  

i)⇒ ii): FI  birim eleman özelliğini sağladığından, x L için;∀ ∈  

*
FF(0, x) F(1 , x) I (1, x) x= = =  

olur. Böylece F bir t-konormdur. 

ii) ⇒ iii):  F bir t-konorm olsun. Bu takdirde x L∀ ∈  için F(0, x) x=  olur. Bundan 

dolayı * * * * * * * **x F(0, x) T(0 , x ) T(1, x ) (x ) x= = = = =  olduğundan, * * *T(0 , x ) x=  ve 

* * **T(1, x ) x x= = . 

Diğer yandan 0 bir T-yarıasal eleman olduğundan Önerme 8 (iii) ve Önerme 16 ile, 

* * * ** ** * * *
FI (x, x ) F(x , x ) (T(x , x )) T(x, x) x= = = =  yani * *

FI (x, x ) x=  bulunur.  

Bundan dolayı, ** ** * ** **
Fx L için F(x, x) F(x , x ) I (x , x ) x x∀ ∈ = = = = . Bu ise F = ∨  

olduğunu gösterir. 

iii) ⇒ iv):  * * *x L için T(0 , x ) F(0, x) 0 x x∀ ∈ = = ∨ = . Bundan dolayı Önerme 16 ile, 

F
** * * ** ** * * * * * **T(x, x) (T(x, x)) (T(x, x) ) (T(x , x ) ) (F(x , x )) x x

=∨
= = = = == . 

Bu durumda T = ∧ . (1) in sonucu olarak * * *x, y L için x y (x y )∀ ∈ ∨ = ∧ . 

*Herhangi x L için y x∈ =  olarak alınırsa, 

* * ** * *x x (x x ) 0 1∨ = ∧ = =  ve T = ∧  olduğundan * *x x T(x, x ) 0∧ = =  

olarak bulunur ki bu ise L nin bir komplementli kafes olduğunu gösterir. 

iv)⇒v): T, L üzerinde sonsuz ∨ − dağılmalı t-norm olduğu hipotezde veriliyor. 

T = ∧  olduğundan infimum, supremum üzerine dağılmalıdır. Bu ise L nin dağılmalı kafes 

olduğunu gösterir. L nin komplementli olduğu da hipotezden biliniyor. Bu durumda L bir 

Bool Kafesidir. 

v)⇒vi):  x L∈  ve L bir Bool kafesi olsun. L komplementli kafes olduğundan, 

x ' L x x ' 1 ve x x ' 0∃ ∈ ∴ ∨ = ∧ = . L dağılmalı kafes olduğundan, 

T
* * * * * * *x x 1 x (x x ') (x x) (x x ') 0 (x x ') x x ' x '

=∧
= ∧ = ∧ ∨ = ∧ ∨ ∧ ∨ ∧ = ∧ ≤=  

Yani *x x '≤  bulunur. Ayrıca *x  ın tanımından ve T = ∧  olduğundan *x ' x≤  bulu-

nur. Bu durumda *x x '= . Buna bağlı olarak * *(x ) (x ') ' x= = . 

Bu ise *  ın bir güçlü negasyon olduğunu gösterir. 
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vi)⇒ i):  *  güçlü negasyon olsun. Bu takdirde,  

* ** * * **
Fx L için I (1, x) F(1 , x) (T(1 , x )) x x∀ ∈ = = = =  

olarak bulunur. Böylece 1 birim eleman olur ▄ 

Sonuç: L bir tam kafes, T sonsuz ∨ − dağılmalı bir t-norm ve 0 bir T-yarıasal ele-

man olsun. 

F, (1) de verilen t-altkonorm olmak üzere eğer L Teorem 21 in denk şartlarından 

herhangi birini gerçeklerse L bir Brouwerian Kafesi olur. 

Tanım 39[17]: L bir tam kafes ve T bir t-norm olsun. T ye * − süreklidir denir:⇔   

** **x, y L için T(x , y) T(x, y)∀ ∈ ≤   (3) 

Önerme 18[17]: L bir tam kafes, T bir sonsuz ∨ − dağılmalı t-norm ve 0 bir T-

yarıasal eleman olsun. 

Bu takdirde T nin * − sürekli olması için gerek ve yeter koşul T nin aşağıdaki eşit-

sizliği gerçeklemesidir. 

** ** **T(x , y ) T(x, y)≤     (4) 

Đspat: 

T * − sürekli olsun. Bu takdirde, 

** ** ** ** ** ** ****

*** * * * **

T(x , y ) T(x, y ) T(y , x) T(y, x)

(T(y, x) ) (T(y, x) ) T(x, y)

≤ = ≤
= = =

 

Tersine olarak T, ** **T(x , y) T(x, y)≤  eşitsizliğini sağlasın. **y y≤  olduğundan, 

** ** **T(x , y) T(x , y )≤  dir. Hipotezden dolayı ** ** **T(x , y ) T(x, y)≤  dir ve bundan dolayı  

** **T(x , y) T(x, y)≤  elde edilir ki bu T nin * − sürekli olduğunu gösterir ▄ 

Önerme 19[17]: L bir tam kafes, T sonsuz ∨ − dağılmalı bir t-norm, T, L üzerinde 

* − sürekli ve 0 bir T-yarıasal eleman olsun. *L  üzerinde **T '(x, y) T(x, y)=  şeklinde bir 

ikili i şlem tanımlansın. Bu takdirde, 

i) Eğer 0 bir T-yarıasal eleman ise T ', *L  üzerinde bir sonsuz ∪ − dağılmalı t-

normdur. 

ii)  0’ ın, *L  ın bir T '-yarıasal elemanı olması için gerek ve yeter şart 0 ın, L nin bir 

T-yarıasal elemanı olmasıdır. 

iii)  *L  ın tüm T '-asal elemanlarının kümesi ile L nin **x x=  koşulunu sağlayan T-

asal elemanlarının kümesi çakışır. 
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Đspat: 

i) * ** **x, y, z L için T '(x,1) T(x,1) x x∀ ∈ = = =  olduğundan T '  birim eleman özel-

liğini sağlar. 

T '  nün asosyatifliğini göstermek için,  

*x, y, z L∀ ∈  için T '(T '(x, y),z) T '(x,T '(y,z))=  olduğunu göstermeliyiz.  

*

** ** **

x L
** ** ** **

** ** ** ** ** **

**

T '(T '(x, y),z) T '(x,T(y,z) ) T(x,T(y, z) )

T(x ,T(y,z) ) T(x,T(y,z)) , Önerme16 ile.

T(T(x, y), z) T(T(x, y) ,z ) T(T(x, y) , z)

T '(T(x, y) ,z) T '(T '(x, y), z)

∈

= =

=
= = =
= =

=  

Böylece asosyatiflik gösterilmiş olur. Değişmelilik ve monotonluk açıktır. 

T '  nün sonsuz ∪ − dağılmalı olduğunu göstermek için, Önerme 15 (iv) kullanılırsa: 

**

(3)
** ** ** **

i i i ii I i I i Ii I

x x
** ** ** **

i i ii I i I i I

i
i I

i i
i I i I

T '(x, y ) T '(x, ( y ) ) T(x,( y ) ) T(x, ( y ))

( T(x, y )) ( T(x, y ) ) ( T '(x, y ))

T '(x, y )

T '(x, y ) T '(x, y )

∈ ∈ ∈∈

≤

∈ ∈ ∈

∈

∈ ∈

= =

= =

=

⇒ ≤

≤

≤

∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨

∪

∪

∪ ∪

 

T '  nün monotonluğu ile: 

i i
i I

i i
i I i I

i I için T '(x, y ) T '(x, y )

T '(x, y ) T '(x, y )
∈

∈ ∈

∀ ∈ ≤

⇒ ≤

∪

∪ ∪
 

Sonuç olarak i i
i I i I

T '(x, y ) T '(x, y )
∈ ∈

=∪ ∪  elde edilir. Bu ise T ' nün sonsuz ∪ − dağıl-

malı olduğunu gösterir. 

ii)  0, *L  ın bir T '-yarıasal elemanı, x L ve T(x, x) 0∈ =  olsun. Bu durumda 

**0 T(x, x) T '(x, x)= = . 0, T '-yarıasal eleman olduğundan x 0= . O halde 0, T-yarıasal 

elemandır. 

Tersine olarak 0 T-yarıasal eleman, *x L ve T '(x, x) 0∈ =  olsun. T ' nün tanımın-

dan, **T(x, x) 0= . Bu durumda 
(4)

** ** **0 T(x, x) T(x , x )= ≥  olduğundan ** **T(x , x ) 0= . 

Öte yandan *x L∈  olduğundan ** **0 T(x , x ) T(x, x)= =  ve 0, T-yarıasal eleman ol-

duğundan x 0=  olduğu bulunur. Bu ise 0 ın T '-yarıasal eleman olduğunu gösterir. 
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iii)  Aşağıdaki kümelerin eşit olduğunu göstermeliyiz: 

{ }
{ }

*

**

C p : p, L ın T ' asal elemanı

D p : p, L ın T asal elemanı, p p

= −

= − =
 

p C∈  olsun. Eğer T(x, y) p≤  ise Önerme 8 (iii) den ** **T(x, y) p p≤ =  bulunur ve 

buradan  
(4)

** ** **p T(x, y) T(x , y )≥ ≥  olur. p, T ' asal−  eleman olduğundan **x p≤  veya 

**y p≤ . Bu durumda x p≤  veya y p≤  olur ki bu p D∈  olduğunu gösterir. 

Tersine p D∈  alalım ve T '(x, y) p≤  olsun. Bu takdirde; 

**p T '(x, y) T(x, y) T(x, y)≥ = ≥  

p , T asal−  eleman olduğundan, x p≤  veya y p≤  olur. Bu durumda p , T ' asal−  

eleman olur ve buna bağlı olarak p C∈  dir. 

Çift taraflı kapsamadan C D=  bulunur ▄ 



3. BULGULAR VE SONUÇLAR 

 

Bu çalışmada, tam kafesler üzerinde negasyonlar ve sonsuz supremum dağılmalı t-

normlar ile çalışıldı. Herhangi bir L tam kafesi ve onun üzerinde bir T t-normu verildiğin-

de, verilen T t-normunun veya onun uygun şekilde değiştirilmesiyle elde edilen t-normun 

kendi üzerinde sonsuz supremum dağılmalı olduğu, L tam kafesinin uygun altyapıları 

belirlendi. Buna göre aşağıdaki sonuçlar elde edildi: 

1) Her tam kafes üzerinde her zaman bir güçlü negasyon tanımlamak mümkün ol-

mayabilir. 

2) Bir tam kafesin, iki tam alt kafesi üzerinde tanımlı 1 2n ve n  güçlü 

negasyonlarının iç direkt çarpımı tanımlandı ve bunun üzerinde bazı aksiyomlar verildi. 

3) T – asal eleman, T – yarıasal eleman, T – asal radikal tanımları verildi ve özel-

likleri incelendi. 

4) Pseudo komplement tanımı verilip üzerinde bir takım işlemler yapıldı, ayrıca 

pseudo komplementlerin sonsuz supremum dağılmalı t-normlarla olan bağlantısı araştırıl-

dı. 

5) RL  kümesinin tam kafes olduğu gösterildi. Bu tam kafes üzerindeki infimumun 

L kafesindeki ile çakıştığı ama supremumun çakışmadığı örneklendi. 

6) T, L üzerinde bir t-norm olmak üzere, T’ nin RL  kümesine kısıtlanması olan 

RT L↓  fonksiyonunun hangi şartlar altında bir sonsuz supremum dağılmalı t-norm oldu-

ğu araştırıldı. 

7) Bir L tam kafesi üzerinde verilen sonsuz supremum dağılmalı bir t-norm ve bir 

a L∈  üzerinden üretilen esas dual ideal vasıtası ile yeni bir sonsuz supremum dağılmalı 

T↑  t-normu inşa edildi. 

 

 



4. ĐRDELEME  

 

Webber 1983 yılındaki çalışmasında[30], Fuzzy mantığında bir tam kafes üzerinde 

t-normlar, t-konormlar ve negasyonların sırasıyla “ve”, “veya” ve “değil” olarak kullanıl-

dığını ifade etmiştir. 

Walker ve Gehrke’ nin 1996 da yayınladıkları çalışmalarında[29], [0,1]  birim aralı-

ğı üzerinde her aralık değerli negasyonun, bir β  negasyonu için (x, y) ( (y), (x))η β β=  

şeklinde olduğunu gösterdi. Tezde ise Karaçal’ ın 2006 da yaptığı çalışmadan[15] fayda-

lanılarak tam kafesler üzerinde güçlü negasyonların iç direkt çarpımı incelenmiştir. Ayrı-

ca yine tam kafesler üzerinde güçlü negasyonların iç direkt ve dış direkt çarpımları ara-

sındaki ilişki üzerinde durulmuştur(Teorem 16). (0,1) ve (1,0) elemanları, güçlü 

negasyonların direkt parçalanmasında çok önenmli bir rol oynar. n(0,1) (1,0)=  koşulu-

nun, bir güçlü negasyonun tanımlı olduğu tam kafes üzerinde parçalanabilir olması için 

gerek ve yeter koşul olduğu Karaçal tarafından [15] te ve tezde Teorem16 da ispatlanmış-

tır. 

Rezidual kafesler, 1999 yılında De Baets ve Mesiar[7] tarafından ek bir özellikle ve-

rilmiştir. Bu özellik: T bir L kafesi üzerinde bir t-norm olmak üzere bir T→  ikili i şlemi 

vardır öyle ki her a,b, x L∈  elemanları için TT(a, x) b a b x≤ ⇔ → ≥ . Bu ek özellik, T’ 

nin sonsuz supremum dağılmalı olmasını kesinleştiren rezidasyon kuralı olarak adlandı-

rıldı. Jenei 2003 yılında[12], Karaçal ve Khadjiev 2005 yılında[16] ve Wang 2001, 2002, 

2003 yıllarında[27, 25, 26] sonsuz supremum dağılmalı t-normlar üzerine çalışmalar ya-

yınlamışlardır. Karaçal’ ın 2009 yılında yayınladığı çalışmada[17], bir tam kafeste RL  

kümesi, *L  kümesi, * − süreklilik gibi yeni tanımlar vermiştir. Bu tezde ise Karaçal’ ın 

2009 da yayınlanan çalışmasından[17] yararlanılarak sonsuz supremum dağılmalı t-

normların özelliklerinden bahsedilmiştir. Ayrıca T-asal eleman, T-yarıasal eleman ve bun-

ların özellikleri üzerinde çalışılmış, tüm T-asal elemanların kümesi olan RL  kümesinin 

bir tam kafes olduğu ve T nin RL ’ ye kısıtlanışı olan RT L↓  t-normunun RL  üzerinde 

sonsuz ∪ − dağılmalı olduğu gösterilmiştir. [17] de tanımlandığı şekilde *L  tam kafesi 

üzerinde sonsuz supremum dağılmalı t-normlar çalışılmıştır. Ayrıca * − sürekli t-normlar 

ve onların bir takım özellikleri incelenmiştir. 



5. ÖNERĐLER 

 

Bu çalışmada tam kafesler üzerinde sonsuz ∨ − dağılmalı t-normlar incelendi. Veri-

len bir L tam kafesi ve onun üzerinde tanımlı bir t-norm yardımıyla, L’ nin bazı alt-

yapıları belirlendi. Bu alt-yapıların tam kafesler olduğu gösterildi ve bunlar üzerinde, ve-

rilen t-normun kendisinin sonsuz ∨ − dağılmalı olmadığı durumlarda, bu t-norm uygun 

şekilde kullanılarak sonsuz ∨ − dağılmalı yeni bir t-norm elde edildi. 

Bu çalışmada verilen sonuçların benzerleri; asosyatif cebir, alternatif cebir, fuzzy 

grup, fuzzy halka, Jordan cebri gibi cebirsel yapılarda da elde edilebilir. 
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