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ONSOz

Ucgensel normlar (kisaca t-normlar), bazi metrilaylarda elemanlar arasindaki
uzaklgl rakamlarla gostermek yerine, daha genel bir ifadaya koyma ihtiyaci ile
ortaya cikmgtir. Bircok alanda uygulamalari ve kullanimlari dair Bunlardan bazilari;
fuzzy kimeleri, fuzzy logic ve uygulamalari, geegirilmis 6lcu teorisi, lineer olmayan
denklemler ve oyun teorisi gibi.

[0,1] kapal birim arafii Uzerinde, t-normlarla ilgili bircok aksiyom oriay
konmuwtur. Ama keyfi tam kafesler Uzerinde, [0,1] Uzeekd kadar ilerleme
kaydedilemengitir. Son yillarda bu konuda catnalar yapilmgtir [5, 6, 8, 13, 14, 15].

Bu calsmada ise amacimiz bir tam kafesin uygun tam akdtefi Uzerinde sonsuz
supremum dalmal t-normlar tanimlamak ve bunlar tzerinde bagiyomlarin varfini
argstirmaktir.

Bu calsmanin hazirlanmasi ve dizenlenmesinde gamesirgemeyen sayin Dog.
Dr. Funda KARACAL’ a tgekkir eder, saygilarimi sinarim. Ayrica manevi @ada
destgini her daim hissettirensan GiilizarINCE’ ye, biitiin hayatim boyunca bana inanan
ve guvenen aileme, bu seviyeye gelmemde katkisi Kiradeniz Teknik Universitesi
Fen — Edebiyat Faklltesi Matematik Bolumiundeki ti@gretim Uyelerine sonsuz

tesekkurlerimi ve minnetimi sunarim.

Mehmet AkifINCE
Trabzon 2009
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OZET

Bu calsmada pseudo komplement taniminin, sonsuz supreragiimali t-normlar
Uzerindeki bazi aksiyomlar gtailmistir. Bir L tam kafesinin bazi alt-yapilari Gzerinde
bir takim t-normlar iga edilmgtir. Ayrica gucli negasyon tanimi verilip ve carpim
kafesleri Uzerinde gucli negasyonlarin direkt, ield carpimlarl ve parcalanmalari
irdelenmitir.

Birinci boluimde kafesler ve t-normlarla ilgili gdnilgiler verilmistir. ikinci
bélimde ise, negasyon kavrami ve sonsuz supremgimad t-normlar incelendi, ayrica
bu fonksiyonlarin bazi alt yapilara indirgenmesiytdusan t-normlar ve pseudo

komplementlerlesiemler tanimlanngtir.

Anahtar Kelimeler: Sonsuz supremum giémali t-norm, pseudo komplement, gucli
negasyon



SUMMARY

Negations, Infinitely Supremum Distributive Triangular Norms and Pseudo
Complements on Complete Lattices

In this study, some axioms of the definiton of mlkeweomplement is investigated
which is on infinitely supremum distributive t-nosmSome t-norms have constructed on
some substructures of a complete lattice L. Funiioee, the definition of strong negation
is given and it is examined that direct productieinal direct product and the
decompositions of strong negations which are odywblattices.

In the first part, the general information abouti¢tes and t-norms is given. In the
second part, on the concept of negation and iefyngupremum distributive t-norms are
studied, in addition, operations are defined whk t-norms which are formed by the

restriction of these functions to some substrucaune pseudo complements.

Key Words: Infinitely supremum distributive t-norm, pseudo qdement, strong
negation
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1. GENEL BILGILER

1.1.Giris

Ucgensel normlarin tarihi Karl Menger tarafindard29de yapilan Istatistiksel
Metrikler [20]” adli calsmasiyla bglamistir. Karl Menger, iki eleman arasindaki uzakli-
gin rakamlar yerine daha genel bir ifadenin kullabilecesi metrik uzaylar iga etti. Uc-
gensel normlar, klasik Gc¢genitsizliginin daha genel yapilara gengtiglmesi icin olus-
turulmustur. Uggensel normlar igin orijinal aksiyomlar kisheok dardi ve bu aksiyomlar
diger fonksiyonlarin 6zellikleri icerisine dahildi.

Ucgensel normlar, probalistik metrik uzaylar teimd® 6nemli bir rol oynar.
Berthold Schweizer ve Abe Sklar, 1958, 1960, 19@laryndaki calgmalarinda [22, 23,
21] t¢gensel normlarin buginki kullangdaksiyomlarini vernsierdir.

Matematiksel anlamda tc¢gensel normlar teorisi joiogiksiyonel denklemler alani
ve (6zel topolojik) yari gruplar teorisi olarak adtlrilan iki bgmsiz alana sahiptir.

Fonksiyonel denklemler ile ilgili olarak, td¢gens@rmlar birlgmelilik denklemiyle
yakindan ilgilidir. Bu alanda ilk ¢caima 1826 yilinda Abel tarafindan yapigtm[1]. Daha
sonraki cajmalar 1909 da Brouwer[6], 1930 yilinda Cartan, 19491961 yillarinda
Aczel[3, 4] ve 1954 yilinda Hosszu[11] tarafindapymstir. Ozellikle Janos Aczel’ in
monografisi (hem almanca[4] heimgilizce[2] versiyonu) ticgensel normlarin gatiinde
¢cok dnemli bir etkiye sahiptir.

Arastirmalarin bir dger yonu, bazi dgal fonksiyonel denklemlerin ¢6zimu olarak
tcgensel normlarin parametrelendirgnailelerinin belirlenmesidir. Bu alandaki belki de
en popiler sonug, Frank fonksiyonel denklemi oladlandirilan denklemin tek ¢ézimi
olan Frank tcgensel norm ve konormlarin ailesispatlandgl 1979 yilindaki calimasi-
dir[9].

Topolojik yari gruplarla bgantili olarak, nilpotent elemanin mevcut olnfadsinir
noktalarinin (ayni zamanda annihilator ve birimnedain) sadece idempotent elemanlar
oldugu bazi yari gruplarin karakterizasyonu, 1955 tecEduarafindan yapilrstr[8].

Ucgensel normlarin dilinde, bu gaha kesin ticgensel normlarin tam bir tasvirini

sglamistir.



Ozetle, T,, minimum, T, carpim veT, Lukasiewich diye adlandirilan sadece Ug

ucgensel norm ile Byan tGc¢gensel normlar icin izomorf dgiinler ve sirali carpimlar
anlaminda batin surekli iggensel normlagaietmek mimkunddr.

Literaturde sinirli kafesler Uzerinde bir¢cok gada vardir [13, 16, 17, 18, 19, 24,
27]. Bu calsmada amac, keyfi tam kafesler Uzerinde tanimlabzellikler vermektir.
Buna gore gagidaki konular tzerinde callmistir:

1) Negasyon ve gucli negasyon tanimi verilip, carpafedleri tzerinde guglu
negasyonlarin direkt parcalanmasi icin gerek vergettlar.

2) Keyfi tam kafes Gizerinde her zaman bir gicli negaggnimlamanin mamkin
olmadgina dair 6rnek.

3) Sonsuz supremum gidamlh t-norm ve pseudo komplement tanimlari Gzbin
bir takim glemler.

4) T-asal radikal, T-asal eleman, T-yariasal elemanlar

5) L, tam kafesi Uzerinde sonsuz supremurg@ldaall t-normlar.

6) Bir a elemani ile Uretilen esas dual ideal Gzerisoiesuz supremum gidmal t-

normlar.

7) L tam kafesi Uizerinde sonsuz supremusgldaali t-normlar.

1.2. Kismen Sirali Kiimeler ve Kafesler

Bu boélimdeki temel tanim, teorem ve 6nermeler Rifkra ait Kafes Teorisi[5] ve
Gratzer’ e ait Genel Kafes Teorisi[10] kaynaklaandyararlanilarak verilrgiir.

1.2.1. Kismen Sirali Kiimeler ve Zincirler

Tanim 1: Bir x <y ikili bagintisinin taniml oldgu ve gagidaki 6zellikleri sgla-

yan X kiimesine biKismen Sirali Kiimdenir:
P1) OxOX igin x <X tir.
P2) x<yvey< x olan herx,yOX icin x =y dir.

P3) X,y,z[0 X olmak lUzerex<yve y< z ise x <z dir.



Tanim 2: P kismen sirali kimesinam siraliveyazincir denir.

P4) Verilen herhangix ve y elemanlari icinx <y dir veyay < x tir.

Ornek: Z tamsayilar kiimesi, ¢al siralamaya gore bir zincirdir. Cunkii herhangi
a,b0Z alindginda yaa< b dir, ya dab< a dir.

Tanim 3: Bir kismen sirali kimede herhangi x ve y elemaridan x <y ise, bu
takdirde ¥ elemani x elemanini igeridenir.

Teorem 1:Bir P kismen sirali kimesinin herhangi S alt kiimagni icerme ban-
tisina gore bir kismen sirali kimedir.

Bir zincirin herhangi alt kimesi yine bir zincirdir

Tanim 4: P ve Q iki kismen sirali kime olsun.

i) @:P - Q fonksiyonunasira-korur veya izoton denir= x<y oldugunda
6(x) < 6(y) dir.

i) 1-1 ve orten@:P - Q sira-korur dongiimineizomorfi denir. = 8(x) < 6(y)
oldugundax <y dir.

iy Eger 8:P - P bir izomorfi ise, bu takdird& yaotomorfidenir.

Tanim 5: X bir kismen sirali kime olsun. Ayni elemanlar irzée ters kismen sira-
lama b&intisi ile tanimlanarX kismen sirali kiimesine, X kismen sirali kiimesthiali
denir.

Teorem 2 (Duallik Prensibi): Herhangi bir kismen siralamanin terside bir kismen
siralamadir.

Tanim 6: P ve Q iki kismen sirali kime olsun.

i) &@:P - Q fonksiyonu ters sira-korur dongiim denir := x<y oldugunda
6(x) < 6(y) dir ve 8(x) < 6(y) oldugundax <y dir.

iy Eger bir @:P - Q ters sira-korur doiimi 1-1 orten ise, bu takdird2 ya bir
dual izomorfi(anti izomorfiflenir.

i) Kendi kendisine anti izomorf olan kimegelf dualdenir.

Ornek: X bir kismen sirall kime olsun<!=”, alindiginda agik¢a2® kiimesi bir
kismen sirali kimedirA OX olmak uzere,8:2* - 2°,8(A)=X-A ile tanimlanan
dontsum bir anti izomorfidir. Cunki A OB oldusunda X -B OX -A olur yani
6(B) < G(A) dir. Birebirlik ve ortenlik aciktir. Bu iséX, (1) kiimesinin self dual oldiu-

nu gaosterir.



Tanim 7: P bir kismen sirali kime v¥ [JP olsun.

i) Bir alX elemanina X kimesininen kicuk elemani denir. <
OxOXigina< x. Kisaca E.k.e.X ile gosterilir. X kimesingm buyik elemardual ola-
rak tanimlanir ve E.b.e.X ile gosterilir.

i)y Bir aldX elemaninaminimal elemandenir.= x <a olacak sekilde xOX
mevcut dgildir. X kimesindemaksimal elemadual olarak tanimlanir.

Acik olarak en kucik eleman bir minimal, en blylkngan ise bir maksimal ele-
mandir. Tersi dgru olmayabilir.

Teorem 3: Bir sonlu kismen sirali kimenin herhangitam farkl alt kiimesi mini-
mal ve maksimal elemana sahiptir.

Teorem 4: Zincirlerde minimal elemanger mevcutsa) ile en kigik eleman, mak-
simal eleman ile en buyik eleman gakiBOoylece her sonlu zincir bir en kuguk(ilk) ve e
blayuk(son) elemana sahiptir.

1.2.2. Kafesler

P bir kismen sirali kime vE [P olsun. Eer bir all P, Ox X ic¢in x <a kosulu-
nu sagliyor ise a elemanina X kumesinin biist sinir denir. Dual olarak,
Ox OXigin b < x kosulunu sglayan b[J P elemanina ise X kiimesinin lalt siniridenir.

X ile X kiimesinin bittn st sinirlarinin kiimesiHMi, ile de X kiimesinin batin alt
sinirlarinin kiimesini gésterelimgér mevcut ise;

X kiimesinin en kiicuk elemanina X kiimesisipremumu,

X kiUmesinin en buylk elemanina X kimesimiimumudenir ve sirasiyla SupX
ve InfX sembolleriyle gosterilir. P2 ileger mevcutsa InfX tektir. Buna gore:

i) X={aOP:0x0 Xicin x< g olup SupX= Ek.eXdir.

i) X={bOP:0OxOXiginb< % olup InfX =E.b.e.X dir.

Tanim 8: P bir kismen sirali kiime olsun. P kismen sirali é&sime birkafesde-
nir:< P’ nin herhangi iki elemani bir en blyuk alt sanwve bir en kugik tst sinira sahip-

tir. Yani P nin bir kafes olmasi icin herhangiy 0P alindginda Sup{ x,}} ve Inf{ x, ¥

mevcut olmalidir.



Sup x, ¥} , Inf{ x,}} , SupL ve Infl elemanlari ileride siklikla kullanilagaigin ko-
laylik acisindangagidaki gosterimleri kullanagaz:

e Sup{ x,} = x0y, Inf{ x,} = xOy

* L bir kafes olmak tizere ger mevcut ise&SupL=1 InfL =0

» Eger bir kafes 0 ve 1 elemanlarina sahip ise bu kafesrl kafesdenir.

! 1
z Z
X
0 0
(N, Kafesi) (M, Kafesi)

Sekil 1. N, ve M, kafesler

Tanim 9: L bir kismen sirali kime olsun. L kimesine bam kafesdenir. =
OX OL igin SupX ve InfX mevcuttur.

X =L ahlindginda goruldr ki, her baan farkli tam kafes sinirlidir.

Ornek: Herhangi bir X kiimesinin alt kiimelerinden gdn 2° kiimesi, 0’ 1 be k-
me, 1" i ise X kumesinin kendisi olan bir tam kafes Gergekten, herhangi
A ={S, :a0A} 02" igin InfA =Ns, ve SupA:C|’;|A S mevcut olup,2* tam kafestir.

Her kafes tam kafes olmayabiliR reel sayilar kimesi gbz 6nune alghdda, ken-
di dogal siralamasina gore kafestir ama tam kafeddie cinkd, InfR ve Sum mevcut
degildir.

Tanim 10: L bir kafes veX OOL olsun. EBer Ua, b X icin aldbd X ve a1l B1 X
ise, bu takdirde X kiimesine, L nin lailt kafesidenir.

Teorem 5:L bir tam kafes ve Ssagidaki 6zellikleri sglayan bir alt kiime olsun:

iy 10S;

iy TOSiseInfTO S



Bu takdirde S bir tam kafestir.

Teorem 6: (P.<,)ve (Qs, ; iki kafes olsun.Px Q kafeslerin direkt ¢arpimi da
asagida tanimlanan kismen siralamaya gore bir kafestir.

(X1, Y1), (X5, Y,)0 Px Q olmak lzere,

(X5, Y1) S (X, Y,) e X S X,vey <Ly,

Lemma 1: L bir kismen sirali kime olsun. Bu takdirde infimwe supremum{eer
mevcut ise) sagidaki 6zelliklere sahiptirler:

L1) xUx=x ve xUx=x;

L2) x Uy =yUx ve xy=ylXx;

L3) xO(yOz)=(xOy)Oz ve xO(yOz)=(xOy)Oz;

L4) xO(xOy) =x0O(x Oy) =x.

Ayrica x<y=(xOy=xvexOy=y) dir.

Lemma 2: Eger P kismen sirall kimesi bir sifira sahip ise, 1P icin 00 x= 0 ve
00x = x tir. Dual olarakOx OPicin 100 x= x ve 1 x= dir.

Lemma 3: Herhangi bir L kafesinde supremum ve infimugiemleri sira-
korurdurlar. Yaniy,z[L olmak Uzere;

y<z= OxOLicinxOy<xOz ve xOy< xO zdir.

Lemma 4: Herhangi bir L kafesinde sagidaki sitsizlikler sglanir.

[0x,y,zO L olmak Gzere,

e xO(yOz)= (xOy)O(xO2z)

« xO(yOz)s (xOy)O(xO2z)

Lemma 5: Herhangi bir L kafesinin elemanlarsagida verilen moduler sgsizligi
salar.

0x,y,zOLicin x< z= xO(ydz)s (xOy)Oz

Tanim 11: L bir kime olsun. Eer L tzerinde bir ikili i slemi, ggagida sirasiyla ve-
rilen asosyatiflik, dgisme ve idempotent eleman 6zelliklerinighgor ise, bu takdirde L
ye biryarikafesdenir.

i) 0Ox,y,zOLicin xO(y*z) =(x*y)*z

i) Ox,yOLicinxOy =y*x

i) OxOLigin x (X =x

Lemma lasagidaki sonucu verir. Bu sonu¢ dual olarak supremgimde gecerlidir.



Sonug: P, herhangi iki elemani infimuma sahip olan berken sirali kiime olsun.
Bu durumda P, infimumslemine gore bir yarikafestir. Boyle yarikafeslerdimum-
yarikafesdenir.

Lemma 6: L bir yarikafes olsunx,yL olmak Gizerex<y:= Xoy =X ile tanim-
lanan bginti altinda, ‘©” ikili islemli L yarikafesi bir kismen sirali kimedir ve
xoy =inf{x,y} dir.

Teorem 7:L1, L2, L3, L4 6zelliklerini sglayan herhangi ikiliglemli bir L kiimesi
kafestir ve terside dwudur.

Teorem 8:L bir kafes olsun. L icindesagidakiler denktir.

Ux,y,zU Ligin,

L,) xO(yOz)=(x0Oy)O(xOz)

L,) xO(yOz)=(x0Oy)O(xOz)

Tanim 12: Teorem 8in denk kgullarindan birisini sglayan bir kafesedagiima-
li(dagilimli) kafesdenir. Busarti L6 ile gbsterelim.

R reel sayilar kimesigagidaki sonuctan dolayr gdmali kafestir.

Lemma 7: Herhangi bir zincir dalmali kafestir. Herhangi dalmali kafesin duali
ve herhangi alt kafesi de gitmalidir. Ayrica dgilmali kafeslerin herhangi direkt carpimi
da dagilmalidir.

Teorem 9: L bir dggilmali kafes olsun. Herhangi,y,cOL icin clix=clly ve
clx=clyisex=y dir.

Tanim 13: L bir kafes olsun. L kafesin@oduler kafeslenir: <

0x,y,zOLigin x<z= xO(ydz)= (xOy)Oz.

Bu 0zelligi L5 ile gbsterelim.

Agikca, x <z oldugunda z= x[lz oldusundan, L, kuralinda yerine yazilirsa bu
takdirde her dailmali kafes L5 6zelfiini sgslar. Yani her dgilmali kafes modulerdir.

Fakat tersi her zaman gl olmayabilir. Orngin Sekil 1 deki M, kafesi modiiler
olmasina ramen d&ilmal desildir.

Teorem 10:Herhangi birG grubunun normal alt gruplarinin kafesi bir modiker
festir.

Teorem 11: Herhangi modiler olmayan kafeggkil 1 deki N, kafesini alt kafes

olarak icerir.



Tanim 14: L sinirh bir kafes vex,y[OL olsun. y elemanina x elemaninin
komplementdenir - xOy=0 ve xOy =1.

Eger y elemani x elemaninin komplementi ise x" ile gosterilir.

Tanim 15: L bir kafes olsun. L kafesinkomplementli kafedenir. = L kafesindeki
her eleman bir komplemente sahiptir.

Ornek: Sekil 1de verilenM, kafesi bir komplementli kafestir.

Tanim 16: L bir kafes olsun. L kafesinBool Kafesidenir. = L kafes d&ilmali ve
komplementli bir kafestir.

Teorem 9ile, herhangi dalmali kafeste, komplementi mevcut olan elemantan i
komplementler tektir.

Teorem 12: L bir bool kafesi olsun. Bu takdirde het[JL elemani bir tekx'

komplementine sahiptir ve Ustelik:

Ox,yOLigin,
L7) xOx'=0,x0Ox'=1
L8) (x")'=x

L9) (xOy)'=x'Oy', (xOy)'=xTy"
Tanim 17: L bir kafes olsun. L ye biBool cebridenir. = L kafesi [J,[]," islemleri

ile L1-L9 ozelliklerinin tamamini sdar.

Bir A bool cebrinin bir U alt cebri, herhangix,yOU elemanlari icin
x Oy, x Oy, x'0U olacaksekilde bagtan farkli bir alt kimedir.

Teorem 13:L sinirh bir d&ilmali kafes olsun. Bu takdirde L’ nin komplementli
elemanlarinin kiimesi bir alt kafgsklindedir.

Tanim 18: L sinirh bir kafes olsun.

i) xOL elemanina biastomdenir.- xOL, L—{O} kiimesinin bir minimal ele-

manidir.

i) xOL elemanina bikoatomdenir= xOL, L-{1} kumesinin bir maksimal

elemanidir.
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14/23 1/234 124/3 13/24 12314 134/212/34
& L ] L | ® @ L] ®

® L ® & @ ®
1/23/4-14/2/3 1/24/3 13/2/4 12/3/4 1/2/34

1/2/3/4
Sekil 2. Atomlar ve koatomlar

Yukarida Hasse diyagrami ile verilen kafeste/23/4,14/2/3,1/24/,
13/2/4,12/3/4,1/2/3  elemanlari atom tanimi ile acikca  atom,
14/23,1/234,124/3,13/24,123/4,134/2,12 elemanlari ise koatom tanimina

gore birer koatomdur.

Tanim 19: L bir tam kafes ve[a,x. oL, jd J} kiimesi L nin bir alt kimesi olsun.
alJ L elemaninakompakt elemamenir- F[OJ sonlu alt kiimesi igina< |ijj den
a< LIx; elde edilir.

Tanim 20: L bir tam kafes olsun. L kafesirmebirsel kafeslenir. = L kafesinin her

elemani, kompakt elemanlarin bir supremuwm®kiinde yazilabilir.
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1.3. Ucggensel Normlar

1.3.1. Temel Tanim ve Ozellikler

1.3.1.1. Ucgensel Normlar (t-normlar)

Tanim 217, 25, 26] Bir tggensel norm (kisaca t-norm), bir L sinirlfds tGzerin-
de gagidaki 6zellikleri sglayacaksekilde bir T ikili islemidir. Yani [x, y,zO L icin asa-
gidaki ozellikleri sglayacak birT:LxL — L fonksiyonudur:

(T-1)  T(X,y)=T(y,x) (desisme)
(T-2)  T(X,T(y,2))=T(T(X,Y),2) (asosyatiflik)
(T-3) y<z=T(X,y)<T(X,2) (monotonluk)
(T-4)  T(x1=x (birim eleman)

Ornek: Asagida sirasiyla[0,1f - [0,1] uzerinde |, ,T ,T ,T ile verilen fonksi-
yonlar birer t-normdur:

Ty (X, y) = min(x,y)

To(X,y) =xy
T, (X, y) = max(x+ y- 1, 0)

0 ,(x,y)O[0,1F
To(X,y)=1 . ( y_) [.]{

min(x,y) , aksi taktirde
Ayrica sinirh keyfi L kafesi Uizerind@,, ve T, asagidakisekilde tanimlanir:
Ty (x,y)=x0y

_Jo L xy)O(L-{g4y

T (x,y) = . .

x Oy , aksi taktirde

Uyari 1[26]: L sinirli bir kafes veT : L?> - L keyfi bir t-norm olsun.

i) Tanim 21lile Ox 0L icgin asagidaki sinirsartlari sglanir:

T(0,x)=T(x,0)=0 (2.1)

T(Lx)= X (2.2)

Cunkd T nin monotonku ve birim eleman 6zefii kullanilirsa:

T(x,0)< T(1,0)= C oldugundan T(x,0)= 0 bulunur. T-1 dgisme 6zellginden di-
ger Ozellikler agikca sdanir.
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i) Bir T t-normunun, (T-3) ile tanimlanan ikinci bjnine goére monotongu, (T-1)
desismelilik ile birlikte her iki bilegenine gére monotonfiuna edegerdir yani aagidaki
sartl sglar:

X, SX,vey <y, = T(X,Y,)S T(X,,Y,) (2.3)

Tanim 2219]: T, ve T, iki t-norm olsun.

i) T,T, den zayif veya T, T, den gugli denir- [O(x,y)OL* igin
T,(X,y) < T,(X,y). Bu durumdar, < T, yazilir.

iy T,<T,veT,#T, ise vyani T,<T, ve bir (x,Y,)0L igin
T,.(X0, Yo) <Tx(XoY,) i€ T, <T, yazilir.

Uyari 2: T keyfi bir t-norm ve L sinirh bir kafes olsun..8 Un bir sonucu olarak
O(x,y) OL? icin T(x,y)< T(x,1)= X ve

T(X,y)< T y)=yoldusundanT(x,y)< xUOy=T,(X,y).

Ayrica O(x,y)O(L-{8})? icin T(x,y)=0=T,(X,y). Sonug olarak keyfi t-norm
Icin asagidaki sitsizlik saslanir:

T,<T<T, (2.4)

Tamim 23: L sinirh bir kafes olmak (izere biF:L*> — L fonksiyonu Ox,y,z0 L
icin (T-1), (T-2), (T-3)sartlarini ve ayricalx,yOL i¢in F(x,y)< xOy kosulunu sgli-
yor ise, bu takdirde F ye biralthorm denir. Her t-norm t-althormdur fakat tersi her za-
man dg@ru olmayabilir.

Ornek[19]: F:[0,1F - [0,1], F(x,y)= C ile tamimh fonksiyon agikca bir t-
altnormdur. FakafF(x,1)= 0# x oldugundan, HO,1] tzerinde bir t-norm dgldir.

Sonugc: Eger L sinirli bir kafes ve F bir t-althorm ise, lakdirde aagida tanimlanan

T:L? - L fonksiyonu bir t-normdur:

Foxy) (O L-{3Yy

T(X,y)=
) {ny , aksi taktirde

Onerme 1:L sinirh bir kafes olsun.
i) OxOL igin T(x,X) =X ssitli gini saglayan tek t-normT,, minimum t-normdur.
i) Eger L tam sirali isedx OL —{1} icin T(x,x)=0 esitli gini saglayan tek t-norm

T, drastik carpimidir.
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Ispat:
i) T, OxOL igin T(x,Xx)=x ssitli gini sgglayan keyfi bir t-norm olsunUyari 2

den dolayi(x,y) OL* igin T(x,y)< T, (X,Y).

O(x,y)OL? igin T(xOy,xOy)=x0y=T,,(x,y)< T(x,y) olur. Bu durumda,
O(x,y)OL* igin T(x,y)=T,,(x,y) elde edilir.

i) AGIKLIN gy

1.3.1.2. Ucgensel Konormlar (t-konormlar)

Tanim 24[19, 25, 27] Sinirli bir L kafesi tzerindélx,y,z[0 L icin daha dnce veri-
len (T-1), (T-2), (T-3) ozellikleri ve sgida verilen (S-4) 6zeliini saglayan S:1* - L
fonksiyonuna bificgensel konorm(t-konorndenir.

(S-4) S(x,0)= x (birim eleman)

Ornek[19]: [0,1] birim aralg! tizerindeS,,, S ,$ ve S temel t-konormlari sirasiy-
la sgagidakisekilde verilir:

Su (X, y)= max(x, y)

Ss (X, y)= x+y-xly
S, (x,y)= min(x+y,1)

N  (x,y)010,1F
S ()= {max(x, y) , aksi takdird

L sinirli bir kafes olmak tzer§,, ve § asagidakisekilde tanimlanir:

Su (x,y)=xUy
_j1 xyo-{o}y
% 009 {x Oy , aksi takdirde

Onerme Z19]: [0,1] birim aralg! tizerindeS:[0,1f - [0,1] fonksiyonunun bir t-
konorm olmasi igin gerek ve yeterskb 0(x, y) J[0,1F icin
S(X,y)=1-T(1- x,x vy, (2.5)



13

olacaksekilde bir T t-normunun mevcut olmasidir. Buradailea S t-konormuna T nin
dual t-konormu denir. Benzegekilde O(x, y) O[0,1F icin

T(x,y)=1-S(I- X,k vy, (2.6)
ile verilen T t-normuna S nin dual t-normu denir.

Uyari 3[26]: L sinirli bir kafes olsun.

i) Ox0OLicgin S(,x)= S(x,1)= Idir.

i) Eger T,veT, t-normlariicinT,<T, ve S veS, T, ve T, ye kasilik gelen dual
t-konormlar iseler bu takdird8, < § dir. Sonug olarak her S t-konorm ic#), < S< §
dir. Yani S;, maksimum en zayif5, drastik toplama en glclu t-konormdur.

Tanim 25: L sinirli bir kafes veT :L? — L bir t-norm olsun.

Bir a elemaninadempotent elemadenir.- allL elemaniT(a,a)= ¢ kosulunu
saglar.

Her t-norm T nin idempotentleri olan O ve 1 elenaama T nintrivial idempotent
elemanlaridenir.

Ornek: L sinirh bir kafes olmak Gzerglad L elemani,T,, minimum t-normun bir
idempotent elemanidir. Gercekt®merme 1lile idempotent elemanlar kiimeisi kafesine

esit olan tek t-normT,, minimumdur.



2. YAPILAN CALI SMALAR

2.1. Tam Kafesler Uzerinde Negasyonlar, Sonsuz- dagilmal Ucgensel Norm-
lar ve Pseudo Komplementler

Bu bdlumde simdiye kadar bazi 6zelliklerini vergimiz t-normlarin 6zel bir duru-
mu Uzerinde bir takim ¢camalar yapacaz. Bu bdlimde, aksi sdylenmedikce batin ka-

fesler tam kafes olarak glintlecektir.

2.1.1. Negasyonlar

Tanim 2615, 25} L bir tam kafes olsunn:L — L fonksiyonu birnegasyorde-
nir: <

i) n0)=1,nQ= C

i) a,bld Licina< kisen(b)< n(a).

Tanim 27[15, 25} L bir tam kafes olsunn:L — L fonksiyonu birglgli negasyon
denir. =

(N1) Oad Licin n(n(a))= g;

(N2) a,bl Ligin a< kisen(b)< n(a).

Teorem 1425]: L bir tam kafes ve[aj oL, o J} L nin bir alt kimesi olsun. ger

n, L Gzerinde bir glcli negasyon ise, bu takdirdgidaki sitlikler dogrudur:
1 —_ Al
) n(Ja)=LinG;
i) n(Ja)=Lin@;

Ispat:

L bir tam kafes ve n, L Uzerinde bir gicli negaswpisun. Tanim 26dan dolayi,

a < Qa, oldugundann(a )= n Q q) ve n(Qa]. )< Q n(a ;dir ve

n(jga]. )= n(]DDJ n(n(a ))2 Q n(a bulunur. Sonug olarak,



15

n(jgn(aj ))2 l,u:3| g olur ve buna bzl olarak n(jga]. )= n( ndjg n(a ))= Q n(@ ci-
kar. Buradan n(Qa]. )= [D]Jn(q} oldusu elde edilmg olur. Benzer sekilde
n(jgaj )= ,DDJ n(g ) ssitli gi gosterilir gy

Teorem 15: L bir tam kafes, T:L> -~ L bir t-norm ve n:L - L bir giclii
negasyon olsun.S(x,y)= n(T(n(x),n(y))) ile tamml S:1*> ~ L fonksiyonu bir t-
konormdur.

Ispat: L bir tam kafes,T:L*> — L bir t-norm ven:L - L bir giiclii negasyon ol-

sun. Herhangk,y, zO L icin:
(T-1)S(x,y)= n(T(n(x),n(y)) = r{ T(n(y).n(x)= S(y,
(T-2)S(x,S(y,2)F f{ T(n(x),n(S(y,2)).
=n(T(nX),n(n T(n(y),n(2)) )
=n(T(n(x), T(N(y).n(2))) .  ngiicli oldgundan
=n(T(T(n(x),n(y)),n(z)) , T bir + norm oldgundan.
S(S(x,y). 2z i T(n(S(x,y)).n(z),
=n(T(((T(M(x).n(¥) ).n(2))
=n(T(T(n(x),n(y)),n(z)) ,  nguglii oldgundan
S(x,S(y,2)= S(S(X,Y),zoldugu bulunur ve boylece S bidme 6zellgini sgslar.

(T —3)y<zolsun.n bir gic¢li negasyon olgundan n(zx fy) dir.
= T bir t —norm oldgundan, T(n(x),n(z)¥ T(n(x),{v))

= n guglu oldgundan, { T(n(x),n(y))< f T(n(x), m))........ #)
#) ile, S(x,y)= n( T(n(x),n(y)) < { T(n(x).n(z)= &.2)
Yani S(x,y)< S(x,z olup S monotondur.

(S - 4)S(x,0)= n( T(n(x),n(0))

n(T(n(x),1)) , nguglu oldgundan

=n(n(x)), T t- norm oldgudan

=X
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S birim eleman 6zellini saslar. Bu durumda S nin bir t-konorm olglw gosterilmg
Olur-

Yukarida ispatlanan teoremdeki S t-konormuna, Tduial t-konormu denir. Yuka-

ridakine benzesekilde gosterilebilir ki, T(X,y) = n(S(n(x),S(y)) seklinde tanimlanan

T:L? - L fonksiyonu bir t-normdur ve S t-konormunun duabmudur.

2.1.1.1. Carpim Kafesleri Uzerinde Giicli Negasyonim Direkt Parcalanmasi

Guclu negasyonlar, tanim itibariyle t-normlar vikeonormlar arasinda genel bir De
Morgan kurali olmasini géar. Bu bdlumde gucli negasyonlarin direkt carpyendirekt
parcalanmalarini ele alaga.

Onerme J15]: L bir tam kafes ve n, L tizerinde bir gliclii negasgtsun. Bu tak-
dirde gagidaki 6zellikler sglanir:

i) Egerx, Licinde bir atom isen(x) L icinde bir koatomdur.

iy Eger x, L icinde bir koatom isey(x) L iginde bir atomdur.

i) O, L nin atomlarinin, 0 ise L nin koatomlarinin kimesi olmak Uzere
f:0- 0, x> n(x) donkima 1 — 1 dir.

Ispat:

i) xOL bir atom, b0 L—{J} ve n(x)< b olsun. n’ nin bir gicli negasyon olglu
kullantlirsa, n(b)< n(n(x))= x olur ki bu x’ in atom olmasiyla ¢glr. Bu durumda
n(x)<b olacak sekilde bOL-{1} mevcut dgildir. Koatomun tanimindann(x) bir
koatom olarak bulunur.

i) x AL bir koatom,al] L—{O} ve a< n(x) olsun. Bu durumdan(a)> n(n(x))= x
olarak bulunur, bu ise x’ in koatom olmasi ile gieliBu durumdan(x) bir atomdur.

iii) n, L tzerinde bir gu¢li negasyon we, x, 0 olsun. f nin iyi tanimhlig (i) sik-
kindan aciktirf(x,) =f(x,) olsun.

= n(x,)=n(x,)
=n(n(x))=n(n(x,)), n'niniyi tanmlilgindan:
=X, =X,

olur ki bu f nin 1 — 1 oldgunu gosterigy
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Verilen herhangi L tam kafesi Uzerinde tanimli, h@man bir glcli negasyon mev-
cut olmayabilir. Bunun iginggidaki ornek incelenmelidir.

Ornek[15]: L ={O,x,y,z,:} , 0<x<z<1, 0<y<z<1 kafesi gbz 6ntne alinsin.
xOy=0, xOy=z oldugundan, L’ nin atomlarinin kUmes{x,y} ve L nin
koaomlarinin kimedjiz} dir.

Varsayalim ki n, L tizerinde bir giiclii negasyon oldBu takdirdeOnerme 3 (ii)ile
bir f:{x,y} - {z} dénGuimi 1 - 1 olacakekilde mevcut olur ki bu bir ¢ekidir. Bu
durumda L Gzerinde bir glcli negasyon tanimlanggpaz

Asagida kafeslerin direkt carpiminin genel yapisi iedelcektir.L,,L,,...,L, tam
kafesler olsunlarL, xL,x...xL  kartezyen carpimi tzerinde infimum ve supremya: a
gidaki sekilde tanimlanir:

Q={x, =(X;;, Xy, %, )70 Q O Lx L,x..x L, olmak tizere,

Ox, =( 0,
0Q 0Q if12,...14

DXT = ( |:|Xir)
0Q 0Q if12....14

L, xL,x...xL kartezyen carpimi, yukarida tanimlanan infimumsupremum ile
bir tam kafes yapisindadir. Bu kafese,L ,,..., L, kafeslerinindirekt carpimidenir.

Onerme 415]: L bir kafes, L,veL, L' nin tam alt kafesleri,n, L, Uzerinde,
n, ise L, Gzerinde glclt negasyonlar olsunlar.

Kabul edelim ki her birxOL igin x,OL,,x,0L, teklikle tanimh olsun 6yle ki
X =X, Ux,. Bu takdirde gagidaki sekilde tanimhn:L - L donGumi L Gzerinde bir
gucli negasyondur.

X =X, X, oldugundan(x) = n, (x,)0n,(x,)

Ispat:

Ilk olarak herxOL icin n(n(x))= x oldusunu gostermeliyizx OL keyfi olsun.
Hipotez ile x, 0L, x,0L ,, x=x, X, ve n(x)=n, (x,)dn, (x,) olacaksekilde mevcut-
tur. n’ nin tanimi ile,

n(n(x))=nn (O ()= n(n OOH (1 06)F xJ %=
elde edilir. Bu durumda (N1) ganms olur.
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X,yOL ve x< y olsun. Bu takdirde
x=x,0x, vey=y 0y,, x,,y,0L, X,,y,0L,. n" nin tanimindan,
n(y) = n (y;)n, (y,)s n (0 y)U n,y (X0 y,)
=n(x, Oy, 0x, 0y,) = n(xOy)= n(x)
elde edilir. (N2) sglanms olur. Bu ise n’ nin glcli negasyon ofglinu gosterigy
Tanim 2g15]: Onerme 4te irsa edilen gligli negasyong ve n, negasyonlarinin
i¢c direkt carpimdenir ven, [ n, ile gdsterilir.

Tanim 2915, 16} n bir L kafesi tizerinden’ ise bir M kafesi tizerinde birer guicli
negasyon olsunlar.

nven negasyonlarinzomorfturdenir.-= heral L icin H(n(a))= n (H(a) ola-
caksekilde birH:L - M kafes izomorfisi mevcuttur.

Onerme H15]: L, L, tam kafes,L =L,xL, ve n, L Gizerinde bir guicli negasyon
olsun. Bu takdirde;

) n(0,)= (4,0)= n(,0¥ (0,1

i) n(0,)= (0,1)= n(,0F (LC

Ispat:

i) Tanim 27den agiktir.

i)"=" n(0,2)= (0,1) ve n(1,0¥ (k,t),kK L @ L olsun.Teorem 14en dolayi

(0,00=n@D= { 0P (0.3= n@@ n(0d (kH)O,L)=(0,1)

(L1)=n(0,0F f{ L,OY (0= nL@ n(0d (kHOM= (k1)
Bu durumdak =1, t= 0 olup n(1,0)= (1,0)
"0 " Soldan sga ispata tamamen benzekilde yapilirg

Asagida verilecek teoremle, tam kafeslerin direkt gatpri Gzerindeki negasyonlar
karakterize edilecektir:

Teorem 1415]:L,, L, iki tam kafes L=L,xL, ve n, L Uzerinde bir glcli
negasyon olsun. gagidaki sartlar denktir:
i) n(0,1)= (1,0)(veyan(1,0)= (0,1);

i) n, L, uzerinde tanimln, ve L, Uzerinde tanimin, gug¢li negasyonlarinin di-

rekt carpimidir.
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i) n, L,x{l} zerinde tanimli bim; ve {4} xL, tizerinde tanimli bim, giiclii

negasyonlarinin i¢ direkt carpigeklindedir.
Ispat:

)=i): x,0L,a, 0L, vec UL, olmak udzere n(x;,1)=(a ,G ; olsun.
n(x;,1)< n(0,1= (1,0 oldusundanc, =0 dir ve buna bgl olarak isen(x,,1)= (g, ,0)
dir. Asagidaki dongumu tanimlayalim:

n(x,,1)= (g, ,0)oldugundan, :L, - L, n,(x,):=a,. n, iyi tanimhdir.

Gergektenx,,y, ULy, X, =y, olsun.n(x;,1)= (a ,0),n(y ,.1F (g ,Coldugunda,

X, =Y; = (X, D= (v, D= n(x,, )= n(y, .= g = q. Simdi herhangi x, UL,
icin n, (n,(x,)) = X, oldugunu gosterelim.

n(x,,1)= (g, ,0) oldugundan,(x,) = a, oldugunu biliyoruz. (a, ,1)> (g, ,0. oldu-
gundann(a_,1)< n(g, ,0F (x.1........... (1)

Diger taraftann(a_,1)= n(n (x ), 1=( a( 9 (x) .p olur. n,(n,(x,))=k olarak

alacak olursak(k,0)=n(a, ,1)(2 (% ,1 olur ve buradark < x, elde edilir.

tOL, mOL, igin n(x,,0)= (t,m) olsun. n(0,1)= (1,0) oldusundanOnerme 5 (i)
ile n(1,0)= (0,1 dir. Bu sitli gi kullanarak (t, m)=n(x,0)= n(L,0F (0,1olurvem=1
bulunur. Bu nedenlen(x;,0)= (t,1) olur. Diger taraftann(x,,0)> n(x ,1)= (g, ,0 ve bu

yuzdenn(x,;,0)= (g, ,1............(2). n" nin guclalgl kullanilirsa;

)
(x,0)=n(n(x,0)< n(g 1 (kG
Buradanx, <k cikar. Sonug olark, =k = nl(nl(xl)) bulunur. Boylece (N1) gos-

terilmis oldu.

X,;,y,0L,ve x, <y, olsun. n,(x,)=n,(y,) oldugunu gostermeliyiz.x, <y, oldu-
gundan (x,,1)<(y;,1) dir ve boylece (& ,0)=n(x 1= n(y 1r (g ,C dr.
n(x;)=a, 2q, = n(y) olur. Bu durumda (N2) gtanir ve n, bir glicli negasyondur.
n(1,0)= (0,1 ssitli gi kullanilarak gosterilebilir ki, benzeekilde L, tGzerinde tanimlin,

donlsimU de bir gucli negasyondur.
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n=n,xn, oldusunu gostermek icin(x,,y,)JL,xL, alindginda Teorem 14ile
n, ve n,’ nin tanimi kullanilirsa;

n(x, ;)= n((x, D0 @,% )= n(x, 170 n(,%
=(a,,00(0,h, F (3 .b )

=(n,(x,), N, (X,)) = Ny N, (%, X,)

i) =iii): n=nxn, olsun. L,x{1} uzerinden;(x,,1)=(n,(x),d ile taniml n;
donisimi agikga bir gucli negasyondur. Benzekilde {1} xL, tizerinde n, gugli
negasyonu tanimlansifx,,y,)JL, %L, olmak tzere;

N ¥5) = (1 (%), 1, 06) = (0 (x,).30( Ln, (%)= 1 (%, 10 0 (L%

olarak elde edilir. Bu is@ = n, 0 n, oldugunu gosterir.

i)y =1i): n, ve n, sirastylaL, x{1} ve {1} xL, uzerinde gu¢li negasyonlar oldukla-
rindann; (0,1)= (1,1) ven (1,2F (1,Cdir ve buna bzl olarak;

n0)=n@O 5 LY¥F L) L& @

olarak elde edilijg

Uyari 4: Eger Onermed4in dualini kullanarak giiglii negasyonlarighabir i¢ car-
pimi olusturulursa,Teorem 16laki sonuclarin benzerleri elde edilir. Cunkive) (ii) sik-
lari aynidir. Fakat (iii) gagidaki sekilde degisir:

(iiiy n, L,x{0} tzerinde tanimli bim," ve {0} xL, tzerinde taniml bim, " giiclii
negasyonlarinin i¢ direkt carpigeklindedir.

L,x{1} Uzerindeki n; guglu negasyonuL,x{0} uzerinde tanimlin,' guglu
negasyonungl} x L, tizerindekin, gugli negasyon{i0} x L, tizerinde tanimin, ' giic-
lti negasyonuna izomorf olgundanOnerme 4veya onun duali ilesieyis acisindan higbir

fark yoktur.

2.1.2. U-dagiimali Uggensel Normlar ve Pseud&omplementler

Tanim 30[16, 17} L bir kafes veT:L* — L bir t-norm olsun. T t-normunal—da-
giimali t-normdenir. = her x,y, z[0 L igin asagidaki sitlik saglanir.
T(x,yldz)=T(x,y)OT(x,2)
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Tamim 31[16, 17, 25, 26] L bir tam kafes veT:L* - L bir t-norm olsun. T t-
normunasonsuzll-dagiimali t-normdenir.= L nin her{x,y, DL,TDQ} alt kiimesi
icin asagidaki sitlik saglanir.

T(x, Hy) =Ty

Ornek[25]: [0,1] birim aralgl UzerindeT, (a,b)= max(a- b 1,Ct-normu sonsuz
L-dagiimali t-normdur.

Cozum:

{a,b, 0[o,1ro Q kimesi, [0,1] aralginin keyfi bir alt kimesi olsun. Bu durum-

da, QTL(a,b,)=gmax(a+ b- 1,0¥ max(ag b 1,8, T @I _ I elde edilir. Bu

ise T, t-normunun sonsugl—dagiimali oldusunu gdsterigg

L bir tam kafes, T:L*> ~ L bir t-norm olsun. Verilen herhanga,bd L icin
T(a,x)< b olan butinxOL elemanlarinin kiimesinin en buyik elemagefemevcut
ise) a - ; b ile gosterilir.

Tamim 32[5]: L bir tam kafes,T:L*> —~ L bir t-norm olsun.ad L olmak (izere
a -, 0 elemaninaal] L elemanininpseudo-komplemen(veya annihilatord) denir ve
a seklinde gosterilir.

Tanim 335]: L bir kafes olsun. L kafesine bBrouwerian Kafesdenir. = verilen

herhangia, b L icin aldx< b kosulunu sglayan butinx 0L elemanlarinin kiimesi bir
en blyuk elemana sabhiptir.

Teorem 175]: L bir tam kafes veT :L*> — L bir t-norm olsun.

T nin sonsuz_ - dagilmali olmasi, yaniT(a,|:| X, )= |:|T(a,>g, ) esitli ginin sgslan-
masil icin gerek ve yeter kal, verilen herhangia, bl] L elemanlari i¢inT(a,X)< b olan
butin xOL elemanlarinin kiimesinia -, b en blylk elemanina sahip olmasidir.

Ispat:

L bir tam kafes ve{xa} L nin herhangi alt kiimesi veb=DT(a,xa) olsun.
Supremumun tanimi ile her igin T(a, X, )< b dir. Bundan dolayix, <a -, b dir ve

supremum almlrsﬂxa <a -, bolur.
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Esitsizlikte yerine yazilirsa, T(a,a-; bx k bulunur yani

T(a,|:|xa)s b:DT(a,>g,} oldugunu elde ederiz. Terssitsizlik icin, her a icgin
T(a,x,)< T(a,D %, ) olduzu T nin monotonlgu ve supremumun tanimindan agiktir.
Supremum allnlrseDT(a,xa)s T(a,D %, ) oldugu elde edilir. Boylece isteneryitiik

gosterilms olur.
Tersine olarak verilen a ve b elemanlan icin yutaki eitlik herhangi bir L tam

kafesinde sgansin. T(a, x, )< b kosulunu s&layan timx, L elemanlarinin kiimesini
X =X(a,b) olarak tanimlayalim ve - ; b= |X:| X, olsun. Bu takdirde hipotezdekgitik
kullanilirsa, T(a,a-; b)= T(ag X F |Xj T(a,x ¥ |bulunur ki bu,a -, b X oldu-
gunu gosterir ve boylece X kimesinin bir en bluyluknehn icerdii gorulir. Acikca
T(a,x)< b dir ancak ve ancak <a -, b. Bundan dolayia - ; b elemani istenen en

blyuk eleman olarak bulungg
Uyari 5: Eger Teorem 1de T = [0 alinirsa gagidaki ifade d@rudur:

L bir tam kafes olsun. L nin her{a,b OLrO0Q altkimesi igin
aD(|DjQ b )= |D:(|D(aD hh | olmasi igin gerek ve yetagart, verilen herhangallx< b kosu-

lunu s&layan x L elemanlarinin kiimesinin bir en bilyiik elemana sahigasidir. Or-
nek olarak, L nin biBrouwerian Kafesoldugu durum g6z 6nine alinabilir.

Ispat:

Teorem 1'Ain ispatindal = [0 alindginda ispat tamamen benzekildedigy

2.1.3. T-asal Radikal Elemanlar

Tanim 34[17]: T, L kafesi Gizerinde bir t-norm olsun.

i) Bir pOL-{1} elemaninal-asal elemardenir= T(a,b)< p olan hera,bd L
icin a< p veyab< p dir.

i) addL olmak Uzere, &' yi iceren T-asal elemanlarin kiuntestan farkli ise,

R@)=C{ p0 L:p, T- asalvea }f elemani tanimlansin.
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Eger a’ yi iceren T-asal eleman yok&ga)=1 alinir. R(a) elemanina, a elemani-
nin T-asal radikalidenir. L’ nin tim asal radikal elemanlarinin kiimks ile gosterilir.

L’ nin birimi, L icerisinde de igerilir.

Uyarl 6: T, L kafesi Uzerinde bir t-norm olmak tzere bi-Thsal elemanih; Ku-
mesinin elemani olagaaciktir. Cunkl bipOL T — asal eleman ise, onu iceren en kicuk
T — asal eleman kendisidir. Bu durumBgp)= p elde edilir ki bupO L, oldusunu gos-

terir.

Tersinin d@ru olmasi gerekmez. YarRR(a)= a olan her elemanin T — asal olmasi

gerekmez. Bunun iginsagidaki 6rnei inceleyelim.
Ornek: Asagida Hasse Diyagrami ile verilen kismen sirali kiinfenum islemine

gore acikca bir tam kafestir.

0

Sekil 3. 0" In asal radikali

T=0 alnirsa x ve y elemanlart birer T — asal elemdarlar. Cunki
T(x,y)=xOy<sxicinx<x ve T(x,y)=x0Oy<yiciny<y olur.

RO)=C{pOL:p, T-asalve& Jp=0Cf xJy= oldugundanR(0)= 0 olarak bu-
lunur. Fakat 0, T — asal elemargdeir.

CUnku T(x,y)=x0y=0< 0 olmasinargmenx £ 0ve y£ O dirg

Onerme g17]: T, L tizerinde bir t-norm olsun. Bazi elemanlarialaadikalleri igin
asagidaki 6zellikler sglanir:

i) asR(a)

i) R(R(a))= R(a;

i) a<biseR(ax R(b.
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Ispat:

i) Eger &’ yi iceren tim T-asal elemanlarin kiimesit&o farkli ise, bu takdirde
herpO{pOL:p, T-asalve& }icin a< p olduundan;

as{pOL:p, T-asalvea Jp= R(cdr.

Eger a’ yi iceren asal eleman yoksa zatBfa)=1 olarak tanimlangandan,
a< R(a) elde edilir.

i) (i) denR(a)< R(R(a), oldugu agiktir. Tersine olarak;
R@)=0C{pdL:p, T- asalvea }p
R(R(@)=0{ gJ L:q, T- asal ve R(® }tigin
K:={pOL:p, T-asalveax pvelL:={qOL:q,T-asalve R(ax Jolarak tanimlaya-
hm.

pOK keyfi alalim. R(a)= inf K oldugundanR(a)< p dir. p, T — asal v&R(a)< p
oldugundan L nin tanimi ilgpJL dir. Bu durumdaK OL dir. O haldeinf L <inf K dir.
Bu ise R(R(a))< R(a’ oldugunu gosterir. Sonu¢ olaraR(R(a))= R(a oldugu elde
edilir.

i) R(a) nin tanimi, i ve islklari kullanilirsa ispat aciktyg

Tanim 3517]: T, L kafesi tizerinde bir t- norm olsun. By L -{1} elemaninar-

yariasal elemamenir = T(a,a)< polan heralL igcin a< p dir.

Eger p, T-asal eleman ise p’ nin T-yariasal elemalugl aciktir.

Eger R(0)= 0 ise acikca 0, bir T-yariasal elemandir.

Onerme 7:T, L kafesi tizerinde bir t-norm, 0 bir T-yariaséraan vex,yOdL ol-
sun. Bu takdirdeT (x,y) =0 olmasi igin gerek ve yeteart x [y =0 olmasidir.

Ispat:

T(x,y) =0 olsun.

Bu takdirde T(x Oy,xOy)<T(x,y)=0 dir. O bir T-yariasal eleman olgundan
x Oy =0 dir.

Tersine olarakx Oy =0 olsun.T(x,y) < xdy =0 oldusundanT(x,y) =0 dir g
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Onerme g17]: L bir tam kafes ve T sonsuzZ—dagiimali bir t-norm olsun. Bu tak-
dirde gagidakiler dgrudur:

) T(X,x)=0

i) T(x,y)=0ancak ve ancakg ~

i) x<yisey X

ok

V) X<X

V) X<y ancak veancakg
vi) x =x"
vi) (Lx,) = Llx,
viii) Eger 0 T- yariasal eleman ise, bu takdi@éx, x)) = x .
Ispat:
) X' =x -, 0=Ebegf d& L:T(x,aF p
x O{a0L:T(x,a)= ¢ oldgundan T(x,x = (
i) T(x,y) =0 olsun. Bu durumdd (y,x) =0. O haldex O{bOL:T(y,b)=0.
y =E.be{ d] L:T(y,bE d oldugundanx <y dir.
Tersine olarakx <y~ olsun. (i)sikki ve T nin monotonlgu kullanilirsa:
0=T(y,y)= T(x,y) oldusundanT(x,y) =0 olarak bulunur.
i) x<y olsun. T nin monotonku ile 0=T(y ,y)= T(y ,x)=T(x,y ). O halde
T(x,y") =0 oldugundany” O{ad L: T(x,a)= ¢ . Bu durumday” <X .
iv) xOL olsun.x™ =X -, 0= E.b.e{ al L:T(x ,a¥ }]
T(x,x)=0 oldusundanx O{ad L: T(x",a)= § .
Ote yandarnx™ = E.b.e{ al L:T(x ,aF })oIdLgundanxs X" dir.
V) X<y olsun. T nin monotonku ile 0=T(y,y )= T(y,x)= T(X,y). Bu durumda
T(x,y)=0. X in tanimi iley 0{a0 L: T(x,a)= ¢ . Buisey <x" oldugunu gosterir.
vi) (iv) den x <x™ ......... (1) dir. Ote yandan T nin monotogilu ve (iv) kullani-
hirsa0=T(X ,X )=T(X ,x). Budurumdax™ <X ......... (2) bulunur. (1) ve (2) den

esitlik elde edilir.
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vi) BOA, A indis kimesinden bir eleman olsun. (jii) ile, < QAXD, oldugundan

(EAXH) <X, Ve buna bgl olarak (EAXH) < amDAX” ......... (3) elde edilir.
Tersine olarak T, sonsuz O-dagiimali oldugundan

T(Dxa*,ﬂgxﬂ): D(T(GDDAX(;,xﬂ)) dir. FakatT(agAxa*,xﬁ)sT(xﬂ*,xﬁ):O oldugun-

alA BOA

dan T(a|D:|AXa ,Xz)=0 dir. Bu durumdaT(aDDAxa ,EA Xz) = EA(T(aDDAX” D)) =EAO: 0.
O halde DDAX; < (EAX ) s (4). Sonuc olarak (3) ve (4) tesittik elde edilir.

vii)  xOL olsun. T(x,x)<x oldugundan (iii) ile x <(T(x,x)) ...(5).
T(T(x,x) ,x)=a olsun. BuradanT(a,a)< (T(x,x)) elde edilir. a< x oldusundan
T(a,a)< T(x,x). Buna bl olarak, T(T(a,a), T(a,a)x T(T(x,X),T(x,X) ¥ . Bu ise
T(T(a,a),T(a,a)F ! oldugunu gosterir. O halde, 0 T-yariasal eleman glohdan
T(a,a)= Ovea ( Bu takdirdeT(T(x,x),x)=0 dir ve (T(x,X)) <X ...(6) elde edilir.
(5) ve (6) dan istenenyidik bulunur g

Onerme d17]: L bir sinirh kafes ve T,0xOL-{0,4 icin x =x olan bir
O-dagiimall t-norm olsun. Bu takdirdf |<3 tirve T =T, dir.

Ispat:

OxOL-{0,3 icin x" =x oldugundanT(x,x) =0 dir. Ote yandarx Oy =1 olacak
sekilde x,yOL -{0,3 mevcut dgildir.

Cunkd ger mevcut olsa,x =T(x,1)=T(x,xOy)=T(x,x)OT(X,y)= T(X,y) Yy
dir ve bu durumda:

1=x0Oy=y olur ki bu yOL~-{0,3 olmasi ile celir. O halde Ox,yOL-{0,3}
icin T(x,y)<T(xOy,xOy)=0. BuiseT =T, oldugunu gosterir.

Varsayalim ki |[L|=z4 olsun. xOL-{0,3} keyfi alahm. OyOL-{0,x,3 icin
T(x,xOy)=T(x,x)OT(x,y)=0 ve sonuc¢ olarakx Jy < x =x tir ve buradany <x

ctkar. Bu durumda x bir koatomdur.

Benzersekilde y bir koatomdur. Sonug olarak x ve y bireratom oldgundan,
x,yOL-{0,3 bulduk 6yle kix Oy =1. Bu bir gelikidir. Sonug olarafL|<3 ve T =T,

dir-



27

2.1.4. Bazi Tam Kafesler Uzerinde Sonsulzl— Dagilmali T-normlar

2.1.4.1.L, Tam Kafesi Uzerinde Sonsuz]-dagiimali T-normlar

Onerme 1q17]: L bir sinirli kafes olmak tzerd,, kiimesi bir tam kafestir.
Ispat:
10L, oldugu agiktir. K bir indis kimesi olmak tzefe, :7 0K} O L, keyfi bir alt

kiime olsuna = Q a O L, oldugunu gostermeliyiz.

Onerme 6 (i)le biliyoruz ki, a< R(a)=0f @ L:p, - asalvea }}. Q, bir indis
kiimesi olmak tzere, U L, oldugundanUr K igin;
a =R )= D{ R.UL:p ,T- asalveax py0 T(}). Bu durumda;

a:,garig ggw o ):TID:KIVD% p, vex as< p. Yani yOQ,, 70K icin a<p,
Q7

oldugunu elde ettik. O haldp,, O{pO L:p, T-asal ve icin& .

Buna bgli olarak R(a)=C{ pd L:p, T- asalvea Jp< 10 p= [l & ve

70K yQ, oK
sonug olarakR (a)= a oldugunu gosternsi olduk. Bu da gosterir ka = TQ a 0L, dirve
L, bir tam kafestigg

Uyari 7: Onerme 10ile, Lve L, kumeleri Uzerindeki infimumlar cakr. Fakat
supremumlar cakmayabilir. L ; Uzerindeki supremumul ile gésterelim.

D{a, :r0Q O L icin gaT <Ua oldugunu biliyoruz. Gergektena, <Ua oldu-
Q Q
gundan,|;|a7 <Uaq dur. FakatJa, < |g|a[ esitsizligi dogru olmayabilir. Bu nedenlé., ,
Q Q

L nin bir tam alt kafesi olmayabilir.

Ornezin, L :{O,a,b,e,f,g,}L kafesi gbz onune alinsin. Bu kafes, Hasse diyagram

ile Sekil 4te gosterilmgtir.



28

s

=

a b
0
Sekil 4. Supremumlarin Farklg

Asagidaki gibi bir t- norm tanimlayalim.

T(x,y):{e ,xw:fvey:f
x Oy, diger durum

Degismelilik ve monotonluk kolayca gosterilifIx L i¢in T(x,1)=x01= x ol-
dugundan 1 birim elemandir.

Asosyatiflik icin [x,y,zOL, T(T(x,y),z)=T(x,T(y,z)) ssitligi gosterilmelidir.
x,y,zOL-{f} alindginda, infimumun asosyatiflinden T(T(x,y),z)= T(x,T(y,z))
esitli gi sgglanir. Eger x,y,z f ye sit olursa aitlik trivialdir.

X,Y,z den sadece ikisi f yesig olsun. x =y =f olsun. Eger z>f olsa, her ikisi de

e ye @it olur. Eger z < e olsa her ikisi de z yesi olur.

X,Y,z den birisi f ye gt olsun. Kabul edelim kix =f olsun. Bu takdirde her ikisi
def Oy Oz ye sit olur.

a ve t T-asal elemanlar olduklarindaa bl L, dir. Fakatallb= e L, dir. Cin-
ki T(f,f) =e<e amaf £e dir.

Bu nedenle e, T-asal elemangd@ir ve bundan dolay! e, e de icerilen T-asal ele-

manlarin bir infimumu olarak yazilamaz. Sonug dtaes= all b< al b= 1,1 | g
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Not: T ¢ L, simgesi, T ninL; ye kisitlanmasini ifade eder.
Onerme 1117]: T, L Gzerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde harb0 L, igin
R(T(a,b))= R(ad R(b dir.

Ispat:
K bir indis kiimesi vep, bir T-asal eleman Oyle K7 K i¢in T(a,b)< p olmak

uzere, R(T(a,b))= Q R olsun. p, T-asal eleman oldwndana< p, veyab<p, dur.

Bu durumdaR(a)< p. veyaR(b)< p, dur. Sonug olaraklr JK i¢in R(a)JU R(b)< p
ve buna bgli olarak R(a)] R(b)< TQ p = R(T(a,b).

Tersine olarak,07 0K icin T(a,b)< p oldusundanOnerme 6 (iii)den acikca
R(T(a,b))<s R(a)d R(b dir ve bu durumda istenegitiik elde edilir g

Teorem 1§17]: Ua, bl Ly icin T(a,b}d L; olsun. Bu takdirdeT | L, Ly Uze-

rinde bir sonsuzl —dagiimali t-normdur.
Ispat:
Onerme 1ile her a,b0 L igin R(T(a,b))= R(a)J R(b dir. Hipotezdena, b0 L,

icin T(a,b)d L; oldugu biliniyor. 10 L, oldugunu kullanarak;
T1 Lg, LgUzerinde bir t-normdur.T | L; nin sonsuzll —dagiimali oldusunu

gostermek icin, a,b0L; ve X, L, nin x, elemanlarint kimesi olsun Oyle ki

T Lg(@@,x,)<bvek:=U x,.

allG
bOL, oldugundan asal elemanlann b ={p,:B0Q} ailesi vardir dyle ki
b:ﬂ% Ps:
Bu takdirde, herhangp, UM ve bltina G lerigin Tl Ly(a,X,)< pg. Py T-
asal oldgundanT | L.(a,X,)< p, icin a< p, veyax, <p, elde edilir.

Egera<p,iseT! Lg(a, U x,)<as p, dr.
allG

Eger af p, ise heraOG igin x, <p, elde edilir. Bundan dolayl x, <p, dir
alG

ve Tl Lg(a, U x,)< U x, < p; bulunur,
allG alG
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Sonug olarakT ¢ Lg(a, U x,)< ﬂ% p; = b. Boylecek X ve dolayisi ile X en bu-
alG

yuk elemani icerirTeorem 17ile, T1 L,, Ly Uzerinde bir sonsuz] —dagiimal t-
normduryg

Sonug: T, L dzerinde bir t-norm ve L nin her elemani Tiasalikal eleman olsun.
Bu takdirde T, L Gzerinde bir sonsuz-dagilmali t-normdur.

Sonug: T, L Uzerinde bir t-norm ve L nin her eleman! Blasadikal eleman olsun.
Bu takdirde L bir tanBrouweriankafesidir ve hera, bl L icin T(a,b)= al k dir.

Ispat:

Her a,bdL icin nin her elemani T-asal radikal eleman @lgwlan
R(T(a,b))= R(a)d R(b dir.

Bu takdirde, T(a,b)= R(T(a,b)F R(@) R(b¥ & . Bu ise L nin bir tam
Brouweriankafesi oldgunu gosterigg

Sonug: T, L Gzerinde bir t-norm ve L nin her elemani Tiasalikal eleman olsun.

Bu takdirde hefa, :70Q O L igin anT =Ua.
T 0Q

Ispat:
Keyfi {a, :70Q O L icin Ldea, < Q?a, oldugunu biliyoruz.Onerme 6 (iii) ye

goreR(a, )< R(D a ,vel, icinde UR(a )< R(D g . dir.
70Q 0Q r0Q
R(ar),R(Q? g J L, = L oldugsundan R(a, )= g, R(%ar): %a, dur ve sonug
olarak Ua, = U R(g )< RU a F L a.
0Q 0Q Q 0Q

Ters gitsizlik igcinse Uyari 7 den TQDaT < TLDJQ a. oldugu biliniyor. Bu durumda iste-
nen gitlik elde edilir g

Teorem 1917]: L bir tam cebirsel kafes, T, L Uzerinde bir t-nootsun. Eer L nin
her kompakt elemani idempotent ise, bu takdifded dur.

Ispat:

HerhangialL icin kompakt elemanlarin biS:{q, v q ailesi vardir oyle ki

a= O,

voQ

Tea=Te Jer L T@e o5 o=
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Sonug¢ olarak herad L igin T(a,a)= & oldugunu elde ettik. Hera,bl] L igin
allb=T(al b,d] b T(a,L.

T(a,b)< all k oldugu zaten biliniyor. Bu isél’ = [J oldugunu gosteriggy

2.1.4.2. BiraO L ile Uretilen Esas Dualideal Uzerinde Sonsuz_|—dagiimali T-
normlar

L bir tam kafes olmak tizere, her bafJ L igin 1 a={yOL:a< y} kiimesi, a ile

Uretilen esas dual idealdir. Kolayca elde edileflit a, L tam kafesinin bir tam alt kafe-
sidir.

Onerme 1717]: L bir tam kafes, T, L tizerinde bir sonstz- dagiimali t-norm ve
alJ L olsun. Bu takdirde:

T :raxta-ta, T (uvFE T(u,vd i
bir sonsuzl1-dagiimal t-normdur.
Ispat:
u,vO (1 a)olsun. T' nin dgisme oOzellgi kullanilirsa,
T (u,v)=T(u,v)da= T(v,uld & T (v,u olur ve boyleceT’ dezismelidir.
u,v,k(t a) ve \< kolsun. T’ nin monotonlgu ile;
T (u,v)=T(u,v)Da< T(u,kld & T (u,k bulunur. Bu iseT' un monotonlgu-
nu gaosterir.
ud(t a)olsunT' (u,1)= T(u,1)d a= Ul & 1oldugundan, 1 birim elemandir.
T' un asosyatiffiini gdstermek icin(u, v,k (+ a) alindginda,
T (u, T (v,k))=T' (T" (u,v),k)
esitli gi gosterilmelidir. T" un tanimi vell-dagilmal olduzu kullanilirsa,

T (U, T (v,k)=T (u,T(v,k) D aF T(u,T(v,kQJ al & T(@(v,k))OT(u,a)de
=T(u,T(v,k))Oa
=T(T(u,Vv),kK)OT(a,k)d a
=T(T(u,v)Oa,k)da
=T(T'(u,v),k)da
=T'(T'(u,v),k)
BoyleceT' asosyatiftir. Bu durumda’ un bir t-norm oldgu gosterilmg oldu.
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Simdi, sonsuzl |- dagiimali oldysunu gostermek igin

D{x,y, O a),rd (;} O ¢ a olsun.

T Ly) =T Hy)0a= LTy )0 e
=L(T(x.y,)0a)
=Ty,

elde edilir. Sonug olaraK" , bir sonsuz - dagiimali t-normduipy

Onerme 1317]: T, L Uzerinde sonsuzl-dagiimali bir t-norm ve 0 bir T-yariasal

eleman olsun.

Bu takdirdeu’, t u  {zerinde birT' —yariasal elemandir.

Ispat:

xO(t u) ve T'(x,x)<u olsun.u’,t U kimesinin en kiigiik elemani olglin-
danT'(x,x)=u" dir.

K:=T(T(x,u), T(x,u))s T(x,x)s u ve k=T(T(x,u),T(x,u))< T(u,ux L dr.
Yani k<u  ve k< udur.

T(k,k)< T(u,u )= 0 ve 0 bir T-yariasal eleman olglundank =0 dir. Bu durumda
T(x,u)< k=0 oldugsundanT(x,u)= 0 dir. O haldex<u" dir.

Ote yandanx (1 u’) oldusundanu’ < x tir. Buradanx =u" elde edilir. Sonug

olarak u” bir T' —yariasal eleman olarak bulurygr

Tanim 3€17]: L bir kafes, T L tzerinde bir t-norm v@# ulJ L olsun. u elemanina
T-gucli elemardenir. = L icinde bOc< u olan her sifirdan farkli b ve ¢ elemanlari icin
T(b,c)# Q.

Onerme 1417]: T, L lizerinde bir sonsuzl—dagilmali t-norm ve0# ul L olsun.
Eger u bir T-gliclii eleman ise’, + U lzerinde birT' —asal elemandir.

Ispat:

T (x,y)=U ve X,y# u olsun. Bu takdirdeT' (x,y)=T(x,y)Ju =u ve buna
bagl olarak T(x,y)< u” dir.

X,y#U olmak uUzere varsayalm kb=T(x,u)#0 ve & T(y,u¥ ( olsun.

bOc=T(x,u)d T(y,u) u.
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u bir T-gucla eleman oldiundanT(b,c)= T(T(x,u), T(y,u)} C(dir. Diger taraftan
T(T(x,u), T(y,u))< T(x,y)< u ve T(T(x,u),T(y,U)< u.Bu durumda;

T(T(x,u), T(y,u))< T(u,u = C oldusundan T(T(x,u), T(y,u))= 0 olur ki bu bir
celiskidir.

Sonug olarakT(x,u)=0 veya T(y,u}F ( Buna bgli olarak x=u" veya y= U

olur, bu dau” In T' —asal oldgunu gosterijg

2.1.4.3.L" Tam Kafesi Uzerinde Sonsuz]- dagilmal T-normlar

L bir tam kafes olmak lzere :{x OL:x”~ :x} olarak tanimlayalim.
Onerme 15{17] L bir tam kafes olsun. Bu takdirde:

) xOL < yOLOx =y’ ;

i) Ofx:i01} 0L igin Ll DL

iy 1,00L;

iv) Asagida verilen kesim ve birlesim ile L bir tam kafestir.

N= |:|Xi ' gxi :(iID:|Xi )"

in 0
v) X - X dénumi, L' dan L a bir ters sira korur 1 — 1 6rten d@dindir. Bu
durumdal’ self dualdir.
Ispat:
i) xOL oldugundanx =x" dir. Bu durumday =x" alinirsa istenen elde edilir.
Tersine olarakx =y~ olsun. Bu takdirdex” =y~ =y =x olur. BoylecexOL olarak

bulunur.

iy {x;:i01} OL" keyfi alalim.0i 01 igin x, OL" oldugundan
[x, =.|D:|xi” :(,|D;|xi*)* aL .

ial
i) 1=00L ve 0=10 L.
iv) (ii) den aciktir.
V) (iv) den aciktiigy
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Onerme 1q17]: L bir tam kafes, T sonsuzl-dagiimali bir t-norm ve 0 bir T-
yariasal eleman olsun.

Bu takdirdeOx,yOLicin T(x,y) =T(X ,y ) .

Ispat:

Asagidaki kiimelerin gt oldugunu géstermeliyiz:

A={z:T(z,T(x,y)=0

B:={z:T(z,T(x” Y )= q

zOA olsun. Bu takdirdeT(z, T(x,y))=0. a=T(z, T(X ,y )) olarak tanimlaya-
lim. Ac¢ikca a< z dir. Bu durumdaT(a, T(x,y))=0dir. 0=T(a,T(x,y))= T(T(a,x),y,
oldugundanT(a,x)< y . Ama a nin tanimi ile,

T(a,x)<a= T(z,T(X ,¥ )F T(T(z,% )y ¥y

Yani T(a,x)<y veT(a,xE V.

Buna bali olarak T(T(a,x),T(a,x)< T(y,y )= Cve 0 T-yariasal eleman oldu-
gundanT(a, x)= 0. O haldea< X .

Ote yandan a nin tanimi ie< T(X" ,y )< X oldugundanT(a,a)< T(X ,X )= C.

0, T-yariasal eleman ol@undana= 0 olarak bulunur. Yanil(z, T(x,y))= 0 olma-
si, T(z, T(x",y ))= 0 olmasini gerektirdi. O halde] B olup, A OB dir.

Ters aitsizlik icin T(x,y) =T(X ,y ) oldugu Onerme 8 (iii) ve (ivden aciktir.
Bu durumdaB O A bulunur. O haldeA =B dir. A=B oldugundan E.b.e(A¥ E.b.e(E
dir.

BuiseT(x,y) =T(X ,y ) oldusunu gosterijg

Tamim 3714, 15, 17, 25, 26]L bir tam kafes olsun.ger 1:L> — L fonksiyonu her
x,y,zO L icin asagidaki 6zellikleri sglar ise |:L* — L fonksiyonuna bifuzzy gerektir-
medenir.

i) x<yisel(x,z)= I(y,z),

i) y<zisel(x,y)< I(x,2),

i) 1(0,z)=1,

iv) 1I(x,1)=1,

v) 1(1,0)=0.
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Tamim 3815, 25, 26] |:L* — L fuzzy gerektirme olsun. Hex,y, z0O Ligin;

i) | fuzzy gerektirmé'n negasyonu ile kontrapozitif simetri 6zglhe sahiptir”
denir = I(x,y) =1(n(y),n(x)) esitli gi saglanir.
i)y | fuzzy gerektirme“birim eleman Ozellgine sahiptir” denir= (1, y)=y

esitli gini saglanir.

i) 1 fuzzy gerektirme “degistrme 0Ozellgine sahiptir” denir=
1(x,1(y,2)) = I(y, (X, 2)) esitligi saglanir.

Teorem 2(Q17]: L bir tam kafes, T sonsuzl-dagilmali bir t-norm ve 0 bir T-
yariasal eleman olsun. Bu takdirde,

FOG,y)=T(X,y ) 1)
L Uzerinde bir t-altkonormdur.
Ispat:
F nin dggismeliligi ve monotonlgu kolayca gosterilir.
Asosyatifligini gostermek icilx,y, z[J Ligin F(x, F(y, z))= F(F(x,Y),z oldugunu
gostermeliyizOnerme 16le
T, T(Y,2)) =T(x,T(y,2)") 2)
elde edilir.
F(X,F(y,2))= F(X,T(y ,2) F T(x ,T(y ;Z) ), (1) ve (2) ile.
=T(X,T(Y,2)) =T(T(x,y),z2) = T(T(x ,y") ,(Z) ), Onerme 1é6ve (2) ile.
=F(T(X,y ) ,2)= F(F(x,y),z
Ayrica,F(x,y)=T(x ,y ) = (x Oy) =X Oy =x0Oy. Boylece F bir t-altkonorm
olur gy
Onerme 1717]: F, (1) de verilen t-altkonorm olsun.(x,y) =F(x",y) olarak ta-
nimlayalim. Bu takdirdd., * ile kontrapozitif simetri ve dgstirme Ozellgini saglar.
Ispat:
Herhangix,yL icin;

1 (xy)=F(xy) = T(x" ¥ )
- (x”‘”,y”‘* ) , Onerme 16 dan;

K) =F(Y %) =1(y )

Fokk

=T(y
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Boylecel., * ile kontrapozitif simetri 6zelgini saglamis olur.
¢ hin desistirme Ozellgini sagladigini gosterelim. Herhangt,y, zO L igin;
e (X, 1y, 2)) = F(X ,1.(y.2))
=F(x,F(y , z))
X", F(y , z))

lez’j)

X, T(y ,z )) Onerme 16 dan;

T
Ty, T(x,z )) T-1ve T- 2den
T

Yy, T(X,Z§ ) Onerme 16 dan;

Tly , T(x Z ])

y L, T(X ,2) )
Yy F(X,2))
Y F(X ,2)
y . 1:(x,2))
=le(y,1e(x,2))
Boylecel (x,1(y,2)) =1:(y,1 {x,2)) olup, | degistirme 6zellgini sazlar g

(x
T(x
(
(
(v
(v
Ty, T(xz)])
1
(v
(v
(v
(v

.
.
g
g

Not: 1., her zaman birim eleman 6zglhi saglamayabilir.

Teorem 2117]: L bir tam kafes, T sonsuzl-dagilmali bir t-norm ve 0 bir T-
yariasal eleman olsun. F, (1) de verilen t-altkanaimak Gzere]_(x,y) =F(x ,y) goz
6nune alinsin.

Bu takdirde gagidakiler denktir:

i) | birim eleman Ozelfiini s&slar;

i) F bir t-konormdur;

i) F=0;

iv) T =0 ve L bir komplementli kafestir;

v) L Boolkafesidir;

vi) * bir guc¢li negasyondur.
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Ispat:
i) =ii): |- birim eleman 6zelfini sagladigindan, Cx CIL igin;
F(0,x)= F( ,x)= L (,x)= X

olur. Boylece F bir t-konormdur.

i) =iii): F bir t-konorm olsun. Bu takdirdelx [JL igin F(0,x)= x olur. Bundan
dolayr x=F(0,x)=T(0 ,x)=T@LXx)= (X)=% olduundan, T(0',Xx) =x ve
TLX) =X =X.

Diger yandan 0 bir T-yariasal eleman giddndanOnerme 8 (iii)ve Onerme 16le,
(X, X)) =F(X,X )= (T(X ,X )) =T(x,x) =X yanil(x,x)=x bulunur.

Bundan dolayi,Ox 0L igin F(x,x)=F(X ,X )=1.(X ,X )=X =x.BuiseF=0
oldugunu gosterir.

i) =iv): OxOLicin T(0',X ) =F(0,x)= 00 x= x. Bundan dolayOnerme 16le,

Tx)= (TeX) = (T00x) ) = (08 %)) = (Flx %) ="x = x
Bu durumda T=0O. (1) in sonucu olarak Ox,yOLicinx Oy =(x"0y') .
Herhangi xJ Licin y= X olarak alinirsa,
xOx =(xX OX ) =0 =1ve T=0 oldugundanx Ox =T(x,X )=0
olarak bulunur ki bu ise L nin bir komplementli kafoldgunu gosterir.
iv)=vV): T, L Uzerinde sonsuzl-dagilmali t-norm oldgu hipotezde veriliyor.

T =0 oldugundan infimum, supremum uzerinegdenalidir. Bu ise L nin dalmali kafes
oldugunu gosterir. L nin komplementli oldu da hipotezden biliniyor. Bu durumda L bir

Bool Kafesidir.
v)=vi): xOL ve L bir Bool kafesi olsun. L komplementli kafes ofglindan,

(X'0OLOx Ox'=1ve xOx'= 0. L dagilmal kafes oldgundan,

T=0
X =x 01=xX O(xOx)=(x Ox)O(x Ox)=00(x Ox")=x Ox's x'
Yani x” <x' bulunur. Ayricax” In tanimindan v& =0 oldugundanx'< X" bulu-

nur. Bu durumdax” = x'. Buna bgl olarak (x') =(x')'=x.

Bu ise* In bir gucli negasyon ol@gunu gosterir.
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vi) =i): * gucli negasyon olsun. Bu takdirde,
Ox OLigin (L, x) =F@X ,x)= (T ,x)) =X =X
olarak bulunur. Boylece 1 birim eleman oggr

Sonug: L bir tam kafes, T sonsuizl—dagilmal bir t-norm ve 0 bir T-yariasal ele-
man olsun.

F, (1) de verilen t-altkonorm olmak tzergee L Teorem 21in denksartlarindan
herhangi birini gerceklerse L bir Brouwerian Kafehir.

Tanim 3917]: L bir tam kafes ve T bir t-norm olsun. T ye- stireklidir denir. =
Ox,yOLigin T(x™,y)<T(x,y) 3)

Onerme 1§17]: L bir tam kafes, T bir sonsuzl—dagiimali t-norm ve 0 bir T-
yariasal eleman olsun.

Bu takdirde T nin* —surekli olmasi icin gerek ve yetersod T nin gagidaki eit-
sizligi gerceklemesidir.

T,y )< T(X,y) (4)

Ispat:

T * —surekli olsun. Bu takdirde,

TX,Yy )STXY ) =T ,X) <T(y,X)

=(T(y,x)") =(T(y,x) ) =T(x,y)

Tersine olarak T,T(X ,y)<T(x,y) ssitsizligini saglasin. y<y~ oldugundan,
T(x",y)<T(X ,y ) dir. Hipotezden dolayiT(x",y )< T(x,yJ dir ve bundan dolayi
T(X",y)<T(x,y) elde edilir ki bu T nir¥ —strekli old@gunu gosterijg

Onerme 1917]: L bir tam kafes, T sonsuz—dagilmal bir t-norm, T, L lizerinde
* —siirekli ve 0 bir T-yariasal eleman olsun. tizerindeT'(x,y) =T(x,y) seklinde bir
ikili i slem tanimlansin. Bu takdirde,

i) Eger O bir T-yariasal eleman is€', L' uzerinde bir sonsuzl —dagiimali t-
normdur.

i) 0’in, L' in bir T'-yariasal elemani olmasi igin gerek ve ygtet 0 in, L nin bir
T-yariasal elemani olmasidir.

i) L Intim T'-asal elemanlarinin kiimesi ile L nin=x" kosulunu sglayan T-
asal elemanlarinin kiimesi ¢giki
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Ispat

) Ox,y,zOL icin T'(x,1)= T(x,1J = X = x oldugundanT" birim eleman 6zel-
ligini saglar.

T' nln asosyatiffiini gbstermek igin,

Ox,y,zOL igin T'(T'(x,y),z)= T'(x,T'(y,z)) oldugunu géstermeliyiz.

T(T'(x,y),2)= T'(x,T(y,2) )= T(x,T(y,2) )

xOL
=T ,T(y,z) § =T(x,T(y,z)) , Onerme16 il

=T(T(x,y).2) =T(T(x,y) ,27) =T(T(x.Y) ,2)
=T(T(x,y)",2)= T'(T'(x,y),2)

Bdylece asosyatiflik gosterilmolur. Dezsismelilik ve monotonluk agiktir.
T' niin sonsuz —dagiimall oldusunu gostermek icirOnerme 15 (ivkullanilirsa:

T Uy) =Ty )=Tee Oy T ) <Te0Cy)

=0y < Ty 5 = Oy
:iLDJlT'(X,yi)
=Ti(x Uy)<UTi(xy)

T' nin monotonlgu ile:

OiOligin T'(x,y) <T'(x, Uy,)

=UT(xy)<T'(x Uy)

ial
Sonug olarakT'(x, Uy,)=UT'(x,y;) elde edilir. Bu iseT"' nun sonsuz_! —dagl-
icl i
mali oldysunu gosterir.
i) 0, L' in bir T'-yariasal elemanixJL ve T(x,x)=0 olsun. Bu durumda
0=T(x,x)" =T'(x,x). 0, T'-yariasal eleman olgundan x =0. O halde 0, T-yariasal
elemandir.

Tersine olarak 0 T-yariasal elemaaJL" ve T'(x,x)=0 olsun.T' nin tanimin-

(@)
dan, T(x,x)” =0. Bu durumdad=T(x,x)” 2 T(X ,X ) oldusundanT(x ,X )=0.
Ote yandanx L™ oldusundan0=T(x ,X )= T(x,Xx) ve 0, T-yariasal eleman ol-

dugundanx =0 oldugu bulunur. Bu ise 0 17 '-yariasal eleman olgunu gosterir.
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i)  Asagidaki kiimelerin gt oldugunu gostermeliyiz:
C :{ p:p,L InTx asal elema}m
D :{p :p, Lin T-asal elemant, p ”}}

pOC olsun. Ber T(x,y)<p iseOnerme 8 (ii)den T(x,y)” <p = p bulunur ve

buradan p=T(x,y) g)T(x“ ,y ) olur. p, T—asa eleman oldgundan x” <p veya
y~ <p.Budurumdax <p veyay < p olur ki bu pdD oldusunu gosterir.

Tersinepd D alalim veT'(x,y) < p olsun. Bu takdirde;

P2 T'(Xxy)=T(x,y) = T(x,y)

p, T—asa eleman oldgundan, x<p veya y<p olur. Bu durumdap, T*-asa
eleman olur ve buna B olarak pJ C dir.

Cift tarafli kapsamada© = D bulunurg



3. BULGULAR VE SONUCLAR

Bu calsmada, tam kafesler tzerinde negasyonlar ve songuzraum dgiimali t-
normlar ile ¢alildi. Herhangi bir L tam kafesi ve onun tzerindebt-normu verildgin-
de, verilen T t-normunun veya onun uygakilde deistiriimesiyle elde edilen t-normun
kendi Uzerinde sonsuz supremungittaall oldysu, L tam kafesinin uygun altyapilari
belirlendi. Buna goresagidaki sonuclar elde edildi:

1) Her tam kafes Uzerinde her zaman bir gicli negasymmlamak mumkin ol-
mayabilir.

2) Bir tam kafesin, iki tam alt kafesi Uzerinde tammh, ven, gugli

negasyonlarinin i¢ direkt carpimi tanimlandi velwuiizerinde bazi aksiyomlar verildi.
3) T — asal eleman, T — yariasal eleman, T — asakahthnimlari verildi ve 6zel-
likleri incelendi.
4) Pseudo komplement tanimi verilip Gzerinde bir takstamler yapildi, ayrica
pseudo komplementlerin sonsuz supremughlaeall t-normlarla olan b#antisi aratiril-
di.

5) L, kumesinin tam kafes olgu gosterildi. Bu tam kafes tGzerindeki infimumun
L kafesindeki ile caltigl ama supremumun ¢aknadgl 6érneklendi.

6) T, L Gzerinde bir t-norm olmak Uzere, T’ nin; kimesine kisitlanmasi olan
T 1 L, fonksiyonunun hangiartlar altinda bir sonsuz supremungdi@all t-norm oldu-

gu argtinldi.
7) Bir L tam kafesi tUzerinde verilen sonsuz supremuwlchali bir t-norm ve bir

all L Gzerinden Uretilen esas dual ideal vasitasi ite & sonsuz supremum giémal

T' t-normu irsa edildi.



4. iRDELEME

Webber 1983 yilindaki ¢camasinda[30], Fuzzy magtnda bir tam kafes Gzerinde
t-normlar, t-konormlar ve negasyonlarin sirasiya” “veya” ve “desil” olarak kullanil-
digini ifade etmytir.

Walker ve Gehrke’ nin 1996 da yayinladiklari gaalarinda[29][0,1] birim arali-
gl Uzerinde her aralik g@erli negasyonun, bir3 negasyonu icim(x,y) = (8(y), 8(x))
seklinde oldgunu gosterdi. Tezde ise Karacal’ in 2006 da gamalsmadan[15] fayda-
lanilarak tam kafesler Gzerinde gucli negasyonlgrairekt carpimi incelenrgtir. Ayri-
ca yine tam kafesler Uzerinde glcli negasyonlaridirekt ve ¢ direkt carpimlari ara-
sindaki ilski Uzerinde durulmgtur(Teorem 16). (0,1) ve (1,0 elemanlari, gucla
negasyonlarin direkt parcalanmasinda ¢ok énenmlrdbioynar. n(0,1)= (1,0) kosulu-
nun, bir gucli negasyonun tanimli ofgdutam kafes Uzerinde pargalanabilir olmasi igin
gerek ve yeter kil oldugu Karacal tarafindan [15] te ve tezde Teoreml6Ggdatianny-
tir.

Rezidual kafesler, 1999 yilinda De Baets ve Meg|agrafindan ek bir 6zellikle ve-
rilmistir. Bu 6zellik: T bir L kafesi tGzerinde bir t-normimak tzere bir- ; ikili i slemi
vardir 0yle kihera,b,XJ L elemanlari i¢inT(a,x)< b~ a-, b= x Bu ek ozellik, T’
nin sonsuz supremum gémali olmasini kesinktiren rezidasyon kurall olarak adlandi-
rildi. Jenei 2003 yilinda[12], Karacal ve Khadj2@05 yilinda[16] ve Wang 2001, 2002,
2003 yillarinda[27, 25, 26] sonsuz supremurgildaali t-normlar Uzerine ¢aimalar ya-
yinlamglardir. Karagal’ in 2009 yilinda yayinlagicalsmada[17], bir tam kafesté .

kiimesi, L" kiimesi, * —sureklilik gibi yeni tanimlar verngtir. Bu tezde ise Karagal’ in
2009 da yayinlanan catnasindan[17] yararlanilarak sonsuz supremurpilmali t-
normlarin 6zelliklerinden bahsedilgtir. Ayrica T-asal eleman, T-yariasal eleman ve-bun

larin 6zellikleri Gzerinde cafilmis, tim T-asal elemanlarin kiimesi olan, kimesinin
bir tam kafes oldgu ve T ninL;’ ye kisitlangl olan T ¢ L; t-normununL; Gzerinde

sonsuz [J —dagiimall oldusu gosterilmgtir. [17] de tamimlandy sekilde L' tam kafesi
Uzerinde sonsuz supremumgdmall t-normlar cakilmistir. Ayrica * —surekli t-normlar

ve onlarin bir takim 6zellikleri incelenstir.



5. ONERILER

Bu calsmada tam kafesler Gizerinde sonduz dagilmali t-normlar incelendi. Veri-
len bir L tam kafesi ve onun Uzerinde tanimli bmorm yardimiyla, L' nin bazi alt-
yapilan belirlendi. Bu alt-yapilarin tam kafestddugu gosterildi ve bunlar Gizerinde, ve-
rilen t-normun kendisinin sonsuz—dagiimali olmadgl durumlarda, bu t-norm uygun
sekilde kullanilarak sonsuizl—dagiimali yeni bir t-norm elde edildi.

Bu calsmada verilen sonuclarin benzerleri; asosyatif ¢eddternatif cebir, fuzzy
grup, fuzzy halka, Jordan cebri gibi cebirsel yagh da elde edilebilir.
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