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OZET

Bu ¢alismada FO(N) nin PSL(2,R) deki normalliyeninin boéliim gruplarinin yapisi

incelenerek izomorf olduklar1 gruplar belirlendi.

Birinci boliimde Oklid olmayan kristalize gruplarmn genel tanimlar1 ortaya konularak

I' modular grubu ve bu grubun T’ O(N) kongriians alt grubu, temel bdlgeler ve sonlu
tiretilmis bir Fuchsian grubun simge tanimi verildi.

Ikinci bolim tamami ile I'y(N) nin  PSL(2,R) deki normalliyenine ayrildi. Bu

normalliyeni daha iyi anlamak i¢in bu grubun bazi 6zel alt gruplar1 olan Atkin-Lehner

grubu ve diger bazi gruplar verildi. Ayrica bu kisimda FB(N) normalliyeninin boliim

grubu olan B(N) nin yapist incelendi ve izomorf olduklar1 temel gruplar tespit edildi, ve

boliim grubunun bazi boliim gruplarinin bir direkt ¢arpimi oldugu gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Modiiler Grup T', I';(N), T'; (N), Celenk Carpimi, Cusp
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SUMMARY

The Structure of The Normalizer of I'y(N) in PSL(2,R)

In this thesis the structure of the quotient groups of the normalizer of T, (N) in

PSL(2,R) is examined and the groups that are isomorphic to these quotient groups are

determined.

In chapter 1, general definitions of Non-Euclidean Crystallographie groups, the

modular group I' and its congruence subgroup FO(N), fundamental domains and the

signature of the finitely generated Fuchsian groups are given.

In chapter 2, we deal exclusively with the normalizer of I'; (N) in PSL(2,R) . To

understand the normalizer very well, some special groups especially The Atkin-Lehner

group are presented. Furthermore, the structure of the quotient group B(N) of the
normalizer I’y (N) is given and the groups that are isomorphic to the quotient groups are

determined, and finally the quotient group B(N) is written as a direct product of some

quotient groups of the normalizers.

Key Words: Modular Group I', T, (N), I'; (N), Wreath Product, Cusp.
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1. GENEL BiLGILER
1.1.Giris

Tanim 1.1. G bir grup, hem de bir topolojik uzay olsun.
DF:GxG—>G
(x,y) - F(x,y) =Xy
inf:G->G
x —>f (x) =x"
dontistimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.
Tamm 1.2. G bir topolojik grup olsun. Bu takdirde VNG={x} olacak sekilde bir V:=V,
acik kiimesi varsa diger bir ifadeyle G nin her noktasi bir ayrik noktasi ise, G ye ayrik grup
denir.
Tanim 1.3. G bir grup ve X # < bir kiime olsun. Bir ¢ : G x X — X fonksiyonu,
)Vg,.g, €G ve Vx e Xi¢in ¢(g,g,,x)= (p(gl,q)(gz,x)),
ii)1€ G birim eleman ise Vx € X i¢in ¢(1,x)=x,
sartlarini sagliyorsa G ye X {izerinde hareket eder veya G ye X {izerinde bir hareket grubu

adi verilir. ¢(g,x) yerine kisaca gx yazilir. Bu durumda

(2.2,)x =g (g,x) ve Ix=x dir.
Burada G bir topolojik grup, X bir topolojik uzay ve ¢ doniisiimii siirekli ise [G,X]
ciftine bir topolojik doniisiim grubu denir.

13

Onerme 1.1.[7]. G,X iizerinde hareket etsin ve “x,yeX olmak iizere, x ~y < gx=y
olacak bigimde bir g€ G elemani vardir” ile taniml “~” bagintis1 X iizerinde bir denklik

(esdegerlik) bagintisidir.
Tanim 1.4. Onerme 1.1. deki “~” bagintisinin esdegerlik siniflarma hareketin yoriingeleri

denir. Ayrica x € X noktasini igeren x in yoriingesi Gx ile gosterilir. Bu tanima gore,
Gx = {gx|g € G} dir.
Tamm 1.5. G, X iizerinde hareket etsin ve x,y € X keyfi olsun.

gx =y olacak bi¢imde



bir ge G elemani1 varsa G ye X {izerinde gecisli (transitif) olarak hareket eder denir. Bu
tanima gore hareket transitif ise

vx € X i¢in Gx=X
elde edilir. Yani bir tek yoriinge vardir.
Tanmim 1.6. F {lizerinde V bir vektor uzay1 ve W da V nin bir alt uzayi olsun. Eger x,y e W
icin y-x € W ise x elemanina modulo W ya gore y ye kongriienttir denir ve x = y(mod W)
yazilir. Bu bagintiya mod W kongriians 1 denir. Bu bagintiya gére V nin biitiin denklik
siniflarinin ciimlesini V/W ile gosterecegiz.
Tamm 1.7. G bir grup ve N <G olsun. Vge G i¢in Ng <N gerceklenirse, N alt grubuna
G nin normal bdleni (normal alt grubu veya invaryant alt grubu) denir. N nin normal bdleni
olmas1 N« G ile gosterilir ve N # G ise, N <G yazilir.

Her G grubu, E ve G trivial normal bolenlerini igerir.
Trivial normal bolenden farkli bir normal boélen ihtiva etmeyen bir gruba basit denir.
Buna gore, asal mertebeli her grup basittir.

Tamm 1.8. G bir grup ve N< G olsun. N nin smiflarinin teskil etti§i gruba, G nin N

normal bolenine gore boliim grubu denir ve bu grup G/N ile gosterilir. Agik olarak
G/N|=[GN]

verilir.

Onerme 1.2.[7]. [G,X] bir topolojik déniisiim grubu 1, X iizerinde topoloji ve
P:X > X/G ,x - P(x)=Gx

olsun. Bu takdirde
15 = {AC X/G|P"(A)et]

ailesi X/G tizerinde P yi siirekli yapan en ince topolojidir. Genel olarak X/G béliim

uzayina yoriinge uzay1 adi verilir.

Tanmmm 1.9. G,X iizerinde hareket etsin ve x € X olsun.
G, = {g € G|gx=x}
alt grubuna x in G deki sabitleyeni denir.
Agik olarak G, = gG g' dir. Dolaysiyla G,X iizerinde gegisli olarak hareket

ediyorsa Vx,y € X i¢in G, ve G, esleniktir.



Tamm 1.10. G bir grup olsun. G = <a> olacak sekilde bir a € G varsa G ye bir devirli grup
denir.
Tamm 1.11. G bir grup ve H <G olsun.
N, (H):={g e G|gHg"'=H]}
kiimesine H nin G deki normalliyeni denir.
Not 1.1. Normalliyen H y1 normal alt grup olarak igeren en biiylik kiimedir.
Tamm 1.12. N € Z olmak iizere, pz‘N olacak sekilde bir p asal sayis1 yok ise N ye karesiz
denir.
Tanm 1.13. Bir T doniisiimiiniin periyodu (veya mertebesi),
T"=I
esitligini saglayan en kiicliik pozitif tamsayidir. Boyle bir m tamsayist yoksa T sonsuz

periyotludur denir.

Tamm 1.14. NeZ icin 1<a<N ve (a,N)zl olan a tamsayilarinin sayist (p(N) ile

gosterilir ve bu fonksiyona Euler fonksiyonu denir.

Lemma 1.1. [6].

m=p,'py...p;" ise
@(m)Zm(l-ij(l-ij...(l-ij
pl p2 pr

Tanim 1.15. (G,.) bir grup, H G nin bir alt grubu olsun. a € G olmak iizere

dir.

aH= {a.x|x € H}

kiimesine H nin G deki bir koset (yan sinif)i denir. (G,.) grubu bir abel grubu olmak

zorunda olmadigindan a.H kiimesine H nin bir sol koseti denir. Benzer sekilde sag kosetler
de tanimlanabilir.
Tamm 1.16. G bir grup ve H G nin bir altgrubu olsun. H nin G deki farkli kosetlerinin
sayisina H nin G ye gore indeksi denir ve

|G:H]
ile gosterilir.

Lemma 1.2. [14] . Eger G sonlu bir grup ise herhangi bir altgrubunun indeksi de sonludur.



Tamm 1.17. [G,X] bir topolojik doniisiim grubu olsun.

X:UgA

geG
ise A yabir G —0rtmesi denir.
Tamm 1.18. [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve geG ise {xe X|gx=x} kiimesine g

elemaninin sabit noktalar kiimesi ad1 verilir.

1.2. Oklid Olmayan Kristalize Gruplar

1) G ile Z:z Cu {oo} genisletilmis kompleks diizlemin

_|._
A) z—> aZJFZ ab,c,de R ad-bc=1
cz
7+
B)z—> aiLb a,b,c,de R ad-be=-1
cZ

bigimindeki doniisiimlerin kiimesini gosterelim. Burada A =ad-bc=+1 olmakla gergel

katsayil1 doniisiimlerin kiimesi daraltilmis degildir. Clinkii A # 1 durumunda doniisiimiin

pay ve paydast ++/ad-bc ile boliinerek A =+1 durumuna getirilebilir. A =0 durumu ise,

(A) ve (B) sabit olacaklarindan incelemeye deger degildir. G fonksiyonlarin bileske islemine

gore bir gruptur. G nin her bir elemanm1 U = {z € C|Imz > 0} iist yar1 diizlemin kendi {izerine

bir konform veya ters konform homeomorfizmidir.

(A) bicimindeki dontigiimlerin kiimesi, G de 2 indeksli bir alt grup meydana getirir.
Bu alt grup, genelde PSL(2,R) ile gosterilir. U nun her konform homeomorfizmi PSL(2,R)
dedir. [18]

G iizerinde bir topolojik yap1 olusturmak igin ;

T= {(a,b,c,d)|ad-bc = il} c R* alt kilmesini alalim. t alt kiimesi iizerinde R* deki
adi topolojinin kondurdugu alt uzay topolojisi (rélatif topoloji) nin bulundugunu diisiinelim.

Bu 1t alt uzayinda (a,b,c,d)z(-a,-b,-c,-d) Ozdeslemesini yapalim ve bu bagmtiyr R_ ile
gosterelim. Simdi %{ kiimesi lizerine boliim topolojisi koyalim. G ile %{ arasinda

birebir, lizerine bir doniisiim vardir. G nin {lizerindeki topolojiyi bu doniisiimiin kondurdugu
topoloji olarak aliyoruz. Boylece G bir topolojik grup yapisina sahip olur. G topolojik grubu
PSL(2,R) ve G\ PSL(2,R) gibi iki bilesene sahiptir. G nin bir ayrik alt grubuna bir 6klid



olmayan kristalize grup, veya kisaca bir NEC grup adi verilir. PSL(2,R) deki bir NEC
grubuna ise bir Fuchsian grup denir. Eger bir NEC grubu (B) tiiriindeki elemanlar1 yani ters
yonlendirilmis elemanlari igeriyorsa buna bir has NEC grubu diyecegiz.

U iist yar1 diizleminde, oklid olmayan (hiperbolik) diizlemin bir modeline asagidaki

bigimde doniistiiriilebilir.Bir yay elemaninin hiperbolik uzunlugu ds yi

2+ 2
dszzdx 2dy

y
ile tanimlayalim. Bdylece pargali, siirekli, diferansiyellenebilir bir C egrisinin hiperbolik
uzunlugu

J- .[w/ X +dy

C C
ve I dx<2:1y = ” dxczly olarak tanimlanir.

E y E y

Yukaridaki metrigin geodezikleri, reel eksene dik ¢gemberler ve dogrulardir. Bunlar hiperbolik
dogrular olarak adlandirilir.
U da iki nokta arasindaki hiberbolik uzaklik, bu iki noktayr birlestiren bir tek
hiperbolik dogru par¢asinin uzunlugudur.
Bu metrikle tanimlanan topoloji, bilinen 6klid topolojisine esdegerdir. Yani bir
topolojideki her agik kiime, diger topolojideki bir a¢ik kiimeyi igerir.
Hiperbolik uzaklik ve alan, PSL(2,R) nin déniisiimleri altinda degismezdir [18].

2) Simdi G nin elemanlarim1 yonlendirilmelerine ve sabit nokta kiimelerine gore

siniflandiralim.

T(Z)z

noktalara, T nin sabit noktalar1 denir.

+ +
az b, G nin herhangi bir elemani olsun. b=z esitligini gergekleyen
cz+d cz+

.. +
Once T, (A) tiirlinde bir doniisim olsun. Tanim geregi z= az+d
cz

cz’+(d-a)z-b=0 (1)

yazilirsa

denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri T nin sabit noktalaridir. Diger yandan (1) esitligi
sifira 6zdes olmadikc¢a, ki bu halde T(z)=z dir, en fazla iki farkli koke sahip olur. Yani T

nin en fazla iki sabit noktas1 vardir.



Bu sabit noktalarn C_ icindeki yerlerini belirtelim. (1) denkleminin
diskriminantindan ;

A =(d-a)’ +4bc=d*+a®-2ad+4bc=d>+a-2 (ad-bc)+2bc , ad-bc =1

=d*+a’-2+2bc

diger yandan ad-bc =1 den bc=ad —1 esitligi yazilirsa;

A = d*+a?-2+2(ad-1)=d*+a’+2ad-4=(a+d)’ -4
O halde (1) denkleminin kokleri
() sfara)

1,2
2c

z
dir.
Boylece asagidaki ti¢ olasilik s6z konusudur:

1) |a+d| > 2 ise, iki farkli sabit nokta vardir ve bunlar R U {oo} tizerindedirler. Bu durumda
T ye hiperbolik doniigiim denir.

2" |a+d| =2 ise, birbirine esit iki sabit nokta vardir ve bunlar Ru{oo} izerindedirler. Bu
durumda T ye parabolik doniisiim denir.

3) |a+d| <2 ise, birbirinin eslenigi olan iki kompleks sabit nokta vardir. Agiktir ki bu sabit

noktalardan sadece biri U i¢inde bulunur. Bu durumda T ye eliptik doniisiim denir.

7+
Simdi de T, (B) tiirlinde bir doniisiim olsun. Tanim geregi z= az

cz+t

czz+dz-az-b=0 (2)

yazilirsa

denklemi elde edilir. Bu esitligin kokleri T nin sabit noktalaridir. Bu koklerin C_ ic¢indeki
yerlerini belirtmek i¢in (2) denklemine denk olan bir baska esitlik ; z=x+iy ve Z=x-iy
alinirsa

c ( x+iy) (x-iy) +d ( x+iy) -a (x-iy) -b=0

c ( x> +y* ) +dx-ax-+i(dy+ay)-b=0

c(x2+y2)+(d-a)x-b=0

(d+a) y=0 }
biciminde elde edilir. Boylece iki olasilik s6z konusudur :

(a) atd#0 ise y=0 dir. Bu durumda cx’+(d-a)x-b=0 denklemi elde edilir. Bu denklemin

diskriminantindan ;



A= (d-a)2 +4bc=d’-2ad+a’+4bc
diger yandan ad-bc =-1 den bc=ad +1 esitlikte yerine yazilirsa ;

A =d?-2ad+a’+4(ad+1)=a’+d*+2d+4=(a+d)’ +4 > 0 dr.
Bu nedenle T nin iki farkli sabit noktasi vardir ve bunlar Ru{oo} iizerindedirler. Bu
durumda T ye kayan-yansima denir.
(b) atd=0  ise, (a+d) y=0 esitligi Ozdes olarak  gergekleneceginden
c(x2+y2)+(d-a)x-b:0 esitligi geregi T nin sabit noktalar1 kiimesi bir ¢emberdir. Bu
cemberin, at+d=0 ve ad-bc=-1 esitlikleri yardimiyla merkezi (a/ c,O) da olan, 1/ |c|

yarigapl bir gember oldugu anlasilir. Bu durumda T doniisiimiine yansima denir.
Buna gore G nin, hiperbolik, parabolik, eliptik, kayan-yansima, ve yansima diye

adlandirilan bes tip eleman1 vardir.

Tamm 1.19. T, ve T,, G grubunun herhangi iki elemani olsun. T,=TT,T" olacak sekilde bir
T € G elemani varsa T, ve T, birbirinin eslenigidir, denir.

Onerme 1.3. T, ve T, birbirinin eslenigi iseler ayn1 tipten elemanlardir.
Onerme 1.4. i) PSL(2,R), U iizerinde transitiftir.
ii) PSL(2,IR), Ru{eo} iizerinde ikili (¢ift) transitiftir.
Ispat . i) ai+b e U, (a > 0) keyfi olsun.
az b

(o)

1

Ja
olarak tanimlanirsa T € PSL(2,R)dir. Ayrica T(i)=ai+b oldugundan G :=PSL(2,R) alinirsa
Gi=U olur. Tanim 1.5. den PSL(2,R), U {izerinde transitiftir.

ii) Eger p,qeR(p>q) ise Tl(z)=ﬂ doniisimii p noktasin1 0 a, q noktasint « a

Z-q

resmeder. T, (z)=z+tp ise {0,00} kiimesini {p,c0} kiimesi iizerine resmeder. Boylece

G(0,0) ={(p.q)

yoriingesi biitiin sirali ¢iftleri bulundurur.

p.geRU{w},p=q]



G nin elemanlarini (a+d) izlerine ve determinantlarina gore siniflandirabiliriz. G nin

eslenik elemanlarinin ayni tip oldugu gercegi kullanildiginda, doniisiimlerin bes tiiriinden her

biri bir dogal gdsterime sahiptir. Dogal gosterimler asagidaki sekilde siniflandirilir:

Eleman Tiirii Dogal Gosterim

Hiperbolik z—>Az (A>1)

Eliptik Z>W, W—_l =e" Z—_l , 0#2nx
W1 z+1

Parabolik z—>z*xl

Kayan-yansima z— 2z (A<])

Yansima Z—-Z

3) Vze U igin gel olmak iizere g(V)NV =& = gz=z olacak sekilde znin bir V agik

komsulugu varsa I" NEC grubu U f{izerinde diizenli-siireksiz hareket eder, denir.

Tanmmm 1.20. R* deki agik kiimelere homeomorf kiimelerle olusturulmus bir acik &rtiimii
mevcut olan bir baglantili Hausdorff uzayina bir yiizey adi1 verilir.
Not 1.2. R”nin delinmis bir acik kiimesi , orijin noktas: kaldirilmis birim diske homeomorf
bir kiimedir. Bir kapali yar1 diizlemin , delinmis bir rolatif agik kiimesi , orijin noktasi
kaldirilmis bir yarim diske homeomorftur.
Tamm 1.21. Bir F kapali kiimesine asagidaki 6zellikleri sagladig: takdirde I' i¢in bir temel
bolgedir denir;

1) F bir I" -ortiidiir.

i) F bir I-paketlemedir.
i)  uF-F)=0
Tanim 1.22. Vw € F i¢in, w nin bir V-acik komsulugu mevcut oyle ki { gel |gFNV = @}

kiimesi sonlu ise F; I"i¢in bir normal temel bolgedir.
F yi iki sekilde elde edebiliriz:
1-Dirichlet Bolgesi [20] :I' birNECgrup vepeU ,Vy eI \{I}i¢iny(p)+ p kosulunu
saglayan bir nokta olsun.d hiperbolik metrik olmak {izere
F={ze U | VgeT i¢in d(zp) <d(g(z).p)}

kiimesine, I" i¢in Dirichlet Bolgesi denir.



az+b

2-Ford Bélgesi [20]: T<PSL(2,R), Tel' ve T(z)= , c#0 olsun. I(T):cz+d]’ =1

cz+
cemberi , Tnin izometrik ¢emberi olarak adlandirilir. |T’(z)|=1<:>zeI(T) oldugundan

izometrik ¢ember , diferansiyel Oklid uzunlugunu degistirmeden T ile doniistiiriilen

noktalarin yeridir. F_; ['da sonsuzun I', sabitleyeniicin bir temel bolge ve K ; I'nin tiim
izometrik cemberlerinin diginda kalan bolge ise F=F_(1K , I"igin bir temel bdolgedir.

Tamm 1.23. [20]. F bir I' NEC grubu i¢in asagidaki kosullar1 saglayan bir normal temel
bolge ise Fye bir diizgiin temel bolge denir:

i) UURU{e} da F nin sinr basit , kapali bir egridir.

ii) U da F nin smin lizerinde , 1. tiir kdseler diye adlandirilan ve siir1 hiperbolik dogru
parcalarinin sonlu bir birlesimine bdlen noktalar kiimesi mevcuttur. Hiperbolik dogru

parcalarinin bu sonlu birlesimleri , UURU{oo} daki bitim noktalariyla birlikte F nin 1.tiir

kenarlart olarak adlandirilir. Burada her kenar bel icin F(\bF  biciminde olmak
zorundadir.

iii) ge " \ {I} i¢cin FNgF#Q ise FNgF , ya F nin bir kenari, ya F nin bir tek kosesi
yadaRU{eo} un bir tek noktasidir.
F nin ]RU{oo} ile arakesitinin baglantili bilesenleri ; izole noktalar ise F nin 2. tiir

koseleri olarak adlandirilir, ]RU{oo} un kapali araliklar1 ise F nin 2. tiir kenarlar1 olarak
adlandirilir ve bu durumda bu araliklarin ug¢ noktalarina da F nin 3. tiir koseleri denir.

F nin iki kdsesi , aym1 I' yoriingesinde iseler kongriidiirler; F nin 1. tiir iki kenari ,
birini digerine doniistiiren bir ge " varsa, kongriidiirler.

F nin 1. tiir kenarlarin1 asagidaki gibi ii¢ gruba ayirabiliriz:
a) a=FNaF , a'=FNa'F veael ,a’=#1 olmakiizere, o ve ' kongrii kenarlar ise
o =aqa’ dir.
b) a vea' kongrii kenarlar, yani a =aa’' ve a el eliptik bir doniisiim olsun.Bu durumda
aUa'=FNaF ve a,a’ kenarlari a nin sabit noktasi olan bir ortak koseye sahiptir.
¢c) y=FNaF ve ael doniisiimii bir yansima olsun. Bu durumda y kenaria tarafindan

sabit birakilan bir hiperbolik dogru parcasidir ve F nin baska higbir kenarma kongri

degildir.
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Burada sadece, U"/T" yoriinge uzay:r kompakt olmak iizere sonlu iiretilmis I NEC

gruplariyla ilgilenecegiz. Kisaca U™, U ile T’ nin parabolik noktalar1 kiimesinin birlesimidir.
Bu durumda I' i¢in herhangi bir temel bdlge , 2. tiir kenarlara sahip degildir, dolayisiyla 3.
tiir koseleri de yoktur. Ustelik bdyle gruplar sonlu kenarli bir temel bélgeye sahiptir.

Kompakt yoriinge uzayli NEC gruplar , parabolik elemanlar icermezler. [18, 28] .

Kompakt yiizeylerin simiflandiriimast iyi bilinmektedir. [23].

Her kompakt yonlendirilebilir yiizey, g tane kulp bagli olan bir kiireye homeomorftur.

Her kompakt yonlendirilemeyen yiizey, g tane ¢apraz-baslikli bir kiireye homeomorftur.

Her kompakt yonlendirilebilir sinirh yiizey, g tane kulp bagli ve k tane disk ¢ikarilmis
bir kiireye homeomorftur.

Her kompakt yonlendirilemeyen smirh yiizey, g tane ¢apraz-baslik bagl ve k tane disk

cikarilmis bir kiireye homeomorftur.

Tanim 1.24. [29]. T bir NEC grup ve F, T igin bir diizgiin temel bdlge olsun. {gF:gel’}

ailesinin U da olusturdugu sekle bir F-dosemesi (tessellation) denir. Her bir gF ye
désemenin bir yiizii ve gF lerin kenar ve koselerine de dosemenin kenar ve koseleri denir.
Buna gore dosemenin her bir yiizii, bir tek grup elemanini belirler ve tersine olarak her bir
grup elemani da dosemenin bir tek yiiziinii belirler. Bir ortak kenar olan yiizlere komsuluklar
adi verilir.

F ve F' bir a kenarinda komsu iki yliz, yani a=F(\F olsun. a ile F yi F' ye
donistiren veya aF=F' olan grup eleman1 gosterilsin. Eger ¢ kenar1 « kenarina kongrii
ise a(@)=a olur.

Bir diizgiin temel bolgeyle (6rnegin Dirichlet Bolgesi) bir yilizey semboliini
iliskilendirmek i¢in Once tanim1.23. de (c) tipindeki elemanlarn etiketlendirelim.Geriye kalan
kenarlar kongrii c¢iftlerden olusur ve simdi her kongrii ¢iftinden bir kenar1 etiketleyelim.
Eger a boyle bir kenarin etiketi ise « nin kongrii kenarini, o ya resmeden doniisiimiin
yon-koruyan  veya yoOn-korumayan olmasi durumuna gore o' veya «" diye
etiketlendirelim. Eger saatin donme yoniiniin  tersinde F nin kenarlarinin etiketleri
numaralandirilir ise F igin bir yiizey sembolii elde edilir ki bu sembol U’ / I' nin topolojik
yapisini belirler.

I' icin bir F-diizgiin temel bolgeyi esas alarak, yeni bir temel bdlgeyi asagidaki

sekilde elde edebiliriz. @ ve &, F nin kongrii iki kenar1 ve o € F, & € E, olacak bigimde
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F nin iki kosesini birlestiren bir poligon yayiile F yi F ve F, gibi iki bolgeye ayiralim.
Bu durumda a(@)=« ise F UaF, , T igin farkli bir yiizey semboliine sahip yeni bir temel
bolge olacaktir. Ayrica yansima ekseni olan kenarlar yine hiperbolik dogrular olacaktir. Bu
yolla ylizey sembollerinin bir dogal gdsterimi elde edilebilir.

Yiizey sembollerinin dogal gosterimlerinin iki tlirii vardir. Yonlendirilebilir yoriinge
uzayl gruplar i¢in;

5151'"';;,‘91710711---7151 81""81(}/1(0"'7/1(51( gk,alﬁlal'ﬁl'"'agﬂgag'ﬂg' 3)
yonlendirilemeyen yoriinge uzayl gruplar igin;

5151'---;5;‘91710711---7151 81""8k}/k0"'7/ksk gklalél*“'ég&g* 4)

seklindedir.Burada (3)iin (4)den farki yalnizca semboliin son kismudir ve x, (1<i<r)
eliptik veya parabolik , e; (1<i<k) hiperbolik veya eliptik, ¢, (1<i<k , 1< i<s)

yansima, a., b, (1 <i< g) hiperbolik, d. (1 <1< g) kayan-yansima doniisiimleri olmak iizere;

Xi(fi') =¢se, (51') =&;5C; (yqj') =7 d, (ai') =a;;b, (ﬂi') = B;d. (é‘l*) =0, dir.

Eger (3) yiizey sembollii temel bolgenin baglantili kenarlar1 {izerine karsilik gelen
noktalar belirlenirse g tane kulp eklenmis ve rtane disk ¢ikarilmis bir (delinmis) kiire olan
sinirlt yonlendirilebilir bir (delinmis) ylizey elde edilir.

Benzer sekilde(4) yiizey semboliiyle g tane capraz-baglik eklenmis ve r tane disk
cikarilmis bir (delinmis) kiire olan sinirli yonlendirilemeyen bir (delinmis) yiizey elde edilir.
Bu yiizey iizerinde (yonlendirilemeyen durumda) a kenarlar1 ve (yonlendirilebilir durumda)
a, P kenarlarn bir Q temel noktasinda kesisen ¢apraz kesimlerin bir dogal gdsterimini
belirler.

Yiizeyin iginde r tane seckin M,,..., M, noktalar1 (delinmis olabilir) ve 1 <1<k olmak
lizere 1. sinir bileseni lizerinde s, tane se¢kin N, ,...,N; noktalar1 (delinmis olabilir) vardir.
& dogrusu Q noktasmmi M, noktasma ve & dogrusu Q noktasini N, ile N, arasindaki,

i. sinir bileseni iizerinde bir noktaya baglar.

F yi komsu bir yiize doniistiiren grup elemanlarinin  kiimesinin I' y1  {rettigi
gosterilebilir. I daki bagintilar1 asagidaki sekilde elde ederiz. Her bir kdsede ona karsilik
gelen sonlu sayida yiliz mevcuttur ve her bir yiiz, bir onceki yliziin bir komsulugunu

meydana getirir. Eger F bir kdse etrafindaki ylizlerden bir tanesi ise  sirasiyla
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a,F, aja,F, aa,a,F,..(a, €l') ylizlerini karsilik getirecegiz. Sonlu sayida adimdan sonra F
yi elde ederiz. Boylece n € N olmak iizere aa,..a, F=F ve aa,..a, =1 bagimntis1 elde edilir.

Elde edilen bu bagintiya s6z konusu olan kose i¢in bir dogal baginti denir. Kongrii kdselerin
hepsinin ayni1 kanonik bagintiyr verdigi ve gruptaki her bagtinin dogal bagintilarin  bir

sonucu oldugu gosterilebilir. a,b,c.e,x ile F yi «,pB,7,¢,& kenarlarina resmeden

doniisiimleri gdsterelim. Bu durumda (3) yiizey sembolii bir grup asagidaki gosterime

sahiptir;
Ureticiler X, ; i=1,...r
€, ; i=1,....k
C; ; i=1,..k , j=0,1,...;s,
a,,b, ; =1,....g
d. ; i=1,...,g
Bagintilar X" =1 ; 1=1,...,r
—al _
Cy, =€ Cy8; ; i=1,...k
2 2 Dy
Ciji =C; = (Ci,j-lcij) =1
X,..xe..eaba'db'.aba'b =1
1--- r 1-.- k 1 1 1 1 cee g g g g -

X...X,€..e.d}..d} =1
Burada N,:={2,3,.} olmak iizere m, eN, ise x, eliptik, m,=c0 ise x;
parabolik eleman olur. Eger n;eN, ise yukaridaki iki yansimanin bileskesi bir eliptik
eleman, n; € oo ise bu bileske ya bir parabolik eleman ya da bir hiperbolik elemandir. Agik
olarak m;,n; e N, U{oo} sayilar1 I' nin yon koruyan elemanlarinin mertebeleridir.

Ureticileri ve bagintilar1 yukaridaki gibi verilen I' NEC grubu igin
cr(l“):(g;i;[ml,...,mr];{(n“,...,nlsl),...,(nkl,.‘.,nksk )}) (5)

gosterimine I nin bir NEC -simgesi , ya da kisaca O'(F) ya I’ nin simgesi adi verilir. Eger

U*/ I yoriinge uzayr yonlendirilebilir ise simgenin isareti pozitif olmakla birlikte
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sgna(F)Z"+ " ile gosterilir. Eger U*/F yoriinge uzay1 yonlendirilemez ise simgenin isareti

—_n_mn

negatif olup sgnG(F) ile gosterilir.
VI<i<r i¢cin m, €N,

ise bu dogal sayilara I' nin dogal periyotlar1 ,
VI<i<r i¢in m, e N, U{eo}

ise bu m,,...,m_terimlerine I' nin &zel periyotlar: denir.

I<i<k igin (n,..n, )
parantezine 1i. periyodik devir veya i. sinir bileseni ve
N,y € N, Ufoo}
terimlerine i. periyodik devirin periyotlari veya I' nin link periyotlart denir. Simgedeki

geN sayismada U / I' yoriinge uzayiin cinsi denir. Bu cins, yiizeyin bir invaryantidir.

Bir I' NEC grubunun bir simgesi verilir ise bu durumda I' nin yilizey sembolii ve
gosterimi  tek tiirlii olarak belirlenir. Yiizeyden ¢ikarilmis bir disk, bir delik veya bir sinir
bileseni olarak adlandirilir. Simgede; bir 00 6zel periyodu yiizeyin i¢indeki bir i¢ delige ve

bir periyodik devirdeki bir o0 link periyodu yiizeyin sinir iizerindeki bir delige karsilik

gelir.(3) nolu simgede; 6zel periyotlarin bir bos kiimesi (yanir=0 ise) [ ], bir bos periyodik
devir (yani s, =0 ise) ( ) ile gosterilir. Eger simge higbir periyodik devir bulundurmuyorsa
(yani k=0 ise) { } seklinde gosterilir. Ayrica bos periyodik devirlerin sayist k ise {( )k} ile

sembolize edilir.

Simdi de, baz1 6zel durumlar i¢in yeni simge tanimlar1 verelim.
A) Eger I' bir Fuchsian grup ise bu grup deliksiz yonlendirilebilir bir yoriinge uzayi
belirler, T" nm biitiin periyotlar1 6zel periyotlardir. Ayrica I' yansima doniisiimi

icermediginden simgede periyodik devir yoktur. Buna gore O'(F) simgesi,

(gts[my,...m,];{ }) veya (gim,,..,m,)
seklinde bir gosterime sahiptir.
B) Eger bir I' NEC grubunun periyotlar1 ve yansimasi yok ise buna yiizey grubu denir.
Buna gore bu yiizey grubu igin ;
i)  Yoriinge uzayr yonlendirilebilir ise buna yonlendirilebilir ylizey grubu

(Fuchsian yiizey grubu) denir ve o (') simgesi ;
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(gt 1. }) veya (g_)
seklinde gosterilir.
ii)  Yoriinge uzay1 yonlendirilemez ise buna yonlendirilemez ylizey grubu denir ve

o(T') simgesi;

(&=L 14 })
seklinde gosterilir.

C) Eger bir I' NEC grubunun periyodu yok, fakat yansima doniistimii varsa buna sinirh

yiizey grubu denir ve o (") simgesi bir ke N igin

(=l 1{O'))
seklinde gosterilir.

i) Yoriinge uzayr yonlendirilebilir ise buna yonlendirilebilir bir sinirl ylizey grubu (k

sinir bilesenli) denir ve o (I") simgesi;

(&0 1{O)

seklinde gosterilir.

ii)  Yoriinge uzayr yonlendirilemez ise buna yonlendirilemez bir sinirh yiizey grubu (k

sinir bilesenli) denir ve G(F) simgesi;

(el 1))

seklinde gosterilir.

Teorem 1.1. T, (5) simgeli bir NEC grup olsun. Bu takdirde I nin herhangi bir temel

bolgesinin hiperbolik alani u(F) ise

u(F):2ﬂ{wg-2+2(l-mLJ+k+%iZk; Jsi (LLH ©6)

i=1 i i=1 ij

2, sgno(T)="+'

dir |28].
1, sgno(T)="-" ir 28]

dir. Burada WZ{

Teorem 1.2. [Riemann-Hurwitz Formiilii] : ' bir NEC grubu ve A <T" olsun. Buna gore

. AT A )
[T:Alkowo 1se |I':Al=T/A|m——= dir.

u(T)
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I’ kompakt bolim uzayli bir NEC grubu oldugunda , Wilkie (1966) iki NEC
grubunun izomorf olmasi i¢in bazi yeter sartlar verdi ve c¢alismasi tamamen cebirseldi.
Macbeath (1967), iki NEC grubunun izomorf olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 buldu
ancak bu sonuglar cebirsel olarak elde edilmedi.

Tanmm 1.25. I', ve I, kompakt bolim uzayli iki NEC grubu olsun. t:U—> U
X —

x=x"

homeomorfizmi ve ®:I', > I', grup izomorfizmasi mevcutsa bu gruplar geometrik olarak
- -1
g gt =g,

izomorftur denir.

Buna gore I', ve I', nin geometrik olarak izomorf olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul U
nun biitiin homeomorfizimlerinin grubunda, bu iki grubun kongrii olmalaridir. Yukaridaki t
homeomorfizminin x in I', yoringesini, tx in I, yoriingesine resmettigi kolayca

goriilebilir, ¢iinkii t(I'x)=tIt" (tx) dir.Buradan ¢ikan sonug, U/T, veU/T, kompakt

béliim uzaylari arasinda bir homeomorfizm vardir [21].

1.3. I' Modiiler Grup

J’_
Tammm 1.26. w(z)=az+z; abcdeZ ve ad-bc=1 bicimindeki biitin Mobiiis
cz

dontistimlerinin kiimesine Modiiler grup denir ve I' ile gosterilir. Grup asagidaki gibi 2x2 lik

tamsayilar matrisiyle de temsil edilebilir.

a b
A=( j,detA:I
c d

A ve —A ayni doniisiimii temsil ettiginden s6z konusu matrisi negatifi ile es tutacagiz.

Boylece matris ve doniisiim arasinda bir ayrim yapilmayacak. Ayrica

a b ka kb
ve k#0
(c dj [kc kdj

matrisleri yine ayni1 doniisiimii temsil ettiginden, matris hesaplamalarinda uygun oldugu yerde

bu matrisleri esit gibi yazabiliriz (Burada det =1 olma sart1 aranmayabilir). Asagidaki teorem,

I nin T(z)=z+1 ve U(z)=- 1 doniisiimleriyle iiretildigini gdstermektedir.
z

11 0 -1
Teorem 1.3. I' modiiler grubu TZ(O J ve U=[1 Oj matrislerine karsilik gelen

doniisiimlerle tiretilir.
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Ispat : Once T icin Ford bélgesini bulalm.T" da oo un sabitleyeni I ile gdsterilsin. Bu

11
durumda I' _un T= (0 J ile tiretilen devirli grup oldugu aciktir.

E, :{ ze U :|Rez|< %} olsun.Bu F seridi, I' sabitleyeni i¢in bir temel bolgedir.

En genis izometrik ¢cemberler 1 yarigaphidir ve bu ¢emberlerin merkezleri reel eksen

iizerindeki tam sayilardir. Sadece merkezleri 0,-1,1 olan iic ¢ember F_ ile kesisir. Burada

1 .3

p= —5+17 ve —p :%Jri% olmak iizere 0-merkezi ¢cember p,—p da;

I-merkezli ¢cember —p da; -1 merkezli ¢ember p da F,_ ile kesisir. Diger ¢cemberlerin
yarigapi % den kiigiik veya esittir. Bu nedenle sekilde goriildiigii gibi F bolgesi lizerinde
bu ¢emberler 6nem tasimaz. Buna gore ;

FZ{(x,y) eR*:x*+y* 21| S% , y>0}

kiimesi I' modiiler grubu icin bir temel bdlgedir.

A
L
L
v

P 12 0 12 1 2

Sekil 1.1. I' nin F temel bolgesi
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!

T(z)=z+1 i¢in T(s)=s,  ve U(z):—l igin U(s,)=s, oldugundan
Z

(sl,sl') ve (sz,sz') kongrii kenar ciftleridir. Bu nedenle T ve U doniisiimleri I" modiiler

grubunu iiretir. Burada T bir parabolik eleman ve U, 2. mertebeden bir eliptik elemandir.

Buna gore;

1
3. mertebeden bir eliptik eleman oldugundan, V:=TU olmak lizere I' , U(z)=-— ve
z

-1
V(Z):Z— elemanlariyla da {iretilir. Dolayisiyla da U’ =V’ =1 du.
V4

Simdi de T’ nin Q::QU{oo} olmak iizere Q iizerindeki hareketini inceleyelim. Q

1 1
nun elemanlari (x,y)zl olmak iizere X olarak yazilabilir. Burada oo =—=—-— dir.

y

i oldugundan bu gosterim tek tiirlii degildir. TeT ise
y 7y

X | axtby
Tl 2 | =
y cx+dy

-x | -ax-by axtby X
T — | = = = T J—
-y ) -cx-dy cx+dy y

oldugundan TI' nin Q iizerindeki hareketi 1yi tanimlidir.

veE

Eger(x,y)=1 ve ad-be=1 ise a(cx+dy)-c(axtby)=y ve d(ax+by)-b(cx+dy)=x

ax+by

cx+dy

oldugundan  (ax +by,cx +dy)=1 oldugu aciktir. Dolayisiyla indirgenmis

bi¢imdedir.

Teorem 1.4. @ =Qu {oo} olmak iizere, I', @ iizerinde transitif olarak hareket eder.
. ac ~ a ¢
Ispat. e Q; v # 1 ve (a,b)=(c,d)=1 olsun. Bu durumda aB-ba =1 ve c3-dy =1 olacak

sekilde a,f3,0,y € Z tamsayilar1 vardir.
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az+a
ve
bz+B

Burada §(z)= n(z)=zz—:; seklinde tanimlanirsa é(oo)zE ve n()=
z

b

oo

olacak sekilde bir ¢ € I' doniislimii vardir. Dolayisiyla T, @ tizerinde transitif olarak hareket
eder.

Teorem 1.5. @ nin oo noktasinin sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur.

Ispat. TeT ve T(o0)=00 olsun.

+
T(z)= azth ise T(o0)=o0 oldugundan c=0 ve ad =1 dir.
cz+d

Buradan
a b ,
T(z)= 1 z+ i ztm=z+m (m=b veya m=-b)

bulunur.

Dolayisiyla U(z)=z+1 olmak iizere ,

r,= <U> dur.

1.4.T'(N) ve I', (N) Kongriians Altgruplari

a b
Tanmm 1.27. el
{(c dJ

kongriians alt grubu olarak adlandirilir ve F(N)ile gosterilir. Modiiler grubun 6zel bir

b 1 0
J_r(a d] E(O 1]modN} kiimesi, modiiler grubunun temel
c

kongriians altgrubu da, N bir pozitif tam say1 olmak iizere,

FO(N):{(‘: zjer

grubudur.

CEOmOdN}

'(N) ve FO(N) gruplar1 I' da sonlu indekse sahiptirler. Buna gore;

6 , N=2
['(N) nin I daki indeksi { N°®

7]‘[(1-%] . N2

Nlp p

I',(N) nin I' daki indeksi NH(Hlj dir.
Nlp P
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I'(N), I' mn asagidaki gibi bir normal altgrubu olsun. ¥:Z — Z, dogal halka

homomorfizmasindan

¥:I —PSL(2,Z,)

ab_)aN by
c d cy dy

grup homomorfizmasi elde edilir. ¥ nin cekirdegi F(N) oldugu kolayca gortiliir.
1.5. PSL(2,R) deki Parabolik ve Eliptik Alt Gruplar

Teorem 1.6. [9] PSL(2,R) nin bir parabolik (eliptik, hiperbolik) elemaninin PSL(2,R)
deki merkezleyeni, ayni sabit nokta kiimeli tiim parabolik (eliptik, hiperbolik) elemanlardan
meydana gelir.

Teorem 1.7. [1 8] . Her Abel, Fuchsian grup devirlidir.

Yukaridaki iki teoremden PSL(2,R) de bir Fuchsian grubunun, agagidaki gibi 3 tiir alt

grubu oldugu sonucunu elde ederiz.

C, PSL(2,R) deki keyfi bir altgrup ise C abel <> C devirli; bu yiizden C nin birim

olmayan biitiin elemanlar1 ayni sabit nokta kiimesine sahiptir ve ayni tiirdendir. Ya timi
parabolik, ya tiimii eliptik ya da tiimii hiperboliktir.

Tammm 1.28. A bir Fuchsian grup olsun. A nin birim elemandan ve parabolik (eliptik)
elemanlardan olusan devirli bir maksimal alt grubuna A nin bir parabolik (eliptik) alt grubu
denir.

Tamm 1.29. Bir A Fuchsian grubunun parabolik (eliptik) alt gruplarinin eslenik siniflarmin

sayisina A Fuchsian grubunun parabolik (eliptik) sinif sayis1 denir.
Tamm 1.30. A bir Fuchsian grup olsun. Bir r € @ noktas1 keyfi verildiginde y(r)zr olacak
sekilde bir y e A parabolik elemani bulunabiliyorsa, bu noktaya A Fuchsian grubunun bir
cusp denir. Benzer sekilde z € U noktasi keyfi verildiginde G(Z):Z olacak sekilde bir 6 € A
eliptik eleman1 bulunabiliyorsa bu noktaya A nin bir eliptik noktas1 ad1 verilir.

I,(N) ve I'y(N) ile gosterecegimiz I'y(N) nin PSL(2,R) deki normalliyeninde
parabolik elemanlarin biitiin sabit noktalar1 ya rasyoneldir ya da o dur. Tersine @ daki her

eleman I'y(N) ve I'; (N) nin parabolik elemanlarmin sabit noktalaridr.
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Lemma 1.4. [18]. A ve B bir G grubunun alt gruplart ve C=ANB olsun. Bu durumda
|B:C|S|G:A| dir.
Ispat. C nin B deki her BC yan smifiigin, A nin G deki bir bA yansmifi iliskilendirelim.
Bu islem yan simfi gdsteriminin segiminden bagimsizdir. bC=b,C ise b;'b,e C<A
oldugundan

b,A=b,A (b,,b, € B) ise b;'b, e AnB=C
oldugundan b,C=b,C elde edilir. Boylece en az C nin B deki yan siniflarinin sayis: kadar,
A nin G deki yan siniflarinin sayisi kadar, A nin G de yan sinifi mevcuttur.

Bu yiizden A=T (N) veya I'(N), G=T, A=A ve B=A, ise C=ANB=A,
elde edilir. Bdylece |1"r :Ar| £|F:A| sonludur. Oyleyse A, basit degildir (aslinda
sonsuzdur). A, =I'y (N) ise I'j(N)cTI';(N) oldugundan TI', nin basit olmadigimi elde

ederiz.

Lemma 1.5.[7] . Bir A c PSL(2,R) alt grubu ve bir y € A hiperbolik eleman1 verilsin. Eger
bir e A elemaninin y ile sadece bir tek ortak sabit noktasi varsa A bir Fuchsian grup
degildir.

Ispat. y(O) =0, y(OO) =00 Ve B(OO) =00 oldugunu varsayalim. O halde matris gosteriminde;

[a O] | (a b]
Y= o # 0,1 ve = ,ab#0
o Y A

bigimindedirler. Buradan

ve ¥ eA

ol 1w |1 ab(1-o™)
By"By —‘Pn—( . j

0

elde edilir. Dolayistyla n — oo(|a| <1) ya da n — —oo(jo| > 1) i¢in

1 ab
Y ->Y¥=
o

olur. Diger yandan ab#0 ve |a|¢0,l oldugundan ¥  ler farklhidirlar. Bu nedenle A
Fuchsian grup degildir.

Sonug 1.1. [7] . A nin parabolik alt gruplart A (re @ =Qu {oo}) sabitleyenleridir.
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Ispat. Her bir C<A parabolik alt grubu tek bir re@ sabit noktasina sahiptir. Bdoylece
C<A, dir. Diger taraftan A_nin basit degil ancak devirli oldugunu biliyoruz. C maksimal

oldugundan A, <C dir ve bu ylizden sonug asagidaki gibidir.

Sonug¢ 1.2. A nin parabolik sinif sayis1 A nin @ iizerindeki yoriingelerinin sayisina esittir.
Ispat. r,1' Q elemanlarmim A nm ayn yoriingesinde olmalar i¢in gerek ve yeter sart A,
ve A, nin A da eslenik olmalaridir. Eliptik gruplarin eslenik simflarmm sayis1 € ile

gosterilsin. € nun ayni zamanda A nin 6zdes olmayan eliptik noktalarinin sayis1 oldugunu

gosterecegiz. I'((N) de her eliptik eleman 2 yada 3  mertebelidir. Dolayisiyla ¢,(¢)) ile
iireticileri  2(3) mertebesine sahip eliptik altgruplarin eslenik smiflarmin sayisi gosterilirse
e=g;te olur.

Daha o6nceden oldugu gibi T" ile, U*/F kompakt olmak iizere, sonlu iiretilmis bir

Fuchsian grubunu gosterelim. Burada U’, U-iist yari diizlemiyle I’ nm parabolik

noktalarinin birlesimidir.

Onerme 1.5.[28]. T yukaridaki gibi olsun. Bu durumda I" nin 6zdes olmayan hem parabolik

noktalarinin hem de eliptik noktalarinin sayisi sonludur.

Tamm 1.31. Bir G grubunun A ve B alt gruplan verildiginde; AnB, A ve B de sonlu
indekse sahipse bu alt gruplar orantilidir denir.

Onerme 1.6.[28]. I', ve I', orantili Fuchsian gruplar1 ise I", ve I', ayni parabolik noktalari
kiimesine sahiptir.
Onerme 1.7.[28]. T, ve I', orantili Fuchsian gruplari olsun.Bu durumda;
U'/T', kompakt <> U’/T’, kompakt.
Bu U*/l“0 (N) nin kompakt Riemann yilizeyi oldugunu asagida gosterecegiz.Bdylece
yukaridaki iki dnermeyi kullanarak U"/T'(N) ve U"/T';(N) nin de kompakt oldugunu

gostermis oluruz.

Simdi I'j(N) nin 6zdes olmayan parabolik noktalarinin kiimesini g6z Oniine alalim
ve [')(N) nin  7(N)-parabolik sinif sayisin1 hesaplayalim.

Lemma 1.5. [26,28].



0 , 4N ise
T H(H('—ID . 4N se ()
PN p
0 , 9N ise
0 = H(H(ﬁn , 9N ise @)
pIN p

1(N)=Xo((e¥,)) ©)
dN
burada ¢ -Euler fonksiyonu olmak iizere,
. 0 , p=2
(_—j =y 1 , p=Il(modd)
P -1, p=3(mod4)
; 0 , p=3
(_—j =< 1 , p=1(mod3) dir.
P -1, p=2(mod3)

Simdi de Q da keyfi bir I'j(N) yoriingesinin gosterimi olarak, d|N olmak iizere % yi

secebilecegimizi gosterelim.

Lemma 1.6.[7]. Bir Kk (s#0) , (ks)=1 rasyonel sayis1 verildiginde A(Ej :(—j )
s s

S ‘N kosulunu saglayan bir A eI j(N) vardir.

Lemma 1.7. d, ‘N ve Ael'((N) i¢in (a,,d,)=(a,,d,)=1olmak iizere A(%) :(ij

1

olsun. Bu takdirde a, =a, (modt) , tZ(dl,dEj dir.
1

] a b a, aa, +bd, a, )| .. .
Ispat. A= alinirsa A = = dir. Buyiizden
cN d d, Na,c+dd, d,

N
Na,ct+dd, = d, veya d—a1c+d=1
1

aa,—a, =0 (mod d,) = aa, —a, =0 (modt)



23

detA dan ad=1(modt) elde edilir ve yukaridan d=1(modt) dir. Bu yiizden
a=1(modt). aa, —a, =0 (modt) oldugundan a, =a, (modt) dir.

Lemma 1.8. dN ve (a,,d)=(a,,d)=1 olsun. Bu durumda

a, a, o N
ve esleniktir < a, =a, (modt) , t=|d,—
d d d

Ispat. Lemma 1.5. deki (3) ve Lemma 1.7. kullanilirsa kolayca gosterilebilir.

Teorem 1.8.[6]. G bir grup ve M,N<G olsun. MAN=E (tim gruplarin birim
elemanlarin1 ayni1 e ile ve birim gruplarin1 da ayn1 E ile gosterecegiz.) ise, VmeM ve
Vn e N i¢in mn=nm dir.
Tamm 1.32.[6]. 1 bir indis kiimesi olsun. G bir grup ve G; <G (iel) olsun. Asagidaki
sartlarin gergeklesmesi halinde, G grubu G, alt gruplarinin direkt ¢arpimidir denir.

i) Viel i¢in G, <G dir.

ii) VgeG elemani, g, G, ve yalmz sonlu sayida 1 i¢in g #e olmak lzere

g= H g, seklinde (faktdrlerin sirast harig olmak iizere) tek tiirlii olarak yazilabilir. Ozellikle

iel

i#] i¢in G;NG;=E ve dolaysiyla teorem 1.6. ya gore, Vg, €G; ve Vg, €G; i¢in
g,g,=g,g; verilir.

G nin G, lerin direkt ¢arpim1 olmas1 G = %Gi ile gosterilir.
Tamm 1.33.[6]. Q) sonlu bir kiime ve |Q| =n olsun. Grup elemanlarindan ayirt etmek icin
Q) kiimesinin elemanlarina noktalar diyecegiz ve bunlar1 1,2,...,n ile gosterecegiz.
kiimesinin tiim birebir ve orten doniisiimlerinin kiimesini géz oniine alalim. Q kiimesinin g
ve h gibi iki birebir ve 6rten donilisiimiiniin ¢carpimi

i =(i#)", ieQ
ile tanimlanirsa, sozii ge¢en doniistimlerin kiimesi bir grup teskil eder ve S ile gosterilen bu
gruba (Q iizerinde) n inci dereceden simetrik grup denir. S, simetrik grubunun elemanlarina,

permiitasyonlar denir ve bir g €S permiitasyonu

1 2..n 1
g= e veya kisaca g= x

ile gosterilir. A¢ik olarak
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|S,|=n!
dir.

Tamm 1.34.[6]. g €S, olsun. Bu takdirde & =+1 olmak iizere

[1(5)=¢[T(i). ii=1.2....n

i<j i<j
verilir. € na g permiitasyonunun isareti denir ve € =sgng yazilir. sgng=1 ise, g ye cift

permiitasyon ve sgng =—1 ise, g ye tek permiitasyon denir.

Teorem 1.9.[6]. {g|g €S,(n>1), sgng= l} =A,

S, grubunun 2 indeksli bir normal bolenidir.

Tamm 1.35.[6] . Teorem 1.9. de belirtilen A e, n inci dereceden alterne grup denir.

Tamm 1.36.[6]. S, simetrik grubunun her alt grubuna, n inci dereceden bir permiitasyon

grubu denir.
Tamm 1.37.[6]. P,,Q, nokta kiimesi iizerinde ve P,,Q, nokta kiimesi iizerinde permiitasyon
gruplart olsun. Bir £:Q, — Q, birebir ve orten doniisimi ve bir W :P, — P, izomorfisi,
VieQ, ve VgeP, igin

() =t
olacak sekilde mevcutsa, P, ve P, ye benzer permiitasyon gruplari denir ve

P 2P,
yazilir.

Tamm 1.38.[18]. n kenarli bir diizglin poligonun simetri grubuna bir Dihedral Grup adi
verilir ve D veya D, ile gosterilir. Bu grup n tane rotasyon ve n tane yansimadan olusur.

Boylece de |D| =2n dir. Grup gosterimi olarak

Dz{a,b

a"=b’ =1, baza'lb}

dir.

Tamm 1.39.[6]. G bir grup ve HQ iizerinde (transitif olmas1 gerekli olmayan) bir
permiitasyon grubu olsun. QQ nokta kiimesini G grubuna resmeden doniisiimlerin kiimesini

D(Q,G) ile gosterelim.

{(£h)|f eD(Q,G),h e H}
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kiimesinde
(f.h,)(f,.h,) =(f,.hh,), £, (1) =f (i)f, (ih‘ ), ieQ
ile bir ¢arpma islemi tanimlayalim. Bu kiime tanimlanan ¢arpma islemine gore bir gruptur:
((£.hy)(£52h,) ) (£350)=(finahh, ) (505, £, (1) =F, (D), (i)
= (£,050,h,hy ), fp (i)=F, () £ (i)
(£,.0,) (£, ) (505 )) = (0, ) (£25h5h5), £, (1) =E, (1) 5 (i)
)=, (i)

= (f1,23 ah1h2h3)a fi05 (1)=F, (1) 55 (ihl )

f1 2

yazabiliriz.
£ (1)=F, (i) £, (" )£ (1" ) =F,5 (i)
oldugundan f,,=f,; olup, asosiyatiflik ger¢eklenir.
VieQ i¢in e(i)=e olmak iizere (e,e)birim elemandir:
(fh)(e.e)=(gh). (i)= (i)e(i")=F (i)
oldugundan f=g ve dolayisiyla
(£g)(ee)=(Lh)
elde edilir.

f e D(Q,G) doniisiimiiniin inversini

£ (i)=f (i)’

ile tanimlayalim. Bu takdirde

() ~(en). £G)=(r ("))
dir.
(2)(eh")=(we). u(i)=r (i) (i) =F (i)((5)) =
oldugundan u=e ve dolayisiyla
(Eh)(gh™)=(e.c)
dir.
G H ile gosterilen bu gruba, G nin H ile “celenk ¢arpimi1” denir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

2.1. T,(N) nin PSL(2,R) de I',(N) Normalliyeni

I' modiiler grubu bir ¢ok alt gruba sahiptir. Bu alt gruplardan kongriians alt gruplar

en onemlileri ve kesinlikle de en fazla bilinenleridir. Bu kongriians alt gruplardan I"j(N)

gruplart Klein Fricke ve bir ¢cok matematik¢i tarafindan yogun bir sekilde calisilmis ve

eliptik modiiler fonksiyonlar teorisine temel teskil etmislerdir.

Bu bolimde I'j(N)’nin PSL(2,R) de ki I';(N) normalliyenini ¢alisacagiz ve
FB(N)F (N) grubu hangi N ler i¢in gruplarin direk carpim olarak yazilabilecegini
0

gosterecegiz. Boylece ki [5] de ki son teoremin diger bir ifadesini de vermis olacagiz.

I'y(N) nin modiiler gruptaki normalliyeni [24] da belirlenmistir ki bu h? |N olan

24 iin en biiyiik boleni # olmak iizere I';( %) dir.

I';(N) normalliyenine gelince ilk defa [21] de verildi. Fakat [11] de en son seklini

ald1. [1 1] de goriildiigii gibi normalliyen ki bunun ispatin1 asagida verecegiz,

ae  b/h .
cN/h de M

lere karsilik gelen doniisiimlerdir. Burada biitiin semboller reel h yukaridaki gibi e>0

%2 nin bir tam bdleni ve determinant e ’dir (e, M nin bir tam bdlenidir ancak ve ancak
%\I ve (e,l\%) =1 dir. ). Eger M=P"P,”..P* M nin asal carpanlarina pargalanis1 ise
bu takdirde M sayis1 2" tane tam bolene sahiptir.

M nin tam bélenlerinin kiimesini Ex(M)ile gosterelim.

Ex(M)= {m eN: m||M} olsun. Bu durumdaki Ex (M )uygun bir isleme gére bir gruptur.

Teorem 2.1. I')(N) nin PSL(2,R) deki normalliyeni
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o (N) = {(C;jh b({ehj:det:e>0}

ile tanimlanir. Buradaki biitiin harfler tamsayz, e|| N/ h* ve hh’ |N sartin1 saglayan 24 iin

en biiylik bolenidir. r||s yani “r,s nin bir tam bolenidir” demek (r, s/ r) =1 anlamindadir.

Oncelikle T (N) nin PSL(2,Z) deki normalliyeninin nasil elde edildigini

gosterecegiz.

Lemma 2.1. N=c’q’l ve q karesiz olsun. Bu durumda ¢ nin F_0=F0 (N/A,) esitligini

saglayan bir A, boleni mevcuttur.

a b

Lemma 2.2. Her A=
cN d

je I,(N) ve ¢ i¢in 8|(d-a) kosulunu saglayan bir & -boleni
mevcut olsun. Bu durumda 8|Al dir.

Newman yaptigi ispatlarla A,=h oldugunu gostermis ve ayrica yukaridaki lemmalari

kullanarak teorem 2.2. nin ispatin1 da yapmustir.
Teorem 2.2.[21].N=23*N, >1, (N,.,6)=1 ve u=min(3,BD,v=nﬁn(1,[gD ve ayrica
[x].<x olan en biiyiik tam say1 olmak iizere
r,=I,(N/2'3") dir.
Ispat. M normalliyenin keyfi bir elemani olsun ve matris gosterimi olarak da

Mz(“ g) € PSL(2,R) alalim. Bu takdirde
Y

1 1), (lay o
M M'= el,(N) (1)
0 1 v l+ay

ul! 1]M_1:(1+NE6 _NﬁzjeFO(N) )
N 1 N&*  1-NBd
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ve (2) den o=,/ut,, BZ\/% Iﬁ, E&=4/gt,, 'Y:\/glz burada wt, ,a,b.l k,g,t,,s,I, hepsi birer tam
say1; (a,b)=(ak)=(b,I;)=1 ve us,gab karesizdir. (2) de NB* bir tam sayidir, bu yiizden

bk|N 3)

elde edilir. ay bir tam say1 oldugundan u=s ve B bir rasyonel say1 oldugundan ‘/ g% bir

rasyonel sayidir, bu ise g =ab esitligini verir, ¢linkii g,a,b karesizdir. Bu ylizden

al

t —1

M= Jut \/;k
\/EIZ vabt,

detM=+/uabt,t, - /u%%lfl 4)

dolayisiyla buradan

k/uabt,t,- /u%lllfk

kzuabtft§+u%Ifl§-2klllztlt2ua=k2 dir.

Bu u%lfli nin bir tamsay1 olmasi gerektigini sdyler. Ancak (a,b)=(a,k)=1 oldugundan

a=1 olmak zorundadir.

(4) kullanildiginda

ul
mltz-\fﬁqz:l
elde ederiz. Bdylece

b\/atltz-«/E%If«/E

x/a(btltz-%lzj=\/g
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dolayistyla \/£=;H bir rasyonel sayidir. u ve b karesiz oldugundan u=b esitligi
btltz-f

elde edilir. Buna gore

Il
| kJu )

Jul, ut,

M

u=b oldugundan (3) den N =0(mod uk®) dir. Oyleyse q karesiz olmak iizere N=c’q

dur. o°q= O(mod ukz) ve o°,N yi bdlen en biiyiik karesiz oldugundan k’|c”, buradan

k|c5 dir.

ul3, 6°q ile boliinebilir oldugundan 02‘12 dolayisiyla ($|I2 dir. Buna gore z bir tam

say1 olmak tizere 1,=cz dir. Simdi k|c5 oldugundan

(EquEO(modu)

11
detM=ut;t, =2 =ut,t, %Fl

2

dir. Bu yilizden (u,%) =1, buradan (u,%}ﬂ dir. Boylece u|q dur. Dolayisiyla

I
t L
M=Vu| ' ku
IZ tZ
dir. Yukaridan Iizczgql dir. Bu yiizden q,,s bir tam say1 olmak iizere %sz bigiminde

olmak zorunda, buradan I,=cqs/u esitligi elde edilir. Bdylece

1

t 1

M=Vu| ' ku|dir
soq/u t,

Simdi t=I, 6/k olsun. Bu durumda
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t

t R,
M=+u : uc
soq/u t,
. L a b - 4
M nin asil bigimi elde etmek amaciyla VA= N d el',(N) i¢in MAM" eI'((N)
c

bagintisin1 kullanalim. Matris ¢arpimi gergeklestirildiginde
VA eIy (N) i¢in (a-d)t,t =(a-d)st, =0(mod o)

a b

elde edilir. Simdi VA=
cN d

]e I',(N) i¢in &=¢, (N)=EBOB(a-d) tanimlayalim.

a b

Burada EBOB ile VA=
cN d

jel“o (N) i¢in (a-d) nin en biiyiik ortak bdleni
gosterilmektedir. Daha sonra €,=(¢,,6) yazalim. Buradan t,t=st, =0(mod o/e,) oldugu
goriliir. Lemma 2.1. ve Lemma 2.2. kullanildiginda ¢, |h (esasinda h=¢,) ve

a b -
VA=( N (J €T, (N) i¢in a-d =0(mod h)sonucu ¢ikar.
c

Bu yiizden t,t=st, =0(mod o/h) denkligini elde ederiz. t;t=0(mod c/h) olmast Alo/h
olmak tizere t=rA oldugunu gosterir. Bodylece t=xo/hA dir. Benzer sekilde

st, =0(mod o/h) ve (t.s)=1 olduundan s=yc/hA ve t,=vA, Alo/h elde ederiz. Bu

ylizden
A
M=vu N ucA 6)
—hy A uA
u

elde edilir. (6) Lehner ve Newman tarafindan 1964 te verilen bi¢imidir.

rA\/E X
M=u hAVU | oo

% VA\/E
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uA? =
M=u b | detM=uA?
vN )
— VUA

detM=rvu’A*-xy N/h’=uA* dir. ulq ve Alo/h oldugundan qu‘cs2 q/h2=% dir.

Diger yandan detM=uA’ oldugunu biliyoruz. Bu yiizden uA’

b/h
[ ac / j,det=e>0,e N

cN/h de h’

% dir. Dolayisiyla M

bicimindedir. Lemma 2.2. kullanildiginda, tersine olarak bu bicimdeki elemanlarin
PSL(2,R) de FO(N) nin I (N) normalliyenine ait olacagr  goriilebilir.
F_O(N) , ilk kez 1964 yilinda Lehner ve Newman tarafindan T, (N) nin “Weierstrass

noktalar1” ile ilgili caligmalarinda kullanildi. Daha sonra 1974 de Ogg normalliyenin “basit
gruplar’la iligkisini ortaya koydu. 1978 de Pizer Hecke’in “modiiler formlar’la ilgili

iddiasinin normalliyenle olan bagintisin1 gdsterdi. 1979 yilinda yine basit gruplarla ilgili

bir ¢calisgmada Conway ve Nortan F_O(N) nin yukarida da kullandigimiz bilinen en iyi

tanimini verdiler [1 1] .

Lemma 2.3.s,m € Ex(M) ve s*mzsm/(s,m)2 olsun. Bu takdirde (EX(M),*) bir gruptur

ve bu grup, r M nin farkli asallarinin sayisi ise, C," grubuna izomorftur.

Ispat. Kolayca goriiliir ki 1 6zdes(birim) elemandir ve her eleman kendi tersine esittir.
Burada asosyatif 6zelligini gdstermek i¢in P ve Q sirasi ile s vem nin tam asal kuvvet

bolenlerinin kiimeleri ise bu takdirde
PAQ=(PuUQ)-(PNQ)

s*m nin tam asal kuvvet bolenlerinin kiimesidir ve ayrica A alt kiimeleri lizerinde bir grup
islemidir. Grup 2" mertebeli bir abel grubu oldugundan her eleman mertebesi 2’dir.

Dolayisiyla Ex(M) = C," dir. (a(bc)=(ab)c asosyatif dzelligi, birlesme 6zelligi)
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Lemma 2.4. ad=1mods den a =d mods ancak ve ancak s, 24 tin bir bolenidir.
Ispat. (:>) :gereklilik:  ad=1 mods ise a=d mods elde edilsin.

U, = {[a]eZSKa,s):l} olsun. Bu durumda a’=1 mods elde edilir. Béylece proplem

aeU_ ve a’ =1 mods olan s yi bulmaya indirgenmis oldu.

Oy

Simdi s yi s=23"q,“...q," gibi asal garpanlarina ayiralim. Burada q,....,q, 2 ve 3
ten farkli, farkli asal sayilardir. Boylece

U= U, xU xU_, %.xU_,

dir. Sayet P bir tek asal say1 ve e >1 ise Upe devirlidir. Boylece

U,.U....U

P27,

o
q*

devirlidir. Bu gruplarin mertebeleri sira ile
o(3).0(a" ) o(a)

sayilaridir. Bu gruplarin her elemaninin mertebesi 2 oldugundan her biri 2 elemana
sahiptir. Bdylece p=1 ve q° lar mevcut degildir. Bu bize B 1 veya 0 olmak iizere s=2“3" y1

verir. Diger taraftan eger

o>3 iSGUzu :{isi‘()sigza—z}

dir. 5 in m mertebesi 2 dir. a>3 ise m en azindan 4 tiir, fakat U,. mn her elemani 2

mertebesine sahip oldugundan o <3 tiir. Boylece s|24 tiir. s 24 i boler.
(<) : yeter sart: |24 ve ad=1mods olsun. Béylece
a,de{1,5,7,11,13,17,19,23}

tiir. Bu bize a’ =d* =1mods yi verir. Yani a =d mods elde edilir.

(1) matrisi bir mobiiis doniislimii temsil eder ve (1) de ki matrislerin kiimesi matris

1 0
carpimi altinda bir gruptur. Gergekten birim eleman [O lj dir.
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ae  b/h
cN/h de
matrisinin tersi
de -b/h
-cN/h  ae

dir ve burada e HN/ h* dir ve her iki determinantta e>0 dur.

ae  b/h
cN/h de
elemanmmn ' (N) de olmasi igin gerek ve yeter sart b=c=0modh ve

e=1=ad-bcN/h? olmasidir. Béylece ad =1modh dir ve Lemma 2.2 den a =d modh dir.

Bu grubun elemanlart I’ (N) nin normalliyenindedir.

Simdi gosterecegiz ki (1) biciminde ayni mobilis doniisiimii temsil eden diger
matrisler verilen matrisin negatifidir. Ozellikle biz asagidaki lemmay1 ispatlayacagiz.
Lemma 2.5.k,.k, (kl ,kz) =1 olan sifirdan farkla tamsayilar ve
K a,6 bl/h K 4,6, bz/h

¢N/h de ) *(c,N/h de,
ise k,.,k, ==*1 dir ve ¢, = ¢, dir.
Ispat. k,b,=k,b, k,c,=k,c, bdylece k, ‘bl,k2|c1 ve dolayisiyla k, |blc1 dir. Determinant
alirsak

kie,=kJe,
elde edilir ve bdylece k; [e, dir.

a,de,-b,c, N/h% =1 ve h’, ’N, k>[1 oldugundan k, =+1 ve benzerlikle k, =+1 dir.
e, vee, matrisler pozitif oldugundan e,=e, dir ispat biter.

Boylece e (1) ile verilen V doniisiimiiniin bir invaryantidir. Boylece

E:T,(N)—>Ex(N/h*).E(V)=e
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fonksiyonu tanimlayabiliriz.
Tamm 2.1. e ye V doniisiimiiniin eterminant1 ad1 verilir.

Onerme 2.1. E bir epimorfizmadir.
ispat. ae,  b/h) ae, b/h) (A B/h
¢N/h de, )\e,N/h de, ) \CN/H D
burada A,B,C,D (el,ez) tarafindan boliinlir ve son matrisin determinant1 e,e, dir. Ayni

zamanda e,,e, eEx(N/ hz) oldugundan A ve D nin her ikisi de e, ve e, nin en kiiciik

ortak kati ile boliiniir. Yani ee, |(el ,e,) ile boliiniir. Boylece son matris

(e.€,) kere (33(61*62) by/h ]

c;N/h  d (e *e,)
matristir ki bu matris determinanti
2 %
€€, |(el,ez) =e, *e,

dir. Dolayisiyla c¢arpim doniisiimiiniin  eterminanti e *e, dir. Bdylece E bir

homomorfizmadir. E nin 6rten oldugu (1) den kolayhkla goriiliir.
Ayrica Ex(M)=C," dir.
Sonug 2.1. (i)E(V)=E(V") dir.
(ii) E(V,V,) =1 ancak ve ancak E(V,)=E(V,) dir.

Boylece ayni T, (N) yan sinifina ait olan FB(N) deki matris ayni eterminanta

sahiptir. Eger

ae b/h)
\" ,1=1,2

¢N/h  de

matrislerin determinant1 eise V,V,' i hesaplayarak asagidaki sonucu elde ederiz.
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Lemma 2.6. Yukaridaki V, ve V, aym T (N) yan simifina aittir, ancak ve ancak

a,b, =a,bmodh, c,d, =c,dmodh dir.

Ispat.

vy e b/h)( de -b/h)_( ade’bc,N/h*  -ab,e/htba,e/h
"2 (¢ N/h de Jl-c,N/h  ase c,d,eN/h-d,c,eN/h -¢,b,N/h’+d,a,e’

Bu matristeki biitlin girisler e ile boliiniir. Boylece determinant 1 elde ederiz ve 2. giris
(ba,-ab,)/h
ve 3. giris
(c,d,-d;c,)/h
dir. Bdylece V,V;'€T,(N) ancak ve ancak b,a, =a,bmodh ve cd, =dc,modh dir.
Boylece ispat tamamlanir.

Simdi ', (N) normalliyenin yapisini daha iyi anlamak i¢in bu grubun bazi 6énemli alt

gruplarini verelim.

A) Iy (N) de determinant1 1 olan doniisiimlerin alt grubunu I'. (N) ile gosterelim. Bu

durumda
FO(N/hZ){E ?]FC(N)((I) ﬁj

yani I'(N), [}01 (l)j ile FO(N/hz) nin eslenigidir.

ac

(B) WeZ(CN de

j , e||N ve determinant e >0 bicimindeki matrislerin donilisiim

gruplarmm  kiimesini 'y, (N) ile gosterelim. I'y,(N) nin elemanlari Atkin-Lehner

transformasyonlari veya involiisyonlar1 diye adlandirilir.

(C) Fricke Grup: Z——1/NZ doniisimiine Fricke transformasyonu denir ki bu

normalliyendedir ve I'y(N) yi Fricke Grubuna genisletilir ki bu Fricke grubunda T, (N) 2



36

indeksine sahiptir. Fricke transformasyonu agikca W Atkin-Lehner transformasyonunun

0zel bir halidir.
Simdi T’ (N) nin I'y (N) deki indeksini hesaplayalim.
I'.(N),E:T';y(N) - Ex(N/h?)
¢ekirdegi oldugundan I'c(N) TI';(N) nin 2° indeksi bir normal alt grubudur. Burada p
N/h* nin farkli asal ¢arpanlarmin saywsidir. Ayrica Ty (N) alt grup I'o(N) oldugu
agiktir. 'y (N)<I'.. (N) dir.
Onerme 2.2. t=(3/2)" (4/3)" ve

1eger2®,2* 2°|IN 1,eger9||N
€= €,=
0,aksihalde 0,aksihalde

olmak tizere |FC (N):T, (N)| =h’t dur.

Ispat. T (N) determinanti 1 olan

[ a b/ hj

cN/h d

dontistimlerin (transformasyonlarin) kiimesi oldugundan (A) y1 kullanarak
I, (N):T, (N)|=‘FO (N/n?):r, (N)]

elde edilir. T, (N) nin I' modiiler grubundaki indeksi

NJ [(1+1/P)

P|N

oldugundan =[](+1p)/ ] (1+1/p) olmak lizere

p|N p|N/ h?

|FC(N):FO(N)|=NH(1+1/p)/N/h2 [T (1+1/p)=h’t

p|N p|N/h2
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dur. Her r tamsayis1 i¢in h(r),(h(r))2 |r sartim saglayan 24 iin biiyiik bélenini gdstersin.

Bu takdirde (K,6)=1 olmak iizere N yi 2°3°K seklinde yazabiliriz. Bu durumda

a=2,4,6 veya B=2 ise 1#1 elde edilir. Bu durum t yu verir.
Sonug 2.2. p ve 1t yukaridaki gibi ise |FB (N):T, (N)| =2h’t dur.

ihtarlar. 1) [25] de oldugu gibi 2°h*t=2"h’s dir. Burada r,p ve T yukaridaki gibi s=s,s,

Syleki

3/4,eger2
S =

2

(n(2)) I

1,aksihalde

oo 23,eger(h(3)) =9IN
1,aksihalde

2) T (N) grubu [11] de Fo(n|h) seklinde gosterilmisti. Onerme 2.1. de oldugu gibi
W, ve W, el (N) ise W, W, =W_._

dir. Bu durumda ¢ekirdegi I'y(N) olan bir
E*'T,, (N)—> Ex(N)

epimorfizmasmi elde ederiz. Ty, (N)/T(N)=C; dir. Burada r N nin farkli asal

bélenlerinin sayisidir ve bdylece W e I'y (N) dir.

Onerme 2.3. T, (N) nin her V eleman1t WT ¢arpimi olarak yazilabilir. Burada
W e, (N) ve Tel.(N)

dir.

Ispat. E(V)=e, dyleki eHN/ h? olsun. f € Ex(N) bulacagiz Syleki E(W, )=e olacak.
N=2°3"N, (N,,6)=1

olsun. Bu ise
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N/h? =2 3F'N,
dir. ¢[N/h* oldugundan e=2'3'N, dir. Oyleki
i=a-2u veya 0, j=B-2v veya 0 ve N, ||N0 dir.
2°3°N,, eger, i,j# 0

o 2°N,, eger,i#0, j=0

3°N,, eger,i=0, j#0
N,, eger,i=j=0
olsun. Bu takdirde
Wy)=t/(h(f)) =
dir. Boylece
E(W;)=E(V)
dir. Buradan E(Wf'lV) =1 dir ve W;'V el'.(N) dir. Béylece V=W, T dir. Oyleki burada

W, bir Atkin-Lehner transformasyonu ve T € I'¢ (N) dir. Ispat tamamlanir.

Bu verilenlerden asagidaki diyagram elde edilir.

/N

./

Veya B(N)=T' (N)/T(N), C(N)=T¢(N)/T(N), W(N)=T, (N)/T; (N)

Tanimlanarak
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/N

W(N) C(N)

AN

s

elde edilir. Boylece Onerme2.2. de oldugu gibi
[B(N)[=2"h*t=2"h’s
dir. |C(N)| =h’t ve |W(N)| =2" dir. Burada p,r ve s yukaridaki gibidir. Bdylece
[W(N)NC(N)[=2"
dir. Bu durumda
3N ve 2°||N, 8=1,2 veya 3 ise [W(N)NC(N) =4
tiir. Eger 3*|[N veya 2 |N' fakat her ikisini degil ise |[W (N)nC(N)| =2
dir. Aksi halde
IW(N)nC(N)[=1

dir. Boylece sadece son durumda B(N), W(N) ve C(N) nin bir yari-direk ¢arpimidir.
W(N)=Cj oldugunda W(N)/{I} nin elemanlar: komiitatiftir ve hepsinde mertebesi 2
dir ki bunlar Atkin-Lehner involusyonlar: olarak adlandirilir. Yukaridan 22, 2%, 2°|N

veya 3’ ||N ise C(N) nin Atkin-Lehner involusyonlari igerir aksi halde igermez.
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2.2. B(N) nin Yapist

Bu kisimda B(N) sonlu gruplarinin yapisini elde edecegiz. Dikkat edilirse eger N 4
veya 9 tarafindan boliinmiiyorsa h =1 dir ve boylece B(N) = C] dir. Biz ozellikle h >1

durumuyla ilgilenecegiz. Buradaki temel amag B(N) nin P||N olmak {izere B'(P“)

gruplarinin hemen hemen bir direk carpimi olarak yazilabilecegini ve de C(P“) ait

gruplarinin hemen hemen abel oldugunu gostermektedir.

B(N) nin elemanlart Tj(N) nin yan siiflaridir. Burada I'y(N) nin yan siniflari

kiigtik harflerle ve biiyiik harflerle de T, (B) de karsilik gelen doniistimleri gosterecegiz.

Onerme 2.4. C(N) grubu I'j(N) nin

(1 0} (1 Vn
r_(N/h J’S_(o 1j

yan siniflari tarafindan tiretilir.

Ispat. r"=s"=1 ve lemma2.4. ten (r)n(s)={I} dir. Bdylece
{risj|0£i£h, Oéjéh}

h* tane elemandan olusur. Eger |C(N)| =h? ise istenilen sonug elde edilir. Onerme 2.2.
den bu durum, Nnin 2°,2* 2% veya 3° ile boliinme durumlar1 harig, saglanir. Bdylece
@=0,1,2 veya 3, =2 veya 1 ve (N,6)=1 olmak iizere N=2"'3"N, alalim. Bu
durumda

h=23",(h,N/h*)=1
dir. Ve boylece k,t #0modh elemanlarini bulabiliriz. Oyleki

1+ktN/h?> =0modh

dir. Simdi

1+ktN/h* k/h) . . 1 i/h
Skrt:( / / J’ rlSJ:( J/ j

tN/h 1 iN/h  1+ijN/h?
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Lemma2.4. ten her i,j i¢in s*r' # r's’ dir. Boylece <r,s> grubu h” den fazla eleman igerir ve

|C(N)| <2h? oldugundan 6nerme2.2. den
(1) =C(N)
elde edilir.

Sonug 2.3. s Onerme 2.4. oldugu gibiyse B(N) = <W(N),s> dir.

Ispat. Onerme 2.4. ten C(N) = <r,s> dir.

o M6 D)

alirsak =WsW' elde edilir ve bdylece Onerme 2.3. ten

elde edilir.

[25] g0z Oniine alinarak bir ikinci ispatta verebiliriz.

Tamm 2.2. t=(d,N/d)|24 olmak {izere (Zj lere 6zel cusplar adi verilir ve bunlarin

kiimesi S ile gosterilir.
Lemma 2.7. W(N) ve s yukaridaki sonugtaki gibi iseler Bl(N):<W(N),s> grubu

B(N) ye esittir.

Ispat. ilk once I’y (N) 6zel cusplarinin ng(N) sayisi

2 i((d.N/d))

dN
ve n:N—>N
bir carpimsal fonksiyon oldugundan

ng:N—>N



42

bir ¢arpimsal fonksiyondur. Gergekten (N,,N,)=1 olmak iizere N=N/N, olsun. Bu

takdirde
K(N= 3 H(@NDFE T (NN = S (kN /K))i((6N,/1)
d/N kt|N;N, ki|N;N,
(d.N/d)[24 d=kt, kN, {|N,
(d,N/d)]24

Ms (N)=Z(j((k’ Nl/k)) ZJ’((L Nz/t))jzz j((k’ Nl/k))z j((t’ Nz/t))zns (N, )ns(N,)

kN, (N, k[N, (N,

Boylece N=2“3"q5...q)", Nnin asal ¢arpanlarina parcalanisi ise

r

g (N)=ng (2 ) (3 ) [ T s (a")

i=3

dir.

kaybetmeden o,>1, a,>1 ve nS(Z“‘) ve 1 (3“2) i gbz Oniine alalim. o >3 oldugundan
ns(3°)=6.m5(3)=4.n5(2°) =315 (2°)=4.n5 (2*)=6.15 (2°)=2°.ms (2°)=2°3  ve @27
oldugunda ng (2“) =2 oldugundan

ns (2" ){2h(2az )%,eger2 (h(zal ))2

2h (2“1 ) ,aksi halde

2%

Ve

3%

e (3 ){ 2h(3" )%jeger(h(% ))z S

2h(3" ), aksi halde
Boylece s, ve s, yukaridaki gibi olmak tizere
ng(2)=2h(2")s,

ve
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ng(3")=2h(3")s,
diir. Sonug olarak
ns(N)=2'hs béylece |s|=2hs dir.
Simdi gosterelim ki (Zj dzel cuspt B, (N) tarafindan t[24 ve t*|N olmak iizere (T]
ozel cuspina gonderilir. N|,N,,...,N farkl asal ¢arpanlar olmak lizere
N=N,N,...N,
ve benzer sekilde d, |Ni olmak tizere
d=dd,...d,
alahm. d{24 kabul edelim. d. leri Oyle bir siraya koyalim ki k>1 olmak iizere

N
d.d,,.d, {24 olsun. (N— ,Nkj =1 oldugundan
k

bN/N, +cN, =1

tam sayilar vardir. Boylece kolayca gorebiliriz ki

We cN, -b
N N,
Atkin-Lehner involusyonu d, yerine N,/d, gelir ve digerleri de sabit birakir.

(d, N/ d)|24 oldugunda N, /d, |24 tiir. Bu sekilde r ye kadar devam edersek yeni cuspin

t paydasinin biitlin asal kuvvetleri 24 i ve onlarin karesi de N yi boler. Boylece

) . a . a,
t|24 ve t |N olmak uzere d nin .

1 1/h
ye gotiiriildiigii anlamina gelir. SZ(O /1 j oldugundan
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0 a
[lj cusp 1n1 [ tlj cusp na resmeder. Kolayca gdriilebilir ki her 6zel cusp B, (N) ile

bir 6zel kapsa gonderilir. B(N) de o =1/N=1/0 cusp mm B, (N) sabitliyeni s ile
tiretilir ve boylece
B, (N)<B,(N) ve B, (N)[=h
dir. Yorilinge sabitliyen teoremi uygulanirsa
B (N)[ =I5B, (N)] =21
elde edilir.

Béylece B, (N)=B(N)=(W(N),s) dir.
2.3. B(p“) nin Yapisi

Onerme2.2. den biitin p“ asal kuvvetleri icin B(p“) nin  mertebesini

hesaplayabiliriz. Bunun i¢in asagidaki tabloyu verebiliriz.

Tablo 2.1. B(p“) nin mertebesi

pt |2[4[8]16]32]6a] 2« [3]9 3 p*
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B(p“) da oldugu gibi yegane Atkin-Lehner involusyonu Wpﬂ Fricke
involusyonudur. Bu p*® / (h(p“))2 eterminantina esittir. Bu eterminant 1 e esit ancak ve
ancak p*=2°,2*2° yada 3° dir.

Lemma 2.8. C(p“)=B(p“) dir ancak ve ancak p*=2°,2%,2° ya da 3* dir. Diger biitiin

durumlarda C(p“ ) , B(p“) da 2 indeksine sahiptir.

Onerme 2.5. Her bir B(p“) grubu iki eleman tarafindan firetilir. Bunlardan birisi 2
mertebeden digeri h mertebedendir.

Ispat. Onerme2.4. ten sonra verilen sonugta oldugu gibi
B(p“)=<Wp(,,s>, W

2 mertebeli ve s de h mertebelidir.
Simdi C(p“) nin yapisini inceliyelim.

Onerme 2.6. C(N) degismelidir ancak ve ancak h’|N dir. Bu durumlarda

C(N)=C,xC, dir.

Ispat. Onerme 2.4. te C(N) nin r ve s tarafindan iiretildigini gordiik. Direk hesaplamalar

gosterir ki
rst's” e[ (N)
dir ancak ve ancak h’ |N dir. Boylece

C(N)= <r,s

r’ =sh=I,rs=sr> = C,xC,
dir.
Bu durum sadece 2,2°,2*(029),3,3" (B 23),p"(p25) asal kuvvetleri i¢in olur.

Sonug 2.4. N=p", asal kuvvetleri i¢cin w=w olmak lizere

(ws

w’ =sh=I,(ws)2 =(sw)2> seklinde verilir.
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Ispat. wsw=r" ve I' ve s de degismeli oldugundan

(ws)' =(sw)’

dir. s ve r sira ile 2 indeksi ve h® mertebeli bir degismeli alt grup iirettiginden bu

yukaridaki bize 2h* mertebeli bir grup tanimlar.

Simdi h’=N olan N asal kuvvetleri ile ugrasacagiz. Yani N=222% 3 ve 2°

sayilar ile ilgilenecegiz. Buradan
wl=s"=(ws) =1

elde edilir. h=2,3,4 ve B(N) nin mertebeleri sira ile 6,12,24 olmak iizere
B(4)=D,, B(9)=A,

ve
B(16)=S,

diir. N=2° ve h=2" ise

IB(N)|=96 ve w* =5 =(ws) =1 dir.

Lemma 2.9. B(26) = <w,s

w2=s8=(ws)3 =(ws’1ws)3 =I> tiir.

Ispat. Kolayca gosterilebilir ki ws'ws 3 mertebesine sahiptir. Bdylece yukaridaki sekilde

temsil edilen grubun 96. mertebeden bir grup oldugunu gérmemiz gerekir. Bu [27] den iyi
bilinen sonugtur. Fakat yine de burada asagidaki gibi bir ispat verecegiz. 2 mertebeli s* ve
ws*w elemanlari ile iiretilen grubu K ile gdsterelim. Bagintilardan (s“w)4 =[ oldugunu

elde edecegiz.
3 3 i '
(ws) =I oldugundan sws=w'sw, wsw=s"'ws"
ve

3
(ws’lws) =I oldugundan ws'ws=s"'wsws ' wsw
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dir.
4.\ 4. \? 3 4 3 3 2o -1 2 -1 2
(S W) (S W) :S(S W)S W:S(S WS)S W:S(S WS WS)S W:S(SWSWS WSW)S A%
il B 1 3 4
=SWS WWS WWS WSW=SWS WSW=SWS WS

ki bu 2. mertebedendir. Simdi
K= {s“,ws“w,(s“w)2 ,I}

olsun. K nin herhangi bir eleman1 2. mertebedendir. Ve simdi gosterelim ki K normaldir.

Bunu gostermek i¢in s(ws“w)s’1 € K olmasini gostermek yeterlidir.
Diger durumlar bundan ve bazi temel hesaplamalardan elde edilir. Yukaridan

-1 3 23 3\2 . 2
(ws WS) =(sws ) =s(ws ) ws” =1
3 _ _
I=(sw) =swsws’'s’w=swsws 'sws’ws’ws’s’w
=sws'ws*ws*w=sws*ws's*ws*w
oldugundan

s(ws4w) s'1=(s4w)2

elde edilir. Béylece K normal alt gruptur. s* tarafindan iiretilen K normal alt grubu 4
mertebesine sahiptir. Eger K ile bolme yapilirsa w ve s modK ile iiretilen grup 24

mertebeli S, grubuna izomorftur. Boylece yukarida temsil edilen grup 4.24=96 mertebeli

bir grup tanimlar. Boylece ispat tamamlanur.

Su ana kadar 2°,27 ve 2% asal kuvvetleri géz 6niine almamistik. Simdi bunlar1 sira

ile gorelim.

N =2’: Burada h=2° dir. Eger
0 -1 1 1/4
w=| , 5=
220 0 1
alirsak w ve s B(Z5 ) 1 Uretir ve ayn1 zamanda

w2=s4=(ws)4 =(ws'lws)2 =]
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dir. Buna ragmen yukaridaki {iireticiler ve bagmtilar ile verilen grup 32 mertebeli bir

gruptur. Bunu asagida gorelim.

ws'w ve s tarafindan iiretilen ve
- 4 B 2 2 4
(ws 1w) =s4=(ws 1Ws) =(wsws) =(ws) =I

bagintilara sahip C(25) grubunu bulalim. Boylece

C(ZS) = <x,y

tir [12]. |C(2°)

X4=y4=(xy)2 = (X'ly)2 =I>

=16 ve C(ZS),B(25) de 2 indeksine sahip oldugundan C(25) ile

bolersek w ile liretilen grup C, ye izomorftur. Boylece yukaridaki tireticiler ve bagimntilara

sahip grup 32 mertebesine sahiptir.

N=2": Bu durumda h =2’ tiir. Simdi 64 mertebesine sahip C(27) grubunu bulalim. Bu

grup

1 0 1 1/8
rz(m 1)’ Sz(o 1 j
iki eleman tarafindan iiretilir ve kolayca gosterilir ki r* ve s*> degismelidir ve de

() {s’) =11

dir. Bdylece r* ve s* bir T abel alt grup iiretir. Bu alt grup C,xC, e izomorftur ve de
C(27 ) deki indeksi 4 tiir. Ayrica
r's’r=r's’ ve s'r’s=r’s*
diir ve bdylece de T bir normal alt gruptur. Dolayisiyla C(27)/T r ve s modT
tarafindan tretilir. r #smodT oldugundan

C(2")/T=CyxC,

dir. [17] daki gibi standart bir metot kullanarak C (27) icin agagidaki gosterimi bulalim.

<r,s

8 8 2.2 2.2 -1 .2 4 - -1 - -
f=s*=I, r’s’=s’r?, r's’r=r"s?, s'r’s=r’s’, r’'s 1rs=r252>
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icin bagint1 bir hesaplama ile goriilebilir ve C(27 ) / T boliim grubunda bagintilidir. Bu ise
bu grubun abel oldugunu gosterir. B(27) i¢in bir temsile gelince w iireticisini alip w’=I,

wsw=r" bagintilarin1 gdz niine aliriz. Buradan B(27) icin asagidaki temsil elde edilir.

(s

N =2%: Yine burada C(ZS) 1 bulmakla baslayacagiz. Bu grubun iireticileri

(10} (1 18
r_(32 1)’8_(0 1)

dir. Ayrica kolayca goriiliir ki s ve r* komiitatif (degismeli)dir. r*=s*=I oldugundan s ve

2 2 R R 4
wr=s®=I, (wsz) :(SZW) , s'ws w=ws'ws’, ws’ws=s ws’w, (ws) =I>

r* CyxC, grubuna izomorf bir alt grup iiretir ve bu grup C(28) de 2 indeksine sahiptir.
rsr=r’s’

oldugu acikca goriiliir. Boylece C(28)

<r,s

temsile sahiptir ve boylece B(28)

(s

seklinde temsil edilir.

rf=s*=I, r’s=sr’, r'sr=r"s’ >

2 2 _ -
wr=s=I, (szw) =(ws)", sws 1w=ws3ws3>

Sonuglarimiz1  asagidaki tablo da Ozetleyecegiz. Son silitunda B(N) yi

tanimlayacagiz. (t,m,n;q) notasyon

<A,B

A'=B"=(AB)"=(A"B"AB)’ =I> ;

grubunu gosterecektir. C, 1 C, notasyonu Celenk carpimi gosterir ki bu carpim C, xC, ile

her bir ¢arpanin iireticilerini karsilikli birbirine gétiiren otomorfizmanin eklenmesiyle elde

edilen grubu gosterir.
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. 0 -1 1 1/h) | .
Tablo 2.2. N=p® olmak iizere w= N ve s iiretegli B(N)

0
gruplari
N h | Bagintilar |B(N)| B(N) ~
2 1 | wisse 2 C,
4 2 WZZSZZ(WS)3 =] 6 D,
8 2 | wi=s=, 8 D,
(ws) ~(sw)

16 4 W2=S4=(WS)3 _ 24 S,
32 4 w2=s4=(ws)4=(ws'lws)2= 32 (2,4,4;2)
64 8 WZZSSZ(WS)S =(ws'1ws)3 -1 |96 (2,8,3;3)
128 8 W2=58=(WS)4 -1, 128

(ws') =(s'w)".

s*ws'w=ws’ws’,

ws ws=s ws’w
256 |8 | (wi-s'_L. 128

(szw)2 =(ws)2 ,

sws'w=ws ws”
2 8 | wi=s*=I, 128 C1C,
(a29) (ws)2=(sw)2
3 1 WZZS:I 2 C2
9 3 W2=S3=(WS)3: 12 A,
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Tablo 2.2.” nin devami

v 3 [ wisel 18 ] CC,
(B=3) (ws)’ =(sw)’

p° | wi=s=I1 2 C,
(p=>5)

2.4. B(N) nin Carpim Yapisi

Bu kisimda gorecegiz ki N nin baz1 degerleri icin B(N) grubu ®B’(p“) direk
carpimi olarak yazilabilir. [5] de B(N) nin, her N degeri i¢in, her zaman ®B(p°‘)
seklinde direk ¢arpim olarak yazilabilecegi iddia edildi.

Simdi bir 6rnekle bunun bdyle olmayacagini gosterecegiz. N=18 olsun. |B(18)| =24

ve B(N)

0 -1 1 1/3
w= , 8=

18 0 0 1
tarafindan tretilir ve bagintilar

w2=s3=(ws)4 =1

dir.

S4=<x,y )(2=y3=(xy)4 =I>

oldugundan B(l 8) =S, tir ki bu trivial yolun disinda direk ¢arpma olarak yazilamaz.
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Simdi hangi sartlarda B(N) nin bir direk ¢arpim olacagim arastiralim. Ilk &nce

M||N ise B(N) nin B(M) ye izomorf bir alt grubu igerdigini gosterelim ve daha sonra bu

grubun ne zaman normal olabilecegini bakalim.

Onerme 2.7. M||N olsun. Bu takdirde B(N) nin elemanlar

t=( ac b/h(M)j

cN/h(M)  de
bi¢imindedir. Burada h(M) (h (M))2 IM olan 24 iin en biiyiik b8lenidir ve

2
e/ (0 (M)
dir ve determinant e dir. Bu bi¢imindeki elemanlar B(N) nin B(M) ye izomorf olan alt

grubunu olusturur.

Ispat. (M,K)=1 olmak iizere N=MK olsun. Bu takdirde

ac bh(K)/h(N)]

tz(cNh(K)/h(N) de
diir ki tiB(N) oldugunu verir. Kolayca goriiliir ki bu bi¢cimindeki elemanlar bir alt grup
olusturur. Bu alt grubu B'(M) ile gosterelim. Ayrica Iy, (N) de karsilik gelen matrislerin
kiimesini gosterelim. t e B(N) bir T, (N)T yan sinifini temsil eder. Simdi

F:B'(M)— B(M)
doniisiimiinii gdz Oniine alalim.

F(=L, (N)T)=I,(M)T

r,(N)<T, (M)

oldugundan bu doniistim iyi tanimhidir. F nin birebir oldugunu gostermek icin asagidaki

lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 2.10. I'y, (M) T, (M)<T(N) dir.
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ispat. V1=[YN/T16(M) B/lg(eM)j €Ty (M)AT, (M)
h(M)[B,MyN/h(M)

dir. Buradan M|yMK/ h(M) dir. Dolayistyla
h(M)|yK

dr. (h(M),K)=1 oldugundan h(M)|y dir. Bdylece de

N[N/h(M)

ve dolayisiyla V, e 'y (N) dir.

Bu lemma F nin ¢ekirdeginin trivial ve bdylece F nin birebir oldugunu soyler.

F nin &rten oldugunu gostermek icin asagidaki yolu takip edelim. Onerme 2.4. {in

sonucu ve Lemma 2.5. ten B(M) grubu B(M) de ki Atkin-Lehner involusyonlar ile

(1 l/h(M)j

0 1

elemant tarafindan iretilir. Onceden oldugu gibi biliyoruz ki I';(M) de e|M ile verilen
herhangi iki Atkin-Lehner transformasyonu aymi I, (M) yan sinifina aittir. Boylece
herhangi bir e||M icin bir tek w, € B(M) Atkin-Lehner involusyonu vardir. B'(M) nin

elemanlarindan kolayca goriilebilir ki B'(M) de ki Atkin-Lehner involusyonlari e||M ve

determinant e olmak tizere
ae b
cN de
bicimindedir. Boylece Atkin-Lehner involusyonlari F altinda B(M) deki Atkin-Lehner

. N o .
involusyonlarina dontstiiriiliir. (sadece NZMM yazmak yeterlidir.) Diger taraftan

B'(M) deki
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FO(N)(:) 1/h§M)j

yan smif F altinda B(M) de

FO(M)((I) 1/h$M)j

yan sinifina doniistiiriiliir. Yani F {izerinedir.
Simdi B'(M) nin B(N) nin bir normal alt grup olma sartin1 arastiralm. Burada

N=MK ve (M,K)=1

dir. Onerme 2.4. iin sonucundan veya Lemma 2.5. ten Atkin-Lehner involusyonlar ve s

matris tarafindan tretilir.
F:B'(M) - B(M)

izomorfizma kulanilarak B'(M) B'(M) deki Atkin-Lehner involusyonlari ve

SM:((I) 1/h$M)j

tarafindan iiretilir. Onerme 2.3. iin ispatindan hemen sonraki tartisma bize B(N) deki

biitlin ~ Atkin-Lehner involusyonlarinin  degismeli oldugunu ifade eder. Eger

W, W, € B'(M) dir. Herhangi bir t tamsays1 igin

((1) l/hl(K)j((l) 1/h$M)j((1) -l/hl(K)j:((l) t/hEM)j

oldugundan B'(M) nin normal olma sart1 e|M olmak iizere

((1) l/hl(K)j(:; ;ej((l) -l/hl(K)jeB, M)

dir.

Burada * = b+e d- a / h(K cN/ 2 olmak tizere matrislerin ¢arpimi
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(ae+c1;11{1h(1<) * j

-cN/h(K)+de
dir.
N/h(K)=MK/h(K) e ile béliniir. Bdylece normallik i¢in bir u € Z igin *=u olmaldur.
Bu h(K)|e(d-a) durumuna indirgenir ve (h(K).e)=I oldugundan normallik sart

azdmodh(K) sartina indirgenir. h(K)|24 oldugundan bu sarta Lemma 2.2. geregi

ade-becN/e =1 den ade =1modh(K) ve bu durumda ad =1modh(K) sarti e =1modh(K)

sartina denktir. Boylece agagidaki dnerme elde edilir.

Onerme 2.8. (M,K)=1 olmak iizere N=MK ise B'(M)<B(N) dir ancak ve ancak M

nin her e tam béleni i¢in e =1 modh(K) dir.

Not: Simdi Atkin ve Newman [5] in son teoreminin dogru bir ifadesini verecegiz.

N=p,"p5*...p;", N nin asal ¢arpanlarina pargalanis1 ve Hi=N/ p;* olsun.
Sonug 2.5. B(N) = ®B’(pf‘i ) ancak ve ancak i=1,2,...,r igin p/ = lmodh(Hl.) dir.

Ispat. B(N) :®B’(p;“) olsun. Bu takdirde B’(pfi) gruplar1 B(N) de normaldir. Onerme
2.8. den
i=1,2,...,r i¢in p{* =1 modh(II,)
dir.
Tersine p;" =1 modh(Hi) oldugundan 6nerme 2.8. den biitiin B’(p;“) ler normaldir.
B(N)=®B'(p")

oldugunu goérmek icin ilk 6nce

- i)

ve ikinci olarak da



56

i=1,2,.. ,rlglnB( ) UB(pJ) =

j#i
oldugunu gostermemiz gerekir.

Biitiin B'(p;") ler B(N) de oldugundan

<U B'(py’ )> <B(N)
i=1
dir. wf,B(N) nin herhangi bir Atkin-Lehner involusyonu olsun. f ||N oldugundan k <r

olmak iizere f=p"...p{* olsun. Onerme 2.2. nin ihtar 2. yi kullanirsak

— T O
WmW oW, W, IB(pi )

Py
oldugundan w, € <UB(pf‘i )> dir.
i=1
Simdi gosterelim ki

o V)0

dedir.
h= (N)=h(pf‘ )h(p‘r‘) ve h’233 oldugundan k,t <r olmak iizere
h=hp;* )h(p;" )
diyelim. (h(p}* ), h(p} )) =1 oldugundan
dh(py*)+d,h(py )=1
olacak sekilde d, ve d, tamsayilar vardir.
{(1) d/h( )} ,( o ) ve ((1) dz/hl(p?t)]EB'(p?‘)

oldugundan
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{0t

dedir. Dolayistyla B(N) nin iireticileri

(Ger)
grubundadir. Bu durumda

B(N)S<QB'(pf‘* )>

elde edilir. Sonug olarak B(N) =<U B’(pf“ )> vardir.
i1

Son olarak

B ()| UB(pr) =11

j#

oldugunu gosterelim. Yukaridan

QB'(p?-f) - B'(I1,)

j#i
dir.
Dolayisiyla B’(pf‘i )m B'(I1;) = {I} oldugunu gdsterecegiz. A e B'(p;“ )m B'(I;) alalim.

Bu takdirde

P?i/(h(P?‘))z ve e, ||1_Ii/(h(l'li))2 olmak tlizere

<

[ /()N bz/h(ni)j

ClN/h (p?i) de, B CzN/h(Hi) de,

dir.

h=h(N)=h(p{")h(IT,) oldugundan
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A=( ae,  bh(IL )/hj_( ae,  bsh(pf )/hJ
¢,h

ch (I, )N/h de, (p? )/h dye,
dir.
Lemma 2.4. ten
a,b,h (p;‘i )"azblh (I1,) modh ve
¢;h(T1;)d, =c,h(p{" )d, modh dir.
Bu kongriianslardan

h(1L)

a,b,,h(pi)[a,b, b (p*)le,d, .
ve
h(I1;)|d;c,
elde edilir. A nin eterminant:
aldl-blclN/ (n(pr ))2 =a,d,-b,c,N/(h(I1,))" =1
dir. Boylece

h(p)

bl,h(P?’)|C1 ve h(I1; ) b, h(IT; )[e,

elde edilir. Yani A=I dir. Sonug olarak
B(N)=®B'(p}")

dir.

Sonug 2.6. Eger N bir kare ise B(N)=®B'(p;" ) dir.

Ispat. N=2°“3%p2“_ p>** N nin asal carpanlarna pargalanigt olsun. ilk énce 2** i

alirsak

I1,=3**p;*..p2* ve h(II,) =1 veya3

tiir. Boylece 2°* =1mod3 tiir. Tkinci olarak 3°* yi alalim. Bu takdirde
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[1,=27p3% .p2
dir ve boylece h(Il,)=1,2,4 veya 8 dir. Buradan
3*% =1modh(I1,)

elde edilir.

Son olarak p, #2 ve 3 olmak iizere p’* yi alalim. Bu takdirde h(Hi) 24 1 boler.

p, =1,3,5,7mod8 ve p, =1,2mod3 oldugundan

p’ =1mod8 ve p* =1mod3
tir.

Sonug olarak p’* =1mod?24 tiir. Yukaridaki sonucu kullanirsak istenilen elde edilir.
Ornekler.

DN =18=2.3" olsun. 2# 1mod(h(32 )23) oldugundan sonug 2.5. e gore B(18) trivial
yolun diginda bir direk ¢carpma olarak yazilamaz.
2) N=2°127%,

2’ =1mod(h(127°)=1) ve

127 =1mod (h(2*) = 4)

oldugundan

B(25,1272);B’(zs)XB'(1272) dir.



3.IRDELEME

PSL(2,R) lineer kesirli déniisiimlerin bir alt grubudur. Ozellikle 19.yiizyilda ilk defa

H.Poincare tarafindan ayrik gruplar teorisine temel teskil edecek Onemli sonuglar
bulunmustur. Oklid olmayan geometriler ve invaryant teorisinin kesfiyle bilyiik 6nem
kazanmis, topolojik grup yapisina uygun olmasi nedeniyle gerek analiz gerekse cebirsel

metotlarla derinlemesine incelenmistir. I' modiiler grubunun kongriians alt gruplar1 olan

I'(N), I (N),T,(N) gruplar iizerinde gahsilmistir. Bu galismalar sonucunda énemli

sonugclar elde edilmistir.

Bu tez calismasinda esas itibariyle FB(N) normalliyeninin grup yapist detayli

sekilde incelenmis ve direk carpim olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verilmistir.



4. SONUCLAR

I',(N) nin PSL(2,R) deki I'y(N)=Nor(I,(N)) normalliyeni sonlu iiretilmis bir
grup oldugundan grup yapisinin bilinmesi son derece 6nemlidir. Bu ¢alismada FB(N)
normalliyeninin bdliim grubu B(N) nin yapist incelenmis ve izomorf olduklar1 temel
gruplar tespit edilmistir. Ayrica normalliyenin temel taplarindan olan I'y, (N) Atkin-
Lehner grubu ve determinanti “1” olan normalliyen elemanlarinin FC(N) grubu ele
alinmus bu grubun T, (N) deki indeksi hesaplanarak I'y(N) normalliyeninin Ty (N) deki
indeksi tam olarak belirlenmigtir. Diger taraftan normalliyenin her elemaninin I'y, (N)
Atkin-Lehner grubundaki bir eleman ile I'. (N) grubundaki bir elemanin ¢arpimi oldugu
gosterilmis, C(N):ZFC (N)/F0 (N) grubunun abel olmasi igin gerek ve yeter sartlar
verilmistir. [5] de normalliyenin her N i¢in bazi alt gruplarin bir direk ¢arpimi olarak

verilebilir sonucunu yanlis oldugu tespit edildi ve direk carpim olarak yazilabilmesi i¢in N

tizerindeki kisitlamalar ortaya konularak gerek ve yeter sartlar ortaya konuldu.



5.ONERILER

I, (N) nin PSL(2,R) deki N normalliyeni ozellikle

2%.3%.5°.7°11°.13°.17.19.23.29.31.41.47.59.71 mertebeli basit grup yani Monster basit
grubu i¢in 6nem arzetmektedir. Bu sebeble normalliyenin yapisini tam belirlemek oldukg¢a
onemlidir. Gergekten, yukaridaki mertebeyi bolen her p asal sayilarmin 2 agirlikh
modiiler formlarla ilgili Hecke konjectiiriinii sagladigi tespit edilmistir. Ayrica, Helling

[16] N nin karesiz olmast durumunda I, (N) normalliyenlerinin maksimal ayrik gruplar

oldugunu ve I' modiiler grubu ile orantili olan A ayrik grubunun bu normalliyenlerden
birine eslenik oldugunu gostermistir. Bu sebeble normalliyenin yapisinin ortaya konmasi
bu tip problemlerin anlagilmasinda kolayliklar saglayacaktir. Diger taraftan yeni bir
yaklasim olan Graf teoride de, normalliyenin yapisinin ortaya konmasit énemli calisma

alanlarina zemin hazirlayacaktir.
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