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OZET

Bu ¢alismada, dizilerin Hilbert uzayinda birinci mertebeden operator katsayili lineer
fark operatorlerinin normalligi ve spektrum yapisi incelenmis, daha sonra ise diskret
durumda alinan bulgularin siirekli durumda alinan sonuglarla Ortiislip Ortiismedigi
arastirilmistir.

Birinci boliimde tezde kullanilan Fonksiyonel Analiz, Operatorler ve Spektral

Teorisi’nin temel kavram ve sonuglar1 verilmistir.

Ikinci bolimde yukarida soz edilen problemler dizilerin ¢, (Z), iigiincii bolimde ise

dizilerin 7, (N) Hilbert uzayinda incelenmistir. Ayrica tezde alinan sonuglar drneklerle

desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Selfadjoint ve Normal Operatorler; Operator Fonksiyonlart;
Spektrum ve Rezolvent Kiime; Ayrik, Siirekli ve Rezudial Spektrum.

v



SUMMARY

Normal Difference Operators For The First Order

In this study, the normality and spectral structure of the first order linear
difference operators with operator coefficient in Hilbert spaces of sequences are
investigated. The obtained results in discrete case are compared with the results in
continuous case.

In the first part of the study basic concept and results in the Functional Analysis,
Operator and Spectral Theory are summarized.

In the second and the third parts the problems mentioned above are investigated
respectively in /,(Z) and(, (N).

Moreover, all results in this thesis are supported with examples.
Key Words: Selfadjoint and Normal Operators; Function of an Operator;

Spectrum and Rezolvent Sets; Point, Continuous and Residual
Spectrum.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

1950 yillarindan beri katsayilar bir Hilbert veya Banach uzayinda operator olan lineer
diferensiyel operatorlerin incelenmesi biiyiik bir ilgiyle devam etmektedir. Bu alanda ilk
sonuclar1 E. Hille ve R.S. Phillps [23], J.L. Lions [55], S.G. Krein [52], M.L. Gorbachuk
[20], V.I. Gorbachuk ve M.L. Gorbachuk [21], V.M. Bruk [10] vs. tarafindan bulunmus ve
bu bir teori olarak gelistirilmistir.

1970 yilindan itibaren John von Neumann’ m yogun tamimli kapali simetrik
operatorlerin 0zeslenik genislemeler teorisi, vektdr fonksiyonlarin Hilbert uzayinda
operator katsayili formal simetrik diferensiyel ifadelerin dogurdugu simetrik minimal
operatoriin 6zeslenik genislemeleri teorisine uygulanmaya baslanilmistir.

[k olarak bu problem 6zeslenik operator katsayili Sturm-Liouville diferensiyel ifadesi

icin I’ (H,(a,b)) Hilbert uzaymda Prof. Dr. M.L. Gorbachuk (Ukrayna, Kiev) tarafindan

sinir degerler dilinde 1972 yilinda sonuglandirilmistir [20].

Bu problem 1970 yilinda Fransa’min Nitz kentinde diizenlenen uluslararasi
matematikciler konferansinda B.M. Levitan tarafindan ortaya atilmistir [54].

Adi diferensiyel ifadeler i¢in bu problemi M.G. Krein [51] ve F.S. Rofe-Beketov [62]
son bir ¢coziime ulastirmiglardir. Kismi tiirevli diferensiyel ifadeler i¢in bu problem R.A
Aleksandran, Yu.M. Berezanskii, V.A. Ilin ve A.G. Kostyuchenko tarafindan [3]
coziilmiistiir. Sonlu bolgelerde ise bu problem M.I. Vischik [69] tarafindan
sonuclandirilmigtir. Operator katsayili herhangi mertebeden lineer diferensiyel simetrik
ifadelerin dogurdugu minimal operatoriin 6zeslenik (maksimal akkiimiilativ, simetrik v.s.)
geniglemelerinin sinir degerleri dilinde ifadesine V.I. Gorbachuk ve M.L. Gorbachuk [21]
kitaplarinda genis yer vermistir.

Hilbert uzayinda sinirsiz formal normal operatorlerin normal genislemeleri teorisindeki
ilk sonuclar Y. Kilpi [47, 48, 49], R.H. Davis [13], tarafindan bulunmus, daha sonra ise bu
teorinin temeli E.A. Coddington [12], G. Biriuk ve E.A. Coddington [8], B.Sz.-Nagy [11],
J. Stochel ve F.H. Szafraniec [67, 68] tarafindan atilmig ve bir genel teori olarak

gelistirilmistir.



E.A. Coddington [12] calismasinda Hilbert uzayinda verilen soyut formal normal
sinirsiz kapali yogun tamimli bir lineer operatoriin biitiin normal genislemeleri tanim
kiimeleri dilinde ifade etmistir. E.A. Coddington bu ¢alismasinda 1929-1930 yilinda John
von Neumann’ 1n kapali simetrik operatorlerin 6zeslenik genislemeleri alaninda yapmis
oldugu meshur [58] sonucunu genellestirmistir. Ayrica G. Biriuk ve E.A. Coddington
[8,12] bu calismalarinda lineer bagintilar teorisinin sonuglarindan faydalanarak yogun
tanimli olmayan kapali formal normal operatorlerin normal genislemelerini de tanim
kiimeleri dilinde ifade edebilmislerdir.

John von Neumann teorisinde oldugu gibi E.A. Coddington’ un bu bulusu da uzun
yillar, Hilbert uzaymdaki diferensiyel operatorler teorisi diline doniistiiriillememistir.
Nitekim bir diferensiyel operatoriin herhangi genislemeleri sinir degerleri dilinde daha
kolay ifade edilebildiginden John von Neumann teorisinden sonraki yillarda oldugu gibi
uzun yillar bu yapilamamistir. Bu alanda birka¢ 6zel durum B.K. Kokebayev ve Kh.T.
Otarov [50], B.N. Biyarov ve M. Otelbayev [9], vs. calismalarinda incelenmistir.

Vektor fonksiyonlarin Hilbert uzayinda keyfi mertebeden selfadjoint katsayili formal
normal diferensiyel ifadelerin dogurdugu minimal operatoriin biitiin  normal
genislemelerini, sinir degerleri dilinde Z.1. Ismailov [26, 27, 28, 29, 30, 32, 34, 40, 41, 42,
43], F.G. Maksudov ve Z.I. Ismailov [31, 33, 35] un, Z.I. Ismailov ve H. Karatash’ in [36,
37, 38, 39] bilimsel caligmalarinda ifade edilmistir. Ayrica bu caligmalarda bu
genislemelerin spektral 6zellikleri incelenmistir.

Ama diskret durumda alinan sonugclar siirekli durumda bulunan sonuglarla
ortiismeyebilir. Bu durumu aciklamak i¢in [16, 17, 46] calismalarindan bir 6zet verelim.

Omegin, siirekli durumda
. (7
y+ [—2 y=0,
n
y(0)=y(n)=0
probleminin y(7)=ksin (zjt, k e C seklinde sonsuz sayida ¢dziimii oldugu halde diskret
n

durumda



probleminin ancak bir y(¢)=0 ¢oziimii vardir.

Siirekli durumda

, [ 7

+| —5 |y=0,
y (4n2jy
y(O):O,y(n):l

problemi ancak bir tek
(7
t)=sin| — |t
¥ (1) [2nj
¢cOziime sahiptir. Diskret durumda da
7[2
AVy(t)+( 2jy(r) =0
4n

¥(0)=0, y(n)=1

probleminin ancak bir tek ¢oziimii vardir.

Siirekli durumda

y”+4sin’ (1) y=0,
2n

y(O):O, y(n):8 (87&0)

problemi
esin{Zsin( id jt}
2n

2]

seklinde tek ¢oziime sahip oldugu halde diskret durumda

y(1)=

y(O):O, y(n):8 (87&0)

probleminin ¢6ziimii yoktur.

AVy(t)+4sin’ (21) y(t)=0,

Ayrica [16, 17, 46] ¢calismalarinda adi diferensiyel denklemler i¢in bakilan sinir deger
problemlerinin ¢oziimiiniin varligi, tekligi vesaire benzer problemlerle diskret durumdaki
ayn1 problemler arasindaki iliskiler incelenmistir.

Ikinci mertebeden bazi fark operatorlerinin selfadjointligi ve spektral ozellikleri [5, 6, 7,
70] caligmalarinda incelenmis ve siirekli durumda bilinen sonuglarla ortiisiip ortiismedigi

vurgulanmustir.



Fark Denklemler Teorisi, fark denklemlerinin ¢6ziimlerinde kullanilan metotlar ve
onlarin genis uygulamalari, Uygulamali Analizde merkezi bir pozisyon aldiktan sonra
meydana gelmistir. Aslinda son bes yildir bu konu yiizlerce bilimsel makalelerde ve bazi
monografilerde, uluslararasi konferanslarda ve 6nemli 6zel oturumlarda siirekli olarak
tanitilmaktadir. Simdi bile diferensiyel denklemlerin evrenselligine inanan bilim adamlari,
siirekli ve diskret durumlar arasindaki dikkat ceken farkliliklar1 kabul etmek zorunda
kaliyorlar. Fark Denklemler Teorisinin ileride matematikte dnemli bir rol oynayacagi
kuskusuzdur [2].

1992’de R.P. Agarwal tarafindan “Fark Denklemleri ve Esitsizlikler” baglikl1 bir
monografi yaymlandi. Bu kitap, yayin tarihine kadar derin bir alan ¢alismasiydi. O
zamandan beri, bu konu 6yle bir gelisme hiz1 sagladi ki, suan son dort yilda elde edilen

sonuclar1 tam olarak kapsayan, yazilmis benzer bir ¢alisma bulmak imkansizdir.

1.2. Lineer ve Metrik Uzaylar

R" vektor uzayinda bir vektoriin uzunlugu, iki vektor arasindaki a¢1 kavramlarim ve bu
kavramlarin bu uzaylara kazandirdig1 bazi 6nemli 6zellikler tartisilmazdir. Bu boliimde
vektor uzayr tanimu verilip, bir vektor uzay1 i¢inde i¢ carpim ve norm kavramlar
tanimlanacak, Banach ve Hilbert Uzaylar tanimlanip, bu tanimlar 6rneklerle
desteklenecektir. Son kisimda ise, ikinci boliime temel teskil eden operator kavrami ve
ozellikleri, spektrum cesitleri ve spektral ayrilis teoremi verilecektir. Ayrica ilerleyen
asamalarinda kullanilacak onemli teoremler ispatsiz verilecektir.

Tanim 1.2.1 (Metrik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve
d: X xX >[0,4), (x,y)—>d(xy)
bir fonksiyon olsun. Eger bu d fonksiyonu her x,y,ze X i¢in
M) d (x, y) =0 & x=y (0zdeslik aksiyomu);
(M>) d(x,y)=d(y,x) (simetriklik aksiyomu);
M;) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iiggen esitsizligi),
ozelliklerini saglhiyorsa X iizerinde uzaklik fonksiyonu veya metrik adim alir ve (X ,d )

ikilisine bir metrik uzay denir. Burada (M;) — (M3) 6zelliklerine metrik aksiyomlar: denir.



Ornek 1.2.2: X bostan farkli bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde asagidaki gibi bir d

fonksiyonunu tanimlayalim:

d(x,y)={

1, x#y ise,
0, x=y ise

Bu sekilde tanimlanan d fonksiyonu X kiimesi {lizerinde bir metriktir. Baska bir

deyisle (X , d) ikilisi bir metrik uzaydir. Bu metrige ayrik metrik veya diskret metrik denir.

Ornek 1.2.3: X bos olmayan bir kiime ve B(X) de X *den R ’ye tanimli biitiin sinirh

fonksiyonlarin kiimesi olsun.
d:B(X)xB(X)—>[0,+c0), (f,g)—>d(f,g)=sup{|f(x)—g(x)|:xe X}
seklinde tammli d déniisiimiiniin B (X ) kiimesi tizerinde bir metrik oldugunu gosterelim.

Gercekten de;
1) Vxe X ic¢in

)~ e s sup{] (x)- ¢ ()] v X} =d (1.)
oldugundan d(f,g)=0ise Vxe X i¢in

| (x)-g(x)|=0
veya Vxe X iginf(x)=g(x) dir. Ayrica, eger f =g ise, d(f,g)=0 oldugu tanimdan
aciktir.
2) Vae R i¢gin |a| =|—a| oldugundan

d(f,g):sup{|f(x)—g(x)|:xe X}:sup{|g(x)—f(x)|:xe X}:d(g,f).
3) Vf,g,he B(X) ve Vxe X igin

|f (x) =g (x)] =|f (x) = h(x)+h(x) =g (x)| < |f (x) = h(x)|+ | (x) - g (x)

<d(f.h)+d(hg)

ve buradan da

d(f.g)<d(f,h)+d(h.g)

esitsizliginin saglandig goriiliir.



Ornek 1.2.4: Asagidaki sekilde tanimlanan

KP(N):z{(xn)C(C:i xnp<+oo}, p>1,
n=1
KP(Z):z{(x”)C(C: i xnp<+oo},p21

1

1
kiimeleri sirastyla d (x, y) = [i X, =Y, pjp ,d(x,y) :[ i lx, -y, ,,jp fonksiyonlar

n=l1

n=—oco

altinda birer metrik uzaylardir.
Gergekten, x=(x,), y=(»,), z=(z,)€ ‘, (N) igin;
1

oo oo

Dd(xy)=| D |x, =] "=0 igin )"

n=l1 n=1

"=0 olup x=y;

xll - yll

1
2 d(xy)=[ Sy’ ”:(z|yn—x,,ﬂj”=d(y,x);
n=1 n=1

1

1
3) d(xy)=| Dl -nl" | ( j
n=l1 n=l1

Z ‘xn_zn+zn_yn

S

1
d 14
P
<| 2% - j
n=1

+( Z, = Vn pj <d(x,z)+d(zy).
n=1

1

oo

Yani sonug olarak /¢, (N) uzay d(x,y) = (z

n=1

x, - jp fonksiyonu altinda bir metrik

uzayidir.

1

Benzer sekilde ¢, (Z) uzayida d(x,y)= ( i

n=—oo

X, =y, |p jp fonksiyonu altinda bir

metrik uzayidir.
Tamm 1.2.5 (Vektor Uzayr): X bos olmayan bir kiilme ve K( R veya C) bir cisim
olsun.
+:Xx XX, (x,y)>x+y,
*:Kx X—X, (a,x)>ax,
doniisiimleri ile toplama ve carpma islemlerini tanimlayalim. Her x,y,ze X ve a,be K

icin asagidaki kosullar saglansin:



. x+y=y+x;

2. x+(y+z)=(x+y)+z;

3. Vxe X icin x+0=x esitligini saglayan bir tek Oe X vardir;

4. Vxe X igin x+(-x)=0 esitligini saglayan bir tek —xe X vardir;
5. Vxe X i¢in 1-x=x;

6. a(x+y)=ax+ay;

~

.(a+b)x=ax+bx;

oo

. (ab)x=a(bx).
Bu durumda X ’e K cismi iizerinde bir vektor uzayt (lineer uzay), elemanlarina da vektor

veya nokta adi verilir. K =R aliirsa X ’e bir reel vektor uzayi ve K = C alimirsa X ’e bir

kompleks vektor uzayr denir.

Ornek 1.2.6: ¢, (N):= {x =(x,): i x,|” < +<><>}, p 21 uzayi
n=1

x+y=(x+ Y X, + Y,0e) Ve Ax=(Ax,.... Ax,,.), x,ye £ (N), Ae K(R,C)
islemleri altinda bir vektor uzayidir.
Gergekten, her x:(xn), y:(yn), z=(z”)e EP(N) ve a,be R icin:
D) x4+ =X+ Ve X, F Vo) = (D F Xy ees ¥, F X, ee) = Y X5
2) x+(y+2)=(x+(1+2)sn X, + (3, +2,)s0n.)
=((%, 4+ 3,) + 2o (X, +3,) F 2 ) = (x4 ¥) + 25

3) (0)=(O,....,O,....) olmak iizere,

x+0=(x+0,., x, +0,....) = (X500 X, o) = X5
4) (—x)=(=%x.ers—X,,....) olmak iizere,

x4 (=x)=(x +(=x) s x, +(=x,),....) =(0,....,0,....) = (0);
5) Her xe ¢, (N) igin,

(1) x=(1 X 1 X o) = (X X, o) = X5

i

6) a(x+y)=a(x, + Y X, + Y, see) = (a(x1 +3,)seemal(x, + yn),....)



= A(Xpeees Xpyeen) F A= (Yyserens Yyoeene) =X+ QY5
7) (a+b)x=((a+b)x,....(a+b)x,,...)=(ax, +bx,,.....ax, +bx,,....)
= (X, A%, o) F (DX ey DX o) = A (X Xy een) B (X X )
=ax+bx;
8) (ab)x=((ab)x,....(ab)x,,...)=(a(bx),....a(bx,).....)
=a(bx,....bx,,..)=a(b(x,....x,,...))=a(bx).
Ayni sekilde £, (Z), p 21 uzay1 da bir vektor uzayidir.

Tanim 1.2.7 (Lineer Manifold): X , K cismi iizerinde bir vektor uzayi ve Y, X ’ in bir
bos olmayan alt kiimesi olsun. Y, X vektor uzayindaki cebirsel islemlere gore kendi
basina bir vektodr uzayr olusturuyorsa Y’ ye, X ’de bir lineer manifold ( veya X ’in bir

lineer alt uzayr) denir.

Ornek 1.2.8: Ac/,(N), p21 olmak iizere A:={(x,)e ¢, (N):(x,)=(0,x,,x,......)}
kiimesi ¢, (N)’de bir lineer manifoldur.

Coziim: (x,)=(0,x,,x,,....), (7,)=(0,y,,s,....)€ A ve &, fc R alalim.

n

(ax,+By,)=(0,ax, + fy,,0x, + By,,...) = (0,ax,,ax;,....) +(0, BY,, By;5....)
=a(0,x,,x;,....) + (0, y,, ¥5,-.e.)
=a(x,)+5(»,)

Dolayisiyla A kiimesi lineer manifoldur.

Tanmm 1.2.9: X bir vektdor uzayr ve Xx,X,,Xx,...,x, € X olarak verilsin.

&, 0, 0,...., € K(R,C) olmak iizere

X, +O,X, + X, .+ O X

n-'n

seklindeki sonlu toplama x,, x,, x;,...,x, € X elemanlarinin bir lineer kombinasyonu denir.

@#M c X ise, M ’den alinan her sonlu sayidaki vektorlerin lineer kombinasyonlarinin

tiimiiniin kilmesine M ’ nin gereni ( veya lineer ortiisii) denir ve spanM olarak gosterilir.

spanM , X ’de bir lineer manifolddur ve M ’ nin iirettigi lineer manifold denir.

Tamm 1.2.10: X bir vektér uzayt ve M ={x,x,x,...x,}cX olsun.

o,a,,a,...,a,€ K olmak iizere



ox +o,x, +ox, +..+a,x, =0
esitligi yalnizca
o=o,=o,=..=a,=0
olmasi halinde gerceklesiyorsa x,,x,,x;,...,x, € X vektorlerine lineer bagimsiz, aksi halde

lineer bagimli denir.
Tamm 1.2.11: X bir vektor uzay1 ve M, X ’in bos olmayan bir alt kiimesi i¢in

1) M lineer bagimsizdir.

2) X =spanM 1ise
M ’ye X ’in bir taban1 veya bir bazi denir.

Eger M ={x,,x,,....x,}, X ’in bir tabani ise her xe X vektorii

a,,a,,....a,€ K
olmak iizere x = a,x, +a,x, +....+a,x, seklinde tek bir gdsterime sahiptir.

Eger X vektor uzayinin bir sonlu tabani varsa X ’e sonlu boyutlu bir vektor uzayi, aksi
halde sonsuz boyutlu bir vektor uzay1 adi verilir. Sonlu boyutlu bir X vektor uzayinin bir
tabanindaki vektorlerinin sayisina X ’in boyutu denir ve dim X ile gosterilir.

Ornek 1.2.12: ‘, (N), p=1 uzayi
x+y = (04 Y X, + Y00 Ve Ax = (Axg,n A, 0), xye £ (N), Ae K

islemlerine gore vektdr uzayi olup,

e = (1,0, s )0y = (0.1, 0yon) o ,e:(QQm%%ﬁwJ, ......

vektorler ailesi £, (N)’nin bir tabamidir. Buradan dim (€ ) ) =co dur. Yani /, (N) vektor

uzay1 sonsuz boyutludur.

1.3. Normlu Vektor Uzaylar:

Tamm 1.3.1 (Normlu Vektor Uzay1): X , K cismi iizerinde bir lineer vektor uzayi olsun.
H: X —[0,00), x =
doniisiimii her x, ye X ve her € K igin

(ND ||x||=0(:)x=9;
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(No) Jora] =er

(N3) [x+ y| < ||« +[|y] (ucgen esitsizligi)
ozelliklerini sagliyorsa |-|: X —[0,e0), x —|x| doniisiimiine X iizerinde norm ve bu
durumda (X, ) ikilisine bir normlu vektér uzay: adi verilir. Yukanida verilen (Ny) — (N3)

ozelliklerine norm aksiyomlar: denir. Bu vektdr uzayr lizerinde birden fazla norm
tanimlanabilir. K cismine bagh olarak, reel normlu uzay ve kompleks normlu uzay

terimleri de kullanilir.

Ornek 1.3.2: E=C([a,b],K) kiimesi

| x(¢)

fonksiyonu ile bir normlu vektor uzaydir.

X|| =max

c te[a,b]

Gergekten, E ’nin bir lineer vektor uzayi oldugu aciktir. x, ye C [a,b] ve o€ K ig¢in,

ND ||x||l =0 ise, | . n%azc |—0<:) Vte [a b] icin x ) 0;
- te|la
(No) x|, = max|(@x) (1) = max|a ()] <[ max x(1)| = e |,
Z}gggg x(t)+y(t) <gfg;<(|x ) +[y(1)])
< max|x +max
te[a,b] te[a,b]

Ornek 1.3.3: ¢, (N) vektor uzay1 iizerinde tanimh

u

n

w3

n=l1

2)2 , u=(u,)e ¢,(N) fonksiyonu bir norm olusturur.

Gergekten;

(Ny) Her ve £, (N) icin N, ( :(Z|vn| j 20;

n=1

n

v=(0)=(0,0,....,0,....) ise N, (v)=0"dur. Tersine N, (0)=0 ise, (i v zjz =0’dur.
n=1

Buradan v =0 elde edilir.

(No) Her o€ K veve /,(N) igin
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n=1

ey St | (S [ 5t ) i £14) -t 0

(N3) Her u,ve ¢, (N) igin

Nz(u+v):=(i v, j s(z " j+(z " j =N, (u)+N, ().

n=1

Dolayisiyla /,(N) vektor uzay1 ve onun iizerinde tammli N, () normunun olusturdugu
(¢,(N),N,) ikilisi bir lineer normlu uzaydr.

Benzer sekilde (,(Z) vektor uzay1 lizerinde taniml

u

n

W)= ¥

n=—oco

2j2 , u=(u,)e (,(Z) fonksiyonu bir norm olusturur. Dolayisiyla ¢, (Z)

vektdr uzayr ve onun iizerinde tamml olan N, (®) normunun olusturdugu (E ) (Z),Nz)

ikilisi de bir lineer normlu uzaydir.

Tamm 1.3.4: (X ,||||) normlu uzay iginde bir dizi (x,) ve x,€ X olsun. Eger

1im||xn - x0|| =0

n—o
ise, (x,) dizisi |||| normuna gére x, noktasma yakinstyor denir ve x —- >y ya da
b
n g 0 y y n N—so0 0 y

lim x, = x, notasyonlarinin biriyle gosterilir.

n—oo

Tamm 1.3.5: (X,

) normlu bir uzay olsun.

(x,)c X dizisi bir Cauchy dizisidir < Ve>0 i¢in In,e N:Vmn>n, igin

x,—x,|<e.
Tanim 1.3.6 (Banach Uzay1): Bir (X ,||||) normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi X iginde

bir elemana yakinsiyorsa, bu (X ,||||) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzayi

ya da B-uzay: adi verilir.

Ornek 1.3.7: X =/ ,(N), p 21 vektor uzay:

< -

b, =[Sl | x=x)er, 09

normuna gore bir Banach Uzayidir.
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Gergekten, her ne N igin x" e ¢, olup x :=(x'.x}.....x{.....) seklindedir. x"' e/,

oldugundan Z

k=1

xl((n)

"<+, {x"} ¥, bir Cauchy dizisi olsun. O halde V&>0 igin

EIN(S)E N..Vr,seN, rves> N(S) icin "x(’) —xW

<g’dr. Yani Vr,se N 0yleki

P

xl((r) _ x;((S)

”jp <e. (1.1)

Buradan goriiliiyor ki Vr,s,ke N icin

1
(b1

oldugundan Vke N keyfi fakat sabit ise Vr,s€ N..r,s>N(€) igin

rves2N(€) igin (i

k=1

-

A —xV < g olur.

Bu gosteriyor ki ke N keyfi fakat sabit olarak alindiginda {x,ﬁ")} c R dizisi Cauchy

dizisidir. R 0©klid metrigine gore tam oldugundan {x,E")} dizisi yakmsaktir.

x:= lim x,g") Ve X = (X, X, 5000y X o) OlSUN. {x(")} c/, bir Cauchy dizisi oldugundan

1> 0 sayisina karsilik bir N, € N bulunabilir 6yleki

Vr,se N..r,s 2N, icin "x(') — )

<I. (1.2)

Ote yandan x oldugundan

1

||x(No) XIENO)

>

pjp <+4oo. Vke N i¢in x, :=lim xi") oldugundan % >0 sayisina

§r

p

< L dir. Yani

o

1
<o (1.3)

karsihk 3N, e N..Vne N, n> N, i¢in |xk —x"

(m|?
|xk X

me N keyfi fakat sabit ve n, € N olsun. x")er , oldugundan X = xMo) e , dir.

Minkowski Esitsizligi kullanilarak me N keyfi fakat sabit ve n, € N i¢in

1 1
X x,((k) +x,£"k)

1 1
('Z":|Xk|pjp:(zm: e Pjpg(’" o pij{'Z":x pjp
k=1 k=1 k=1 k=1

PR
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X — X
1 1 1
<( y X, —x,((”‘) pJp +(i x,(("k) —x,EN°) pjp +( 3 x,((N") pjp
k=1 k=1 k=1
1
< (i X, —x,(("k) pjp +||x("*) —xM) , +||x(N°) , (1.4)
k=1

Eger n,eN sayist n, >N, ven, >N, olacak sekilde secilirse (1.2) ve (1.3)
kullanildiginda (1.4)’den Vme N igin

1 1
(Sl | <[ S| e
k=1 2

k=1

< 1+1+||x(N°)
14 p

= 2+||x(N°) K
Boylece Vime N i¢in
i|xk|p <(2+||x(No)||p)p. (1.5)
k=1

No)

P
Bu gosteriyor ki M ey , sabit oldugundan (2+||x( ) e R, sonlu bir sayidir. Bu

p

m

P e e e . .. - . .

monoton artan {Z|xk| } dizisinin iistten sinirl bir dizi oldugunu gosterir. Monoton artan
k=1

ve iistten sinirli bir dizi daima yakinsaktir. Buradan xe /  oldugu gosterilmis olur.

I*l,

") = x oldugunu gosterelim.

Son olarak lim x

n—oo

{x(")}cf bir Cauchy dizisi oldugundan £50 icin 3IN"=N" fleN
P 2 4

~Vr,seN, rves>N" icin "x(r) —x

&

P

£
24/2"

n—oc0

VkeN i¢in  x =limx"”  oldugundan EINZ[ je N..VneN,n>N, icin

€
‘ (1.7)
2!’[2/{
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me N keyfi fakat sabit bir sayr olsun. n € N sayilan n, >max{N",N,.N,,....N,}

olacak sekilde alinir ve Minkowski Esitsizligi kullanilirsa (1.6) ve (1.7)’den

1 1

< P ; < n n n P ;

(z j Sl )X j
k=1

k=1

(n) _
X T X

IA
Nk
»R/:\
)&i\

=

IA
~
i
?V‘k/:\
»kr\
E
=
v \_/‘
-

IA
=
i
=
v

elde edilir. Bu gosteriyor ki ne N, n> N olarak secildiginde Vne N igin

1
P\ &

<—<e&

2

(i |x,(<”) - X
k=1

oldugundan VneN, n>N" igin "x(") -X

%™ =0

p

<& olur. lim

p n—soo

—X

I*l,

") = xdir.

lim x

n—oo

Sonug olarak ¢, (N), p =1 vektor uzay1 x=(x,)e ¢, (N) icin

n=1

1
> »
b, =[Sl
normuna gore bir Banach Uzayidir.

Benzer sekilde 7, (Z), p =1 vektor uzaymin da

SR

x=(x,)el,(Z)

< P
b, =[S |

normuna gore bir Banach Uzay1 oldugu gosterilebilir.

Ornek 1.3.8: X = L, ([a,b]), a,be R, p>1 vektdr uzayi

yani
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1, =11, <[ fJrera . res s

normuna gore bir Banach Uzayidir.
Bu L, ([a,b]) uzaymin lineer oldugu Minkowski Esitsizliginin bir sonucudur. Normlu
uzay oldugu kolayca gosterilebilir. Tamhg ise, Riesz-Fischer teoreminden aciktir.

L, ([a,b]) uzaymnin da bir Banach Uzay1 oldugu da kolayca gosterilebilir [4].

Ornek 1.3.9: C([O,l],R) lineer uzayi ||0||1:C([O,l],R)—HR*u{O}, ||f||l :='|.|f(t)|dt

normuna gore bir Banach Uzay1 degildir.
Bu uzayin normlu lineer uzay oldugu kolayca gosterilebilir. Simdi onun tam uzay

olmadigin1 gosterelim.

0 0St<l-—

2 n

1 1 1 1

10,1l > R, t)= t—— |+1,———<t<—

foA01) >R, £ ()= n1=3 1 S -ters ]
1 ,—<t<l

seklinde bir ( f”)CC[O, 1] dizisi tanimlayip, bu dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu

gosterelim. m,ne N icin m < n sayilarint alalim. Bu durumda;

1

o= Full = J1£,= £l (x)
) 2] )
= [ fh=rlxac+ [ |f=£l(x)de+ [ [f=1](x)dx

1
+[1£, = £l (x) dx
:
£, (x) <1, n21| esitsizliginden,

dx

— 1= 1
2
fu- 1, flde+ [ |f,- 1,
1 1 1 1

1 1 1
2 n
<
1
- 1_7 — 1_7
20 m 20 n
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Boylece

————0 olup (f,) bir Cauchy dizisidir. Simdi ise (f,) dizisinin

1 m—oo

Jo= 1

1

m<n

normunda yakinsamadigin1 gosterelim.

0, OSX<l
o(x)= 2 tammlayalim.
1, —<x<1
2
1
‘ 2 11 1 1 0
—dl =[If, - ddx= dx<e = 0.
€ ¢’||1 '([fn ¢|x 1'|.1 Tl 2 2 2n 2n "7
e
2 n

Yani j

0

[, —¢|(x)dx————0. Keyfi bir fe C[0,1] alam. fe C[0,1] ve p& C[0,1]

1

oldugundan _H f- ¢|(x)dx # 0. Ote yandan

0

0< [|f —g|(x)ax < [|f = £,](x)dx+[<| £, — g|(x) dx

1
(x)dx>x0. Ciinkii aksi halde _H f—¢|(x)dx=0 olmaldir, bu ise

n—yoo 0

esitliginden j| f-r.
0
olamaz.

Sonug olarak (f,) dizisi C[0,1] uzaymnda [ normu altinda higbir fonksiyona
yakinsamaz. Dolayisiyla C([0,1],R) lineer uzay: |+ normuna gbre bir Banach Uzay:
degildir.

Tamm 1.3.10 (Alt Uzay): (X, [+|) bir normlu uzay ¥’de X ’in bir lineer alt uzay: ise
(Y.]+|)"de bir normlu uzaydir. Bu uzaya (X,|+|) uzaymmn normlu alt uzay: denir. Eger ¥
kapali ise (Y.,[+) alt uzayma (X,[|) normlu uzaymnin kapali alt uzay: denir. Bir normlu

uzayinin her lineer alt uzayi normlu bir alt uzaydir.
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1.4. ic Carpim ve Hilbert Uzaylar1

Tamm 1.4.1 (i¢ Carpim Uzay): K(R,(C) olmak iizere X bir vektdr uzayr olsun.
) X xX oK

doniisiimii asagidaki ozelliklere sahip ise (-,-)’ ye X lizerinde bir i¢c carpim, (X ,(~,-))

ikilisine de i¢ carpim uzay: (veya on Hilbert uzayt) denir.

(H,) Vxe X igin (x,x)20 ve (x,x)=0& x=0;

(H,) Vx,ye X ig¢in (x,y)=(y,x) (kompleks eslenik);
(H,) Vx,ye X ve e K igin (ax,y)=a(x,y);
(H,) Vx,y,ze X igin (x+y,z)=(x,2)+(»,2).
Ornek 1.4.2: f,ge C([a,b],K) fonksiyonlar: igin
J' £(t) g (t)de
tammuyla C([a,b],K) bir i¢ carpim uzayidur.

Gergekten:
(H,) VfeC([ab]:K) igin
(£ ) =[] £ (0)F (e =] | (1) dr 20,
eger (£.0)=[ (1) f (1= f (0 dr=0 & f=0:
(H,) Vf,ge C([a,b];K) igin
(f.8)= L”f(zmdﬁm
= [ e () (i =(a.1):

(H,) Vfe C([a,b];K) ve e K icin

(af,g)=L t)dt aj'f t)dt a(f.g);

(H,) Vf.g.he C([a,b];K) icin

(f+hg)=] (£()+h(e)g()de=] (£ ()& () +n(r)g (o)
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:th(t)mdt+_[:h(t)g(t)dtI(f,g)"‘(h’g) :

Ornek 1.4.3: x=(x,), y=(y,)e ¢, (N) dizileri i¢cin

)’) = in;i
i=1

tanimuyla ¢, (N) bir i¢ carpim uzayidir.
Gercekten;
(H,) Her x=(x,)e ¢, (N) icin,

(x,x)=0 ise, Zw:|xi|2 =0 olup x, =0, n>1 ve buradan x=(0) dir. Tersine x=(0) ise,
i=1
i“|xi|2 =0 olup (x,x)=0"dur.
i=1
(H,) Her x=(x,), y=(y,)e ¢, (N) icin,

Zx v, —hmny —hmZy iyi;i:
i=1

n=1

(H,) Her x=(x,), y=(y,)e ¢,(N) ve ae C igin,
(ax,y) Zaxy, any =a(x,y);
(H4) Her x:('xn)’ y:(yn)’ Z:(Zn)e EZ(N) igil’l,

(x+y,z)= ix+y, 2xz+y”
i=1

do
Benzer sekilde /,(Z) lineer uzayimin (x,y)= Z x,y, tammiyla bir i¢ carpim uzay1

j=—o0

oldugu gosterilebilir.

Tamm 1.4.4: (X,(--)) bir i¢ carpim uzay1 ve x€ X olsun.

o= ()™
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seklinde tanimlanan fonksiyon X {izerinde bir norm olup ve bu norma i¢ carpumin iirettigi

norm denir.

Tamm 1.4.5 (Hilbert uzayi): Bir (X ,(.,.)) i¢c carpim uzayi, i¢ carpimin iirettigi norma
gore tam ise, yani (X ,(~,-)) icindeki her Cauchy dizisi i¢ carpimin tiretti§i norma gore
yakinsaksa, bu i¢ carpim uzayina Hilbert uzay: denir.

Ornek 1.4.6: 1,(N) (1,(Z)) bir Hilbert uzayidir [25].

1.5. Lineer Operatorler ve Temel Spektral Ozellikleri

Tamm 1.5.1: X ve Y iki lineer normlu uzay olsun. A:D(A)c X —Y olan her
doniisiime operator adi verilir.

D(A)={xe X: Ax tamumli } c X kiimesine A operatdriiniin tanim kiimesi denir.

R(A)=AD(A)={y=Ax: xe D(A)}cY kiimesine A operatdriiniin deger kiimesi
denir.

Ker A={xe X: Ax=0}c X kiimesine A operatdriiniin sifir kiimesi veya cekirdegi

denir.

Tanimm 1.5.2 (Lineer Operator): X ve Y ayni bir K cismi iizerinde iki lineer uzay ve

A:X —Y operatorii verilsin. Eger D(A), X’ de bir lineer manifold ve her x,ye D(A)
ve her a, f€ K igin

Alax+py)=aA(x)+LA(y)
ise, A operatoriine X iizerinde bir lineer operator denir.

Ornek 1.5.3: X =Y =/,(N) ve
S :4,(N)—=/,(N),
S,:0,(N)—>¢,(N),
S (x,)=(x,,)={0,x,x,,...}, S, (x,)=(x,,) ={x, %5, %,5...}

operatorlerine sirasiyla /,(N)’de saga ve sola dteleme operatorleri denir. Bunlar lineer

operatorlerdir, 6rnegin



20

Vx=(x,), y=(y,)e (,(N) ve Ve, Be K igin,
S, (ax+By) =S, ((ax,)+(By,))={0.ax + By, ax, + By,,...}
={0,ax,ax,,...} +{0, By,, By,s--}
= {0, x5, 3+ B0y vy d = () + B, )
=aSx+pS.y.
Ornek 1.5.4: X =Y =L, (0,1) ve A:L,(0,1)— L,(0,1), Au=u(t),
D(A)={ue L,(0,1):u’e L,(0,1)} =W, (0,1)
ise, A bir lineer operatordiir.

Gergekten, Vu,ve W, (0,1) ve Va,fe K igin
au+ fve W, (0,1)

olup

’ ’ ’

A(ou+ pv)=(au+fv) (1) =(au) (1)+(Bv) (1)
=au'(t)+ pV (1) = ¢Au+ BAv,
yani A bir lineer operatordiir.
Ornek 1.5.5: X=Y=Cla,b], Af(t)=f(a)+]l, feCla,b] seklinde tammlanan
operator lineer degildir.
Gergekten, f,ge Cla,b], f(t)=g(t)=1ve a=F=1i¢in f+ge C[a,b] olup
A(f+g)t)=(f+g)(a)+1=f(a)+g(a)+1=1+1+1=3
#(f(a)+1)+(g(a)+1)=Af (1)+Ag(1).
Tamm 1.5.6: X ve Y iki normlu uzaylar, A: X —Y bir operator ve x,€ X olsun. Eger
Ve>0 igin 36>0: |x—x|, <& olan Vxe X igin |Ax—Ax|, <&

ise, A operatorii x =x, noktasinda siireklidir denir. A operatorii her xe X noktasinda

siirekli ise, operatore siirekli operator denir.

Not: Eger bir A: X — Y lineer operatoril bir noktada siirekli ise, her yerde siireklidir.
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Tanim 1.5.7 (Smirh Operator): X ve Y iki normlu uzaylar ve A: X — Y olsun.
(1) Eger
Vxe X i¢in ||Ax||Y < c||x||X

olacak sekilde sabit bir ¢ >0 sayis1 varsa A operatoriine sinirli operator denir.

(2) X °den Y ’ye sinirh lineer doniisiimlerin olusturdugu uzaya sinirh lineer uzay denir

ve B(X,Y) ile gosterilir.
(3) B(X,Y) nin normu,

:B(X,Y)>R,

7= sup[7 ()] <1}
seklinde tanimlanir.

Teorem 1.5.8: X ve Y iki normlu uzaylar, A: X — Y lineer operatorii stnirhidir ancak ve

ancak stireklidir [19].
Ornek 1.5.9: X =Y =/,(Z) icin
S, 0,(Z)—>1,(Z),
S :t,(z2)—1,(Z),
Sl‘x: SI (‘xn ) :(xtz+l)’ X = (xn)e EZ (Z) ’ er = Sr (xn) = (xn—l)’ X = (xn)e EZ (Z)
seklinde tamimlanan lineer operatorlere /, (Z) ‘de smrasiyla ‘sola Oteleme’ ve ‘saga

Oteleme’ operatorleri denir.

S |=1.

Bu operatorler sinirli olup ||S ,|| =

Gergekten, her (x,)e ¢,(Z) igin

>

1
5, ), =] el ] =)
»(Z) =

S, (x,)

1
0(2) :(2 L 2j2 =(x,)

Ornek 1.5.10: X =Y=L,(0,1) icin A:L,(0,1)— L,(0,1), Af (t):=| f(¢)dt lineer

S —

operatoril sinirl1 bir operator olup ||A|| =1"dur.

Gergekten, Vf € L, (0,1) igin
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1 2

|

Loy 0

< j(j'|f(t)|dtj dx:(j|f(t)| dtJ < UlzdzJ[hf(z)F dtj :||f||i(0,l)

1

[ £(1)dr

0

[Af1 0 = dx

olup
[arl<l71-

Buradan ||A| <1 oldugu ¢ikar. Eger f.(1)=1€ L,(0.1) alrsak

Nl (0.1)

olup ||A|| =1 bulunur.
Ornek 1.5.11: X =Y =L,(0,1), A:L,(0,1) > L,(0,1), Af = f", fe L,(0,1).

={feL(01): f'eL(0.1)

seklinde tanimlanan lineer operator sinirh degildir.

inx

Gercekten, n=1,2,..... icin %( ) ise, ||(0n|| 1, ama

||A¢n|| = n||¢n|| =n-—o0,
Tamm 1.5.12: H bir Hilbert uzayr ve A€ B(H) olsun. Eger H ’da sl her Ec H

altkiimesi i¢in A(E)c H kiimesi 6n kompakt ise, A" operatdriine kompakt operator denir
[25].
Ornek 1.5.13: H=/,(N), A:¢,(N)—> ¢, (N),

A(x,)={Ax. 4%, Ax,,..}, (4,)cC
operatoriiniin kompakt olmast igin gerekli ve yeterli kosul 4, ————0 [25].

Ornek 1.5.14: H=1,[a,b], A:H — H, Af (t):=[k(t,s) f (s)ds,

burada ke L, ([a,b]x[a,b]) seklinde tanimlanan operatér bir kompakt operatordiir.

Coziim : Ae B(L,[a,b]) oldugu bilinir [19]. Simdi A’mn H’da sonlu rankl
operatorlerin A normunda limiti oldugunu gosterelim.

Eger ¢, 0,,.... , L, ([a,b]) icin bir ortonormal baz ise,
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@, (t.s)=0,(1)x@,(s), i, j=12,..
L, ([a,b]x [a,b]) icin bir ortonormal bazdir [19]. Boylece

k=3 (k0,)0,.

i,j=1

k,(t,s)= <k,¢u>¢lj (t,5) seklinde tanimlanirsa
il

[k=k,|—0. (1.8)

b

K,:D(K,)c L[a,b] > L,[a.b], (K,f)(1):=[k,(t.5) f (s)ds

lineer integral operatorleri, 3K, < span{@,,®,,....¢,} oldugu igin sonlu ranklidir, yani her
bir integral operatorii sinirlidir. Boylece (1.8)’den,

|K-K,|<[k—k,|—0

olup K operatoriiniin kompaktlig elde edilir.
Tamm 1.5.15 (Kapah Operator): A: X —Y operatoriiniin grafigi Gr(A), Z=X®Y

"de kapali ise A operatoriine kapali operator denir.

A: X —Y operatoriiniin grafiginin kapali olmas1

(x)=D(A). lim(x,.Ax,)=(xy)
kosullarindan xe D(A) ve y = Ax esitligini saglamasi demektir.

(x, y>e XxY igin ||<x, y>||2 :||x||i +|| y||§ oldugundan A: X —Y lineer operatorii
kapalidir & (x,) < D(A) igin lim x, =x ve lim Ax, =y ise, xe D(A) ve y=Ax.

Ornek 1.5.16: A: L, [0,1] - L,[0,1], Af = f",

D(A)={fe L,]0.1]: fe AC, f’e L,[0.,1], £ (0) =0}
seklinde tanimlanan operator kapalidir.
Gergekten, n=1,2,.... i¢in f, (t) =1" ise,

1

2 2n
= = <
£, Lo] _([t dt il <I ve
2 p I’l2
_ 2.2n-2 _
|Af, Q[O!I]—lnt dt—zn_l—wo
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olup A operatorii sinirsizdir. Simdi A operatoriiniin kapali oldugunu gésterelim. Bunu

gostermek icin, ilk once KerA={0} ve InA=L, [0, 1] oldugunu not edelim. ge L, [O, 1]

icin  f(1)=

ct—

g(s)ds alahm. Buradan fe D(A)veAf=g’dir. ge L [0,1] icin

A”'g = f seklinde tanimlanir.

1 1 2
‘(A"lg)(t)‘ < ”g (s)|ds < (“g (s)|2 dsj =g
0 0
olup A™' smirli lineer operatérdiir. Buradan
1 1
[ae] =[|(a"e)(0) ae< [l ar=lf
0 0

olup HA“” <1’dr.
f,e D(A) i¢in f, > f ve Af, > he L,[0,]]
icin f,=A", Af,=A"'h olarak alindiginda f =A"'he D(A) ve Af =h’dir. Dolayisiyla

A operatorii kapalidir.

Tamm 1.5.17 (Kapanabilir Operator): A: X —Y operatriiniin D(A) c D(Z) ve her

xe D(A) igin Ax=Ax olacak sekilde bir kapali A operatorii varsa, A’ya kapanabilir
operator ve A operatdriine A ’nin kapanist denir.
Ornek 1.5.18: 7: L, [0,1] = L, [0,1], Tf = xf (1),
D(T)=c|0.,1]
seklinde tanimlanan operator kapali degil ve kapanist yoktur.

Gergekten, C [0,1]:LZ[0,1] olup

(f, (%)) s (),

(B, (x)—e—su(x), (£,).(h,)=c[o.1],

n—oo

ama f,(1)=1, h,(1)=0, n=12,.... .

>

O halde Tf, = x, Th, =0 oldugundan durum agiktir.
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Tamm 1.5.19 (Eslenik Operator): H bir Hilbert uzayi, A: D(A)c H — H bir lineer

operatér ve D(A)=H olsun. A operatoriiniin A™ Hilbert eslenigi

D(A ) {ye H:Vxe D(A) igin bir ze H vardur, 8yleki (Ax,y)=(x,z)}, A'y:=z

seklinde tanimlanan operatore denir

A lineer operatériiniin A™ eslenigi lineer ve kapalidir [64]

Ornek 1.5.20: H=/,(N), T.:/,(N) > ¢,(N), (¢,)e (_(N) ve T.(x,)

n = (Cnxn )
seklinde tanimlanan operatériin eslenigini bulalim
Bu halde (x,),(,)e ¢, (N) ve &, fe K i¢in a(x,)+S(y,)€ ¢, (N) olup

T (a(x,)+B(3,))=(c, (a(x,)+B(,)))=(c.(a(x,))+c, (B(5,)))
a(c,x,)+B(c,y,)=al.(x,)+pT.(y,)

bagintisindan 7, operatOriiniin lineerligi agiktir

Her (x,)e ¢, (N) icin

o, =[Sl | =Sl | el

ol ,c::sup|cn|<+oo
t n>1

olup 7, € B(/,(N)) oldugu agiktir. O halde 7, eslenik operatorii var olup her
x=(x,), y=(y,)e (,(N) i¢in

(T.x.), Zc =)= (xTy), ve
n=1 -

T*y —

c '_(Cnyn)’ y:(yn)e KZ(N)
olup TCZT;
Ornek 1.5.21: H=L,(0,1), A:H > H, Af = [,

A)={feH:fe AC(0,1), f'e H vef(0)=f(1)=0}
olsun. Bu halde

s (0.1)c D(A)
olup

H=C;(0,1))cD(A)cH,
buradan
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D(A)=H
oldugu acgiktir. Simdi

Ag=-g D( ) {se HNAC(0,1): g’ H}
oldugunu gosterelim.

ge D(A") ve A"g=h olsun. O halde her f€ D(A) igin

(41.2), = [ () s 0Mi=(7.4's), =] 7 (1}h(1)

S —

Ayrica f e D(A) oldugundan f(0)= f(1)=0 olup

jf(t)mdt=jf(t)d(jh(s)ds+cJ— Uh ds+c}

——[(H (1) +e) £ (o) dr, H (1) = [ A(5)ds

(1) Hjh ds+cjf () dr

Yukaridakilerden

O=j(m+H(t)+c)f'(t)dt,fe D(A).

Bier f,(1)= [(d(5)+ H (s) +c, s

(¢, sayist f,(1)=0 bagntisindan bulunur.)

ise, f, € D(A), sonuncu bagintida f yerine f, alarak

1

O=”m+H(I)+co ’

dt

sonucuna ulasilir. Buradan

g(t)=-H(t)-¢, z—jh(s)ds—c_o, ge AC(0,1) veg'=—he H .

0

Boylece g e D(A ) icin

(4f.8), =(f.~¢")=(f.Ag) veA'g=—¢

Tamm 1.5.22: A, H Hilbert uzayinda bir lineer operatdr ve A", A operatoriiniin eslenik

operatorii olsun.

Eger D(A)CD(A*) ve her fe D(A) igin Af =A"f , yani
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Vf.ge D(A) icin (Af,g)=(/,Ag)

ise, A operatoriine simetrik operatdr denir ve A  A” semboliiyle gosterilir.

Eger D(A)= D(A*) ve her fe D(A) icin Af =A"f ise, A operatoriine selfadjoint
operator denir.
Teorem 1.5.23: A: D(A)c H — H lineer simetrik operatoriiniin selfadjoint olmast i¢in
gerekli ve yeterli kosul

dim Ker (A" +iE)=0

olmasidir.
Ornek 1.5.24: H =L, [0,+e), A: L, [0,4c0) = L,[0,+), Af =if",
D(A)={fe AC[0,+): f'e L,[0,+), f (0) =0}
ise, D(A) c L,[0,+ec) bir lineer manifold ve D( )=L,[0,+). O halde A" operatdrii
vardir. Simdi A" operatériinii bulalim.

A" =S8, D(S)={ge AC[0,+): g"e L,[0,+)}, Sg =ig" oldugunu gosterelim.
ge D(A") veA'g =h. O halde her fe D(A) icin

(AF.8), 0. =Tif’(t)mczz=(f,A*g)=Tf(z)Mdt=Tf(t)d{jh(s)ds+cJ

o e 7=t oo

= —T f’(t)[jﬁds+cjdt .

S —
oyl
—_
b;
X
+
[
N——
S

O halde

Eger
folt)= j(im+jmdt+c()jds

0

(¢, sayist f,(0)=0 kosulundan bulunur.)

ise, f,€ D(A) olup bir 6nceki esitlikten f yerine f, alirsak,
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+oo 2

J

0

im+ jmds +¢,

0

dr=0.

Buradan
g(1)==i[ h(s)ds—ic,
0
seklinde olup ge AC[0,+e) ve g’(t)=—ih(t)e€ L,[0,+). Boylece g D(S) ve

(Af.¢)=(/.ig’)=(/.Sg)
olup
D(A")cD(S) veA'g=Sg, ge D(A").
Simdi D(S)< D(A") oldugunu gosterelim. Verilen ve D(S) ve ue D(A) igin
(Auw)= [ (1) () = [ ') (e = (1, )
0 0
oldugundan ve D (A*) ve A'v = Sv=iv". Sonug olarak
AcC A,
yani A simetrik bir operatordiir. Simdi A# A" oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in Ker(A* +iE ) =0 kiimelerini bulalim. Yani iu'+iu=0, ue L,[0,+)
denkleminin ¢6ziim kiimesini bulalim. O halde v’ =%u, ue L, [0, +o0) olup
u,(t)=ce”, ce K, t>0.
Oyleyse,
u_(t)e L,[0,+)
(1) # L[0.42)

Bu sonuncudan

dim Ker (A" +iE)

L,

dim Ker (A" —iE)=0

bulunur. Oyleyse, Teorem 1.5.23’ye gore
Az A"
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Ornek 1.5.25: H=1/,(Z), (c,)e (. (Z),A:¢,(Z)— (,(Z), A(x,)=(c,x,),

x=(x,)e (,(Z) seklinde tanimlanan A operatdriiniin eslenigini bulalim.

A operatériiniin lineer oldugu agiktir. Ayrica her (x,)e ¢, (Z) igin

1 1
o ) )2 =)
Jad, = S levf | <l S lef | =elf, e =supls,
- ne

n=—oo n=—oo

oldugundan Ae B(EZ(Z)) .Her x=(x,), y=(,)e ¢,(Z) igin

(Axy), = ¥ ex, = X (o)

n=—oo n=—oo

oldugundan
A(y,)=(c,y,) v t,(2).
O halde,
A= A" olmasi igin gerekli ve yeterli kosul Vne Z igin ¢, = c_n
Ornek 1.5.26: H=1L1,(0,1), A:D(A)c L, (0,1) > L, (0,1), Au=—u"+au, ae R,

D(A)={ue L (0,1):u’e AC(0,1), u"e L,(0,1), u’(0) =u"(1) =0}

operatdrii igin D(A) =L, (0,1) oldugundan A" vardr.

A= A" oldugu kolayca yoklamlabilir [20].
Tamm 1.5.27: A, H Hilbert uzayinda bir lineer operatdr ve A", A operatdriiniin eslenik

operatorii olsun.
Eger her f € H igin AA"f = A"Af = f ise, A operatoriine iiniter operatér denir.

Ornek 1.5.28: H=/,(N), A:¢,(N)—/,(N), (c¢,)e (. (N), A(x,)=(c,x,),

n-'n

x, )e seklinde tanimlanan operatér B uzayimnda olup onun eslenigi
)el, (N l,(N

A* ('xn ) = (c_nxn )’ ('xn)e €2 (N)
seklindedir. O halde
A (x,)= (e, ) = (x,).

n-n-'n

A*A(x”)z(c_c x )=(x ), (x,)e ?,(N)

n-n-'n n
olmasi i¢in, yani A 'nin bir {initer operator olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

|cn|:1, n=1
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olmasidir.
Ornek 1.5.29: H=1L1,(0,1), A:L,(0,1) > L,(0,1), a(t)e L_(0,1), Af (t)=a(t) f (),

f €L (0,1) seklinde tanimlanan operatdr lineer sinirlt olup

*

AAf(t)=a(t)a (1) f(1)= 1 (1),
AAf(t)=a (t)a(r) f(r)=f (1), f € L,(0.1)

olmasi i¢in, yani A 'nin bir liniter operatdr olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
la (1) =1, e [0.1]

olmasidir.

Tanmm 1.5.30: H bir Hilbert uzay1 ve P: H — H bir lineer operator olsun. Eger
P’=PveP =P

ise P operatoriine ortogonal projeksiyon (izdiisiim) operatorii denir.

Eger P, H ’da bir ortogonal projeksiyon operator ise,

Pe B(H) ve |P|=1

oldugu aciktir [25].

() +oo 1, o k = 1 s
Ornek 1.5.31: H =/, (Z) ve e, = (51(,1) _{ eger nise

k==, eger k #n ise

ise, Px=x.,, x=(x, )€ (,(Z), ne Z seklinde tammlanan P,, n€ Z ortogonal

projeksiyon operatoriidiir.

Teorem 1.5.32: X bir Banach uzayi, Ac B(X) ve ||A|| <1 ise,

E-AeB(X)ve (E-A) =) A" [64].
n=0
Tamm 1.5.33: H bir Hilbert uzay1 ve A€ B(H ) olsun. Eger
AA =AA
ise, A’ya H ’da bir normal operator denir. Bu durumda AA™ = A"A kosulu A A, = A A, ,

(A+47) (A-4) _
Ay :T’ A = Y kosuluna denktir.

Bir A operatoriiniin sinirsiz oldugu durumlarda onun reel ve sanal kisimlarinin

komutatifligi yoklamak ¢ok zor hesaplamalarla karsilastirdigindan [61] bu durumlarda
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sinirsiz bir operatdriin normallik kavramini baska (daha pratik) sekilde asagidaki bicimde
tanimlanir.

Tamm 1.5.34: (1) H Hilbert uzayinda lineer kapal1 bir A operatdrii i¢in
(@) D(A)cD(A") ve
(b) Vf € D(A) igin |Af], =|Af|,

ise, A’ya H ’da formal normal operator denir.
(2) Eger A H ’da formal normal bir operator ve onun trivial olmayan baska formal

normal genislemesi yoksa A’ya H ’da maksimal formal operator denir.

(3) Eger A H Hilbert uzayinda formal normal ve D(A)= D(A*) ise, ona H ’da

normal operatdr denir.
Not: Her simetrik operatoriin formal normal, her selfadjoint ve iiniter operatoriin ise

normal oldugu aciktir.

Not: Banach uzaylarinda normal operatorlerin tanimi [60] ¢alismasinda verilmistir.

Ornek 1.5.35: A:L,[0,1] - L,[0,1], a:[0,1] > R sinurh Lebesque 6lgiilebilir bir
fonksiyon ve Af(¢):=a(t) f (), f € L,[0,1] ise, A bir normal operatordiir.

Gergekten, A lineer bir operator ve her fe L, [0, l] icin

1
0= flaoh 0 | 001110 =t

0<r<1

oldugundan Ae B (L2 [0, 1]) )

Ayricaher f,ge L, [0,1] icin

1 —

(AF.8), ) = [ al0) £ (1) g ()i =

0

bl

ct—

f ()] al)g(r)Jar=(r.4%)

L,[0.1]
burada A'g(t)=a(t)g(t) olup her fe L,[0,1] igin

”Af"lq[o,l] :”a(t)f([)”la[o-l] -

oldugundan A bir normal operatordiir.

*

A'f

L[o,q
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Ornek 1.5.36: A:(,(Z)—>(,(Z) ve A{x,x,,%,,.... ={0,4x,,x,,4x,,...}, (x

n

) (,(Z)
seklinde tanimlanan operatdr normal degildir.

Gergekten, bu sekilde tanimlanan operator lineer olup ve her (x,)€ ¢, (Z) igin

”AXHZ(Z) = Z|x2k |2 + 16Z|x2k—1|2 < 162‘)6]»‘2 = 16”)6
pam P =)

iz S 4||x||[2(Z) oldugundan Ae B((,(Z)).

2
H(2)”

yani ||Ax

Simdi A" adjoint operatoriinii bulalim. Her x=(x,), y=(y,)€ ¢, (Z) igin
(Ax’y)@z(z) =(0,y1)+(4xl,y2)+(x2,y3)+(4x3,y4)+....
=(x1,4y2)+(x2,y3)+(x3,4y4)+(x4,y5)+ """ Z(X’A y)’

burada Aky :{4_)72, y3,4)74, ys""‘} >y =(yn)e KZ (Z)

Bu durumda her x=(x,)e ¢, (Z) igin

A oy =162 e[+ 2
k=1 k=1

j z =Z|x2k_1|2+162|x2k|2
2(2) k=2 k=1

olup A normal olamaz.

A'x

Ornek 1.5.37: H=L,[0,4+0), A:D(A)c H > H, Au:=u'(t) ve
D(A)={u(t)e L,[0,400) N AC[0,+e0):u(0) =0, u’(t)€ L, [0,+c0)}
ise, A L2[0,+oo) uzayinda bir formal normal operatordiir.
Gergekten, bu durumda
Au=-u'(t) ve
D(A")={u(t)e L,[0,+0) N AC[0,+c0):u’(t) € L,[0,+c)}

olup ( bak Ornek 1.5.21) D(A) c D(A*) ve her ue D(A) igin

Aty = Mgy = Oy =l

L,[0,4e)

L[0,42)
oldugundan A bir formal normal operatordiir.
Simdi boyle tanimlanan A operatoriiniin maksimal normal bir operat6r oldugunu

gosterelim. Bu halde
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B:=iA, D(B)=D(A)
seklinde tanimlanan kapali B operatorii simetrik olup ( bak Ornek 1.5.24 ) onun maksimal

simetrik oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
ker(B" +iE), D(B")={ue L,[0,+0) N AC[0,+):u’(t)€ L, [0,+)}
kiimelerini bulalim, yani
—i'Fiu=0, ue L, [O,+<>0),
denkleminin ¢6ziim kiimesini aragtiralim. Bu halde
u,(t)=ce”, ceR
olup
u &L, [O, +<>0),
uel, [O, +<>0)
oldugundan B operatoriiniin indeks sayilar1 (0,1) seklindedir. Boylece B maksimal
simetrik ama selfadjoint olmayan bir operatordiir, yani
D(B)cD(B').
Bu sonuncudan
D(A)cD(A’)

olup formal normal A operatdrii maksimal formal normal, ama normal olmayan bir

operatordiir.
Ornek 1.5.38: H=L,[0,1], A:D(A)c L,[0,1] > L,[0,1], Au=u'(t)+au(t), ac R,
D(A)={ue L,[0,1]]n AC[0,1]:u(1)=u(0), u’(t)e L,[0,1]}

seklinde tanimlanan operator bir normal operatordiir.

Gergekten, bu durumda
Av==v"(t)+av(t),
D(A")={v(r)e L,[0,1]]nAC[0.1]:v(1) =v(0), v'(¢) e L,[0.1]}
olup [43],
D(A)=D(A")

ve her u(t)e L, [0.,1] igin
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Ao,y =+ au *

Lo ~ ||_u,+au||14_[o,1] :‘ u L0]’

yani A normaldir.
Tamm 1.5.39 (Rezolvent Kiime): H bir Hilbert uzay1 ve A:D(A)c H — H bir lineer
operator olsun.
p(A)={AeC:(A-AE)" e B(X)]
kompleks sayilar kiimesine A operatoriiniin regiiler noktalar kiimesi ( veya rezolvent
kiimesi) denir.
Ae p(A) olmak iizere R(A;A):=(A—AE) " operatoriine A operatoriiniin rezolventast
(veya coziicii operatorii) adi verilir.
Tamm 1.5.40 (Spektrum): H bir Hilbert uzayir olsun. C\p(A) kiimesine A
operatoriiniin spektrumu denir. A operatriiniin spektrum kiimesi o(A) ile gosterilir.
Tamm 1.5.41 (Ayrik Spektrum): o, (A):={Ae C:(A-AE) operatorii bire bir degil}
kiimesine A operatoriiniin ayrik veya diskret spektrumu denir. Eger A, € o, (A) ise,
(A-A4E)x,=0
denkleminin x, #0 ¢oziimii vardir. Buradaki 4,’a A operatoriniin 6z degeri, x,” a ise
A,’ auygun bir 6z vektorii denir.
Tamm 1.5.42 (Siirekli Spektrum):
0,(A)={Ae C:(A-AE) bire bir, R(A— AE)=H, fakat R(A—AE) H|

kiimesine A operatOriiniin siirekli spektrumu denir.

Tamm 1.5.43 (Rezudial Spektrum):
o, (A) :={/1€ C:(A-AE) bire bir, R(A—AE) # H}

r

kiimesine A operatoriiniin rezudial spektrumu denir.

o, (A), o0.(A) ve o,(A) kimeleri ayriktr. Ayrica spektrumun tanimindan
o(A)=0,(A)uc, (A)uo,(A) oldugu kolayca goriiliir.

Ornek 1.5.44: X =(C[0,1],

_) olmak iizere, A: X — X Ax=1x(r) operatoriinii goz

oniine alalim. Ax = rx(¢) operatrii igin R(A;A)=(A—AE)" i bulalm.
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x(t)—Ax(1)=y(t)
olup, x(r) ¢oziimii her re [0, 1] icin yukaridaki esitligi saglayan bir fonksiyondur. Eger
Ae R\[0,1] (A<0 veya A>1) ise, yukaridaki denkleminin her ye X igin [0,1] iizerinde

surekli tek
x(1)=

¢oziimii vardir. Bu nedenle p(A)=R\[0,1] ve her A€ p(A) icin

ﬁy(t), re[0,1]

R(A;A) :ﬁy(t), 1e[0,1]
olur. Simdi A€ [O,l] sayisinin A operatoriiniin spektrumuna dahil oldugunu gérelim.
A €[0,1] ve y(t)e C[0,1] fonksiyonu y(A4)=a#0 kosulunu saglayan herhangi bir
fonksiyon olsun. Bu fonksiyon i¢in
(1=4) x(2) = y(1)
esitligi hicbir x(t)e C [O, 1] fonksiyonu i¢in saglanamaz, ¢iinkii # = 4, noktasinda sol tarafi
sifir, sag tarafi ise sifirdan farklidir. Dolayist ile A=/4, oldugundan yukarida verilen
denklemin baz1 y(t)e C[0,1] fonksiyonlart igin ¢oziimii yoktur. Bu ise A€ o(A) olmast
demektir. Ayrica o(A) 'nin hicbir noktas1 A operatériiniin 6z degeri olamaz, giinkii
(t-=2)x(1)=0, 1€[0,1]
denkleminin ¢6ziimii her 7 # 4, i¢in x(¢) nin siireksizligine gore = A noktasinda 0 olur.
Boylece o, (A)=[0,1] ve o, =< oldugu bulunur.

Ornek 1.5.45: H =L, (0,1) uzayinda ve A, :L,(0,1) = L,(0,1), i =1,..4 operatorii igin

ol

(1) Au=u"+au, D(A)=W2(0,1);

(2) Au=u"+au, D(A,) Z{ue W, (0,1):u(0)

0}
u(1)}:

(3) Au=u"+au, D(A,)= {ueW (0,1):u(0)
@) Au=u"+au, D(A,)=W, (0,1), ae R;
operatorlerinin spektrumlarint bulalim:

Coziim: (1) Ae Ci¢inR(A -AE) L A oldugunu gosterelim.
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0!

Gergekten, her u ()€ W2(0,1) i¢in

(u'+ au—Au, A ) o = (u', el )
L,(0.1

(u(l),e(a_z)) ~(u(0).1), ,,, =0

L(0.1)
oldugundan her Ae Cicin R(A —AE) L &“?" ve buradan R(A-AE) L A" bulunur.
Bagka sozle, R(A, —AE) =L, (0.1).
Sonuncu ve kalan spektrumunun tanimina gore
o(A)=0,(A)=C.
(2) Au=u"+au, A:L,(0,1)—> L,(0,1), D(A,)={ueW, (0,1):u(0)=0}.
Bu durumda A€ C i¢in
uW+au=Au+f, fe L (0,1)

denkleminin genel ¢6ziimii

t
u(t)= ce ) 4 J.e_(“_’l)(’_s)f (s)ds
0

seklinde olup u(0)=0 sinir deger kosulundan ¢ =0 bulunur. Oyleyse, her A€ C ve her
feL(0,1) igin

(A -Au=f
denkleminin

(1) = [0 7 (5)dse ) (0,1)

seklinde bir tek ¢6ziimii vardir, yani her A€ C icin

(4,-2) " B(L,(0.1)).
Bagka bir ifadeyle
O-(Az)ZQ’ p(Az) =C.
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(3) A€ C i¢in
Au=u'+au=Au, ue D(4A,)

denkleminin ¢6ziim kiimesi

(a=A)t

u,(t)=ce ™, ceC, 0<r<1

seklindedir. Ayrica u, € W, (0,1) olup u(0)=u(1) siir degerlerini kullanirsak,

c=ce

elde edilir. Buradan

c(l—e_(”_ﬂ) ) =0

olup, c#0 i¢in 1= ¢ > dir. Buradan ise,
A—a=2knmi, ke Z
elde edilir. Sonuncu ve noktasal spektrumunun tanimindan
o,(A)={a+2kri ke Z}.
Ornek 1.5.38’den A,:D(A,)c L,(0,1) > L,(0,1) operatorii normal oldugundan bu

operatoriin rezudial spektrumu

o, (A4)=0.

r

A# A =a+2kxi, ke Z alalim.

Au=Au+f, u(t), f(tr)e L, (0,1) denkleminin ¢6ziim kiimesi
u(t)= ce M 4 Ie_(”_ﬂ)(t_“)f (s)ds, ce C (1.9)
0

elde edilir. u(0)=u(1) sir degerleri kullanilirsa,

c= (1 —e )_1 j‘e(l_”)(l_s)f (s)ds

0

olup (1.9) denkleminden,

R.f(t)=(1-¢*" )_1 je“‘“““"“) f(s)ds+ je”‘“)"‘” f(s)ds, fe L (0,1).

0

Yani

a d

1+e
1-

R, f(t)= J.e/u”f( ds+

1
Z.ats
6 ds
t

sonucuna ulasilir.



Simdi R, f (t)e B

IR =]

0

of
0

1+e%*

1—e*

0

a

1+e

1- e

1+e

=

jeu_”)( - f( )ds+

j'eﬂarsf( ds
0

(A-
!
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(L,(0,1)) oldugunu gosterelim.

2

dt

P

. jeﬂa”f( )ds

2

+

d

1 2

J.e/lats t
t

1 2
‘lat.& ‘ t
1 2
‘elats ‘ t

d

e

2
a)(t-s) ‘ j

a

( Cauchy-Bunyokowski Esitsizliginden )

1 2 M (A-a)(i-s)
ds'(|).|f(s)| ds+ o '([‘e

’ dshf (s)|2 dstt

(ot

2o

1 (A-a) |> 1
1+ —a)(i—s5)|?
< 2[ e(&—a) I ‘eu "
ol [1—e 0
2 2
- 2 1+e(l—u) e(ﬂ—a) 1
s wa| Yo
1-e 1-e 0
2 2
- 2 1+e(/7.7a) e(lfa) eZ‘af/l‘
S Ga| T e .
| 1-e 2|a /1|
1
2 2
[P | PP
€= G| T ) —
| | 2|/1 a|

[Ret () <ealir 0]

j olarak secildiginde

elde edilir. Boylece eger A # 4, , ke Z ise, A p(A4,).

Sonug olarak

o

A)={a+2k7i: ke Z}.

(4) Her Ae Cigin Au=u"+au=Au, ue W, (0,1) denkleminin ¢6ziim kiimesi

u (t) = cet

seklinde olup her A€ C igin
Au=Au
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denkleminin u #0, ue W, (0,1) seklinde ¢oziimii vardir. Sonuncu ve noktasal

spektrumunun tanimina gore
o(4A,) =0, (4,)=C.
Ornek 1.5.46: H =L, [0,1], pe [1,+) uzaynda,
1

T:L,[01] > L,[0.1], Tf (x) = [min(x,y) £ (y)dy

0
seklinde tanimlanan operatoriin spektrumunu bulalim.
Her feL, [O,l] icin T operatorii,
X 1

Tf(X)=jmiﬂ(x,y)f(y)dy=fyf(y)dy+XIf(y)dy

0 X
seklinde yazabiliriz. ilk 6nce T operatoriiniin noktasal spektrumunu inceleyelim.
Ae C igin
Tf (x)=Af (x), feL,[0.1]

denkleminin ¢6ziimiinii bulalim. Bu halde
X 1
[ (y)dy+x[ f(y)dy=2f (x)
0 x

denklemini ¢ozmek icin her iki tarafin tiirevini alirsak,

1

xf(x)+J.f(y)dy—xf(x):Zf'(x)

X

denklemini, yani
1
[£(3)dy=2f"(x)
elde ederiz. Bulunan denklemin tekrar her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
—f (x)=Af"(x).
Burada eger A =0 ise, f =0 bulunur. Yani
A=0¢0,(T).
Simdi 4#0, A€ C oldugunu kabul edelim. O halde yukaridaki yapilan islemlerden
bakilan problem
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f”(x)z—%f(x),fe L,[0,1], leC

£(0)=7(1)=0

sinir deger problemine doniisiir. Son denklemin ¢6ziimii
f(x)= cleﬁt + czeﬁt
seklindedir. f(0)=0 vef’(1)=0 sinir degerleri kullanilirsa,

¢ +c,=0 Veclﬁ(eﬁ+eﬁJ=0

buradan da,

BE

e =-1

elde edilir. Sonuncudan

£:1n1+iarg(—1)+2km‘, keZ

Ja

bagintisini ve buradan
2
Ji

Bu sonuncudan ise, T ’nin 6zdegerlerini

2%k +1)7i, ke 7.

-2
@:%:(mfj kel
(2k+1) 72 2

oldugu bulunur, yani

o,(T)= {(kﬂ+§)_2 ke Z}

elde edilir.
T:L,[0.1]>L,[0,1], Te o (L,[0.1]) ve dimL,[0,]]=+ [24] oldugundan T

siurli olamaz. Ayrica 0¢ o, (T') ve o, (T') =@ oldugundan O€ o, (T).

Sonug olarak

o(T) z{O}U{(kﬂ'+§j2 ke Z}

elde edilir.
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Ornek 1.547: L:L,(R)— L, (R), Lu=—u"+u, D(L)=W; (R)
(i) L nin selfadjoint olup olmadigim arastirmiz.
(i) o(L)=0,(L)=[1,4c) oldugunu gosteriniz.
Coziim :
@) Ik 6nce L operatoriiniin simetrik oldugunu gosterelim.
Her u,ve W, (R) igin

(Lu,v) =(—u”+u,v)zq =(-u",v

Ly(R)

=(—u,v) Lt (u,v") Lt (u, ="+ V)Q(R)

=(u,—v"+v) =(u,Lv)

Ly(R) Ly(R)

oldugundan L c L', yani L simetrik bir operatordiir.

Simdi L ’nin selfadjoint operatdor oldugunu gosterelim. Bunun i¢in L ’nin defekt
saytlarmin (0,0) seklinde oldugunu, yani dimker(L +i)=0 oldugunu gbstermek
yeterlidir [19]. O halde

Lutiu=0, ue W, (R)

diferensiyel denklemlerinin lineer bagimsiz ¢6ziim kiimelerini bulalim. Sonuncu

diferensiyel denklemlerin karakteristik denklemleri
k*=(1-i), w* =(1+i)

seklinde olup
k,, = {‘/E[icosz—isinzj,
' 8 8
W, = @(icos%ﬂ'sin%j

seklindedir. Ama

exp(kt), exp(kyt),
exp(wt), exp(w,t), te R

fonksiyonlar1 L, (R) olmadiklarindan

ker(L* ii) ={0}
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ve buradan

dimker (L +i)=0.
Oyleyse, [19] sonucundan L operatoriiniin selfadjoint oldugu aciktir. Ayrica L=1L
oldugundan o, (L) =@ ve o(L)c R [64].

Ote yandan her ue W, (R) i¢in

(Lu,u)lq(R) =

2

ey ey 2l e

yani her ue W, (R) igin (Lu,u), o 2”“”212

q

®" Oyleyse L>E olup o (L) c[1,+).
Simdi A€ [1,+e) icin

Lu=Au, ue W, (R)
denkleminin sifirdan farkli ¢6ztimiiniin olup olmadigini arastiralim. O halde
u”(t)+(A-1)u(r)=0, te R
olup bu denklemin lineer bagimsiz ¢éziimleri

exp(z\/ﬂt), exp(—i ﬂ—lt), teR

seklindedir. Fakat bu fonksiyonlar L, (R) olmadiklarindan dolay1

ker(L—A1)={0}, 1>1.
Dolayisiyla

o,(L)=0.

Simdi L ’nin siirekli spektrumunu inceleyelim. Ae (C\[l +o0) igin

=Au+f,u,feL (R)
denklemine bakalim. Bu halde

R.f (¢ e (x

2\/_j dx  [25]

olup 4 — z€[1,+e) iken IR, @ % Oyleyse,

o(L)=0,(L)=[l,+e)

sonucuna ulasilir.
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Teorem 1.5.48: Eger A lineer operatorii bir sonlu boyutlu X lineer uzayinda tanimli

olsun. Bu takdirde o, (A)=@ ve o, (A)=D [57].
Teorem 1.5.49: (1) Eger bir Ac B(H) ise 0(A)#D, o(A)c{leC:|A<|A|} ve
o(A) c C kapaldur.

’

(2) Eger Ac B(H) veA=A'ise, 0,(A)=Q, o(A)c[-||A

Al

(3) Eger Ae B(H) normal bir operatér ise, o, (A) =D [57].

Teorem 1.5.50: H bir Hilbert uzayi ve Ae o, (H ) . Bu durumda asagidakiler dogrudur
[24]:
(1) Eger dim H =+ ise, Oe O'C(A)§

(2) Eger A#0, Ae 0(A) ise, A A’nin bir 6z degeridir ve A’ya uygun gelen 6z
vektorlerin olusturdugu alt uzay sonlu boyutludur.

(3) o(A) sayilabilir bir kiimedir. Eger o(A) sayilabilir sonsuz bir kiime ise

<

0(A)=£J 12, 30{0} ve |4, |<

A,#0

ﬂ’nﬂ

4,

,n=1ve limA =0.
n—oo

Ornek 1.5.51: 7:C([0,1]) > C([0.1]), Tf (x):

Il
—
~
—_
=
=

her feC ([0,1]) seklinde tanimlanan 7' operatorii kompakttir [24]. Dolayisiyla Teorem

1.5.50’e gore
oec(T)

olmasina ragmen sifir 7 operat0riiniin 6z degeri degildir. 7 operatdriiniin spektrumunu

acik sekilde belirlemek i¢cin onun 6zdegerlerini bulmak yeterlidir.

A T ’nin 6z degeri, ge C ([0,1]) "de sifirdan farkli 6z vektorii olsun dyle ki
I-x
Ag(x)= I g(t)dr, vxe C([0,1]).
0

A#0 i¢in ge C'([0,1]) olmasi gerekir. Ayrica yukaridaki esitlikten g(1)=0 ve
Ag'(x)=-g(1-x), vxe C([0.1])

oldugu bulunur. Béylece ge C*([0,1]) ve
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g#0, g(1)=0, g’(0)=0, 1g’(1)=-g(0) (1.10)
ﬂg”(x)z—%, vxe C([0.1]) (1.11)

kosullart saglanir. (1.11) diferensiyel denkleminin g'(O) =0 sartin1 saglayan ¢ozimii

o(x)= Acos(%)

seklinde olup ve (1.10) sinir degerleri yardimiyla

coS (lj =0 ve sin [lj =1
A A

oldugu elde edilir. Boylece

EZ;, ke Z.

Ly
2

Dolayisiyla A :ﬂ_;, keZ ise, g(x)= cos[ﬁj seklindeki fonksiyon T
B +2k7 A

operatoriiniin A 6z degerine karsilik gelen bir 6z vektoriidiir. Boylece

o(T)={0}u ﬂ_;: keZ
E+21<JZ'

seklinde oldugu elde edilir.

Buradan T operatoriiniin tiim 6z uzaylarinin bir boyutlu oldugu ve T ’nin spektral
yarigapinin da 2 oldugu goriilir.
V4

Ayrica genel durumda normal operatdriin spektrumu hakkinda asagidaki sonug
dogrudur.

Teorem 1.5.52: T H Hilbert uzayinda sinirli normal bir operator olsun. A€ C noktasinin
o (T)’de olmasi icin gerekli ve yeterli kosul her £ >0 igin

[T, = 2] < £]}x.|
olacak sekilde bir x, # 0, x, € H elemaninin bulunmasidir [22].

Teorem 1.5.53 (Lineer Selfadjoint Operator icin Spektral Ayrihs Teoremi):
A:D(A)c H — H, H Hilbert uzayinda selfadjoint bir operatér olsun. Bu halde
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asagidaki ozelliklere sahip bir tek {E, : A€ R} ortogonal projeksiyon operatorler ailesi
vardir:
(1) Eger 4 < 4, ise, E, <E,;

(2) Her Ae RiginE,,, ——E,, € >0;

(3) E,— >0, A > -0} E,—>>E, 1 — +oo;

(4) Her A€ R i¢in E; operatorii A ile komutatiftir; ayrica T B(H ) operatoriiniin A
ile komutatif olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul her A€ R i¢in E, operatdriiniin T

ile komutatif olmasidir;

(5) A= jf/idEﬂ, D(A) z{xe H: f/izd ||E/1)c||2 <+oo} spektral ayrilis1 vardir.

Burada (1)-(3) kosullarini saglayan {E, : 1€ R} ortogonal projeksiyon operatorler ailesine
‘birimin ayrilis1® veya ‘spektral fonksiyon’ denir.
Tamm 1.5.54: f:R—>R siirekli bir fonksiyon ve A:D(A)cH — H bir Hilbert

uzayinda selfadjoint bir operator icin
D(f(A)) :={xe H : I |f(/1)|2d(Eﬂx,x) <+oo}

(burada E,, A operatorii icin birimin ayrilisidir) kiimesi tizerinde

F(A)= [ f(A)dE,x £(A):D(f (A)) < H —H

seklinde tanimlanan operatére A operatoriiniin f fonksiyonu denir.
Tamm 1.5.55: H bir Hilbert uzayi,
A:D(A)cH—>H,
B:D(B)cH—>H
iki lineer selfadjoint operator ve
E,(A), AeR, E,(B), ueR
sirasiyla A ve B operatorlerinin spektral fonksiyonlar olsun.
Eger her A,ueR icin E,(A) ve E ” (B) smirh selfadjoint operatorleri komutatif

iseler, A ve B operatorlerine H Hilbert uzayinda komutatif operatorler denir.
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Teorem 1.5.56: A:H — H operatorii H Hilbert uzaymnda bir lineer smirli normal
operator ise,

A=f(B)
olacak sekilde bir f:R — C fonksiyonu ve bir B:H — H lineer sinirh selfadjoint

operatorii vardir [65].
Teorem 1.5.57 (Spektral Doniisiim Teoremi): A bir lineer selfadjoint operator ve

f :R — C siirekli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

o(f(4))=rf(o(A))
bagintist dogrudur [66].



2. YAPILAN CALISMALAR BULGULAR VE iRDELEME

2.1. /,(Z) Hilbert Uzayinda Birinci Mertebeden Lineer Normal Fark
Operatorleri ve Spektrumlar:

Bu béliimde vektor fonksiyonlarin L, (H,R) (H bir Hilbert uzayidir) Hilbert uzayinda
birinci mertebeden operator katsayili diferensiyel operatorlerin diskret analogu olan
L=(E-S+A), L:D(A)ct,(Z)—~1,(Z),
(burada S ve A sirastyla /, (Z) uzayinda saga Steleme ve lineer kapal bir operatordiir. )
operatoriiniin normalligi ve spektral 6zellikleri incelenecektir.
Bu boliimiin sonunda ise /,(Z) uzayinda alinan sonuglarin L, (H,R) uzayinda birinci

mertebeden selfadjoint operatér katsayili normal diferensiyel operatorler icin bulunan
sonuclarla ortiistiigii gosterilecektir.

[k 6nce asagidaki ii¢ sonucun dogrulugunu gosterelim.

Teorem 2.1.1: S (u,)=(u, ), (u,)e (,(Z), S:(,(Z)—> (,(Z)
lineer operatorii iiniterdir.

Ispat: Bu durumda her u e /,(Z) igin

>

n=—oco

u

) =(Zt ) =l

n=—oo

sl =l )=

Yani ||S|=1 ve buradan Se B(¢,(Z)).

Ote yandan her u,ve /,(Z) igin,

(Su,v)= i u,_v, = 3 unaz(u,S*v), S (v)=(v,..)-

n=—oo n=-—oo

Boylece, S(u,)=u, , saga teleme operatdriiniin adjointi sola dteleme S~ operatériidiir.
Ayrica her ue 0, (Z) igin
S*S (un ) = S* (un—l ) = (un ) ’

SS" (u,) =S (u,,)=(u,),
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oldugundan,
S'S=E, S§" =E.

Baylece, ¢, (Z) uzaymda S operatdrii tiniter bir operatordiir. Ayrica
st=5", (s°) =5

bagintisinin oldugunu vurgulayalim.

Teorem 2.1.2: Eger,

S(u,)=(u,), u=(u,)e,(2)
ise ;
(@o,(S)=3,

b)R(S-AE)=1,(Z),

A>1,1e C;
(©R(S—-AE)=1(,(Z), |A<1,Ae C;
do(S)=0.(S)={AeC:|4=1};

Ispat:

(@) Su=Au, AcC, uel,(Z)

denkleminin ¢6ziim kiimesini bulalim. Bu halde

u, , =Au,, neZ

olup eger, 4=0 ise,
u=(u,)=(0)e (,(Z)
bulunur. Eger A4#0 ise, bir 6nceki denklemden

u zlu ne’z

n ﬂ, n-1°

elde edilir. Buradan u,e C keyfi alarak,

1
u =—u u. =Au
1 0° -1 0°
A
1 >
u, =—1u u,=Au
2 0° -2 0°
/12
1 0
u __uo, u—n_ﬂ u()7
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elde edilir ki;

2n

0 oo 1
2:Z|’1 “0|2+Zz

n=—oo n=1

2n 2

0
u o

Dlu =

n=—oo n=-—oo

u

n

2+i
n=1

Bu serinin yakinsakligi icin birinci seride |/1| <1 ve ikinci seride |/1| >1 olmalidir veya

un

u, =0 olmalhdir.

Boylece, bu sonuncudan
{ue t,(Z): Su=Au}={0}.
Bunun sonucunda o, (S) =@ oldugu elde edilir.
®) (S—AE)u=v
operatdr denkleminin her ve /,(Z) igin ¢6ziimiiniin var oldugunu gosterelim.

Buradan
(S-AE)= —J(E—%Sj olup;
‘lg‘ = ‘l‘”s” =L<1
A A |ﬂ|
oldugundan Teorem 1.5.32°e gore,

EI(E—%STE B(¢,(Z)).

Oyleyse,
A(S-AE) = —l(E—lsj_l e B(¢,(z)).
A A
Yani,
R(S—-AE)=1,(Z).||>1.
(c) Simdi

(S —/1E)u =v, vel, (Z), |/l|<l,
denkleminin her v i¢in ¢dziimiiniin var oldugunu gosterelim.

Sonuncu operator denkleminden
(E—/iS*)u =Sy

almir. Ayrica
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45" = Alls = 411
oldugundan

3(E-2S") e B(£,(2)).
Oyleyse,

u=(E-2S") " ve,(2)
bulunur, yani

R(S-AE)=1,(Z).|A|<.
(d) Simdi Ae C:[A|=1 i¢in S—AE:(,(Z)—(,(Z) operatoriiniin bire bir oldugunu
inceleyelim. Onun icin

(S=AE)u=0, ue (,(Z)
denklemine bakalim. Buradan

u, ,=Au, ne’l.
Yani,

u,=A"uy, n2lveu,=A"u,, n21, u,e C

—n

bulunur. Oyleyse,
0

o )
Z |un| - Z
n=—o0

n=—oco

A'u

0

2+Z"’:
n=1

yakinsak olmast i¢in u, =0, yani u =0€ /, (Z) olmak zorundadur.

2 L 2 & 2
" _
Atuy| = 3 o[+ 2|
n=1

n=—oco

Boylece, A€ C,

A|=1i¢in (S - AE) bire birdir .
Simdi ise |/1|:1, Ae C olmak iizere
(S—AE)u=v, u,ve (,(Z)

denklemine bakalim. Buradan

u, , —Au,=v nez,
yani,
1 1
l/tn = Zl/t”_l —Z\/n,

bulunur. u, € C keyfi alahhm. Buradan n >1 i¢in,
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T -1

u=A"u,—A1v,

u,=A"u AN, =Au, - A7, -,
23 -3 ) -1

Uy =A"uy—A"v, = A"v, = A" v,

w, = A"uy = A" = Ay, — =2

n

n<0, ne Ziginise, u, , = Au,+v,
bagintisindan
u_, = Au,+v,,
u,=Au_+v, =A(Auy+v,)+v, = Auy+Av +v,,
Uy = A+, = A Aug+ AV, +v )4V, = Lug+ A +Av +v

oldugu goriiliir.
Simdi bir 6zel
R (e ,0,1,0,......... Je (,(Z), v,=1
elemanin alalim. Bu halde yukaridaki bagintilardan
u, =Au+A"",n<0,
u, =A"u, >0

olup

o . o P ) oo )
Db =2 | = 2l
n=0

n=0 n=0

serisinin yakinsak olmasi i¢in u, =0 olmak zorundadir. Bu durumda ise,

0 2 0 2 0
D[ =2 =20

n=—oo n=—oco n=—oco

serisi raksaktir.
Yani, (S —AE)u =v. denkleminin ¢, (Z) uzayinda ¢dziimii yoktur. Buradan

|A|=1i¢inR(S—AE)c (,(Z) olup R(S—AE)#(,(Z)

bulunur.
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Boylece, A€ C: |/1| =1 noktalari i¢in asagidakiler dogrudur:
(1) S—AE:(,(Z)— ¢,(Z) bire birdir;
(2) (S=AE)(,(Z)#¢,(Z);
(3) 1. ve 2. siktan A€ o(S);
4) o,(5)=2;
(5) Genel teoriden o, (S) =% oldugu bilinir [63];
Bu bes 6neriden

o(S)=0.(5)={2eC:|4=1}

sonucuna ulagilir.

Teorem 2.1.3: S:/,(Z)— (,(Z) saga dteleme operatérii ise,
o(S:)=0(S,)=[-11].
ispat: S normal ise, her A=A, +id € C, 4,4 € R igin
S—AE:(,(Z)—(,(2Z)
normal bir operatordiir. O halde
Jste= Al =(S, =2 )ud +[(5, =2 )"
S normal ve o'(S)={4e C:|4|=1} oldugundan
VA e{|A]:|4|=1} ve, Ve >0 igin Fuf %0, ul e (,(Z)
Syle ki,
|isus = 2w

[22].

us

<&

Sonuncu ve bir onceki bagitidan

(Se— A )us
(SI _&*)uf

£
U ||,

<&

<&

ulll.

Boylece
Ves>0ve VA = A +id, ‘/1*‘ =1ligin Juf #0, uie /,(Z):

‘ ’ ‘

(SR—/ij)u:

ulll.

(SI _ﬂ;)uf

<&

u;

<&
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Bu sonuncu ve [22]’den
Aeo(S,) vedeo(s,),

yani [-1,1]c o (S,) ve [-1,1]]co(S,) bulunur.

Ayrica
s—s|_IS|+[S] 141
[ BB 1,
s=s|_IS|+[S] 141
e
i 2 2

oldugundan ||SR|| <lve ||S,|| <1 olup

o(S,)c[-11] ve o(S,) c[-11],
o(Sy)=[-L1] ve o(S,)=[ -L1].

Simdi ise, ¢, (Z) uzayinda

L=E-S+A S(u,)=(u,,). A:D(A)c(,(Z)—1,(Z),

n—1
A lineer kapali bir operatér olmak iizere, L:D(L)=D(A) operatoriiniin

oldugu durumu inceleyelim.

Teorem 2.1.4: L=E-S+A, A:D(A)c(,(Z)—(,(Z), operatoriiniin

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
A =S,
kosulunun saglanmasidir.
Ispat: Buhalde E-Se B(€2 (Z)) oldugundan [14],
L=E-S+A
seklindedir. L ’nin selfadjoint olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul L =L , yani
E-S+A=E-S +A°
kosulunun saglanmasidir. Buradan
A-A =85-5,

yani

selfadjoint

selfadjoint
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Sonug 2.1.5: Eger A:D(A)c (,(Z)—>(,(Z) ve A=A’ ise,
L=E-S+A

operatorii selfadjoint olamaz.

Sonug 2.1.6: Eger L=L ise, L=E—-S,+A, seklindedir.

Simdi L,(H,R) Hilbert uzaymda lineer sinirli operator katsayili birinci mertebeden
diferensiyel operatoriin diskret analogu olan
L=E-S+A Ae B((,(Z)), L:t,(Z) > ¢,(Z), S(u,)=S(u,,). ue (,(Z)

operatoriiniin normallik durumunu arastiracagiz.

Teorem 2.1.7: L=E—S+A, A=A"e B((,(Z))

operatoriiniin normal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
AS, =S§,A

olmasidir.

Ispat: L=E—S+A operatoriiniin /, (Z) °de normallik 6zelligini inceleyelim.

Bu halde,

LL =LL
kosulundan

(E-S+A)(E-S"+A)=(E-S"+A)(E-S+A)
olup

E-S +A—S+SS —SA+A—AS +A* = E—S+A—S§ +5'S — S A+A— AS+A’
ve buradan,

(S-5")A=A(s-5").
Yani,

S,A=AS,.
Ornekler 2.1.8:

(1) L=E-S+A, A=S,", ne N ise, L operatorii /,(Z) uzayinda normaldir.
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Coziim: A=S," oldugundan A=A"€ B(,(Z)). Ayrica
AS,=8,"§5,=S5,8"=S,A
kosulu saglandigindan L operatorii Teorem 2.1.7’ye gore normaldir.
(2) L=E-S+A, A=S,", ne N ise, L operatorii /,(Z) uzayinda normaldir.
Coziim: A=S," oldugundan A=A"e B(/,(Z)). Diger taraftan
AS, =8;"S,=5,5;,"=S,A
oldugundan L operatorii Teorem 2.1.7°ye gore (,(Z) uzaymnda lineer normal bir
operatordiir.

3 L=E-S+A, (A(un)) =u, +tu

n n+l n—1°

ne 7 ise, L operatorii normaldir.
Coziim: A=S"+S olup A=A" ve Ae B((,(Z)). Ote yandan

AS, =25,5,=5,(25,)=5,A
oldugundan L operatérii /,(Z) uzaymda normal bir operatordiir.

@) L=E-S+A, (A(u, ))n =u,,,+u, ,, n€ Z ise, L normal bir operatordiir.
Coziim: A= (S*)2 +8% olup A=A"e B((,(Z)). Ayrica
((S* ) +s2 ) S, =5"S"S, +855,=5"5,8" +55,8
=5,(87) +5,57 =5, {(s7) +5?)
oldugundan Teorem 2.1.7°ye gore L operatdrii ¢,(Z) uzaymda lineer normal bir
operatordiir.

(5) L=E-S+A ve A:(1+S,2)_1 ise, L operatorii /,(Z) uzayinda normal bir

operatordiir.
Coziim: Gercekten,
S, (1+82)=(1+5)s,
bagintisindan
S, (1+82) =(1+57)"'s,,
yani S,A = AS, kosulu saglandigindan Teorem 2.1.7’ye gore L operatorii £, (Z) uzayinda

normaldir.
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Benzer sekilde, L=E-S+A, A=(1+S, )_1 operatoriiniin £, (Z) uzayinda normalligi

gosterilebilir.

Teorem 2.1.9: L=E-S+A, A=A"e B((,(Z))

operatériiniin ¢, (Z) uzayinda normal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
L=f (S i ) —iS,

olacak sekilde bir f:R — R fonksiyonunun bulunmasidir.

ispat: L=E-S+A=E-S,+A-iS,, A=A"eB((,(Z)) olsun. Eger L operatorii

normal ise,
E—SR+A=gR(T), 2.1
S, =8/(T) (2.2)

olacak sekilde bir T=T" ve g,,g, :R — R fonksiyonlari vardir [65].
Simdi (2.2)’den e ]R\[—l,l] icin
S,—aE=g,(T)-aE=(g,-a)(T).
Buradan (S, —@E) ' € B({,(Z)) oldugundan (g, —~@) :R—R tersi var ve smirlidir. O
halde
r=(g,-a)' (s, ~ak)
ve boylece (2.1)’den
E=Se+A=gy(T)=g4((8,-)" (8, ~aE)) = g ((2, - )" (=) (5,)
Buradan ise,
L= g, (T)=ig,(T)= g, ((5, - )" (5, ~aE)) -5,
olup
F(A)=g:((2-a)" (21-aE)). f R >R
dersek
L=f(S,)-iS,

olur.
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Tersine, eger L= f(S,)-iS,, f :R >R ise,
Ly :f(Sl)’ L =-§,
L,=L,, L =1L,
ve buradan

LyL, :_f(SI)SI’
L,L, :_Slf(SI)

oldugundan L ’nin normalligi agiktir.

A operatorii sinirsiz selfadjoint oldugu durumda ise asagidaki sonug¢ dogrudur.

Teorem 2.1.10: L=E—S+A,A=A":D(A)c (,(Z)— (,(Z), S(u,)=(u,,).
(u,)e ,(Z), $,¢,(Z) = D(A) olsun.
Bu halde L:D(A)c(,(Z)—(,(Z) operatoriiniin normal olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul Ave S, operatoriiniin komutatif olmasidir.
Ispat: Eger A:D(A)c(,(Z)—1,(Z), A=A seklinde bir operatorse,
L=E-S+A:D(L)=D(A)c(,(Z)—(,(Z)
i¢in D(L)= D(L*) oldugu goriiliir.
Ayrica her ue D(L) igin
[(E=s+a)ul =|(E-5"+a)u|
kosulundan,
(S,u, Au)—(Au,S,u) =0 veya ((S* —S)u,Au)+(Au,(S* —S)u) =0
bulunur.

Eger L normal ise, her ue D(L) igin,
(S,u, Au)—(Au,S,u)=0

esitligi saglanir. Buradan ve S,¢,(Z)c D(A) kosulundan
(A(S,u),u)-(S,Au,u)=0

olup ue ¢,(Z) igin
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((AS, - S,A)u,u)=0.
Boylece A operatorii S, ile komutatiftir.

Tersinin dogrulugu aciktir.

Ornekler 2.1.11:
(1) L=E-S+(1+5,)"
(,(Z) uzayinda bir lineer sinirsiz normal operatdrdir.
Ayrica,
L=1-S+(z+S,)", ze[-11]
L=1-S+(z+$,)", ze[-11]
operatérleri de ¢, (Z) uzayinda lineer sinirsiz normal operatordiir.
Coziim:  S:0,(Z)—(,(Z) ise, ~1€ 0,(S,), yani (1+S,)"  bire  birdir  ve
(1+8,)0,(Z)=1,(Z), ama (1+5,)(,(Z)#¢,(Z). Baska bir degisle, A=(1+S,)"
operatorii simirsiz selfadjoint bir operatér olup AS, =S,A kosulu saglaniyor. Oyleyse,
L=E-S+A:D(A)c(,(Z)— ¢,(Z) operatérii normal bir operatordiir.

(2) L=E-S+A A=A":D(A)c(,(Z)—>1,(Z) ve (A(u,)) =nu,, neZ

n’

ise, A=A" ve smrsiz bir operator olup L normal degildir.

Coziim: Bu halde ue D(A) igin

AS U= A un—l _un+1 =l n un—l _un+l
! 2i 2% )

“Du,_ —(n+1 -
SIAM — Sl (nl/in ) — (n )Mn—l (n )Mn+1 — (”l un—l .un-ﬁ-l _ un—l +‘un+1 j’ ne Z
2i 2i 2i

seklindedir. Ama S,Au = AS,u, ue D(A) esitligi,

(1) =( = e pa)

n

dizisi i¢in
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1 B 1
AS u= (l’l -1 “nt1 j =|\n (Mn—l )2 (un+1 )2 — 2”2
! 2i 2i i(n+1)"(n-1)°
S Au=|n Uy “U oy Uy tu,,
! 2i 2i
1 B 1 1 4 1
(n—l)2 (n+1)2 (n—l)2 (n+1)2 1
=|\n — =
2i 20 i(n+1)(n—1)

saglanmadigindan dolay1r L normal olamaz.

Simdi L=E-S+A,LD(A)c(,(Z)—>(,(Z), S saga Oteleme operatori,
A=A":D(A)c(,(Z)— ¢,(Z) operatdriiniin spektrum yapisini inceleyecegiz.

Genel durumda Teorem 2.1.9 [58, 65, 66] calismalarindan faydalanarak asagidaki

sonuca genisletilebilir.

Teorem 2.1.12: L=E-S+A,L:D(A)c(,(Z)—(,(Z) veS,(,(Z)c D(A) olsun. L
normal bir operator ise,
L=f(S,)-iS,, f:R>R
seklinde yazilabilir. Ustelik eger f e C (O'(S , )) ise, L operatoriiniin spektrumu
o(L)=(f ()= )([-11])={/ (4)-ite C: A [-11}

{(f(ﬂ),—ﬂ)e C: e [—1,1]}

seklindedir.

Ornekler 2.1.13:
(1) A=A":0,(Z)—>(,(Z), A=S, € B({,(Z)) olsun. O halde

L=E-S+A=E—S,~iS, +S, = E—iS,
olup f(4)=1, 1eR.

Oyleyse sonuncu teoreme gore,
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o(L)={1-iA: Ae[-11]} ={(1,-2): A [-L1]}.
(2) A=S +cos(S,) veya A=S,+sin(S,) olarak alinirsa, her iki durumda da
Ae B((,(Z)) olup

L=E-S+A=E-S,—iS,+S,+cos(S,)=E+cos(S,)—iS, = f(S,)-iS,
veya

L=E-S+A=E—S,—iS,+S,+sin(S,)=E+sin(S,)—iS, =g(S,)—iS,
burada f(4)=1+cos(4), g(A)=1+sin(4).

O halde sonuncu teoreme gore,

o(L)={f(4)-id:Ae[-11]} ={(1+cos(2),-1): Ae [-L1]}
veya

o(L)={g(A)-iA: Ae[-L1]}={(1+sin(4),-2): Ae[-11]}

seklindedir.

Bu béliimde en son olarak vektdr fonksiyonlarin L, (H,R) ( burada H bir Hilbert

uzayidir ) Hilbert uzayinda birinci mertebeden selfadjoint operator katsayili lineer

diferensiyel operatorlerin normalligini aragtiracagiz.

Simdi A:D(A)cH —>H,A=A 2E ve AW, (H,R)cW, (H,R) olmak iizere,

T:W,(H,R)cL,(H,R)— L,(H,R), Tu:=u"+ Au operatdriinii g6z 6niine alalim.

Teorem 2.1.14 : Tyu = _idi3W21 (H,R)cL,(H,R)>L,(H,R)
t
operatoril selfadjoint bir operatordiir.

Ispat: Her u,ve W,'(H,R) igin

7

(];)M’v)LZ(H,R) = (_iu”v)LZ(HqR) = (—iu,V) L(H.R) +(iu, V/)LZ(HJR)

= —i[lim (u(r),v(z)), — lim (”(f)’V(’))H}r(“’_"v’)uﬂm

t—>+oo t——c0

= (u’_iv’)lq(H,lR) - (M’T(’V)Ln_(HR)
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oldugundan 7, simetrik bir operatordiir. Simdi 7, operatoriiniin defekt sayilarini
hesaplayalim, yani
Tou="xtiu, ue W, (H,R)
denklemlerinin lineer bagimsiz ¢éziimlerinin sayisini, baska bir degisle
dim (T, +iE)
sayilarini bulalim. Bu halde
—iu’ =iu , yani u’ =Fu
olup ¢oziimler
u, (t)=c.e, c,eC, teR
seklindedir. Ama ¢ ¢ L, (H,R) oldugundan ¢, =0 olmak zorundadir. Yani u, (1)=0.
Boylece
dim(7, £iE)=0
olup 7 ’1n defekt sayilar1 (0,0) seklindedir. Sonugta Teorem 1.5.23’den 7, selfadjoint bir

operatordiir.

Teorem 2.1.15: T operatoriiniin L, (H,R) uzayinda normal olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul T, ve A operatorlerinin komutatif olmasidir.
Ispat: T, ve A operatorleri komutatif olsun.
AD(T,)= AW, (H,R)cW, (H,R)
bagintisindan
D(T)=D(T,)nD(A)=W, (H,R).

Ote yandan T" = A—iT, oldugu ve

D(T")=D(A)nD(T,)=W, (H,R)
sonucundan
D(T")=D(T).

Ayrica her ue W, (H,R) igin
AW, (H,R)cW, (H,R)

kosulundan
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’

(Au) =Au’e L,(H,R)

olup her ue W, (H,R) i¢in
(A%u)’ :A%u'.
Her ue D(T)=W, (H,R) igin

: =(u'+ Au,u’+ Au)ln(

L(H.R H,R)

= (u',u')lq(H,R) +(u, Au)lQ(H’R) + (Au,u')lq(H’R) +(Au, Au)lQ(H,R)

(R T A

L(H.R)

q

u ;HR) +((A%u),,(A%u)}

712

] ] ! 2
Wl ) +((Aéu),(AAu)) - +||Au||lQ(H,R)

L(H,R)

/|

= Z(H,R)—I_”AMHZ(H,R)

veE

2 2

L(H R)

3 /|

“ L,(H.R) —(u,,Au) —(Au,u’) HR) +||Au||i(H,R)

L(H.R) Ly(

’
/|

Ty =((4%)(47])

/|

u

2
. + ||Au||LZ(H,R)

Z(H,]R) +||Au||Z(H,]R)

oldugundan dolay1 T ’nin normal bir operator oldugu bulunur.

Simdi, eger T operatorii normal ise
LT, =TT,
kosulu saglanir. Ayrica bu durumda
T,=AveT, =T,

oldugundan durum aciktir.

Not: Teorem 2.1.10 ve Teorem 2.1.15°i kiyasladigimizda birinci mertebeden fark ve

diferensiyel operatorler i¢in sonuglarin ortiistiigii anlagilir.
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2.2. ,(N) Hilbert Uzaymnda Birinci Mertebeden Lineer Normal Fark
Operatorleri ve Spektrumlar:

Bu boliimde H bir Hilbert uzay1 olmak iizere L, (H,R,) uzayinda birinci mertebeden

lineer selfadjoint katsayil1 diferensiyel operatoriin diskret analogu olan
L=E-S+A,

(burada S ve A ¢, (N)’ de sirasiyla saga dteleme ve lineer selfadjoint operatdrdiir)

operatoriiniin normalligi ve bu normal operatorlerin spektrumlar incelenecektir.

Bu boliimiin sonunda ise 7, (N) uzayinda alinan sonuglarin L, (H,R, ) uzayinda

birinci mertebeden selfadjoint operator katsayili normal diferensiyel operatorler icin
bulunan sonuglarla ortiismedigi gosterilecektir.

Ama ilk Once asagidaki 6nermelerin dogrulugunu gosterelim.

Onerme 2.2.1: S(u,)=(u, ), u,=0, (u,)e ¢, (N) icin

§'s =1,
SS"=1-P
(burada B, : {u,,u,,us,.......} = {u,,0,0,.......}, (u,)e ¢, (N) birinci koordinata izdiisiim operatorii)

bagintilart dogrudur.

Ispat: ilk once ¢, (N) uzayinda S operatdriiniin S~ adjointini bulalim.

Her u,ve ¢, (N) igin,

(Su,v) = iun_lv_n = iunm: (u,S*v), S (v) = (v,m) .

n=1 n=1
Boylece, S(u,)=u,, (u,)e (,(N) saga 6teleme operatdriiniin adjointi S~ sola Steleme

operatoriidiir, yani

olup S°S =1 bulunur.
Ote yandan,

SS™(u,) = S{uyouysttyyenen} ={0,u,, 1.}

={uy iyt —{1,,0,0,........}

=1-P.
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Teorem 2.2.2: Asagidaki bagintilar dogrudur:

1
S,§+S,2:1—5Pl,

1
SpS;—8,5, =ZP1

Ispat: Teoremin ispat1 i¢in yukaridaki 6nermeyi kullanalim. O halde
(S, —iS,)(S;+iS,) =1,
(S, +iS,) (S, —iS,)=1-P,
olup bu bagintilardan
S:+iS,S, —iS, S, +S; =1,
S»—iS,S, +iS, S, +S; =1-P.

Sonuncu bagintilardan istenilen sonuca ulagilir.

Onerme 2.2.3: S:(,(N)— /,(N), S(u,)=(u,,), (u,)e ¢, (N)
operatoril i¢in asagidakiler dogrudur.
(1) p(S)={2eC:|A>1};
@) o.(5)={4e C:|4|=1};
3) o,(S)={Ae C:|A|<1};
@) o,(S5)=2:;
Ispat:
() p(S)={4e C:|4>1} oldugunu gosterelim.
(u,).(v,)e ¢, (N) i¢in (S—4)(u,)=(v,) denklemine bakalim. Bu durumda

S—/iE:—/i(E—lSj
p)

olup

HlsH=i1<1
A1 A

oldugundan Teorem 1.5.32’den S — AE operatériiniin 7, (N)’de tersi var,

yani{Ae C:[A|>1} < p(S) oldugu bulunur.
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(2) Simdi ise, (u,),(v,)e ¢,(N), |4|=1, A€ C olmak iizere,
S(un):ﬂ'(un)_'_(vn)’ u0=0

denklemine bakalim. O halde (u, ):

N
u, I,
V 1%
“=Et
V 1% 1%
IR
1% 1%
u, = /&1 + /1”2“ Fon +7”,

seklinde bulunur. iIk olarak (S - AE),

l| =1, A€ C operatoriiniin bire bir oldugu bulunur.

Fakat Im(S — AE) iﬁz(N), |/1|=1, Ae C. Gergekten, (v:):{l,0,0, ........ }e ¢, (N) igin

u z(u,j)z(%j, n=1 olup

S
2| =2

n=l1 n=l1

yani u” ¢ (,(N).
Sonug olarak

o.(S)={Ae C:|4=1].

(3) Simdi S (u,)=(u,_,), ue ¢, (N) operatdriiniin normunu bulalim.
S'S=E

esitliginden
S Su=u, ue (,(N)

olup buradan
her ue ¢, (N) igin |[Sul|=u].

Boylece ||S]|=1 bulunur.

Simdi |ﬂ| <1 olmak lizere,
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s A5)u 2 - Alll =Bl Al = 1Al we 2,80
elde edilir.

Sonugta her ue ¢, (N) ve her A:|4|<1i¢in

(5 = AE)u]2 (1=[2])Ju] 3.1)

dogrudur.

Eger Ae C:|4|<lise, Im(S - AE) kiimesi /, (N)’ de kapali, yani

Im(S—-AE)=1Im(S - AE)
oldugunu gosterelim.
2(N)

Keyfi bir (v} ) < Im(S—AE) vevi —2(y, ) olan dizi alalm. Bu halde (v} ) dizisi

,
k—o0
(,(N)’ de bir Cauchy dizisidir. Bu durumda (3.1) bagintisindan, her &, j >1 i¢in

v =] =|(s = 2E) (; ~)

> (1= |Af) ek =] (3.2)
Burada (u!)e ¢, (N) veher k 21 icin

(vi)=(5-AE)(u;)

kosulunu saglayan ¢, (N)’ de bir dizidir, ¢iinkii

n

k\K=*
(vi)_ cIm(S-2E)
seklinde alinmustir.
Bu halde (3.2) esitsizliginden (uf )Zj dizisinin ¢, (N) uzayinda bir Cauchy dizisi
oldugu bulunur. Ayrica /, (N) tam uzay oldugundan

3(14”)6 l, (N) : (uk)ﬂ%(u”).

n k—oco

Bu durumda
H(S —ﬂE)(u,’,‘ —u”)H < ZHu: _“nHT)O
oldugundan

(vi)—=— (5= 21)(u,)

n

almir. Ayrica (v)——==—(v,) olup limitin tekliginden

k—>o0

(v,)=(S=2E)(u,).
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Baylece, eger (v,) (Im(S—iE))' ise,
3(u,) = £,(N):(S=2E)(u,) = (v,)
bulunur.
Simdi
Su=Au+v, u,ve (,(N), |2 <1, u,=0
denklemine bakalim. Buradan

w,, =Au,+v,, u,=0, n>1, |4 <1ve A #0igin

n’

u
Yani,
vl
M1=_E,
A
2 = 12 ﬂ’
po=__ Y Y
3 3 2 s
A A A
u=—2_ Y Y
17/_ ln 2/,1_1 ..... ﬂ/’

;=L
1 ﬂ,’
1
uz—?,
1
un: ’
211

yani,
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seklindedir. Sonuncu esitlikten ise,

2n
> +2 ~ef| 1
= —_ = 400
hif -5 )

almir ki, bu (u; )& ¢, (N) oldugu anlamima gelir.
Bunun sonucunda
(v;)e Im(S-AE)
elde edilir, yani
Im(S—AE)=Im(S—-AE)#(,(N).

Eger 1=0 ise, Su=v veu,ve (,(N) denkleminden

v =
n n—l’ nZI
U, =
yani,
v, =0,
Vy, = Uy,
V; = Uy,
vV =U

olup,
0o, (S)
sonucuna ulagilir.

S (u,)=A(u,)

(4) Simdi A€ C\{0} olmak iizere, { ., (u,)e,(N)

u,

denklemine bakalim. Bu halde
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Au, =0
Au, =u,
Auy =u,
/lun - un—l

olup (,)=0. Yani 0,(S)=0.

Simdi S, ve S, operatdrlerinin ¢, (N) uzayinda spektrum yapisini inceleyelim.

Teorem 2.2.4:
o (Sx)=0.(Sx)=[-11] ve
a(S,)=0.(5)=[-11]
bagintilart dogrudur.
Ispat: ikinci bagintinin dogrulugunu gosterelim. Ilk 6nce le o, (S,) olup olmadigin
arastiralim.
ue l,(N)icin Su=u, u#0, u, =0
denklemine bakalim. Yani,

u, ,—u,, =2u,,n=1, u,=0.

n—1
Buradan,

u,,, =—2iu,+u, ,n=1, u,=0.

n

Burada u, € C keyfi olmak lizere,

u, =—2iu,,
uy = —=2iu, +u, ==2i(-2i)u, +u, = u, =—3u,

u, ==2iu, +u, = —-2i(=3)u, +(-2i)u, = u, = 4iu,
us =—2i(4iu, ) —3u, =8u, —3u, =5u, = u; =5u,
ug =—2i(5u, )+ 4iu, =—6iu, = u, =—6iu,

Boylece,

Buradan
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olup

oo

2 -~ 2
2 [ = 2.

n=0 n=0

Bu serinin yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart #, =0 olmasidir. Bu durumda ise,
u, =0, n=1, yani
Su=u, uel,(N)
denkleminin bir tek # =0 ¢odziimii var, yani
1ec,(S,). (3.3)
dolaystyla (S, — E) bire birdir.
Simdi ~1€ o, (S,) olup olmadigini arastiralim.
Su=-u, uel,(N), u#0, uy=0
denklemine, yani
u, , —u,,=—2u,, n=1, u,=0
buradan,
u,, =2, +u, ,n=1, u,=0
denklemine bakalim.
Burada u, € C keyfi olmak lizere,

u, =2iu,,
u, = 21'(21'141)+u1 =(—4+1)u1 =-3u, =u,=-3u,

u, =2iu, +u, = 2i(-3u, ) +2iu, = —4iu, = u, =—4u,

us = 2i(—4iu, )+ (-3u,) =5y, = u; = Su,

u, = 2i(5u, ) —4iu, = 6iu, = u, = 6iu,
Boylece,

u, =—i""nu, n>1

n

olup buradan

u, =n|u1|, nzl.

Oyleyse,

oo

2 O o) 2
2l =2

n=0 n=0
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serisinin yakinsak olmasi i¢in u, =0 olmalidir. Dolayisiyla,

Uy =U = ... =u,=...=0
yani,

-leo,(S,). G.4)
Ayrica,

IS,]|<1 s, =5,
oldugundan

o(S,)c[-11]
oldugu genel teoriden bilinir (Teorem 1.5.49).
Ae[-L1], A=cos, 0<O<27x, 6+0,7 igin S,u=Au, u,=0, ue ¢,(N) bakahm. O
halde
u, , —u,, =2idu,, n>1, u, =0 ve u, € C keyfi olmak iizere
denklemlerinden
u,, =—2iAu,+u,,nx1, u,=0

bulunur. Buradan,

u, =—=2iAu, +u, =—-2icos Gu, =>u,=—I Sl_n 26 u,
sin @
in 36
u, =(1—4cos*@)u, =—(4cos*6—1)u =0 "
3 ( ) l ( ) 1 ’ sing
— —A: _ 2 . 2 _ .Sil’l49
u, = 4lcost9(1 2cos 9)141—1[40089(2008 o 1)]141 =u, =i " u,,
U5 =—2icos Ou, +uy = (—ZiCOS 6i 9 o 30]!41 =y =20 20 u,,
\ \ sin@ siné sin@
o HCOs s T = i(_2COSHSI~nsa * 51.114‘9ju1 = U =1 51.1169 Uy,
sin@ siné sin@
Boylece,
a1 Sin(n6) o
u,=(-i)" ——=u,, n22, 0#0,7, (u, € C keyfi bir sayidir.)
sin
bulunur.

Bu halde 80,7 ,0<8< 27 igin
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2
u

>

n=1

ul = (i|sin(n0)|2J

n=1

sin @
olup € #0, 7 oldugundan
lim (sinnB)
yoktur, yani @ #0,7 ,0<6 <27 igin
(u,)e ¢, (N).
Ayrica, 8 =0,7 icinise, 1¢ o, (S,) oldugu bulundu.

Boylece yukaridaki serinin yakinsak olmasi i¢in #, =0 yani, u ={0,0,......,0,.....}
olmak zorundadir. Buradan, (3.3) ve (3.4)’den A€ [-11]¢ o, (S,), yani
o,(S,)=90
bulunur.

Oyleyse, 0, (S,) =9 oldugundan (Teorem 1.5.49) o, (S,) kiimesini bulalim.
Bunun i¢in

Su=Au+v, e (-11), u,=0, u,ve ¢, (N)

denklemine bakalim. Boylece

u,, =—2iAu, +u,  —2iv,, n>1, u, =0
denklemler sistemini elde ederiz.
Buradan,
u, ==2iAu, +u, —2iv, = u, =-2idu, —2iv,,

uy ==2iAu, +u, —2iv,=—2iA(=2iAu, — 2iv, ) +u, = 2iv,=— 4 %u, — 4 v, +u, —2iv, ,
=>u, = (1—4/12 )”1 —4 v, =2iv,,
= u, =—4iA(1-247 u, +2i (427 = 1)v, — 4 Av, = 2iv,.

icin
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. .sin26 .
=—]— -1,
sin @
. sin3@ ( ,sin2¢9j
=- +i| —i ,
sin @ sin @
. .sin4@ ( sin30j
u, =1 —i| - ,
sin @ sin @
. sin56 .(.sin49j
Us = — +i|i— ,
© sin@ sin @

elde edilir.
Eger u, =1, v, :% alinirsa,
i = ()" [—S‘“_(”a) +(=1)" —S‘“(f’_l)ﬂ, nz2.
sin @ sin @

Ayrica n>2 igin (u,) serisinin genel terimi,

. 2n6-6 [
, sin coS—
2(-i)" : ,  ntekise
u = sin @

" . 6 2n6 -6

__sincos
2(-i) 2 ,  ngiftise
sin @
seklindedir.
Boylece S,u=Au+v vev = (50 (0 j icin,

sin no=(-1) (n_l)ecos
: |

4
sin® @

*

n

g

n=1

n=

olup,bu seri raksaktir. Ciinkii
yok

uZn n—oo

——— yok

Uy 55w
ve genel terim igin limu, yoktur. Bunun sonucu olarak A€ (-1,1) i¢in v’ & Im(S, — AE)

n—oo

elde edilir. Boylece, her A€ (—1,1) i¢in (S, —AE) bire birdir, fakat 6rten degildir. Yani,
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(S,-AE)¢,(N)c /¢, (N) olup (S, —AE)(,(N) =/, (N).
Simdi A =cos@ ve §=0 veya 8 =7 durumunu, yani 1€ o(S,) olup olmadigini
arastiralim.
tl¢ o, (S,) oldugunu daha 6nce gostermistik. Simdi ise, *1€ o, (S, ) oldugunu

gosterelim.
Bu durumda 4 =1 igin,

u,,, ==2iu, —2iv, +u, ;, n21, uy=0 (u, € C keyfidir.)

n+l T

denklemine bakalim. Burada v =(v,,0,0,.......) olsun. O halde,

u, ==2iu, —2iv,

u, = —2iu, +u, —2iv, =—3u, —4v, = 2iv, = -3u, —4v,
= u, =—3u, — 4,

u, ==2i(=3u, —4v, ) +(=2iu, — 2iv,) - 2iv, = 4iu, + 6iv,
= u, = 4diu, +6iv,

u: =9 (41’141 +6iv, ) + (—314l —4y, ) = Su, +8yv,
= ug =5u,+8v,

uz =-2i (5“1 +8v, ) +4iu, + 6iv, = —6iu, —10iv,
= u, =—6iu, —10iv,

u, ==2i(—6iu, —10iv, )+ Su, +8v, = —Tu, —12v,
= u, ==Tu, —12v,

ug ==2i(=Tu, =12v,)—6iu, —10iv, = 8iu, +14iv,

= uy = 8iu, +14iv,

Boylece, n =2 i¢in
u, =(=1)"i""'nu, +(=i)"" (2n-2)y,
oldugu goriiliir. Yani,

w, =(=1)" " (nu, +(2n-2)v,), n22.

Eger v, = ”_21’ v, #0 ve v = (vl,0,0, ........ ) olarak alindiginda,
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w, = (=1)" " (nu, +(n=1)u, ) = (=1)"" " (2n=1)u,, n22.

Ama

i u|’ = i(2ifz—1)2|ul|2
n=1 n=l

serisinin yakinsak olmast i¢in #, =0 olmalidir. Yani,
v ={»,0,0,.....} ¢ Im(S, - E).
Bunun sonucunda,
leo,(S,)
bulunur.
Simdi 8 =7 durumuna uygun A=—1€ o (S,) olup olmadigim aragtiralim.
Bu halde,
., =2iu, +u,_, —2iv,, n>1, u,=0, v ={,,0,0,..} € 7, (N)
alalim. Bu durumda,
w, = 2iu, +u, —2iv, = 2iu, + 2iv,
= u, = 2iu, +2iv,
uy = 2i(2iu, = 2iv, ) = 2iv, +u, =—3u, +4v,
= u, =3u, +4v,
u, =2i(=3u, +4v, )+ 2iu, —2iv, — 2iv, = —4iu, +6iv,
= u, = —4iu, + 6iv,
ug = 2i(—4iu, +6iv, ) +(-3u, +4v,) = 5u, — 8v,
= u, =5u, —8v,
ug = 2i(5u, —8v, )+ (—4iu, +6iv, ) = 6iu, —10iv,
= u, = 6iu, —10iv,
u, = 2i(6iu, —10iv, ) +(5u, —8v,) ==Tu, +12v,
= u, =—Tu, +12v,

elde edilir. Buradan,

u = (i)"_l nu, +(—1)" (—i)n_1 (2n=2)v,, n22
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sonucuna ulasilir. Benzer sekilde
(”n ) ¢ (,(N)
oldugu gosterilebilir. Boylece Im (S + AE)# ¢, (N), yani
A=-leo,(S,)
elde edilir.
Buradan o, (S,)=@ ve ¢,(S,) =3 oldugundan

O-(Sl ) =0, (SI ) = [_1’1]
sonucuna ulagilir.

o(Sz)=0.(5;)=[-11] oldugu benzer sekilde gosterilir.

. L 1
Not: (un) serisini incelerken u, =1, v, =3 alinmisti. Genel duruma bakalim.
- : u : .
Eger her u, #0 ise, v, = 3‘ olarak alinirsa yine aynm sonuca, yani

Su =/1u+{”—21,o,0, ...... } 1, =0, (u)e ¢, (N)

denkleminin 7, (N) uzayinda bir ¢6ziime sahip olmadig1 kolayca gosterilebilir.

Simdi,
L=E-S+A, A=A"e B((,(N))

operatoriiniin normalligini inceleyelim.

Teorem 2.2.5: L=E-S+A, A=A"e B((,(N)) (S saga dteleme operatoriidiir)

operatériiniin ¢, (N) uzayinda normal olmast igin gerekli ve yeterli kosul
(A-5") ve (S-57)

operatorlerinin komutatif olmasidir.

Ispat: Buhalde L' = E~S" + A olup LL = L'L bagntisinin hangi durumlarda dogru olup

olmadigini arastiralim.

(E-S+A)(E-S"+A)=(E-S"+A)(E-S+A)
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E-S +A-S+85 —SA+A-AS +A’=E-S+A-S +S' S-S A+A-AS+ A’
SS"—S'S—SA+S A-AS +AS=0

SS"—S'S—(S-5")A-A(S"-S)=0
(S-S5 )A+A(S"-5)=55"-5"S (3.5)
SS' -85S =88"-8"+85" -85 =(S-5")S" +5" (8" -5)

Bu halde (3.5)’ den
(S-S )A+A(S"-5)=(S-S")S"+5"(s"-5)
(s-57)(A-5")+(A-5")(s"-5)=0
(5-57)(A-5")=(A-5")(s-5")

elde edilir.

Boylece yukaridaki teoremi asagidaki sekilde de ifade etmek miimkiindiir.

Teorem 2.2.6: L=E—-S+A, A=A"e B((,(N))
operatériiniin ¢, (N) uzayinda normal olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul
(A_S)SI =5, (A_S)

olmasidir.

ispat: Yukaridaki teoremden,
(A-S)(S"-S)=(S"-5)(A-5)

oldugu biliniyor. Buradan,
(4-5)(5-5")=(5-5)(A-)

veya

yani

elde edilir.
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Ornekler 2.2.7:
(1) A=A:0,(N)>¢,(N),A=S, olsun. Bu halde
A—S=8,—S,~iS, =—iS,

olup A—S ve S, operatorleri komutatiftir ve her u =(u,)e ¢, (N) i¢in

+2un—un_l), n21,u,=0

n+l

(Lu) =(E-5+A)(u), :%(u
seklinde olup L =FE —S + A operatorii normaldir.

(2) A=S,+> a,S,’ alirsak,

j=0
j#l

A-S=S+> @S] —S,~is,=> as]
j=0 j=0
1

olup, A—S ile S, komutatiftir. Boylece sonuncu teoreme gore,

L=E-S+A=E-) a,S}

=0
operatérii /,(N) 'den ¢, (N)'e lineer normal bir operatordiir.
(3) A=S,+cos(S,) veyaA=S, +sin(S,) olarak alinirsa,

A—-S =S, +cos(S,)—S,—iS,=cos(S,)—iS,
ve

A-S=S,+sin(S,)=S, —iS, =sin(S,)-iS,
olup S, operatdrii cos(S,)—iS, ve sin(S,)—iS, operatorleri ile komutatiftir, dolayistyla
sonuncu teoreme gore L operatdrii normaldir.

4) A=S,+ ™, ae R alimrsa
A-S=S,+e® S, —iS, =" —iS,
olup A—S operatorii S, ile komutatiftir. Oyleyse L=E—S+ A operatorii ¢, (N) de

normaldir.

Teorem 2.2.8: L=E—-S+A, A=A"e B((,(N)), L:/,(N) - ¢,(N)

operatoriiniin normal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
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L=f(S,)-iS,
olacak sekilde bir f : R — R fonksiyonunun bulunabilmesidir.

ispat: L=E-S+A=E-S,+A-iS,, A=A"e B((,(N)) olsun. Eger L operatorii

normal ise,
E-S,+A=g,(T) (3.6)
S, =g (T) 3.7)

olacak sekilde bir T=T" ve g #»&; - R = R fonksiyonlar1 vardir [65]. $imdi (3.7)’dan
ae R\[—l,l] icin

S,—aE=g,(T)-aE=(g,—a)(T).
Buradan (S, -@E)" € B(/, (N)) oldugundan (g, —a) :R >R tersi var ve simrlidir. O
halde

r=(5,-a)" (5, - k)
ve boylece (3.6)’den

E-S,+A=g,(T)=gs((2,-)" (S, -@B)) = (84 (2, ~@) " (o= @)))(5))-
Buradan ise,

L=g, (T)_igl (T):gR ((g1 _a)_l(Sl —OKE))—iSI

olup
f(A)=g:((2,-a)" (4-aE)). f R>R
dersek
L=f(S,)-iS,
olur.

Tersine, eger L= f(S,)—iS,, f : R > R seklinde ise,
Ly=f(S,). L, ==S,
Lje =Ly, Li =L
ve

LiL, =_f(SI)SI’
L, Ly :_Slf(SI
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oldugundan L ’nin normalligi aciktir.

Teorem 2.2.9: L=E-S+A, L:D(A)c/,(N)—/,(N) ve S;/,(N)c D(A)
olsun. L operatériiniin /, (N) uzayinda normal olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul
A—S ve S, operatorlerinin komutatif olmasidir.

Ispat: L operatorii normal olsun. A= A" oldugundan L=E— S+ A operatoriiniin adjointi
L =E-S" +A olup [66],
D(L)=D(A)
D(L')=D(A)
ve bu sonuncu esitliklerden,
D(L)=D(L)c(,(N)
kosulu saglandig goriiliir.

Her ue D(L) igin,

||(E—S+A)”||i = (u—Su+ Au,u—Su+ Au)

:(u,u)—(u,Su)+(u,Au)—(Su,u)+(Su,Su)—(Su,Au)+(Au,u)—(Au,Su)+(Au,Au)

[(E-5"+a%)u ’

)

=(u—S"u+Au,u—S"u+Au)
= (u,u) = (u, S"u)+ (e, Au) = (S u,u)
+(S"u.8"u) = (S"u, Au) +(Au,u)—(Au, S"u) +( Au, Au).
Boylece,
(1) — (0, Sue) + (1, Aue) —(Sut,u) +(Sua, Ste) — (Sue, Au) +( Au,ut) — (Au, Sue) +( Au, Au)
= (u,u) = (0, S"u )+ (e, Au) = (S, ) +(S"w, S"u) = (Su, Au) +(Au,u) —(Au,S"u)+( Au, Au)

(u,u)—(u,S*u)+(u,S*Su)—(u,S*Au)—(Au,Su)
=—(u,8"u)— (u, Su)+(u, S u) — (u, SAu) - ( Au, S"u)

(,8"Su)—(u,88"u)—(u, S Au)+ (e, SAu) - (Au,su)+(Au,S*u)=0

\_/
A
2>
S
—_—
%!
|
C/J
\_/
<
~—
Il

0
0

<

)-
(u.(5"5 =58 )u)—(u.(s"
(

(.(8°S =58 u)~((5-5") uAu) (Au.(5-5")

)=
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Yani, her ue D(L) igin
(10.(5°S =58 Yu) +((S" = ), Au) +( Au, (S =S )u) =0 (3.8)

Ayrica sonuncu esitlikteki birinci terimi

(.(5" 58" )u) = (u.(8"S =87+ 57 =8 Ju) = (u.(S" = §) Su) + (1. S (S =" )u)

tipinde yazilarak (3.8)" den,

(10.(S" =) Su)+(u.S (S =8 )u) +((S" — ). Au)+(Au,(S" = S )u)
=((8=58")u.Su)+(S"w(S =5 )u)+((S" =8 )u Au)+(Au.(S = §)u)
=((8"=8)u(A=S)u)+((A=S")u.(S"=8)u)=0

Burada S,/, (N) € D(A) kosulunu kullamirsak,

(.(S=8")(A=S)u)+(u.(A=$) (S =S)u)=0

yani,

(u.(S"=8)(A=8)u)=(u.(A-5)(S"=$)u).

Buradan ise,

(5"-5)(A-5)=(A-5)(5"-9)
elde edilir. Buise A—S ile S, operatorlerinin komutatif oldugudur.

Tersine, eger A—S ile S, komutatif ise, L ’nin normal oldugu kolayca gosterilebilir.

Ornekler 2.2.10:

(1) A=S,+(S,+a)", @e[-1,1] kabul edelim. Bu durumda

L1

A =[SR +(S, +a)"]* =5, +[(S, +a)’1T =5, +[(S, +a) }
=S, +(S,+a) = A
yani, A=A""dir. Ayrica A¢ B(/,(N)) oldugu agiktir. Gergekten, eger A B(/,(N))
olsaydi, o halde
A-S,=(S,+a)" e B(¢,(N))
olmak zorundadir. Fakat e [—l,l] =0, (S 1») oldugundan

(S, +a) " & B((,(N)).
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Oyleyse A¢ B((,(N)) dur.
Sonug olarak
A=S =8, +(S, +a) =S, —iS, =(S, +a) " —iS,.
olup A-S ile S, operatorleri komutatiftir. Boylece sonuncu teoreme gore L=E—-S+ A
operatorii normaldir.

(2) A=S,+5,(S,+a) ", ac[-1,1], @#0 olsun. Bu durumda

F

A :[SR +8,(S, +0:)_1T =5, +[S, (s, +a)_1T =5, +[(S, +a)“] S,
=S, +5S, [(S, +0¢)*Tl =S, +S,(S,+a) =A

yani, A= A dur.
Ote yandan

A=S,+(S,+aE-aE)(S,+a) =S, +E—a(S, +a)"
esitligi
A-S,—E=-a(S,+a)", a#0
bagmtisindan A¢ B(f ,(N )) oldugu aciktir. Buradan
A=S=8,+5,(S,+a) =S, —iS, =5,(S,+a) " -iS,
olup A—S operatorii S, ile komutatiftir. Boylece son teoreme gére L=E—-S+ A

operatorii normaldir.

A operatoriiniin sinirsiz oldugu durumda da [58, 65, 66] calismalarindan kullanarak

asagidaki sonuca ulasilabilir.

Teorem 2.2.11: L=E-S+A, L:D(A)c(,(N)—> (,(N) ve S,/,(N)c D(A)
olsun. L normal bir operatdr ise, L= f(S,)—iS, olacak sekilde bir f:R - R
fonksiyonu mevcuttur. Ustelik, eger fe C (O'(S ’ )) ise, L operatoriiniin spektrumu

o(L)=(f(s)=is)([-L1])={ue C:u=f(A)-iA Ae[-11]}
seklindedir.
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Ornekler 2.2.12:

(1) A=A :¢,(N)—¢,(N), A=S, olsun. O halde
L=E-S+A=E—S,—iS, +5, = E~iS

olup f(4)=1, 1e R.

Oyleyse sonuncu teoreme gore,

o(L)={ (1,-2):Ae[-11] }.

j=0

L=E-S+A=E-S,—iS, +Sy+ Y. a,S/ =E+Y a5/ —iS, = f(S,)-iS,,

j=0 j=0

burada f(ﬂ)=l+ia]ﬂf', o eR.

J=0

O halde sonuncu teoreme gore,

o(L)={f(A)-id: Ae[-11] }:{ (1+§aj/1’,—/1j:/1€[—1,1] }

o,=-1 a =0, 0,=1 a,=0,=.... =, =0 alinirsa,
o(L)={ (2'.-4):1e[-11] }.

(3) A=S,+cos(S,) veya A=S, +sin(S,) olarak alinirsa,
L=E-S+A=E-S,—iS,+S,+cos(S,)=E—iS, +cos(S,)=f(S,)-iS,

veya
L=E-S+A=E-S,—iS,+S,+sin(S,)=E-iS, +sin(S,)=g(S,)-iS,,
burada f (4)=1+cos(4), g(A)=1+sin(4).

O halde sonuncu teoreme gore

o(L)={f(A)-iA:Ae[-L1] }:{ (1+cos(4),—4): Ae[-L1] }
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veya
o(L)={ g(4)-id:Ae[-11] }={ (1+sin(4),-4): Ae[-11] }
seklindedir.
4 A=S,+e”, ae R alinrsa,
L=E-S+A=E-S,—iS,+S,+e“ =E—iS, +e* = f(S,)-iS,,
burada f(4)=1+¢".
O halde sonuncu teoreme gore
o(L)={r(4)-id:2e[-11] }={ (1+¢*.-4): 2e[-11] ]

seklindedir.

Bu béliimde en son olarak vektor fonksiyonlarin L, (H,RR,) (burada H bir Hilbert

uzayidir ) Hilbert uzayinda birinci mertebeden selfadjoint operator katsayili lineer

diferensiyel operatorlerin normalligini aragtiracagiz.
Simdi A:D(A)cH —>H,A=A"20 ve A%Wz1 (H,R,)cW, (H,R,) olmak iizere,
T:L,(H,R,)>L,(HR,), D(T)={ue W, (H,R,):u(0)=0}, Tu:=u"+Au

operatoriinii goz Oniine alalim.

Bu durumda asagidaki sonug ispatlanabilir.

Teorem 2.2.13: T operatorii L, (H,RR, ) uzayinda maksimal formal normal bir
operatordiir.

Ispat: ik once T operatoriiniin L, (H,R,) uzayinda eslenigini bulalim.

Her u(t)e D(T) vev(r)e W, (H,R,) igin

(TM’V)LZ(H,]R,r) = (u'+Au,v)L2(H!R+) = (u',v)lq(H&) +(Au,v)lq(H,R+)
=lim(u(r),v(r)),, = (u(0).v(0)), +(uw,~v'+Av),_, . |
= (u,T*v)
L,(H.R,)

olup Tv==+Av, T":L,(H,R,) > L,(H,R,), D(T")=W, (H,R,) seklindedir.

Boylece
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D(T)cD(T").
Ote yandan her ue D(T) igin

”T”"i(y,&) =(u'+Au,u'+Au)L2(H,R+)
2112
Ul =,

) + (u', Au)h(HJRJ +(Au’u,)ZQ(H,RJ +||Au”i‘(H’R+)

q

: ) () :
u Q(H3R+)+((A 2u|,| A%u LQ(H,R+)+||AM”'1(H’R*)

Z(H,nm +||A””i(m+)

/|

veE

2 2

L(HR,)

*

T u

q

—(u’,Au) —(Au,u,)
L(H.R,)

2
2 +||A”||12(H,R+)

L(H.R,) L(H

/|

=4 (5] :
) ((A 2u|,| A%u LQ(H,R+)+||AM”‘2(H’R*)

e 1Al g

/|

u

oldugundan her ue D(T) i¢in

%

7l 4, =

Ly(H R,)

Sonugta 7 operatoriiniin L, (H,R, ) uzayinda formal normal oldugu bulunur. Simdi
T ’nin maksimal formal normal oldugunu gosterelim. Onun ispati i¢in ise
Tu=—iv', T,:L,(H,R,) > L,(H,R,), D(T,) ={ue W, (H.R,):u(0)=0}
seklinde tanimlanan operatoriin maksimal simetrik oldugunu gostermek yeterlidir.
[k asamada T, operatoriin defekt sayilarim hesaplayalim. L, (H,R,) uzayinda
T,)u=—iu'=*iu,
yani
u'=u
denklemlerinin ¢oziimleri sirasiyla
u,(t)=ce', ceC,

u (t)=ce’, ceC
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seklindedir. ¢ #0 i¢in u, ¢ L, (H,R,), fakat her ce C i¢in u_e L, (H,R,) oldugundan
T, operatoriiniin defekt sayilari (1,0) seklindedir. Sonuncu ve [15] ¢aligmasindan 7,
operatériiniin L, (H,R, ) uzayinda maksimal simetrik oldugu bulunur. Oyleyse, T

operatérii L, (H,R,) uzayinda maksimal formal normaldir [8, 9].

Not: Teorem 2.2.9 ve Teorem 2.2.13 kiyaslandiginda R, ’da birinci mertebeden fark ve

diferensiyel operatorler i¢in sonuclarin ortiismedigi kolayca goriiliir.



3.SONUCLAR

Bu c¢alismanin sonuglar biri ulusal ve digeri de uluslararast olmak iizere iki konferansta
sunulmus [ 44, 45 ] ve bildiri olarak yayinlanmistir. Bu aragtirmalar cercevesinde
asagidakiler sdylenebilir:

1. Dizilerin ¢,(Z) ve ¢,(N) Hilbert uzayinda birinci mertebeden selfadjoint operator

katsayili lineer fark operatorlerinin normalligi ve spektrum yapist incelenmis ve
kesin sonuglara ulasilmistir;

2. Vektor fonksiyonlarm L,(H,R) ve L,(H,R,) Hilbert uzaynda birinci

mertebeden selfadjoint operatdor katsayili diferensiyel operatorlerin normalligi
incelenmis ve kesin sonuglara ulasilmistir;

Diskret ve siirekli durumda alinan sonuclarin ortiisiip ortiismedigi arastirilmistir;
Almnan sonuclar 6rneklerle desteklenmistir.

Ll e



4. ONERILER

1.

2.

Tezde alian sonuglar birinci mertebeden lineer fark denklemler teorisinde
uygulanabilir;

Operator katsayilarin normal oldugu durumlarda uygun arastirmalar serbest
inceleme konusu olabilir;

Tezde bakilan lineer fark operatorlerinin terslenebilirligi ayrica bir inceleme
konusu olarak arastirilabilir;

Tezde bakilan lineer normal fark operatorlerinin ayrik ve siirekli spektrum
yapisinin normal operator katsayisinin uygun spektrum yapisi ile iliskisi
tartigilabilir.
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