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OZET

Bu calgmada kuantum mekatinde dnemli bir yeri olan

2
;—my"—lzmwzxzy—ex“yﬂ\y: 0, limy(x)=0,

lim y(x) = ©

X - too

harmonik olmayan salinim probleminify, enerji seviyeleri igin yakkak dezerler elde
edilmitir.

Birinci bolimde, Sturm-Liouville problemi vdgili teorisine yer verilmg, bu konuda
literatirde bazi dnemli teoremler sunuktur. Ayrica bu ¢cakmada yararlanilan Galerkin
yontemine yer verildikten sonra, problemlere uyguladrneklerle gosterilngtir.

ikinci bolimde ise Galerkin yontemi bir sisteme ddiitiilmis ve harmonik olmayan
salinim problemi icin yakkak enerji seviyeleri ile bunlara kahk gelen 6zfonksiyonlar
belirlenmgtir. Son olarak yontem, harmonik olmayan salinimbgminin potansiyelinde

yer alanex” terimi yerineex® terimi alinarak elde edilen probleme uygulagtm

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville Problemleri, Galerkin Yontemi, Kotum Mekangi,
Harmonik Olmayan Salinim Problemi



SUMMARY

Computation of Approximate Eigenvalues and Eigenfuntions of Anharmonic
Oscillator Problem by Galerkin Method

In this thesis, estimated energy levé\ls, are obtained for
2

limy(x) = C

X — +oo

2—y"—£2mwzx2y—ex“y+}\y= 0, limy(x)=0,
m X0

anharmonic oscillator problem that is importantdaantum mechanic.

In the first part, Sturm-Liouville problems camelated theory are introduced. Some
important theorems are stated. Also, Galerkin nethat is benefit from for this study is
explained and applied for some problems.

In the second part; Galerkin method is tramséal into a system and estimated energy
levels and related eigenfunctions are determinad aftharmonic oscillator problem.
Finally, this method is applied for a problem tisabbtained by replacingx® with ex* in

anharmonic oscillator problem.

Keywords: Sturm-Liouville Problem, Galerkin Method, Quantivlechanic, Anharmonic
Oscillator Problem
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SEMBOLLER D iziNi

. Euler sayisi, yaklk deseri 2,71828183

: el

. Pi sayisi, yakkak deseri 3,14159265
: Dogal sayilar kimesi

: X" in mutlak degeri

: @, (x) fonksiyonunun normu

. X sonsuza yakfarken

. X, X, sayisina salan yaklairken

. X, X, sayisina soldan yaklaken
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1.GENEL BIiLGIiLER

1.1.Giris

19. yuzyihn sonlarina @ou, bilinen klasik fizik teorilerinin tim fizikseblaylari
aciklamakta yeterli oldiuna inaniliyordu. Mekanik olaylarini Newton Yasaglalektrik
ve optik olaylarini Maxwell Denklemleri agiklayalpibrdu. Yeni balamakta olaristatistik
Mekanik teorisi de termodinamik olaylarini agikldt@baarili oluyordu [12].

Klasik fizigin tim bu 6nemli gedimlerine kagin, 20. yuzyilin bglarina gelindginde
artik klasik fizik ile agiklanamayan bir dizi gémtebulunmaktaydi. Ustelik bu gozlemlerin
anlgilmasi igin, klasik fizikte yeri olmayansigin parcacik 0Ozelii, maddenin dalga
Ozelligi ve fiziksel niceliklerin kesikli (kuantumlu) yagu gibi yeni kavramlardan s6z
edilmekteydi. Problemler, 6zellikle atomlar ve dfeklar gibi kictk parcaciklarirse
karistigl ve bunlarin elektromanyetik alanlar ile etkilgi siireclerde ortaya ¢ikmaktaydi.

Balangicta bu olaylar, amaca uygun 6zel ve o zamagdaip gorinen bir takim
varsayimlarla aciklandi. Bu varsayimlarin sayilarttikca ve aralarindaki gkiler
belirginlestikce artik mekargin yepyeni bir formilasyonu gerekti.

30 yil kadar siren bir argyn sonunda, ‘Kuantum Mekafi denilen yeni bir bilim
felsefesi dgdu. Kisaca tanimlamak gerekirdéjantum Mekargi mikroskobik sistemleri
(atom, cekirdek, vs.) matematiksel nesneler cimsindanimlayan ve matematiksel
nesneleri fiziksel icege donigtirmek Gzere, bir dizi kurallar veren bilimsel yidntemdir.

Kuantum Mekar@’ nin gelismesinde dnem gayan bazi kilometre tdari sunlardir:
Karacisim kimasi(1900, Max Planck),

Fotoelektrik Olayi(1905, Albert Einsten),

Alfa Saciimasi ve Atom Mod¢li911, Ernest Rutherford),
Atom Spektrumunun Kuantal Agiklaméd13, Niels Bohr),
Madde Dalgasi Kavram({1924, Louis de Broglie),
Belirsizlik /lkesi (1927, Werner Heisenberg),

Dalga Denklem{1927, Erwin Schrodinger).

1927 yilinda Schrodinger denkleminin bulunmlasesas olarak bugung@ndisimiz
son halini almg olan, insan aklinin gelmge¢ms en blyuk eserleri arasinda sayilan



kuantum meka, 20. ylzyilin teknoloji getimelerine kaynaklik etrgiir. NUkleer eneriji,
mikroelektronik aygitlar, tomografi, lazer gibi uylgmalar ancak kuantum mekgimin
anlagiimasiyla anlam kazanir. Fakat kuantum megiaeknolojik uygulamalarinin gcok
Otesine gecen bka bir 6nem de tamaktadir. Kuantum mekagiianlaysinin gelsmesiyle
birlikte yuzyillarin birikimiyle gelen ve c¢ok kokltolduklari sanilan klasik fizik
kavramlarinin sorgulanmasi kaginilmaz ogtou [5].

Bir denge konumu etrafinda harmonik salininyipan bir parcagin hareketi, fizgin
en temel problemlerinden birini ahwrur. Desisik birgcok fiziksel sistemin (diatomik
molekullerin titrgimi, kristal orgulerde atomlarin veya cekirdek @n nikleonlarin
salinimlari, vs.) temel yapisi bir harmonik salingmoblemidir. Burada verilecek olan
harmonik salinimin kuantal incelenmesi, tim buesmérin fiziksel davraglarini dgru
olarak tanimlayabilmektedir [12].

Kuantum kavrami kullanilarak ilk olarak 190@iyda Alman fizikgi Max Planck
tarafindan harmonik salinim ile ilggu hipotez ifade edilngtir:

‘Bir boyutta v frekansi ile basit harmonik hareket yapan birmsali sisteminin kuantum
enerjisi @agidakisekilde belirlidir:

E,=nhu, n=1,23,.
Burada n’ ye kuantum sayisi denir.=6,626x 10** J. ise Planck sabitidir. Planck’ in
bu hipotezi o donemde fig¢ ¢ok yeni, ¢cok carpici bir bakagisi getirmitir. Bu ¢arpici
farkhlik kesikli (kuantumlu) enerji kavramini gueche getirmitir. Klasik mekanikte ise
enerji sureklidir.

Klasik mekanik teorisinde, harmonik salinimavigmizden de pek c¢ok o6rnek
gOsterilebilir. Orngin, yay-kiitle sistemi ideal bir 6rnek gturur. Harmonik salinimlarda,
yer desistirmeye ba&li olarak geri ¢éirici kuvvet

F=-mw’x

ile belirlidir. Burada m pargcagin kitlesi, k yay sabiti olmak ijzen'f,v:\/E acisal
m

frekanstir. Enerji ifadesini bulmak igirE:—c:j—V denklemindeF = -mw’x kullanilarak
X

integral alindginda, potansiyel enerji

olarak bulunur. Schroédinger denklemi



HY=EY, imW(x)=0, imW(x)=0

X - —00 X — +00

seklinde verilir. BuradaH , hamiltonyeni temsil edétamiltonyen, parcagin toplam

enerjisini veren bir operatérdir ve
2

fj’:p_+v
2m

seklinde ifade edilir. Operator simetrik olglundan, verilen problem diskret 0Zgelere
sahiptir. Operatordeki ilk terim kinetik enerjiykinci terim ise potansiyel enerjiyi temsil

... ..d . . mw?x? . .
eder. Momentum operatorp:—lhd— ve potansiyel enerjl\/(x): 5 terimleri
X

Schrddinger denkleminde yerine konursagadaki denklem elde edilir:

h2 dz mw? x2 _ ) a ) _ _
[ ot j‘Pn(X)—En‘“n(X), limw (x)=0, lim¥ (x)=0,n=012,.

olur. Buradan, Planck sabitinin2m’ ye oranidir. E, enerji seviyeleri, W, ise dalga

fonksiyonlaridir [2].

Literaturde, verilen bu problemi ¢ozmek ickn farkl yontem bulunmaktadir. Birincisi,
Schrédinger denklemi carpanlarina ayirma gihiitgeyontemlerle uygun bir denkleme
indirgenir ve kuvvet serisi veya Frobenius yontdmigozulur [3], [5], [7], [11], [12], [13],
[18]. Ikincisi ise, salinim hamiltonyeni bir takim operdd cinsinden yazilir ve operator
cebiri yardimiyla sonuca varilir [2], [5], [6], [8]9], [10], [14], [15], [16], [17].

Yukarida verilen harmonik salinim problemi gfatiigiinde enerji seviyeleri

E, :(n+%jhw, n=0,12,..

olarak bulunur. En diilkk enerjili durum, klasik fiziin E=0 beklentisi yerine sonlu

E, :%N enerjili taban durumudur. Buna sifir-nokta enemjis denir. Helyumun 2.7°K

gibi distk sicakliklarda donmadan normal basinglarda danak kalmasi gibi, pek ¢ok
sistemin digik sicakliklardaki bazi davragarindan bu sifir-nokta enerjisi sorumludur.
Harmonik salinim enerji spektrumunun, bir kovulndgki elektromanyetik alan kiplerinin
Planck’ in 6ngordgu E, = nhu enerji ifadesi ile benzefi de bir rastlanti daldir. Clnku
kovuk icindeki elektromanyetik alanlarin normal lepne ayrgimi esas olarak [gasimsiz

harmonik salinim hareketlerine ayrnimak demektir [5].



Bu calsmada da potansiyel enerjising* terimi eklenerek harmonik salinim problemi,
harmonik olmayan salinim problemine dgtiiiiimektedir ve Galerkin yontemi
yardimiyla enerji seviyeleri icin yaldkk cozimler elde edilmektedir. Bu ¢dzumlerde,

€ =0 ic¢in, yontem literatirdeki harmonik salinim prablain ¢ozimuyle ayni sonuglari
vermektedir. Ayricagx* terimi yerine kiibikex® terimi alinarak benzer yaklanlar elde

edilmistir. ex* terimi igin elde edilen yaktamlardan farkli olarak bazi simetrik durumlarin

kayboldigu gozlenmgtir.

1.2. Sturm-Liouville Teori

L ikinci mertebeden lineer bir operatdr olnigdere,x O[x,, X, ] igin

L:=ao(x)dd—:2+ai(x)d—i+ 3( ¥

olarak tanimlansin. Burada, ( x) # O ve her bira, (x), [ x,%] aralginda stireklidir.A

reel bir parametre olmak Uzele,, x,| aralginda

LLy(x)] = (x)
diferensiyel denklemini ve
a,y(x)+ a, Y ( %)+ by x)+ b,y( x)= 0
2, Y( %) + 2, Y (%) + by ) %)+ by¥( x) = C}
sinir kaullarini sglayan y(x) leri belirleme problemine 6zder problemi veya Sturm-
Liouville problemi adi verilir. Sinir kaulunda a;, ve b; katsayilar sabitlerdir. Bu sinir

kosuluna ayrilmanmy sinir kgulu adi verilir ve sinir kgulundaki iki denklem lineer

bagimsiz olmalidir. Yani

{an a, by blz}
a21 a’22 b21 b22

matrisinin ranki 2 olmalldlry(x) =0 fonksiyonu bzdgolarak[xl,xz] aralginda verilen

diferensiyel denklemi ve sinir kallarini sglar. Bu ¢c6zime 6zder probleminin trivial

cozumu adi verilir. Ozdgr problemlerinde 6nemli olan nokta ise triviald@nfirdan)

farkli y(x) ¢OzUumunun olup, olmagidir. [xl,xz] aralginda verilen diferensiyel



denklemi ve sinir kaullarini A =A; ve y(x) = W(x) durumunda sdayan, A, ve sifirdan
farkli l4J(x) mevcutsa bu durumdsg,’ a verilen Sturm-Liouville denkleminin 6zgeri,
l4J(x)’ e ise 6zfonksiyonu adi verilir. ger, bir A, 6zdegerine kagilik lineer b&imsiz iki

Ozfonksiyon kagilik geliyorsa A, 6zdeserine katli 6zdger, bir tek 6zfonksiyon karik

geliyorsa basit 6zger adi verilir.

Bu bolimde, 6zder problemleriyle ilgili genel teorik sonuclara yearilecektir [1]. Bu
amacla ilk olarak kendines eliferensiyel denklem kavrami ele alinacaktir.
Tanim 1.1: ikinci mertebeden lineer homojen bir diferensiyehidem, gagidaki formda
ifade edilebiliyorsa denkleme kendingiedenir:

p(x)y"+p'(x)y +[a(x)+Ar(x)]y=0,x, <x <x,,
veya denk olarak
d ,
S Tp(x)yT+[a(x)+Ar(x)]y=0. % < x< %,

Buradax 0(x,,X,) i¢in p(x) >0, r{ X) > 0 ve x O[x,,X,] i¢in p'(x), a(x), r{ X) sirekli
fonksiyonlardir.

Kendine ¢ form, bitln lineer diferensiyel denklemleri kapsegk kadar geneldir.

Ornegin, [x,,%,] tizerinde tamimli
A, (x)y"+A, (x)y +[A,(x) +A ]y =0, (L.1)
Ozdeser problemi g6z 6nline allns(rxi,xz) tzerindeA, >0 ve [xl,xz] aralgl uzerinde

A, A, surekli fonksiyonlar olmak tizerd, (x) # A,(x) ise denklem kendines elegildir.

Bu durumda denklemin her iki tarafi uygun bir folyksla carpilarak denklem kending e

forma donitiirtlebilir. Bunun igin denklemin her iki tarafi(x) = ;)((XX)) ile carpilirsa
2
p(x)y" +1(x) A, (X)y +R(X)[Ay(x)+A]y =0 (1.2)

elde edilir. Buradakip(x) belirlenecek bir fonksiyondur. (1.2) ile verilererklemin

kendine ¢ olmasi i¢in

P (x) =u(x) A, (x) ===~ (1.3)



olmalidir. Buradan dep(x) icin birinci mertebeden bir diferensiyel denkleraro (1.3)

cozllurse:

- p'(X) X = A1(X)
ot = Ja

dl
Ax)x

buradan da,

A, (x) }
p(Xx)=ex dx
(9= [
olarak bulunur. Ayrica, (1.2) ile Tanim 1.1 deknkiine g form kasllastirilirsa:

Q(X)=u(x)Ao(x):p(X)—A0)(X)

ve

olarak elde edilir.
Genel olarak ikinci mertebeden lineer homojamdine ¢ 6zdeser problemi operator
gosterimleri kullanilarak ifade edilir:

d

D=—,
dx

L=D[p(x)D]+q(x),

olarak tanimlanirsa L’ ye kending eperator adi verilir. Boylece kending @iferensiyel

denklem, kompakt formda

L[y]+Ar(x)y =0
seklinde yazilir. Bu bélimden sonraki buttn kisidiat semboll, 6zel olarak kending e
diferensiyel operatdri tanimlamak icin kullanilaicak

Tanim 1.2: L kendine ¢ operatdr olmak Uzere[xl,xz] aralginda taniml ikinci

mertebeden surekli tlrevlere sahip ve singederini sglayan u, v fonksiyonlari i¢gin

T(uL[v] —vL[u]) dx=0

Xy

esitli gi sgglaniyorsa, L’ ye[xl,xz] aralginda simetrik operator adi verilir.



Lemma 1.1: (Lagrange EKitli gi): L:D[p(x)D]+q(x) operatdrii[x,,x,] aralginda
tanimlansin. u ve v fonksiyonlarl[xl,xz] aralgl Uzerinde ikinci mertebeden

trevlenebiliyorsa,
L [v] = v [u] =S [p(x) W(u,v) (¢)]
esitli gi saglanir. BuradaW(u,v) = uv*= u'v Wronskian fonksiyonu olarak adlandirilir.
Ispat:
L =D[p(x)D]+q(x)

oldugundan,

uL[v]—vL[u]:u%(p\/)+q(x) uv- v&(pu)— qx) U\Fd—()j(( pul~ pu)

Buradan da,

d
uL[v]-vL[u] = &[p(x) W(u,v)(X)].
Ayrica Lagrangeséli ginden:

f(aL0v] -t [u]) 0x= [ S o0 W(.9) ()] x= () W(u (3

Xy

X2

X1

olarak bulunur. Yani,

X2

J(uL[v] - vL[u]) ax= p(x) w(u.v)(3)

X1

X2

(1.4)

(1.4) sitligi Green formulu olarak adlandirilir. ségidaki teorem Green formullntn
basit bir sonucudur.
Teorem 1.1: L :D[p(x)D]+q(x) kendine ¢ operatbr[]n[]n[xl,xz] aralgl tzerinde
simetrik olmasi icin gerek ve yeterso

p(x) W(u,v)(x)|* =0

esitli ginin sgzslanmasidir. Burada u, v sinirg@elerini sglayan ve[xl,xz] aralgl Uzerinde

ikinci mertebeden surekli tirevlere sahip fonksigodir.
Ispat: Tanim 1.2 ve (1.4)sdli ginden, L simetriktir ancak ve ancak



X3

f (WL [v] - vL[u]) o = p(x) w(u.)(3)

Xy

X2

=0.

Xy

1.2.1. Simetrik Operatdriin Elemanlari

Tanim 1.3: f ve g fonksiyonlari (xl,xz) aralgl Uzerinde tanimli, integrallenebilen

fonksiyonlar olmak tzere,
[f(x)a(x)dx=0

esitli gi sgglaniyorsa, f ve g(xl,xz) aralginda ortogonaldir denir.

Ortogonallik sagida verildgi Uzere bir r(x)>0 agirhk fonksiyonuna goére de
tanimlanabilir.

Tanim 1.4:f ve g Tanim 1.3 deki gibi tanimlanan fonksiyon}arr(x) >0 olmak Uzere,

X2

J' r(x)f (x)g(x)dx=0
esitli gi sagglaniyorsa f ve g, r(x) @rlik fonksiyonuna g(‘jre(xl,xz) aralginda ortogonaldir
denir.
Yukaridaki tanimlarda ortogondiin tanimh old@gu aralik acik, kapali, yari acik, yari
kapall veya sonsuz olabilir. s&gidaki teorem kendine se bir operatorin farkl
Ozdeserlerine kagilik gelen 6zfonksiyonlarin ortogonadii zerinedir. Bu teorem Sturm-

Liouville teorisinde yer alan 6nemli teoremlerdendir.

Teorem 1.2:(Ortogonallik): L operatdr[][,xl,xz] Uzerinde tanimli

L[y]+Ar(x)y =0, x, <x<x,
Ozdeser probleminin simetrik bir operatort olsuh, ve A, L operatorinin farkl iki
dzdeseri olsun ve bu 6zgerlere kagilik gelen ézfonksiyonlar sirasiyi@, (x) ve @, (x)

ile gosterilsin. Bu durumde, (x) ve ®,(x) ortogonaldir, yani

TF(X)CDn (X)(Dk(x) dx=0, n# k.

X1
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ispat: @, (x) ve @, (x) ozfonksiyonlar iseL[y] +Ar(x)y =0 denklemini sglarlar. O
halde ,

L@, (x)]==Ar(x)®, (x), (1.5)

L[®, (x)]==Ar(x)®, (x). (1.6)
(1.5) denkleminin her iki taraf@, (x) ile (1.6) denkleminin her iki taraft®, (x) ile

carpilip, taraf tarafa toplanir \[exl,xz] Uzerinden integral alinirsa:
X2

H{e (L@, ()]~ P, (x)L[60, (x) ] dx =(A, —)\n)Tr(x)ch ()@, (x) dx

X1 Xy

elde edilir. L simetrik oldgundan Tanim 1.2’ e gore integralinggarafi sifirdir. O halde,
A=A [r(X) @, (x) P, (x) dx =0. (1.7)

Ayrica hipotezderh , # A, oldugu (1.7) gitli ginde kullanilirsa,

J'r(x)qbn (x)®, (x) dx =0
elde edilir. Yani®, (x) ve ®,(x) ortogonaldir. Sturm-Liouville teorisinde yer aldiger
Onemli teoremlerden biri desagida ifade edilen “ Simetrik bir operatdrin batin
O0zdeserlerinin reel olmasidir.”

Teorem 1.3:Simetrik bir operatorin batin 6zgkxleri reeldir.

Ispat: Teoremin dgru olmadg kabul edilsin. Yani birCDk(x) O0zfonksiyonuna karlik
A, 6zdeeri kompleks olsun, yani

L[®, (x)]+Ar(x)®, (x)=0. (1.8)
L operatori reel fonksiyonlardan etugu icin, L' nin kompleks genigi L olmak Uzere,

L =L’ dir. Bu yizden (1.8) denkleminirslenigi alinirsa:

L[®, (X) ]+ A (x)®, (X) =L[®, (x)]+Ar (x)?(x) =0.

Son agitlikten ¢k(x), )\_k O0zdegerine kagilik gelen 6zfonksiyondurd, kompleks dgerli

oldugundan )\ki)\_k’ dir. O halde &, (x) ve CDk(x) farkli 6zfonksiyonlardir. L de

simetrik old@gundan, Teorem 1.2’ e gore,
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Xjr(x)cbk (x)®, (x) dx = j ()], ()| dx=o. (1.9)

Ote yandarr (x)|®, (X)H2 >0’ dir, yani

X2

j r(x) H(Dk (X)H2 dx

integrali asla sifir olamaz. Bu ise (1.9) ile geliO halde kompleks gerli 6zdeer
varsayimi yanktir. Yani simetrik operatérin tim 6zgkrleri reeldir.
Teorem 1.4:Simetrik bir operatoriin 6zderleri

}\l<}\2<)\3<...<}\n<...
seklinde sonsuz bir dizi oftururlar ve n - o iken A, — o. Bunun da 6tesinde\
O0zdeserine kagilik gelen n. bzfonksiyonun(xl,xz) aralgl Gzerinden -1 tane sifir yeri

mevcuttur [4].
1.2.2. Regller Sturm-Liouville Sistemleri

Ozdeser problemlerinin ¢gu ayriims sinir kaullarina sahiptir. Bu tir problemler,
L =D[p(x)D]+q(x) olmak iizere,
L{y]+Ar(x)y =0, X, < x < X,,
B.[y] =a,y(x,) +a,¥(x) = 0, (1.10)
B, [y] =a,¥(x,)+ a, ¥(%)=0
seklinde karakterize edilir. Burada,” + a,> # 0, a, >+ a,;/ # 0’ dir. Bu sinifa ait olan bir

O0zdeser problemi reguler Sturm-Liouville sistemi olaratlandirilir.

Ayrilmis homojen sinir dgerleri aagidaki formlardan birine sahip olabilir:
i) y(x,)=0, y(x,)=0
i) y'(x,)=0,y'(x,) =0,
iy hy(x,)+Y(x,) =0, hy(x,)+y'(x,) =0 (h sabit).
Bu formlar sirasiyla 1. tip, Il. tip, lll. tip sinideserleri olarak adlandirilir. Bu sinir

degerlerinden her biri farkh bir fiziksel problem mekihde ortaya cikar.

(1.10) sisteminde verilen ayrilgmsinir dgerlerini sglayan, ikinci mertebeden surekli

ttrevlere sahip u ve v fonksiyonlari g6z dntiinesahnBu durumdax = x, noktasinda:
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a,u(x)+a,u(x)= 0} (1.11)

a,v(x,)+a,v'(x,) =0.
Fakat tanim gef@ a,ve a, ayni anda sifir olamayagaicin (1.11) sisteminin katsayilar

determinanti sifir olmalidir. Yani,

u(x) u(x) _{u(x)  v(x)
vix,) v'(x)| [u'(x,) Vv(x,)

Benzersekilde, x = x, noktasinda daV(u, v)(x,) = 0 oldugu gosterilebilir. BOylece,

P(x) W(u,v)(%) — p(¥) W(u,)( %)= 0- 0= C

=W (u,v)(x)=0.

Buradan da,

X2

p(X)W(u,v)(x)* = 0.

Bu ise Teorem 1.1’e gore L operatdriiniin simetrduglinu gosterir.

Xy

Bir reguler Sturm-Liouville sistemi simetrikrloperatére sahip olgw icin, daha 6nce

ispatlandgi tizere,

)] Farkli 6zdgerlere kagilik gelen 6zfonksiyonlar ortogonaldir.
i) Operatorian batln 6zgerleri reeldir.
i) Ozdeserler

)\1<)\2<)\3<"'<)\n<"" A

n—)OO(n—>OO)

seklinde bir dizi olgturur. Bunlara ilaveten der bir 6zellik de gagidaki teoremle ifade
edilir:

Teorem 1.5:Bir regller Sturm-Liouville sisteminin 6zgerleri basittir, yani bir 6zdger

icin birden fazla lineer amsiz 6zfonksiyon mevcut didir.

Ispat: Teoremin aksi varsayilsin, yani bk 6zdeerine kagilik iki lineer bazimsiz

@, (x) ve @, (x) ozfonksiyonlarinin mevcut olgu kabul edilsin.x = x, noktasinda, her

bir 6zfonksiyon verilen sinir gerlerini sglamak zorundadir. O halde,
a,®, (x)+a,®, (x)=0,
a,®, (x)+a,®, (x)=0.

Tanim gergi a,ve a, ayni anda sifir olamayagaicin (1.12) sisteminin katsayilar

(1.12)

determinanti sifir olmahdir. Yani,
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W(®,,®,)(x)=0.
Bir diferensiyel denklemin iki ¢ozimuntn Wronskiargdzum arafiinda bir noktada sifir
degerini aliyorsa, bu aralikta Wronskian 6zagarak sifir olmalidir. Bu nedeni®, (x) ve
®,(x) lineer bgimhdir, yani ®,(x) ve @, (x) ayni 6zfonksiyonu belirler. Bu ise

varsayimla cegir.

1.2.3. Periyodik Sturm-Liouville Sistemleri

Ozdger problemlerinin énemli bir sinifi daagidaki formdadir:
L{y]+Ar(x)y =0, x, <x< xz,}
y(x:)=y(xz), ¥ (%) =y(x,).
Burada L =D[p(x)D]+q(x) ve p(x,)=p(x,)" dir. Bu tir problemlere periyodik
Sturm-Liouville sistemi denir. Dikkat edilirse stindeserleri ayrilmamg formdadir.
Kolayca gosterilebilir ki bu sinifa ait problemlertd operatdori simetriktir.
Asagidaki Ornekten de gorilege Uzere, periyodik Sturm-Liouville sistemlerinin
O0zdeserleri basit olmayabilir. Yani bir 6zder icin iki lineer bgmsiz 6zfonksiyon mevcut

olabilir.
Ornek 1.1:

y'+Ay=0, y=y(0), -m<6<m, y-1) = { (1), y(-1) = y(mn)
probleminin 6zdgerlerini ve bu 6zdgerlere kagilik gelen 6zfonksiyonlari bulunuz.
Coziim: Problemdep(6) =1, bu yiizdenp(-) = p(m) dir.
A =0 icin, diferensiyel denklemin genel gdzUrM@G) =¢, +¢,8’ dir. Periyodik sinir

degerleri uygulanirsa:

y(-m) -y(m) = -2¢m=0,

y'(-m)-y'(m=c,-c,=0.
Boylece c, =0, g ise keyfi olarak elde edilir. O halde 06zg@e- 6zfonksiyon cifti
asagidaki gibidir:

A, =0, ®y(6)=1.
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A=k >0 icin, denklemin genel ¢coziimig(8)=c,coslo+ ¢ sinkB’ dir. Periyodik
sinir degerleri uygulanirsa:
y(-m) -y(m) =c, coskt- ¢ sinki— ¢ cosk+ £ simk=
y'(-1) - y'(m) =kc, sinkit+ ke, coski+ ke sink- kg cogk=
Boylece,c, sinkit= 0, ¢ sinkt= (bulunur. Buradan dé& =n, n=1,2,3,..i¢in ¢, ve ¢
keyfi olarak elde edilir. Bu ise her bk, =n?, n=1,2,3,.. 6zdeerine kagilik iki lineer

bagimsiz 6zfonksiyonun mevcut olgunu gosterir:

@, (8)=c,cos®+ ¢ sinfl , & 1,23, (1.13)

ve

W, (8)=c,cos®+ ¢ sinf , ¥ 1,23, (1.14)
Buradac,, ¢,, G, G katsayllan®, (6) veW (8)’ yi lineer bazimsiz yapan sabitlerdir.
A =-k?<0 i¢in denklemin genel ¢ézimiy(6)=c,é + ¢, dir. Periyodik sinir
degerleri uygulanirsa:
y(-m)-y(m)=ce"+cé - ¢8- ¢& = (
y' (=) -y'(m) =kc,e"" — k¢, &" — k¢ &+ kg € = |
Boylece, (c, - cl)(ém - e‘k”) = ove( £ g)( - ké) = bulunur. Buradan da,
¢, =c, = 0 olarak elde edilir. Yaniy =0’ dir. O halde, A = —k* <0 6zdeser dezildir.
A=k*>0icinc =c,=1 ¢ = ¢= C(secimiile (1.13) ve (1.14) ten 6zfonksiyonlarin
asagidaki gibi oldgu goruldr:
@, (8)=cos®,( n=1,2,3,)
ve
Y, (8)=sinrd, (n=1,23,).
Bu durumda®, (6) veW (6) sadece lineer lgamsiz dgil, ayni zamandd-m 1] aralg

Uzerinde ortogonaldir, ¢ciinku

jcosrﬂsim@ S:EI sin 2h Ed:—E cos@n =
e 2: 4 m
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Bu drnekte oldgu gibi, birden fazla lineer gamsiz 6zfonksiyonlarin mevcut olgu
durumlarda sabitlerin uygun secimi ile lineer gimasiz 0Ozfonksiyonlarin en basit
kombinasyonu elde edilebilir.

Genel olarak, tek birA, Ozdeerine kasgilik iki lineer bgimsiz 0zfonksiyon
@, (6) veW ,(6) bulunmy ise, daimad, (6) veW (6)’ in dyle bir lineer kombinasyonu

bulunabilir ki belirli aralikta bu 6zfonksiyonlar rtogonal olur. Son olarak, ikinci
mertebeden diferensiyel denklemin tek bir @atene ikiden daha fazla lineer gensiz

0zfonksiyon kagilik gelemez.

1.2.4. Singiler Sturm- Liouville Sistemleri

Uygulamalarda rastlanan en ilging ve yaygiuri@tLiouville sistemlerinin ¢gu,
asagida tanimland) gibi singuler olarak siniflandirilir. Bu singuigter sistemin genel
yapisini, Ozellikle de L operatorinin simetgklicin gerekli olan sinir deerlerinin

formunu dgistirir.

Tanim 1.5: Bir Sturm-Liouville sistemindeLxl,xz] aralgl tzerinde gagidaki durumlarin
biri veya daha fazlasi varsa, sisteme singulerelnird

) p(x,) =0 ve (veya)p(x,) =0’ dir.

i) p(x), q( x) veyar(x), x = x, ve (veya)x =x, noktalarinda sonsuzdur.

1)) X, ve (veya)x, sonsuzdur.

Bu sinifa ait diferensiyel denklemlerin bazilaga@adaki gibidir:

%[(1_ xz)y']”‘y: 0, -1< x< 1 (Legendre Denklem

2
di(xy’)—v—yﬂ\xyzo, 0< x< b (Bessel Denklem
X X

di(xe‘x y) e y= 0,k <o (Laguerre Denklen
X

di(e‘xz y) +A€¥y= 0, -0 < X<  (Hermite Denklem
X

Legendre denklemip(x) =1- x* fonksiyonu sinir noktalark = +1 de sifir oldgu icin

singulerdir. Bessel denklemp(x) = X fonksiyonu x =0 noktasinda sifir ver # 0 igin
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2
q(x):—v— fonksiyonu x =0 noktasinda sonsuz olgundan singiilerdir. Laguerre
X

denklemi, p(x) = xe™ fonksiyonu x =0 noktasinda sifir ve argln bir ucu sonsuz

oldugu igin singlerdir. Ayrica bu denklemdp(x)=xe™ - 0( x- )’ dir. Hermite
denkleminin singulerdii ise sinir noktalarinin sonsuz olmasindan kaymaklaAyrica
p(x)=e™ - 0|4 - )" dr.

Bir singuler Sturm-Liouville sisteminin simigtibir operatore sahip olmasi icin Teorem

(1.3)’ ten aagidaki ssitli gin sgglanmasi gerekirdi:

Xa

j(uL[v] —vL[u] ) dx =p(x)W (u,v)(x)

X1

X2

=0.

X1
Burada u ve v Sturm-Liouville sisteminin sinirgééerini s&layan, ikinci mertebeden
surekli tireviere sahip fonksiyonlardir. Ogig singulerlik x = x,noktasinda ise, sinir

degerleri gagidaki gibi alinabilir:

Xlipxwfp(x)w(u,v)(x) =0 (1.15)
p(x,)W(u,v)(x,)=0. (1.16)

Ikinci olarak, ger singUIerIikp(xl) = 0 olmasindan kaynaklaniyorsa, sinigeenin
y(x) ve y(x) sonlu(x R xf) (1.17)

alinmasi durumunda (1.15) gladan sglanir. ikinci ugtaki yani x, noktasindaki sinir
degerinin gagidakisekilde alinmasiyla da (1.16)&anir:

a, Y( %)+ a,y(x,)=0
Cunk,

2, U( x,) + &, U( X)) =

a,,V(X,) + 3, V( x,) = 0}
oldugundan sagidaki sitlik saglanir:

(1) W(u13) (1) = B o ) V()= (%) ()]
o[22 3 02 )]0
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(1.15) in s&lanmasi i¢in (1.17) den farkh sinir gerleri de verilebilir, fakat bu durumda
problemin sifirdan farkli ¢c6zimunin olmamasi soplakasilasilir. Bu nedenle, bir¢ok

Ornekte bu tir sinir gerleri kullanilir. Eser singllerlik x =x, noktasinda mevcutsa

(p(x,) = 0), bu durumda

y(x) ve y(x) sonlu(x R x;)
alinmasi gagidaki eitli gi saglar:
lim p(x)W (u,v)(x) = 0.

Son olarak,p(x,) = p(x,) = Oise, sinir dgerleri gagidaki sekilde alinabilir:
y(x), ¥'(x) sonlu(x - x; vex ~ x,).

Bazen singuler 6zger problemi simetrik operatdr icermez. Bu durumaeéir sonsuz
boyutta matematiksel olarak modellenen uzun birugub icindeki sicaklik dalimi
verilebilir. Bu gibi problemlerde, O0zger ve 06zfonksiyonlarin Teorem 1.2-1.4’ deki
sartlar sglamasi beklenemez.sAgidaki problem g6z dnine alinsin:

Ornek 1.2:

y"+Ay =0, 0< x<oo, y( 0 = 0, ¥ sonludur(x — o)

probleminin 6zdger ve 6zfonksiyonlarini bulunuz.

A=0 icin, diferensiyel denklemin genel ¢oziiny(x)=c, +c,x’ dir. Sinir deerleri
uygulanirsa:

y(0)=g+c0=0,
Ixi[ro]oy(x) sonlu iselxi[r;cl+czx sonlu.

Bu durumda, c,=c, = Oolarak elde edilir. Yaniy=0’ dir. O halde, A =0 Ozdeer
degildir.

A =k*>0 igin, diferensiyel denklemin genel ¢oziinyi{x) = ¢, coskx+ ¢ sink>’ dir.
Sinir dgerleri uygulanirsa:

y(0) = ¢ coskOr ¢ sink@ (

Boylece,c, = 0 olarak elde edilir. Yani,

y(x) =c, sinkx ve y( ¥ = kg cosk sonludur(x — o).
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O halde,\ =k* >0 6zdeserdir. ilgili 6zfonksiyon ise

®(x) =sinkx.

kx 1

A =-k*<0 icin, denklemin genel ¢éziimy(x)=c,e* + ¢, dir. Sinir deerleri

uygulanirsa:
y(0)=g+c =0

Buradanc, = —c, olarak bulunur. Yani,

y(X) - Clé<x _ qe—kx
Ayrica,

y(x) sonlu(x - =) isec,e - g €* sonludur.
Boylece € — o (X —» ) oldugundan ¢, =0 olmalidir. Yani y=0’ dir. O halde,

A =-k? <0 Ozdeser desildir.
Son ornekte verilen problem diskret 6zeldere sahip deldir, 6zdeserler bir araliktaki
batin reel sayilardir. Bunun nedeni, dnceki 6rnelde farkl olarak problemi belirleyen

operatdriin simetrik olmaydir. Gergektenp(x) =Jloldugundan

00

W(u,v)(x)| =o0.

1.3. Yaklgim Metotlari

1.3.1. Homojen Olmayan Denklemler

Bu bolimde yakkam yontemlerinden Collocation ve Galerkin yontemlarlanilarak
homojen olmayan sinir der problemlerinin yaklak cézimleri incelenecektir. Bu nedenle

asagidaki sinir dger problemi géz énine alinsin:
L{y] =f (x), x, <x <x,, B,[y] =a, B,[y] =B. (1.18)
Burada L kendinesebir operator veB,, B, ayriims sinir operatorleridir. Oncelikle (1.18)

probleminin gercek c¢o6zimuine yakinsayan lineer deneydzimi segidaki sekilde

olusturulsun:
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W(x) =g, (x) +§:1Cj g (). (1.19)

Burada ¢, katsayilari bilinmeyen sabitlergo(x) homojen olmayan sinir gderlerini
sgslayan fonksiyon; g;(x),j=1,2,3,...,N fonksiyonlari ise homojen sinir gerlerini
sglayan lineer bgamsiz fonksiyonlardir. Yani

B,[g;]=0.B[g]=0, j=123,..,»

bilinmeyen batlnc; katsayilari igin verilen singartlarini sglar.
NOT: a =B =0 ise, g, = 0 olarak segilir.
Genel oIaraI«gj(x) fonksiyonlari ¢ozuminin genel formu 6nceden taheditebilen

fiziksel problemlere b&i olarak belirlenir. Yaklam yontemlerinin dgrulugu secilen N
degerlerinin buyuklgtne bghdir.

¢, sabitlerini belirlemek i¢in hata fonksiyonu olarakllandirilan gagidaki fonksiyon
tanimlanir:
En (X) =L[W] - (), x, <x <X,
Amag, E (x) fonksiyonunu minimize etmektir. Bu amagla iki yént verilir:

1) Collocation Ydntemi,

2) Galerkin Yontemi.

1) Collocation Yontemi: Bu yontem uygulamasi en kolay yontemdir. Bu yontem
problemin ait oldgu aralikta belirlenen N noktada hata fonksiyonunsrfira

esittenmesiylec; katsayilarini belirler. N noktanin segimi fizikggbblemin yapisina iga

olarak tahmin edilebile@e gibi, esit dagilim gosterecelekilde de belirlenir. Collocation
yonteminin dezavantaji, secilen N noktayaglbaolarak yaklaik ¢c6zimuin buydk
degisimler gosterebilmesidir. Bu sorun, N yeterince Kiglinarak aulabilir.

2) Galerkin Yontemi: B. G. Galerkin tarafindan 1915 yilinda ggtilen bu yontem, en

yaygin kullanilan yakkam yontemlerinden biridir. Bu yontemlec, katsayilarinin

belirlenmesi icin gerekli N denklem, hata fonksiyorve gk(x),k:1,2,3,...,l\

fonksiyonlarinin  ¢arpiminin  belirlenen araliktakntagrallerin sifira gtlenmesiyle

asagidakisekilde ifade edilir:
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[Eq(¥)g,(x) dx= 0, k= 1,2,3,...,)

Ornek 1.3: Galerkin ve Collocation yontemlerini kullanarakubunluzundaki bir kirkin
taslyabilecgi maksimum P yukini hesaplayiniz ve hangi yontegeircek ¢coziime daha
yaklasik ¢ozim verdiini belirleyiniz. Problem matematiksel olarak
Ely¥ +Py =0, 0< x< b, ¥ 0= §( 9= 0, ¢ p= Y p=
seklinde formtile edilir. Burad&! Kirisin ‘stiff’ sabitidir.
Cozum: Deneme ¢ozim® (x) fonksiyonu
W (0)=w"(b)=0
esitli gi saglanacaksekilde,
W (x) =x(x-b) (1.20)
olarak secilsin. (1.20)séli ginden integral allnlrsaP(x) asagidakisekilde elde edilir:

x* bx?

qJ(X):?_?‘l'ClX‘l' C2. (121)

W(0) =0 ve W(b)=0 sazlanac&ndan,c, ve c, susekilde bulunur:
W (0) = Ooldugundanc, = 0.

3

Y (b) = 0 oldugundanc, =%.

c, ve ¢, sabitlerinin bulunan bu derleri (1.21) gitli ginde yerine yazilirsa,

4 3 3
P(x)=X X, bX
2 6 12
fonksiyonu butin sinir gerlerini sglar.
P
N=— 1.22
T (1.22)

olarak tanimlanirsa, hata fonksiyorya@daki sekilde elde edilir:
E, (x) =W + Ap"
=2¢A X x B

b
Galerkin yontemine gb’r.{aEl(x) W (x) dx= 0 olmalidir. Bu itlik asagidaki gibi
0

hesaplanir:
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4 3 3
(2+/\x(x— b))[%—b—z+%(j dx=0

Oty T

Yani,

b 4 3 3 b 6 5 3.,3 5 2,4 4,2
ij__bLJrM OI)H_/\'[i_bx*_bx_bx_berbx dx = 0.
'\ 12 12

6 o\12 6 12 12 6 12
O halde,
17A\D S
168 ’
ve buradan da
_ 168 _ 9.882
17 B

olarak elde edilir. A’ nin bu degeri (1.22) de yerine koyulursa Psagidaki sekilde

bulunmu olur:

9.882El
P~ - (1.23)
Collocation yontemine g(‘jre<,:E noktasindaE, (x) = 0 alinirsa:
2
e (2)=2n =0
2 4
olarak elde edilir. Buradan ve (1.22)’ den,s@gadaki sekilde bulunur:
8EI
Gercek ¢cozUm iseagidakisekilde bulunur:
Ely® + Py = 0 yani y* +% =0.
O halde,
y(x)=c, +c,x+ ¢, cos/A x+ ¢ siR/A > (1.25)

Bu durumdayy’(x) ve y"(x) asagidaki gibi verilir:

y'(x) = ¢, = VA siidA x+ g/A cos/A x
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y"(x) = —c,A cosVA x- GA sin/A x (1.26)

y(0) = 0 sinir dggerinin sglanmasi icin, (1.25)’ den:

c,+c;,=0vyanic =-c,
olarak elde edilir.y"(O) = 0 sinir dgerinin sglanmasi igin, (1.26)" dar, = 0 olarak elde

edilir. y(b) =0 sinir dgerinin sglanmasi icin, (1.25)’ den:

c,b+c, sinVA b= (

olarak elde edilir.y”(b) = 0 sinir dgerinin sglanmasi igin, (1.26)’ dan:

c,Asinv/A b= Cyani~/Ab = nm,

yani,
2
A= ”bfz .
Buradan ve (1.22)’ den
2
p=n EZZEI
olarak bulunur. Boylecen =1 igin:
9.870El
P~ z (1.27)

Gorulecgi Uzere (1.23) ile verilen, Galerkin yontemiyle elddilen maksimum yuke’
nin yaklgik degeri, (1.27) ile verilen gercelP deserine oldukga yakindir. (1.24) ile
verilen Collocation yéntemiyle elde edilen yakla deser ise gercek ¢ozime Galerkin
yontemindeki dger kadar yakin dgldir.

Sabit bir N dgeri igin, genellikle Galerkin yontemi Collocatiordgteminden daha
dogru sonug verir. Collocation yonteminin avantaji ulgnadaki kolayiidir. Buna

ragmen bir veya iki terimli yaklgmlar icin Galerkin yoéntemi tercih edilir.
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1.3.2. Ozdger Problemleri

Yukaridaki verilen yakkam yontemleri Sturm- Liouville sisteminin yakl&a 6zdeser

ve 6zfonksiyonlarini bulmak icin de kullanilikinci mertebe kendinesdormdaki
L[y]+Ar(x)y =0, x, <x<x,
denklemler icin hata fonksiyonu
Ey (X) = L[W]+Ar(x)W(x) (1.28)
olarak tanimlanir. BuradA , verilen Sturm- Liouville sisteminin yalde& 6zdegerleri ve
N
W(x) = lecjgj (%)
J:
sistemin yaklaik 6zfonksiyonudur. Ozdgr problemleri icin sinir derleri homojen
oldugundang, () = 0 alinacaktir.

Galerkin veya Collocation yontemlerinin uyguiaasiyla bilinmeyenc; katsayilarini

iceren, N bilinmeyenden ajan bir homojen denklem sistemi elde edilir. Sifirdarkli
¢bzim elde etmek icin bilinmeyenlerin katsayilaredminanti sifira gtlenir. Boylece A\’
ya ba&l N. dereceden bir polinom elde edilir. Bu polinem kokleri, verilen Sturm-
Liouville sisteminin ilk N yaklaik 6zdeerini verir.

Ornek 1.4:

y"+Ay =0, y(0) =0, y( 3 =(
ozdeser probleminin W(x) =c,x(1- x) + ¢, (1~ X yaklagim fonksiyonu igin yaklgk

O0zdeser ve 6zfonksiyonlarini hesaplayiniz.

C6zium: Bu durumda, (1.28)’ e gore:
E,(x)=W"+AW =-2¢ + 2¢, - 6¢ x+/\[ q( x )%)+ g( X - ?()]
= ¢[-20A(x X)]+ o[ 2 BeA( k- X)] .

1 1
Galerkin yontemine g(‘jrq‘,E2 (x)g, (x) dx= O ve IEZ (x)g, (x) dx= 0 olmaldir.
0 0

W(x)=cx(1-x)+ ¢, ¥ (1- ¥

oldugundan,g, (x) ve g, (x) fonksiyonlari gagidaki gibi tanimlansin:

g, (x) =x(1-%), g(¥ = ¥ (1
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1
J'E2 (x)g, (x) dx= 0 olmasi durumunda:
0

Jj{cl[—2+/\(x—x2)}+cz[2— 6x+/\( X - )(3)]}( X— xz) dx= 0

O halde,

j{cl[—2x+ 2¢ + A% - 28+ x') |+ o[ 2% 8%+ BX+A( ¥- 24+ xﬂ} de
0

Buradan da,
1
2x?  2x° XX 2x* x°
c,| - +—+ AN\ —- +—
2 3 3 4 5 .
2 3 4 4 5 6 1
+22x_8x 6X /\L_Z_X+i -0.
2 3 4 4 5 6)|
Yani,
C{_E +A} N Cz[_i +A} — 0. (1.29)
3 30 6 60

E, (x)g, (x) dx= 0 olmasi durumunda:

O ey

J:;{C{—2+/\(x— xz)]+c2[2— 6x+/\( X - x”')]}( 2 — x3) dx= 0

O halde,

1

j{cl[—2x2+2x3+/\(x3— 2x+ )|+ o[ 2¢- BX+ B+ A( - 26+ fﬂ} de

Buradan da,

Yani,
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cl[—i +A} ¥ c{—ﬁ +L} = 0. (1.30)
6 60 15 105

c, ve ¢, sabitlerinin sifir olmayan gerlerini elde etmek icin (1.29) ve (1.30) g6z 6néind

bulundurarak gagidaki sekilde katsayilar determinanti gturulur:

AN 1A
3 30 6 60 -0
1 A 2 A '
_ -
6 60 15 10

Bu determinant hesaplanirsa,

2 _3A 2/\ N? 1 A A N? _o
45 315 450 3150 36 360 360 3600

elde edilir. Yani,

A? =52\ +420= 0
Buradan da/\, ve A\, ssagidakisekilde bulunur:

A, =10 ve A, = 42.

Collocation ydntemine g(')'rex,:% ve x :é noktalarindaE, (x) = 0 olarak alinirsa:

(s o2

O halde,
cl[—2+%\: ‘e, %} -0 (1.31)
w(3)-a 239 o = E )
Yani,
cl[—2+%\}+ (‘7[—2+%} = 0 (1.32)

c, ve ¢, sabitlerinin sifir olmayan gerlerini elde etmek icin (1.31) ve (1.32) g6z 6néind

bulundurarak gagidaki sekilde katsayilar determinanti gturulur:
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2N\ 2N
_2+ -
9 27 | _ 0.
2N\ 4N
-2+ — -2+ —
9 27

Bu determinant hesaplanirsa:

A AR A S A L S
27 9 243 27 243

elde edilir. Yani,
N? =36A +243= 0
Buradan da/\, ve A\, ssagidakisekilde bulunur:

N =9 veA, =27
Gergek ¢cozum iseagidaki sekilde bulunur:
A =0 icin, denklemin genel (;c'jz[]mja(x) =c, + ¢, X’ dir. Sinir dgerleri uygulanirsa:
y(O) = C.I. =0

ve

y(l) = (_;2 =0
olarak elde edilir. Yaniy =0’ dir. O halde,A =0 6zdezer deildir.

A =k® > 0icin, diferensiyel denklemin genel ¢ozuny{x) =c, coskx+ ¢ sink> dir.

Sinir dgerleri uygulanirsa:
y(0)=c =0
ve

y(1) = ¢, sinkx= G
olarak elde edilir. Yanik = nt, nON " dir. O halde,

A, =(nm)*, nON.

Ozel olarak

A, =T ~ 9,87 ve A, = 4TC ~ 39,48

A =-k? <0 icin, genel ¢oziimiy (x) = c,&* + ¢, € dir. Sinir deerleri uygulanirsa:
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y(0)=c+c, =0

Buradanc, = —-c, bulunur. Yani,

y(x)=ce* - ge™
y()=cé -gé = g( e- ‘é): (

Buradanc, = ¢, = Oolarak bulunur. Yaniy =0’ dir. O haldeA = -k* 6zdeser degildir.

Bulunan buk deseri asagidaki tablodaki gibi 6zetlenebilir:

Tablo 1. Ornek 1.4’ iin ¢6zuminde buluiadeserleri

A DEGERLERI | COLLOCATION | GALERKIN GERCEK
YONTEMI YONTEMI cOHZUM
A, 9 10 9,87
A, 27 42 39,48

Tablodan da goruldiii Gzere, Galerkin yontemiyle elde edilex deserleri gercek

¢6zUmUnA deserlerine daha yakindir.



2. YAPILAN CALI SMALAR, BULGULAR VE IRDELEME

2.1. Sturm-Liouville Problemleri ve Galerkin Yonteminin Uygulanisi

L=D[p(x)D]+q(x), B, ve B, ise (1.10) ile verilen ayriingisinir kgullari olmak

uzere

L{y]+Ar(x)y =0; B,[y] =0, B,[y]= O (2.1)
O0zdeser problemi icin Galerkin yonteminirsagzidaki sistemin ¢ézimune indirgenir:
Teorem 2.1: (2.1) Ozdger problemi géz onlne alinsirc;, j=1,2,3,...,N\ katsayilar

sabitler ;

X2

a = [{P(9g (D a (- g() a( 3 @

X1

ve

X3

by ::J'r(x)gj(x)g( (%) dx

Xy

olmak Uzere (2.1) probleminin ilk N yakl& 6zdeseri

i(ajk _/\b,k)(} =0, k=1,2,3,...,1

=1
homojen sisteminde bilinmeyenlerin katsayilar dateantinin sifira gtlenmesiyle elde
edilen N. derecd’ ya basli polinomun kokleridir.

Ispat:

N

W(x)=> c,g (x)deneme fonksiyonu iginE, (x)=L[¥]+Ar(x)¥(x) oldusundan,
=

E, (X) asagidakisekilde bulunur:

NCRCECLIEC) IEIEINE) TR

Buradan
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(920 P58 (A A4S o)A I pa3 @2

=1

Galerkin yontemine gore,

jE x)dx= 0, k= 1,2,3,...,!

olmasi gerekir. Sorsilik ve (2.2) gz 6nune alinirsagagidaki eitlik elde edilir:

I{ {()ZCg}( }} dx+f0(>9{299 3} g( ¥ dx
+£A'(>9{§99(>)}9()<d>;(

(2.3) aitli ginin sol tarafindaki ilk integrale kismi integrasyaygulansin:

0/ p( 3269 (4] = av= (33 64 3-

(2.3)

g (x)=u= g, (¥ dx= du
olarak dgunuldiginde,

Xo X2

fofot368 (3] a (90 s 01 93 ¢80

X1

% (2.4)

I 638 eiOf ol ke

seklinde hesaplanir. (2.4)’ teki integralgedei (2.3) gitli ginde yerine yazilirsa:

0. (4{p(93 59 (4]

Xo X,

S p9 (916 (3 o

X =
wo % (2.5)

*f {209 }@«(X)dﬁifi/\r(X){gw(&}g(&dFC

Ayrica g, (x)fonksiyonlari sinir dgerlerini s&ladigi igin g, (x,)=0=g,(x,) dir. O

halde, (2.5) gtli ginden,
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(2.6)
-Af X) dx} =0
elde edilir. Eger,
—I{ (-} 9() o( 3} ax
. (2.7)
b, = J‘ r(x)g, (x) g (%) dx

olarak tanimlanirsa (2.6) denklemi

i(ajk -Ab,)G =0 k= 1,23,..1 (2.8)

=1

sistemine dongir.

2.2. Galerkin Yontemiyle Harmonik Olmayan Sainim Probleminin C6zUmu

Bu bolimde kuantum mekanikten kullanilanagadaki sekilde karakterize edilen

harmonik olmayan salinim problemi ele alinacaktir:

2
s—y —lzmw x?y—ex*y+Ay =0, lmy(x)=0, limy(x)=0 (2.9)

Buradan, m, w,e sabitlerdir. A, sifir-nokta enerjisini/\, (n 21) Ozdeserleri ise sistemin

mumkun olan enerji seviyelerini gostermektedir.

p(x)= 1 q(x):—{mwzzxzmx‘}, (%) = 1 (2.10)

olmak Uzere, L:=D[p(x)D]|+q(x) olarak tamimlanirsa (2.9) denklemi

Lly]+Ar(x)y =0 sekline doéngir. p(x)>0, (x>0 ve p(x), r(x), o x
fonksiyonlari surekli oldgundan verilen denklem kendingtie
Galerkin yontemini kullanarak problemi ¢ézmiekn sinir dgerlerini sglayan lineer

bagimsiz g, (x) fonksiyonlari,
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(x) = xj'le'sz, i=1,2,3,...,N, K;M
9;(x) j o

olarak segilsin. Aagidaki hesaplamalarda\{"” (k=1,2,3,..,N n. adimda elde edilen

yaklasik 6zdegeri gostermektedir.

2.2.1. N=1 Durumu

g, (x) =™ (2.11)
olmak Uzere, (2.8) sistemindegegidaki sitlik elde edilir:
(ay—Aby) =0
O halde,
A= 1
by,

Goruldigu tzere ilk yaklsk 6zdeseri bulmak icina,, ve b, terimlerinin hesaplanmasi

gerekir. (2.7)" den,

+0o

a,= [{P(9 g (9 (3~ ) al ) a( 3 o

—00

p(x) ve g(x) in (2.10) ile verilen dgerleri, g, (x) fonksiyonunun (2.11) ile verilen geri

son integralde yerine yazilirsa:

%1:T{§%(é“8y(é“2y+(nmgxz+sﬁjé“z@“} d

- T{g_z(—sze‘sz ] +—mW2X;e_2KXZ

_ 2
+exX e L dx
m

—00

= msz 2 62 dx+ ST ¥ 62 dx

31 51
h21? 3h 212
=mw e
2m2 w? 4m2 WA
31 51
h2T12 +38h2n2
1 1 5 5

2m2w 2 4m2 w2

olarak hesaplanir. Benzggkilde (2.7)’ den,
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+00

b, = j r(x)g,(x) g,( x) dx.

—00

r(x) fonksiyonunun (2.10) ile verilen geri ve gl(x) fonksiyonunun (2.11) ile verilen

degeri son integralde yerine yazilirsa:

11

+00 ) . +00 ) hET[E
b, = j e e dx= j & dx

11
m2w?2

—00

Sonug olarak, ilk yaktak 6zdeser ALY asagidakisekilde verilir:

31 51
212 3eh 2112
11 5 5
O _ % _ 2m2*w 2 4m? w?
AY —b—— T )
11 hET[E
11
m2w?2

Gerekli sadelgirmeler yaplllrsal\gl) asagidakisekilde bulunur:

hw . 3eh’

AY =4 . 2.12
Y2 amPw? (2.12)

/\f) yaklasik 6zdezerine kagilik gelen ng) (x) yaklasik 6zfonksiyon;

‘Pgl) (x)=c,9,(x)= c, e
olarak elde edilir.

Elde edilen yakkak 6zfonksiyonun grafii asagida gosterilmtir:
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Sekil 1. N=1 durumunda elde edilen yakladzfonksiyonun gragi
2.2.2. N=2 Durumu

9, (x) =", g(X = xe (2.13)

olmak Uzere, (2.8) sistemindegagudaki sistem elde edilir:
(2 —Aby) o +(a,-A by o= C;}
(a, ~Ab,) g +(a,=Aby) ¢= 0

(2.14) sisteminden sifirdan farkli ¢cozumun elddmeeési icin katsayilar determinanti sifira

(2.14)

esitlenir:

all_/\bll a21_/\ sz -0.

a, ~ /\b12 8, N\ bz
Buradan da, son determinant hesaplanixggjdaki sitlik bulunur:

(an_/\bn)(azz_/\bzz)_( a,~ N\ h.)( &~ bz): ( (2.15)
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Ayrica (2.8) sistemindeki (2.7) ile verilem, ve b, katsayllari kendi aralarinda
simetriktir. Yani a, = g, ve b, =h, sa&lanir. O halde (2.15)séli gi asagidaki sekilde
yazilabilir:

(a, - Ab,)(a,-Ab,)-(a,~A B) = C (2.16)
Yaklasik 0zdeerleri bulmak icin gerekli olara,,, &, , i, ve B, katsayilari, p(x), q(x),
r(x) fonksiyonlarinin (2.10) ile verilen derleri ve g;(x) (j=12) fonksiyonlarinin

(2.13) ile verilen dgerleri kullanilarak gagidakisekilde hesaplanir:

(2.7)' den,
2= [{pd (e (- dd () a3 o
O halde,
Tl o[ ]
::{;_;(_ZKXG_KXZ)( e’ — 2KX éKXZ)+%3e_2KXZ+s X éKXZ} d
aw

= Y xe 2 dx+ mV\?J' % @2k dxrsj' R & dx 0.

—00

Benzersekilde (2.7) den,

+0o

b, = I r(x)g,(x) g,(x) dx.

—00

O halde,

+00 +oo
—Kx?2 —Kx 2 _ 2
b12=J'eKX xe" dx:J' X& dx= (

—00

(2.7) den,

+00

2= [{p( e (Y (A=) a( ) a( Y o

—00

O halde,
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Q= T{;—;(xe‘”z)l ( xe‘sz)’ +(mw22x2 +€ )‘%J x@*’ xé‘xz} dx

= +Jio{h—2(e‘sz - 2KxéKX2)2 —mWZX;e ek éZKXZ} dx

2m

2 +oo +oo
; &2 dx- th' % &2 dw mv?/J' % & dxej &% & dx
m:, :
11 31 5 71
h? h2m? h 2112 37”12T[2 15 22
ST Wt W e
m2w?2 2m2 w? 4m? w2 8m2 w2
5 1 71
_3nem? | 1%h%m?
- 3 1 7 7 "

Am2w?  8mZ w2
Benzersekilde (2.7) den,

+00

b,, = j r(x)g,(x) g,( %) dx.

—00

O halde,

3 1
+00 +oo
ke? k2 oKy 2 h21?
b,, = J' xe " xe" dx:j X & dx
- ) 2m? w?

a,, = 0= b, olarak bulundgundan, (2.16) gtli gi

(an_/\bn)(azz_/\ bzz) = (

seklinde yazilabilir. Buradan da,

(a:l.l_/\bll): Ove( 8,~ N\ Qz): (

2
(all_/\bll) O:>/\ a11:_W+ 3xh

. 2.17
b, 2 4m*w’ (2.17)

Bu yaklgik 6zdezer, N=1 durumunda bulunan, (2.12) ile verilen yaikda&zdeserdir.

51 71
3h2m2 1E£h2n2
3 1 77
2 2 2 2
(8, = Aby) = 0= Al =222 = AMEWE_SIEWE
22 hET[E
3 3
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Gerekli sadelgirmeler yaplllrsa/\(zz) asagidakisekilde bulunur:

3w 15h?
=+

NS .
2 2 AmPwA

(2.18)

AP yaklasik 6zdeserine kagilik gelen W (x) yaklasik 6zfonksiyon;
Kx?2

W2 (x)=c,0,(X) = c.€

olarak elde edilir.

AP yaklasik 6zdeserine kagilik gelen W (x) yaklasik 6zfonksiyon;

Wi (x) =c,g,(x) = c,xe*
olarak elde edilir.
N=2 durumunda elde edilen yayjlatzfonksiyonlarin grafikleri gagida gosterilmytir:

5 / I
,,,,,, e

| |

3+ _

Sekil 2. N=2 durumunda elde edilen yailadzfonksiyonlarin grafikleri
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2.2.3. N=3 Durumu

g (x)=e*", g(X=xe ,g( ¥y k& (2.19)
olmak Uzere, (2.8) sistemindegagudaki sistem elde edilir:
(8, -Aby) 6 +(a,-Aby) o+ (a-A b) o= 0
(a, =Ab,) 6 +(a,-Aby) o+(a-Ab) &= 0 (2.20)
(2 ~Aby) o+ (as-Aby) o a-A b o
(2.20) sisteminden sifirdan farkli ¢cozumun elddneesi icin katsayilar determinanti sifira
esitlenir:
a,-Ab, a,-Ab, a-Ab
a,-Ab, &,-Ab, a,~Aby=(
A ~AB 8= AD, A D

Buradan da, son determinant hesaplanixsg)daki ssitlik bulunur:

(a, = Abu{{(a,-Aby)( &= A b)=( @A b)( arA b
-(a-AR)(a-A B 3-A §=
Daha o6nce de belirtildi tzere a, = g, ve b, =b; salanir. O halde (2.21) séli gi

J

(2.21)

asagidakisekilde yazilabilir:
(s _/\b.ll){( 8, = A by,)( a=A by —( a5 A bzr}

-(a-AB)S(a-AB= o
Yaklasik 6zdegerleri bulmak igin gerekli olam,,, a,;, &, , B, , h; ve L katsayilari, p(x),

(2.22)

q(x), r(x) fonksiyonlarinin (2.10) ile verilen gerleri ve g (x) (j=1,2,3

fonksiyonlarinin (2.19) ile verilen gerleri kullanilarak gagidaki sekilde hesaplanir:
(2.7) den,

+o00

as= [{P() g (& (9= d ) al ¥ a( ) o

—00

O halde,
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amzf{%(e—w)'(fe—w)'{mwzzx oo x| o

-T2 - 2 e M e g

31 5 1 71
h21? 3h 212 154 212
=AW MW e
2m?2 w?2 4m? w? 8 w?

5 1 71

_ hee 1Sk

3 1 7 1
d4m2w?  8m? w?
Benzersekilde (2.7) den,

O halde,
bls—j e’ ¢ g’ dx—j % @9 g 1T
2me w2
(2.7) den,
2= [{P(¥ e (g (9~ d ) a( ) ol Y o
O halde,

—00

3

azazjo{;;( —KX ) ()@ SKx? ) (mWZZXZ +€ )éj XéKX2 X ész} dx
{h_z(e_sz - 2KX ész)( 2x&*" - 2Kk é<) —mw2X5e - +€ &‘éKXZ} d
2

2 too
:h—j xe2 dx- %WJ' ® 6 dwr m\R/J' x5g 2 dx+sj x' €2 dx= 0.
m —o —00

Benzersekilde (2.7) den,

+00

b,, = J' r(x) g,(x) g( x) dx.

—00

O halde,
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b, = Txe‘sz -k dsz X & dxe

(2.7) den,
2= [{P( e (Y& (- d 3 al) a3 &
O halde,
o= | (e ) () +[ M e g ] e 28| dx
* J12m 2
= j{hz (2xe‘Kx 2KX éKXZ)2 M+e b éZKXZ} dx
2 12m 2
2% dx— 2 wf X & d m\ﬁ/fo g et daltefxge‘2KXZ dx
31 5 i s
h® 4h2Te? 212 15 %2 10% 2
S om a3 T AWt MW ey
2m? w? 4m? w? 8n¥ w? 16n? w
7 1 9 1
_11n2m .\ 10%:7 2112
- 5 3 9 9 *

8m2w2  16MmP w2
Benzersekilde (2.7) den,

+0o

sy = [ r(X) g5 () g5() dx.

—00

O halde,

5 1
3h2n2
5

4m2 W2

bss—sz o R gt dx—j % & dx=

a,, = 0= b, olarak bulundgundan, (2.22) gtli gi

(2 ~Ab.){ (8= AB)( &/ b)-( as A b)) =
seklinde yazilabilir. Buradan da,
(azz_/\bzz): Ove( g~ A t21)( 8= A\ Qg_( & N\ @2 =

_ 3w 1%h?
+
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Bu yaklgik 6zdeser, N=2 durumunda bulunan, (2.18) ile verilen yaika@zdeserdir.

(a1, ~Aby) (8 =A b~ (@A b) =

durumunda katsayilarin gerleri yerine yazilirsa:

31 5 1 11 71 91 5 1
h2m? 3enm? AR m? || 1l 2m? | 108K 12 Ak U2
T 17 5 5 1 1 5 3 9 9 5 5

2m2w 2 4m2w?2  m2w? ) 8mPw?2  16m w2 4nd W

5 1 71 3 1)
| hPm +156h2n2_/\h2n2 -0
3 1 7 7 3 3 -

4m2w2  8mMPw?2  2m2 w2

ve buradan da)\’ in ikinci derece polinomu

W ot amw ) Bmiw emvi zamw ©

elde edilir. Gerekli dizenlemeler yapilirsa:

/\2( I j”\[_ 3 2]£h5j+ 5:°  2Bh®  45%7

+ + =0
2m? w? 4 4nmfw  16nf w

bulunur. Son polinomdarsazidaki yaklgik 6zdeserler elde edilir:

2 2 3 23 4
/\2+/\(—3hw— 21h j+5izw2 2BL® 4B _

2 3 2% 4
Ao 23w 2Eh __1\/%2\/\/2+ 36h° , 99%
2 AmPw? 2 mw  m'w’

ve

3[hw 2%k’ 1 3&h® 98
/\(3) =+ +—\/4h2W2+ + .
3 2 4mPw? 2 mw  m'w

Dikkat edilirse AP, A" in gelistirilmi s yaklasik 6zdezeridir.

Bulunan yaklgik 6zdeserler /\f'), /\(23) ve/\(;) icin yaklaik 6zfonksiyonlar gagidaki
gibi hesaplanir:
a,=a,=0=Dh,= b, vea,= 3= © b= Loldusundan (2.20) sistemi,
(a, —Aby) o+ (a,-Aby) 6= 0
(a,, ~Aby,) c,= 0, (2.23)
(2 =Abg) ¢+ (a,-A by &=
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sistemine dongiir. A=A veA=AD icin (2.23) sisteminin ikinci gitligi ¢, =0
oldugunda sglanir. Bu durumda,
(a,—Aby) o+ (a,-Aby) c= 0
(a3 = Aby) 6+ (&, -Aby) 6= (f)}
elde edilir. Onceden hesaplanan, ve b, (j, k=1, Jkatsayilarinin dgerleri (2.24)

(2.24)

sisteminde yerine yazilsin:
aAw 3eh? h? 15h° AV/) _
—+ > 2 _/\ Cl + —+ - (\3 - Ol
2  4Am*w dm 8mtw  2mw
(hw 15eh2 J (1112 1081° 2L J
—+ -A|c + +

(2.25)

am  8MPW  2mw &=

2 4AmPw?

A ::h—w—/\, B ::L olarak tanimlanirsa, (2.25) ile verilen sistem,
2 2mw
(A +3eB?)c, +(AB+15%B) ¢, = 0,

2 2.26
(A +15¢B?) ¢ +| 3AB+ 1058+ | ¢ = (2:20)
m

2
-126Bq - a8+ 2+ og B g=(
m

elde edilir. Buradan da,

__( A #  15B
“ 6eB 6meB 2 E

Yani

_ 5mvvz_mw’\+ 1%
6 Xh  4Amw G-

@] halde,/\gg) yaklasik 6zdezerine kagilik gelen LIJ§3) yaklasik 6zfonksiyon;

s5mw? mwAP 15 K2 _Kx2
W :Clgl(x)“Lngs(X):_{ 6e :}:hl +4mw e + g X &

AY yakiasik vzdegerine karsilik gelen W (x) yaklasik 6zfonksiyon;
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‘P(23) (x)=c,9,(x) = c,xe"’

/\(;’) yaklasik 6zdezerine kagilik gelen kIJ(;) (x) yaklaik 6zfonksiyon;

smw? mwAP 1 —Kx2 _Kx?2
ng3) :clgl(x)+ 0393( X) :—[ e $h3 + i GEY + ¢gx &

N=3 durumunda elde edilen yailatzfonksiyonlarin grafikleri gagida gosterilmytir:

5 ‘
N W3

| o =y |

3| S el

Sekil 3. N=3 durumunda elde edilen yakladzfonksiyonlarin grafikleri

2.2.4. N=4 Durumu

g (x)=e", g(X=xe" ,g( ¥z k& , g k= x& (2.27)

olmak Uzere, (2.8) sistemindegagidaki sistem elde edilir:
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(a,-Aby)e+(a,-Ab) e+(a-Ab) o arA b) &
(a12_/\b12)cl+(a22_/\ b22) Cz+( %2_/\ Q) %"'( 3 A QZ G (2.28)
(a13_/\b13)cl+(a23_/\b23) 9+( 35~ A b%g ( as A b:)z G
(2, —Ab,) o +(a,-Ab) c+(a-Ab) ¢ arA b) &

j ve k indislerine b#i olarak a, ve b, katsayilarinin bazi gerlerinin sifir oldgu
onceki hesaplamalardan aplenistir. Genel olarak, ger j+k tek isea, ve b, sifirdir. Bu
durumda (2.28) sistemiasidaki sisteme doriir:

(8, -Aby) 6 +(a,-Aby) 6= O,
(a,, ~Aby,) ¢, +(a,-Ab,) ¢,= 0

(3 —Aby) o+ (8= A By = 0,
(a24 _/\b24) Cz"'( a44_/\ b44) G= 0.

(2.29)

(2.29) sisteminden sifirdan farkli ¢ozimin elddnedsi icin katsayilar determinanti sifira

esitlenir:

a,; ~Ab, 0 &, ~ N\ by 0

0 8, ~A\b, 0 a,~A b,
a;; ~Aby, 0 a;~ A by 0

0 a,, ~N\b, 0 a,~N\ b

Buradan da, son determinant hesaplaniksg)@deaki esitlik bulunur:
{(a,-Aby)(as-Ab)-( as-A b)’]
{( 22 Abzz)(a44_/\b44) _( 8y~ N bza)z} =0

Yaklasik 6zdeserleri bulmak icin gerekli olara,,, b,,, 8, ve h, katsayilari, p(x), q(x),

=0.

(2.30)

r(x) fonksiyonlarinin (2.10) ile verilen gerleri ve g;(x) (j=1,2,3,4 fonksiyonlarinin

(2.27) ile verilen dgerleri kullanilarak gagidaki sekilde hesaplanir:
(2.7) den,

+0o

a= [{o9e (g (- 4} o) a3} o

—00

O halde,
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a2=j{§—m(xe)(>ée) +(mW22X2+a>eJ xe* % é“} dx

+00 2 2,6 —2Kx?
= {g—m(e - 2K¢ e )( 3k @ - ok @)+ S — Xze e &‘éKXZ} C
‘?’hz ¢ —2Kx? 2Kx? 6 —2Kx? 2Kx?
= X 2% dx— Ziwj % & dw mvjxe dx+ej><8e dx
_ 31 s 1 71 9 1
_3n® h2me S 15 %2 10% 2t 2
= 3 73—221\,v 5 §+mw K j+e FE
2m?2 w2 4m? w2 82 w2 16nt w?
71 9 1
_ 9n2m? | 10%h 212
- 5 3 9 9 °

8mzw2  16mP w2
Benzersekilde (2.7) den,

+00

by, = [ (%) 92(x) 94 ¥) dx

—00

O halde,
5 1
22
b,, = jxeKX % e dx—j % & gy I
Am2 w2
(2.7) den,

2.2 [{P9a (D a (4= d 4 a() a( ) o

O halde,
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a, = T{h—z(ﬁe‘wz ) (%e ) +(mW22X2 +e %J % 6% % éKXZ} dx

+o 2 2 12 2,8 - 2KX ,
- {ﬁ_(gxze—m - okt ) mw—zs(oez} o

2m

|
—

2 too +00 +00 +00
2i X &2 dx- 3 WI R & dw m\K/I % ‘c—fozdx+eJ' x0e 2K gx
m L h
5 1 71 9 1 11
_ o Jrm? g o 108?946
= 5 s W+t m ERERA S Tt
4m?2 w? 8m?2 w? 16m? w2 32nt WA

9 1 u 1
_ 69h21? N 94%h 2112

7 5 11 11

16mewz 3212 w2
Benzersekilde (2.7) den,

+00

b44=jr( )94( )94( )d

—00

O halde,
71
b= [ e e o | e o 1
- 8m2 w2
(2.30) esitliginden,
(all_/\bll)( A b33) _( R blc)z = (2.31)
ve
(azz _Abzz)(a44_/\ b44) _( a,~ N\ b24)2 = C (2.32)

Bu durumda, (2.31) polinomundargagidaki yaklgik 6zdeserler elde edilir:

2 3 2+ 4
0 23w, 2J§h2__1\/4hzwz+ 361, 987
2 Am*w? 2 mw  m'w

ve

3[w  2%kh? 1 36hr® 99%h*
/\(4) =+ +—\/4h2W2+ + .
s 2 AmPw? m*w  m'w’

Bu 6zdeerler N=3 durumunda bulunan yakla6zdeerlerdir. O halde:
/\( yaklasik 6zdezerine kagilik gelen ‘P yaklagik 6zfonksiyon;
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(4)
W = - 5mw’  mwA; L 15 0,6 4 o 6
6¢ X*h 4mw

/\(34) yaklagik 6zdezerine kagilik gelen LIJg4) yaklagik 6zfonksiyon;

(4)
LIJ(34) __ 5mMw? LA + 1% C3e_KXZ o X g
6e XEh 4mw

Diger yaklgik 6zdeerler, (2.32) polinomundan hesaplana,, b,, a,, b, , a, veh

katsayilarinin dgerleri (2.32)’ de yerine yazilirsa:

5 1 7 1 3 1 9 1 1 1

5 1 71 3 1 € 11 71
Fh?TC | 1%h2C  ARPC || 6% 2 94Bh i’ 1B 17

§ § Z Z § 73 77 75 il jl 77 75
Am2w?2  8m? w? 2me w2 )\ 16nt w2 32nf W 8m w
71 9 1 5 12
9r2m?  10%A2m® 3AR2TZ |
- 5 3 9 9 5 5 =0,

Sm2w2  16m2w2  4mR w2

ve buradan da\' in ikinci derece polinomu

a2[ 300 J A[_ 15" _138AT) 6B | A9  15Eh°_
8m°w’ 8nPw' 16mw ) 32mMw 32m v 128 W

elde edilir. Gerekli dizenlemeler yapilirsa:

2 2 3 2 4
/\2+/\(—5hw— A%€h j+ 2h*w | 168h° 528°° _

+ =0
2m? w2 4 4w 16nf w

bulunur. Son gtlikten, asagidaki yaklaik 6zdeerler bulunur:

AL

_Shw 4%R? 1 \/ , , 6@r° 375%°
=—t ——,|4h W + +
2 Am*w? 2 m’w  m'w?

ve

2 3 2+ 4
/\24) _ 5hw + 45h +—1\/4h2W2 + 6@HhH N 375°h .
2 Am*w? m’w  m'w*

Dikkat edilirse, AL, A" in gelistirilmis yaklasik 6zdeseridir.
A=A veA =AY icin (2.29) sisteminin birinci ve igtincisitikleri ¢, = 0= c,
oldugunda sglanir. Bu durumda,

(2, =Aby,) ¢, + (@, -A b)) ¢= Z}

(2.33)
(a42 _/\b42) G, +( a44_/\ b44) G
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elde edilir. Onceden hesaplanan, ve b, (j, k=2, 4katsayilarinin dgerleri (2.33)

sisteminde yerine yazilsin:

(3hw 15%h? j (912 10%h4° &hj _
—+ -Njc, + + , =0,

2 Amtw? 4m 8MPW  2mw
(2.34)
3w 3%h° 2%%  315h° Bnh _
—+t—5-N|C, + + - c, = 0.
2  4m'w 4m  8mPW 2mw
A::BH—W—/\, B::L olarak tanimlanirsa, (3.34) sistemi
2 2mw

A +15¢B*|c, +(3AB+ 102 B) ¢ = 0,
G G

2
(A +35¢8%)c, +(5AB+ 31% BM%J G =

2

2n +21@BJQ:(
m

—20eB2c, —( 2AB+

elde edilir. Buradan da,

o[ A, B2 L21B),
2 10eB 10me® 2 |

Yani

2

7mw’ mwA 2%
=- - + c, .
10 5h 4dmw

@] haIde,A(24) yaklasik 6zdezerine kagilik gelen LP(Z“) yaklasik 6zfonksiyon;

(4)
qJ(24) =¢,0,(X)+ ¢,0,( ¥ = _(me2 _ MwA; L 25 ] K2

xe + ¢ % &
10e 5h 4mw G &

A yaklasik 6zdeserine kagilik gelen W yaklasik 6zfonksiyon;

(4)
ng“) = ngz(x) + C4g4( X) = _£7mW2 - + oh J 5

xe® + ¢ % &’
10e 5h Imw G ¢

N=4 durumunda elde edilen yayjlatzfonksiyonlarin grafikleri gagida gosterilmytir:
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5 ‘
4)_1,(3
PN R W=y
' L u® |
y \ l'IJZ
L | 4)_,(3) L
3 | Y=y
/3 W
20 [ \\\ 4

Sekil 4. N=4 durumunda elde edilen yakladzfonksiyonlarin grafikleri

(2.2) bolimindeki bu hesaplamalardan gogildiiizere, N =1, 2, 3,4degerlerine

karsilik elde edilen sonuglag =0 icin literatirdeki harmonik salinim probleminin voet

sonugclartyla uyumludur.

2.3. Kubik ex* Terimli Harmonik Olmayan Salinim Problemi

Asagidaki problem gdz 6nine alinsin:

2
h—y" —lzmwzxzy—exgyﬂ\y: 0, lim y(x) =0,

o lim y(x) = 0. (2.35)

X — +0o

o(x)= 1= q(x):—{mwzzxz+£x3}, (%=1 (2.36)
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olmak (zere, L::D[p(x)D]+q(x) olarak tanimlanirsa (2.35) denklemi

Lly]+Ar(x)y =0 sekline dongir. p(x)>0, (x>0 ve p(x), r(x), o %
fonksiyonlari surekli oldgundan verilen denklem kendingtie

Galerkin yontemini kullanarak problemi ¢ézmiekn sinir dgerlerini sglayan lineer
bagimsiz g, (x) fonksiyonlari boliim (2.2)" deki gibi segilsin.

Yaklgik ozdeerlerin elde edilmesi icin gerekla, (jk=1,2,3 katsaylar (2.7)
kullanilarak  yeniden hesaplanmalidirb, (j,k:1,2,3 katsayilari ise potansiyel

fonksiyonunu icermedinden bolum (2.2) deki gibidir. Buna gore:

2.3.1. N=1 Durumu

(2.8) sisteminder :% oldugu gorular. (2.7) den,

11

+00

a,= [{P(9d (9 (3~} al ) a( ¥ o

p(x) ve g(x) in (2.36) ile verilen dgerleri, g, (x) fonksiyonunun (2.11) ile verilen deri

son integralde yerine yazilirsa:

a T{j_;(e«xz)'(éw)' o[ M e e é} d

—00

+o0 2 ,\2 2,2 2KK ,
[ (ko |+ MWCEE o pgoer |
2m 2

—00

mv\F]Eo 2 62K dx+ sT ® 62 dx

3 1

h2m2

3 3

2m?2 w?2
31
h2Tt?
11
2m2w 2

m

olarak bulunur. Bélim (2.2.1)’ den,
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1 1
e h2TR
by, = [ 1(x)9y(X) gy %) dx=——
e m2w?2
Boylece,
3 1
K2
11
M- _ 2mPw 2 _ W
Al _b - 11 2
11 hET[E
1 1
m2 w2

olarak elde edilir. Bu durumda yakika 6zfonksiyon Bolim 2.2.1° deki gibidir ve gréfi

Sekil 1’ de verilmitir.

2.3.2. N=2 Durumu

(2.8) sisteminden ve, , b, katsayilarinin simetrik olundan,

(all_/\bll)(aZZ_/\ bzz)_( a,~ A\ bu)z = (2.37)
elde edilir. Yaklaik 6zdegerleri bulmak icin gerekli olara,,, a,,, i, ve b, katsayilari,
p(x), q(x), r(x) fonksiyonlarinin (2.36) ile verile deserleri ve g,(x) (j=1,2)

fonksiyonlarinin (2.13) ile verilen derleri kullanilarak gagidaki sekilde hesaplanir:

+00

a,= [{P()d (H e (3~ a() a( 3} o

—00

O halde,
TIR2 1 eV [ a2\ [ mw?x? 2 2
alzzj'{%(e"x ) (xeKX ) +( 5 +e )?j g x&* } dx
:T{%(—ZKXQKXZ)( e = 2K% éKXZ)+%3e_2KXZ+s % éKXZ} d
:—%NTXGTZKXZ dx+ mvx’i]Eo % &2 dw sT £ @< dx
s 1 - -
_ 3en?e?
5 5
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B6lum (2.2.2)’ den,

+0o

b, = j r(x)g,(x) g,(x) dx=0

—00

Benzersekilde,

+0o

2= [{p( e (Y (A=Y a( ) a( Y o

—00

O halde,

a5 :T{h—z(xe"KXZ )' ( xe"‘xz)' +(mW22XZ +€ )?j x@>’ xé“z} dx

*12m
+o 2 " ,\2 2,4 2K "
:I h—(e‘KX - 2Kx¥ " ) LIWXE T e el gy
. 12m 2
2 +o +0o +00 +oo
:g— g2 dx—hwj X 62 dx+ mvﬂ % @ dx-sj X € dx
m—oo —00 —00 —®
11 31 51
_Rh® h2m? R 212 3h 22
ST T Wt W
m2w?2 2mz2 w? 4m? w2
5 1
322
R
4m?2 w?

Bolum (2.2.2)’ den,

3 1
< h2Te

b,, = J' r(x) 9,(x) g,( x) dx=——.
- 2m?2 w2

Bulunan katsay dgerleri, (2.37) gitli ginde yerine yazilirsa:

31 11 5 1 31 5 1\
P ARPRE || 3hPm? AR | | R |

11 T 1 3 1 EE 5 5 :
2m2w 2 m2w?2 AmZ w2 2m? w2 4é WA

ve buradan da\’ in ikinci derece polinomu

h? h® 3t %h®
N? +A| - +—— - =0
(v ) et

olarak bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa:
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3n’w® %R’
4 8mw
bulunur. Son gtlikten, asagidaki yaklgik 6zdeerler hesaplanir:

A% = 2A\hw +

233
A =hw—1\/h2w2+ il
2 2m*w?
ve
233
AD :hw+£\/h2w2+ Xh
2 2m*w?

Dikkat edilirse, A?, AP in gelistirilmi s yaklasik ozdezeridir.
N=2 durumundaki yak§ek 6zfonksiyonlar B6lim 2.2.2" deki gibidir ve grgif Sekil 2’

de verilmitir.

2.3.3. N=3 Durumu

(2.8) sisteminden ve, , b, katsayilarinin simetrik olundan:

(a11_/\b11)(a22_/\b22)( ;= N\ bsg_( ar- A\ Q)( a5 A Q);z
“(a-Ab)(a-A b -(aA B aA B (239
+3a-Ab)(a-AB(aAp= o

elde edilir. Yaklaik 6zdeerleri bulmak igin gerekli olana, a,, a,, Q, ., veb
katsayilari, p(x), q(x), r(x) fonksiyonlarinin (BB ile verilen dgerleri ve

g,(x) (j=1,2,3 fonksiyonlarinin (2.13) ile verilen derleri kullanilarak gagidaki

sekilde hesaplanir:

+o00

as= [{P() g (& (9= d ) al ¥ a( 3 o

—00

O halde,
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o= [ (e (e o[ M0 wer | o 5w | o

1 R2 2,4 2KX
- {jm( aKxe® [ 26 - 2KR &)+ mwfaé} d
:_h7w X2 g 2 dx+mV\fj g2 dﬁej R & dx

o 51
hw  h2Te? 3h 212
ST et W
2m?2w?2 4m? w2
5 1
K2
N
2m? w?

Bolum (2.2.3)’ den,

3 1
+o b

by, = I r(x) 6,(x) g5( %) dx=—5— .
- 2m? w2

Benzersekilde,

+00

2= [{p(A e () a ()~ d A a() o( 3} @

—00

O halde,
B = [ (x| (e | +[ M0 4o i ] e 7o | o
2 12m 2
+00 2 2.5 ~2Kx2
= {;—(e’KXZ—ZK)@e‘KXZ)(ZXéKXZ— 2K é<) %w &'éKXZ} d
< 12m
2 +oo
_h xe 2 dx— %—WJ' ® 62 dy mv%j Re 2 dx+sJ' X €2 (dx
m—oo
71
_15eh21?
1 1
8mz2 w?2

B6lum (2.2.3)’ den,

Benzersekilde:
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+00

2= [ {0 e () g (- ) o a( ) o

—00

ey o[ cs) o ) o

—00

+0 2 R 12 2.6 2K ,
= I{%(Zxé” —~ 2KR & ) +%+g % @ } dx

2h2 +oo ) +00 ) +00 2 +00 s
= X262 dx— Ziwj X &2 dwr mv?/J' R & d)hs.[x7e‘2KX dx
m —00 —00 —00 —00
31 s 1 71
2 2972 2972 2172
_2h hsng_%w%5n5+ W9_15*z7n7.
2m? w2 A2 W2 8Me w2
7 1
_11h2m2
T 5 3
8mz2 w?2

Bolum (2.2.3)’ den,

5 1
e 3h272

by = [ 1(x) 93(X) ga( %) dx=———
o 4m?2 w2

Bulunan katsay dgrleri, (2.38) gitli ginde yerine yazilirsa:

31 11 51 31 74 5t
R*m? ARP? || 3hcm? ARm? || 11h At?2 . 3\h At ?
1 _} } } } } 73 73 75 73 75 75
2m2w 2 m2w? )l 4m?w? 2mPw? )\ 8mP w2 4nt WP
31 11 7 1 5 1 31 51 3 1)
| hPm® AR || 1%ehcm? | | 2 AR || hPTP AR
11 11 77 3 1 3 3 3 1 3 3
2m?w 2 m2w? 8m? w? 4P w2 2m?w? )\ 4dmPw?  2nP wW?
71 51 5 1)?
| 11a2m?  3AA2m? || Fh 2
5 3 5 5 5 5
8m2w?z  4mPw? J{ 4n? w?
51 51 31 71
3eh?1? h2mz Ah?m? || 1=Eh?1m?
+2 5 5 3 1 3 3 7 7 =0.

am2w? ) 4amew?  2mP w2 )| 8m2 w2
Gerekli dizenlemeler yapilirs&’ in ikinci derece polinomusagidakisekilde bulunur:

_ON°hw | 23\RPwWS 8ETRC 18°w 118hH 1
2 4 8m’w? 8  16mw

N® 0.



3. SONUCLAR

Bu calsmanin literatlire katkilarisagidaki sekilde 6zetlenebilir:

1. Bu calsmada ilk olarak Galerkin yonteminin
Ly]+ar(x)y =0; B,[y] =0, B,[y] =

Sturm-Liouville problemini

i(ajk _/\b,k)(} =0, k=1,2,3,...,N

=

= ({99 ()9 (9= d ) (3 03} o

b, = J' r(x)g (x) g () dx

X1

sifirdan farkli ¢ozimin elde edilmesi icin katsaydieterminanti sifirasglenerek

farkli enerji seviyeleri {\,) yaklasik olarak hesaplanmtir.

2. Literatiirde harmonik salinim problemi iki farkli yi@mle c¢cozilmgtir. Birincisi
kuvvet serisi veya Frobenius yontemiyle, ikincigpeoator cebiri kullanilarak
yapilan ¢ozimlerdir. Bu ¢ama harmonik salinim probleminin ¢ézimu igin yeni
bir yontem sunmaktadir. Sunulan bu yonters 0 icin literatirdeki sonuclarla
uyumlu sonuglar vermektedir. Boylecez0 (& kucuk veya buyik) olmasi
durumlarinda enerji seviyelerine yakialar elde edilmtir.

3. Bu calsmada ayrica harmonik olmayan salinim probleminirordizsiyonlari
Uzerinde de durulnytur.

4. (2.7) ve (2.8) ile verilen sistem, harmonik olmaysalinim problemi icin istenilen
N degeri ile enerji seviyelerinin hesaplanmasina imkagias.

5. €#0 icin N=3 ve N=4 iken bulunan yaklk enerji seviyeleri,simdiye kadar
verilen sonuglardan daha da getilmis degerler oldgu gézlenmektedir.

6. Yontemin uygulanabilirigi, potansiyeldeki terim dgstirildi ginde elde edilen
problem uzerinde de gosterilgtit. €x® terimi ile calsilarak bazi yaklgmlar
bulunmytur ve sistemin katsayllar determinantinda salu simetriklgin

kayboldigu gozlenmgtir.



[EEN

. ONERLER

. Sunulan bu yéntem bazi nimerik uygulamalarda diamkuébilir.

Farkli problemler iging; (X) fonksiyonlarinin secimi taglabilir.

N =5 icin harmonik olmayan salinim probleminin yakla enerji seviyeleri

verilen yontemle hesaplanabilir.

(2.7) ve (2.8) ile verilen sistemden gtiurulacakc;’ lerin katsayilar determinanti
icin bir genelleme yapilabilir.

Hilbert uzaylarinda harmonik olmayan salinim profilen enerji seviyeleri

Uzerine cakilabilir.

iki veya daha cok boyutlu Schrédinger denklemlerin igerilen yontemin

uygulanip-uygulanamayagiearsstirilabilir.
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