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OZET

n-Boyutlu Oklid ve Ortogonal Geometrilerde Noktalar Sistemlerinin Denklik

Problemleri

Tezde, n-boyutlu R 6klid uzayinin tiim izometrileri grubu; Iz(n) ve bu grubun 6nemli
altgruplar1 olan ortogonal doniistimler grubu; O(n), donmeler ve Stelemelerle olusturulan;
SIz(n) grubu ve donmelerle olusturulan SO(n) gruplart ile Rn’deki noktalar sistemleri i¢in
denklik problemi incelendi. Bu problem Iz(n), O(n), SIz(2) ve SO(2) gruplar1 icin
Invaryant yontemleri kullanilarak ¢oziildii. Iz(n) grubu igin tezde elde edilen denklik sart:
daha 6nce Berger’in “Geometry I’ adl1 kitabinda verilen denklik sartindan farkli olarak

bulundu.

Anahtar Kelimeler: Oklid Geometrisi, Izometri, Ortogonal Grup, Invaryant.



SUMMARY

Equivalence Problems of Systems of Points for n-Dimensional Euclidean and

Orthogonal Geometries

In this thesis, Equivalence Problems are investigated for all isometries group of n-
dimensional Euclidean spaces; 1z(n) and their important subgroups, group of orthogonal
transformation; O(n), group of translation and rotation; SIz(n), group of rotation SO(n)
with systems of points in Rn. The equivalence problem has been solved for following
groups Iz(n), O(n), SIz(2), SO(2) with respect to invariant theory.Equivalence condition of
Iz(n) in this thesis was found differently given equivalance condition in the book that the

name is “ Geometry I ““ of Berger.

Key Words: Euclidean Geometry, Isometry, Orthogonal Group, Invariant.
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SEMBOLLER DiZiNi

(al.j); i,j=1,2, ., n a,eR nxn tipinde reel katsayili bir matris
A" = (a ﬁ) A= (aij) matrisinin transpozesi
boyE E reel vektor uzayinin boyutu
D, f Polarizasyon operatorii
det G(x,, x,,...,x,,) Gram matrisinin determinanti
E n >1 boyutlu reel vektor uzay1
&(n) Oklid izometrileri grubu
f :p*'Dxﬁlx“]f
S R
G(x,, x5 .00sx,,) |y ox;, Xy, s X, € R"lerin

() e {103,

Gram matrisi

G(E ) = {A : E — E| 4 tersi mevcut olan lineer operaté')r}
G(x) x noktasinin G - yériinge ’si

G:K G grubunun K kiimesi iizerindeki etkisi

GL(n, R) nxn tipideki determinanti sifir olmayan tiim

matrislerin olusturdugu kiime

Iz(n) Tiim izometriler kiimesi

LIz(n) Tim lineer izometriler kiimesi

M, Ortonormal sisteme gore F' doniisiimiiniin matrisi
N Dogal sayilar kiimesi

N* Sayma sayilar kiimesi

O(n) Ortogonal doniisiimler grubu

O_(n) :{gGO(n):detgz—l}

O, (n) :{gGO(n):detgzl}

Q Rasyonel sayilar kiimesi
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Tiim 6telemelerin olusturdugu kiime
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1.GENEL BILGILER

1.1.Giris

Oklid (M.0.365 — M.0.300) matematik kiiltiiriinii matematigin 6zlerini ¢ikarip
sistemli bir hale getiren matematikgilerden biridir. “Temel Ogeler” adli yapitiyla, son
zamanlara kadar gegerliligini koruyan matematigin temellerini atmustir. Oklid, kendinden
once gelenlerin eserleriyle kendi 6z yapitlarim da derleyerek bugiin Oklid geometrisi
adiyla bilinen geometriyi aksiyomlarina dayanarak gelistirmistir.

Invaryant kavrami ve invaryantlar teorisi 1850 yilindan itibaren gelismeye
baslamistir. Invaryantlar teorisi, 6zel olarak, cebirsel yontemlerle geometri problemleriyle
ugrasiyor.

1872’de F. Klein “Erlanger Programi ‘ ndaki konugsmasindan geometrilerin bu
geometri grubunun invaryant teorisi oldugunu ileri siirmiistiir. Bu agidan Oklid geometrisi
aslinda Oklid uzayindaki tiim izometriler grubunun invaryant teorisidir. Afin geometri ise
n-boyutlu afin uzayindaki tiim afin doniistimler grubunun invaryant teorisidir.

Invaryant teorisinin gelisimi 1850’ lerden baglamistir. Bu teorinin gelismesinde
Ingiliz matematikgisi; Keyley, Alman matematikgileri; Boole, Gordan, David Hilbert,
H.Weyl, Fransiz matemakgisi Hermit gibi matematikg¢ilerinin ¢alismalar1 ¢ok 6nemlidir.
Invaryant teorisinin gelismesi halen devam etmektedir.

Birbirine G —denk olan iki nokta ailesi aldigimizda bunlarin herhangi bir G-invaryant
polinomlar (rasyonel fonksiyonlar ) i¢cin degerleri esit ¢cikmaktadir. Fakat bunun tersi her
zaman dogru degildir. Bunun ne zaman dogru oldugu problemi denklik problemidir.

Tezde, Oklid geometrisi gruplar agisindan incelenerek, bu geometriyi ortaya ¢ikaran
0(n) SO(n), Iz(n), SIz(n) gruplarinin denklik problemi incelenmistir.

Tezde asagidaki problemler arastirilmistir:

1-{x,...x,} ve {y,,...,», } noktalar sisteminin O(n) grubuna gore denklik problemi.
2-{x,,...x,} ve{y,,...,y,} noktalar sisteminin SO(2) grubuna gore denklik problemi.
3-{x,,....,x,} ve{y,,...,», } noktalar sisteminin Iz(n) grubuna gore denklik problemi.
4-{x,,...,x,} ve {y,,...,», } noktalar sisteminin SIz(2) grubuna gore denklik problemi.

Konunun giincelligi:



1-Ortogonal geometride noktalarin denklik problemi teorem 18 ‘de incelenmistir. Bu
yontemin dnemi, Oklid geometrisi, benzerlik geometrisi ve diger geometrilerde de
kullanilabilmesidir.

2- Noktalarin denklik probleminin ¢6ziimii, dogrular, egriler, ylizeyler sisteminin
denklik problemlerinin incelenmesinde 6nemlidir.

3- Noktalarin denklik probleminin ¢ézliimii nesne tanima problemlerinde ve

bilgisayar ile ilgili tanima problemlerinde 6nemlidir.



1.2. Oklid Uzay1

Tanim 1: E, R reel sayilar cismi iizerinde vektdr uzay1 olmak lizere, ¢p: ExE — R
doniistimii asagidaki aksiyomlari saglasin:

Vx,y,ze E, VA€R igin;

D olx+2,2)=plx,2)+p(y,2)

2) p2x,y) = 20(x, )

3) plx, y)=p(r.x)

4) go(x, x) >0

5) q)(x,x):O < x=0
Bu sekilde tanimlanan ¢ doniisiimiine £ ’de skaler (i¢) carpim denir. (E , (p) ikilisine de i¢

carpiml1 vektor uzay1 denir.
Tanim 2: Sonlu boyutlu i¢ carpimli vektor uzayina 6klid uzayi denir.

Ornek 1: £=R alalm. ¢:RxR >R, x, yeR olmak iizere (p(x, y) =x.y donligimii
tammlayalim. (R, @) "nin 6klid uzay1 oldugunu gosterelim:

vx, y, z,A € R olmak lizere;

D) plx+y,z)=(x+y)z=xz+yz=0(x,2)+0(y, 2)
2) go(l.x, y) = (l.x).y = ﬂ.(x.y) = l.go(x, y)
3) plx, y)=xy = yx=0(y,x)

4) go(x, x)z xx=x>2>0

5) ¢(x,x)=0:>x.x:0:>x2 =0=>x=0

x=0= ¢(x,x)=0 oldugu agiktir.
Ornek 2: E=R? alalim. ¢:R*xR’* >R, x=(x, ), y=(»,»,)eR*® olmak iizere
(/)(x, y) =Xx,.y, +x,.y, donislimiini tanimlayalim. (R2 , g/)) 'nin  0klid  oldugunu
gosterelim.
Dox+y,2)=( X, + y1,2) + (X, +1,,2,) = (%, 2) + (¥, 2) + (X, 2,) + (1,5 2,)

={(x,,2)+(x,,2)} +{(,2) + (15, 2)} = o(x, 2) + p(y, 2)



2)p(Ax, y) = Ay, + A%, = ALy, +%,0,] = A(x, )

3)@(x,¥) = Xy + X, 0, = 11X, + ¥, %, = (¥, X)

Ho(x,x)=x"+x">0

5) p(x,x)=x"+x"=0x,=0,x, =0 x=0
oldugundan (]R2 , qo) oklid uzayidir.

Ornek 3: E=R" alalim. @:R"xR" —)]R,x:(xl, Xyy ey xn), y:(yl, Vs wees ¥ )ER”

n

olmak tizere (p(x, y) = in .y, donilisiimiinii tanimlayalim. (R”, go) oklid uzayidir.

i=1
Ornek 4: E=R alalm. ¢:RxR—>R, x,yeR olmak iizere ¢(x, y)= x>y
doniistimiinii tanimlayalim. (R, ¢) ‘nin 6klid uzay1 olmadigini gosterelim:

Gergekten Vx, y, z € R olmak lizere;

¢(x +, z) = (x + y)2 z=x"z+y’z+2xyz olur. Ama i¢ carpim tanimma gdre
¢(x +, Z) = x’.z+ y*>.z olmahdir. Bunun i¢in 2.x.y.z =0 olmas1 gerekir. Buradan x =0
veya y=0 veya z=0’dir. Fakat bu sart tim x, y ve z’ler i¢in saglanmadigindan,
¢(x+ v, z);v&x2 z+y>z olup, ¢ i¢ carpim degildir. Dolayisiyla (]R, ¢) oklid uzay1
degildir.
Tanim 3: (E,, ¢, ) ve (E,, p,) 6klid uzaylar olmak iizere, F : E, — E, doniisiimii igin;

1) F, birebir ve Orten

i1) F', lineer

iii) (F(x), F(), = (x. ),
ise (E X ) ve (E - (/)2) o6klid uzaylarina izomorf denir.
Onerme 1: (El, (ol) ve (Ez, goz) oklid uzaylarinin izomorf olmasi i¢in gerek ve yeter sart
boyE, = boyE, olmasidir.
Sonug 1: (E, @) 6klid uzayi ve boyE = n olsun. O halde (E, @) ¢klid uzayz, (E”, (p) oklid
uzayina izomorftur.

Tanim 4: E" 6klid uzayinda x € E” igin , /<x, x> sayisina x vektoriiniin normu denir ve ||x||

seklinde gosterilir.



Tamim 5: ||x|| =1 ise, x vektoriine birim vektor denir.

Tamm 6: E" 6klid uzayinda (x,y) =0 ise x ve y vektdrlerine ortogonal denir ve x L y
seklinde gosterilir,
Lemma 1: E"’de tammlanan norm asagidaki aksiyomlar: saglar:
VxeR", VAeR igin,
i) x>0
i) [x|=0< x=0
if) |25 = |4/

Ispat:

1) ||x|| :\/<x, x> :\/xf +x5 +..+x. 20

i) ||x||:O:> <x,x> =0:\/x12 +x;+..+x. =0=>x=0
x=0= ||x|| =0 oldugu agiktir.

iih) [ Aox]| = (Ax, ) = (20, )+ (2x, ) .+ (A, ) =

=\//12.x12 + X+ A =\//12.(x12 +x5 +...+xj)=

= |ﬁ|\/x12 +X X = |ﬁ|||x|| ¢
Tanim 7: <xi,xj>:0 ve i# j olmak iizere, {x, x,, ..., x,} < E" sistemine ortogonal

sistem denir.

Teorem 1: {x,, x,, ..., x,,} < E" ortogonal sistem olsun. Bu takdirde;

m
S
i=1

Ispat: m =2 alalim.

2

= i”xi ||2 (Pisagor Teoremi)’dir.
i=1

[, + 53 = 6y 3y, 42, ) = (3102} 2000, )+ () = (1, )+ (33, ) =
0

_ 2 2
=l +

m =k igin;



||x1 +X, +...+x, ||2 = ||x1 ||2 +||x2||2 +...+||xk ||2 esitligi dogru olsun.

m =k +1 i¢in de dogrulugunu gosterirsek ispat biter. Simdi bunu gosterelim:
2

X+ X+t X, X, =||A+x,{+l||2 =<A+xk+1,A+xk+1> =

A
= (A, )+ 2{ A )+ (s X ) = AL+l =
0
=, +x, et x| x| =
=[x+ el [+l
Burada, A 1 x,

(Ayx, ) =X+ X, o+ 2X,,X,, ) =X, X, )+ H (X, x,,,) =0

¢

Onerme 2: {xl,xz,. X } ortogonal sistem ve x, #0,i=1,2,...m ise Xx,,X,,...,X,

i X,
vektorleri lineer bagimsizdir.

Ispat: Farz edelim, baz1 A, 4, .., 4 €R i¢in A,.x, +4,.x, +..+4,.x, =0 olsun.
<xl.,/11 X+ A,x, o+ A .xm> =A .<x. x.> olur. Burada x;, #0, i=1, 2, ..., m oldugundan

277

<xi,xi> #0°dir. O halde; 4 =0, i=1, 2,...,m olur. Bu bize x,x,,...,x,, vektorlerinin
lineer bagimsiz oldugunu gosterir. ¢

Tanim 8:
0, i#J
<xl.,xl.>=5,.={ ) ]', Lj=L2,..,m
‘ J

ise sisteme ortonormal sistem denir.
Ornek 5: x,y € R* alalim. x=(1,0) ve y=(0,1) segelim. Bu takdirde (x,y) = x,, + X, »,
oldugundan (x,x)=1(x,y)=0,(y,y)=1 olarak bulunur. Burada (x,y) ortonormal bir

sistem olusturur.
Teorem 2: Keyfi 0klid uzayinda ortonormal taban vardir.

Ispat: E keyfi bir 6klid uzayr boyE =m ve {xl,xz,...,xm} bu uzayin bir tabani olsun.

{x1 b SR } vektorleri yardimiyla {e1 €550y €, } ortonormal sistemini elde edecegiz.



1) m=1 i¢in teorem dogrudur. Ciinkii x, lineer bagimsiz oldugundan x, #0 olup;

e = ortonormal taban1 vardir.

i
Al
2) m=2 alalim. x, #0 olup; ¢ = birim vektordiir. y, = 5,,.e, + x, segelim ve

Al

<e1 , y2> =0 olacak sekilde f,,’1 bulalim:

<e1,y2> =<e1,,6’21.e1 +x2> :03,6’21.<e1,el>+<e1,x2>:0:> B :—<el,x2>bulunur.y2 #0

1

oldugunu gosterelim. Bu durumda, y, =0 ise e, ve x, vektorleri lineer bagimli olur. Bu

ise bastaki secimimizle gelisir. O halde y, # 0 olup; e, =ﬁ birim vektor ve {e, e,}
V2

ortonormal sistemdir.

3) k<m alalm.x,x,,...,x,, x,,, vektorlerinin ilk k£ tanesi yardimiyla e ,e,,...,¢e,

gibi  bir  ortonormal  sistem  elde  edildigini = kabul edelim. = Yani;
0, i#j 1<i<k
<ei,ej>=5,.j={ ’ ,

, i=j 1<j<k
Simdi bu ortonormal sistemle verilen (k+1)’inci vektor olan x,,, yardimiyla

dir.

Vin = Buan-e oot Buoi-€r + X vektoriinii  tamimlayallm  ve  buradan

(Ven-€,)=0(i=1,2,...,k) olacak sekilde f,.,,yi bulalm:
<yk+1 > ei> =0= <:B(k+1)1 €+t ﬂ(k+l)k €t X, ei> =0

= ﬂ(k+l)i '<ei 5 ei> + <xk+1 5 ei> =0
i

= ﬁ(k+1)i = —<xk+1 , €i> bulunur.
Vi =0 olamaz. Cinki y,,, =0 ise e ,e,,....e,x,,, ve dolayisiyla x,,x,,....,x,,x,,

vektorleri lineer bagimli olurdu. Bu ise c¢eliskidir. Dolayisiyla y,,, # 0’°dir. Boylece

Vi

€ =

” olup; e, e,,...,e,,e,,, vektorleri ortonormal bir sistemdir.
Vs ”



Bu sekilde devam edilerek {x,,x,,...,x, } vektorleri yardimiyla {e,,e,,...,e, } ortonormal
sistemi elde edilir. ¢

Teorem 3: Sonlu boyutlu uzayda, keyfi ortonormal sistem ortonormal tabana kadar
genisletilebilir.

Ispat: E, sonlu boyutlu uzay ve boyE =n, r<n olmak iizere, {el,ez, ...,er} E >de bir

ortonormal sistem olsun. Amacimiz {el, €y, s €., € . en} ortonormal taban olacak

(SSERRE

sekilde e

r+l1?

e

5, --» €, €lemanlar1 bulmak. » <n oldugundan, 3x #0 i¢in e, e,,....,€,,x

vektorleri lineer bagimsizdir. y = 4,.e, +...+ 4, .e, + x vektorlinii tanimlayalim.
<y, el.> =0,i=12,...,r
<ﬂl.el +..+4 e +x, el.> =0

</11.el,el.>+...+<ﬂ,.e e.>+<x,e.> =0

r2 i i

1 1

/?1.<el, ei>+...+/'ti_l.<ei_l, e, +/1..<ei, ei>+/1i+l.<ei+l, ei>+...+/1r.<er, ei>+<x, ei>:O
NI

1
A +(x,e)=0= 24 =—(x,¢,),i=12,..,r elde edilir. y=0°dir. Ciinkii y=0 ise

e, e,,...,e ,x vektorleri lineer bagimli olurdu. Bu ise bastaki secimimizle ¢elisir. Boylece

le,,e,,....e,} ortonormal sistemini e, ile {e,.,e,,....e,,e,,, } ortonormal sistemine

_Jy
v

genislettik. Benzer sekilde devam edilerek {eM,eHz,..., en} ortonormal tabani elde edilir.
¢

Teorem 4: E bir 6klid uzayi, {el, €y puens en} sistemi E ’de bir ortonormal taban ve x € F
olsun. Bu takdirde; x = 4,.e, + 4,.e, +...+ 1, .e, Oyleki 4, = <x, ei>, i=1,2,..,n’dir.
Ispat: {el €55 ns € }, E’de bir taban oldugundan x=A4,. +4,e,+..+4,e, icin

€y

Ay Ay ey A, € R vardir. <x, e,.> i¢ ¢arpimini alalim.

n*n>>i 27

<x, el.>:</?,l.el + A6, +..+4 e el> =/11..<e, e,>:/11.,i =1,2,...,nolur.
NIgLL/

1

Boylece, 4, = <x, ei> oldugunu buluruz. ¢



Sonug 2: E bir 6klid uzayi, E ’de bir ortonormal taban {e,,e,,...,e, } olmak iizere keyfi
x,y € E icin asagidaki ifadeler dogrudur:

D) (x,e,)" +(x,e,) +t(x,e,)" =[]

i) x=0<(x,¢,)=0,i=1,2,..,n

i) x=y < (x,e)=(r.¢)i=12,..,n
Ispat:

) x=2A.e+Ae+.+Ae ved =(xe)i=12,.,ndir

Pisagor teoremini kullanirsak;

n n

n n
2 2 2 2 2 2
||x|| =Z||li.el.|| :Z|’1i| .|el.|| =24 = <x,ei> olur.
i=1 i=1 j

T i=1 i=1

1) x:0:><x,ei>:0,i:1,2,...,n

<x, ei> =0= <il.el +4,e,+..+4, e, ei> =0= ﬂ,l..<ei, ei> =0
1
=>1,=0,i=12,..,.n=>x=0
1i1) x:y:>x—y:0:><x—y,el.>:0:><x,el.>:<y,el.>
<x, ei> = <y, ei> = x =y oldugu aciktir. ¢
Sonug 3: E bir 6klid uzay1 ve {el 3€55.0s € } E ’de bir ortonormal sistem olmak tizere keyfi
x € E igin agagidaki ifade dogrudur:

<x, e >2 + <x, e, >2 +...+ <x, e, >2 < ||x||2 (Bessel Esitsizligi)

Ispat: <x, ei> =c,,i=12,...,k olarak alalim.

0£<x—zk:cl..ei, x—ici.ei>
i=1 i=1
k k k k
:<x, x>—2.<x, Z:ci.ei>+Z:cl.2 :<x, x>—22.cl..<x, el.>+Z:ci2

i=1 i=1 — =l
¢

k k
2 2 2 2
- 0S<x,x>— c; = )¢ S”x” L4
i=1 i=1 i=1

Il
—
by
=
|
M-
N
(@)

M )
+
M
o
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1.3. Gram Matrisi ve Gram Determinanti

Tanim 9: E” 6klid uzay1 ve x,, x,, ...,x, € E" olsun.
(rox) e ()
(x,,x) o (x,.x,)

matris G(x,,x,,..., x, ) seklinde gosterilir.

matrisine x,, X,,...,x, vektorlerinin Gram matrisi denir. Bu

Tanim 10: Gram matrisinin determinantina Gram determinanti denir. Bu determinant

det G(x,, x,,..., x,, ) seklinde gosterilir. Yani;

(rax) e (5

detG(x,,x,,..ox, )=| - e | dir.
(tox) o (5003,
. n :
Not: x,, x,, ..., x, € R" ise,
xlz(xllaxlz’“-:xm) X1 X1, cee Xy,

Xy = (le > X225 005 x2n)

olmak {izere, matrisini ||x1...xm || seklinde

xm = (xmlﬂme""’ xmn) xml xm2 xmn
gosterelim.

Tanim 11: A= (aij) bir matris olsun. 4" = (a ﬁ) matrisine 4 matrisinin transpozesi denir.

Onerme 3: X5 Xysees X, V€ V5 Vy,..., ¥, € R" olsun. Bu takdirde;

<xl’yl> <x19yk>
||xl...xm||.||y1...yk||T =l - ‘dir.
(X ¥1) oo (X 00)
Ispat:
T
X Xy [V e Vi

T . .
Pty [l =| o e e | =

xml xmn ykl ykn
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n n
X Vs ZX-. .
Xy e X, MV e Va ZZ::, 1+ Vi < 1V ki
. . . ) - =
X X )V e V) | DX e DX
i=1 i=1

<x1,y1> <x19yk>

(Xps01) oo (X0 0)

Not: ||xl...xn || matrisinin determinantini, det||x1...xn

=[x,...x,] seklinde gosterelim.

Sonu¢ 4: x,,X,,....,X, V€ ¥, ¥,,...,y, € R" olmak lizere,

<x1,y1> <x1=yn>

[x..x, vy, = - e | dir.
<xn7y1> <xn7yn>

Ispat: Onerme 3’te m = k = n alinrsa,

. <x1,y1> <x17yn>

||x1...xn ViV

(X, %) o {x,0,)

olur ve burada esitligin her iki yaninin determinantin1 alalim:

<x1,y1> <x1=yn>
U . yl'.'yn

= detmxl...xn T): det(“xl...xn ).detmyl...yn T):

(or) e (s 0)
)= [xl...xnlLvl...yn] ¢

Sonug 5: x,, X,, ..., x, € R" olmak iizere, detG(x,, x,,...,x,)=[x,...x, |’ dir.

=[x,..x, 1det(“y1 Y,

Ispat: Sonug 4°te y,, y,,..., ¥, yerine x,, X,, ..., x, alinirsa;
<x1,x1> <x1,xn>
(6,5) o (x,x,)

Onerme 4: Vx,, x,, ...,x, € E" i¢in;

=[x,..x, ]’ olur. ¢

i) detG(x,,x,,...,x,,)>0

Y m
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i) detG(x,, x,,...,x, )= 0 < x,,X,,..., x, lineer bagimlidir.

Ispat: Bu énermenin ispatin1 ii¢ durumda inceleyecegiz:

1) m =n olsun.

i) detG(x,,x,,..,x,)=[x,..x,]" >0 dur.

i) det G(x,,%,,...,x,)=0=[x,..x, ) =0=[x,..x,]=0= x,, x,,..., x, lineer
bagimlidir. Simdi de x,, x,, ..., x, lineer bagimli iken det G(x,, x,, ..., x, )= 0 oldugunu
gosterelim. x,, x,,..., x, lineer bagiml oldugundan 3k =1,2, ..., n icin bir x, vektoriinii

diger vektorlerin bir lineer toplami seklinde yazmak miimkiindiir. Genelligi bozmadan

k=n alip, x, =A,.x, +...+ 4,_,.x,_, yazalim.

(x,x,) . (x,.x,)

detGlx,,...,x, )= - =
(x ) (X0, x)) U (X5 %,)

</11.x1+...+Zn_1.xn_1,xl> </11.x1+...+/1n_1.xn_l,xn>
(x3,) (x,,x,)

(2,03 . (0%,

/11.<x1,x1>+...+/”tn_l.<xn_1,x1> /11.<x1,xn>+...+/1n_1.<x x>

n-1°>"n

=0

bulunur. Ciinkii matrisin son satir1 diger satirlarin bir lineer toplami oldugundan sonug
stfirdir.

2) m > n olsun.

1) mn-boyutlu uzayda n’den daha biiylikk sayida m tane vektér oldugundan

X, X,,..., X, vektorleri lineer bagimhidir. O halde, 34 #0 i¢cin A4, .x, +...+4,.x, =0’dur.

Farz edelim A, #0 olsun. O halde, —A,.x, =A4,.x +...+A_x,, +4,,.x, +..+4,.x,
/11 2"71 2’ 1 s 1: k :
olup, x,=——-x,—..m——x, | —-x,, —...——2-x, dir. ——=p,, k=12,..,m ile
p i i 1 ﬂ, i1 y) i+l y) /1 Hy

i 1 i i i
gosterelim. Buradan x, = g,.x, +...+ 4, X, | + g, X, +...+u,.x, olup, x, asagidaki

determinantta yerine yazilirsa i. satir diger satirlarin bir lineer toplami1 olacagindan;
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(50x) e e o (x0x)
det G(x,,...,x, )= (x,x) ... . .. (x,x,)|=0 olur
S S S

i1) Bu durumda keyfi m tane vektor her kosulda lineer bagimlidir. Yani keyfi

Xy, X,y,..., X, vektorleri i¢in detG(x, x,, ..,x,)=0"dr. x,,x,,..,x, lineer bagimh
oldugundan yukaridaki durumda yaptigimiz gibi det G(x1 3 Xy s X, ) =0 oldugu goriiliir.

3) m<n olsun. x,x,,..,x, vektorlerinin lineer bagimsiz oldugu durumda
X;,X,,..., X, vektorleriyle liretilen alt uzayr W ile gosterelim. W < R"’dir. W, <x, y> i¢
carpimina gore bir oklid uzayidir. Keyfi m -boyutlu &klid uzayr R” Oklid uzayina
izomorftur. Yani; <x, y>W = <F (x), F( y)>Rm olacak sekilde IF :W — R" doniisiimii bire

bir, Orten ve lineerdir.

(x, x50, o (x,x,),
det G(x;, . X, ) = '
(X, x50, oo (X, %),
(F(x), F(x))n - (F(x), F(x,)),0
(F(x,), F())on oo (F(x,), F(x,))p

oldugu goriiliir. Boylece det G(xl, o X, )R,, =det G(F (x), ... I (xm)) elde edilir. Simdi

w
ispata gecelim:

1) m-boyutlu uzayda m tane noktanin Gram determinantinin sifir veya pozitif
oldugu m = n durumunda gosterilmisti.

i1) det G(xl,xz, ...,xm): 0 olsun. x,,x,,...,x, vektorlerinin lineer bagimli oldugunu

gosterelim. Farz edelim x,x,,..,x, lineer bagimsiz olsun. Bu durumda yukarida

m

verildigi  gibi  bir izomorfizma vardwr. x,Xx,,..,x, lineer bagimsiz ise
F(x)),F(x,),..., F(x,)) R™’de lineer bagimsizdir. Dolayisiyla det G(F(x1 )y F(x,, )) #0
olur. Bunun sonucu olarak da detG(x,,...,x, )#0 olur ki bu bir geliskidir. O halde

det G(x1 3 Xy sy X, ) =0= x,,x,,..., x,, vektorleri lineer bagimhdir. x,, x,,..., x, vektorleri
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lineer bagiml iken det G(x1 3 Xy gy X, ) =0 oldugu yukarida diger kosullarda verildigi gibi

benzer sekilde gosterilir. ¢

Teorem 5: Keyfi x, ye R" igin <x, y>‘ < ||x|||| y|| (Cauchy-Schwarz Esitsizligi)’dir.

Ispat:

(x.x) (xy)
(r.x) (».2)

= ()3~ (0253 20 = o I ~ (. 20

(o) <[l @

detG(x, y)= >0

=

Sonug: x ve y vektorleri lineer bagimhdir <

(s )=l ar
Ispat:

) =W o
e, )%, 1) = (%, x)Xy, ) =0

(x,x) (x »)
(v x) (»»)

x ve y vektorleri lineer bagimli.

=0

Teorem 6: Keyfi x, y e R" icin ||x + y|| < ||x|| + || y|| (Minkowski Esitsizligi)’dir.

Ispat:

<x, x> + 2.<x, y> + <y, y>‘

(7.7)

<l + 2o+ oA = (o + oA

e+ 37| =[x+ 3+ )] =

<

<x, x>‘ +2.

(x, y>‘ +

e+ o < (ol + AV = e+ oA < ol + 5] #

Sonug : x ve y vektdrleri lineer bagimli ve y=Ax, 2 20 < |Jx+ y| = ||| +|y] dur.

Ispat:
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(et s” = el + [D?

ot ot ) =l 2o + o

(x, y)=|x||.|y| & x ve y’ler lineer bagimlidr.
y=ax, (o dx) =|xax

A0 =[ |4

A=|4

,A20.

1.4. izometriler ve Ortogonal Déniisiimler

Tanim 12: X bir kiime olmak iizere d : X x X —> R doniisiimii verilsin.Eger
i) d(x,y)20ved(x,y)=0x=y
i1) d(x, y):d(y, x)
i) d(x, z) < d(x, y)+d(y, z)
ozellikleri saglaniyorsa d ’ye X kiimesi iizerinde bir metrik denir. (X, d) ifadesine de
metrik uzay denir.
Ornek 7: X =R alalim. Vx, y € R i¢in d(x, y)=|x—y| bir metriktir.

Ornek 8: X =R’ alalim. Vx, yeR’® i¢in x=(x,x,) ve y=(»,»,) olmak iizere

d(x,y)= \/(xl ~n) +(x,~,)" bir metriktir.
Ornek 9: X =R" alahm. Vx, yeR" i¢in x=(x,, ...,x,) ve y=(,, ...,,) olmak iizere
d(x, y) = (x,—y,) bir metriktir

i=1

Sonug 6: (R", d ) bir metrik uzaydir.
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Tanim 13: x, y e R" 6klid uzayinda iki vektor olmak iizere, d (x, y) = ||x - y|| ifadesine x
ve y vektorleri arasindaki uzaklik denir.
Tanim 14: R" 0klid uzayr olmak iizere, Vx, yeR" igin d(F (x), F (y)): d(x, y) olan
F:R" -5 R" donilisiimiine izometri denir.
Ornek 8: R"’de 6teleme doniisiimiinii alalm. Vx, a e R" igin F(x)=x+a doniisimii
icin F bir izometridir. Gergekten; Vx, y € R” i¢in,

d(F(x),F(y)): d(x+a,y+a)=||(x+a)—(y+a)|| =||x+a—y—a|| :||x—y|| = d(x,y)
olur.
Ornek 10: R’’de F donme hareketini alalim. F bir izometridir. Gergekten
Vx=(x,x), x'=(x" x,')eR? ve F(x)=x"olmak iizere,

X, A X
X,'=Xx,.cosa —x,.sin

[=lrel-1

X,'=Xx,.sina + x,.cosx

Vx, y e R? igin,
|F)-F)| =(F(x)-F(y), F(x)-F(»))
—((x,-n)-cosa@—(x, —y,).sina, (x,—).sina+(x,~y,).cosa)
= (0 =y )+ =2 = (= yx—y) =
[FGo = FO)| = |-y

olup, F' izometridir.

Ornek 11: Birim doniisiim izometridir.

Gergekten; Vx, y € R" igin, |[/(x)— I(y)” = ||x — y| dir.

Not: R"’nin tiim izometriler kiimesini /z(n) ile gosterelim. /z(n)# & dir. Ciinki,
I € Iz(n) dir.

Onerme 5: F,, F, € Iz(n) olmak iizere (Fl oF, ) € Iz(n) dir.

Ispat: Vx, y e R” olsun.

d ((F1 oF, )(x), (F1 oF, )( y)) =d (F1 (F2 (x)), F, (F2 ( y))) F,’in izometri oldugu kullanilarak,
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= d(F,(x), F,()) olur. F, de izometri oldugundan,
= d(x, y) elde edilir. Bunun anlami (F, o F, ) € Iz(n) *dir. ¢
Sonug 7: (Iz(n), o) birimli yar1 gruptur yani monoiddir.
Ispat: V F,, F,, F, € Iz(n) olsun.
(F o (Fy o F )0) = F o (Fy(F (0)) = R (E(F()) = (F o £ XF () = (F o F )o F )(x)
Birim déniisiim izometri oldugundan, I € Iz(n) *dir. O halde, (/z(n), ) monoiddir. ®

Onerme 6: Keyfi izometri birebirdir.
Ispat: Farz edelim, 3x, y e R” i¢in F(x) = F(y) olsun. Bu takdirde;

F ’nin izometri oldugu kullanilarak,

d(F(x), F(y))=|F(x) - F(»)
F)-F)

0

=fe-A=lr-s=0=x=y

bulunur. Bu ise bize F ’nin birebir oldugunu verir. ¢

Tanim 15: Vx, yeR", VA€ R igin;

i) Flx+y)=F()+F(y)
ii) F(A1.x)= A.F(x)
ise F ’ye lineer operator denir
Ornek 12: I — Birim doniisiim lineerdir.
I(x+y)=x+y=I(x)+1(»)
I[(Ax) = Ax = Al(x)
Ornek 13: Dénme doniisiimii lineerdir.
D,(x)=(x,cosa—x,sina,x, sina +x, cosa)
D,(x+y)=[(x,+y)cosa—(x, +y,)sina,(x, +y,)sina +(x, + y,)cos ]
=[x, cosa —x,sina, x, sina +x, cosa]+[y, cosa—y,sina, y,sina + y, cos ]
=D,(x)+D,(y)
D, (Ax) =[(Ax,)cosa —(Ax,)sina,(Ax,)sina + (Ax,)cosa]
= A(x, cosa —x, sin), A(x, sina + x, cos @)

= A(x, cosa —x, sina, x, sinax + x, cos )
=AD,(x)
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Ornek 14: T, - Steleme doniisiimii lineerdir <> a=0 ise.

T(x+y)=T,(x)+T,(y)
(x+y)+ta=(x+a)+(y+a)
X+y+a=x+a+y+a
a=2a<a=0.

Tanim 16: F:R" — R" doniisiimii lineer ve izometri ise F' doniisiimiine lineer izometri
denir.

Not: R" ’nin tiim lineer izometriler kiimesini L/z(n) ile gosterelim.

Ornek 15: R**deki dénmeler lineer izometridir.

Onerme 7: F,, F, € LIz(n) olmak iizere, (F, o F,)e Llz(n) "dir.

Ispat: Vx, yeR" ve VA eR olsun.

i) (F o F, Jox +3) = F(Fy (x + ) = F(B,(0) + F,(0) = (F o F, @) +(F o £, )9)
i) (F o ) (43) = F (F,(Ax) = F (AF,(0) = 4(F o F,) ()

olup, (F, o F,) e LIz(n) *dir. ¢

Sonug 8: (LIz(n),°), (Iz(n),°) nin bir alt monoididir.

Onerme 8: F:R" — R" doniisiimii lineer ve birebir ise értendir.

ispat: F lineer ve birebir olsun. R"’de {e,,...,e,} tabanmi alalim. {F(e,),..., F(e,)} nin
de R"’de bir taban oldugunu gosterelim:

Bunun i¢in {F (e),.... F(e, )} nin lineer bagimsiz oldugunu gosterelim: Farz edelim
{F (e),.... Fe, )} lineer bagimli olsun. O halde en az biri sifirdan fakli olan 4, ..., 4, e R
vardir ve A.F(e)+..+4,F(e,)=0’dwr. F’nin lineer oldugunu kullanarak
F(A.e +..+1,e)=0 olur. Burada F birebir oldugundan A e +..+4, e, =0"dr.

A, i=1,2, .., n’lerden en az biri sifirdan farkli oldugundan {el, - en} lineer bagimhidir.

Bu ise se¢imimizle g¢elisir. O halde {F (e),... F (en)} lineer bagimsizdir. R” ’nin boyutu
n oldugundan {F(e,),..., F(e,)} R"’de bir tabandir. Simdi R"’de keyfi bir y elemanim

alalim. {F (e),.... F (en)}, R"’de bir taban oldugundan dolay1 g, ..., . € R olmak tizere,
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y elemanint y = u,.F(e))+...+ u,.F(e,) seklinde yazabiliriz. Bu sekilde yazilabilen keyfi
yeR" i¢in 3x = g, +...+ p,.e, € R" vardir:

y=u.Fe)+..+u,F(e)= F(ul.e1 +...+un.en):> y=F(x)
olup, bu bize F ’nin orten oldugunu gosterir. ¢

Onerme 9: Keyfi lineer izometri F olmak iizere, F 'nin ters doniisimii F~' vardir ve

—1 . . . qe
F ™ de lineer izometridir.

Ispat: Sonu¢ 9’dan F orten ve Onerme 6’dan F birebirdir. Bundan dolay1 F ’nin ters
doniisiimii £~ vardur.

Vu, neR" alalim. F Orten oldugundan x, yeR" vardir oyleki F(x)=u ve
F(y)=n’dir. Buradan x = F ' (1) ve y=F"(5) olur.

1) F lineer oldugundan F (x + y) =F(x)+F(y)

F(F ' (u)+ F ™' ()= p+ 7 dir.
Buradan,
F'(w)+F ' ()=F " (u+n)

olur.

i1) F lineer oldugundan F (ﬂ.x) = A.F(x)

F(AF " (1)) = Ap°dir.
Buradan,
AF () =F " (A.p)

olur. O halde, F™' lineerdir. Simdi de F'’in izometri oldugunu gosterelim: Vu, n € R”

alalim. F orten oldugundan x, y € R" vardir oyleki F(x)=u ve F(y)=mn dir. Buradan

x=F"'(u) ve y=F () olur. F izometri oldugundan,
e~ =lF@ - FO| = [F7 )~ F )| = =]
olur, bunun anlam1 F~' déniisiimiiniin izometri oldugudur. ¢

Sonug 10: (LIz(n), o) bir gruptur.
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Ispat: Sonug 8’den (L]z(n), o) monoiddir. Keyfi elemanin tersi vardir ve o da lineer
izometri oldugundan (L]z(n), o) bir gruptur. ¢
Not: R"’de tiim o6telemelerin  olusturdugu kiimeyi 7'(n) ile gosterelim. Yani
T(n)={F:R" >R, F(x)=x+a, acR"} dir.
Onerme 10: (T(n), ©) bir gruptur.
Ispat:  T,(x)oT,(x)=T,(T,(x))=(x+b)+a=x+(a+b)=T,,(x) dir. Simdi grup
aksiyomlarini gosterelim: V7, 7,, T. €T ve a, b, c € R" olsun.

D (T, o (T, o LX) =T, o (T,(T.(0)) = T, (T, (7.(x))) =

=(T, o T, \T.(0)= (T, o T, ) T, J)

2) T, (x)oT,(x)=T,(x)oT, (x)=T,(x) olup, 7,(x) birim elemandir.

3) T,(x)oT ,(x)=T_(x)oT,(x)=T,(x) olup, T_(x)=T,"'(x), T, mn tersidir.
Boylece (T'(n), o) bir gruptur. ¢
Sonu¢ 10 ve Onerme 10’dan iki grubumuz var. Simdi bu iki grup arasindaki iliskiyi
inceleyelim:
Onerme 11: LIz(n) "T(n)= {1} dur.
Ispat: F e(LIz(n)"T(n)) olsun. Bunun anlami F lineer doniisiim ve aym zamanda
otelemedir. F =1 oldugunu gosterelim: F Oteleme oldugundan 3JaeR" igin
F(x)=x+a dr. F lineer oldugundan F(x+y)=F(x)+F(y) dir.
F(x+y)=(x+y)+a ve F(x)+F(y)=(x+a)+(y+a) yazabiliriz. Burada F ’nin lineer
oldugu kullanilarak sol taraflarin esitliginden (x + y) +a= (x + a) + ( v+ a) olup a=2a

elde edilir. Buradan a =0 ’dir. Yani F(x)=x olup F birim donilistimdiir. ¢

Tamm 17: Vx, y e R" igin (F(x), F(y)) =(x, ) ise F:R" > R" doniisiimiine ortogonal
donilisiim denir.
Teorem 7: F:R" — R" doniisiimii i¢in agagidaki li¢ sart denktir:

1) I, ortogonal doniisiimdiir.

i1) F, lineer izometridir.
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iil) F, izometridir ve F(0)= 0’dur.
1spat:
“1)=1i)” F, ortogonal doniisim olsun. R"’de {el,...,en} ortonormal tabanini

alalim. O halde,

<F(ei), F(ej)> = <ei, ej> =0,,16,j=12,,.,n
yazabiliriz. Buradan {F (e),...., F(e, )} R"’de ortonormal sistem olur. Keyfi ortonormal
sistem lineer bagimsiz oldugundan {F (e),....F(e, )} R" ’de bir taban olusturur.

Vx, ye R" alalim.

X= Zﬁi.ei ve y = Z,ul..ei
i=1 i=1
seklinde yazalim. e;,i =1, 2, ..., n ortonormal oldugundan,

B =<x,el.> ve U, =<y,el.> i=12,...,n

yazabiliriz. {F (e),.... F(e, )} ortonormal taban oldugundan,

F) =Y, F(e) ve FO) = X 7,F(e)

yazilabilir. Yukaridakine benzer sekilde 7, = <F (x), F(e; )> ve y, = <F (»), F (e, )> ,
i=12,...,n esitlikleri alinir. F ’nin ortogonal oldugu kullanilarak,
B, =(x,e)=(F(x),F(e,))=n,,i=12,..,n

p,=(y.e,)=(F(y),F(e))=7,,i=1,2,...n olur,

F(x+y)=F(Zn:,3,».ei +i,ui_eij=F[Z(ﬂi +,u,.).e,.j=zn:;(i.F(ei) ...... (1) olur.

i=1

Burada y,,

Xi :<F[i(lgi+/ui)'eij’ F(ei)>:<zn:(ﬁi +Iui)'ei’ ei>:ﬂi+lui’dlr'

i=1 i=1

(1) ifadesinden devam edersek;

n

F(x—i-y):Z(ﬂi +,ul.).F(el.)=iZ::(<x, ei>+<y, ei>).F(el.)=

i=1
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n

=Y (F(x), F(e))).F(e)) +(F(y), Fe)).F(e,))=

i=1

n n

=Y "n,.Fe)+ Y 7, F(e,)=F(x)+ F(y).....(2) *du.

i=1 i=1

F(x) F(y)

VxeR", VAeR alalim. Bu durumda

F(Ax)= F(/?,.Zn:ﬂi.e[j = F(Zn: ﬂ.ﬂi.eij = Zn:Ki.F(ei) ...... (3) olur.

Burada

x =<F(Zn:(/1.ﬁi).eij, F(e,,)>:<§(z.ﬂ,.).e,., el.>:/1.,6’i’d1r.

i=1 i=1

(3) ifadesinden devam edersek;

F(/l.x)zZn:/l.,b’l..F(ei)zzn:(/Mx, e).F(e))

F(x)

dir.Boylece
(2) ve (4)’ten F lineerdir.
Simdi de F ’nin izometri oldugunu gésterelim: Vx € R igin,

(F(x), F(0) = (x,x) = [F)|" = x| = |F(x)| = |x|dir. F lineer oldugundan,
Vx, y e R icin,

|Fx)=F()|=|F(x-y) =|x-)| olup, F izometridir.
“ii)=iii)” F lineer izometri oldugundan F izometridir.

F(0)=F(0+0)=F(0)+ F(0)= F(0)=0

“lil)=1)” F izometri ve F(0)=0 oldugundan, Vx e R" i¢in

||F (x)” = ||F (x)—-F (Om = ||x - O|| = ||x|| ’dir. Buradan,

[FCo) = = [F@I = [x” = (F(x), F(x)) = (x, %) olur.

Vx, y e R" alalm. F izometri oldugundan,
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[FG = FO =[x -]
[P = FO =[x =
(F()=F(), F(x)=F(»)=(x=p,x-y)
(F(x), F(x))=(F(x), F(y)) = (F(»), Fx)) +(F(»), F(»)) = (x, x) = (x, ) = (3, x) + {1, )
yazabiliriz. (F(x), F(x)) = (x,x) ve (F), F»))=(y.y) oldugundan,
—2(F(x), F(y))=-2{x,y) elde edilir. Buradan da; (F(x),F(y))=(x,y) olup, F
ortogonaldir. ¢

Teorem 8: F', keyfi izometrisi i¢in tek tiirli 7, oOtelemesi ve H ortogonal dontisiimii
vardir oyleki F =T, o H *dir.
Ispat: F, R"’de keyfi izometri olsun. F (0) =a diyelim. 7, ve T , Otelemelerini goz
oniine alalim. (T, o FY0)=T_(F(0))=T_(a)=a+(-a)=0 olup, buradan T oF bir
izometridir ve (T, o F)0)=0’dir. Bunun anlami Teorem 7°den T, oF ortogonaldr.
Bunu H =T , o F ile gosterelim.

T.oH=T,o(T ,oF)=(T,oT )JoF=I0cF=F=F=T,oH olur. Simdi tekligini
gosterelim:

Farz edelim, FF =T, o H, ve F =T, o H, seklinde iki tiirlii olsun. Buradan,

H =T"oF=T"(T,0cH,)= (T;1 oT, )o H, elde edilir. Ortogonal déniisiim lineer
oldugundan H,(0)= H,(0)=0 yazlabilir.

0=H,(0)=((T, °T,) o H,)(0)=(T, o T,)(0) =T, (T,(0)) =T, (b+0)

=T ,(b)=b+(-a)=0=b=a=T,=T, olup, T, tektir.

I =T, =T,0H =T, H,= H, =H, olup, H de tektir. ¢
Sonug 11: Keyfi F izometrisi icin F~' ters doniisiimii vardir ve F~' de izometridir.
Ispat: F =T, o H oldugundan (H oT a_l)’in, (T, o H) nin tersi oldugunu gosterirsek F '

ters doniisiimiiniin varhigmi gdstermis oluruz. Onceki teoremlere gére H orthogonal

doniisiim oldugundan lineer izometridir. Keyfi lineer izometrinin tersi mevcut oldugundan

H ' orthogonaldir. Bunun igin;
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(T, 0H)o(H" oT, )=T,(HoH')oT' =T, 0T, =1 olur. Simdi de F"in
izometri oldugunu gosterelim: Vx, y € R” igin F' izometri oldugundan,
HF’1 (x)-F" (y)” = HF(F’1 (x))— F(F’1 (y)l‘ = ||x — y|| olup, F~' izometridir. ®

Sonug 12: (Iz(n),o) bir gruptur.
Ispat: Sonug¢ 6’dan (Iz(n),o) monoid ve Sonu¢ 11°den VF € Iz(n) icin F~' e Iz(n)
oldugundan, (Iz(n), o) bir gruptur. ¢

Not: Iz(n), tiim izometriler kiimesini buradan itibaren ¢(n) ile isaretliyoruz.
Tanim 18: ¢(n) grubuna 6klid hareketleri grubu denir.
Not: LIz(n), tim lineer izometriler kiimesini buradan itibaren O(n) ile isaretliyoruz.

Tanim 19: O(n) grubuna ortogonal doniisiimler grubu ya da lineer izometriler grubu denir.

Onerme 12: R” 6klid uzay1 olmak iizere, F € O(n) ve {el,. e } ortonormal sistem ise

e €

{F (e),.... Fe, )} de ortonormal sistemdir.

Ispat: F ortogonal déniisiim oldugundan, Vx, yeR” icin <F (x), F (y)> = <x, y> “dir.

Buradan; <F(el.), F(e,; )> = <e. e > =0,

i2€ i 1 j=1,..,n olur. ¢

Onerme 13: F, R"’de lineer doniisim ve bazi {el,. e } ortonormal sistemi i¢in

e €y

{F (e),...., F(e, )} ortonormal sistem olsun. Bu takdirde F' ortogonaldir.

Ispat: Vx, y e R” olmak iizere, x = in e,y = Zyj e; b, j=1..,n olsun.
i=1 Jj=1
(F(x), F() = <F[2x,- ] F(Z vye, ]> - <Z X F(e)). Yy, Fle, )> -
i=1 Jj=1 i=1 Jj=1

= l)ci.yj.<F(€,~), F(ej)> = 1 Xy, = <x, y> olup, F' ortogonaldir. ¢
i j= — =

%

Tanim 20: F:R" — R" lineer déniisiim, {e,, ..., e, } ortonormal sistem olsun.
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F(e)=a, e +..+a,.e, e a, ... a,)\[e a, ... q

F(e)=a,e+..+a,.e e a

nn*n n nl te nn n nl te nn

olmak iizere M, matrisine, {e,,..., e, } ortonormal sistemine gére F ’nin matrisi denir
Onerme 14: F:R" —R" lineer doniisiim olsun. F ’nin ortogonal doniisiim olmasi i¢in
gerek ve yeter sart M ;. ’nin ortogonal matris olmasidir.

Ispat: F ortogonal déniisiim olsun.

<F(e) F(e, )> < e, j> 0, 1, j=1,...,n oldugundan,

<F(ei), F(ej)> :<Zalk e, Za}m m> Z ay-a,,. <ek, em> =D a,.a, =0, olur.

m=1 k, m=1 %r—“ k=1

n nl
a a a a a a
T _ 21 22 2n 12 22 n2 | _
M, M! =
anl anZ ann aln a2n ann
n n n
Saca, Yanay . Yaa
1k "1k 1k "2k Lk ***nk
k=1 k=1 k=1 1 0 0 0
" 1 1 0O 1 0 ... O
NS aa, Yapay o Yayay | : _,
=\ = = = = e ... L e eee | =

< N N 0 0 0 .. 1
Z Ay -y Z Ay oy - Z Ay Ay
k=1 k=1
olup, M, ortogonaldir. Simdi tersini gosterelim. Yani M .M = I olsun.
F(x)=F(x,.e, +..+x,.e,)=x.F(e)+..+x,F(e,)

F(y) :F(yl.e1 +...+yn.en)=yl.F(e1)+...+y”.F(en)

olmak iizere,

<F(x),F(y)>=<ixi.F(ei),iyj.F(ej)>:<Zn:xl( 3 a, ek}Zyj (Zajm mj>

i=1 m=1

n n n n n
(XY wanen XY va,e, Zx Vi€ €)=
i= —

i=l k=1 Jj=1 m=1 Jj=1 k=1'm
5/11
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n n n n
)N WEFIIE 3) RN Zalk a; |=2 %y =(x,y)
i=l j=1 k=l i=1 j=I i=1
%/_J
O

i

olup, F' ortogonaldir. ¢

Onerme 15: R”’nin keyfi ortonormal sistemleri {e,,...,e,| ve {f,,..., f,} olmak iizere,
F(e))=f.,i=1,..,n olantek F ortogonal doniisiim vardir.

Ispat: {el,...,e } ortonormal sistem oldugundan, {el,...,en} R"’de bir tabandir. Bundan

n
dolayz;
fi=a,e+..+a,.e,
: = A= (%) yazabiliriz. F:R" - R" lineer doniislimiinii goz
f,=a,e+..+a, e,

Oniine alirsak;

F(x):F(xl.e1+ X e) x,.F(e)+..+x,.F(e,)

n n

oldugundan F(e), ..., F(e,)) ’ler belirlenirse F belirlenir. Simdi F(e), ..., F(e,) ’leri
asagidaki gibi alalim:

F(e)=a, e +..+a,.e,
: = A= (aij.) olup, F(e))= f,,i= n’dir.

F(en) = anl + -t ann en
Onerme 13’te oldugu gibi F ’nin ortogonal oldugu benzer sekilde gosterilir. Simdi
tekligine gegelim. Farz edelim; F(e;)=f, ve F,(e;)=f,, i=1,...,n seklinde iki tiirlii

1

olsun. Buradan;

F(x)= E(Zn:xi.e‘ij = Zn:xi.Fl(ei) = Zn:xi.fi (1)

i=1

F,(x)=F, [Zn:x[ .ei] = ixl. F,(e)= Zn:xi.f[ eeee(2)

(1) ve (2)’den F, = F, olup, F tek tiirludiir. ¢

Onerme 16: A matrisi ortogonal matris olsun. Bu taktirde det(A)= * 1.

1spat:
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A" A=1

det(A".A) = det(T)
det(A").det(4) = det(I)
(det A)* =1 < det(A4) = +1.

olur.

Not: O (n)={geO(n):detg=—1} ve O,(n)={geO(n):detg=1} olacak sckilde
O(n)=0_(n)w0O,.(n), O (n)NO (n)=3.
Not: F: R" > R" lineer doniisim {e,e,,....e,}, R"’de bir taban ve M, 6 de, F’nin
{e,e,,...e, } tabanina gore matrisi olsun.

Jis fyseeenf, tabanini alalim. M, , ve M, . arasindaki baglantiy1 bulalim. Bunun igin,
Jisfaserof, “min {e,e,,....e, } tabanina gore ifadesini aldigimizda

fi=b,e +b,e, +..b e

olur.
.fn =b e +b,e,+..b e
det(B)#0 olmak tzere B=(b;),i,j=1,2,..n matrisini alalm. Bunu kullanarak
M, ,=B"'M, B olur,
det(M, ,)=det(B"'M, B)
=det(B")det(M o) det(B)

1
~ det(B)

det(M ) det(B)

det(M ,)=det(M,) bulunur. Boylece aralarindaki bagnti bulunmus olur. Yani, M, ,
matrisi, tabana bagl degildir. Sadece F* ye baghdir.Bundan dolayi,det(M, ,)’ye F'nin
determinanti denir ve det(F) olrak gosterilir.

Not: Ozel oarak O, (n) ={g € O(n):det g =1} =SO(n) ile isaretliyelim.

Onerme 17: SO(n) , matrislerde carpma islemine gore bir gruptur.

Ispat: Vg,, g, € SO(n) olsun.

det(g,.g,)=detg, .detg, =1.1=1 olup, g,.g, € SO(n) dir.
—_—

1 1
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Simdi grup aksiyomlarina gecelim:
1) Vg, g,, g €S0(n) olsun. (gl.g2).g3 =g1.(g2.g3) oldugunu gostermek istiyoruz.

Ancak SO(n) < O(n) oldugundan bu 6zellik 6zel olarak saglanir.

1 0 0 ... O
0 1 0 ... 0

2) I=|-- - "+ -« ...| matrisini alalim. 7e€O(n) ve det/=1 oldugundan
0 0 0 .. 1

1 €S80(n)’dir. Vg € SO(n) i¢in g.I =1.g =g olup, I € SO(n) birim elemandir.
3) geS80(n) alalm. geSO(n) oldugundan detg =1’dir. detg#0 oldugundan g

1

matrisinin tersi vardir ve bunu g~' ile isaretleyelim. Biz g~ € SO(n) oldugunu gdstermek

istiyoruz. g € O(n) oldugundan g.g™' =1 dir. Bu esitligin her iki yanmin determinantini
alalim.

det(<g.g*1)=de‘[l:>detg.detg*1 =1=detg' =1
1

1

olur. Bunun anlami g~' € SO(n) *dir. Boylece SO(n) matrislerde carpma islemine gore bir

gruptur. ¢

1.5. Cebirler

Tanim 22: C, cebir olmak {izere

i) (C, +, -) halka,

ii) (C, +, 4+) R iizerinde vektor uzayi,

iii) A.(x.y)=(Ax).y =x.(4y). Vx, yeC ve VAR
ise {C, +, -, A, 1R} sistemine R - cebir denir.

Ornek 16: {R, +, -, A, 1R}, R-cebir dir.
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Ornek 17: Katsayilari R ’den olan tiim polinomlar kiimesini R[x] ile gosterelim.
{R[x], + - -, AeR}, R-cebir dir.

Ornek 18: Tiim rasyonel fonksiyonlar kiimesini R(x) ile gdsterelim.

{R(x), +, - A AGR} , R - cebir *dir.

Ornek 19: {R[x,, .., x,], + - 4, AeR} ve {R(x, ...x,), + - 4, AR} de

R - cebir *dir.

Tamm 23: C, R-cebir ve C,cC olsun. {C, +, -, A, LeR}, R-cebir ise C, alt

kiimesine R - altcebir denir.

Onerme 18: {C,+,,4.,4 € R},R-cebir ve {C,, 7T}, C’nin R-altcebirler ’inin bir

ailesi olsun. Bu takdirde ﬂ C,. da R-cebir ’dir.

rel

Ispat: x, y e ﬂ C. olsun. Buradan V7r €T i¢in x, ye C, ’dur. C_, R-cebir oldugu i¢in;

rel

ﬂ C,, C’nin alt halkasidir. Benzer sekilde ﬂ C., C’nin lineer

rel rel

x-yeC,VreT
xyeC,VreT

altuzayidir. L e R, x,y € ﬂ C. olsun.

rel
x,yeC,Vre TSy ) (xy) € C.,(Ax)yeC, x.(ly)eC, ve

A(xy)=(Ax).y = x(A2.y) —L 5 A(x.y) = (Ax).y = x.(Ay) e ﬂ c.

rel

O halde ("|C, da R -cebir 'dir. ¢

tel

Not: C, R-cebir ve S =C olsun. [S], =[] C, seklinde gdsterelim. Burada C,, C nin

ScC
R - altcebir’idir. S’yi kapsayan en az bir tane R-altcebir vardir. Bu ise C’nin

kendisidir.

Tanim 24: C, R-cebir ve S < C olsun. [S]R =C ise S’ye C ’nin iirete¢ sistemi denir.
Ornek 20: C = R[x] olsun. § = {1, x} alalim. Burada 1, C ’nin birimidir.

[S]]R ={a0+a1.x+a2.x2+...+a x,a¢eR,i=0,1,.., n} olup, [S]]R =C’dir.

n*"nd
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Burada, a, e R= a,.1€[S],

leSc[S],.1€[S]
[S]]R —Rcebir:VﬂeR,ft.le[S]R =

ao.le[S]]R veSC[S]R = xe[S]RM)al.xe[S]R ,a, €R.

xe[S]
Vx,ye[S]]R :>x.ye[S]

R

R

XX = x2 c [S]]R tiime varimla xn c [S]]R a,eR anxn c [S]R

Ornek 21: C= R[x] olsun. S ={x} alalim.

[S]]R :{al.x+a2.x2 +..ta,x,acR i=1,.., n} olup, [S]]R # C’dir.

Ornek 22: C=R[x, .., x,] olsun. S={1, x,, .., x,} almrsa [S]R =C olur.

Not: C, R-cebir olsun. C’nin sonlu ireteci var olsa da C'nin R - altcebirler ’1 sonlu

iretecli olmayabilir.
Ornek 23: C=R[x,y] olsun. Sz{x, Xy, Xy, Xy, } alirsak ~ C, =[S],
R - altcebir ’inin sonlu tane iireteci yoktur. Bunu gosterelim:

Farz edelim C, sonlu iiretegli ve C,’in iirete¢ sistemi {f,, ..., f,} olsun. Buradan
{f, .. f,} treteg sistemi oldugundan Vf e C, igin bir polinom P(#, ..., ¢,) vardir dyle

ki f=P(f,....[,) dir. f,, ...f, €[S], oldugundanbazi O, i=1, ..., m polinomlarini;

| = Ql(x, Xy, ...,xy"‘)

£, =0, (x, XY,y ey XY )

seklinde yazabiliriz. Burada n=max(n, .., n,) olsun. Ozel olarak xy"" elemanim

alalim.
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{fl, ...,fm} C{OXY, e, XV b —>{f1, ...,fm}R C{XY, XY
{flv »--af;n}:[s]m [

L
X0, "}y € [S], 2 e}y €[S, =[Sy = 00 0"}
P.,(t,ty,....t,) polimomu igin xy"" €[S], oldugundan, P, (x,xy,.....,xy") vardir

oyleki ; xy""' = P(x,xy,.....,xy") "dir.

" =P (fs wnf) =P (Ql (x, XYy ey XP™ ), v O, (x, XV, ey XY ))

= Q(x, XYy een xy")

ay+..+a,<1 ay+..+a,>1

Bu iki polinom esit ise dereceleri esit olmalidir. O halde;

xy" = Z a%man.x%.(xy)a'...(xy”)a"

ay+..+a, =1
n+l _ n
" =a,x+a.xy+...+a, xy" olur.

Polinomlar teorisinden bdyle bir esitlik olamaz. Boylece bir ¢eliski bulduk. Bu celiskiden

C, ’in sonlu {iretecinin olmadigini sdyleyebiliriz.

Tanim 25: K degismeli halka olmak iizere, Vf, g€ K icin g# 0 oldugunda L eK ise
g

K ’ya cisim denir.
Ornek 24: R, reel sayilar kiimesi bir cisimdir.

Tanim 26: K cisim, H c K olmak iizere Vf, ge H i¢cin g #0 oldugunda ieH ise
g

H’ye K cisminin alt cismi denir.

Ornek 25: Q, rasyonel sayilar kiimesi R ’nin alt cismidir.
Onerme 18: C, cisim ve {C,, 7 €T}, C nin alt cisimlerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde

ﬂ C. da alt cisimdir.

rel
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Ispat: Vf, ge ﬂC, olsun. f e ﬂC, oldugundan VreT i¢in feC ’dur. ge ﬂCT

rel rel rel

oldugundan Vr eT i¢in geC, ’dur. C_, alt cisim oldugundan f+geC, , VreT olup,

f+ge ﬂ C, olur. Yukaridakine benzer sekilde, f.g ﬂ C., 2eRicin A.f € ﬂ C. ve

rel rel rel

= e ﬂ C., (g #0) oldugu da gosterilir. Boylece ﬂ C. bir alt cisimdir. ¢

el el

Not: C, cisimve S < C olsun. (§)= ﬂ C, seklinde isaretleyelim. Burada C,_, C ’nin alt

C.cc
cismidir. S ’yi kapsayan en az bir alt cisim vardir ve bu C ’nin kendisidir.

Tanim 27: C, cisim ve S < C olsun. (S ) =(C ise S’ye C ’nin iirete¢ sistemi denir.
Ornek 26: R(x), rasyonel fonksiyonlar cismini alahm. S ={R, x}, R(x) in cisim olarak
iirete¢ sistemidir. Fakat S ={R, x}, R(x)’in cebir olarak iirete¢ sistemi degildir. Ciinkii,

(5], =R[x] =R (x) dir.

1.6. Kiime Uzerinde Grup Hareketi

Tanim 28: G bir grup ve K bir kiime olsun. Bir ¢: Gx K — K doniisiimii verilsin.
geG,xeK igin ¢(g, x) = g.x seklinde yazalim. Vg,,g, € G, Vx € K i¢in;

a) (g.8,)x=g-(g,x)

b) e, G ’nin birimi olmak iizere; e.x = x
kosullart saglaniyorsa, ¢’ye G ’nin K Tzerindeki hareketi (etkisi) denir. G ’nin K

tizerindeki hareketi G : K seklinde gosterilir.

Ornek 27: GL(n, R), nxn tipideki determinanti sifir olmayan tiim matrislerin

olusturdugu kiime olsun. GL(n, R) bir gruptur. GL(n, R) grubunun R" {izerindeki
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gu Ein X
hareketi g= eGL(n, R) ve x=|: |eR" olmak
gnl gnn x"
g g || M
gx= olarak verilir. Gergekten;
gnl gnn ‘xn
g, he GL(n, R) ve xeR" i¢in;
g Ein hy, h, X
a) (g_h)_x: cee e —
gnl gnn nl nn xn
gl .t gy, by, guhy, +..+g,h, X
gnl'hll +"'+gnn'hn1 gnl'hln +"'+gnn'hnn n
(gll'hll t+.o.t gln 'hnl)"xl +.o.+ (gll‘hln t.o.t gln'hnn)'xn
(g, +..+g, h)x+.+(g, b +.+g,h,)x,
gn-(hyx +.+h, x)+..+g, (h,x+.+h, x)
g.-(hyx +..+h, x)+.+g, (h, x+..+h, x)
gll gln (hll"xl+'“+hln'xn)
gnl gnn (hnl'xl +"'+hnn'xn)
8 8 hy, h, X
= == g.(h.x) .
gnl gnn hnl hnn xn
0 0 X,
0 1 0 o X, o
b) I = € GL(n, R) birim elemanini alalim. Vx=| ° e R" i¢in;
0 O 1 X

luzere
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1 0 ... 0)(x L.x,+0.x, +0.x;, +...+ 0.x, X,
Ixe 0O I ... 0]|x _ 0.x, +1.x, +0.x; +...+0.x, | *
0 0 ... I)\x, 0.x, +0.x, +0.x, +...+1.x, X,

olacagindan, /.x = x elde edilir.

Ornek 28: O(n) grubunun R” iizerindeki hareketi g=”aineO(n) ve x=ijHeR"

olarak verilir. Gergekten;

n
(. =1,.on) ol tzeres g = | - H Sax,
i, j=I1

g= Haij Jh= Hb/‘k ‘ e O(n) ve x=|x||e R" igin;

n n

(aij by )xk

o, e =

) (g} = Ja, el =

n
Z a;.by
j=1

j=1 k=1

n
= HaUH ijk.xk

=[]l = -2

elde edilir.
1 0 0 X,
1 ... .. X, ..
b) I = . € O(n) birim elemanini alalim. Vx = e R" i¢in;

0 0 ... 1 X,

0 ... 0)(x l.x, +0.x, +0.x; +...+ 0.x, X,

Ixe 0O I ... 0]|x _ 0.x, +1.x, +0.x; +...+0.x, | x

0 0 I )\x, 0.x, +0.x, +0.x; +...+1.x, X,

olacagindan, /.x = x elde edilir.
Ornek 29: O(n) grubunun R”xR” iizerindeki hareketi g € O(n) ve (x, y)e]R” xR"
olmak iizere, g.(x, y)=(g.x, g.y) olarak verilir. Gergekten;
a) Vg,, g, € O(n) ve V(x, y) e R"xR" i¢in g,.g, € O(n) olacagindan;
(g1-2. )% )= ((g,2.)x (g8 )) = (g, (2.%) g (€ 0) = g (2%, 250) =

= g,(g,(x,»))
elde edilir.
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b) 1 € O(n) birim eleman olmak lizere, V(x, y) e R"xR" igin;

I(x,y)=(I.x,I.y)=(x, y) olup, istenen saglanur.

1.7. Noktalar Sisteminin G-Denkligi ve G-Yoriinge

Tanim 29: G bir grup olmak tlizere, G 'nin X kiimesi lizerindeki etkisi verilsin. x, ye X

G
olmak iizere, 3g € G i¢in y=g.x ise x, y’ye G-denk ’tir denir ve bu durum x~y

seklinde gosterilir.

Onerme 20: G grubunun bir X kiimesi iizerindeki etkisi verilsin. Bu takdirde Vx, y € X

G
icin x~ y bir denklik bagintisidir.

13

Ispat: ” bagintisinin denklik bagmtist oldugunu gostermek icin yansima, simetri ve

gecisme Ozelliklerini sagladigini gostermemiz gerekir. Simdi bunlar1 gdsterelim:

G
1) Vxe X i¢in x~x’dir. xe X ve g=e<G alalim.

G
x=g.x=ex=x olup, x~x’dir.

G G G
i) Vx, ye X igin x~y & y~x’dir. x, ye X alalm. x~y = Jg € G Oyleki
y = g.x dir. Burada esitligin her iki tarafi soldan g' € G ile carpilirsa

G
y=gx=>g 'y=g '.gx=g . y=ex=x olup, y~x dir.

G G G
i) Vx, y, ze X igin x~y ve y~z = x~z’dir. x, y, ze X alalim.

G
x~y oldugundan 3g, € G dyleki y =g x’dir. ...... (1)

G
v~z oldugundan 3g, € G dyleki z=g,.y dir. ...... (2)

(2)’de y yerine (1)’deki esiti yazilirsa z = g,.g,.x elde edilir. Ancak g,.g, € G oldugu
G

icin x~z ’dir. ¢

Ornek 30: G=0(1)={-1,1} olsun. O(l) grubunun R iizerindeki etkisini alalim.

o)
Vx, yeR i¢in y=*x ise x ~ y dir.
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cosa sina

Ornek 31: G:{( j, a €0, 27r]} olsun. G grubunun R’ iizerindeki

—sina cosa

G
etkisini alalim. Vx, y e R* i¢in 3g € G dyle ki y = g.x ise x~ y dir.

Ornek 32: G = O(n) olsun. O(n) grubunun R” iizerindeki etkisini alalim.

xl yl all aln
x=|: |,y=|: |eR"igin; I4=| --- "-. -+ |e€ O(n) Oyleki,
‘xn yn anl ann
a a X
Vi 1 In 1 o)

=] - . - lD |ise x ~ y’dir.
yn anl ann xn

Tanim 30: {x_.,7eT} ve {y.,reT} iki vektor ailesi olsun. 3g G olmak iizere

y.=gx,, VreT isebu vektdr ailelerine G - denk ’tir denir. ki vektor ailesinin denkligi

{x,, 7€ T}E{yr, reT} ile gosterilir.

Onerme 20: {x.,zeT} ve {y.,reTl} iki vektor ailesi olsun. Bu takdirde

G

{x,, 7€T}~{y,, T} bir denklik bagintisidr.

Ispat: Onerme 19°daki gibi benzer sekilde yapilir. ¢

Tanim 31: Bir G grubunun bir X kiimesi {lizerindeki etkisi verilsin ve xe€ X olsun.
G(x) = {g.x ‘g € G} kiimesine x noktasinin G - yériinge ’si denir.

Ornek 33: G= o) = {—1, 1} ve X =R alalim. Bir x € R noktasinin O(1) - yériinge ’si
O(1)(x)={£x, x e R} seklindedir.

cosa sina

Ornek 34: G={( .
—sina  cosa

j, a €0, Zﬂ]} ve X=R’ alalm. x, yeR’

noktalarinin G - yoriinge ’si G(x) = {y eR’ ||y|| = ||x||} seklindedir.

Not: Yoriingeler, G - denklik bagmtisinin denklik siiflaridir.

1.8. G-Invaryant Fonksiyonlar
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Tanim 32: Bir G grubunun X kiimesi lizerindeki etkisini alalim. f: X — R olmak lizere
VgeG i¢in f (g.x)z f (x), Vxe X ise f reel fonksiyonuna G -invaryant denir.
Ornek 35 : G={1,-1} ve {G,.} alalim.X=R .
1.x=x
(-1).x=-x
f(1.x)=f(x)
f((-1).x)=f(-x)=f(x)
Ornek 36: f(x)= x* = (—x)°

Not: Tiim G-invaryant polinomlar kiimesi R[x]G ve tim G-invaryant rasyonel

fonksiyonlar kiimesi ise ]R(x)c seklinde gosterilir.

.. G

Onerme 22: x~y olsun. Bu takdirde Vf e R[x]G icin f(x)= f(y) dir.

. G

Ispat: x~y oldugundan g € G i¢in y = g.x’dir. Keyfi f G-invaryant polinomu igin

f(y) = f(g.x) = f(x) oldugundan f(x) = f(y) >dir. ¢

G
Not: Keyfi f G-invaryant polinomu i¢in f (y)= f (x) ise y~x olmayabilir.
Ornek 37: G = O(n)olsun. O(n) grubunun R” iizerindeki etkisini alalim. x € R” olmak

lizere, f (x) = <x, x> alimirsa bu O(n)-invaryant ’tir. Gergekten, Vg € O(n) igin;

flgx)= <g-X, g-x> = <X, x> = f(x) olur.

Ornek 38: O(n) grubunun R" iizerindeki etkisini alalim.
xll ‘xnl ‘xll ‘xnl
: S n - — . o
x=| i |, enx,=| 1 |eR olmak iizere ‘[xl...xn] =l T igin
‘xln xnn xln s xnn

f(x, nx,)= ‘[xl...xn ]‘ alinirsa, bu O(n) - invaryant *tir. Gergekten, Vg € O(n) igin;

‘[g.xl...g.xn]‘ = ‘[g].[xl...xn]‘ = ‘[g]‘.‘[xl...xn]‘ = ‘[xl...xn]‘ elde edilir.



38

Ornek 39: O(n) grubunun R" iizerindeki etkisini alalim. x,, ..., x, € R" olmak iizere,

(rm) . ()

)= det| - almirsa bu O(n) -invaryant *tir. Gergekten,

(ox) o ()

detG(xl,...,x

n

Vg € O(n) igin;

(gx, gx) ... (gx.gx,)
detG(g.x,, ..., g.x, ) =det
(gx,, gx) ... (gx,, gx,)
(x,x) o (x,x,)
=det| -~ . o |=detGl(x,,...,x,)

(x,,x) o {x,,x,)

elde edilir.
Onerme 23: R [x]G , R[x] polinomlar R - cebir *inin birimli R - altcebir *idir.
ispat: Vf;, f, e R[x]” olsun. VxeR, Vg eG igin;

(Si+55)(gx) = fi(gx)+ fa(gx) = fi(x)+ /o (x) = (/i + /) (%)

(fi-foXgx) = fi(gx)fa(gx)= £,(x) 12 (x) = (.12 M)

A €R olmak iizere, (1.f, Ng.x)= A.f,(gx)= 4.1, (x) = (4.1, \x)

1(x)=1eR[x] birim elemant igin, (1.£; (g.x)=1.(g.x).f;(g.x)=1.£,(x)= £,(x)
olup, f;+ f, fi-for A-f;» 1€ R[x]" dir. Yani R[x]", R[x]’in birimli R - alcebir idir. ¢
Tamim 33: H grubunun X kiimesi iizerindeki etkisini alalm. f, X kiimesi iizerinde
tammli bir fonksiyon olsun. 3A(h) (he H) fonksiyonu igin f(hx)=A(h).f(x),
Vhe H, Vxe X ise f’ye nispiinvaryant, ﬂ(h) fonksiyonuna ise f ’nin ¢arpani denir.
Onerme 24: xe X ve h,,h, € H olmak iizere f, A ¢arpanna sahip en az bir noktada

sifirdan farkl1 bir nispi invaryant fonksiyon olsun. Bu takdirde A(h,.h, )= A(h, ).A(h, ) dir.
Ispat: f((h.hy).x)=f(h-(hyx))=A(k).f (hyx)=A(h).A(h,).f (x)
f((hhy)x)=A(hhy).f(x)

olup, her iki tarafin esitliginden A(h,.h, )= A(h, )A(h,) elde edilir. ®
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Ornek 40: H =0(n) ve x,, x,, ..., x, € R" olsun. O(n) ’nin R" iizerindeki etkisi Ornek

32’deki gibi olmak iizere f(x,, x,, ..., x,) =[xX,...x, ] polinomunu alahm. Vg € H igin;
f(gx, g%, .. gx,)=[gx gx, ... gx,|=det g.[x,x,..x, |
olup, A(g)=detg olur. det(g,.g,)=detg, detg, oldugundan determinant O(n) grubuna

gdre nispi invaryanttir.

Onerme 25: H < GL(n, R) alt grubunun R” iizerinde etkisi verilsin. f R(x)H olmak

tizere f(x)= gix; ; O(x) #0 olacak sekilde carpanlari esit olan iki nispi H -invaryant
X
polinomun boliimii seklinde yazilabilir.
Ispat: Keyfi feR(x), f(x) =%, O(x) # 0 seklinde yazilabilir. P(x) ve Q(x)’in en
X

biiyiik ortak boleni 1 olarak alinabilir. Eger en biiyiik ortak bolen 1 degilse, en biiyiik ortak
bolene boldiigiimiizde bu polinomlar aralarinda asal olur.

f, H-invaryant oldugundan Vh € H icin f(h.x) = f(x) dir. Buradan;
_ P(hx) _ P(x)
CO0(hx) 0%
olur. I¢ler dislar carpimi yapilirsa P(h.x).Q(x) = P(x).Q(h.x) elde edilir. P(x) ve Q(x)’i

P(x).0(h.x)
X

f(hx) = f(x)

aralarinda asal olarak alabiliriz. Bu durumda P(h.x) =—————— olacagindan Q(h.x),

O(x)
0O(x)’e bdoliinecektir. Yani H(p(x, h) polinomu igin Q(h.x):go(x,h).Q(x) olacaktir.
Polinomlarin esitliginden her iki tarafin derecesi esit olmalidir. Bu durumda ¢(x, %)

polinomu sadece #’ye bagli olmalhidir. O halde Q(h.x)=(p(h).Q(x) “dir. Bu esitligi

yukarida yerine yazarsak; P(h.x) = P(x) O(h.x) = P(x).(p(h).Q(x) = gp(h).P(x) olacaktir. ¢

O(x) O(x)
Onerme 26: R’de yukaridaki onermedeki ¢(k) polinomu 3reN* igin ¢(h)=h"
bigimindedir.
ispat: @(h), r dereceli bir polinom, yani ¢(h)=a, + a,.h' +...+a,.h" bigiminde olsun.
plk)=a, +a, k' +..+a k", phk)=a,+a (hk) +..+a, (hk)

olur. p(hk)=@(h)p(k) oldugundan bunlari yerine yazarsak;
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a, + al.(h.k)1 +..ta,.(hk) = (ao +a.h' +..+a.h ).(ao +a k' +..+ a,.kr)
=a,’ +a,a,h+aya.k+..+a’ h' k'’
elde edilir. Her iki tarafin esitliginden al.2 =a,, i#j i¢in a,.a ;=014,j=0,1,.,r elde
edilir. 7 icin de a,” =, dir. Buradan a, =0 veya a, =1 dir. Polinomun derecesi r
oldugundan a, #0°dwr. Yani a, =1°dir. a,.a, =0, i=0,1,...,r =1 oldugundan Vi igin
a, =0 olmahdir. Buradan ¢@(h)=a,.h" bigimindedir. a, =1 oldugundan ¢(h)=h"
oldugu elde edilir. ¢

Onerme 27: g € O(n) olmak iizere /1( g) bir rasyonel fonksiyon ve Vg,, g, € O(n) icin

A(g.g,)=4(g)A(g,) olsun. Bu takdirde 3JkeZ igin /I(g):(detg)k’dlr.

(g= Haij ,A(g) a; lere gore rasyonel fonksiyon, (i,)=1,...,n)).

Onerme 28: ]R(x“), x?, . x('")) , ]R(x(l), x?, x“’”) cisminin alt cismidir.
. H ..
Ispat: Vf,, 1, € ]R(x“), x?, ., x('")) olsun. Vx e R, Vg e H igin;

(/i+£:)(gx)=fi(gx)+ fo(gx)= fi(x)+ £ (x)= (/i + /) (x)
(fl Js )(g.x) = fl(g-x)'fz (g.x) = fl(x)fz (x) = (fl Js )(x)
A eR olmak iizere, (1.f, Ng.x)= A.f,(g.x) = A.f,(x) = (A.f, x)

N _Nhgx) A [ A e 0
(fj(g-x) (g0 ) (fzj(X),fz(gX) fo(x) #

", ..
olup, f,+ f5, f,-f5» A-f;5 [%](x)eR(x(D’ X2, ,..,x<m)) »dir.

2

Yani, ]R(x(l), x?, ...,x(’”)) , R(x(”, x?, ...,x(m)) cisminin alt cismidir. ¢

Not: S, R(x(l), x?, L xm )H ’nin bir alt kiimesi olsun. S ’yi ve R ’yi kapsayan en kiigiik
alt cismi (S )]R seklinde gosterelim.

. _ e m )7 ) e )\
Tanim 34: (S), —R(x , X x ) ise S’ye R(x ,xP L x ) cisminin iireteg

kiimesi denir.
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1.9. Polarizasyon Operatorii

Tanim 35:

0 0 0
Dyxf(x):yl %"'yz §++yn é
1 2

n

seklinde tanimli
D, :]R[xl, Xy, ...,xn] —)]R[xl, Xy s X5 Vs Voo ...,yn]
doniisiimiine polarizasyon operatorii denir.

Ornek 41: D :R[x, x,] >R[x, x,; », ,] polarizasyon operatérii olmak iizere O(2)
grubunun R’ ’deki etkisini alalim. Vx=(x, x,)e R’ noktasinmn invaryant fonksiyonunu
f(x)= <x, x> =x; —x; alalim. Burada f ’ye polarizasyon operatdriinii uygulayalim:

D, f(x)=2x.y,-2.x,.y, = 2.(x. 0 —x,.,) = 2.<x, y>

elde edilir.
Tanim 36: H bir grup ve E, n-boyutlu vektdr uzayi olsun.

G(E ) = {A : E — E| A tersi mevcut olan lineer operatér}
kiimesi doniigiimlerin bileske islemine goére bir grup olmak iizere bir yw:H — G(E )
homomorfizmasina H 'nin E ’deki bir lineer gdsterimi denir.
Ornek 42: E=R’ ve H=0() alahm. y:0(2)— G(Rz) , gy, olsun. vy,
Vx=(x, x,)e R igin;
wg(x) =gXx= g.(xl, xz) = (g.xl, g.xz)
olarak tanimlayalim. Vx = (x,, x,) e R? i¢in g, g, € O(2) olmak iizere;
t//gl_gz(x)z(gl, 2,)x=(g.-8,%, £-8,-%,) .....(1)

(v, ove, )@ =w, (V. @) =w, (&X)=v, (&% &%) = g-(g,%. &%)
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= (gl.(gz.x1 ). (g, )) =(g,.-8:%, 8-8:%,) nr(2)
olup, (1) ve (2)'nin esitliginden v, , =y, oy, elde edilir. Dolayisiyla y, O(2) nin
R* *deki bir lineer gdsterimidir.
Ornek 43: E=R" ve H=R-{0} alalm. w:H—)G(R"), h— @, olsun. @,,
Vx = (xl, Xyy weir X, ) e R" i¢in;
@, (x)=hx=h(x, x,, ...,x,)=(hx, hx,, .., hx,)
olarak tanimlayalim. Vx e R" i¢in A, h, € H olmak iizere;
@), (X) = (hhy)x=(h.hyx, bohyxy, o hhyx,) ... (1)
(zzrh1 °w, ).x =, (zvh2 (x)) =m, (hz.(xl, Xyy s X, )) =, (hyx,, hyxy, ooy byx,) =
=(h(hx)s by (hyxy)s o by (hyox,)) = (B, By, o by x,).(2)
olup, (1) ve (2)’nin esitliginden @), ,, =), °T), elde edilir. Dolayisiyla @, H ’nin
R" *deki bir lineer gosterimidir.
Tanim 37: H bir grup; E,, n-boyutlu ve E,, m -boyutlu iki vektor uzay1 olsun.
w:H—>G(E), ¢:H— G(E,) H nin iki lineer gosterimi ve p:E, — E, sifirdan farkh
bir lineer operatér olmak iizere Vk e E,, Yhe H igin (poy(h))(k)=(g(h)op)(k) ise
p’ya H -ekuvaryant operatdr denir. H — O(n) bir alt grup olmak iizere v : H — O(n),

Vhe H i¢in w(h)=h birim homomorfizmasim1 alalim. Bu gosterim yardimiyla

E, =R[x,, x,, ..., x,] polinomlar halkasinda bir gdsterim tanimlayacagiz.

(7"f) @) = £ (w )= f(h %), VxeR”
olarak alalim. Bu bir lineer gosterimdir. Gergekten;

VxeR", erR[xl, Xy, ...,xn], h,, h, e H igin;
(T2 )= 1 (Uhe) " x) = 1 (1)
S (h,'x) = w(x) dersek;

(71 ) @)= £ (1) = 1) = 10 (1) 0) = (1 (127 ) )
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olur. R[x, X,, ... X5 ¥, ¥y, .ny,]’de baska bir T, gdsterimini asagidaki gibi

tammlayalm: o e R[x,, X,, ..., X,; ¥, ¥y, - ¥, ] i6i0;

(770)(x, ) =c(w(h x, why)=o(h'x, k'y), (x, y)eR"
olarak verilirse bunun lineer gdsterim oldugu yukaridakine benzer sekilde yapilir.
Onerme 29: D, :R[x] > R[x, y] olmak iizere Vi e H igin, D,, (ﬁ”f) =7 (Dyxf) “dir.

Ispat: Asagida verilen P polinomunun MacLaurin agilimin1 gdz &niine alalim:

2 k

P(1) = P(0)+ A.P'(0) +% “P"(0)+...+ % -PY(0), FkeN

of (x+ 4.
13(/1)=f(x+/1.y)=f(x)+/1-u
oA i
elde edilir.
8f(x+/1.y) _8f(xl+/1.yl, ...,xn+ﬁ,yn) 3
0h | o2 o

A=0
o o
=y =ty ==
yl ax1 yn aX_n
:Dyxf

olur. Dolayisiyla,
f(x + /1.)/) =f(x)+ /”L.Dyxf(x) +...
elde edilir. D/ = f,(x, y) olsun. O halde;
SR (x+ap))=f(h x+ b y)= £ (B x)+ A f (B x, b y)+
elde edilir. Diger taraftan g(x) = f (h_l.x) olarak alirsak bu polinom i¢in;

q(x+/1.y) =q(x)+ g, (x, y)+...

olur. Dolayistyla;
1 (D, ) =T, (v, ) = £, (10 h™3) = D,.g(0) = D, f (W™ %)= D, (7,

olup,

D, (10f)=1(D,.f)
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elde edilir. Yani D, polarizasyon operatdrii H - ekuvaryant operatordiir. ¢

Sonug 13: Eger ', H -invaryant ise D, f de H -invaryant ’tir.
Ispat: Vhe H igin 7" f(x) = f(hfx) = f(x) ’dir. Buradan;

D, f(0)=D,f(h'x)=D,I"f(x)=T,"D, f(x)
olup, D, f", H -invaryant ’tir. %
Sonug 14: Dy<m>x“'Dy“>x operatorii H - ekuvaryant operatordiir.

Sonug 15: /', H -invaryant ise DH Dm f de H -invaryant ’tir.

1.10. Kapelli Denklikleri

x', xeR" olsun. x'=(x,', x,") ve x=(x,, x,) olmak iizere;

Dx'xf = Zn:xi "1 ve Ax'xf = Zn:xi '.1

i=1 axl‘ i=1 8xi
olarak tanimlanir. Burada f, hangi degiskene gore tiirev aliniyorsa o degiskenlere bagh
polinom olarak aliyoruz. Bu takdirde x'# y ise;

o0 O of e o, Of
D,V'}’Dx'xf :D (zx ] z j a_(zx Ox J Z yj X Ox ay
J

J=1 i i,j=1 i

olarak tanimlanir. Hi¢bir kosul yoksa;

)} xxf zyj'[

i,j=1

o' f
ox,.0y,;

olarak tanimlanir.

Ug tane vektor igin bu asagidaki sekilde ifade edilir: x'# y, x'# z, y'# z ise;

’f X _dr
zz chf D y i' = z "y"'xi'
y i 1;1 axi ayl ,"j’zk:_l k / 6)( 8y 0z k

olur. Higbir kosul yoksa;

n 83f
AAA, f= z'p x"—t—
" i, k=1 g ! 6xi.5‘)/j.82k

s Js
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olarak ifade edilir

(k) (r)

x0, x@ (m) #x" ise;

, x7, ., x"™, m tane vektor i¢cin k£ < r olmak lizere X

Z <1> (m) o f
D—(m) mD—(m—l) (m-1) * 7(1) (1)f X, )?m e
A K axl.(ll)..ﬁxf’")

olarak ifade edilir. Higbir kosul yoksa;

n _ _ a(m)f
mf: z xil(l)"'xi(m)'—

A A A
+(m) (m) = =(m=1)  (m=1) === (1) § 1
XMy X X ‘) n a):i(l )a i(m)

XX

olarak ifade edilir. D, A f* olarak aldigimizda bu asagidaki gibi degisir:

Zy

n

DA f = zyj " Z Z Yyt
=

ayj i=1 X i,j=1 6)’ i,j=1
A A f+A T, y=x'
=A A f+0.A, = . g '
Ay'yAx‘xf: V#X
Ug vektér igin bunu yazarsak;
n a n a2f
l)z'zA ! )Ax'xf = Z b — y "x[ -
> ; ¢ 8Zk i,jz_l ! le.ﬁyj

n 63 n
Z z.'\y; ', "—f+5zx"zzi"yi' ZZ X" f
i, k=1 ' 0x;.0y .0z, i,j=1 g 63/ iJ=t 0%, 0y

=N A AL AELA AL S LALALf

seklinde olur.m tane vektdr i¢in yazarsak;

m—1
— —(m) 0 () =(m-1) 0 f
Dy ooy o f= 25— | YO XL

(m) - M 5 (m1)
ox;’ ox,..ox"

_ _ am _ _ am—l
_Z (1)” (m) | f (m) - Z (m) (m D, f +

o o T IrI

-1

m—1
Z—(l) F@ gD o s R
<m) - =X 8x(” o h |
i 0

‘m=1

m—1
—(1) —(m 2) —=(m) | a f
(m (m-1) * x Y

ot axl.(ll)..ﬁxi(”:_l)
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= A;(m)x(m)Ax(mfl)x(mfl) '“Ai(l)x(l)f + 5)6(”1)?“) 'Af(mfl)x(mfl) "'A?(l)x(l)f +
+ 5x‘”’)f(2> -A;(m—nx(m—n ---Ay(m)xu)Ay(l)xmf ot

+ 5X(m)f(m71) 'A}(m)x(mfl) ~-~Af(2)x(2)A}(l)x(l)f
seklinde olur. Bir alterne toplam su sekilde agilir:
Z sgn (l1 s b ) ~D;(i1)f<z2) = D)—(m;m - D)—(m;m
z Sgn (ll s lZ’ l3 )'D}(il)f('z)f(h) = D}ll)f(z)yﬁ) + D}U)f(l)f(z) + DY(Z))—((S))—(U) -

_Dfm;mf(l) _D;(Z))—gl);m _Dfmf(s)fm
Burada sgn(z’l, iy, i3), permiitasyonun ¢ift ya da tek olmasina gore 1 ya da —1’e
esittir. ngn(zl, iy weer zm).Df(m)x(,.m).Af(m,nx(,.m,w...Aimx(,.l) f alterne toplammi alalim. Bu

ifadeyi determinant olarak su sekilde yazabiliriz:
Dy(m)x(m] Af(m)x(m—l) A)7(”1)’,{(1)

F(m=1) y(m) s(m=1)  (m=1) e (m=1) (D)

f

D)—(mxm) Afmx(m—l) e Afmx(l)

Sgn(ll’ Ly, o lm)'Di(m)x(fm)-A;wnx(x‘m—l)--'A?nxﬁwf

xm w0

= z Sgn(lla Ly wes lm)-A;(mxum)-~-AE<1)X(f1)f+

m—1
+ z sgn(ll, Iyy weus Zm). 25r<"');<fk>'(A;<W1>x<fnrl>"‘Azwxw)"'Az“)xwf)
k=1

RN

= Z sgn (il TR )'A;(m)xum) ---A;mxmf - (m - 1) Z sgn (i1 s by s, )-5;(»«);(%) ‘A?mfnxu,,,,n ---A;U)x(inf

Buradan;
Z sgn (il s By e I, )'(wa)xam) + (m - 1) O i ) Ay i Doy i f

=580 (iys by coor By ) Ay By g f (1)

elde edilir. Bu esitligi determinantlar yardimiyla su sekilde ifade edebiliriz:
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D, ., +(m-1). A A A Ay e A
Ty (m) m 5f(m)x(m) F(m) y (m=1) 7 (D () (m) (M) (m=1) (M) (D
D)—C(mfl)x(m) + (m - 1)'52(’”’”)5’”) F(m=1) | (m=1) oo F(mD () f . A)fc(m—l)x(m) Af(m—l)x(m—l) oo Fm=1 (D f
D, o +(m=1).8 A A A Ay e A
7D (m) 7D (m) 7Dy (m=D) O, 7Dy (m) (D5 (m=1) DM

¥ =x" ve xV £x", k=1 (k, I=1, .., m) olarak alirsak asagidaki determinanti

elde ederiz:

Df(m)x(m) + (m - 1) Az(m)x(mfl) oo Af(m)x(l) Af(mx(:n) Af(m)x(mfl) e A;(m)x(l)
D)—C(m—l)x(m) A}(m—l)x(m—l) e A)—C(mfl)x(l) f _ Af(m—l)x(m) Af(mfl)x(mfl) (XX Af(mfl)x(l) f
Df(l)x(m) Af(l)x(lnfl) e A)—((l)x(l) A;(I)x(m) Af(l)x(mfl) [ Af(l)x(l)

M =X x0T =™ X0 =x olarak alirsak asagidaki determinanti elde

ederiz:
D}(ﬂH’l )x(m) A}( m+1)x(mfl) A}( m+l)x(]) A}(mﬂ)x(m) AE(WH )x(mfl) oo Af(ﬂﬁ»l )x(l)
Df(ln)x(m) + (m - 1) F(m) (m=1) e F(m (D) f _ A;(nz)x(m) F(m) ((m=1) R F(m) (D) f
() (m) TR m) e FEN) (@) (m) FLONCE VR BN

Bunlarin hepsini sembolik olarak soyle ifade edebiliriz:

A A

Dx(mﬂ)x(m) Ax(mérl)x(mfl) x(m+l)x(l) Ax(mﬂ)x(m) Ax(nwl)x(mfl)

Do +(m=1) A
A

x(nz+l)x(l)

x(m) x(m=1) Ax(M)x(l) f _ Ax(m)x(m) Ax(m)x(m*l) Ax(M)x(l) f

x(mfl)x(m) X(mfl)x(mfl) e x(m—l)x(l) x(mfl)x(m) X(mfl)x(mfl) e x(m—l)x(l)

(D) (m)

NUNTEN NONG (D) () NONCE IS NONG!

m >1 i¢in keyfi minorler karsilikli olarak birbirine esittir. Bunu kullanarak asagidaki

esitligi gdstermek istiyoruz:
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X(r»r+l)x(m) Ax(mﬂ)x(mfl) e x(m+1)x(l)
) (m) NONCE RS () (1) f

X(mfl)x(m) x(mfl)x(mfl) e x(mfl)x(l)
NONT NONCE NONG

ifadesini F seklinde isaretleyelim. Buradan;

Dx(m+l)x(n1) () (m=1) oo Dx(m+l)x(l)
Dx(””x‘”” +(m_1) Dxm)X(m—l) (D f=F )

m=1) (m) Dx(mfl)x(mfl) + (m - 2) e Dx(m—l)x(l)

(D) (m) ONEE)) Dxmx(l)

esitligi elde edilir. Bunun anlami keyfi m.dereceli mindrlerinin esit olmasi demektir.

O 30: [ 72|24 £ ai
nerme . = 1r.
D A

> X
D Xx A xx

Bunun anlami karsilik gelen mindérlerin esit olmasidir. Yani;

Dxxszxxf’ Dyxf:Ayxf’ szszzxfﬁ"'

Ispat: D_f = Zzl..g ve A_f= Zzl..si oldugundan D_f=A_f elde edilir. Ozel
i=1 I=1

i i

olarak D_f =A_f ’dir. ¢

~ DZ ) AZ.X AZ ) AZX .
Onerme 31: ’ f=" fdir. Bunun anlami;
Dyy + 1 AJ’X Ayy Ayx
ny Axx Axy Axx
D _+1 A
g w| oS x -
F R f, ((DW +1).Axx—ny.Ayx)f_(AW.Axx—Axy.Ayx)f
xy xx Xy XX
zy zx f Azy Azx f D zy Azx f Azy zx f d kt
= ) = , ... demektir.
ny o Axy AL Dyy +1 A i A W .
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Ispat: (1) esitliginden m =2 durumunda,

zi(Df(Z)xﬂ) + 5f(2)x(2) )'Af(l)xﬂ)f = ZiAf(z)x(Z) ‘Af(l)x(l)f

M

elde edilir. Burada x¥ =y, x® =y, ¥ =x, x" = x olarak alirsak yukaridaki esitligi su

sekilde yazabiliriz:

Zi((DW +1).Am)f =Y +(A,A,)f

Bu ifadenin determinant olarak ifadesi su sekildedir:

_ A, A,
A A

Xy Xx

D, +1 A
D, A

Xy Xx

x

(D, +1) A f-D A f=A A f-A A f

m =2 genel durumunda X =z, x*¥ =y, X" =y, x¥ = x olarak alirsak;

Y (D, +8,)A, =Y (A, A,)f
elde ederiz. Alterne toplam agilirsa;
(D, A, =(D, +1)AL) £ =(A A, —ALAL) f
elde edilir. Bunun determinant olarak yazilis1 sdyledir:

A, A

zy zx

A A

Yy yx

D A

zy zx

f=
Dyy +1 Ayx

/

@_ ()

Uciincii  determinant X =y, ¥ =y, xP=x almarak benzer sekilde

yapilabilir. Bu sekilde biitiin determinantlarin esitligi goriiliir. ¢

Simdi (2) esitligini gostermeye ¢alisalim:
m =1 i¢in bu esitlik;

m) () om0

D(m—l)xm /= Ax(ml)x(l) S

X

Dx<1>x<l) Axmxm
Vi,jeN" igin D, ., f=A, [ oldugundan yukardaki ilk dnermeden dolay1 esitlik

dogrudur.

m—1 i¢in dogru olsun. Yani;
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Dx(mfl)x(mfl) +(m _2) Dx(mfl)x(m72)
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x(m)x(»ﬂ) e Dx(m)x(l) x('”)x(”"l) Ax(m)x(mfm e X(m))((l)

Dx(”17l)x(l) f = Ax(m—l)x(m—l) Ax(mfl)x(mfm e Ax(m—l)x(l) f

XD (m=1) Dx(l)x('ﬂ*Z] e Dx(l)x(l) Ax(l)xtnﬁl) Axtl)x(m%) e Ax(l)x(l)
olsun.
m icin bu esitligi gdsterelim:
Dx(m)x(m) + (m - 1) Ax(m)x(mfl) cee Ax(”’)x(” Ax(m)x(m) Ax(m)x(m—l) () (D)
(m=1) 1 (m) =) (m=1) Ax(mfl)x(l) f B x(m—l)x(m) Ax(mfl)x(mfl) Ax(»rfl)x(l) f
Dx(l)x(m) Ax(l)x("ﬁl) Ax(l)x(l) Ax(l)x('n) Ax(l)x(mfl) Ax“)x(l)

oldugunu biliyoruz. Buradan sunu elde ederiz:

(Do + (M =1)) M ) 0+ Dy o M oy i+ Dy 0 M ) =

D

D D
- (Dx(m)x(m) + (m - 1)) 'Mx(m)x(m) + Dx(m—])x(m) 'Mx(m—l)x(m) + e + DX(I)X(m) ‘Mx(l)x(m)

x(m) (D)

(m) (m=1)

Burada M _ x(i+l)x(m71) e AX(HI)X(I)
FONC I

(=D (m=1) s XD

Axmx(l)

Dy (m=1)

operatoriine gore yazilmis halidir. Bununla esitlik gosterilmis olur.

{S ﬁ ﬂlf
- = + 1 (9
sy -+ Byo0 f 2 x E xi(l ) Lxm

XD Xm0 iy o,
m
_ w0 o | 9f
= ] R
P A N COT O 6in ..ﬁxim
1
Burada +x;"..x" sudur:
L x® "
A x® X
1 1 1
o L (m)
> e = Yy N e X
txx" =
x(m),.."x(l) e “ee e cee
1 2

in M A m
ox,..0x;"

, i=1, .., m’dir. M” ise bu determinantin D
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i,, (k=1, ..,m)’lar farkh degilse bu determinant sifir olur. Eger m>n ise i, lar

farkli olamaz ve determinant sifir olur. m =n ve iginde esit olanlar varsa yine determinant

sifira esit olur. m=n ve i, ’lar farkl ise (i, i,, ..., i, ) "nin bir permiitasyonudur. Buradan;

x XX xx® x™

1 1 1 1 1 1

OEeE) () o @ ()

X, N . N R : : M 2) ()
=sgn (i, ..., I, ). =sgn (i, ....i, ). x"x7 . x

xx® X x X X"

olur. Buradan;

n amf n anf
( ; : (m) m). _ ; : [ ) (")] _
sgn(i, .., 0, ).x " ..x sgn(i, ...7,).|x ..x
§ E g (n n) i) i ﬁxl.(mm)...ﬁx:l) i 2:7 g (n 7) axin)---axi(ll)

s oo Iy =

=[x(”...x(”)]. z sgn(il, vy in)- of

(n) @
By e axin’ ...axil

By ooy By =1

n

Z. sgn(il, ves i”)'ﬁ operatoriine Cayley operatorii denir ve Qf seklinde

By ey

gosterilir. O halde yukaridaki esitlik su hali alir:

N (my () o"f M2 0
. . m _ n
> (E sgn (i, ooy £, ) X", )W_ xVx?.x ].Qf

By ey By =1 »

Boylece agagidaki teorem ispatlanmis olur:

Teorem 9:
Dx(m)x(m) + (m - 1) Dx(m)x(mfl) . x(m) (D)
Dx(m—l)x(m) Dx(m—l)x(m—l) + (m - 2) oo Dx(mfl)x(l) f _ O’ m>n (3)
[x(l)x(z)...x(”)].Qf, m=n_
XDy (m) Dx(l)x(mfl) ce Dx“)x(l)
Teorem 10: Eger f, derecesi m olan homojen bir polinom ise (Dyx f ) =m.f dir.

y=x

Ispat: (Dyx f )y:x = le. % oldugunu biliyoruz. 41 e R i¢in f, m. dereceden bir polinom

i=1
oldugundan;
f(i.xl, AXyy ey ﬂ,.xn):i’”.f(xl, Xyy wens xn)

olur. Buradan her iki tarafin tiirevi alalim: VA € R i¢in;
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of (Axs o Ax,) _ Of (), ot of (Ax,), =mA"™ [ (5, o)

oA o(Ax,) o(2x,)
ve a=liginx, - Lttr, L cmf(x, x,) elde edilir. ¢
X, ox,

Onerme 32: f, m dereceli homojen bir polinom olsun. Bu takdirde;
Dym)x-Dy(mfl)x---Dymxf(x) ’y(m):...:y“):xz m'f(x) "dir.

Ispat: 1, x degiskenine gore m dereceli oldugundan;

Dymx f(x) x degiskenine gére m—1 dereceli,
Dymeymx f(x) x degiskenine gére m —2 derecell,

D (”’)x'"Dy“)x f(x) x degiskenine gore 0 derecelidir.

y

Buradan Teorem 9’dan dolayz;

D (m)y (Dym—l)x---Dy(l)Xf(x)) |y"">:x: 1~Dy<m—1>x---Dy<nxf(x)

y

D () (Dyw—z)x---Dymxf(x)) |y‘"””:x: 2-Dy(mfz>x---Dy<1)xf(x)

y

Do (D oDy F X)) o= 3D s D ()

Dymxf(x) |y‘”=x: m. f(x)

elde edilir. Buradan;

Dy(m)x (Dy(ml]x (Dymz)X ( . ~(Dy<1>xf(x))))) |y<”’>:.._:y<‘>=x:

= 1-(Dy(ml)x (Dymz)x ( . -(Dymxf(x))))) ‘y(m—l):_“:ym:x
= 1-2'(Dy<’"2>x ( . -(Dymxf(x)))) ‘y<m—2):_“:y(1>:x
1.2.3.(Dy(”,3)x ( . .(Dymx f(x)))) [P,

1.2.3..m.f(x)
=m!.f(x)
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elde edilir. ¢

1.11. Kapelli Denklikleri Yardimiyla 1.Esas Teoremin indirgenmesi

1, Iy, ..., 1, sonlu dogal sayilar olsunlar.

S = {(7’1, Fyy ey rm) r=r+rn+.+r,rn20,i=12,.., m}
olarak alalim. |S,|<(r+1)" oldugundan S, sonlu kiimedir. S, iizerinde bir siralama

tanimlayacagiz:

Tamm 38: (1, 15, ..., 7,), (81, 855 -r 5, ) €S, Olsun. Bir k& (1<k <m) igin;
K=S, e ly | =58, VE I, <5,
ise (1, 1y s 1, ) < (85 8 w8, ) denir. Vi=1, 2, .., m igin; r, =5,
ise (7, 7y, n 1) ye ()5 8,5 oo s,,) “den kiigiiktiir denir.
Eger (#, 1, oo 1) <(51, 85, ons,)  veya (7, 1, ) =(8), 85, w0y, ) ise
(7, 73y wn 1) <(815 85, oos s, ) denir,
Onerme 33: “<” bagintis1 S, {izerinde bir siralama bagmntisidir.

Ispat: “<” bagmtisinin siralama bagintist oldugunu gostermek igin yansima, ters simetri ve

gecisme Ozelliklerini sagladigini gostermemiz gerekir. Simdi bunlar1 gosterelim:
) Y(r, r, ..nr,) €S, igin

(rl, Ty eens rm):(rl, Ty eens rm) oldugundan (rl, Fyy eons rm)S(rl, Tyy eeos rm) dir.
2)V(r, 1y ), (815 855 w8, ) €S, igin;

(ris yy s 1) <(815 85, wens,) Ve (s, 855 s 8, )<(Rs 73y wn 7)) olsun. Farz edelim;

(rl, R );t(sl, Syy wens sm) olsun. Bu durumda en kii¢iik bir i =1, ..., m mevcuttur ki

oo By
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r#s dir. Yani (K, o, 7,

-
1, <s; veya s, <r, dir.

r<s, ise (r], Fyy woes rm)<(sl, Sy, ...,sm)’dir. Fakat (sl, Syy e Sm)S(r], Tyy o

kosulu saglanmadigindan bu bir ¢eliskidir.

s, <r 1ise (sl, Sys e sm)<(r1, Tyy wens rm)’dir. Fakat (rl, Tyy ey rm)S(sl, Syy e

kosulu saglanmadigindan bu da bir ¢eliskidir.

Dolayisiyla (7, 1, ..., r,,)=(s, 85, ..., s, ) olmak zorundadur.

)V (K, By e 1)y (S0 855 s 5, )y (810 s s 8,) €S, igin;

R

2 (1, 1y oo 1) () 855 s 8,) VE (81, 8y, s 5, ) S(8, £y, s 1)) Olsun.
D) (s By o ) = (81 S50 s 8,) VE (815 85, s 8, ) = (1, £y s 1) iSES

(7, 7y s 1) = (0, 1y, oo t,) OlUp, (7, 13, wos 1) <(8, £y, ..y t,) Ol
i) (17, 7y e 1) = (810 83 s 5, ) VE (51, S0y w8, ) < (80 by, s ) SES

(7, 7ys s 1) <(ty, By, v £,) OlU, (7, 7y oy 7 ) (8, 8y, s 8,) Olu,

1i1) (rl, Tyy weus rm)<(sl, )y wens sm) ve (sl, Syy vens S ):(tl, tyy e tm) ise;

[ET R

e by

(rs 1ys s 1) <(ty, By, v £,) OlU, (7, 7y oy 7 ) (8, 8y, s 8,) OlU,

DS

2 (K Ty e 7 ) <(S15 8y w8, ) VE (81, S50 v 8, ) <(8, By, wos B,) Olsun.

(1, 735 o 1)< (5,5 85, .oy 8, ) oldugundan 3k eN igin 1, =s,, 1,=5,, .., 1,
ve r, <s, dir.

(s, 835 w5, )<(t, t,5 ... t,,) oldugundan 3/ eN igin s, =¢,, s, =t
ve s, <t dir.

1) k=1 ise

(s Ty oo s Bis Tt ooos B ) <(Fs By o By Sis Siigs won 8, ) VE

(Fis Tys oo ity Sis Spits oor S0y ) < (B Bos wvos Tiys Bs Biys o 8,) OLU

s e S =1

2 )# (81 woer Sips 8, oy 8, ) dir. 7 #s,  oldugundan

n=s=t, i=1,2,..,k=1 ve r <s, <t oldugundan 7 <¢ ’dir. Buradan

(r, 73y s 1) <(ty, 1y, ey ) elde edilir.
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i) k< ise

(Fis Ty oo Bty Ty Fits coes Ty oees T ) <(Ts By ooy By Si St wos )y e S, ) V€
(rl, Vyyvoes Vieys Sy s 8115 Sy Spips vees sm) <(rl, Fyyooos Beys Sps vees Si_ys by iy oons tm) olur.
k. bilesenicin . =s,=¢,,i=1, 2, ..., k=1 ve r, <s, =t, oldugundan 7, <¢, elde edilir ki
buradan (#, 1y, ...,7,,) <(t, &, ..., 2,,) olur.

i) k>108€ (K, Fyseeos gy Ty coos Tiys Tis ees T ) <(Ths Ty oo iy By oy By Sis s S,
Ve (1, By eoos Tigs Tho ooy Ty Sis Spats oo 8,0 ) < (7 By cois iy 1, s oo 8,) °dir. Lbilesen

igin r=s,=¢t, i=1,2,..,1-1 ve r,=s,<t, olup, (1, 1y, ..., r;,)<(t,, t,, ... 1,,) elde

edilir. ¢

Onerme 34: (S,, <) iyi sirali bir kiimedir.
Ispat: YV (r, 1y, s ryy)s (81, S50 s, ) €S, igin (5, 1y, oy ) # (8, 55, -y s, ) Olsun. Bu
takdirde Oyle bir en kiiglik £ vardir ki , # s, ’dir. Buradan 7, <s, veya s, <r, ’dur.

o <sgise (1, 1y, s 1) <(58), 85, .y s, ) Olur.

s, <7 ise (s,, 8, w8, ) <(R, 15y ey 17, ) OluL.

Dolaystyla (S,, <) iyi siral bir kiimedir. ¢

Onerme 35: (r;, #,, ..., r,,) €S, i¢in T (7, 1y, ..., 7;,) bir énerme olsun.

1) 7(0, 0, ..., ) dogru olsun.

2) (r, 1y o ry)<(8y5 835 wos,) d¢in T(%, 1y, ...yr,)’nin - dogru  olmasindan
T(s,, s, ..., s,,) dogruoluyorsa V (7, r,, ..., 7,,) €S, i¢in T(r, r,, ..., r,,) dogrudur.
Ispat: Farz edelim; 3(r, 7, ..., r,,) €S, i¢in T(r, r,, ..., 7, ) dogru olmasin.

Bz{(rl, By 1) €S, T (R, 1y oy 1) dogru degil}cSr
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olarak alalim. Varsayimimiza gére B # < ’dir. S, sonlu ve iyi sirali oldugundan B ’nin bir

en kiigiik elemani vardir. (rlo, - rn?) € B, B ’nin en kiiciik elemani olsun.

)<(,,10, 7, ,,o) olan (n, ry, ..., 7)) €8, ler igin (1, 1y, ..., 1, ) & B

cees Iy m

V(rl, Tyy oo T,

m

oldugundan T(r, 7, ..., r,) dogrudur. Hipoteze gore T (rlo, 7y r,f:) dogru olmalidir.
Fakat bu bir ¢eliskidir. ¢

Onerme 36: (7, 1, ..., 7, ) €S, igin T(#, r,, ..., r,,) bir Gnerme olsun.

1) n=r=..=r,_, =0 olmak iizere (r, r

m-n 25 °*

o,

i¢in T'(r,, r,, ..., r,,) dogru olsun.

2) (1, 1y w1y )< (51, 855 wr's,,) Olan V(5,15 .ou i ) €S, igin T(7, 1y, ..., 7, ) 'nin
dogru olmasindan  T(s,, s,, ...s,) dogru oluyorsa V(7, r, ..,r,)€S, igin
T(%, 1, ..., 1, ) dogrudur.

Ispat: Onerme 35’e benzer sekilde yapilir. ¢

Teorem 11: H < O(n) bir alt grup ve x, x¥, ..., x" R"’de m tane bilinmeyen vektor

olsun.
. . H . .. . . .
m=n i¢in @,, @,, ..., Py, ]R[x(”, x?, ., x(’")] ‘nin lirete¢ kiimesi ise;
m >n durumunda,

{(/)], Pr s Pys Do @i 107 =1, 24y, k=1, 2, s N, Dy (D 0 ), } ...... 4)

kiimesi, R[x(”, x?, ., x(m)]H *nin iirete¢ kiimesidir.

Ispat: Her polinom homojen polinomlarin toplami seklinde tek tiirlii olarak
yazilabileceginden biz burada homojen polinomlar1 géz Oniine alabiliriz. Her homojen
polinom da her x'’ye (i =1,2,...,m) gore homojen olan polinomlarin toplami olarak tek
tiirlii yazilabilir. Invaryant polinomlarm keyfi homojen kismi da invaryanttir. Teoremi

x" >ye gore homojen olan invaryant polinomlar igin ispat edersek keyfi invaryant polinom

icin de ispatlamis oluruz.
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x?’ye gore derecesi r,, ...., x" ’ye

f(x(”,x(z),...,x(’”)), x"e gore derecesi 7,
gbre derecesi 7, olan her bir x'’ye (i =1, 2,...,m) gore homojen olan bir invaryant
polinom olsun. Buradan f ’nin derecesi r =#, +r, +...+r, olur.

Kapelli denkliklerindeki operatdr determinantinin ilk elemant;

Do+ (m =)D o +1)D 1)
seklindedir. Bunun f ’deki goriintiisii su sekildedir:
(Dx""’x““ + (m - 1)...(Dx(2,x(z> + I)Dx(l)x“) )f = (rm +m— 1)...(r2 + 1).r1f

p=(r, +m=1).(r, +1)r; olarak alahm. f, x degiskenine bagl ise r >0 olur.
Bu durumda p # 0 ’dur.

Operatdr determinantinin diger elemanlarinda D, ., + @ —1 diyagonal elemanlarini
birakabiliriz. Onlarin etkisi f ’nin bir say1 ile ¢arpimini verir. Bunlarin hepsini p°
seklinde gosterelim. Bu takdirde bdyle bir eleman su sekilde olur:

p*.Dxﬂqxaq D gy 0y Dy

Burada «a,>a, ,>..>a,>a, B.za, i=L2,.,q9 ve ﬂl,ﬂz,...,,ﬁq’lar
Q,, &, ..., a,’larin bir permiitasyonudur. Buradan ¢ >2 ve S, >, elde edilir. Ciinki
g =1 1ise yukaridaki ifade p*.Dx,;xa bi¢iminde olup, f =« elde edilir. O halde g >2
olmaldir. ¢, en kiiciik ve S, # o, oldugundan S, > «, olmalidir. Bu durumda;

p-f =D o +(m=1))AD o, o +1)D o f
f =p"D,.f
o= Dxﬂqx“« ...Dxﬁzxaz

olarak alirsak Kapelli denkliklerinin sol tarafi p.f —Zgo. /7 halini alir. D uf,x"’e

gore f ’den daha kiiciik dereceye sahiptir.
Simdi Kapelli denkliklerini asagidaki gibi yazabiliriz:
pf=Y o.f (m > n).....(5)
pf =S o f +xOx? x"kr  (m=n)..(6)
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m>n igin p.f=> @ f dr. f, x"’e bagh ise p=#0 olacagindan

1
:—-E f" olur.
f o.f" olur

Timevarimla iddiamiz1 ispatlamaya ¢alisalim. En kii¢iik durum vektor sayisinin n

tane oldugu durumdur.
H

m=n igin @, Q,,...0,, R[x(l), x?, . x(’”)] ’nin {ireteg kiimesi olsun. Bu

durumda m > n igin;
{(01 5Py Py Dx<i>xu) Prseees Dxmx(k) ---Dxmx(l) ?, }
o .. (1) 2) (m) H . . . - . .

kiimesinin R[x , XL ] icin iirete¢ kiimesi oldugunu gdsterelim.

m = n tane vektor i¢in yukaridaki kabul geregi (4) kiimesinin iirete¢ kiimesi oldugu
aciktir.

m—1 tane vektor i¢in (4) kiimesi iirete¢ kiimesi olsun. Simdi m tane vektor

durumuna bakalim. x®,x®, .., x" vektdrleri igin =0 ise m—-1 vektdre

dontistiigiinden iddia gegerli olur. 7 #0 olsun. Polinomun derecesi r =7 +r, +...+7,
oldugundan bunlardan biri sifir ise m —1 vektor durumuna geleceginden iddia gegerli olur.

Dolayisiyla hepsi sifirdan farkli olsun.

“<” siralamasma gore (r,7,,...,7, ) den kiiciik olanlar icin iddia dogru olsun.
D, . f nin x“’e gére derecesi f’den kii¢iik oldufundan D , . f (4) kimesi ile
tiretilebilir. Yani Jy igin;

Dxﬁlxalf :w((pl,q)z,...,q)N.D(pl,D¢2,...,D¢N,...)

1
/= ;.ZDWX% D s e ‘//((/’p Py O -DP1, D@y s, DOy, )

olur. Sondaki ifadeyi agarsak:
D, .v (4, ¢ ... ¢y.Dd, D, ..., Dg,, ...)
oY oY oY oY
= _Dx/fzxaz ¢1 + a_Dx/izxaz (02 +...t a_Dx/fzxaz (DN + a_Dx/fzxaz (01 (D¢1 )+ Olur'

0P, ?, P (4



59

Bu sekilde devam edilirse f fonksiyonu da (4) kiimesinin elemanlar1 cinsinden yazilmis
. . . . 6] 2) (m) H o o e o .
olur. Dolayisiyla Vm > n igin (4) kiimesi R[x , X7, X ] nin irete¢ kiimesi olur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Not: § = US, olarak alalim. Burada;

r=—1

L =10)

S
S, ={(0,0,0,...,0)}
S

. =1{1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0)....,(0,0,0,...,1)}
S, = {(1’1,1’2,7”3,...,Fm)21”1 +r,+rt+.tr, =11 € N,i:1,2,3,...,m}

olarak alinmaktadir. Bu S kiimesi {izerinde bir siralama bagintis1 tanimlayalim.
Tanim  39: (rl,rz,...,rm ), (sl,sz,...,sm)e S olsun. Eger rn+r+..+r,=r ve
S, +8, +...+5, =5 icin;

r<sise (r,ry,...r,)<(s,,5,,..,s,) dir

r=s 1ise (rl,rz,...,rm), (SI,SZ,...,Sm)E S, olacagindan S, ’deki siralama bagintist
alinir.

(rl,rz,...,rm)<(s1,sz,...,sm) veya (rl,rz,...,rm)z(sl,sz,...,sm) ise
(rl,rz,...,rm)S(sl,sz,...,Sm)’dir.

Bu sekilde tanimlanan “<” bagintis1 § iizerinde bir siralama bagmtisidir. Simdi
bunu gdsterelim:

1) V(rl,rz,...,rm)eS i¢in (rl,rz,...,rm):(rl,rz,...,rm) oldugundan
(1 7y es 7 ) S (1 1y ooy 7, ) i

2) Yty (5158508, ) €S igin (r, 7y, r, ) S(5),8,5,.0,8,) Ve

(sl,sz,...,sm)s(rl,rz,...,rm) olsun. Bu elemanlar i¢in #+7, +...+7r, =r ve

s, +8,+..+s, =s  olsun. (rl, Fyyeen rm)S(sl,sz,...,sm) oldugundan  r <y ’dir.

(s,,8,5.s5,)<(r,7s.r,)  oldugundan s <r’dir. O halde r=s"dir. Buradan

(r1 I rm) ve (sl, Sy yeees sm) S ’nin elemanlaridir. Lemma 2’den (Sr, S) iyi sirali kiime



60

oldugundan (r,,7,,....7, )<(5,,5,,..5,) ve (s,,85,.5,)<(r,7y,....7,) oldugundan
(12 7ysenr, )= (5,585,005, ) elde edilir.

3) ‘v’(lq,rz,...,rm), (sl,sz,...,sm), (tl,tz,...,tm)eS icin (rl,rz,...,rm)S(sl,sz,...,sm) ve
(sl,sz,...,sm)s (tl,tz,...,tm) olsun. Bunlar i¢in r, +r, +...+7, =7, s, +5, +...+5, =5 ve
t,+t,+..+t, =t olsun.  (r,r,...,7,)<(s,,5,,...5,) oldugundan  r < s dir.
(5,,85,0s5,)<(t,,t5,..t,) oldugundan s<¢’dir. Buradan r<t olur. r<r ise
(r,7yseinr, )<t 1,01, ) elde edilir. » =¢ ise S, ’deki siralama gegerli olacagindan yine
(. ryser, ) <(t) 1y, .01, ) Olur. &

Onerme 37:(S, <) iyi sirali bir kiimedir.
ispat: (r,7y,...,7, ), (5,,8,,..,5, )€ S igin;

(7o rysein 7 ) # (815800 00s S, )y P 4Py +otr, =1 Ve 5, +5, +...+5, =5 olsun.

1) r=s ise (rl,rz,...,rm),(sl,sz,...,sm)e S, olur. Lemma 2’den (S,,S) 1yi siral
kiime oldugundan (r,7,,...7,)<(s,,5,,...5,) veya (s,,8,,..,8,)<(r,7y,....,7,) elde
edilir.

il) r#s ise r<s veya s<r’dir. r<s ise (rl,rz,...,rm)< (5,,8,,...n5, ) °dir. s<r
ise (sl,sz,...,sm)< (rl,rz,...,rm)’dir.

Dolayisiyla (S ,S) 1yi siral1 bir kiimedir. ¢

Teorem 12: H < SO(n) bir alt grup olmak ilizere n—1 tane bilinmeyen vektor icin

H . .. .. .
R[x(l), x?, ...,x(”*”] "nin iirete¢ kiimesi {p,, @,,...,@,} olsun. Bu durumda m >n-1
. . H . .. e .
icin R[x(”, x?, ., x(m)] *nin iiretec kiimesi;

{(01, @y o P> D@y, Do, ..., Do, DDg,, ..., [x“)x(z)...x(”)], D[x(”x(z)...x(”)], } ...... (7)
bi¢imindedir.
[spat: (r1 R ) eSiginT (rl A ) onermesi yukaridaki ifade olsun.

m > n igin Teorem 11°e gére H grubu icin (7) kiimesi R[x“), x?, ., x(’")]H ’nin

iretec kiimesidir.
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m=n durumunu goz oniine alahm. V(0,7,,...,r,)e S i¢in T(0,7,,...,r,) dogrudur.
(5,,8550s8,)< (7,75, nr,) olan V(s,,s,,....5, ) ler icin T(s,,s,,...s,) dogru olsun.
T(r,r,,...,r,) nin dogru oldugunu gosterelim:
f (x(l), x® x0T ), H -invaryant polinomunu goz oniine alalim.
m = n igin;
p.f = Zgof* + [x(l)x(z)...x(")]Qf
oldugunu biliyoruz. f, x"’e baglh degilse tiimevarim hipotezi geregi f, (7) kiimesinin

elemanlari cinsinden iiretilebilir. /', x" ’e bagl olsun. Bu durumda p # 0 *dir ve
f =l-Zs<)-f* +l-[x(”x(2’...x<")]Qf
p p

dir. *’m x" e gore derecesi S, deki siralamaya gore f ’den kiigiiktiir. Qf ’nin derecesi

ise » —n ’dir. Timevarim hipotezine goére bunlarin toplami da (7) kiimesinin elemanlari
cinsinden yazilabilir. Dolayistyla f, (7) kiimesinin elemanlar1 cinsinden yazilabilir.

Bundan dolay1 Vm >n—1 i¢in f, (7) kiimesinin elemanlar1 cinsinden yazilabilir. O halde

H
Vm > n—1 igin (7) kiimesi R[x(l), x?, x(’”)} *nin iirete¢ kiimesidir. ¢

2.1. O(n) ve SO(n) Gruplar i¢in 1. Temel Teorem

Tanim 40: O(n) grubunun R" {izerindeki etkisini alalim. f, R" {izerinde tanimli bir
polinom olsun. f(g.x“),g.x(z),...,g.x(’"))zﬁ(g).f(x“),x<2),...,x(’”)), Vg e O(n) olacak
sekilde EI/?,(g) fonksiyonu varsa f (x('),x(z),...,x(")> polinomuna nispi O(n) - invaryant

denir.

Not: Yukaridaki ﬂ(g) fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir. Agirlik fonksiyonu
asagidaki ozelliklere sahiptir: Vg, g,, g, € O(n) icin;

1) A(g,.g,)=4(g,)A(g,) (Onerme 23’ten)

2) Ag)=+1
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Gergekten, Onerme 26’ya gore /1( g) = (det g)k “dir. Keyfi g € O(n) i¢in detg =+1
oldugundan /1(g) =+1 dir.
Tanim 42: f', nispi O(n)-invaryant polinom olmak lizere Vg € O(n) i¢in /“L(g)zl ise
[ ’ye ¢ift (mutlak) invaryant polinom denir.
Tanim 42: £, nispi O(n)-invaryant polinom olmak iizere Vg € SO(n) igin l(g)zl ve
g € O(n) igin l(g) =detg =—1 ise f ’ye tek invaryant polinom denir.
Ornek 44: O(1) = {1, —1} grubunun R iizerindeki etkisini alalim. f € R olmak iizere;
( )— 1 ve /1( 1) =1 ise f(— x) = f(x) olup; f, ¢ift invaryant polinomdur.
A1)=1 ve A(-1)=—11ise f(-x)=—f(x) olup; 1, tek invaryant polinomdur.
Onerme 38:
1) Cift invaryant polinomlarin toplam ¢ift invaryant polinomdur.
2) f,cift invaryant polinom ve 4 € R olmak {izere A.f polinomu ¢ift invaryant

polinomdur.

3) Cift invaryant polinomlarin ¢arpimu ¢ift invaryant polinomdur
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Ispat:

1) £, f, siftinvaryant polinomlar olsun. Bu takdirde,

fi(gx)=A(g)-f(x), f,(gx)=1(g)./(x), Vg€ On), A(g)=1
seklinde yazilabilir. $imdi f,(x)+ f,(x) ’in ¢ift oldugunu gosterelim:
Hi(gx)+ f1(gx)=A(g)-£i(x)+ A(g) . f,(x) =
=4(2)(/i(0)+ £,())

olup, A(g)=1 oldugundan f,(x)+ f,(x) cifttir.

2) f,cift invaryant polinom ve A € R olsun. f ¢ift oldugundan,

flgx)=4(g)-f(x), A(g)=1
seklinde yazilabilir. Buradan,
Af(gx)=2(A(g)-f(¥)=2A(g).f(x)=A(g).Af (%)

olup, 2(g)=1 oldugundan A.f(x) ifttir.

3) £, f, cift invaryant polinomlar olsun. Bu takdirde,
£(gx)=24(g).£i(x), fr(gx)=A(g).f,(x), VgeOn), A(g)=1
seklinde yazilabilir. Buradan,
fi(gx)-f1(gx) =(2(2)-£,(0))(2(2)-£s(x) = 2(£) A(2) -/ ()£ ()
olup, A(g)=1 oldugundan f,.f, cifttir. &

Onerme 39:

1) Tek invaryant polinomlarin toplami tek invaryanttir.

2) f, tek invaryant polinom ve Ae€R olmak iizere A.f polinomu tek invaryant
polinomdur.

3) Tek invaryant polinomlarin ¢arpimu ¢ift invaryant polinomdur.

4) Tek ve ¢ift invaryant polinomun ¢arpimi tek invaryant polinomdur.
Ispat:

1) f,, f, tek invaryant polinomlar olsun. Bu takdirde,

fi(gx)=detg.f (x), f,(gx)=detg.f,(x), VgeO(n), detg =-1

yazilabilir. Buradan,

fi(gx)+ f,(gx)=detg.f(x)+detg.f,(x)=
=det g.(fl(x)+f2(x))
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olup, det g =—1 oldugundan f;(x)+ f,(x) tektir.

2) f,tek invaryant polinom ve 4 € R olsun. f tek oldugundan,
f(gx)=detg.f(x), detg=-1

seklinde yazilabilir. Buradan,
A.f(g.x)= Z.(det g.f(x)) =A.detg.f(x)=detg.A.f(x)
olup, det g =—1oldugundan A.f(x) tektir.
3) f,, f, tek invaryant polinomlar olsun. Bu takdirde,
fi(gx)=detg.f(x), f,(gx)=detg.f,(x), detg=~1
seklinde yazilabilir. Buradan,
S(g2).1,(g.x) = (det g.£,(x)).(det g.£,(x) = (det g ) ., (x).f, (x)
olup, det g =—1 oldugundan f.f, cifttir.
4) f, tek ve f, ¢ift invaryant polinomlar olsun. Bu takdirde,
fi(gx)=detg.fi(x), f(gx)=2(g).£,(x), A(g)=1, detg=—1

seklinde yazilabilir. Buradan,

£1(gx).f:(g%) = (detg-,()) (A(8)-£2(x)) = detg.£(x).A(g) /()
= det g.( f,(x).£3(x))

olup, det g =—1 oldugundan f,.f, tektir.

Ornek 45: 1 (x“), x?, x(”)) = [x“)x(z)...x(m)] invaryant polinomunu alalim.
(gx", g

flgx®, gx®, .., g.x(’")) = [g.x(l)g.x(z)...g.x(’")} =det g.[x(l)x(2)...x(m)]

oldugundan [x(”x(z)...x('")} polinomu tek invaryant polinomdur.
Onerme 40:
1) 1, cift invaryant polinom ise Qf tek invaryant polinomdur.
2) f, tek invaryant polinom ise Qf ¢ift invaryant polinomdur.

Ispat: Kapelli denkliklerinin m = n durumunu hatirlayalim:
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Dx(m)x(m) + (m - 1) Dx(m)x(nkl) e x(m)x(l)
(m=1) (m) Dx(m—l)x(m—l) + (m - 2) e Dx(mfl)x(l) _ 0’ m>n
- 1) (2
xVxt )...x(")}.Qf, m=n
Dxmx(m) NONCE Dxmxm

Simdi 6nermenin ispatina gecelim:
1) f, ¢ift invaryant polinom olsun. Bu takdirde Sonug 13’ten D, f* de ¢ift invaryant
polinomdur. Buradan;
Tg(z)Dyx(,.)f(x(”, X7, ., x(m)) = Dyx<,>1’g(1)f(x(l), X2, ., x(’”)) =
= Dyx(,.,f(g.x“), gx?, .. g.x(’")) =
:Dyx(,.)f(x(”, x?, ., x“’”)

olur.
7 [x(l)x@) x(m)]Qf :[ Vo @ M1of =[ xVx® 70O
. gxgx..gx )f =| xVx' . x v Qf
yazilir.
[g.x(”g.x(z)...g.x(m)JQf = [x“)x(z)...x(m)]];f”Qf
= det g.[x“)x(z)...x(’”)]Tg“)Qf = [x(l)x(z)...x(m)]ﬂf
oldugundan;

T."Qf =det g.Qf
olup; Qf, tek invaryant polinomdur.
2) f, tek invaryant polinom olsun. Bu takdirde Onerme 28’den D, f de tek
invaryant polinomdur. Gergekten, # € O(n) olsun. h € SO(n) ise,
(T )@ = (hx) = £ ()
olur. Buradan,
L (D, f)=D,.f
olup, D, f polinomu SO(n) - invaryant *tir.
Simdi 4 € O (n) yani deth =—1 olsun. Buradan,
(Tf)@ = f (h"x)=2(g) S @) =1L () ==/ (x)
olur.

1(D,.f)=D, (-f)=T"(D,.f)=-D,.f
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olup, D, f tek invaryant polinomdur.

Buradan;
ng)Dyxmf(x(”, x®, _“,x(m) =Dyme;)f(x(l), X2, ...,x(”’))
:Dyxu)f(g-x(l), g.x(z), ...,g.x(’”))
=D A(g) F(x, £, ., x)

olur.
7;,(2) [x(”x(z)...x("’)]ﬂf = [g.x(”g.x(z)...g.x(’”) } Qf =det g.[x(l)x(z)...x(m)]ﬂf
[g.x(l)g.x(z) gxt™ ] YLf])Qf =det g.[x(])x(z) .x™ ] Qf

oldugundan;

DOf —
T,'Qf =Qf
olup; Qf, cift invaryant polinomdur.
Onerme 41: f(x(”, x?, ., x(’")) , SO(n)-invaryant polinom olsun. Bu takdirde;

f(x(l) x?, x(’”))zfl(x(l) x?, x(’”))+f2(x(l) ¥, x(’”))
seklinde f, ¢ift ve f, tek SO(n)-invaryant polinomlarin toplami seklinde yazilabilir.

Ispat: f(x)= (x(l), x?, ., x(’")), keyfi SO(n)-invaryant polinom olsun.

-1 0 0 ... O

0 1 0 0
h= '

0 0 O 1

olacak sekilde / € O(n) alalim. Burada det/ =—1 ve A" = h’dir. Bu takdirde;

o(x)=—(/(x)+ [ (hx))

N | —

cift polinom,

(f ()= f(hx))

N | —

w(x)=
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tek polinomdur.
Gergekten; g € O(n) ve detg =—1 igin,
g=g.h=hg,
olacak sekilde g,, g, € SO(n) mevcuttur ve g, =g.h™', g, =h"'.g dir. Buradan;
g €S0(n) ise,

o(g.x) =%-( f(gx)+ f(hgx)) =%( S+ f(hgh” hx)

Burada h.g.h™' € SO(n) ve f, SO(n)-invaryant oldugundan,

o(gx) = % (f@)+ £(h) = ()

olur.
g€O0(n) ve detg =—1 ise,
1

> (f(gx)+ [ (hgx))

p(g.x) =

Burada; g = g,.h olacak sekilde g, € SO(n) mevcuttur.

1

5 (f(g1 hx)+ f(h.g.x))

p(g-x) =

yazariz. Burada f ’nin SO(n)-invaryant ve h.g € SO(n) oldugu kullanilarak,

p(gx)==(f(hx)+ f(x))=p(x)

1
2
elde edilir. Dolayisiyla ¢(x) = % . ( f()+f (h.x)) , O(n)-invaryant ’tir. Yani cifttir.

Simdi w(x) :%( f(x)— f(hx))’in tek invaryant oldugunu gosterelim: Bunun igin

once bunun SO(n)-invaryant oldugunu gosterelim:
g €80(n) ise,

1

- (fg0)~ flhg0) =2+~ flgh )

y(gx)=
h.gh™ €SO(n) ve f, SO(n)-invaryant oldugundan,

w(g.x) = % (S~ f(h) =p (@)

elde edilir.
g€0(n) ve detg =—1 ise,
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L

y(gx)= 5

(f(gx)- f(hgx))= % (f(ghx)- f(hg.x))

yazariz. Burada A.g € SO(n) ve f ’nin SO(n)-invaryant oldugu kullanilarak,
1
w(gx)= 5 (f(hx)=f(x))=-y(x)

(f(x)— f(hx)) tek invaryanttir. ¢

N |~

elde edilir. Dolayisiyla w(x) =

Teorem 13:
1) Keyfi ¢ift invaryant polinom;
<x(i), x(j)>; i,j=1 2,.., m’lerin
polinomu olarak ifade edilebilir.
2) Keyfi tek invaryant polinom, (o(x“), x?, x“’”) ¢ift invaryant polinom olmak
lizere;

[x(i‘)x(iz)...x(i")].(o(x(l), x?, ...,x(’")); By By s @

n

=1; i <i, <..<l,
seklindeki tek invaryant polinomlarin toplami olarak ifade edilebilir.

Ispat: T™ ile n-boyutlu uzayda m tane noktaya bagli bu teoremi gosterelim. Teoremin 1.

kismi Kapelli denklikleri kullanilarak m > n halinde T

", T"’nin ispatina indirilir. Simdi
T"’yi n’ye gore timevarimla ispat edelim:

n=1 i¢gin T, ’i ispatlayalm. n=1 durumunda O(1)={-1, 1} ve SO(1)={1} dir. Bu
durumda <x, x> =x" ve [x]=x"dir.

SO(1)={1} oldugundan dolay1 keyfi f(x) polinom SO(1)-invaryant tir. Bu
durumda ¢ift polinom f(x)= f(—x) esitligini saglar. Yani analizde tanimladigimiz ¢ift
polinomdur. Keyfi ¢ift polinom,

f(xX)=a,+a,x” +..+a, x*
seklindedir. Dolayistyla 4 polinomu,
f(x)=p(x*)
seklinde ifade edilebilir. Boylece 7;' *in 1. kism ispat edildi.

n=1 durumunda tek polinom f(—x)=-f(x) seklindedir. Yani analizde

kullandigimiz tek polinomdur. Keyfi tek polinom,
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f)=a.x+a,x +..+a,, x""

seklindedir. Bu polinom,

f(x)= x.(al +a,.x° +...+a2k+l.x2k ) = x.p(x?)

seklinde yazilabilir. Bdylece 7, ’in 2. kismi da ispat edildi.
Sonugta tiimevarimin 7 =1 durumunda dogru oldugunu gosterdik.

Farz edelim 7"} dogru olsun. Bunu kullanarak 7" nin dogru oldugunu gésterecegiz:
f (x(”, x?, ...,x“’)) cift polinom yani O(n)-invaryant polinom olsun. Bdyle bir
polinom,
f(x(l), x?, x(”)) = Z(pm"_rn (x(l), x?, x(”))
seklinde yazilabilir. Burada ¢, (x(l), ., x“”);
x"e gore 7, dereceli,

x'?’ye gore r, dereceli,

x" *ye gore r, derecel,
homojen O(n)-invaryant polinomdur. Boyle polinomlara kisaca (rl, Ty eens rn) dereceli
homojen polinomlar diyecegiz. Boylece 7" ’nin 1. kisminin ispati igin;

x""e gore derecesi 7,

x'?’ye gore derecesi 7, ,

x" *ye gore derecesi 7,
olan homojen ¢ift polinomlar olmak {izere 7" ’nin 1. kisminin ispat edilmesi yeter. Benzer
sekilde 7."’nin 2. kisminin da ispat1 derecesi (7, 7, ..., 7,) olan homojen tek polinomlar
igin ispat edilmesine indiriliyor. Boylece 7,'’nin derecesi (7, r,, ..., r,) olan homojen
polinomlarin ispatina indirdik.

e by

Simdi f(x(”, x?, ...,x(”)), derecesi (rl, Ty, . r) olan homojen ¢ift veya tek
olinom olsun. » =7 +r, +...r. sayisini g0z Onune alalim. Bolim 1.12°de tanimlanan
p 1 2 n y g s

r 2 n n’ i

S::{(rl, , . r):rzr1+r2+...+r r2>20,i=1, 2,...,n}
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kiimesini ele alalim. 7,"’yi, S, ’nin (7, r,, ...,r,) elemanlarma gore timevarimla ispat
edecegiz. Bunun i¢in 6nce » <n durumunda 7" 'nin dogru oldugunu gosterelim:

r<mn ise, 1, r, ..., r,’lerin i¢inde en az biri i¢in » =0’ dir. Clinkii tim i=1,2, ..., n
igin 7 >1 ise »>n olur. Bundan dolay1 r<n ise f (x(”, x?, ...,x(”)) aslinda en fazla

n—1 tane vektorlerin polinomudur. Simdi farz edelim,
f(x(l), x?, x(")) = f(x(l), x?, ., x("_]))
¢cift polinom ve
x :(xl(”, o, ., x x(l))

> ¥ n-1> “n

NG =(x1(2), MO x(z))

9 =12 n

(=) _ (=D)L (n=1) (n=1) | (n=1)
X _(xln , xzn , X X )

CE R A n

olsun. Bu x, x*, ..., x""" lerle iiretilen alt uzay1 V ile gosterelim.Bu takdirde,

m_ 0,0 0 M

gx =y = (3", 3", 0, 0)
@ _ @ _(,@ L@ &)

g'x _y _(yl ) yz s "'7yn_17 0)

g =y = (i, 0)
olacak sekilde g € O(n) vardir. f polinomu O(n)-invaryant oldugundan,
f(x(l), x, ., x("_l)) = f(g.x(l), gx?, ., g.x("_l)) = f(y(l), @, ...,y("_l))
olur. g € O(n) oldugundan,
<x(i), x(./)> _ <g.x“’, g.x(-’)> _ <y(”, y(_/)>

olur. Dolayisiyla f ( AR A y(”*”), R"" uzayindaki y, y®, ..., "™ vektdrlerinin

0
O(n—1)-invaryant polinomudur. (g e O(n)’ler, g= (gl j , g €0(n-1) seklinde

0 1

alinabilir) Yani n-1 tane vektdrlerin  ¢ift polinomudur. 7"’e  gore

f ( Yy, 9, y("*”) polinomu < ¥, y(j)> ’lerin bir polinomudur. Buradan,
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f(x(l)a x?, ...,x(”‘”):f(ym’ y@, n_,ym—l))
:(0(<y(1)’ y(1)>, <y(1), y(2)>, - <y(n—])’ y("")>)

:¢(<x<1), x(1>>’ <x<1), x(2)>, . <x(”"), x(”’”>)

olur. Bununla » <n durumunda 7 ’nin ¢ift polinomlar i¢in dogru oldugunu gosterdik.

Simdi 7 <n durumunda 7" 'nin tek polinomlar i¢in dogru oldugunu gosterelim:

f, tek polinom olsun. Bu durumda f =0 oldugunu gosterelim:

Yukaridaki gibi,
f(x(]), x?, ., x("_l))z f(g.x('), gx?, ., g.x("_')) = f(y(l), y?, ...,y(”_l))
olacak sekilde g € O(n) mevcuttur. Burada,
g =y =" " s 0)

2 2 2 2 2
gx® =y P =1, 7, il 0)

(n-1) _ . (n-1) _ (n-1) (n—-1) (n-1)
gx" =y = (i, p Ly, 0)
seklindedir.
zeR", z=(z, 2y, .., 2,,, 2,) olsun. hz=(z,z,, ..,z,,, —z,) donisimini

alalim.

<g.x, g.z> =X.2,+%,.2, ..t X2, +(—x,).(-2Z,)

= X2+ X2, +o+ X, .2, +X,.2, =(X, Z)

n—1"“n-1 n*=n

oldugundan % € O(n) ve deth=-1"dir. f, tek polinom oldugundan,

f(h'y(l)a h'y(Z)’ sees h.y(”*l) ) = _f( (1)5 y(Z)’ erey y(”*l))
olur. Tkinci taraftan / *nin tanimina gore,
gy =y", gy =y, gy =y
olur. Buna gore,
SR By, o ™) = £(50, 52, o)
olur. Dolayisiyla,

f(y“), y(2>’ ...,y("’”):—f( o y<2>’ ___’y(n—l))

olup, buradan f =0 olur.
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Sonugta 7 <n durumunda f =0’dir. Buna goére boyle polinom i¢in 7" dogrudur.
Dolayistyla » < n durumunda 7" dogrudur.
Farz edelim T,
S, +8, +..+s, <r—1 veya (s, s,, ..., s, ) < (rl, By e Ty)
olacak sekilde tiim (s,, s,, ..., s,) homojen polinomlar igin dogru olsun. Bunu kullanarak

genel derecesi 7, +r, +...r, =r olan polinomlar i¢in dogru oldugunu gosterelim:

Kapelli denkliginin m =n olan durumunu f ’ye kullanalim:
F=LS P e[ )0 .
P

S ’deki siraya gore P.f polinomu f’den kiigiiktir ve keyfi P.f polinomu gifttir.

(P.f’ler Da“)ﬁ”)

D 0 f seklindedir.) Buna gére P.f ’lericin 7" dogrudur.

[x“)x(z) .x™ ] Qf terimini inceleyelim:

Qf ’nin (s, 8,, ..., s,) derecesi s=s,+s,+...+s, =r—n oldugundan Qf i¢in T
dogrudur.

f,eiftise Qf tektir. Qf igin 7" dogru oldugundan,
Qf = [x“)x(z)...x(”)].(p

seklinde ifade edilebilir. Burada ¢, cifttir. Dolayisiyla,

<x<1)’x<1>> <x(1),x(”)>

I:x(])x(z)...x(n)].Qf=|:x(1)x(2) (n)}[ M@ (n)] 0
<x("),x“)> <x("),x(”)>
seklinde yazilabilir. Burada ¢, ¢ift ve S ’deki siras1 f ’den kiiciik (derecesi kiigiik)
oldugundan ¢ polinomu <x(”, xV )> ’ler cinsinden ifade ediliyor. Bundan dolay1 f ’nin ¢ift
oldugu durumda f i¢in 7" dogrudur.
Simdi f, tek olsun. Bu takdirde (1) esitligindeki P.f ’ler de tektir. P.f ’lerin

S ’deki sirast f ’den kiiciiktiir. Buna gore P.f ’ler icin 7" dogrudur.

Simdi [x(”xm .x™ ] Qf terimini inceleyelim:
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f, tek oldugundan Qf cifttir. Dolayisiyla f  polinomu [x(l)x(z)...x(”)].(p

polinomlarinin toplami seklindedir. Burada ¢, gifttir. Sonugta /" i¢in 7" dogrudur. ¢

(2)

Teorem 14: x, x'*, ..., x"’ler R"’de bilinmeyen vektorler olsun. Bu takdirde;

<x<">, x<f>>; i, j=12, . mi<j
. . O (m) 0 e . .y
sistemi, R| x"’, x*7, ..., x R - cebir ’inin iireteg sistemidir.

Ispat: Bu aslinda Teorem 13’iin 1. kismidir.

@ ., x"ler R"’de bilinmeyen vektorler olsun. Bu takdirde;

Teorem 15: x, x
<x(i), x(j)>; iLhj=1,2,...,m

[x0x® x0]; 1<i <i, <..<d, <m
. . o @ (m) 500 e . .y
sistemi, R| x"/, x', ..., x R - cebir ’inin iirete¢ sistemidir.

Ispat: Bu teorem, Teorem 13’iin ve Onerme 37’in bir sonucudur. 4

2.2. O(n) ve SO(n) Gruplarn i¢in R(x“), x?, ...,x('”))G Cisminin Uretecleri

Teorem 16: G = O(n) olsun. Bu takdirde;
1) m<n ise,
(x®, xPY; iy =1, 2, m; i<
sisteni, R (x®, x@, ., x)""" cisminin iireteg sistemidir.
1) m>n ise,
<x<"), x<f>>; i, j=1,2,.,m i<j
<x(i), x(”)>; i=1,2,.,n p=n+1,n+2, ..,m

i ; (OIS m oW .o . .
sistemi, R{x™, x'7, ..., x cisminin tireteg sistemidir.
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Ispat: Onerme 24’e gore keyfi O(n)-invaryant rasyonel f fonksiyonu f :g seklinde

yazilabilir. Burada P ve @ polinomlar1 agirlik fonksiyonu ayni olan nispi
O(n)-invaryant polinomlardir. O(n) grubunun keyfi A(g) agirlik fonksiyonu sadece
asagidaki gibidir: Vg € O(n) i¢in,

1) A(g)=1 veya

2) A(g)=detg

1. durumda P ve Q polinomlar1 O(n)-invaryant polinomlardir.

2. durumda P ve Q polinomlart agirlik fonksiyonu /I( g) =detg olan nispi

invaryant polinomlardir. Bu durumda,
P _PrQ

=07

esitliginden f ’nin agirlik fonksiyonu (det g)2 =1 olan yani O(n)-invaryant polinomlarin

nispeti seklinde ifade edilebilecegi gosterildi. Her iki durumda da keyfi f
O(n)-invaryant rasyonel fonksiyonun O(n)-invaryant polinomlarin boliinmesi seklinde

ifade edilebilecegi gosterildi.

Teoremi ispat etmek icin, keyfi O(n)-invaryant polinomun teoremdeki iiretec
sistemleri yardimiyla rasyonel fonksiyon olarak ifade edilebilecegini gostermek yetecektir.
Simdi bunu gdsterelim:

Teorem 14’e gore keyfi O(n)-invaryant polinom,

<x(i), x(”>; iLj=1 2,...,m; i< j’lerin
bir polinomu seklinde ifade edilebilir. Buna gore teoremi ispat etmek i¢in keyfi
<x(i), x(”>; i, j=1,2,..,mi<j’yi

teoremdeki tlireteg sistemi yardimiyla rasyonel fonksiyon seklinde ifade edebilmek yeterdir.

m < n durumunda teoremdeki lireteg sistemi,

<x<”, x(j)>; i, j=1,2, . mi<j

sistemiyle ¢akisiyor. Bundan dolay1 teorem m < n durumunda ispat edildi.

Simdi m >n olsun. Keyfi p>n alalm. x, x,, ..., x,, x,’ler R", n-boyutlu uzayda

oldugundan dolay1 Gram determinant1 sifirdir.
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<x1,xl> <x1,xn> <x1,xp>

(x,, x) (x,, x,) <xn,xp>
(5 e {505 (50 m,)

Bu determinantta <xp, xp> nin disindaki tiim elemanlar teoremde gosterilen {ireteg

sistemindedir. Bundan dolay1 <xp, xp> asagidaki gibi bulunur:

Ap1.<xp, xl>+Ap2.<xp, x2>+...+Apn.<xp, xn>+App.<xp, xp>=0.

Buradan,

<Xp, xp>= _Apl'<xp7 x1>—Ap2.<x12, x2>—...—Apn.<xp’ xn>

124
olur. Buradaki 4, ifadesi x,, x,, ..., x, ’lerin Gram matrisidir. Yani,
4, = G(xl, Xy wes X, ) #0
seklindedir. Ciinkii  x, x,, ..., x,’lere lineer bagimsiz olarak bakilabilir. Yani
G(x,, x,, ..., x,) polinom olarak sifirdan farklidir. Benzer sekilde keyfi,

<xp, xq>; p,q=n+1n+2, ..,m’ler

teoremdeki liretecler yardimiyla ifade edilebilirler:

<x],x1> <x1,xn> <x],xp>

<xn,xl> <xn,xn> <xn,xp>
(5o x) o (xpx) (x,.x,)

Buradan <xp, xq> teoremdeki lirete¢ sistemi yardimiyla ifade ediliyor. ¢

Teorem 17: G = SO(n) olsun. Bu takdirde;
1) m<n ise,
<x(”, x<f>>; i, j=1,2, . m i<j

i ; m L2 m\om ... . -
sistemi, R{x™, x'7, ..., x cisminin lirete¢ sistemidir.

1) m>n ise,
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[x<1>x<2>_ (n)};
< x(”, U
<.X(i), X7

; ; o 2 m\Som . L. . . 1
sistemi, R(x", x7, ..., x cisminin iireteg sistemidir.

X
'>>; i j=1,2,.,m i<j; i+j<2n
>>;

i=1,2,...,n, p>n

Ispat: Onceki teoremin ispatindaki gibi keyfi G-invaryant rasyonel fonksiyon
G -invaryant P ve Q polinomlarinin nispeti seklinde ifade edilebilir. Bundan dolay1 eger
keyfi G -invaryant polinom teoremdeki iireteglerin rasyonel fonksiyonu seklinde ifade

edilebildigini gosterirsek teoremi ispat etmis oluruz. Simdi bunu gosterelim:

m <n durumunu inceleyelim. Bu durumda Teorem 13’iin ispatinda gosterildi ki tek
SO(n) - invaryant P(x“), x?, x(’”)) polinomu mevcut degildir. Bundan dolay1 burada
keyfi SO(n)-invaryant polinom ¢ift polinomdur. Teorem 13’e gére bdyle bir polinom,

<x(i), x(”>; i,j=1, 2, ..., m’lerin
bir polinomu olarak ifade edilebiliyor. Béylece m <n durumunda ispat etmis olduk.

m>n durumunu inceleyelim. Onerme 38’e gore keyfi SO(n)-invaryant polinom

cift ve tek polinomlarin toplami seklinde ifade edilebiliyor. Buna gore ayri ayn ¢ift ve tek

SO(n)-invaryant polinomlar1 teoremdeki sistem yardimiyla rasyonel fonksiyon olarak

ifade edebilirsek teoremi ispatlamis oluruz. Simdi bunu gosterelim:

P, ¢ift polinom olsun. Bu takdirde 6nceki teoreme gore bu polinom,
(x?, x0); i, j=1,2,m; i<
<x(i), x(’”>; i=L2,.,n p=n+l,n+2, ..m
yardimiyla ifade edilebiliyor. Buradaki <x(”), x<")> ‘nin teoremdeki {irete¢ sistemi

yardimiyla ifade edilebilecegini gosterelim:

Sonug 5’e gore,

<x(1)’x(1)> <x“),x(’”>

[xl...xn]zz —

<x("),x(”> <x(”), x(")>

— (m (M () () () (n=1) (L (n)
—Bnl.<x , X >+Bn2.<x , X >+...+B,"H.<x , X >+B,m.<x , X >

olur. B, = G(x“), L, x("‘”) oldugundan B, = 0’dir. Buradan,
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2
M1(2) (1) (n) (D (m)  1.(2) () .(n=1)
~ [x x7.x } —Bnl.<x , X >—Bn2.<x , X >—...—Bnn_l.<x , X >

<x("), x(”)>

olur. Dolayisiyla <x(”), x™ > teoremdeki iiretec sistemi yardimiyla ifade edildi. Boylece

nn

keyfi ¢ift invaryant, teoremdeki iirete¢ sistemi yardimiyla ifade edildi.

Simdi P tek olsun. Teorem 13’e gore bu polinom,
[xul)x(z‘z)._.x(fn)]'(p
seklinde ifadelerin toplami olarak ifade edilebilir. Burada ¢ ¢ift invaryanttir. ¢ ¢ift
invaryant olarak onceki gibi teoremdeki iirete¢ sistemi yardimiyla ifade ediliyor.

Simdi de [x(i‘)x(iz)...x(i")].(o’nin teoremdeki {irete¢ sistemi yardimyla ifade

edilebilecegini gdsterelim:

Sonug 4’e gore,

<x(q>’x(1>> <x<tl),x<n)>

[x(i"...x(i")].[x(l)...x(")]= .
<x(i"),x(1)> <x<z‘n>’x(n>>

olur. Buradan,

<x<tl),x<1)> <x(i1),x(")>

<x(z‘n)’x(1)> <x(in),x(n>>
[xm x(m)]:
[x“)...x(")]

olur. Keyfi <x““, x<")>, c¢ift invaryant olarak, teoremdeki lirete¢ sistemi yardimiyla

rasyonel fonksiyon olarak ifade ediliyor. Dolayisiyla [x“‘)x“z)...x””)} de ifade ediliyor. ¢



2.YAPILAN CALISMALAR

2.1. O(n) i¢in Denklik Problemi

Teorem 18 : {x,,....... , X, b ve {V,e, v, t ., R"’deki vektorlerin iki sistemi olsun.Bu

O(n)

taktirde; V 1,j=1,2,....micin. {x,,....... X, 8~ A,

O(n)

’ym} < (*x[axj) = (y,-,yj) ’dir.

Ispat: (=) {X,,einX,} ~ (Vs y, } = FgeO(n) dyleki y, =gx, ,i,j=1,2,....m. g

ortogonal oldugundan
i y,)=(gx,8x,)= (x;,x;) ,i,j=1,2,....m
(<) (x,,x,)=(y;,y,) olsun. ij=1,2,....m

O(n)

{50 X, 8~ {Y,-eees ¥, } 0ldugunu ispatlayacagiz.

1) m=n olsun. x,,.....,x,  ler lineer bagimsiz olsun. {x,,.....,x, }* ler Onerme[4]’e gore

lineer bagimsiz oldugundan detGr( x,,.....,x, ) # 0’ dir.

(x.x) . (5. %)

detGr(x,,....,x, )=| - e fve (x,x)=(y,y,) Vij=1,2,....m

(%) o (xx)

detGr( y,,......,y,)# 0 olur. Bundan dolay1, y,,......

olur. detGr(x,,.....,x,)# 0 oldugundan

,,~ ler lineer bagimsiz olur.Sonug5’e

n

#0

nn

gore,
<xl’ xl> <xl’ xn> X
detGr(x,,.....,x, )= - eee =
<xn’ x1> <xn’ xn> X1
xll xln
oldugundan X =| : : | matrisi igin detX = 0’ dur.
X X
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Yo e i
detX#0 oldugundan X' mevcuttur. Benzer sekilde Y= | : "-. ! | matrisi i¢in

ynl e ynn
detY =0’ dir. detX=0 ve detY=0 oldugundan A=( a; ) ,1,j=1,2,....,n matrisi mevcut

oyleki Y=AX’ dir. Gergekten, A=Y. X' almirsa Y=AX olur. X" X ve Y'Y

matrislerinin goriintiisii:

(x, %) oo (%, %,)

X' X=| . e |=Gr(x,,..x,) dir.

(x,, X)) oo {x,,%,)

Benzer sekilde , Y' . Y=Gr(y,,......,y,)” dir. Gr(x,,.....,x, }=Gr( y,,......, ¥, ) oldugundan
X" X=Y".Y’ dir. Y yerine Y=AX yerlestirelim.
(AX)" (AX)= X" Xdur.
Buradan, X'.4" A X=X" X’dir. Bu denklemi soldan (X")™" ile ve sagdan X' ile
carpalim.
(XH'.XT A" AX X'=(XDH) . XT X X "dur.

A".A=1 olur. Bu ise, AeO(n) oldugunu gosterir. Buradan,Y=AX ve AeO(n)

O(n)
alintyor.Buna gore, y, = 4Ax,,i=1,2,...,n olur. Boylece, {x,,.....x, } ~ {»,......,», } olur.

X1 X1 X1
X,=| : |,J=ntl,....m. Ve X=X =| : :
xjn xln xnn
xil
Burada, X, = : |’dir. i=1,2,...,n alalim. Buradan;
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X1 X1 X1 XXy XX, + XX jn <x1’ xl>
XT.XJ = : : - . . =
X Xoin xjn xnlle +xn2xj2 + xnnxjn <xn,xj>
Ve
(2%, (72)
: = =YY,
<xn’xj> <yn’yj>
esitliklerinden,
X'X, =Y"Y, ,j=n+l,...mdmr.
Y=AX kullanarak bu denklikten X" X,=(4X)"Y, aliyoruz. Buradan;

X' X,=x".4".Y,d.
Her iki tarafi (X7)"' ile carparsak AX, = A4.A4"Y, olur. A.A" =1 oldugundan AX, =7,

j=nt+1,....m’dir. Dolaywsiyla, Y, =A4.X, ,j=nt+1,....,m’dir. Boylece,

O(n)

{Xseeeees X, b~ A VeV }

3) {x,.....,x, } sisteminin rankin1 r ile gosterelim. Rank{ x,,.....,x, }=r olsun. r = n oldugu
durum incelendi. $imdi, r < n olsun. Lineer bagimsiz r tane vektorler olarak , x,.....,x

vektorleri aliabilir ve keyfi x, vektorii x,,.....,x, ile ifade edilsin.
3b,;,.....,b,, R dyleki x, = Zbijk “dir.
k=1

Vysewery v, leri alalim.

(%) .o (x,x,) Ven) e Ly
Gr(x, ., X, )=| o= i |=Gr(y,,.e, p, ) dir.
(x,x) - (x,x)) (o) - ,0)
Xyeees X, leT lineer bagimsiz oldugundan detGr( x,,.....,x, ) Z0’dur.
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ranki r ve X,...,x, ler lineer bagimsiz oldugundan {x,....,x.,x;} sistemi lineer

bagimhdir.  detGr(x,,.....,x,,x )=0’dir.  detGr(x,,....., x,,x;)=detGr( y,,...... ¥,, ¥,

oldugundan detGr( y,,....., ¥,, ¥, )70 olur. Yani; Viseenes V,n ¥, Lot lineer

edilir.3¢,,...,c.,c,,, eR dyleki ¢, ...,c,,c,,, ’lerden en az biri sifirdan farklidir 6yleki

r+l

oy tetey, +e.,y,=0

denkleminden
Y, ==Y = mCY,
c b
Y, ==Y — =y, dir
r+l r+l

Yani; keyfi y iz J# byeensi , Yy, ), ler dle 1fade edilebilir. x,,.....,x, ‘ler lineer bagimsiz
olur. x,,x,...,x, lerle ifade edilebilir. {x,....,x, }’lerle Uretilen alt uzayr V  ile
gosterelim.{ y,,..., y,, }’lerle tretilen alt uzay: V ile gosterelim.boyV, =rank{x,,.....,x, }=r
boyV,=rank{ y,,..., y, }=r oldugundan boy ¥, =boyV, =r olur. Keyfi boyV=r olan altuzay

alalim. Bu taktirde, 3F €O(n) mevcut dyleki F(V)=R" < R" ’dir. boyV=r oldugundan

V’de e,,...,e. ortonormal tabani mevcuttur. Bu taban, R"’deki bir orthonormal tabana

kadar genisletilebilir. Bunu, e,,...,e. e,

(ESERY

.,e, seklinde gosterebiliriz. R" *de ;

£ =(1,0,..,0), £, =(0,1,0,...,0),......., £.(0,0,...,0,1,0,...,0), .., =(0,....0,0,1,0,...,0),......, . =(0,.......

leri alalim.Fe = f, olan F €O(n) vardir. Boylece, FV= R’ olur.Benzer sekilde,

1

FV.=R",F, €O0(n),FV,=R",F, € O(n) olur. Buradan,

{F, x5, Fox, } < R"dir.
r =r, rank r oldugundan » <m .Bu durum, 1.ve 2. durumlara indirgenmis oldu.

{Fxy.s Ex 3 ={x,,....,x" } olsun.

m

{E\Viseres By, b = {9, e ¥, ) Olsun.
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3F, vardir dyleki y' =Fx/'’dir. F,y, = F,(Fx,)esitliginde heriki tarafi F,' ile
carparsak, F,'F,y, = F, 'Fy(Fx,) olur. y, =(F,'F,F)(x,) esitliginde (F,'F,F}) €O(n)'dir.

Bu nedenle;

O(n)

{ XX, b~ A Ve ¥, }

Teorem 19 : {x,....... , X} ve {y,.ny,} , R7°deki vektdrlerin iki sistemi olsun. Bu
) SO(2) . .
taktirde, {x,....x,} ~ { Vs, b < (x,x)=,y)ve [x,x]1=[y,y], 15 ,

1,j=1,2,...,m’dir.

. S0(2)

Ispat : (=) {x,......x,} ~ {V,.....,, } olsun.Buna gore, 3geSO(2) dyleki y, =gx,
1j=1,2,....,m olur. g ortogonal oldugundan(y,,y,)=(gx;,gx,)=(x,x,) dir. i,j=1,2,....m.
Ornek 38¢ gore IgeO(2) igin [gx,,gx,]=det g[x,,x,] dir.ge SO(2) ise detg=1
oldugundan [gx,,gx,]1=[x,,x,] , tim SO(2)’ler i¢in [x,,x,] , SO(2) grubuna gore

invaryanttir . Bu nedenle, [y, y;1=[gx.,gx;1=[x,x,] dir. 1,j=1,2,...,m.

(<) 1) rank{x,,...,x, }=2 olsun . Bu taktirde Gram matrisi kullanarak rank {y,,...,y, } = 2

oldugu ispat edilir. (x;,x;)=(y,,»;) olsun. i, j=1,2,....m esitliginden O(2) i¢in G-
denklik teoremine goére 3geO(2) oyleki y, =gx, i=1,2,...m.x,,x, ve y,,», olarak
lineer bagimsiz vektorler alalim.[x,,x,]=[y,,»,] dir. x,,x, lineer bagimsiz oldugundan
[x,,x,]#0°dir. Benzer sekilde , [y,,y,]# 0’dir.
[x,x,]1=[v,»,] =[x, 8x,]1=[x,x,]

oldugundan, ornek 38’e gore [gx,gx,]=detg[x,,x,] dir. Yukaridaki iki esitlikten
detg[x,,x,]=[x,x,] olur. [x,x,]#0 oldugundan bu esitlik [x,,x,]’ye boliinebilir.
Dolayisiyla, detg=1 olur. Yani, geSO(2)’dir. Bu nedenle , y =gx, , i=1,2,....m

ifadesinde ge SO(2) olur.
2) rank {x,,...,x,} =1 ve (x,x,)=(y,y,) , [x,x;]=[y,y;] V ij=1,2,...,m olsun.



84

50(2)

{50 X, 8~ AV Vb
oldugunu gosterecegiz. rank{x,,...,x,}=1 oldugundan gram matris kullanarak

rank{y,,....., y, }=1 olur. V ,{x,...,x,} tarafindanve V ,{y,.....,y,} tarafindan iretilen

= R Vs ,y, > ‘dir.

cosa sina

V. veV, ’ler dizlemdeki dogrular oldugundan, bu dogrular F =( je SO(2)

—sina cosa
ve a ve [ agilarl yardimiyla donme ile R dogrusu ile ¢akistirilabilir. boy V, =boy V' =1
oldugundan 3g, € SO(2) dyleki gV, =R ve g, € SO(2) dyleki g,V =R’dir. gx,,...,gx,
ve g,),,--»&,Y, sistemlerini alalm ve g,x, =x/,g,y, = »; olarak gosterelim.

(glxl.,g]xj) =(x;,x;),8 €50(2)c0O(2)

(8291:8,7,)=(1,¥,),8, €SO(2) = O(2) *dur.
Bu esitliklerden ; (x/,x)=(y/,» j'),Vi,j=1,2,...,m olur. O(1)’nin G-denklik teoremine
gore bu esitliklerden;

1) y/=x] i=1,...,m veya

2) y/=—x] i=1,...,m’dir.

1) y/ =x] esitliginde her iki tarafa y/ = g,y, ve x/ = g\x, ‘leri yazarsak g,y, = gx,
esitligi elde edilir. g,y, = g,x, esitliginde her iki tarafi g,”' ile carparsak, y, =g, gx,
elde edilir. Buradan, g, €S0(2),g,€SO2)= g, 'g, €SO(2) olur. Dolayisiyla ,

SO(2)

{X e X8 = AV Vo)

-1 0
2) y/ =—x esitligini alalm. g, =[ 0 J € SO(2) alalim. Bu durumda,

' _1 0 ai' _ai' '
X = = =-X
g3 i 0 _1 0 0 i

olur. Dolayistyla, y, = g,x/, i=1,...,m’dir. ¥/ =g,x/ , g, € SO(2) esitliginde her iki tarafa
y =g,y ve x=gx ‘leri yazarsak g,y, = g,(g,x,) esitliginde her iki tarafi g, ile
carparsak,

(gzilgz)y; = (g271g3g1)x;
olur. Burada, g, € SO(2),g, € SO(2),g,”' € SO(2),g, € SO(2) oldugundan g, 'g.g, =g
aldigimizda g € SO(2) olur. Boylece , y, = gx, olur. Bunedenle ;

S0(2)

{50 X8 = AV V)
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2.3.Iz(1) i¢in Denklik Problemi

Teorem 20: m > 1 olsun. Bu taktirde, R’de , {x,..... ,X,, ) ~
o(1)
Dseves Vo } XXX X b~ IV YoeeooYim1-Ymy 1=1,...,m-1"dir.
(1)

Ispat : (=) {x,.oee X, 8 ~ Ve, Olsun. Bu taktirde; 3¢ € O(1),3be R Oyleki
y, =¢&x,+b , 1=1,..., m-1"dir.Buradan,
v, =y, =(sx,+b)—(&x, +b)
Y, =y, =€x,+b—ex, —b ) )
i=1,...,m-1’dir Bunun  anlam1 ;
yi_ym :gxi _gxm

yi_ym =€(xi_xm)
o(l)

{X e X o X b~ AV YooYt Y

olur.
o)

(=) XXX XKt =~ YooYy -yt Olsun. Bu taktirde ; Je€O(1),3be R
oyleki y,—y, =¢&(x,—x,) dir.

Vi™Vn = EX; T EX,

y,=¢&x,+(y, —¢€x,) ‘dir.

Burada, y, —¢x,, =b ile isaretledigimizde y, =&x, +b ve y,=¢x;+b olur. Boylece,
Iz(1)

{Xeeeee X b = AV Vo)

olur. ¢

Teorem 21: m > 1 olsun. {x,,....... , X, b ve {y,...., v, } , R"’deki vektorlerin iki sistemi
Iz(1)

olsun. Bu taktirde, {50 X, 8~ D Vb
S (XXX )Z0Y oY Y ),V LJ=1,. ., m-17dir

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 18 ve Teorem 20’lerin sonucudur.

2.4.1z(n) Icin Denklik Problemi

Teorem 22: m > 1 olsun. Bu taktirde , R" ’de, {x,,....... X8~ AV Y,
o(n)
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Iz(n)

Ispat : (=) {x;,....... , X, ~ {Veeeer ¥, } Olsun. 3g € O(n),3b e R" Syleki y, =gx, +b ,
i=1,...,m-1.

Y =Y =(gx, +b)—(gx, +b)

Vi~V = 8% +b—gx, —b

YVi™ YV = 8% — 8%y

Y=V =8, —x,)

O(n)
X e XX b~ AN Yoo Yima Y
olur.

, 1=1,....m-1 °dir. Bunun anlami ;

O(n)

(&) XX e X1 Ky} = AV YooYt Ym ) olsun. dg e O(n),3be R"  Oyleki
Vi~V = 8% — gx,, “dir.

Vi= YV = 8% — 8%,

y,=gx,+y, —gx ’dir.
Burada y, —gx =b ile isaretledigimizde y, 6 =gx +b ve y, =gx, +b olur.Bu nedenle

Iz(n)

{50 X8~ AV V)

Teorem 23: m > 1 olsun. {x,....... , X, } Ve {Yseenn ¥, » R"’deki vektorlerin iki sistemi
Iz(n)

olsun. Bu taktirde, {5 e X, b o~ Ve V)

>m

S (X0 XX )= Y YY),V =1L m-1dir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 18 ve Teorem 22’lerin sonucudur.4

2.5. SIz(2) icin Denklik Problemi

SIz(2)

Teorem 24: m > 1 olsun. Bu taktirde, {x,.....x,} ~ {y,.....y,}
S0(2)

S XX XX b~ YooYy Yt s 1=1,...,m-1"dir.
SEz(2)

Ispat : (=) {x,....... X, 3~ {Veey, ) olsun. g € SO(2),3be R dyleki y, = gx, +b
,1=1,....m-1.

Y=Y =(gx, +0)—(gx, +b)

Vi~ Yu = 8% +b—gx, —b

YVi= V= 8% — 8%,

Yi=Vu =8 —x,)

50(2)
{xl_XmV""Xm—l-Xm} -~ {yl'yma""aym-l-Ym}
olur.

, 1=1,....m-1 ‘dir. Bunun anlami ;
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50(2)

() XX oo X X b~ A YiseeY Y, Olsun.  3geSO(2),3beR®  dyleki
Y=V, = &% —gx, ‘dir.

Vi= YV = &% — 8%,

y,=gx,+y, —gx ’dir.
Burada y, —gx, =0 ileisaretledigimizde y, =gx, +b ve y, = gx, +b olur. Bunedenle ;

SIz(2)
{50 X, 8~ AV Vb
olur. ¢
Teorem 25: m > 1 olsun. {X,......,x,} ve {¥,......,y,} , R*’deki vektdrlerin iki sistemi

SIz(2)
olsun. Bu taktirde, {x,,......,Xx,} ~ {V, ¥} (X, XX )= 05 Ym) Ve

[x, = x,.x;, = x,1=[¥, = y,,»;, = ¥, l,Lji=1,....,m-1"dir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 18 ve Teorem 24’lerin sonucudur. ¢



3. BULGULAR

Tezde elde edilen bulgular1 su sekilde siralayabiliriz

1. O(n) grubuna gore {x,,x,,.....,x,} ve {¥,,¥,,....,, } noktalar sisteminin grubuna

O(n)

denklik problemi {x,,x,,...x,} ~ {V,V,oee0 ¥, } < (xx,) = ¥,)0, j=1,2,...m,

seklinde bulundugu Teorem[18 ]’de gosterilmistir.
2. SO(2) grubuna gore {x,,x,,.....,x, } ve {y,,,....,,} noktalar sisteminin denklik

50(2)

problemi {x,x,,.....,x,} ~ AV Vpee ¥} © (%,X,) =y, »,) ve [x,x]1=[y,y,]
,i, j=1,2,...m , seklinde bulundugu Teorem[19 ]’de gosterilmistir.

3. Iz(1) grubuna gore {x,,x,,....,x,} ve {¥,V,,....,», } noktalar sisteminin denklik
problemi {x,-X_,...X, -X,.} V€ {},-Y,,-»Y.1-Y,s Vvektorler sisteminin O(1) denklik
problemine indirilmistir. Teorem[20 ]’de gosterilmistir.

4. Iz(1) grubuna gore {x,x,,.....x,} ve {V,,V,,....,», } noktalar sisteminin denklik

Iz(1)

problemi {x,, x,,...., X, } ~ {V, V500Vt & (X, —X,,%,=%,) =, =V, ¥, = V,) 1,j=1,2,
....m-1, seklinde bulundugu Teorem[21 ]’de gosterilmistir.

5. Iz(n) grubuna gore {x,,x,,.....,x,} ve {¥,,¥,,....,», } noktalar sisteminin denklik
problemi {x,-X_,...X, "X} V€ {}-Yur-s¥Ymi-Yms Vektorler sisteminin O(n) denklik
problemine indirilmistir. Teorem[22 ]’de gdsterilmistir

6. Iz(n) grubuna gore {x,,x,,....,x, } ve {¥,,V,,....,», } noktalar sisteminin denklik

Iz(n)

problemi{xl,xz,....,xm} - {y17y25--",ym} < ('xi —xm,xj _xm) = (yz _ymayj Vo aiajzlaza
....m-1, seklinde bulundugu Teorem[23 ]’de gosterilmistir.

7. SIz(2) grubuna gore {x,X,,....X,} V€ {},V,,...., ), hoktalar sisteminin denklik
problemi {x,-X_,....X, "X} V€ {},V,r-¥Ym1-Ynms Vvektorler sisteminin SO(2) denklik

problemine indirilmistir. Teorem[24 ]’de gOsterilmistir



8. SIz(2) grubuna gore {x,,x,,.....,x,} ve {y,),,...., ¥, } , noktalar sisteminin denklik

SIz(2)

prObleml {xl’xz"""xm} - {yl’y2"""ym}<:> (‘xi_'xm"xj_xm)z(yi_ym’yj_ym) ve
[x, —x,,x;, = x, 1=y, = y,,¥;, = ¥, [LLJ=1,2,...m-1, seklinde bulundugu Teorem[25]’de

gosterilmistir.



4. IRDELEME

1946 yilinda Hermann WEYL [1], O(n) ve SO(n) gruplari i¢in noktalarin iirete¢
invaryantlari iizerine ¢alisma yapmustir. Tezde; O(n) ve SO(n) gruplari i¢in 1. temel

teoremin olusturulmasi i¢in gereken tiim tanimlar verilmis, gerekli tiim énerme ve

teoremler ayrintili olarak ispatlanmstir.

R" uzayinda n+1 tane vektor i¢in Iz(n) grubuna gore denklik problemi M. Berger

[12] ‘in kitabinda ¢6ziimii verilmistir. R. Hofer de Reel Geometri’ lerde m tane noktanin
invaryantlar1 bulma ile ugrasmis ve bu noktalarin yoriingelerini Gram matrisler ve daha
baska denklikler yardimiyla ifade etmistir.

2-boyutlu Minkowski uzay zamani1 geometrisinde noktalarin invaryantlarin1 bulma
problemi ve denklik problemi Idris Oren [6] * in yiiksek lisans tezinde ¢oziilmiistiir. Idris
Oren[7]’in doktora tezinde 0 (3,1) — invaryant polinomlar halkasinin iiretegleri , 0(3,1)
grubunun yoriingeleri ve 0(3,1)-psevda orthogonal grubu i¢in noktalarin denklik sartlarini
bulma problemleri ¢oziilmiistiir.

Afin Geometri’ de noktalarin denklik problemi Yasemin Bahar [10] ‘un doktora
tezinde incelenmistir. Karakteristigi 2 olan cisim tizerinde ortogonal matrisler grubunun
invaryantlari [11] makalede incelenmistir.

Tezde, O(n), SO(n), 1z(n) ve SIz(n) gruplar i¢in G-denklik tanimlar1 verilmistir ve
denklik problemleri, gerekli olan tiim 6nerme ve teoremlerle ayrintili olarak
hesaplanmistir. 0(n), SO(2), Iz(n) ve SIz(2) gruplari i¢in denklik problemleri ¢oziilmiistiir.



5. SONUCLAR

0(n)

Lix, Xy X, b~ AV Voseees YV} s (%, %) = (¥, ,)50,j =1,2,...m .O(n) grubuna gore

denklik problemi Teorem[18 ]’de gdsterildi.
SO(2)
2. {x]vxza""axm} - {ylﬂyza“"aym} < (xi:xj):(yivyj) ve [xj9xj]:[yi7yj]
i,j=12,...m .SO(2) grubuna gore denklik problemi Teorem[19 ]’de gosterildi.
Iz(n)

340, X5 X, b~ AV Vases Vot © (= X,,X, —X,) =V, = »,, Y, = ,) 1= 1,2,..m-1.

Iz(n) grubuna gore denklik problemi Teorem[23 ]’de gosterildi.

SIz(2)
4. {xlﬂxzﬁ""ﬂxm} - {ylﬂyza""aym} < (xi_xm7xj_‘xm):(yi_ym7yj_ym) ve
[x, —x,,x;, =x, 1=y, = y,,¥;, = ¥, ]LLj=l,....m-1 SIz(2) grubuna gore denklik problemi

i m?>7"j

Teorem[25 ]’de gosterildi.



6. ONERILER

n-boyutlu Oklid geometrisi i¢in noktalarin, egrilerin ve yiizeylerin G-denklik
probleminin ¢dziilmesi Oklid ve Benzerlik geometrilerinde cok Onemlidir.Bu
geometrilerde noktalar icin denklik probleminin ¢ozlilmesi; noktalar, egriler, ve
yluzeylerden olusan geometrik  sistemlerinin  G-denklik  problemlerinde  ¢ok
yararlidir.Ornegin; Afin geometrisindeki egriler igin G-denklik problemi invaryant teorisi
yontemiyle Khadjiev , Dj. , Pesken , O.’lerin makalelerinde ve Y. Bahar’in doktora tezinde
¢Ozlilmiistiir.

Tez caligmasinin 6nemi:

1. Oklid geometrisinde noktalarin denklik probleminin ¢oziilmesinde invaryant
teorisi yontemlerinin 6nemli oldugunu gostermek.

2. Tezde kullanilan yontemler baska geometrilerin (projektif, simplektik, tniter,
minkowski ve digerleri) noktalarinin denklik probleminin ¢éztiimiinde dnemlidir.

3. Tezde kullanilan yontemler dogrularin, egrilerin ve yiizeylerin denklik probleminin

¢Oziimiinde 6nemlidir.
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