KARADENIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

TENSOR CARPIMLARI ve NUKLEER C*- CEBIRLERI

YUKSEK LiSANS TEZi

Mehmet KUNT

OCAK 2008
TRABZON



KARADENIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

TENSOR CARPIMLARI ve NUKLEER C*- CEBIRLERI

Mehmet KUNT

Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiince
"Yiiksek Lisans ( Matematik )"
Unvam Verilmesi i¢in Kabul Edilen Tezdir.

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 06. 11. 2007
Tezin Savunma Tarihi : 10. 01. 2008

Tez Damismani: Prof. Dr. Abdugafur RAKHIMOV
Jiiri Uyesi  : Prof. Dr. Mehmet AKBAS
Jiiri Uyesi : Prof. Dr. Mustafa ALTUNBAS

Enstitii Miidiirii Vekili: Do¢. Dr. Salih TERZIOGLU

Trabzon 2008



ONSOZz

Bu calismada, tensor carpimlari ve niikleer C*-cebirleri incelendi.

Oncelikle tez konusunun belirlenmesinden calismanin bu hale getirilmesine kadar
yardimlarini esirgemeyen Sayin hocam Prof. Dr. Abdugafur RAHIMOV” a tesekkiir eder,
saygilarimi sunarim.

Ayrica KTU Matematik Boliimii’'niin tiim hocalarina, moral desteklerinden ve
yardimlarindan dolay1 KTU Matematik Boéliimii'niin tiim Arastrma Gorevlisi
arkadaslarima ve hayatim boyunca desteklerini hi¢ esirgemeyen sevgili aileme ¢ok

tesekkiir ederim.

Mehmet KUNT
Trabzon 2008

II



ICINDEKILER

SAYFA NO
ONSOZ ..ottt 11
TCINDEKILER ...t 111
OZET ettt ettt h ettt et b et h e et eateehe e bt e nt e bt e teententeenteeneenbeas A%
SUMMARY ...ttt ettt ettt et et e bt et e st ebe et e eseenbeenteeseenseeneesseenseeneenes VI
SEKILLER DIZINT ..ottt et VII
SEMBOLLER DIZINI.....co.otiiiiiiiiiiniiieineiesiecssiesese st senes VIII
1. GENEL BILGILER ....ooouiiiiiiiiitiecieiieie s sseseesens 1
1.1. NOTMIU UZAY ...ttt e e ae e eta e e s taeesnaaeeesseeesnneeas 1
1.1.1. LANEET UZAY ....eiuiiiiiiiiiieiieeit ettt sttt 1
1.1.2. NOTMIU UZAY ...ttt ettt ettt s essae et e e ssaeenseennns 6
1.1.3. OKIA UZAYI...o.oieeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt ettt s s s s s enenenas 7
1.2. Banach ve Hilbert UzZayl.........ccoevouiieiiiiieeiieeeiie ettt 9
1.2.1. TAM UZAY ....oiiiiiiiiii e 9
1.2.2. Banach UZay1........cooouiiiiiiiieiicie ettt ettt 12
1.2.3. HIIDEIt UZAY1....eiiiiieiiieiiecieeieeete ettt sttt saeesbeessseennaas 13
1.3. Banach Cebiri.......ooiiiiiiiii e 15
1.3.1. (OS] o) | TSRS 15
1.3.2. INOTTIIU CEDIT ...ttt sttt s 18
1.3.3. L0 15 21 () TSRS 18
1.3.4. Banach Cebiri.......ooiiiiiiiiii e 22
1.4. Banach #- CeDIT ....ccuiiiiiiieeic ettt et e 23
141, INVOIUSYON. ...t 23
1.4.2. Banach *- Cebirl.....ocviiuieiiiiieiieie e .24
1.5. (O 7<) o3 | o PSSR URTRSPSITRR 25
1.5.1. Hilbert Uzayinda Dual Operatorler..........ooovviriiiiriiinieniiiinecieeieeeeeeieeeene .26
1.5.2. Cebirlerin *- GOSTEITMI ..c..eruviriieiieieeiierteeie ettt et 29
L5210 - MOTTIZIMT ettt et .29
1.5.2.2. *-1ZOMOTTIZINI ...t 29
1.5.2.3.  C*- Cebirlerinin *- GOStEIIMI.......ccueervireeiiiieeiieeciie e e eeeveeeeaeeereeeeree e e 29
1.5.2.4.  C*- Cebirlerinin GNS GOSEITMI ......cccververiienieeienienieeiertesteeie et .30

II



SAYFA NO

2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR ve IRDELEME .............cc.c.c.......... 32
2.1. TENSOT CAIPIMI ..eniiiiiiiiieiiiee ettt ettt ettt e st e e s e e sabee e 32
2.1.1. Modiillerde Tensor CarpIiMi..........ccueeeiieriieriiieniieeieerie et eree e eeees 32
2.1.2. Banach Uzaylarinda TensOr Carpimi.........cceeevveerrieeeiieeniieeniieeeiieeeieeesiee e 35
2.1.3. C*- Cebirlerinde TensOr CarpImI ......cc.eeevueeeeiieeniieeeieeeiee e eeeeeveeesvee e 45
2.2. NUKIEer C*- CebITIETT c.uvviiiiiieeiiieeieeciee ettt e e eaae e .55
2.2.1. Sonlu Boyutlu C*- Cebirleri........coociieiiiiiiiieiiieiiee e .55
2.2.2. Degismeli C*- Cebirleri......ciiiiiiiiriiiiiieiieeiteee et .58
3. SONUCLAR ...ttt ettt e st te et e teebeeneasaeeneas .67
4. ONERILER ...ttt .68
OZGECMIS

vV



OZET

Bu tez calismasinda, Operator Cebirleri ile ilgili baz1 temel kavramlar ele alinmis ve
Niikleer C*- Cebirleri incelenmistir.

Birinci boliimde, Normlu Uzaylar, Banach Uzaylari, Hilbert Uzaylari, Banach
Cebirleri, Banach *- Cebirleri ve C*- cebirleri ile ilgili temel tanimlar, 6zellikler ve
ornekler verilmistir.

Ikinci boliimde, Modiillerin tensor ¢arpimi, Banach uzaylariin tensor ¢arpimi ve C*-
cebirlerinin tensor ¢arpimi tanimlanmistir. Ayrica Niikleer C*- cebiri tanimlanmis ve sonlu
boyutlu C*- cebirleri ile degismeli C*- cebirlerinin niikleer C*- cebiri olup olmadiklar1

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Banach Uzaylari, C*-cebirleri, Tensér Carpimlari, C*-Norm,
Capraz Norm, Niikleer C*- cebirleri.



SUMMARY

Tensor Products and Nuclear C*- Algebras

In the thesis, some basic notions of operator algebras are considered; the nuclear C*-
algebras are investigated.

In first chapter, basic definitions, properties and examples about normed spaces,
banach spaces, hilbert spaces, banach algebras, banach *- algebras and C*- algebras are
given.

In second chapter, the tensor products of modules, banach spaces and C*- algebras
are described. Moreover, the nuclear C*- Algebras are described. Finally, we investigate
whether the finite dimensional C*- algebras and abelian C*- algebras are nuclear C*-

algebras or not.

Key Words: Banach Spaces, C*- Algebras, Tensor Products, C*-Norm, Cross Norm,
Nuclear C*- Algebras.
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SEMBOLLER DIZiNi
Elemandir,
Elemani degildir,
Lineer uzayin toplamaya gore birim elemant,
Alt kiimesidir,
Alt kiimesi degildir,
Arakesit,
[zomorfizm,
Her,
Baz,
Ise,
Ancak ve ancak,

Sonsuz,

Direk toplam,

Elemanlarin tensor carpimi,
Kiimelerin tensor ¢arpimi,

Kiimelerin kartezyen ¢arpimi
Reel sayilar kiimesi,
Tamsayilar kiimesi,
Kompleks sayilar kiimesi,
Dogal sayilar kiimesi,

Sol R-modiil M,

Sag R- modiil M,

nxn tipli matrisler uzayi,
A matrisinin transpozesi,

A matrisinin eslenigi,

A’ dan C’ ye siirekli fonksiyonellerin kiimesi,

A’ dan A’ ya lineer sinirli fonksiyonellerin kiimesi,

A’ dan C’ ye lineer siirekli fonksiyonellerin kiimesi,

£ operatoriiniin B’ ye kisitlanigi,

Ispat bitti.
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1. GENEL BiLGIiLER
1.1. Normlu uzay

1.1.1. Lineer uzay

L bos olmayan bir kiime ve (F,@,.) bir cisim olmak {izere L de toplama adi verilen

ve+:LxL—>L, (X, y) ——>X+Y ile gosterilen bir islem ile skalerle carpma ad1 verilen

ve o:FxL—>L, (a, X)—.>a.X ile gosterilen bir islem asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bu L
kiimesine F cismi iizerinde bir lineer uzay denir ve (L,F),(L, +, ) veya L ile gosterilir.
A) L, + islemine gore degismeli gruptur. Yani ;

Gl)Her x,y,zeL i¢in x+(y+2z)=(x+y)+z dir

G2) Her xe L i¢in X+ 6 =6+ X=X olacak sekilde 8 € L vardur.

G3) Her xe L i¢in X +(—X) = (—X) + X =6 olacak sekilde (—X) e L vardir.

G4) Her x,yeL igin X+Yy=Yy+X dir.
B) x,yelL ve a,f € F olmak lizere asagidaki sartlar saglanacaktir.

Ll) ae(x+y)=aex+aey dir.

L2) (a@ﬂ)ox=aox+ﬁox dir.

L3) (a.8)ex=ae(fex) dir

L4) 1ex =X dir. ( Burada 1, F’ nin birimidir.)

Burada L2 ’nin birinci tarafindaki @ isareti F deki toplamayz; ikinci tarafindaki +
isareti ise L deki toplamayi belirtmektedir. Ayni sekilde L3 esitliginde de iki tane
carpmanin olduguna dikkat edilmelidir.

Lineer uzayin taniminda gecen F cismine (lineer uzayimn) skaler cismi, F’ nin
elemanlarina ise skaler denir. Lineer uzay deyimi yerine vektor uzayi deyimi de kullanilir.
Bu halde L’ nin elemanlarina genelde vektor denir. 8 0zdes elemani bazen 0 ile de
gosterilir. Ancak bu gosterilis genelde L =R veya L =C olmasi halinde tercih edilir. Bu

@ elemanina orjin veya sifir denir.



F =R olmas1 halinde L’ ye reel; F =C olmas1 halinde ise L’ ye kompleks vektor
uzay1 denir.
(L, F) bir vektor uzayr1 ve Ac L olsun. Eger A+ Ac A ve FeAc A ise, A’ yaL

nin bir alt vektor uzay1 denir.

Ornek 1. (F,®,:) bir cisim, neN ve L=F"={x=(a,a,,...a,):a eF} olsun.
X,y €L ve a € F olmak lizere lineer uzay islemleri;
X+ Y= (s @y )+ (B v By) = (0, © B0, ® Bty ® B ve
aex=ae(a,a,,..a,)=(aa,a a,..a-a,)

olarak tanimlanirsa kolaylikla goriilebilir ki L=F", F cismi tizerinde bir vektor uzaydir.
Buradaki islemlere bilesen bilesene toplama ve skalerle ¢arpma denir. Gergekten lineer

uzay sartlariin saglandigi kolayca gosterilebilir.

Bu ornekten R,R’,..ve C,C’,...uzaylar1 sirasiyla Rve C cismi iizerinde vektor

uzayidir. Ayrica C",R {izerinde de bir vektor uzayr olup R" ise C iizerinde bir vektor

uzay1 degildir. Ciinkii CR ¢ R dir.

Ornek 2. Determinant1 1 olan kompleks ve reel matrisler kiimesi bir vektor uzayi degildir.

Ciinkii bu matrisleri bir 4 sayisi ile carparsak det #1 olabilir.

Ornek 3. A bir topolojik uzay ve A da tamml reel (veya kompleks) degerli siirekli

fonksiyonlarm C(A):={f|f:A— K siirekli} kiimesini goz niine alalim, burada K =R
veya K=C ve f,geC(A) ve aeK olmak iizere, +:C(A)xC(A)—>C(A) ve
:KxC(A)—>C(A) dénisimlerini (f+g)(x):=f(x)+g(x) , (af)(x)=af(x)
olarak tanimlayalim. Bu islemlere gore C(A) kiimesi bir vektdr uzayidir. Gergekten;

Her f,geC(A) ve aeK igin f+g ve af ninsiirekli oldugu analizden bilindigi
igin f+g,af €C(A)dur.

Simdi vektor uzayi ile ilgili diger kosullarin saglandigini gosterelim.

1) Her f,g,heC(A) ve her X € A igin

LF+(g+m]0) =T ()+(g+m)(x) = f()+[g(x)+h(x)] =[f(x)+a(x)]+h(x)



=(f+9)(x)+h(x) =[(f+g)+h](x)
dir. O halde f+(g+h):(f +g)+h dir.

2) H:A—)K,X—)@(X):zo olarak alimirsa, Vf eC(A) ve VXeA igin
(f+6)(x)=f(x)+6(x)=f(x)+0=f(x)
dir. O halde f +@=f dir.

3)Her f eC(A) i¢in —f €C(A) oldugunu gosterelim. Vx € A igin
[F+(=F)]()=f()+(=F)(x)=f ()= f (x)=0
dir. O halde f +(—f ) =0 dir.

4)Her f,geC(A) veher xe A igin
(F+9)(¥) = (x)+a(x)=g(x)+ f(x)=(g+f)(x)
dir. O halde f +g=g+ f dir.

5) Her f,geC(A), a K ve Vxe A igin
[a(f+g)](X)=a(f+g)(x)=a(f(X)+g(x))=af(x)+ag(x)=(af +ag)(x)
dir. O halde a(f +9)=af +ag dir

6)Her a,Be K, f eC(A) ve Vxe A igin
[(a+8) 100 =(a+5) T (x)=af (x) 41 (x)=(a 1) () +(B1)(x) = (@ +51)(x
dir. O halde (a+ ) f =af +gf dir.

7)Her a,f K, | GC(A) ve VX e A igin
(@) 110 =(ap) 1 ()= (81 (1) =a(£1)(x)=[a(£1)](x
dir. O halde (af) f =a(£f) dir.

8) Her f eC(A) ve VX € A igin
(11)() =11 (x)= 1 (x)
dir. O halde 1f = f dir.

Sonug olarak C (A) bir vektor uzayidir.



C(A) kiimesi bazen C(A,K) ile de gosterilir. Buradaki A kiimesi yerine 6zel olarak

[a,b] kapal1 araligini alirsak C([a,b]) yerine kolaylik olmasi i¢in C[a,b] yazabiliriz.

Tanim 1

L, F cismi iizerinde bir vektdr uzayr ve X;,X,,...,X, €L olsun. {ai}in:l € F olmak
n

lizere, Zai X,=0 olmast her i i¢in ¢ =0 olmasim1 gerektiriyorsa, X;,X,,...,X,
i=1

vektorlerine (F {izerinde) lineer bagimsizdir denir. Lineer bagimsiz olmayan vektorlere de
lineer bagimh denir. Eger bir Ac L alt kiimesinin her sonlu sayida elemanlar1 lineer

bagimsiz ise, A ya lineer bagimsizdir denir.

Tanim 2
X bir vektor uzay1 olmak iizere Ac X igin A lineer bagimsiz olup VX e X elemani

A nin sonlu sayida elemanlarinin lineer kombinasyonu (toplami) seklinde yazilabiliyorsa

n
yani, VXe X i¢in X :Zaiai ,a,€F,a €A ise, A ya X’ in bir Hamel Tabani, A’ nin

i=1
eleman sayist olan n sayisina (n =|A|) ise, X vektor uzaymin boyutu denir
vedim. (X):: n (veya Boy: (X):: n) ile gosterilir. Yani, bir uzaydaki lineer bagimsiz

elemanlarin maksimal sayisina bu uzayin boyutu denir.
Acikga, eger A lineer bagimsiz ise, ¢ A’ dir. Dolayistyla uzayin kendisi ve

herhangi alt vektdr uzay1 bu uzay icin bir Hamel tabani olamaz.

VxeX ve x#6 i¢in A={x}kiimesi her zaman lineer bagimsizdir, g¢iinkii

X#6
AX=6< A =0 dir. Dolayisiyla X # {6} uzay1 i¢in dim; X >1 dir.

Bir vektor uzaymin boyutu i¢in n<oo ise, bu vektor uzayma sonlu boyutlu, aksi

takdirde sonsuz boyutlu denir.

Tanim 3

Y, ve Y,, X vektor uzaymin iki alt vektdr uzay1 olsun. Eger VX e X elemani icin

y,€Y,ve Yy, €Y, olmak iizere X=Y,+Y, olacak sekilde bir tek y, €Y,ve Yy, €Y, varsa



veya denk bir ifade ile Y, NY, ={6}ise, X vektdr uzay1 Y, ve Y, uzaylarmn direkt

toplamudir denir ve X =Y, @Y, seklinde yazilir.

Tersine, A ve B bir F cismi {izerinde iki vektor uzay1 olsun. Bu uzaylarin X := ACPB
direkt toplaminda toplama ve skalerle carpma islemleri asagidaki gibi tanimlanir:

Vx,ye X =>x=(a,b)vey=(c,d) i¢in;

i) x+y=(a+c,b+d),

ii) Ax=(4a,tb),A1eF “dir.

O halde AGPB uzay1 bu islemlere goére bir vektor uzayidr.

Ornek 4. R* reel lineer uzaymin X = {(X,O) :Xe R} ve Y = {(O, y) 'Yye R} alt uzaylarim
g0z Oniine alalim. X +Y ={X+ y:Xe X,er} ={(x,y):x,yeR} =R? olup R*=X +Y

dir. XNY = (6’) oldugundan R* = X @Y dir.

Ornek 5. V =R’ olmak iizere U:{(a,b,O,):a,beR}, W:{(O,b,c,):b,CeR} alt

uzaylarini goz oniine alalim. V =U ®W mudir?

V, U ve W alt wuzaylarmin direkt toplami  degildir.  Ciinkii
U-+W ={u+w:u eU,weW} olup; V =U +W =(a,b,0)+(0,b,c)=(a,2b,c) yazilir. Bu

yazilis tek degildir. Gergekten, Srnegin (-5,6,3) =(-5,2,0)+(0,4,3)=(-5,5,0)+(0,1,3) olur.
1.1.2. Normlu Uzay

N, bir reel veya kompleks vektér uzay olsun. |.[: N — R bir fonksiyon olmak iizere
X deki degerini x| ile gdsterelim. Bu fonksiyon igin

ND) [x]20 ve [x|=0<x=6

N2) |ex|=|e||X| («eRveyaaeC) ve

N3) ||X + y|| < ||X|| + ||y|| (Uggen Egsitsizligi)



sartlar1 saglaniyorsa || . || fonksiyonuna N de (veya N iizerinde) norm denir. Normlu uzaylar

genellikle (N,” . ||) ile gosterilir.

Ornek 6. |.|:R* >R, H)?H =[x|+y|, X =(x,y)eR® seklinde tanimlanan .|| bir normdur.

Bunu gosterelim:

i) [X] =x|+|y] otup |x|>0,|y|=0 oldugundan |x|=0 du.
ii) || =0 < X +[y| =0 |x|=0ve|y|= 0 x=0ve y =0 x=6=(0,0)
i) 28] =2+ | =21 +11) =120
w) ey =[ee )+ () =l0c ey ) = e oy ]
<(p s+ (el Iy ) =[x+ o] = e <[+

elde edilir.

Ornek 7. Ornek 3 de C[a,b]’ nin bir vektdr uzayr oldugunu gordiik. Simdi C[a,b]

uzayinda tanimlanan | f | := sup | ()| déniisiimiiniin bir norm oldugunu gosterelim.
D||f]= ffigb‘ f (x)|20 oldugu agiktur.
2)||f||:0<:>as<1£)b‘ f(x)|=0< vxe[a,b]igin|f (x)| =0 < vxe[a,b]igin f (x)=0
o1 =0
3ert ]| = sup (e F)(x)| = sup e (x)| = sup || £ (x)] =[] sup | ()] =[] ]

f -+l = sup |(f+g)(x)] = sup | (x)+ g ()

< sup

sun ()] + sup 9] =] 1] o]
Dolayisiyla C [a, b] bu norma gore bir normlu uzaydir.
Bir normlu uzayda norm fonksiyonu ig¢in ||X— y|| :||y—x|| dir. Gergekten; o =-1

aliirsa N2’ den dolay1 ||—X|| = ||X|| ve Ozellikle ||X - y|| = ||y - X|| > dir.



1.1.3. Oklid Uzay1

Tamm 4

X, F={RveyaC} cismi iizerinde bir vektdr uzay1 olsun. Eger bir (,,.): X x X — F
fonksiyonu,

i) (%,X)20, (x,X)=0<x=0

i) (x+Y,2)=(x,2)+(y,z)

iii) (ax,y)=a(xy) (aeF)

iv) (x,y)= <Tx>
sartlarini saghiyorsa, bu fonksiyona X uzayinda bir i¢ carpim (veya i¢ carpim fonksiyonu)

denir. Uzerinde i¢ ¢arpim fonksiyonunun tanimlandig1 vektdr uzayma Oklid uzay: (veya i¢

carpim uzay1) denir. I¢ ¢arpim uzayin (X ,<.,.>) veya kisaca X ile gosterecegiz.

Ornek 8. X=(X.,Xpes X)), Y =(V1 Vooes ¥y ) €R" (neN)  olmak iizere
() R"XR" >R (X, y) =Xy, + XY, +..+X,y, olarak tanimlanirsa,R" bir i¢ carpim
uzayidir. Gergekten i¢ carpim aksiyomlarmin saglandigini asagidaki gibi gosterebiliriz:
D) (XX) =X +% 4% 20 ve X7 +X .. 4X =0 % =0
i) (X+Y,2)=(X+Y) 2, +(% +Y,) Z, +ct (X, + Y, 2,
= X2, + Y2, + %2, + Y, 2, +. X 2, + Y, 2,
= X2, + X2y + et X LAY, 2+ Y2, F Y L,
=(x2)+(y.2)
i) (ax, y)=(ax )y, +(ax,)y, +..+(ax,)y, =a(xy,)+a(X%y,)+. .+a(X,y,)
=a(X,y)

V) (X Y) =X Y, XY, et Xy Yo = VX Vo X ot VoXo = VX +oet Yo Xo = (Y, X)



oldugundan <,> i¢ carpim doniisiimidiir. Dolayisiyla (]R”,(.,.>) bir oklid uzayidir. Aym

disiince ile C" uzay1 <Z,Z'> = Z:Ziz_i ye gore bir kompleks oklid uzayidir. Asagidaki

i=1

teoremde i¢ carpimin bazi 6zelliklerini ispatlayacagiz.

Teorem 1: X bir i¢ carpim uzay1, X, Y,z e X ve @, f e C olsun. Bu takdirde
D) (ax+pBYy,7)=a(x,z)+ B(Y.z)
2) (x,ay)=a(xy)
3) (xay+pz)=alxy)+B(y.2)
4) (x,0)=(6,y)=0 dur.

ispat: Teoremi ispat etmek igin i arpimin &zelliklerini kullanmak yeterlidir.
1) o By.2)={ax.z)+(By.2) = a(n)+ Bly.)
2) (xay)=(ay.x)=a{y.x)=aly.x)=a(xy)
3) (xay+pz)=(ay+fz.x)=(ay.x)+(Bz,x) =a(xy)+ B(x2)
) (%.0)=(x.0+0)=(x.0)+(x.0) = (x.0)=0

(6:y)=(0+06,)=(0.y)+(6,y)=(6,y) =0

oldugu goriiliir. u

I¢ carpim ile norm arasinda asagidaki iliski vardir.

Teorem 2: Bir 6klid uzay1 normlu uzaydir.

, X|| = /<X, X> olarak tanimlanan || . || doniisiimiini ele alalim.

1) ||X|| = ,/(X, X> >0 oldugu agiktir.
i) [X|= (X%, X) =0 = (x,x) =0 < x =0
i) o] = o) = e (3.2 =l (1.3) =l T3] =l

v) ||X + y|| < ||X|| +|| y|| oldugunu gosterelim.

[t I = Oy )= I+ (0 y) (s34 IV =+ O )+ G )+

yazilir. Z+ 7=2Rez esitligi gbz Oniine alinirsa



[+ vl =X+ 2Re({x, ) + v

ve Rez < |Z| esitsizligi kullanilirsa

GOy +IVE < I+ 20l +IvIE = (xl-+ vl

elde edilir. Buradan

<[ +2

[+ v < (Ix|+v1)" otup x+ vl <[x]-+]y]
bulunur. ®

|-]: X >R,

X|| = <X, X> normuna i¢ ¢arpim tarafindan tanimlanan norm denir.

Uyar 1: Teorem 2’ nin tersi, genelde dogru degildir. Buna sayfa 15°de 6rnek verilecektir.

Ornek 9. Ornek 8’ de ki R" uzay1 <X, y> =XY, +XY,+...+ XY, e gore bir oklid uzayidur.

Teorem 2’ ye gdre bu uzay X[ = /(X,X) =/X>+X,” +...+X > ye gore bir normlu uzaydir.
X =(xx) = x4, :

1.2. Banach ve Hilbert Uzay:

1.2.1. Tam Uzay

(x.

|) bir normlu uzay olsun. Bazen bu uzayda verilen bir dizinin limiti uzayin
disinda olabilir. Ornegin (0,1) uzayinda (Xn = l} dizisinin limiti bu uzaymn disindadir. Bu
n

takdirde bu uzay belli bir anlamda tam olmuyor. Bu ylizden asagidaki alt paragraflarda

uzayin tamligi ile ilgili kavramlar1 tanimlayacagiz.

Tanim 5
(%), =X bir dizi olmak iizere, V& >0iginIN e N:vn,m> N igin|x, —x, | <&
ise, (x,)dizisine bir Cauchy dizisi denir. Bu ifade m,n — o iken |X, —X,| — 0 olmasina

denktir.
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Ornek 10. X =(0,1) kiimesinde (Xn :lj dizisi bir cauchy dizisidir. Gergekten;
n n=1

I 1

1
<—+
n m n

—5-—0 oldugundan (x,) dizisi bir cauchy

m,n— oo iken [x, - x,| = .

dizisidir.

Ornek 11. Acikga, (Xn = n)::1 dizisi bir cauchy dizisi degildir. Ciinkii, 6rnegin m=n+1,

n— o igin [x, = X,| =|n-m|=n-n-1=150 d.

Tanim 6
(x,)", = X bir dizi olmak iizere, efer Ve >0icinaN e N:vn> N icin|x, —x| <&

ise x” e (X, ) dizisinin limiti denir ve limx, = x ile gosterilir. (X,) dizisine ise yakinsaktir

n—ow

denir. Bu ifade n — oo iken ||Xn - X|| — 0 olmasina denktir.

Ornek 12. Ormnek 10 daki (x,) dizisi R de 0 noktasina yakinsaktir. Gergekten ; n— oo

iken ||Xn - 0|| = ‘% — O‘ ———0 oldugundan (xn ) dizisi 0 noktasina yakinsaktir.

Teorem 3: Her yakinsak dizi bir cauchy dizisidir.

Ispat : (Xn) dizisi x* e yakinsak olsun. O halde tanimdan, V& >0 i¢cindN € N vardir dyle
ki vn>N igin ||Xn - X|| <§ dir. Buradan vn,m>N icin

1%, = X =% = X+ X=X, < §+§ =& elde edilir. Yani(x, ) bir cauchy dizisidir. m

Bu teoremin tersi dogru degildir. Yani her cauchy dizisi yakinsak degildir.

Asagidaki 6rnek bununla ilgilidir.
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o0

Ornek 13. (Xn :%] < X =(0,1) dizini ele alalim. Ornek 10° dan bu dizi bir cauchy

n=l1

dizisidir. Fakat lim X, zliml:0 olup 0¢(0,1) dir. Yani (Xn :lj dizisi X =(0,1)
n=1

X—>00 X—o N n

uzayinda yakinsak bir dizi degildir.

Tanim 7
Eger bir normlu uzayin her cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise, bu uzaya tamdir

denir.

Ornek 14. Analizden bilindigi gibi Rve C uzaylar tamdir. Genel olarak Rve C nin
||) ve (C”,

tam oldugunu kullanarak Vne N i(;in(]R”, ||) uzaylarinin da tam oldugu

gosterilebilir.

Ornek 15. Omek 7’ de C[a,b] uzaymnda |f|=sup

a<x<b

f(x)‘ doniisiimiiniin bir norm

oldugunu gordiik. Simdi C [a, b] uzayinin bu norma gore tam oldugunu gosterelim.

v{f,} =C[a,b]:(f,) cauchy dizisini alam, yani |f —f |—7=—>0 olsun.

n

Buradan sup
as<x<b

fn(X)—fm(X)‘—>O’ dir. Yani Vxe[a,b] igin

f,(x)-f, (X)‘ —0 dir.

Keyfi sabit x i¢in ve her n i¢in a,*:= f (x) olsun. Bu halde

a-a,

___7ﬁjﬁ:;;;__> 0 dir.
Yani her x i¢gin elde edilen {anx}:j=1 sayisal dizisi R de bir cauchy dizisidir.R > de her

——>0.

n—oo

cauchy dizisi yakinsak oldugundan Ja*eR:a * —a* dir, yani |3, —a"

f:[ab] >R fonksiyonunu sdyle tammlayahm: f(x):=a*. Burada f
fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterelim.
(%)= f (%) =

diizglindiir. O halde her n i¢in f, siirekli oldugundan diizgiin yakinsaklik limit teoremine

VX e [a,b] icin

X X
a—a

———>0 oldugundan bu yakinsaklik

gore f stireklidir. Yani f €C [a,b] dir. ( Her x i¢in

f,(x)— f (x)|— 0 oldugundan
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sup | f, (x)— f (X)‘ —0. Dolayistyla ||f,—f|—0, yani f, — f dir ). Buradan

xe[a,b]

C[a,b] uzay: tamdur.

1.2.2. Banach Uzay1

N normlu vektdr uzay olsun. Eger bu uzay tam ise, N’ ye Banach Uzay1 denir. N’ nin
normlu reel veya kompleks vektor uzay olusuna gére Banach uzayina, reel veya kompleks

Banach uzay: denir.

Ornek 15° e gore C[a,b] uzayl bir Banach uzayidir. Asagida bir baska Ornegi

inceleyelim.

Ornek 16. p, 1< p < o olmak iizere;

, :{(xn):(xl,xz,...)

kiimesinde bilesen bilesen toplama ve skalerle ¢carpma islemlerini ele alalim. Bu islemlere

x eF vei|xi|p <oo} (F=RveyaC)
i=1

o |

gore |’ nin bir vektor uzay: oldugu gosterilebilir. Bu uzaymn ||X||p = (i|xi|pj normuna

i=1
gore Banach Uzay1 oldugunu gosterelim.

(Xm):(le,sz,...) olmak iizere (X,), I, de keyfi bir cauchy dizisi olsun. Bu

takdirde her £ > 0i¢in m,n > m, oldugunda

1

%0 =%, =(Z\Xi’“ =X/ j <e (1)
i=1
olacak sekilde m,>0 sayis1 vardir. Buradan anlasilir ki i =1,2,...i¢in;

>

p .
X"-x" <e’ = x"-x"|<e; mn>m,, Vi

dir. Demek ki keyfi fakat sabit her bir i i¢in (Xi" ) =(X.l X’ ) dizisi F de (yani R veya C’

IERA TR

de) bir cauchy dizisidir. F tam oldugundan bu cauchy dizisi yakinsaktir. limX." =X olsun.

n—oo
Her i i¢in bu limitler yardimiyla teskil ettigimiz diziyi x ile gdsterelim. Yani X = (Xl, Xz,...)

olsun.
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K
Simdi k =1,2,... i¢in (1)’ den Z‘Xim —x"" <e&” yazilabilir. N — oo igin;
i=1

k
m P_ap.
Z‘xi —xi‘ <& ; m>m,
i=l
yazilabilir. kK — oo igin;
Z‘xi —xi‘ <& 2)
i=1

elde edilir. Bu gdsteriyor ki

(X =X) = (X" =%, %" = X,....) €],
dir. (x,) el oldugundan x=x, +(x—x,)el  olur. (1)’ e dikkat edilirse (2)’ nin sol tarafi
||Xm ~ X||p olur. Buradan x, —x dir. Yani | igindeki (x,) cauchy dizisi bir xel,

noktasina yakinsadigindan | tamdir. O halde | bir Banach uzayidr.

1.2.3. Hilbert Uzay1

X bir Oklid uzay1 olsun. Teorem 2 ye gére X bir normlu uzaydir. Eger bu uzay tam

ise, X’ e bir Hilbert Uzay1 denir.

Ornek 17. Ormek 10 da (,.):R"xR" >R, (Xy)=XYy, +XY,+..+XYy, olarak

tamimlanan R"’ nin bir 6klid uzayr oldugunu gordiik. Simdi R"’ in tam oldugunu

1
gdsterelim. I¢ ¢carpim normunun tanimindan ||X|| = <X, X> = (X12 +X,7 o X )E yazilabilir

ve bdylece ||x—y||:w/<x—y,x—y> :\/(Xl—y1)2+...+(xn—yn)2 normunu  elde

ederiz. R"’ nin ||X— y|| , = (Zn:|xi -V, |2j2 normuna gore tam oldugunu gosterelim.
i=1

X =(X".%,",...%,") olmak iizereR"de (X, ) cauchy dizisini alahm. ( Burada X"’

o9 Ny

deki m Ust indis olarak alinmigstir. ) O halde £ >0 i¢in m,r >n, oldugunda

X" =X

= =( S | <o 8

i=1
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olacak sekilde bir n, tamsayis1 vardir. i =1,2,...,n i¢in buradan

r

2
‘xim -x'[ <&’ :>‘xim -x"|<e¢

elde edilir. Bu ifade her bir i i¢in (Xir):(xil,xi2 ,) ‘nin reel sayilarin bir cauchy dizisi
oldugunu gosterir. R tam oldugundan bu dizi yakinsaktir. r — o i¢in X" — X, oldugunu
kabul edelim. i=1,2,..,n icin bu limitler yardimiyla ( n tane limit ) X noktasini
X=(X,X,,..,X,) olarak tammlayalim. Agikga xeR" dir. r—>o igin (3)° den
X, —X|, <& elde edilir. Bu, (X,) nin limitinin X oldugunu gdsterir. (x,) keyfi
oldugundan ispat tamamlanmis olur.

Sonug olarak R" bir Hilbert uzayidir.

Teorem 2’ den bir 6klid uzay1 bir normlu uzay oldugundan asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 4:Bir Hilbert uzay1 bir Banach uzayidir [2].
Uyar 2: Bunun tersi genelde dogru degildir.

Buna bir 6rnek vermeden Once asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 5 ( Paralel kenar kanunu): Bir (X,

||) normlu uzayda |||| normunun bir i¢
carpimla tanimlanabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul her x,y € X i¢in;

[x-+yI + =yl =2( I +1vI°)
olmasidir.

Ispat : (=) agiktir.

1 ..
(<) (xy) ::Z(||X+ y||2 —||x- y||2). (X,y) bir ig carpim olup, (X, X) =||X||2 N

Not 1: Teoremden anlasilacagi gibi, eger bir norm paralel kenar kanununu saglamiyorsa bu
norm i¢ ¢arpim normu olamaz. Dolayisiyla her normlu uzay bir Oklid Uzay1 (i¢ ¢arpim
uzay1) degildir.

Simdi bunu bir 6rnekle gosterelim:
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Ornek 18. Ornek 7° den (C [a,b],

. ||) uzayinin bir normlu uzay oldugunu biliyoruz. Buna

gore C{O,z} ve ||f|| = max
2 0<x<Z

f (X)‘ olmak iizere (C {0,%},
)

f ||j uzay1 bir normlu uzaydir.

Bu uzayda paralel kenar kanununun saglanmadigini gosterelim.

f (x):=Cosx, g(x):=Sinx fonksiyonlarii¢gin f,geC [O,%} olup;

| +9] = max| f (x)+g(x)| = max|Cosx+Sinx _:ZCOSE+5in£ :£+_2:ﬁ
Osxsg 0<x<X 4 4 2 2

|f —g||= max|Cosx—Sinx|=1-0=1,
Osxsz

f || = maX|COSX| =1,
Osxsz

g|| = maX|SinX| =1
0<x<Z

[f+af +]f -0l =(+2) +1*=3

=324 =[xl -3l =2+ of)
21 +1sf) =2(1+1) =4

= Teorem 5’ e gore C [0,%} normlu uzayi bir 6klid uzay1 degildir.

1.3. Banach Cebiri
1.3.1. Cebir

C, F cismi tiizerinde bir vektor uzay ve .:CxC — C bir doniisiim olsun. Eger bu

.:CxC —> C doniistimii her x,y,zeC ve her a € F i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa C’

ye ( F lizerinde ) cebir denir.
Cl) a(xy)=(ax).y=x(ay)

C2) X(y+2Z)=XYy+XZ ve (X+Y).Z=XZ+Y.Z

C3) (xy).z=x.(y.z)

Cebirin taniminda gecen F cisminin R veya C olmasi halinde C’ ye sirasi ile reel
veya kompleks cebir denir. Sayet C bir cebir ve her x,yeC i¢in x.y=yx ise C’ ye
degismeli veya komiitatif cebir denir. C’ nin ¢arpma islemine gore etkisiz elemani varsa,
yani her XxeC i¢in x.e=e.X=X olacak sekilde e e C varsa C’ ye birim elemanl cebir ve

e’ yede birim eleman denir. Bu birim eleman bazen 1 veya 1. ile de gosterilir.
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Ornek 19. Omek 3° de C(X,R) nin bir vektdr uzay oldugunu gordiik. Ayrica
(f.9)(x):= f(x)g(x) olarak tammlanan f.gcarpimi da reel siirekli bir fonksiyon
oldugundan f.geC(X,R)’ dir. Demek ki tammlanan bu islemlere gére C(X,R)
kapalidir. C(X,R) nin cebirle ilgili diger sartlar sagladigim da gdsterebiliriz. Gergekten;
vf,g.heC(X,R) icin, [a(f.9)](X)=a(f.g)(x)=a[ f(x)g(x)]
et (0]900) ~(at)(x)a(x
=[(af).g](x)

Oldugundan «(f.g)=(af).g" dir.

L2 (f.9)](x)=a(f.g)(x)=a[ f(x)a(x)]=[af(x)a(x)]=[f(x)ag(x)]

= f()[eg(x)]=[f.(ag)](x)

Oldugundan «( f.g)=f.(ag)’ dir. Yani «(f.g)=(af).g="f.(ag) dir.

LF(9+M)]0) = )[g(x)+h()] = f(x)g(x)+ F (x)h(x)

=[f.g+ fh](x)

Oldugu igin f.(g+h)=f.g+fh dir.

[(+0)MJ(0 =L () + 9(x)]n(x) = 1 ()N(x)+ G (x)(x)

=[f.h+g.h](x)

oldugu i¢in (f +g).h=f.h+gh du.

[£.(em]()= 1 (0[gh](x) = £ (x)a(n(x) =[£.a](0n(x) =[(1.9)1](x
oldugundan f.(g.h)=(f.g).h dur.

Sonug olarak C(X,R) reel cebirdir. Ayn zamanda e:X —R , e(x):=1 olarak

tanmimlanirsa her f eC(X R) icinef=Ffe="f ve

(f.9)(x)=Tf(x)g(x)=9(x) f(x)=(g.f)(x)= f.g=g.f
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Oldugundan C(X,R) birim elemanl ve degismeli bir cebirdir.

Tamm 8

C bir cebir ve A, C’ nin bos olmayan alt kiimesi olsun. C* deki islemlere gore A bir
cebir ise A’ ya C’ nin alt cebiri denir. Kisaca C’ nin bos olmayan bir A alt kiimesinin alt
cebir olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

1) A’ nin lineer alt uzay ve

2)Her X,y € A icin Xeye A
olmasidir.

Acikca Ruzay1 kompleks sayilar cebirinin bir reel alt cebiri olup, bir kompleks alt

cebiri degildir.

Tanim 9
Tanim 3 de iki vektor uzayinin direkt toplami tanimini vermistik. Eger burada X bir

cebir ise i1 ve ii siklarina ilave olarak, yani;

i) x+y=(a+c,b+d)

ii) Ax=(Aa,Ab),AeF siklarina ilave olarak bu uzayda keyfi iki x=(a,b) ve
y= (C, d ) elemanlari i¢in ¢arpimi soyle tanimlayalim:

iii) xey =(ac,bd)

dir. O halde X ve Y gibi iki cebirin direkt carpimi da cebirdir.

1.3.2. Normlu Cebir

C bir cebir ve C’ de bir |||| normu tanimlanmis olsun. Yani kisaca (C, .||)bir
normlu uzay ve ayni zamanda cebir olsun. Bu norm her X,y € C i¢in ||Xy|| < ||X||||y|| sartini

sagliyorsa ve C’ nin birim elemanli olmasi halinde de ||e|| =1 ise C’ ye normlu cebir denir.
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Ornek 20. Ornek 19 da C[a,b] nin cebir oldugunu gordiik. C[a,b]’ nin Banach Cebiri

oldugunu gosterelim. Ornek 7’ den ||f||= sup f(x)‘ nin bir norm oldugunu biliyoruz.

a<x<b

Simdi || fg|| < || f ||||g|| oldugunu gosterelim:

vu,veR igin |uv|=|ulv] oldugundan||f.g||:sup{‘f(x)g(x)‘}z

a<x<b

=sup{|f ()||g (3]} =sup{|f (¥)[}sup{la ()} =[]-Ig

a<x<b a<x<b a<x<b

> dir.

Diger taraftan f (x):=1eC[a,b]olup | f|= sup{‘f (x)‘} =supf{l}=1

a<x<b as<x<b

= (C[a,b],

) ||) bir normlu cebirdir.

1.3.3. Operator
Iki uzay arasindaki doniisiimlere operatdr adi verilir.

Tanim 10

X ve Y aym bir F cismi lizerinde iki vektor uzayr olsun. A: X —Y operatorii

VX,ye X ve a €F igin;
i) A(x+y)=A(x)+A(y)
ii) A(ax)=aA(X)
sartlarin1 sagliyorsa, A’ ya lineer operator denir. Bu iki sart, VX,y € A ve o, € F olmak

iizere A(ax+By)=aA(x)+BA(y) sartina denktir.

Ornek 21. A € F olmak iizere A: X —Y, A(X) = AXi¢in A lineerdir.

n

Ornek 22. A,AZ:R”—>R,A,(x1,...,xn)::2xi,Az(xl,...,xn)::xl.xz...xn:ﬂxi olsun.

i=1

Acikca, A lineer, A, lineer degildir.
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Tanm 11

(x.

. | ) ve (Y, . | iki normlu uzay ve A:X —Y bir operator olsun. Oyle bir
x y

K > 0 sayis1 varsa dyleki her xe X i¢in HA(X)Hy <K ||X||X ise, A ya sinirh operatdr denir.

Ornek 23.A: X —Y olmak iizere A sabit yani, Vx e X igin ¢ €Y olmak {izere A(X) =C
olsun. Eger c# 6, ise Xx=0,i¢in ve VK> 0 sayisi i¢in HA(X)Hy = ||C||y > K ||‘9x||x =0 olup
A:X —>Y siurh  degildir. Eger c¢=6, ise VxeX igin K:=1>0dersek

0=[A(x)], =[cl, =]6,], <Klxl, =1x], =[x, olup A:X —Y sirhdr.

Ornek 24. A: X — X ve A=idise, Vxe X icin HA(X)H =||X|| oldugundan K =1 olup, A

siirlidir.

Simdi lineer, sinirli bir operatdriin normunu tanimlayalim.

Tanim 12

A:(X,

. |X) - (Y, ) |y) lineer simirl bir operator olsun. Bu takdirde;

|A=inf {c > 0:]Ax], <

} bir norm oldugu kolayca gosterilebilir. ||A||

ya A’ nin normu denir.

A,

Teorem 6: ||A||—W1:1)||AX|| —sup ”X” dir.
Ispat
e ” 1A, ||A l,
= A = Ax|| < A
o =sup|[A], £|| [, J w ARG & 7 It e Ll i Gl
[A%],

Ve>0 igin 3x, € X :a—¢ < = (a—¢)|x|, S”AXO”y <a|x|,

[,
Ve
= (a=2) i <Ax], <[ A sl = (a-2) <[Al=a <[] = 4] =
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Teorem 7: X ve Y normlu uzaylar ve A: X —Y bir lineer operatdr olsun. Bu takdirde
asagidaki ifadeler denktir.
1) A siireklidir.

ii) {HA(X)H”X”SI} sinirlidir.
Ispat : (i=ii)A, 6@eX noktasinda sirekli olsun. Bu takdirde

{HA(X)H : ||X|| < 1} kiimesinin sinirl oldugunu gosterelim. A nin & € X de stirekliligini kabul

edip {HA(X)H”X”SI} kiimesinin smirli olmadigin1 varsayalim. Bu takdirde”xn ||£1 i¢cin

>n olacak sekilde bir (x,) <X dizisi vardir. 'y, ::lxn denirse
n= n

[A(x)

1al :%”Xn” 5% olacagindan n— oo icin |y,|—0 olup y, > 6 dir. A, @€ X de siirekli

oldugundan A(y,)— 6 olmalidir. Fakat

1
Il
oldugundan HA( Ya)

[ACx)

(ii = i) A sl ise A nin siirekli oldugunu gosterelim. xe X keyfi ve X, — X

:l A(X 2ln:1
JA(x,)

n

>1 elde edilir. Bu ise A(Y,)— & olmasiyla gelisir. Bu geliski

> n kabuliimiizden kaynaklandi. O halde{HA(X)Hy :||x] < 1} kiimesi sinirhdir.

olsun. Bu takdirde A nin lineer ve siirli oldugu gz 6niine alinirsa

Alineer Asinirh
[AGq) A = A=) < |Allx, ~x] >0
elde edilir. O halde A(x,)— A(x)olup A, xe X de siireklidir. xe X keyfi oldugundan

A, X de siireklidir. ®

Sonug 1: A siireklidir < ||A|| sinirhidir.

Ornek 25. X bir Banach uzay1 ve B ( X ) , X den X e taniml1 tiim lineer sinirlt dontistimler

kiimesi olsun. Yani B(X):={A=X — X : Abir lineer,sinirli operatordir} dir. B(X)

uzayinin asagidaki islemlere gore bir vektor uzayi oldugu gosterilebilir:
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(A+B)(x):=A(x)+B(x),(AA)(x)=2A(x),AcR(veyaC),Vx,y € X .
Bu uzaymn «(AB)(x):= A( B(X)) islemine gdre bir cebir oldugu kolayca
ispatlanabilir. B(X ) lizerinde A nm normunu ||A|| =inf {C : ||AX|| < C||X||} olarak

tanimlayalim. Boyle bir norm vardir, ¢linkii A sinirlt oldugundan Vx e X i¢in ||AX|| < C||X||

olacak sekilde bir pozitif ¢ sayist vardir. Teorem 6’ dan bu tanim ||A|| = sup||AX|| = su 2

i || ||

nin bir normlu cebir oldugunu gdsterelim. Yani VA BeB(X) i¢in ||AB|<|A||B|

ifadesine denktir. Dolayisiyla ( B(X),

. |) uzay1 normlu uzaydir. Simdi biz (B(X )

oldugunu gosterelim. Vx e X igin;

Jpe)- a(e0)]- ”B(X)” 0ot s st ocol-atecol- bl

||X||

Yani HAB(X)H <|[A[B][x] dir. Buradan:

] =sup e () <sup A - Al = e <

olup (B(X),

) ) bir normlu cebirdir.

1.3.4. Banach Cebiri

@

. |) normlu cebiri tam uzay ise, bu normlu cebire Banach Cebiri ad1 verilir. Bu

. |) Banach cebiri ise C’ nin birim elemanli olmas1 gerekmez. Fakat C

tanima gore (C,

birim elemanli ise Banach cebiri olabilmesi i¢in, sartlardan biri de ||e|| =1 olmasidir.

Ornek 26. Ornek 15’ e gore C [a,b] bir Banach uzayidir. Ornek 19 a gore ise bu uzay bir

cebirdir. Dolayisiyla (C [a,b],

. ) bir Banach Cebiridir.
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Ornek 27. Ornek 25 de (B(X),

||) nin normlu cebir oldugunu goérdiik. Ayrica B(X)

uzayr bu norma gore tamdir, yani (B(X), ||) bir Banach cebiridir. Gosterelim

{A,}., =B(X) bir cauchy dizisi olsun. O halde m,n—>o iken |A —A |0 du.

Buradan Vxe X i¢in H( A, - A, )(X)H — 0 yani;

A () =A, ()] >0 )
dir. Vxe X bir sabit ve X, := A, (x) olsun. O halde {Xn}:ozl, X de bir dizidir. (4) den
m,n — oo iken ||Xn —Xm” — 0 dir. Bu ylizden {Xn}~::1 , X de bir cauchy dizisidir. X bir
Banach uzay1 yani tam oldugundan bu dizi X’ in bir elemanina yakinsar. Bu eleman1 a, ile
gosterelim. Bu durumda n — oo iken X, —a, yani n — o iken

%, —a,| =0 )
dir. Burada a, elemani X’ e bagimhidir. A: X — X operatériiniic Vx e X igin A(x):=a,
seklinde tanimlayalim. Ae B(X) oldugunu yani A’ nin lineer, smnirli oldugunu
gosterelim. Vxe X ve A,ueC i¢in A(Ax)=a, dir, ve A lineer oldugundan

dir.  Benzer  sekilde

n

A (Ax)=AA (x)=Ax,  olup  buradan  (Ax) =AxX
A (x+y)=A(x)+A (y)=x, +Yy,buradan (x+y) =x +y, dir. O halde (5)" den
H(}Lx)n -a,,

gormek zor degildir. Buradan

A(Ax)=a, =lda =AA(x), A(x+y)=a,, =a +a,=A(x)+A(y)’ dir

— 0,

(X + y)n — 8yl 0 olup, a,, = Aa,  ve ax+y =a, + ay oldugunu

X X

Yani A lineerdir. Simdi A’ nin sinirli oldugunu gosterelim. A’ nin sinirsiz oldugunu

varsayalm. O halde k > iken [A(y,)|—> olacak sekilde bir {y,}, <X dizsi
vardir. Bu yizden k—>oo iken [a, [ dir. Buradan n sabit ve k- wiken
[(v), -a, | > olup bu (5) ile celisir. Bu yiizden A simrhdir. O halde AeB(X) dir.
Ustelik (5)" den Vxe X ve n—>o iken [x,—a]=|A, (x)-A(x)|=|(A - A)(x)|—0

dir. Buradan | A, - A= supH(A1 — A)(X)H — 0 oldugundan |A, —A|—0 yani A, — A du.

[x=t
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Boylece B(X) uzayindaki keyfi bir cauchy dizisi yine B(X) uzayinda bir elemana

yakinsamaktadir. Bu yiizden ( B ( X ), . ||) tamdir yani B ( X ) bir Banach uzayidir.

Tanm 13
C bir Banach Cebiri ve A, C nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Sayet C deki

islemlere gore A nin kendisi bir Banach Cebiri ise A ya C nin Alt Banach Cebiri denir.

Ornek 28. X =(C,R) ve A:=(R,R)olmak iizere Ac X bir alt reel Banach cebiridir.

1.4. Banach * - Cebirleri
1.4.1. involusyon

X bir cebir olsun. *: X — X doniisiimii i¢in X,y € X , 41 € C veya R olmak iizere
1) (x* ) =X

2) (x+y) =x"+y’

3) (x.y)* =y X
(

4) ﬂx)* =X ,kosullar1 saglaniyorsa, * - doniisiimiine involusyon denir.

Ornek 29. X =C icin zeC elemaninin eslenigini z" = 7 olarak tanimlarsak yukaridaki

4 kosulun saglandig1 aciktir.

Ornek 30. X =M, (C)= {A= (aij )i2j=1 ‘a; € C} 2x2 tipli matrisler uzaymmda Ae X i¢in

A" = A" alalim, burada A", A matrisinin transpozesinin eslenigi anlamindadir.

(A) :(E)t —A, (A+B) =(A+B) =A+B = A"+B", (1A) =A" oldugu agikr.
(AB)* =B".A" oldugunu gosterelim.

a, a b, b
A= ( o j B =( = lzj olsun. Bu takdirde
a21 a22 b21 22
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A*:@ ﬂ,a*;[@ 5} .
a, ay b, b,

(A‘B)*z[allbll+al2b21 a21bll+a22b21J

a‘llblZ + aIZbZZ a21b12 + a22 b22

(blla1]+b21a]2 bl]a2]+b21a22}
b12 a11 + b22 a‘l2 b12 a21 + b22 a‘22

) B"A"=*:M,(C)>M,(C),A" = A" déniisiimii involusyondur.

Bu érnek M, (C) uzayinda A’ = A' olarak genisletilebilir.

1.4.2. Banach * - Cebiri

X cebirinde * - involusyon tanimli ise, X’ e * - Cebiri denir. Eger X Banach cebiri

olup, bu uzayda bir * - involusyon tanimli ise, bu uzaya Banach * - Cebiri denir.

Ornek 31 M, (C):= {A= (aij ):jzl 1 € (C} (neN) nxn tipli matrisler uzayim goz Gniine
alalim. Acikca her AeM, ((C) matrisi C" uzayinda bir lineer, sinirli operatordiir:
A:C" —> C". Tersine, B(C”)' nin keyfi elemaninin matrissel gosteriminin var oldugu
kolayca gosterilebilir. Dolaysiyla M, (C)= B((C“)' dir. Ornek 27’ ye gore B((C”) bir
Banach cebiridir. O halde M (C) = B(C”) cebiri A" = A" (AeM, (C)) ye gore

bir Banach * - cebiridir.

Ornek 32. Ornek 26’ a gore (

) bir Banach cebiridir. Bu cebirde f ( ) f(X)
olarak tanimlanan *:C[a,b] —)C[a,b] doniisiimii bir involusyon olup, bu involusyona

gore C[a,b] bir Banach * - cebiridir.
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1.5. C*- Cebirleri

X bir kompleks Banach * - cebiri olsun. Eger Vxe X igin Hx*xH:”x”2 kosulu

saglaniyorsa, X uzayina bir C~ - Cebiri denir.

Ornek 33. X =C uzayinda ||z||: Z =z olarak tanimlanirsa, C bir C" - cebiridir.

z

||Z||2 = HZ*ZH oldugunu gosterelim. z = x+iy olsun.
||z||2 = |Z|2 = |x+iy|2 =x’ er2
Hz*zu = ‘(x—iy)(x—}—iy)‘ = ‘x2 _|_y2‘ — 52 +y2

% 2 .
= Hz ZH = ||Z|| dir.

Ornek 34. C [a,b] uzaym ele alalim. Ornek 32’ ye gore bu uzay bir Banach * - cebiridir.

Vf e C[a,b] igin

|7°7]/= max

asx<b

(f*f)(x)‘:max

asx<b

f*(x).f(x)‘ = max

asx<b

f*(x)Hf(x)‘ = max

a<x<b

S ()

R

= max

a<x<b

£ =1

oldugundan C[a,b] bir C" - cebiridir.

Bu 6rnek asagidaki gibi genisletilebilir:
X bir yerel kompakt uzay olmak tizere C, (X ):= { f:X >R, f siirekli, f ()= O}

uzayini ele alalim. Burada /() =0 esitligi su anlamdadr:

f(®)=0:=Vf eC,(X),Ve>0icinIK < X, K kompakt | f (x)| < &,Vxe X \K.
C,(X)° de cebirsel islemleri s6yle tanimlayalim:

(@f)(x)=af (x),(f +)(x)= 1 (x)+ g (x).(/&)(x) =/ (x)g(x), [ (¥) = f (x).

Normu ise || f || = sup‘ f (x)‘ olarak tanimlayalim. O halde C, (X ) uzay1 bir C* - cebiridir.
xeX
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1.5.1. Hilbert Uzayinda Dual Operator

Iki Banach uzay1 arasindaki bir operatdriin duali Banach uzaylarmin duali yardimiyla
tanimlanir. Burada Hilbert uzaylari i¢in bir bagka tanimi verecegiz.

Hilbert uzaylar1 i¢in su teoremden yararlanalim.

Teorem 8: H ve H iki Hilbert uzay1 olmak iizere 4:H — H' bir lineer, siirekli operatdr

olsun. Bu takdirde keyfi wpgeH ve ¢&eHigin <B,u,§>1=<,u,A§>2 olacak

sekilde B: H — H lineer siirekli operatorii vardir [3].

Tanim 14

(H.(..)) bir Hilbert uzayr ved:H — H bir operatdr olsun. Teorem 8’ de ki
B:H — H operatoriine A operatoriiniin duali denir ve B:= 4" ile gosterilir. Su halde;
Vx,y € H i¢in <Ax,y> = <x, A*y> dir.

Dual operatoriine bir 6rnek verelim.

Ornek 35. H=C’ olsun. M, ((C)=B(C2) oldugundan 4 :(aij )2

i,j=1

e M,(C) matrisi
A:C*—>C* olarak bir lineer siirekli operatérdir. VxeC’=x=(x,x,),x,€C,

Ax=y=(y,»,),» €C olsun. Bu durumda;

A:(a” a12]:>y:Ax:(a11 alz](xljz(auxl‘i'auxzj dir
ay Ay ay Ay )\ X Ay X, T apX,
C" de <x, y> =Xy, +x,,+...+x,y, oldugu goz 6niine alinirsa;

<Ax,y> = (a”x1 +a,,x, );1+ (a21x1 +a,,x, )y_2 dir.
. (b, b . b, b b,y +b )
A :( a 12] olsun. Bu taktirde A4y z( o j(% J :[ M )2 j dir.
b, by, by by \», by, +byy,

Buradan;

<x, A y> =X, (b1 Y+ Ey_z) +X, (IZ;I + E}Z) bulunur. Buna gore
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Vx,y - N a_” a_21 N —
<Ax,y> <xAy>:>a“—b“,alz—bn,azl—blz,a22 b,=>4 =|_ __|=>4=4

dir.
Sonug olarak; M, (C)= B(Cz) cebirinde bir A operatoriiniin duali 4’ * ne esittir,

yani A operatdriiniin duali, transpozesinin eslenigidir.

Benzer sekilde B(]R”) veya B((C”) uzaylarinda bir A operatdriiniin dualinin

A=A oldugu gosterilebilir.
Bir A Hilbert uzaymda 4", A’ min duali olmak iizere *: B(H ) —> B (H ) doniistimi

Vé.u

bir involusyondur. Gergekten; burada (T¢, u) = (P&, ) < T = P oldugunu kullanacagiz.
D (A& u)=(6 4 u)= (U u) o 4" = 4
i) <(1A)* 3 ,u> =(&.Adp)=2(&, Au) =24 &, p) = (AA'E, ) & (A4) =74°
iii) <(A+B > (£,(A+B) )= (£ Au~+Bu)
=(&, )+ (S, Bu)
(46 )+ (B 1)
=((«

+B §ﬂ>

< (A+B) =4"+B

4

v) <(AB)*§’/J>:<§’AB/1>: ij,A(E/iJ) _<£E’Bﬂ>_<B*A*§,,u>

~
& (4B) =B A"
Yani A’ nin 4" duali * - involusyon kosullarmi sagliyor.

Simdi dual operatdrii kullanarak C” - cebirine iki 6rnek daha verelim.

Ornek 36. M, (C)=B(C") cebirini cle alalm. Ornek 31” ¢ gore bu cebir 4” =4 ye
gore bir Banach * - cebiridir. Ornek 35’ e gore bu *:B((C”)—)B((C") doniigiimii

operatdriin dualine esittir. Dolayisiyla B((C”) dual involusyona gore de bir Banach * -
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cebiridir. Bu cebir i¢in HA*AH:”A”2 kosulunun saglandig1 asagidaki Ornekte genel

durumda gosterilmektedir. Dolayisiyla M, (C)=B ((C”) bir C” - cebiridir.

Ornek 37. Omek 27 de ki B(X ) Banach cebirini X = H igin ele alalim. Yani bir H
Hilbert wuzay1 olmak {izere B(H ) = {A:H —->H ,lineer,smlrll} olsun. Bu uzayda

involusyon A’ nin duali olarak tanimlanirsa, B (H ) bir C* - cebiridir. Gosterelim:

HA*AH:||A||2 oldugunu gosterelim. Ornek 25 de A’ nm normunun ||A||=sup||Ax||

=t

oldugu gosterilmistir. O halde;

||14||2 — SuE"Ax”Z — TTB<A}C, Ax> = Tl‘.‘lg <X, A*Ax> (6)
caufhy )
(x, A"Ax>2 "< (,x).( A" Ax, 4 Ax) = || | 4° AxHZ {<x’ y) (%, x>.<y,y>]
(e <[ b

(6)’ ya gore;
||A||2 = sup <x, A*Ax> < sup(||x||.HA*AxH) = supHA*AxH = HA*AH Yani;

Ixl=t =t =t

Al <|| 44 dir.
B(H) Banach * - cebiri oldugundan ||AB|| < ||A||||B|| dir.
o A < ] <[ A Al = AL A =LA = 4] =4 b

1.5.2. Cebirlerin * - Gosterimi

Bu paragrafta bir C" — cebirinin bir B (H ) uzayindaki gdsterimi ele alinacaktir.

1.5.2.1. * - Morfizmi

X ve'Y iki * - cebiri olsun. Eger 7: X —Y icin;
1) z(ax+pBy)=ax(x)+pz(y)

2) 7 () =7(x)7(y)

3) z(x")=7z(x)
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Kosullar1 saglaniyorsa, 7 ye bir * - morfizmi denir.
1.5.2.2. * - izomorfizm

m:X —>Y bir * - morfizm olsun. Eger 7z, bire bir ve Orten ise 7z’ ye * -

izomorfizm denir. Bu durumda 7 *—izomorfizm := ker(7) = {x eX:xm(x)= <9y} ={6.}

ve 7 Ortendir.

1.5.2.3. C*- Cebirlerinin * - Gosterimi
M bir C” - cebiri olsun. Eger 34 Hilbert (kompleks) uzay1 ve 37 * - morfizm i¢in

T:M— B(H) ise, (H,zz) ikilisine M’ nin bir * - gdsterimi denir.

Sekil 1. M’ nin bir * - gosterimi

Eger #: M —)ﬂ(M)olarak bir * - izomorfizm ise, yani ker(;z) ={6?x} ise, (H,ﬂ')

gosterimine M’ nin asikar gdsterimi denir.

Ornek 38. Ornek 34’ deki C, (X ) , C" - cebirini ele alalim, burada X bir yerel kompakt
uzaydir. m, X’ de bir ol¢ii olmak tizere H :=L,(X,m) olsun. Her f, €C,(X) i¢in
70 :H — H doniisiimiinii s0yle tanimlayalim:

L(L)=1f  9f el
O halde f, e B(H) dir. Agik¢a

7:C(X)—> B(H):z(f)=f,
Dontigtimii bir * - morfizm olup, 72'(C0 (X)) c B(H) dir. Dolayisiyla (H,;z) , G, (X) > in

bir * - gosterimidir.
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1.5.2.4. C*- Cebirlerinin GNS Gosterimi

A Bir C*- cebiri olmak tizere

S(4)= {(/):A —C ‘ @ >0, ¢ lineer, ||| =1, Va,b e 4 i¢inp(ab) = go(a)(p(b)} A ‘nm

durumlar uzay1 olsun.

Vpe S(A) Keyfi durum ve Va,be 4 i¢in <a,b> = go(a*b) seklinde tanimlansin. Bu
durumda (A,(.,.)) bir 6klid uzayidir.

L,= {a €A ‘(o(a*a)z 0} , @, = {a ‘ aa+a', a'eL¢} seklinde tanimlanirsa ¢, :{a}+L¢

olup {(pa}aEA = A, , dir. Ayrica (goa )* = ({a}+L¢ ) = {a*} +L, =@ . dr

Teorem 9: Vo, .0, €4, , ueC icin ¢, +¢, =¢,,,, up, =@, islemlerine gore 4, , bir
kompleks vektor uzayi olup ((pa @, )= <a,b> = q)(a*b) bir i¢ carpimdir.

Dolayisiyla (A (,)) bir 6klid uzayidir. Bu durumda 4, , ") bir Hilbert uzayidir.

11L,°

4 L Y g ,ile gosterelim. 7z,:4— B(H (p) soyle tammmlayalim Vae A igin

ﬁ¢(a):H¢—>H¢ olup Vo, e H, i¢in 7 ( )(@,) =0,

Lemma 1: 7z¢,:A—>B(H¢) bir*- gosterimidir. Diger taraftan ﬂw(a)eB(H(p)

| ol ol (oo
_— _ _ wll _ \Pa>Par ) _
oldugundan |z, (a)] Jats S Y e Y e G PRY
oo ol@)ya)  praa)
_SEPW_SEPW dir. Buradan

(baab)

|z, (@) =sup——=~* o(bD) )

bed



31

Teorem 10: {ﬂ(ﬂ,H (0} ikilist 4’ mn indirgenemez *- gdsterimi olup &, = ¢, ﬂ(p(A) > nin
¢embersel vektoriidiir. Yani 7, (4)&, = H, dir.

{7Z¢,H (p,é’gp} Ugliisiine 4 C*- cebirinin GNS gdsterimi denir.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR ve IRDELEME

2.1. Tensor Carpim

2.1.1. Modiillerde Tensor Carpimi

Modiillerde tensor ¢arpimi tanimini vermeden dnce bazi kavramlari verelim.

Tamm 15

R bir halka, (M,+) bir degismeli grup olmak iizere .: RxM — M , .(r,m)— r.m
dontisimil Vm,m,,m, € M ,Vr,r,r, € R igin

i) r.(m +my)=rm +rm,,

i) (n+n)m=rm+rm,

iii) (1, ).m =r.(r,m),

iv) 1, eR ise l,m=m
kosullar1 gercekleniyorsa M’ ye sol R-modiil veya kisaca R -modiil denir ve M ile

gosterilir. Benzer sekilde halka elemanlar ile ¢arpim sagdan tanimlanarak sag R -modiil

tanimi da verilir ve M , ile gosterilir.

Tamm 16
b#Nc M olmak iizere Va,be N,reR icin a-beN,racN ise N’ ye

»M ’nin sol R -alt modiilii veya kisaca R -alt modiilii denir.

Tanmm 1

Sc .M olsun, A = {N | N, .M 'min S'yi igeren R — alt modiih'i} olsun

(A =@'dir. Ciinkii M €A 'dir.). K= ﬂ N, M’nin S’ yi iceren en kiiciik R -alt

NeA

modiildiir. K'ya S ile tiretilen R-alt modiil denir ve <S > =K = ﬂ N ile gosterilir.

NeA
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Tanim 18
N, M ’nin R -alt modiilii olsun, a,,a, € M igin @, =a,(modN) < a,—a, € N bir
denklik bagintisi olup "=" denklik bagintisina gére denklik siniflarinin kiimesi olan

M, = {a +N | aeM } kiimesine M ’nin N ’ye gore boliim kiimesi denir. Ayrica bu kiime

bir R - modiil olup M ’nin N ’ye gore boliim modiilii denir.

Tanim 19
»M ’ye serbest R - modiil denir, eger3S < ,M oOyleki ;M =<S> olup S lineer

bagimsizdir.
Simdi modiillerde tensor ¢arpimi kavramini verelim.

A, sag R Modil 4, ;U sol R Modiil U olmak iizere 4, ve ,U Modiillerinin
tensor carpim1 A4, ve ,U modiillerini yeni bir modiil olusturacak sekilde birlestirir ve bu

tensor garpimi AW seklinde gosterilir. Bu tanimi agagidaki sekilde verebiliriz.
R

Tanmim 20
AxU ={(a,u)|a e 4z,u e LU} kiimesi 4, ve ,U Modiillerinin kartezyen garpimi

olsun, F := AxU olmak iizere F bir serbest Z Modiildiir.
Dy ={(a+a )~ (au)~(a'u)

D, = {(a,u+u’)—(a,u)—(a,u') |a € Ay, uu'e RU},

]
a,a'e A,,u e RU},

T = {(ar,u)—(a,ru) |a € Ay,ue U,re R} ,
olmak tizere,
K:=(D,uD,UT)
olarak tanimlarsak K, F ‘nin Alt Modiiliidiir. Bu durumda 4, ve ,U Modiillerinin tensor
carpimi
AQU =F,
R
ile tanimlanir. Bu durumda (a,u) € F elemaninin F — F, . dogal epimorfizim altindaki

gorlintiisiine a ve u elemanlarinin tensor ¢arpimi denir.
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Yani a ®u = (a,u)+ K Seklindedir

Tanimdan faydalanarak asagidaki 6zelliklerin dogrulugu gosterilebilir.

Va,a'e Ay, uu'e U, z€Z, r€R igin
1) (a+a)®u=(a®u)+(a®u), )
2) a®(u+u')=(a®u)+(a®u'),
3) (ar®u)=(a®ru),
4) 0®u=a®0=0,
) —(a®u)=(—a)®u=a®(-u),

6) z(a@u):( )®u:a®(zu).

Ornek 39. n,meN olmak iizere Z‘ , Ve Z‘ modiilleri i¢in n ve m’ nin durumlarina

gore Z‘nz ®Z‘mz tensOr ¢carpimini arastiralim.

ael,,6 ve be Z‘mZ keyti olmak iizere

Inz
9®0=(a®9)—(6’®u):(a®(mu))—((na)®u):m(a®u)—n(a®u):(m—n)(a®u)

= 0®0=(m-n)(a®u)’ dir. = m#n icin Z,,Q%Z,,={0®0}dr. Bu durumda

sadece n=m icin Z, QZ,,, #{6® 6} olabilir.

2.1.2. Banach Uzaylarinda Tensor Carpimi

Tanim 21

Banach uzaylarinda ki tensor ¢arpimi, modiillerdeki tensor carpimui ile ayni sekilde

tanimlanmaktadir. X\, X,,...., X, ’ler banach uzaylar olmak iizere X,X)X,X)...X)X, ye

X, X,,...., X, nin cebirsel tensor ¢arpimi denir ve X, XX,X)... XX, = XX, seklinde
i=1

gosterilir.
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n n
. . N , . , N
, XX, ilzerinde bir norm olmak iizere (X)X;’ nin || . ||a ya gore

i=1 i=1

a

tamlastirllmasina X, X,,...., X, banach uzaylarmm tensor ¢arpimi denir ve || . ||a -X)X, ile

i=1

gosterilir.

n

A N dogal sayilar kiimesinin sonlu elemanl alt kiimesi olmak iizere Vu € X)X,
i=1

<=

icin X ex . olmak iizere,

Il
—_
~

seklindedir. Vu —Z@xj E®Xl igin

jEA

u=0VfeX 191n[®fj ZHf(xl) : 9)

JjeA i=l

Teorem 11: X, X,,..., X, ’ler banach uzaylarnn olmak iizere (X)X, asagidaki islemlere

i=1

gore bir lineer uzaydir. Vu = Z@uﬁl ,V= z ®v € ®X 1 eC icin

]€A ken'!

w, 'dir, eger sel ise,

"o (0
u®v:=>y ®u§.l) ® > ®vk Z ®w olup burada w!” : { (’1) o i} .
keA v, 'dir, eger selA Iise,

=

Ispat: 1) Vu-Z@u’, :Z ,E’ e@X olmak iizere,

]EA keA' i=1

n

u®dv —Z@uﬁ’ ®Z®1Vk Z®1wl burada W =
IEA keA'' !

vk’)'dir, eger sel ise,
(i),d. - / A' .
v, \dir, eger e ise,

ulgi)'dir, eger lel ise,
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= u®Pv=v®uy ‘dir.

2) Vu—Z@uE’ ,v-Z@vk = Zéf(pl e@X olmak iizere

jEA keA' peA"

O(v®r)= zéuy [;év,@@;ézyj:
€ PE

/eA

{,(;)'dir, eger sel ise,

Zéu’ @ Z@w ,burada w . ,
i=1 E:) 'dir, eger selA ise,

JeA seA"

- ® ») burada "

[ i=1

(@)1 g+ “ .
{uj dir, eger el ise,

wgi)'dir, eger leA’ ise,

uﬁi)'dir, eger lel ise,

0 dir, eger lelA ise,

Il
>7-<Fj

= Z@lrlm , burada r,m :
I i=
) g: - L
, dir, eger lelA ise,

u " dir, eger qeN ise

Z U-hy l®f , burada &) { 1

gen = ped vk)'dir, eger qeN ise

= u@(v@t)z(u@v)@t ‘dir.

3) X, banach uzay1 oldugundan ‘v’xﬁl) eX, 1icin 3J6eX, Oyleki
O, p_ O ogie g & (1) - : »
X, +60 =0 +x; =x; dir.0: Z 6 ® _®2x/. e®X,; seklinde tammlarsak Vf; € X,

j = i=1

. A " n 0 1, lineerold.
icin (gﬁj( )= (@f} 2[9 ®(<:>2x,- D =Z[ﬁ(a)Hﬁ(x_,. )j=o
i=2

J

= Vv= zgv,(f) e XX, icin 0@ v = zgwf’) olsun
k i=1 s

= Vf e X igin (éﬁj(e@v (®f}(2,®1w )=§1jﬁ(wy))
( j(v) olup

:Z]:[ﬁ(@)gf(xg))}zkll:[f(vi) 0+2Hf( ')

N

Vf, e X igin (_(?lfij(ﬁér)v) =(_(>291fij(v) “dir.
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= 0®@v=v-‘dir. Benzer sekilde v 8 =v oldugu da gosterilebilir.
4) Yu= Z§u£’) € @l)X . igin uﬁ.l) e X, olup X, banach uzay1 oldugundan
J =

-1

El(uﬁ.l) )_l € X, oyleki uﬁ.l) +(u§.1)) = (uﬁ.l) )_1 +u§1) =0, ‘dir.

= u'= Z ((uﬁl) )_1 ® ( é@z (uy) )D olarak tanimlarsak

n

Vf e X' igin [g fij(u@u_l)=(él f)[Z@u() @z((u;w X ®(<_i>2 (u‘go)m _
=S ()3 A{() L) =2 () o) L)

Jj o=l

1, lineerold.

Z(fl(uﬁ” +(H§I))_1)Hﬁ(u§i))J=;( AT ﬁ(up)j:

lineerold.__ [
MLZ(OHJ{(”Z )) 0 “dur.

:{l(%f,j(u (—Bu‘l)= 0 olupu®@u' =6 “dir.
Benzer sekilde u~' ®u = @ oldugu gosterilir.
5) Yu= ;é@lup,v = Zklév,(f) € I.C;;?X"’ 1 e C igin
(u®v)= (Z@lu. @Z@vk j ,,,,g@gﬂ :ZS:(,,WEU @[éij] _
= Z(ﬂ“gl) ®(é§2u5’)n Zk:(,uvk ®(® Vi D = uu® py
j
= ,u.(u (—Bv) = puu® py ‘dir.

6) Vu=3 ®u) e X, , s, 4, € C igin
i i=1
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(t418,) (u1u2)2®1u§-")=2((u1u2) (l)®(§u§[)
J J
Tanimdan n o\ | Tammdan no
=M-(Z(ﬂ2u§”)®(gu_§)n=ﬂl-£ﬂz-z_®luﬁ))=ﬂ1-(ﬂz-u)
j

J

= ()= ph.(pa0) “dir.

7) vu:zg%)luy) e ®X, . . 1, €C igin
e i=1

8) Yu= Z@Iuﬁl) e ®X,; iginve 1€C igin
i i=1

no. ' n . Xl B.U.old. . n .
Lu=1 @u}) =Z(1u_§.)®(®2u§”)j=2(1u§)®(_®2u§
j = J ‘ ‘

L 1=

J

= lu=u ‘dir.

= 1,2,...8“den ()X, bir lineer uzaydir. m

Tanim 22

n

X,,X,,....,X,” ler banach wuzaylann olsunlar. Eger (X)X, uzayinda

|| || ®X —)[O +oo) doniisiimii normun 6zelliklerini saglayip Vu = ®u e@X icin

i=1

Qu,

n
|, =
a i=1

= e, e,
o

XX, ’ de Capraz Norm denir.
i=1
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Teorem 12: X,,X,,.., X~ ler banach uzaylan ve (X)X, onlarm cebirsel tensor ¢arpimi

i=l1

olsun.

1) Vu = Zé@luﬁ’) € (>n§Xl. icin ||u||ﬂ = sup{‘élfi(u)
j o i=1 =

‘f[eX:,

f,||j Sl,lSiSn} ise

n
|||, bir norm olup bu norm ®)X; iizerinde bir ¢apraz normdur.

i
i=1

2) M, = inf{zklljuvl(;)ui

v:Zk:évl({")}[vveéXiJ bir norm olup |.| normu

XX, lizerindeki en biiyiik ¢apraz normdur.

i=1

Teoremin ispatin1 vermeden dnce asagidaki uyariy1 g6z 6niine alalim.

Uyan 3: || .

n
, ’da infimum u = E ®u£’) € (X)X, ‘nin biitiin gdsterimleri iizerinden
i=l -
F i=1

alinmaktadir. Ornegin Teorem 11’in 3. sikkindan 6 := ; (6’1 ® ( l=®2 xﬁi) D € ,C>=<1>X ;oldugunu
. 5 _ n /) " .
biliyoruz. Teorem 11’in 4. sikkindan Vv = Zk:,®1v’(‘ e XX\ {9} 1¢in

i=l1

-1 n .
Vo= Z((v,gl)) ® ( ® (V,E') )D seklinde tammlandiginda v@®v™' =@ oldugunu biliyoruz.

Buna gore vO v =( E (%v,({[)]@(Z[(VS) )_l ®((:92(v,(€[) )jD: Zélwﬁ” olup
kT k = s
SZ :1 HWS)H" ) ; :1 (Vl(:) )71

#0-3lelI]

n

I1

1 =2

£ £ 0+ ST

13

31

n
201
k=1

i

N

<0

~olup

‘9:;(91@(,

éxﬁ.") D = z an)l wgi) seklinde farkli iki gdsterim i¢in

AN RN

infimum almak dogaldir.

N

~ seklinde farklidir. Dolayisiyla biitiin gosterimler tizerinden
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n
u|| =inf
V4
j o=l

; u,(:)H_ seklindedir.
=1 !

Ayrica u = Zé)]xy) e XX, ,
i i=l

xg.’) ,- } i¢in 3 ”=Z§1”1(;) e()?Xl.
x iz

gosterimi dyleki ||u||y =

ispat:

N1) Vu:Zé)luY)eQﬂ()Xi igin  |ul, —sup{‘(@f
i i=l

< L1<i< n} >0
oldugu aciktir.

N2) Vus= Zéluﬁl) e ®X, keyfiolsun
i i=1

b, =0 s & 7()

‘ feXl,

f”j Sl,lﬁién}zO@lSiSn olmak iizere,

® /() =

|Ifil, $1igin

0<1<i<n olmakiizere,V f, LS jsliginé)lfi(u):o

A7 <1 igin Zﬁfi(xy)):o (10)

j o=l

||g ||

Ei

|| ||l

= Vg, (26)e X' icin f = i seklinde tanimlarsak ||f||

, , ~1 (10)
le.|

kosulunu saglar.

n

< 1<i<n olmakiizere,V g, € X, \{6,}, i¢in Ei_ (ujf')):o

7 el

< 1<i<n olmakiizere,V g, eX\ A 1g:1n Z[H

QISiSnolmakﬁzere,VgieX\ , 1g1nH

Jall 7

< 1<i<n olmakiizere,V g, € X, \ : lan ZH& (”51 ):

J o=l

< 1<i<n olmakiizere,V g, eXl.* icin Zﬁgi(u(ji)):o

jooi=l
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< 1<i<n olmakiizere,V g, € X, igin @lgl_ (Z@upjzo

J

= Zéuﬁi):O < u=0

N3) Vu= Zéluﬁl) e®X, ve VueC igin
i i=1

Joaa, =3 1) ZZ(“ ”)®(é )D -sup|® [Z(”“y@[@uﬁ”m‘:
T A J 2 A fieX] J =
Al =t
n £ lin.old. n ‘
~supl o L) = supl o )11 -
fieXxi 1 i=2 fiex; 1J i=2
e Il <1
-sup[3 [l (e)] - sup E[ 11 ()| -suplu S T11(e) -
fiex; 17 =1 fiex; 1 i=l fieX] Jooi=l
£l el e
_ [ — - Y[ _
suplﬂlZH () =ledsup|ZTTA () =1l
feX Jooi=l fexi | =l
lli<t Il

= [, =|eal-J], dir

N4) Vu—Z@u_' v—Z@v e®X igin V£, € X, igin

jEA keA'

u®v —Zl(;)lu_g’ ®Z,®1V —Z®w) olmak lizere w()

JeA

(@)1 3¢ - .
{uj dir, eger sel Iise,

v,(c')'dir, eger sel ise,

vk dir, eger selA ise,

n . ; O gj o A ise,
l(?lf (udv)= (Z@w j ZHf(wgl))...,....wi'). {u} S ' e

n n

:ZHf,-(uy))JFZHﬁ(vl(j))=§ﬁ(y)+§ﬂ(v) olup
éﬁ(”®v)=éﬂ(u)+éfl(v)’dlr (11)

i=l1 i=1 i=1

:Vu—Zéugl ,V—Z@V e®X icin

jeA keA'
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1

( ) n n n n
juov], =sup|e f,u0v| =sup|§1(v)+& 10| sup( | 1w+ o 11 -
HffT(q HffT(q Hffjixﬂ
—mu)®f()+sup (V)| =[ull, +[M, yani
feX feX
s 5=

Juev], <ul, +[M, otup

N1, N2, N3, N4’ den || . ”/1 bir normdur.

Simdi ¢apraz norm oldugunu gosterelim. Vu = ® X, € ®X keyfi olsun
i=1

f[fi(x

Ju, =sup(® £ & |~ sup| T .(x)| = supl T}%.(x)} =T Tsup}.(x)|-
f; eX fie*)(i* i=1 f; eX i=1 i=1 f; eX
e e e e

n
=TIkl =l Pl -1,
= Jull, =Pl %

n

2) Oncelikle |u = inf{ n
j o=l

u =ZICZDI ugi)}(‘v’u S @Xij ‘nin bir norm
i i=
oldugunu gosterelim.

NI1) YVue (;gxi icin ||u||7 > 0 oldugu agiktir.
i=1

N2)Vu = zi@lxs) € XX, olsun oyleki ||u||7 =0 olsun. Gosterilmesi gereken Vg, € X;
k i=1

icin @1 g;(u)=0 oldugudur.

||u||y =0 @inf{ZﬁHxS)H } OugsElu Z®X € @X gbsterimi dyleki ZH H =0
k i=l i -1
=Y iGinﬁHXEi)H. =0 < Vj i¢in Elij € {1,2,...,n} Oyleki xg”)‘ =0
i=1 ! i

i

< Vjicindi; e {1,2,...,n} oyleki sup

f (xﬂ‘f))‘ — 0] igin 3i, €{1,2,...,n} dyleki
fieXi*
e

fi(xgij))‘zo

|| fi”? <lolan Vf, € X; igin
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MH
e

Simdi Vg, € X:\{@i} icin f, =g— seklinde tanimlarsak || || -8

lai| laill |

olup bu sekilde tanimladigimiz f, := g— yukaridaki kosulu saglar ,buradan

il
& Vj igin 3i; € {1,2,....n} dyleki Vg, e X; \ {6} igin | gi”* (X(jh)) 0o
g,
< V] igin Ji e{l,2,...,n}6yleki Vg, e X/ \{0 }19111 (XEIJ))‘ PN

& Vj igin 3i, e {1,2,...n} dyleki Vg, € X, \[8]} iin g, (xgiﬂ):o =

& W iginveg, <X\ (¢} isin [T () =0 <= va, € X\ {6} iin X[ To, () =0
i=1

j o=l
Diger taraftan g, = t9i* ise ZH g (X(ji’)) =0 oldugu agiktir.
joi=l
©)

< Vg, € X/ igin ZHg( ) 0 < Vg, eX, 1g1n®g() 0=u=6

j o=l

Yani ||u||y =0< u=40"dr.

N3) vu=3 ®ul’ e ®X; ve VueC igin
i i=1

3 s8] -ne Sl 11

]

e, =

uy oul
i

o] |-

4

—mf{zwmu H} |ﬂ|mf{ | -"HT}=IﬂIHUHy

i=1

N4) ‘v’u—2®u5' V= Z@v e@X i¢cin
jeA keA'

_IS @t
boul, [z o 2| - [réw

il

ot S+ ST }-mf{znu e {(STTRL 1l o,

’dir.
V4

= Ju@v], =[ul, +[vl, = Juev], <ul, +|v



44

N1, N2, N3, N4 den |.

n

,» X, tizerinde bir normdur.
i=1

Simdi || . ||y ‘nin bir ¢apraz norm oldugunu gdsterelim.

n n n
vu=8u, Ei@x‘ igin [l :‘i@l”i

:inf{ﬁ”ui”i}’ dir. = Uyar1 3’ den
¥ i=1

Ju= 'élvi € éxi gosterimi dyleki ||u||y = llI”Vi > dir.
= i=1 i=1

= || . ||7 bir ¢apraz normdur.

Simdi | .

, ‘nin @)Xi tizerindeki en biiylik capraz norm oldugunu gosterelim.
i=1
n

” . ”a :@X; = [0.+) keyfi bir ¢apraz norm olsun
i=l

n n ) n
VU e @®X; i¢in ve U’ nun VU = zi(?lug') E@Xi gosterimi i¢in
i=

i-1 ]

®ul)
i-1 !

luf, = |-|l. sapraznorm old.ZﬁHug”H
a j i=l

Téu

>
ol 2 S]] -l

|| . ||a < || . ||7 ‘dir. ||||a keyfi bir capraz norm oldugundan || . ||7, QZ)Xi iizerindeki en biiyiik
i=1

capraz normdur. u

2.1.3. C*-Cebirlerinin Tensor Carpim

Tanim 23
AL A,..., A ler C*-cebirleri olsunlar, bu takdirde A, A,,..., A, ler banach uzaylaridir.

n
Bu durumda (R)A tensér ¢arpimi banach uzaylarinda ki tensor ¢arpimi ile aym sekilde

i=1
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tanimlanir. Dolayistyla (>n§A iizerinde || ) || , Ve || . ||y seklinde en az iki norm mevcuttur ve
i=1

n

A ’ nin bu normlara gore tamlagtirilmasi da banach uzayidir.
i-1

Teorem 13 : A, A,,..., A ’ler C*-cebirleri olsunlar, bu takdirde (X)A asagida tanimlanan

i=1

islemlere gore bir *-cebiridir.

VU:Z_(%IU?),V:Z(%VS) eé)A iin
i T K '© i=1

Vu*:(zj:i(?lu(ji)] ::Zj:i(?l(u?))
Ispat:
Cl) YueC igin

]

[W*‘“”) & m Zéw )( [Z®“M2®“]

= s1.(UoV)=(gu)ov dir. Benzer sekilde p.(uev)=uo (V) ‘da gosterilebilir.

- Zjlzk:((,u(ug‘)vﬁ') )) ® (I_(;)z ugi)vs)DL{:enZ;((ﬂug” (v,((l) )) ®(I_®2 utiv D -

C2) vu=Y ®ul,v= Zk:i®lv£‘),t =Yete ®A isin
i i=

p

=}

o= 38 [ 280 30 |- Z8u [ Zw |-y u -

P S
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= Uo(v®t)=(uov)®(uot) ‘dir. Benzer sckilde (U®V)ot=(Uuot)®(vot)oldugu

gosterilir.

—[[z.&aue”jo(;éaij]{zéts?]—<uov>ot

= Uo(Vot)=(uov)ot ‘dir.

n n

*: QA — XA Doniisiimiiniin involusyonun sartlarini sagladigim gosterelim.
i=1 i=1

i [(zw )} :=[;s%a<uﬁi>>*j*=zé(<usi>>*)*:

Yani (pu)*= uu” dir.

(*-3) ( u@v (Z@uj Z,S%Vi”] =[Z§W§i)] :Z‘é(wgi))*:

jeA keA

(Zl@)l(uﬁ' ) ®Z§(VE))*JZU*@V* yani (U®V)*=u*®v*

jeA keA
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Yani (UOV)*zu*oV*’ dir.

= CI, C2, C3 ve *-1, *-2, *-3, *-4 den (XA bir *-cebiridir. W

i=1

Tamm 24
A A,...,A ler C*-cebirleri olsunlar,

||aQn<)A1 —[0,+00) bir norm olsun, eger
i=1

n
YuvedA icin Juev, <[, M

U =[] ise ||, va QA iizerinde
i=1

C*- norm denir.
n n
Genelde (XA tam olmayabilir. (X)A 'nin ||||a’ ya gore tamlastirilmasina
i=l i=1

ALA,..,A C*- cebirlerinin tensér ¢arpimi denir. ||||a—®A Seklinde gosterilir ve
i=1

I-]l. —®A bir C*- cebiridir.
i=1
Lemma 2: A bir C*-cebiri olsun bu takdirde Va e A, igin |[a]| <1'dir <a* <a' dir.

Teorem 14 : || |

L éAi > de bir C*- norm olsun, bu durumda || . ||a < || . ”7 *dir.
i=1

Ispat: Vb, € A keyfi olsun ve 0 <b <1, olsun. Esitsizligin her tarafindan norm alirsak

0<|byl <1 elde edilir. Lemma 2’den b’ <b, ‘dir.

= ®b> =’ ®b} ®..0b <b ®b, ®..®b, =8b, olup

n

®b

i=1

®b’ <®b, “dir. Tekrar Lemma 2’yi kullanirsak
i=1 i=1

<1 “dir. (12)
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Simdi Va, € A keyfi olsun. Eger 3i, €{1,2,...,n} i¢in a, =6, ise
olup ||||a S||||y esitsizligi dogrudur.

Va, e A\{6,} i¢in b = seklinde tanimlarsak b’ ler Lemma 2’ nin sartlarini

a g,
aal,
I

<1 ‘dir. Buradan

saglar ve (12)‘den
- IHa H

Qaa <1°dir.

fIHa al
i=1

(_(%aij O('C%aij ‘dir. || . ||a ve || . ||7 C*- norm olduklarindan
/4

SENRCY YR Y

=VUe ®A1 icinve U’'nun VU= Z@u gosterimi i¢in

i=1
noG 13)
o o]

ul, Hz <sfeur] £
]
ol < mf{znuuﬁ”u} o, = Jul, < ||u||y -

j =l

2

=}

< “dir. (13)

e

a y o

n

®

Tanm 25

n

A, A,,...,A ler C*-cebirleri olsunlar (Q)A onlarin cebirsel tensor garpimi olsun, bu
i=1
takdirde,
ue @A olmak iizere Fu,,u,,...,U, e@A Oyleki u —ZU ou; ise U' ya ®A
i=1

j=1

da Pozitif eleman denir ve U > 0 ile gosterilir .
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@A 'nin pozitif elemanlarmin kiimesi (@A] = {u e®A |u=0 } seklinde
+ i=1

i=1 i=1

gosterilir.

2)p: QA —C lineer doniistim olmak lizere ¢ ye pozitif donlisiimdiir denir : <
i=1

Yue (@Aj igin ¢(u)>0" dir. Bu durum ¢ > 0 seklinde gosterilir .
i=1

+

Eger ¢ >0 ise Vu,ve [@Aj icin

D o(u*)=g(u),
ii) ‘(p(v*u)‘2 <p(u*u).p(vv)' dir

Ikinci esitsizlige Schwartz esitsizligi denir.

Teorem 15: A, A,,...,A ’ler C*-cebirleri olsunlar, ¢ :A — C pozitif lineer doniisim

olsun

e N ) A
(/).—i@:@l(/)i.@l)A —-»C ,Vu—zj:ié_@luj e@A i¢in

. U L= S TTo (u?) sekli - "
(/)(u) = IC>:§I ®, (ZJ: IC>:§] u; J = lel:l[ o, (u i ) seklinde tanimlansin, bu takdirde ¢ pozitif
lineer bir doniistimdiir.

Ispat: Oncelikle ¢ :XA — C lineer oldugunu gosterelim

i=1

vu :Zgu(j‘),vzzk:i@f)lvf) G_@?A ve Yu eC igin
j =

J s i=l

p(udV)= ¢((Z§u2”}@(§évg)n - gp(géw&)j =S T (w")=
=S TTe (")« XTTa () =0(u) - o(v) dir

j o=l

= p(U®V)=p(u)+e(v) ‘dir.

o) =o{ w3t o ot |- St )o(00)-

i
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i Zj:(% () To (“?)U% Iin.md.ff‘ﬁ 0, (u7)= X[ T (o) = ()

i=2 i joiEl

= ¢(uu)=pp(u)
= @ Lineerdir.

Simdi ¢ 'nin pozitif oldugunu gosterelim.

u >0 keyfi olsun =3u,,u,,...,u, € @A Oyleki U= ZUTUJ- > dir. Ote yandan u; € ®A
i=1 j=1

i=1

oldugundan u i = E _(>n§lx,£i_) seklindedir. Dolayisiyla
k]- = ]
us= i{z.él Xi?] O[Z.C%XS)] = §m 3> _®l(x£‘_) ) (x@) Seklindedir.
i= J - K i= i j

= p(u)= ¢£i;2é(x£:) ) (Xﬁ? )] _ izzﬂ% ((xﬁ'l) ) (XS,.) )jwmz.om. ;

= p(u)=0 = ¢ Pozitiftir.

Teorem 16 : A A,,..., A ’ler C*-cebirleri olmak lizere

S, =S(A):= {(pi A —>C ‘gpi lineer, pozitif ve ||(pi || = 1} olsun.

|| . ||a : (;gA - [O, +oo) dontistimiinii soyle tanimlayalim V ue (>n<)l A i¢in
¢ ia =

n

1
®p, (vu'uv) ’

||u . = Sup 'Zln— o halde || . bir C*-normdur ve ||||l S” o S””y dir.
o5 | @ (v
®1(/>,(V v)>0 i=l
veé@lA

n

Ozel olarak || .||a0 , @A' de gapraz normdur.

i=1

Not 2: Buradaki S;:=S(A)’ye A’ nin durumlar uzay: denir. S, nin elemanlarina A ’de

durumdur denir.
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(p"ll

ispat: ‘v’ie{l,Z,...,n} i¢in {ﬂ@,Hw‘,f@} A’ nin GNS gosterimi olsun{®7z ®H }

@A ° nin *- gosterimi olsun, bu takdirde (7)’den bilindigi gibi Vue(RA icin

i=1

n 2 @@ (VU*uv
I(>=§17r¢(u) = sup # dir.
i(i@](p,(v*v)>0
= |ul, =sup|®z, (u)| dir. (14)
P €S

Operator teorisinden A bir operator olmak {izere ||A|| sup<A§ 77> <A§0 , §O> (15)

4
u

<1
<1

Simdi .| ’in bir norm oldugunu gosterelim.
0

N1) Yue QZ)A1 i¢in ||u||a > 0 oldugu aciktir.
i=1 0

(14)
N2) UE®A keyfi olmak tizere ||u|| =0olsun <sup

3 &, (1)

=0 ‘dir. ©Veg €5,

@ €S;

icin i@l”‘”' (u)=

0 ‘dir & ®7r , (U) bir operator oldugundan ve (15)° den

i=1

n ()
®7 ®§ ,®§ =0 < V¢ €S, igin ®1¢)i(u):0©u:t9
-

i=1 % =1
o %

N3) Vue®A ve VueC keyfi olsun

i=1

n
=V €S ve Vve A igin

i=1

Teorem 13?;91(/% ((Zy).v*u*uv) _

n

é(p‘ (v* (peu) (y.u)v) -®0, (v* (;.u*)(y.u)v)

i=l1

]

-Ganof viw)-Bol 1 | ZE0T -ZE(u1) - Thut TE ) -
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w( SEI () () i j ¢{zzzzm Hﬁfﬁwq=
JoJ
S0 ZES ) 41 )00 )it -
() W

J k

T T

o, lin.old.

SF S Il (o) (o) 0 ) -

:|ﬂ|21_(’>:7§1(pi(.v*u*uv) = l_(égoi(v*(y.u) (,uu ) |,u| ®g0 (vu uv) "dir. (16)
®p (v (ua)*(u. 16 2@ (v’
simdi = uu}, = sup | =" (vn(ﬂu) () 129 sup d ‘;IQ(VMV) =
oS, ® (v*v) o<S ® (v*v)
8qv'v)-o =l ®,(v'v)>0 =1
veiiélA[ vei:élA,-
é(pi yu'uy
=l sup [ﬁ] o Yo, = (L., )
9<Si Y
vk 2907
ve® 4

‘dir.

2
) = D =l

= ! = (|,
N4) V u= ZCSDIuﬁ’) V= Z(fblv,({i) € éAi igin
J T K i=l

(14)
—sup

P, €S;

: 216 |l =
b, (zent]|-

[« @+, =
a4y

i lzie) fpie
J k % s o

P (311 )

j o=l

-sup| SfTr. (+)) -su

@€ r

wsup| [T (4|l 4 -sup [T () -sup| T -
14

(=||u “ > dir.

- “u a ’ dir.
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N1, N2, N3,

n
. X4, iizerinde bir normdur.
i=1

Simdi .|’ bir C*- norm oldugunu gosterelim. Vu,v e @4, i¢in

i=1

C*D) Vu= ®u ,v=3 @ e ®4 isin
j o P i=1

(14) n n
uev], =sup|@z, (uov)|=sup|®z, ()@, (v)| =
,ES; Q,E€S;
—sup{ll 7, (w)||®7, (v )}==sup ®7, (1) sup|e, (v) , dir.
®,€S; @;€S; @;€S;
= |ueov|, :||u ; .
C*2) Y u =Z(:§1u§i) e()ngAi i¢in
i i=1
* (14) n * * n " n
b eal, “supler, (v cu)|-supfor, ()87, (0] -sup|[ &, () £, (w)-
@;€S; @,E€S; @;E€S;
z ,, 2 ,7 ’ (14)
=sup ( 7, (1 )) =sup (5?1%, (u)) =|sup [5?1%(“)) —lul.,
PES; 2N PES;
= Huua = |; "dir.

; bir C*- normdur.
0

Simdi |||| N £||.||ao S||||y oldugunu gosterelim. Teorem 14 ‘den ||||a0 3””7 oldugu

biliniyor || || <|| || oldugunu gosterelim. Vue@A icin

i=1

Juff —sup{‘@f C<Ll<i<n }:

n n 2 Schwartz es.
:sup{@gpi(uogaij ‘ . €8,,a, € 4, |a,| <1,1<i< } <
Swp{é%(uou*)é(pi(é(ai)*aij o

-sunffo(ues' o €5, JsnEo (80 a o

27

}:

—_

<n }’dir.
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Diger taraftan ¢ : X — C bir durum ise

o). Jo(v)

I

1=l = sup =lo(x) < = o(x) <[

buradan eger x bir izometri ise ¢(x*x)<|x*x|| <1 oldugundan
= ||u||2 < sup{i(%goi (u ou*) |, €S, }S sup{<i(’>_7§l7z¢i (u*ou)éfwi,§§¢i> |, €S, }=

(14) o

%

u < ||u|| > dir.
Q /4

@7, (u*ou)

= [, <[

= [l <l

2
%

2
< ||u
A

%

Sonu¢ 2. A,A,,..,4 ler C*-Cebirleri ve 1<i<n igin f €4 olsun, bu takdirde

— 1,

n n n n
X4, tizerindeki ®1 /; lineer fonksiyoneli ®1 f H = H” f ||j normuna gore (X)4,  uzayma
i= i= i i=1

i=1

bir tek lineer doniisiim olarak genisletilebilir.

Teoreml6 n "
2
Jell, < TTNAD, Jel, >
i=1

<

®f

Ispat: Vu e @4 i¢in |® £, (u)

e iR

= l@j fis @Ai a genisletilebilir.

2. 2. Niikleer C*- Cebirleri

Tanim 26
A Bir C*-cebiri olsun. Eger V. B C*-cebir 1 igin A) B nin yalniz bir tek C*-
normu varsa A "ya Niikleer C*-cebiri denir.

Bilindigi gibi AX) B de en az bir tane C*-norm (||||ao) mevcuttur. Dolayisiyla

tanima gore, 4 Nikleerdir < V B C*-cebiri ig¢in A) B nin her C* normu ||

%

normuna denktir.
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2.2.1. Sonlu Boyutlu C*- Cebirleri

M bir C"- cebiri olsun. Eger M bir vektdr uzay1 olarak sonlu boyutlu ise, M ye sonlu

boyutlu C” - cebiri denir.

Teorem 17: A bir C*-cebiri, n € N olsun. Bu takdirde M, (C)®&)4 nin bir tek C*-norm

i1,
umeveuttur ve M, (C)®4 =M, (C)R4 dr.

Ustelik 4 B(H) ise M, (C)@d4 =M, (4)c B(g Hj > drr.

Ispat: W*- cebirlerinden bildigimiz gibi

X W#*- cebiri [, -tiptendir < El{el.].}l?' | € X clemanlar ailesi mevcuttur Syleki
i f; i

. . ko ¢ 1 n 9 .
e;e, =0,e, (yani kendi aralarinda ortogonal) ve ¢, =¢, ‘dir. {e@.}.}‘j:, X ’in kanonik

Hamel tabamdir. Ote yandan M, (C) I, -tipten oldugundan VxeM, (C) igin

3{/1}7 cC oyleki x= z/ie "dir. Burada {eﬁ}"l‘ M, (C)’nin yukaridaki sartlar

Ui, j=1 Vi j=1

saglayan kanonik Hamel tabamdir. Vu € M, (C)® 4 igin u = e, ® a,, seklindedir.

¢:M, (C)RA—>M,(4), ¢(u)= (al.j) ile tamimlana ¢ doniisimi  bir *-
izomorfizmidir.

lj’

Gergekten Vi =Y e, ®a,,v="> ¢, ®b,eM, (C)®4,VueC icin
iJ

i,Jj

D) p(u®v)= ([Ze ®ai,]@[;ey®bﬁn (Ze ®(a, +b, )j
#(a,)+9(b,)

Il
—_—~
8L
=
+
N~y
~—
B
Il
—_
<
=
~—~—
B
+
—_
S
=
~—=
Il

= ¢(u®v)=9(a,)+4(b,) dir.

2) ¢(pu) =¢[ Ze ®aij‘)=¢(zeif®('uaii)]:('ual/>,] - =f“(aif)zj»:1 =y (u)

= ¢(pu) = pp(u)’ dir.



56

3) g(uov) ([Ze ®aJ (;est@b“j] (ZZ(e ®a,)o(e, ®b, )J

i,j st

{Z €€ ®al]bﬂ} (Zeit ®CﬁJ = (.,ZIC”J (Zay /t] = (aij )ijl <bjt)’;,t:1 = ¢(u)¢(v)

L]t i,j,t

= ¢(uov)= ¢(u)¢(v) ‘dir.

4) ¢(u*)—¢{ eii®ai,] ]—qﬁ[Ze”*@aU J (Ze ®a, } ( .'*)jj=1 =
=((aij):i_]) = p(u)* = p(u’)=p(u)* dir
5) ¢(u)=¢(v) olsun, = ¢[Zel.j ®a[jj:¢[2e[j ®b[jj "dir. = (ay. )ZH :(b%.].)fj:l
= Vi,j i¢in a, =b,* dir. :Ze ®a, —Ze ®b,'dir. = u=v ‘dir. = ¢ Birebirdir.

eM,(4)i¢in u=>Ye ®a; M, (C)®A olup

i,j

6 ¥(a,)

i,j=1

[Ze ®a, j ( )l, l’dir.
= ¢ Ortendir.
1,2,...,6" dan ¢ bir *- izomorfizmidir.
Ote yandan M, (A4) bir C*- cebiri oldugundan ve ¢ bir *- izomorfizmi oldugundan
M,(C)®4 ‘da bir C*- cebiridir. ||||0[0 C*- norm oldugundan Teorem 21 ‘den

Il

M, (C)®4 =M,(C)RA’ du.

Sonug 3: V ne N igin M, (C) C*-cebiri niikleerdir.

Teorem 18: A4 sonlu boyutlu bir C* cebiri olsun. O halde 4= _(JiBani (C)’ dir.
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Not 3: Burada C—f)] M., (C) ’deki @ toplami direkt toplam veya matrislerdeki toplamdan

jk

farklidr. .éBl M, (C):= {(a(l))n . @(agi) )n . ® ...@(aglr())n )

(aV) em, (c)} seklinde

r = Hr i

bir gdsterimden ibarettir.

Sonug¢ 4: A sonlu boyutlu C*-cebiri olsun, o halde A niikleerdir.

Ispat : A sonlu boyutlu C*-cebiri oldugundan Teorem 18’den A= ® M, (C)’ dir.

j=1

VB C*- cebiri icin A@B:émnj( )®@B=(M, (C)eM, (C)@...@Mm(c))@Bg

(M, (©)@8 o[ M, (C)@8 |@...0( M, (€)@ |Teorem17

~(M, (B))® (M, (B))®..®(M, (B))=@®M, (B) di.

j=

= Vue AR B igin(Bj)eMnj(B) olmak iizere u:é(Bj) seklindedir.

=l

Diger taraftan  Sonug3’den M, (C)  C*-cebiri niikleer  oldugundan

Vjigin M, (B) nin C*- normu tektir. Bu norm (B (s) ©lsun, bu durumda

normu A) B ’de bir C*- norm olup

A®B

||u|| Ao - ZH H sekhnde tanimlanan || ||

tektir.= A Nikleerdir. B

2.2.2. Degismeli C*-Cebirleri

Q yerel kompakt Hausdorff uzay1 olmak iizere
Cr(Q):={f:Q—>C | fsreklive f () =0 |
olsun. Yerel kompakt uzayda maksimum ve supremum mevcut olup esit oldugundan f
fonksiyonelinin normu

| ] =max|f (x)| seklindedir.
xeQ
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Burada f(0)=0:= Ve >0 igin IK < Q dyle ki K kompakt ve VxeQ\K igin

| (x)| <& seklinde ifade edilir.

Tanim 27

A bir C*-cebiri olsun,
Q= {a) :A—>C |o#0,w lineer,o(ab)=w(a)w(b),va,b e Aigin } kiimesine A C*-

cebirinin spektral uzay1 denir.

Tanim 28

A bir C*-cebiri olsun,
P(A):= {gpeS(A) ‘ p=2p,+(1-2)p, :p=0,=p, , 1€[0,1],0, 0, eS(A)} olmak

iizere P(A)c S(A)’ ya A’ nin saf durumlar uzay1 denir.

Teorem 19: Fonksiyonel analizden bilindigi gibi

1) Q kompakt' tir<> 1eC; (Q) dur.

2) C; (Q) degismeli bir C* cebirdir [1, s71].

Teorem 20: A bir degismeli C*-cebir i olsun, A=C;" (Q) *-izometrik izomorftur[1, s73].

Teorem 21: A bir C*-cebiri olsun (||.||normuna gére), ||1 A da |||| normundan farkli
bir norm olsun 6yle ki Va,be A igin
asb], <a] [b],. [a*al] =[a]} olsun, bu takdirde |, =|.|* dur.

Ispat: 1e A oldugu kabul edilebilir.
Vb € A keyfi olsun yleki b=b" olsun, B := <l, b) A’ nin 1 ve b ile tiretilen C*- alt cebiri

=l

olsun, 2, B’ nin spektral uzayi olsun, B, :=B " ve Q,, B, ’in spektral uzay1 olsun

¢ dir.

={p | PEQ}=0Q" dir. =[], = max|e (%) =max|* () =[p

[bl, <ol )
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. . 2 (17) 2 .
= VaeA i¢cin ||a|| = — 1 > dir.

a‘a
——

a‘a
——

=

1

= [a]=]a

l’ dir. ®

Teorem 22: A A,...,A, ‘ler C*- cebirleri Q2,,Q,,...,Q2  ‘ler kompakt hausdorff uzaylar
ve A =C(€;) olsun, bu takdirde QA *nin C*- normu tektir.
i=1

Ispat: Gergekten V i e {1, 2,..., n} icinA =C (Qi) oldugundan ve Q, kompakt oldugundan

Teoreml19 ve Teorem 20°den A ‘ler degismeli ve birim elemanli C*- cebirleridir. Bu

-l
durumda (XA degismeli ve birim elemanli C*- cebir oldugu gosterilebilir. ||
i=1

(Z’

n e 1%
XA ’de keyfi bir C*- norm ise (X)A ’ da degismeli ve birim elemanl C*- cebirdir. Q,

i=1 i=1

—],

®A ’ nin spektral uzay1 olsun, Q=Q, xQ, x...xQ_’dir. Bu durumda

>
1N

C(Q)=C(Q,xQ, x...xQ, ) dir. Diger taraftan ||||a0 -C%)A ’de C*- norm

—
oldugundan ®A  =C(Q)=C(Q xQ,x..xQ, ) dir.

i=1

n H : Haﬂ H Ha Teorem21

= @A sg_”?A — |

n
. dir. = &A ’*nin C*- normu tektir. W
i=1

a, || .

Teorem 23 : , € A ,1<i<n birim elemanli C*- cebirleri olsunlar,

], @A de C*
i=1

—],

A, nn QA ye kisitlanigt olsun. Eger ¢, QA
i=2

norm olsun. Varsayalim ki || . || 5o
i=1

n i
lizerinde bir durum olup f ()= go(.@ ® ij’ A iizerinde saf durum ise (A  iizerinde

i=2

bir tek y durumu mevcuttur 6yle ki ¢ = f @y’ dir [1].
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n

Sonuc¢ 5: ;€A ,1<i<n birim elemanl C*- cebirleri olsunlar, ¢, XA’ de bir durum
i=1

olsun. Eger 1<i<k i¢in f, (.):zq)(.®® j),(ksn) A iizerinde saf durum ise

j#i

k n
Q= @1 f, ®y seklindedir. Burada v, (X) A iizerinde durumdur.

i=k+1

Ayrica ¢ fonksiyoneli QA iizerinde ||.| normuna gore siirekli ise w, &®)A
i=1

i=k+1

k
tizerinde ||V|| 5= H@I . ®V|| normuna gore siireklidir [1].

a

Teorem 24: , €A ,1<i<n birim elemanli C*- cebirleri olsunlar, k <n olmak iizere

ALA,...,A c‘lar degismeli C*- cebirleri olsunlar. Varsayalim ki || ,» @A tzerinde C*-
i=1

—|,

norm, @, XA tizerinde saf durum olsun. Bu takdirde ¢=f®f,®.&f ®p
i=1

seklindedir. Burada 1<i<Kkigin f(.):= (p(.@ ® .), A iizerinde saf durumdur.

jzi I

= Wve @A igin V], - H® ®v

i=k+1

k
olmak iizere y (V)= go(@_@l i ®V) bir tek saf durum

I,
olarak (X)A ’ ya genisletilebilir [13].
i=k+1
Lemma 3: A birim elemanli C*- cebiri ve S(A) onun durumlar uzay: olsun. E < S(A)

dyle ki E,o(A* A) kompakt konveks ve Vh=h"eA i¢in FpeE dyle ki

@(h)=max {4} olsun. Bu durumda E = S(A)’durl, s183].

leo‘(h)

Lemma 4: A ,1<i<n C*- cebirleri olsunlar,

n
1, » @A tizerinde C*-norm olsun. Bu
i=1

takdirde ||, 2., & Vg <S(A).1<i<n igin ¢, .

||a > ya gore stireklidir.
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Ispat:"="||.| =|.

olsun, =Vue®A i¢in ve Vg eS(A)l<i<n igin
i=1

£}

2

; durum
= |u A, ya gore  smirhdir.

n
<ful, = 2.

@,
)}

é(oi (U)

)

sonug2 _ N
< ol
i=

= _(>_91g0i,

-, ya gore stireklidir.

"="Vp eS(A)l<i<nign  ®gq,

, o e o
||a ya gore siirekli olsun,

:>Vu,v€@n<)A V#0 icin él(ﬂi (V*(Hu*uu —U*U)V)ZO’dlr. Teorem 15’den .(:91%
i=1 1= a i

lineer oldugundan

= |uu ) iQE)l(pi (v'v)- i6:<>l(pi (V'u'uv) =0 dir.
) _(>n§(pi (v'u'uv) "
=|uu| 2= ——— ., vve ®A\{0} keyfi oldugundan
“ i@g(pi (V*V) i=1
C:Q d u’ eorem
Hu*u ) ZSHPM i 16||u||; = .. C*- norm oldugundan
ve iéA ggpl (V V)
v¢¢9:1

|u ”i = ||u||; = ||a 2 ||||m0 *dirm

Teorem 25: Q,Q,,...,Q_  ’ler kompakt hausdorff uzaylar1 olmak iizere 1<i<n-1 igin

A =C(Q) olsun, e A,,birim elemanli C* -Cebiri olsun o halde R)A iizerinde bir tek
i=1

|| . ||a C*-normu mevcut dur.

Ispat: |.| , ®A iizerinde keyfi bir C*-norm olsun, Vf, e Q; (I1<i<n-1) keyfi ve sabit

i=1

olmak tlizere

éfi eS(@n()Ai],

i=1

||a 'ya gore sﬁrekli} olsun.

E::{fneS(Aq)
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vh=h"eA alalim B, { n,h} ile iretilen alt cebir olsun, yani B:= <{ n,h}> olsun

=B, A, C*-Cebirinin degismeli *alt cebiridir. y (h):= }12%(){/1} seklinde tanimlanan v

dontligiimiiniin tim B’ ye genislemesi l//_B olsun. Bu durumda Vb =3 zh“ € Bigin

ve (D)= 4 ('//B (h))ki olup Biizerinde bir durumdur. Ayrica B degismeli oldugundan

n-1
Teorem 22” den (Y)A (X)B ’ nin bir tek || . ||a C*-normu vardir. (18)
i=1 0

Diger taraftan || ,» @A uzerinde bir C*norm olup (I18) den
i=1

o (N Il
RAXB =XAXB  dir.
i=1 i=1
y/_B , B lzerinde bir durum olup B, A ’nin alt vektor lizayr oldugundan Hahn-

Banach genigletim teoremine gore z//_B min , B' den A, 'ye durm olarak tek bir genislemesi
mevcuttur. Bu genislemeyi f, ile gosterelim.

f.eS(A)c A, <A’ dir. 1<i<n-1i¢in f eQ cS(A)c A <A oldugundan

—,

n n
sonug¢ 2’den ®] f, doniisiimiiniin (X)A ' den A  ° ya tek bir genislemesi mevcuttur. Bu
= i=1 i=1

—,

genislemeyi ¢ ile gosterelim, yani ¢: (XA  — C bir durumdur.

i=1

j#i

Agikga 1<i<n-1 ig¢in f, (.):zgp(.@@ j)’ dir. Diger taraftan f,(.)e; olup

— |,

1<i<n-1igin A degismeli oldugundan f, € P(A) saf durumdurve p:®A ——C

i=1
durum oldugundan ¢, QA lzerinde || . ||a “ya gore stireklidir. (19)
i=1

f , A de durum oldugundan f €S (Ah) dir. Sonug 5 den f, siireklidir. Diger taraftan

(19ydan f eE’dir. ECS(A,), O'(A*,A) kompakt ve konveks olup Lemma 3’ den

E=S(A,)’dir. E’nin tanimindan ®f,,

,  ya gore sirekli, f ’ler keyfi, sabit ve
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f,€S(A,) oldugundan V¢, eS(A), 1<i<n igin é(pi,

. ||a’ ya gore streklidir.

Lemma 4’ den || . ||a > || .

> dir. (20)

%

—.1,

Simdi é()Ai > de || . ||a < || . ||a oldugunu gosterelim. ¢, QA kiimesin de keyfi saf
i=1 0

i=l

durum olsun. Teorem 24’den qoz@l f.,f,eP(A),1<i<n seklindedir. Bu durumda

VU e Q:)Ai icin
i=1
‘Lu:)ﬂ#\*
2 * * n " V)<A n .
|| ) ||a =H uu | = S:l—pMa ((p(u u)): fizl;&)g f, (u u) < fsip |C>:§l f, (u U)S
‘/’Ep[i@?’* ] I =1
Teoreml6

n ., \|Teoremiz, =R . X 5 , ,

Sfisi\ggfi(uu) = Juu], < |uu %:HuuHi:”u W2l <,

£ =1
n n
=vue@A din Juf <ful, =[] <[], = @ den .| =[], = @A

nin C"- normu tektir.|

Lemma 5: A birim elemansiz C*- cebiri A" := A+C.1 olsun. B bir C*- cebiri olmak

uzere || . ||a AX)B ’ de bir C*- norm olsun, bu takdirde

I H I H
I+l I+l

AVRB =AR®B +IR®B olup

X

I, =1 s,

ue AXB,

B 31}, vxe AV®B.

Sonug olarak VvV C*- norm AXB’ den A(1)®B’ ye tek bir C*- norm olarak

genisletilir [1, s206]

Lemma 6: A birim elemansiz C*- cebiri A" := A+C.1 olsun. B keyfi bir C*-cebiri olsun
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1) || Y A(1)®B ‘de Maksimal C*- norm ise ||||a . ARB ‘de Maksimal C*-
normdur.
i1) || 5 AX)B’ de Maksimal C*- norm ise || 5 .|ﬂ'n1n A(1)®B ‘¢ ye tek olan

geniglemesi olmak {izere || . |

5o A(1)®B’ de Maksimal C*- normdur.

iii) ||.|,, A”®B ‘de minimal C*- norm ise |.| . A®B ‘de minimal C*-
normdur.
iv) || 5 AX)B’ de minimal C*- norm ise || 5 .|ﬂ'n1n A(l)®B ¢ ye tek olan

genislemesi olmak iizere || | 5o A(l)®B’ de minimal C*- normdur.
Ispat:

1) || A(1)®B ‘de Maksimal C*- norm,

g AXB’ de keyfi C*- norm olsun,

a’

A(1)®B ‘de Maksimal C*- norm

| , i AY®B tek olan genislemesi olsun. | .

a)

E)

oldugundan || . ”B S” . ||a ’dir. Bundan dolay1 || : ||ﬂ < || . ||a = || . ||a . AR)B ‘de Maksimal

‘A@B ‘A@B

C*- normdur.

ii) | .

5 AX)B’ de Maksimal C*- norm olsun, Y A(1)®B ‘de Maksimal C*- norm

ise, 1)’den ||||a AXB ‘de Maksimal C*- normdur ve ||||a :||.||ﬁ >dir.

‘A@B ‘A@B

de Maksimal C*- normdur.

|ﬁ "nin A(1)®B tek olan genislemesi oldugundan || ) ”E =|| . ||a dir. = || |

@B
- 5. AV®B

ii1) 1)’ye benzer yapilir.
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iv) || . A(l)®B ‘de minimal C*- norm

5 AX)B’ de minimal C*- norm olsun,

ise, 1iii)’den ||||a AXB ‘de minimal C*- normdur ve ||||a =|||
‘A®B ‘A@B

5 dir.

de minimal C*- normdur. B

"nin A(1)®B tek olan genislemesi oldugundan || . ”73 =|| . | , dir. = || . ”ﬁ , A(l)®B ’

B> '”ﬂ

Teorem 26 : A birim elemansiz C*- cebiri A" == A+C.1 olsun, bu takdirde

A niikleerdir < A" niikleerdir.

ispat : A" := A+C.1 niikleer C*- cebiri olsun, bu takdirde VB C*-cebiri igin A" ®)B nin

C*- normu tektir. Bu C*- norm || . ||a olsun Lemma 6, i ve iii siklarindan AX)B’ de || ) ||a

‘A@B

Maksimal ve minimal C*- normdur. Bu takdirde A@B > nin C*- normu tektir

= A nikleer C*- cebirdir.

Tersine olarak A niikleer C*- cebiri olsun, , bu takdirde VB C*- cebiri i¢in

A®B ’nin C*- normu tektir. Bu C*- norm | . | , olsun. || 'nin A" ®)B ‘ye tek olan

B> '”ﬂ

genislemesi olsun. Bu takdirde Lemma 6, ii ve iv ‘den ””E A(l)®B 'nin Maksimal ve

minimal C*- normu olup A" := A+C.1 niikleer C*- cebiridir. m

Sonuc¢ 6 : A bir degismeli C*- cebiriise A niikleer C*-cebiridir.
Ispat: Teorem 22’ den A ’nin birim elemanli oldugunu varsayabiliriz.

B keyfi bir C*- cebiri olsun, eger
a) B birim elemanli ise Teorem 25‘den AX)B ‘nin C*-normu tektir ve A niikleer

C*- cebiridir.
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b) B birim elemanl degilse B" = B+C.1 birim elemanli C*- cebiri olup Teorem

25°den A®B"’in C*- normu tektir. Bu C*- norm |.| olsun i), iii) ‘den ||.|, ~ A®B

‘A@B

‘de Maksimal ve minimal C*- normdur. Bu takdirde A@B > nin C*- normu tektir.

= a),b)’ den V B C*- cebiri i¢in AX)B’ nin C*- normu tektir.

= A Niikleer C*- cebiridir. &



3. SONUCLAR

Bu tez c¢alismasinda, Banach uzaylarimin tensér carpimlarinin bir norma gore
tamlastirilmasinin yine bir Banach uzayi1 oldugunun 6zgiin bir ispati yapilmistir. Ayrica
C*-Cebirlerinin tensor ¢arpimlarinin bir C*-norma gore tamlastirilmasinin da yine bir C*-
Cebiri oldugunun 6zgiin ve ayrintili bir ispat1 yapilmistir. Sonlu boyutlu C*-Cebirlerinin ve

Degismeli C*-Cebirlerinin Niikleer C*-Cebiri olduklarinin ispati1 verilmistir.



4.ONERILER

C*-Cebirlerinden yeni bir C*-Cebiri olusturmanin yollarindan biride C*-Cebirlerinin
tensor carpimudir. Fizikteki tikleer uzaylar teorisi ile bazi iligkileri oldugundan Niikleer C*-
Cebiri olarak adlandirilan C*-Cebirleri ¢ok derin ve zengin bir konudur. Bu ¢alismada
tensor carpimlart ve Niikleer C*-Cebirleri konular1 kompleks durumda ayrintili olarak
incelenmistir. Fakat literatiirde reel durumda bir ¢calisma bulunmamaktadir. Reel Niikleer

C*-Cebirleri de incelenebilir. Bu ¢calismada yol gosterici olarak bagvurulacak bir kaynaktir.
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