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ÖZET 

Bu çalışmada Hilbert uzayında bazı lineer normal ve normale yakın operatörlerin 

spektrumunun reel ve sanal kısımlarının spektrumları arasındaki bağıntı incelenmiştir. 

 Birinci bölümde tezde kullanılan Fonksiyonel Analiz, Lineer Operatörler ve Spektral 

Teorisi’nin temel kavram ve sonuçları verilmiştir. 

 Đkinci bölümde ise, ilk olarak lineer normal operatörlerin ayrık spektrumunun, reel 

ve sanal kısımlarının ayrık spektrumlarının özel bir kartezyen çarpımı şeklinde ifade 

edildiği, reel ve sanal kısımlarının kompakt operatör olması halinde ise normal kartezyen 

çarpım olduğu durumlar incelenmiştir. Aynı irdelemeler hiponormal operatörler için de 

yapılmıştır. Daha sonra ise, lineer normal operatörlerin spektrum yapısı üzerinde durulmuş, 

reel ve sanal kısımlarının spektrumlarının kartezyen çarpımı şeklinde gösterilebileceği 

durumlara yer verilmiştir. Son olarak alınan sonuçların sınırlı normal operatörlerin normu, 

spektral yarıçapı, nümerik yarıçapı ve sınırsız normal operatörlerin özdeğerlerinin 

modüllerinin sonsuzdaki asimptotu konuları üzerindeki uygulamaları verilmiştir. Ayrıca 

alınan sonuçlar örneklerle desteklenmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Normal, Hiponormal ve Üniter Operatör; Operatör Fonksiyonu;    
                                  Spektrum ve Rezolvent Küme; Sürekli, Ayrık ve Artık Spektrum; 
                                  Spektral ve Nümerik Yarıçap; Özdeğerlerin Modüllerinin Asimptotu.  
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SUMMARY 

The Structure of Normal Operators Spectrum 

 

In this study the spectrum of some normal operators and hyponormal operators are 

investigated in terms of the spectrum of their reel and imaginary parts in Hilbert space.  

In the first part of the study basic concept and results in functional analysis, the 

operator theory and spectral theory are summarized.   

In the second part firstly, the point spectrum of a normal operator is stated with a 

special Cartesian product in terms of the point spectrum of its real and imaginary parts. 

Therefore, when its real and imaginary parts are compact operators, the conditions in 

which its point spectrum is expressed with normal Cartesian product in terms of the point 

spectrum of its real and imaginary parts are investigated. Also the same study is made for 

hyponormal operators. After that the structure of a normal operator spectrum is studied 

carefully and conditions in which its spectrum is expressed with Cartesian product in terms 

of the point spectrum of its real and imaginary parts are given. Finally, applications of 

spectral radius, numerical radius, its norm for bounded normal operators and asymptotical 

behaviour of the eigenvalues for unbounded normal operators are given with all results. 

Moreover, all theorems in this thesis are supported with examples.  

 

Keywords: Normal Hyponormal Operator and Unitary Operators; Function of an  
                   Operator; Spectrum and Rezolvent Sets; Point, Continuous and Residual  
                   Spectrum; Spectral and Numerical Radius; Asymptotics of the Modules of       

       Eigenvalues.    
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SEMBOLLER DĐZĐNĐ 

 
 

( ) ( )nC I                     I  aralığı üzerinde n . mertebeden sürekli türevlenebilir fonksiyonlar 

                                  uzayı 

( )

( )0

n

C I                      I  aralığı içindeki, kompakt bir küme dışında sıfır olan ( ) ( )nC I ’ daki  

                                  fonksiyonlar uzayı 

( )p HS                     Schatten-von Neumann sınıfı 

( )H∞S                    H  Hilbert uzayında kompakt operatörler uzayı 

( )L H                       H  Hilbert uzayında lineer sınırlı operatörler uzayı 

( )2L I                       I  aralığı üzerindeki fonksiyonların Hilbert uzayı 

( )H Aλ                     A  operatörünün λ  özdeğerine karşılık gelen özvektörlerinin ürettiği                    

alt uzay 

( ) ( ), ;R A R Aλ λ       A  operatörünün rezolvent operatörü 

( )r Aσ                      A  operatörünün spektral yarıçapı 

( )Aρ                       A  operatörünün rezolvent kümesi 

( )Aσ                       A  operatörünün spektrumu 

( )p Aσ                     A  operatörünün ayrık spektrumu 

( )c Aσ                     A  operatörünün sürekli spektrumu 

( )r Aσ                     A  operatörünün kalan spektrumu 

( )l

p
IW                   , 1l p ≥  için .l  mertebeye kadar türevleri ( )pL I  uzayında olan    

                                fonksiyonların Sobolev uzayı 

( )w A                      A  operatörünün nümerik yarıçapı 

 



 

1. GENEL BĐLGĐLER 

1.1. Giriş 

20. yüzyılın başlangıcında matematikte ilk kaynaklarını V. Volterra, I. Fredholm, D. 

Hilbert, M. Frechet ve F. Riesz’ ın bilimsel çalışmalarından alan daha sonraları              ‘‘ 

fonksiyonel analiz ’’ olarak adlandırılan yeni bir dal gelişmeye başladı. Bu matematikçiler 

integral denklemleri, özdeğerlerle ilgili problemler, ortogonal ayrılış v.s. gibi önemli 

konuları ele almışlardır. Lebesque integral teorisinin aynı zamanda oluşumu da tesadüfi 

değildir. 

 F. Riesz’ ın [ ],C a b  uzayında kompakt operatörler hakkındaki işlerinde [76] ilk 

olarak ‘‘ normlu uzayın’’ aksiyomları verilmiş, fakat bu kavramların soyutlandırılması     

S. Banach’ ın  [9] doktorluk tezinde 1920 de açıklanmıştır. Bu anlamda 1932 yılında 

yayınlanan S. Banach’ ın [8]  kitabı büyük önem taşımıştır. Bu kitapta Banach uzaylar 

teorisinin halen faydalanabilen esası açıklanmıştır. 

 Daha sonraları (1923) M. Wiener [104] bu kavramları kompleks sayılar cismi 

üzerine genişletebildi. 

 Fonksiyonel analizin gelişmesinde J. von Neumann’ın [63] Hilbert uzayında 

operatörler cebiri alanında yaptığı çalışmaları kaydetmek yerinde olur. 

 J. von Neumann’ın operatörler teorisine sağladığı büyük katkı onun kuantum 

mekaniğinde geniş uygulama alanı bulmasıydı. Bu ise, operatörler cebiri teorisinin 

gelişmesine sebep olmuştur. 

 20. yüzyılın ilk yarısında fonksiyonel analiz dalında çalışan matematikçiler normlu 

uzayların incelemesine daha fazla odaklandılar ( bak J. Dieudonne ve L. Schwartz [19] ). 

Bunun sonucunda analizde L. Schwartz ve S.L. Sobolev tarafından genelleştirilmiş 

fonksiyonlar teorisi oluşturulmuş oldu. Bu teorinin ise, uygulamalı matematik ve 

özelliklede kısmi türevli diferansiyel denkler teorisinin gelişmesinde büyük bir etkisi 

olmuştur. 

Sonlu boyutlu uzaylarda spektral teori aslında, matrisler teorisinin bir parçasıdır( 

C.C. MacDuffee [49], J. H. M. Wedderburn [101]). 
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Bir operatörün fonksiyonu alanındaki ilk çalışmalar E. H. Moore [53,54],                    

D. Hilbert’ in  [34] işleriyle başlamış ve F. Riesz [75] bu teoriyi son olarak 

şekillendirebilmiştir. 

Bir Hilbert uzayında sınırlı veya sınırsız normal operatörler teorisi M. H. Stone 

[92], P. R. Halmos [28],  F. Riesz ve B. Sz.-Nagy’nin [82] işlerinde daha detaylı bir şekilde 

incelenmiştir. 

Đlk kaynak olarak I. Fredholm‘un [24] integral denklemlerle başlayan kompakt 

operatörlerin spektral teorisi bir teori gibi F. Riesz [76], T.H. Hildebrandt [35], J. Schauder 

[85], F. Riesz ve B. Sz.-Nagy [82], S. Banach [8], A. C. Zaanen [110], M. Nagumo [56], 

N. Dunfort [20], J. Leray [46], M. S. Altman [2,3], D. H. Hyers [37], G. Marinescu [50] ve 

J. H. Williamson’ın [105] çalışmalarında şekillendirilmiş ve geliştirilmiştir. 

Hilbert uzayında operatörün spektral teorisi alanındaki ilk temel işler D. Hilbert 

[34,IV], F. Riesz [77,79], E. Hellinger ve O. Toeplitz [33], A. Wintner [104], J. von 

Neumann [63,64,65], M. H. Stone [93,94], B. Sz.-Nagy [96], F. Riesz ve B. Sz.-Nagy [82], 

P. R. Halmos [28], R. G. Cooke [15], N.I. Ahiezer ve I.M. Glazman’ın [1] işlerinde 

yapılmıştır. 

Hilbert uzayında sınırlı özeşlenik operatörler için spektral teorem D. Hilbert ‘ e 

[34,IV] mahsustur. Hilbert uzayında lineer sınırlı veya sınırsız özeşlenik, üniter ve normal 

operatörlerin spektral teoremleri ve spektral ayrılış teoremleri F. Riesz [77,79], N. I. 

Ahiezer ve I. M. Glazman [1], P. R. Halmos [28], L. H.  Loomis [47], F. Riesz ve B. Sz.-

Nagy [82], M. H. Stone [92], B. Sz-Nagy [95], A. Wintner [106], T. Carleman [10], R. R. 

Christian [12], J. L. B. Cooper [16,17], W. F. Eberlein [22], M. Esser [23], K. O. 

Friedrichs [25], E. Hellinger [32], K. Kodaira [42], B. O. Koopman ve J. L. Doop [43], B. 

A. Lengyel [44], B. A. Lengyel ve M. H. Stone [45],  E. R. Lorch [48], E. J.  McShane 

[51], H. Nakano [57, 60, 61], J. von Neuman [63,64,66,68], T. Ogasawara [69], F. Rellich 

[74],  F. Riesz [78], F. Riesz ve E. R. Lorch [81], K. T. Smith [88], M. H. Stone [93],  O. 

Teichmüller [97], M. Tsuji [98], F. J. Wecken [99], A. Wintner [107], K. Yosida ve T. 

Nakayama’nın  [109] bilimsel çalışmalarında detaylı şekilde incelenmiştir. 

J. von Neumann tarafından ispatlanmıştır ki, eğer A  ayrılabilir bir Hilbert uzayında 

sınırlı özeşlenik operatör ve T  sınırlı operatörü  A  operatörüyle komutatif olan tüm 

operatörlerle komutatif ise, ( )T f A=  koşulunu sağlayan ölçülebilir bir f  fonksiyonu 

vardır. 
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Bu teorem F. Riesz tarafından da açık şekilde ifade edilmiştir. Y. Mimura onun 

ispatını basitleştirmiş ve sınırsız operatörlere bu sonucu genişletmiştir. En temel ispat ise, 

B. Sz.-Nagy [96], H. Nakano [59] ve F. J. Wecken [100] tarafından verilmiştir. Bu teorem 

yukarıda ifade edildiği gibi ayrılamayan Hilbert uzayları için doğru değildir. Fakat I. E. 

Segal [96] bu duruma uygun bir genelleşme elde etmiştir. Banach uzaylarında bu sonucun 

bir genelleştirilmesi W. G. Bade [6,7] tarafından yapılmıştır. 

 Bir kompakt özeşlenik operatörün spektrum ve özdeğerlerinin hesaplama 

yöntemleri bir çok kaynakta verilmiştir ( örneğin, N. Dunfort ve J. Schwartz [21], M. Riesz   

[83], B. Sz.-Nagy [95], L. Collatz [14],  N. Aronszajn [4,5] , B. A. Lengyel ve M. H. Stone 

[45]  v.s.). 

 Eğer A  H  Hilbert uzayında normal operatör ise, ( )Aλ σ∈  olması için gerekli ve 

yeterli koşul her 0ε >  için Ax xλ ε− <  koşulunu sağlayan bir , 0x H x∈ ≠  elemanının 

bulunmasıdır (bak P. R. Halmos [28] ). Kompakt operatörlerin spekturumu hakkında daha 

detaylı bilgileri F. Riesz ve B. Sz.- Nagy [82] , T. P. Chiang [11], E. Hellinger ve O. 

Toeplitz’in  [33] çalışmalarında bulmak mümkündür. 

Bir Hilbert uzayında lineer normal operatörlerin genel teorisi J. von Neumann [63], 

B. Fuglede [26], P. R. Halmos [27], C. R. Putnam [71,72], I. Kaplansky [40], N. A. 

Wiegmann [102], A. Wintner [108], H. Wielandt [103] ve W. Rudin [84] tarafından esaslı 

şekilde araştırılmıştır. 

Operatörler teorisinin fizikte, kuantum mekaniğinde, hidromekanikte vs. 

uygulaması bir operatörün spektrum yapısının ( yani, spektrum kümesinin) açık şekilde 

bilinmesi, onun üç ayrık spektrum kısımlarının kompleks düzlemde yerleşimi, 

özdeğerlerinin bulunması ve onların sonsuzda asimptotik davranışı gibi bilgiler 

araştırmaları ölçülemeyecek derecede kolaylaştırır. Lineer özeşlenik operatörlerin spektral 

teorisi esasen var olduğundan sınırlı olmayan lineer operatörler için bunu söylemek tam 

anlamıyla mümkün değildir. Bir lineer operatörün spektrum yapısı onun reel ve sanal 

kısımlarının spektrum yapıları ile bağlanabilmesi uygulamalarda büyük önem taşır              

( özeşlenik operatörler için bu problemin anlamı yoktur; çünkü onun sanal kısmı yoktur). 

Bu çalışmada Hilbert uzayında normal ve normale yakın operatörlerin 

spektrumunun reel ve sanal kısımlarının spektrumlarının kartezyen çarpımı şeklinde ifade 

edilebildiği durumlar incelenmiş ve alınan sonuçların bazı uygulama alanları gösterilmiştir. 
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1.2. Metrik Uzaylar ve Lineer Uzaylar 

Analizde yapılan en önemli işlemlerden birisi de limite geçme işlemidir. Bu işlemin 

temelinde R veya n
R  deki iki nokta arasında tanımlanabilen uzaklık fonksiyonudur. Bu 

düşünceleri genişleterek üzerinde uzaklık fonksiyonu tanımlanabilen somut bir X  

kümesinin, çağdaş matematiğin esas kavramlarından biri olan metrik uzaya dönüştürülmesi 

önem taşımaktadır. 

 

Tanım 1 (Metrik Uzay): X boş olmayan bir küme ve  

[ ):   x 0,d X X → +∞ ,  ( ) ( ), ,x y d x y→  

bir fonksiyon olsun. Eğer bu d  fonksiyonu , ,x y z X∀ ∈  için 

 M1) ( ), 0d x y x y= ⇔ =  ( özdeşlik aksiyomu); 

 M2) ( ) ( ), ,d x y d y x=  (simetriklik aksiyomu); 

 M3) ( ) ( ) ( ), , ,d x y d x z d z y≤ +  ( üçgen eşitsizliği), 

özelliklerini sağlıyorsa X  üzerinde uzaklık fonksiyonu veya metrik adını alır ve ( ),X d  

ikilisine bir metrik uzay denir. Burada M1,  M2 ve M3 özelliklerine metrik aksiyomları 

denir. 

 

Örnek 1 : X = ℝ  olmak üzere  

 :   x [0, )d → +∞ℝ ℝ , ( ) ( ), ,x y d x y x y→ = −  

şeklinde tanımlanan d  dönüşümü ℝ  üzerinde bir metriktir. Bu metriğe ℝ  üzerinde 

mutlak değer metriği denir. Gerçekten: 

 M1) ,x y∀ ∈R  için 

  ( ), 0 0 ,d x y x y x y x y= − = ⇔ − = ⇔ =  

 M2) ,x y∀ ∈R  için 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 1 , ,d x y x y y x y x d y x= − = − − = − − =  

 M3) , ,x y z∀ ∈R  için 

  x y x z z y x z z y− = − + − ≤ − + −  

olduğundan 
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  ( ) ( ) ( ), , ,d x y d x z d z y≤ +  

üçgen eşitsizliği elde edilir. O halde ( ),dR  bir metrik uzaydır. 

 

Örnek 2 : X  boştan farklı bir küme olsun. Bu küme üzerinde aşağıdaki gibi bir d  

fonksiyonunu tanımlayalım. 

 ( )
1,      ise

,
0,     ise

x y
d x y

x y

≠
= 

=
 

 Bu şekilde tanımlanan d  fonksiyonu X  kümesi üzerinde bir metriktir. Başka bir 

deyişle ( ),X d  ikilisi bir metrik uzaydır. Bu metriğe ayrık metrik veya diskret metrik denir.  

 

Tanım 2 (Ayrılabilir Uzay): ( ),X d  metrik uzayına ayrılabilir metrik uzay denir ⇔  X  

içinde öyle ( )1 2, , , ,nx x x… …  dizisi vardır ki her 0ε >  ve her x X∈  için ( )0 ,n x ε∃ ∈N  

öyle ki ( )
0

, nd x x ε<  dur. 

 

Tanım 3 (Vektör Uzayı): X  boş olmayan bir küme ve K ( ℝ  veya ℂ ) bir cisim olsun. 

( )
( )

:  x  ,  , ,

:  x  ,   , ,

X X X x y x y

K X X a x ax

+ → → +

• → →
 

dönüşümleri ile toplama ve çarpma işlemlerini tanımlayalım. Her , ,x y z X∈  ve ,a b K∈  

için aşağıdaki koşullar sağlansın:  

1. x y y x+ = + ; 

 2. ( ) ( )x y z x y z+ + = + + ; 

 3. x X∀ ∈  için  0x x+ =  eşitliğini sağlayan bir tek 0 X∈  vardır; 

 4. x X∀ ∈  için  ( ) 0x x+ − =  eşitliğini sağlayan bir tek x X− ∈  vardır; 

 5. x X∀ ∈  için 1 x x⋅ = ; 

 6. ( )a x y ax ay+ = + ; 

 7. ( )a b x ax bx+ = + ; 

 8. ( ) ( )ab x a bx= . 
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Bu durumda X ’e K  cismi üzerinde bir vektör uzayı (lineer uzay), elemanlarına da vektör 

veya nokta adı verilir. K = ℝ  alınırsa X ’e bir reel vektör uzayı ve K = ℂ  alınırsa X ’e bir 

kompleks vektör uzayı denir. 

 “ 0 ” sembolünün X  uzayının bir vektörü için olduğu gibi, sıfır skaleri için de 

kullanılması genelde pek fazla yanılgıya neden olmaz. Ancak biraz daha açıklık getirmek 

gerekirse, sıfır vektörünü “θ ” şeklinde gösterebiliriz. 

 Vektör uzayın tanımından aşağıdaki basit sonuçların elde edilebileceği kolayca 

gösterilebilir: 

(a) Her x X∈  için 0x θ= ; 

(b) Her Kα ∈  için αθ θ= ; 

(c) ( )1 x x− = − ; 

(d) x θ≠  olmak üzere x xα β=  ise α β= ; 

(e) 0α ≠  ve x yα α=  ise x y= ; 

(f) ,y z X∈  vektörleri verildiğinde x y z+ =  denkleminin tek bir x X∈  çözümü 

vardır.  

 

Tanım 4 (Lineer Manifold): X , K  cismi üzerinde bir vektör uzayı ve Y , X ’ in bir boş 

olmayan alt kümesi olsun. Y , X  vektör uzayındaki cebirsel işlemlere göre kendi başına 

bir vektör uzayı oluşturuyorsa Y ’ ye, X ’de bir lineer manifold ( veya X ’in bir lineer alt 

uzayı) denir. 

 

Tanım 5 : X  bir vektör uzayı ve 1 2 3, , ,..., nx x x x X∈  olarak verilsin. 1 2 3, , ,..., n Kα α α α ∈  

olmak üzere  

 

şeklindeki sonlu toplama 1 2 3, , ,..., nx x x x X∈  elemanlarının bir lineer kombinasyonu denir. 

M X∅ ≠ ⊂  ise, M ’den alınan her sonlu sayıdaki vektörlerin lineer kombinasyonlarının 

tümünün kümesine M ’ nin gereni ( veya lineer örtüsü) denir ve spanM  olarak gösterilir. 

spanM , X ’de bir lineer manifolddur ve  M ’ nin ürettiği lineer manifold denir. 

  

Tanım 6 : X  bir vektör uzayı ve { }1 2 3, , ,..., nM x x x x X= ⊂  olsun. 1 2 3, , ,..., n Kα α α α ∈  

olmak üzere  

1 1 2 2 3 3 ... n nx x x xα α α α+ + + +
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1 1 2 2 3 3 ... 0n nx x x xα α α α+ + + + =  

eşitliği, ancak ve ancak, 

  1 2 3 ... 0nα α α α= = = = =  

 olması halinde gerçekleşiyorsa 1 2 3, , ,..., nx x x x X∈  vektörlerine lineer bağımsız, aksi halde 

lineer bağımlı denir. 

 

Tanım 7 : X  bir vektör uzayı ve M , X ’ in boş olmayan bir alt kümesi olsun. M  lineer 

bağımsız ve X spanM=  ise M ’ ye X ’ in bir Hamel tabanı veya bir Hamel bazı denir. 

Eğer X  vektör uzayının sonlu bir Hamel tabanı varsa X ’ e sonlu boyutlu bir vektör uzayı, 

aksi halde sonsuz boyutlu vektör uzayı adı verilir. Sonlu boyutlu bir X  vektör uzayının bir 

Hamel tabanındaki lineer bağımsız vektörlerinin sayısına X ’in boyutu denir ve dim X  ile 

gösterilir. 

 

Tanım 8 : 1Y  ve 2Y , X  vektör uzayında iki lineer manifold olsun. Eğer her x X∈  için 

1 1y Y∈  ve 2 2y Y∈  olmak üzere,  

 1 2x y y= +  

şeklinde tek bir gösterime sahip ise, X  vektör uzayı 1Y  ve 2Y  lineer manifoldlarının direkt 

toplamıdır denir ve 1 2X Y Y= ⊕  olarak yazılır. 2Y ’ ye 1Y ’ in ( ya da 1Y ’ e 2Y ’ nin) X ’ deki 

cebirsel tümleyeni denir.  

 

1.3. Normlu Vektör Uzayları 

Tanım 9 (Normlu Vektör Uzayı): X , K  cismi üzerinde bir lineer vektör uzayı olsun. 

 [ ): 0, ,  X x x⋅ → ∞ →  

dönüşümü her ,x y X∈  ve her Kα ∈  için 

 N1) 0x x θ= ⇔ = ; 

 N2) x xα α= ; 

 N3) x y x y+ ≤ +  ( üçgen eşitsizliği) 
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özelliklerini sağlıyorsa [ ): 0, ,  X x x⋅ → ∞ →  dönüşümüne X  üzerinde norm ve bu 

durumda ( ),X ⋅  ikilisine bir normlu vektör uzayı adı verilir. Yukarıda verilen N1, N2 ve N3 

özelliklerine norm aksiyomları denir. Bu vektör uzayı üzerinde birden fazla norm 

tanımlanabilir. K  cismine bağlı olarak, reel normlu uzay ve kompleks normlu uzay 

terimleri de kullanılır. 

 

Örnek 3 : [ ]( ), ,E C a b K=  kümesi 

[ ]
( )

,
max

c t a b
x x t

∈
=  

fonksiyonu ile bir normlu uzaydır. Gerçekten: [ ], ,x y C a b∈  ve Kα ∈  için, 

 N1) 0
c

x =  ise, 
[ ]

( ) [ ]
,

max 0 ,
c t a b

x x t t a b
∈

= = ⇔ ∀ ∈  için ( ) 0;x t =  

 N2) 
[ ]

( ) ( )
[ ]

( )
[ ]

( )
, , ,

max max max
c cct a b t a b t a b

x x t x t x t xα α α α α
∈ ∈ ∈

= = = = ; 

 N3) 
[ ]

( ) ( )
[ ]

( ) ( )( )
, ,

max max
c t a b t a b

x y x t y t x t y t
∈ ∈

+ = + ≤ +  

                              
[ ]

( )
[ ]

( )
, ,

max max
c ct a b t a b

x t y t x y
∈ ∈

≤ + = +  .                   

 

Tanım 10 : ( ),X ⋅  normlu uzay içinde bir dizi ( )nx  ve 0x X∈  olsun. Eğer 

 0lim 0n
n

x x
→∞

− =  

ise, ( )nx  dizisi 0x  noktasına ⋅  normuna göre yakınsıyor denir ve 0
X

n n
x x→∞→  ya da 

0lim n
n

x x
→∞

=  notasyonlarının biriyle gösterilir. . 

 

Tanım 11 : ( ),X ⋅  normlu bir uzay ve bunun içinde ( )nx  bir dizi olsun. ( )nx X⊂  

dizisine bir Cauchy dizisi denir ancak ve ancak  

 0ε∀ >  için  : ,n m n nε ε∃ ∈ ∀ >ℕ  için n mx x ε− <   

koşulu sağlanır. 
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Tanım 12 (Banach Uzayı): Bir ( ),X ⋅  normlu uzayındaki her Cauchy dizisi X  içinde bir 

elemana yakınsıyorsa, bu ( ),X ⋅  normlu uzayına tam normlu uzay veya Banach uzayı adı 

verilir. 

 

Örnek 4 : nX = ℝ  ( veya nX = ℂ ) vektör uzayı için 

  { }: max : 1,2,3, ,ix x i n
∞
= = ⋅⋅⋅  

normuna göre bir Banach uzayıdır. Gerçekten, bir ( ) n
mx ⊂ R  Cauchy dizisi alalım. Bu 

halde,  

 0ε∀ >  için 0m∃ ∈N : 0, , ,m k m m k∀ > ∈N  için m kx x ε
∞

− <   

olup, her 1, 2,...,i n=  için  

 { }max : 1, 2,3, ,m k m k
i i i i m kx x x x i n x x ε

∞
− ≤ − = ⋅⋅⋅ = − < . 

 

Böylece ( )m
ix ⊂ R , 1, 2,...,i n=  dizileri  R ’de ( veya ℂ )  bir Cauchy dizidir ve  R ’de       

( veya ℂ ’de)   her Cauchy dizisi yakınsak olduğundan her 1, 2,...,i n=  için m
i im

x x
→∞

→  

olacak şekilde ix ∈R  (veya ix ∈ℂ ) sayısı vardır. ( )1 2: , ,.., nx x x x=  elemanı için  

 { }max : 1, 2,3, , 0m
m i i m

x x x x i n →∞∞
− = − = ⋅⋅⋅ →  

olduğu açıktır. 

 

Tanım 13 (Alt Uzay): Eğer Y ≠ ∅ , ( ), .X  lineer normlu uzayında bir lineer manifold ve 

.  normuna göre kapalı ise, Y  lineer manifolduna  ( ), .X  lineer normlu uzayının bir alt 

uzayı denir. 

 

1.4. Đç Çarpım ve Hilbert Uzayları 

Hilbert uzayları sonsuz boyutlu normlu uzayların en basit tipi olmak üzere 

Fonksiyonel Analiz ’in teorik ve pratik uygulamalarında belli rol oynamaktadır. Euclid 

uzayları ile büyük benzerliğe sahip olan Hilbert uzaylarının böyle kullanışlı olmasının 
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nedeni, vektör cebirinde tanımlanan iç çarpım ve diklik kavramlarının bu uzaylar için 

genelleştirilebilmesidir. 

 

Tanım 14 (Đç Çarpım Uzayı): K = ℝ (veya ℂ ) olmak üzere X  bir vektör uzayı olsun.

 ( , ) :  x X X K⋅ ⋅ →   

dönüşümü aşağıdaki özelliklere sahip ise ( , )⋅ ⋅ ’ ye X  üzerinde bir iç çarpım, ( )( ), ,X ⋅ ⋅  

ikilisine de iç çarpım uzayı  (veya ön Hilbert uzayı) denir. 

H1) x X∀ ∈  için ( ), 0x x ≥  ve ( ), 0x x x θ= ⇔ = ; 

 H2) ,x y X∀ ∈  için ( ) ( ), ,x y y x=  ( kompleks eşlenik);                                                                

 H3) ,x y X∀ ∈  ve Kα ∈  için ( ) ( ), ,x y x yα α= ; 

 H4) , ,x y z X∀ ∈ için ( ) ( ) ( ), , ,x y z x z y z+ = + . 

K = ℝ  halinde ( ) ( ), ,x y y x= . H2 ve H4 ifadelerinden , ,x y z X∀ ∈  ve , Kα β∀ ∈  için 

 (a) ( ) ( ) ( ), , ,x y z x z y zα β α β+ = + ; 

 (b) ( ) ( ) ( ), , ,x y x y x yα α α= = ; 

 (c)  ( ) ( ) ( ), , ,x y z x y x zα β α β+ = +  

formüllerinin doğruluğu kolayca gösterilebilir. 

 

Örnek 5 : [ ]( ), , ,f g C a b K∈  fonksiyonları için  

 ( ) ( ) ( ),
b

a
f g f t g t dt= ∫  

tanımıyla [ ]( ), ,C a b K  bir iç çarpım uzayıdır. Gerçekten: 

 H1) [ ]( ), ;f C a b K∀ ∈  için 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

, 0
b b

a a
f f f t f t dt f t dt= = ≥∫ ∫ , 

eğer ( ) ( ) ( ) ( )
2

, 0
b b

a a
f f f t f t dt f t dt= = =∫ ∫  ⇔  f θ= ;  

 H2) [ ]( ), , ;f g C a b K∀ ∈  için 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
b b b

a a a
f g f t g t dt f t g t dt f t g t dt= = =∫ ∫ ∫  
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   ( ) ( ) ( ),
b

a
g t f t dt g f= =∫ ; 

 H3) [ ]( ), ;f C a b K∀ ∈  ve Kα ∈  için 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
b b

a a
f g f t g t dt f t g t dt f gα α α α= = =∫ ∫ ; 

 H4) [ ]( ), , , ;f g h C a b K∀ ∈  için 

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),
b b

a a
f h g f t h t g t dt f t g t h t g t dt+ = + = +∫ ∫  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
b b

a a
f t g t dt h t g t dt f g h g= + = +∫ ∫  . 

 

Tanım 15 : ( )( ), ,X ⋅ ⋅  bir iç çarpım uzayı ve x X∈  olsun.  

 ( )1/ 2
,x x x=                                                                                                              

şeklinde tanımlanan fonksiyon X  üzerinde bir norm olup ve bu norma iç çarpımın ürettiği 

norm denir. 

 

Tanım 16 (Hilbert uzayı): Bir ( )( ), .,.X  iç çarpım uzayı, iç çarpımın ürettiği norma göre 

tam ise, yani ( )( ), ,X ⋅ ⋅  içindeki her Cauchy dizisi iç çarpımın ürettiği norma göre 

yakınsaksa, bu iç çarpım uzayına Hilbert uzayı denir.  

 

Örnek 6 : ( ) ( )2 2
1

, :  x ,  , : k k
k

l l K x y x y
∞

=

⋅ ⋅ → =∑  

dönüşümü ( )2l ℂ  üzerinde bir iç çarpımdır ve bu iç çarpıma göre ( )2l ℂ  bir Hilbert 

uzayıdır. 

 

Tanım 17 (Sobolev Uzayı): 0m ≥  bir tamsayı ve Ω , n
ℝ ’ de parçalı sürekli 

diferensiyellenebilir ∂Ω  sınırlı bir tanım kümesi olsun. Ω∪∂Ω  üzerindeki fonksiyonların 

[ ]mC Ω∪∂Ω  kümesinin tümleyeni, yani m defa sürekli diferensiyellenebilir kümesi,

 
( ) ( )2

2

1/ 2
2

:mW L
m

Dα

α

ϕ ϕ
Ω Ω

≤

 
=   
 
∑  
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normu ile Sobolev uzayı adını alır. 
2

m

W  şeklinde gösterilir. Burada 
1

1

1

n

n

n

D
t t

α α
α

αα

+⋅⋅⋅+∂
=
∂ ⋅⋅⋅∂

, 

{ }1, , nα α α= ⋅⋅⋅ , 1 nα α α= + ⋅⋅⋅+ . ( )
0

2

m

W Ω  ise, Ω  içindeki kompakt bir küme dışında 

sıfır olan ( )
2

m

W Ω  fonksiyonların uzayı olarak gösterilir.  

 

 Eğer Ω  sınırlı değil ise, o zaman Sobolev uzayı aşağıdaki gibi tanımlanır. 

Bir ( ) ,  t tϕ ∈Ω  fonksiyonunun ( )
2

m

W Ω ’ ya ait olması için gerek ve yeter şart,  

( )tϕ ’ nin ve onun ,  D mαϕ α ≤  türevlerinin de ( )2L Ω ’ ya ait olmasıdır. Son olarak, 

( )
2

m

W Ω  uzayı aşağıdaki gibi bir iç çarpım ile bir Hilbert uzayıdır. 

 

1.5. Lineer Operatörler ve Temel Spektral Özellikleri  

Tanım 18 : X  ve Y  iki lineer normlu uzay olsun.  ( ):A D A X Y⊂ →  olan her dönüşüme 

operatör adı verilir. 

 ( ) { }: :D A x X Ax tanımlı X= ∈ ⊂  kümesine A  operatörünün tanım kümesi denir.  

 ( ) ( ) ( ){ }: :  R A AD A y Ax x D A Y= = = ∈ ⊂  kümesine A  operatörünün değer 

kümesi denir. 

 { }: : 0Ker A x X Ax X= ∈ = ⊂  kümesine A  operatörünün sıfır kümesi veya 

çekirdeği denir. 

 

Tanım 19 (Lineer Operatör): X  ve Y  aynı bir K  cismi üzerinde iki lineer uzay ve 

:A X Y→  operatörü verilsin. Eğer ( )D A , X ’ de bir lineer manifold ve her ( ),x y D A∈  

ve her , Kα β ∈  için 

  ( ) ( ) ( )A x y A x A yα β α β+ = +  

ise, A operatörüne X  üzerinde bir lineer operatör denir.  

 

Tanım 20: X  ve Y  iki normlu uzaylar, :A X Y→  bir operatör ve ( )0x D A∈  olsun. Eğer  

  0ε∀ >  için 00 :  x xδ δ∃ > − <  olan ( )x D A∀ ∈  için  0Ax Ax ε− <  
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ise, A  operatörü 0x x=  noktasında süreklidir denir. A  operatörü her ( )x D A∈  noktasında 

sürekli ise, operatöre sürekli operatör denir. 

 

Tanım 21 (Sınırlı Operatör): X  ve Y  iki normlu uzaylar, :A X Y→  tanım kümesi 

( )D A X⊂  ve görüntü kümesi ( )R A Y⊂  olan bir operatör olsun. Eğer A  operatörü 

( )D A ’ nın X ’ deki sınırlı her kümesine ( )R A ’ nın Y ’ de sınırlı bir kümesine karşılık 

getiriyorsa A  operatörüne sınırlı bir operatör denir. Başka bir deyişle;  

( )x D A∀ ∈
 
için  

Y X
Ax c x≤  

olacak şekilde sabit bir 0c >  sayısı varsa A  operatörüne sınırlı operatör denir. Bu 0c >  

sayısına A  operatörünün normu denir ve A c=  şeklinde gösterilir. X  kümesi üzerinde 

lineer sınırlı operatörlerin kümesi ( )L X  biçiminde gösterilir. 

 

Örnek 7: [ ]( ), ,X Y C a b
∞

= = ⋅  ve ( ),K t s  fonksiyonu [ ] [ ] ( ),  x , ,  ,D a b a b a b= ∈ℝ  

karesel bölgesi üzerinde sürekli bir fonksiyon ve olsun.  

[ ] [ ] ( ) ( ) ( ): , , ,  : ,
b

a

A C a b C a b Ax t K t s x s ds→ = ∫  

operatörü lineer sınırlı bir operatördür. A  operatörünün lineer olduğu açık olup sınırlı 

olduğunu gösterelim. 

 ( ) [ ]: max , : ,
b

a

M k t s ds t a b∞

  
= ∈ 

  
∫  

olmak üzere 

 ( ) ( ) [ ]max , : ,
b

a

Ax k t s x s ds t a b M x∞∞ ∞

  
= ∈ ≤ 

  
∫  

olduğu ve buradan A M∞≤  dolayısıyla [ ] [ ]: , ,A C a b C a b→  operatörünün sınırlı olduğu 

görülür. 

  

Teorem 1: X  ve Y  iki normlu uzaylar, :A X Y→  lineer operatörü sınırlıdır ancak ve 

ancak süreklidir [55]. 

 

Tanım 22 (Grafik): X  ve Y  iki Banach uzayı olmak üzere :Z X Y= ⊕  olsun.  
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:A X Y→  lineer operatörü için, 

 ( ) ( ) ( ){ }: , :Gr A x Ax x D A Z X Y= ∈ ⊂ = ⊕  

alt kümesine A  operatörünün grafiği denir. 

 

Tanım 23 (Kapalı Operatör): :A X Y→  operatörünün grafiği ( )Gr A , Z X Y= ⊕  ’de 

kapalı ise A  operatörüne kapalı operatör denir. 

  :A X Y→  operatörünün grafiğinin kapalı olması  

 ( ) ( ) ( ) ( ),   lim , ,n n n
n

x D A x Ax x y
→∞

⊂ =  

koşullarından ( )x D A∈  ve y Ax= denklemini sağlaması demektir.  

 , xYx y X∈  için  
2 2 2

,
X Y

x y x y= +  olduğundan :A X Y→  lineer operatörü 

kapalıdır ( ) ( )nx D A⇔ ⊂  için lim n
n

x x
→∞

=  ve lim n
n

Ax y
→∞

=  ise, ( )x D A∈  ve y Ax= . 

 

Tanım 24 (Kapanabilir Operatör): :A X Y→  operatörünün ( ) ( )D A D A⊂  ve her  

( )x D A∈  için Ax Ax=  olacak şekilde bir kapalı A  operatörü varsa, A ’ya kapanabilir 

operatör ve A operatörüne A ’nın kapanışı denir. 

  

Tanım 25 ( Kompakt Operatör): Eğer bir H  Hilbert uzayında sınırlı her kümeyi 

kompakt kümeye dönüştüren operatöre kompakt operatör denir. H  üzerindeki lineer 

kompakt operatörlerin kümesi ( )H∞S  notasyonu ile gösterilir.  

 

Tanım 26 (Eşlenik Operatör): A , H  Hilbert uzayında tanım kümesi yoğun olan bir 

lineer operatör olsun. y H∈ ve her ( )x D A∈   için 

 ( ) ( ), ,Ax y x A y∗=  

olacak biçimde tanımlı lineer *A operatörüne A ’nın eşleniği denir. 

 

  Tanım 27: A , H  Hilbert uzayında bir lineer operatör ve *A , A  operatörünün eşlenik 

operatörü olsun. 
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 Eğer ( ) ( )*D A D A⊂  ve her ( )f D A∈  için Af A f∗=  , yani                   

( ),f g D A∀ ∈  için ( ) ( ), ,Af g f Ag=  

ise, A operatörüne simetrik operatör denir ve A A∗⊂  sembolüyle gösterilir. 

 

 Eğer ( ) ( )*D A D A=  ve her ( )f D A∈   için  Af A f∗=  ise, A  operatörüne 

özeşlenik operatör denir. 

 

 Eğer ( ) ( )*D A D A=  ve her ( )f D A∈  için AA f A Af∗ ∗=  ise, A  operatörüne 

normal operatör denir. (Banach uzayı durumu için bak [70] ) 

 

 Eğer ( ) ( )*D A D A⊂  ve her ( )x D A∈  için 

HH
A x Ax∗ ≤  

şartını sağlıyorsa,  A  operatörüne hiponormal operatör denir. 

 

Eğer her f H∈  için AA f A Af f∗ ∗= =  ise, A  operatörüne üniter operatör denir.   

 

 

Tanım 28 ( Ortogonal Đzdüşüm Operatörü): M , H   Hilbert uzayında bir alt uzay olsun. 

Her  x H∈ için M M
x x x ⊥= +  olacak şekilde Mx M∈  ve 

M
x M⊥

⊥∈  elemanları mevcut 

olup, 

( )M MM
Ex E x x x⊥= + = , :E H H→   

şeklinde tanımlanan operatöre, M  alt uzayı üzerine ortogonal izdüşüm operatörü denir.  

  

Tanım 29 ( Pozitif Operatör): A , H  Hilbert uzayında bir lineer özeşlenik operatör 

olsun. Eğer her ( )f D A∈  için  

 ( ), 0Af f ≥  

ise,  A  operatörüne pozitif operatör denir ve 0A ≥  sembolüyle gösterilir. Eğer A  pozitif 

operatörü için 2B A=  olacak şekilde bir B  pozitif lineer operatörü varsa, B  operatörüne 

A ’nın karekökü denir ve B A=  veya 1 2B A=  şeklinde gösterilir. 
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Teorem 2: H  Hilbert uzayında tanımlı her pozitif operatörün bir pozitif karekökü var ve 

tektir [62]. 

 

Tanım 30 (Köşegen Normal Operatör): H  bir kompleks Hilbert uzayı, ( )ne H⊂  bir 

ortonormal baz ve ( )nλ ⊂ C , n∈N  olmak üzere n n nAe eλ=  şeklinde tanımlanan operatör 

normal olup, bu operatöre köşegen normal operatör denir.  

 

Tanım 31 (Rezolvent Küme): H  bir Hilbert uzayı ve ( ):A D A H H⊂ →  bir lineer 

operatör olsun.  

 ( ) ( ) ( ){ }1
: :A A E L Xρ λ λ −
= ∈ − ∈ℂ   

kompleks sayılar kümesine A  operatörünün regüler noktalar kümesi ( veya rezolvent 

kümesi) denir. 

 ( )Aλ ρ∈  olmak üzere ( ) ( ) 1
; :R A A Eλ λ −

= −  operatörüne A  operatörünün 

rezolventası (veya çözücü operatörü) adı verilir. 

 

Tanım 32 (Spektrum): H  bir Hilbert uzayı olsun. ( )\ Aρℂ �  kümesine A  operatörünün 

spektrumu denir. A  operatörünün spektrum kümesi ( )Aσ  ile gösterilir. 

  

Tanım 33 (Ayrık Spektrum): ( ) ( ){ }: :   operatörü bire bir değilp A A Eσ λ λ= ∈ −ℂ  

kümesine A  operatörünün ayrık veya diskret spektrumu denir. Eğer ( )0 p Aλ σ∈  ise, 

 ( )0 0 0A E xλ− =  

denkleminin 0 0x ≠  çözümü vardır.  Buradaki 0λ ’a A  operatörünün özdeğeri, 0x ’ a ise 

0λ ’ a uygun bir özvektörü denir. 

 

Tanım 34 (Sürekli Spektrum):

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }: :  bire bir, ,  fakat  c A A E R A E H R A E Hσ λ λ λ λ= ∈ − − = − ≠ℂ  

kümesine A  operatörünün sürekli spektrumu denir. 
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Tanım 35  (Artık Spektrum): 

( ) ( ) ( ){ }: :  bire bir, r A A E R A E Hσ λ λ λ= ∈ − − ≠ℂ  

 kümesine A  operatörünün artık spektrumu denir.  

 

 ( )p Aσ , ( )c Aσ  ve ( )r Aσ  kümeleri ayrıktır. Ayrıca spektrumun tanımından  

( ) ( ) ( ) ( )p c rA A A Aσ σ σ σ= ∪ ∪  olduğu kolayca görülür. 

 

Örnek 8: [ ]( )0,1 ,X C
∞

= ⋅  olmak üzere, :A X X→ ( )Ax tx t=  operatörünü göz önüne 

alalım. ( )Ax tx t=  operatörü için ( ) ( ) 1
;R A A Eλ λ −

= −  ’ i bulalım. 

            ( ) ( ) ( )tx t x t y tλ− =                                                                                

olup, ( )x t  çözümü her [ ]0,1t∈  için yukarıdaki eşitliği sağlayan bir fonksiyondur. Eğer 

[ ] ( )\ 0,1  0 veya 1λ λ λ∈ < >ℝ  ise, yukarıdaki denkleminin her y X∈  için [ ]0,1  üzerinde 

sürekli tek  

 ( ) ( ) [ ]1
,  0,1x t y t t

t λ
= ∈
−

 

çözümü vardır. Bu nedenle ( ) [ ]\ 0,1Aρ = ℝ  ve her ( )Aλ ρ∈  için 

 ( ) ( ) [ ]1
; ,  0,1R A y t t

t
λ

λ
= ∈
−

 

olur. Şimdi [ ]0,1λ∈  sayısının A  operatörünün spektrumuna dahil olduğunu görelim.  

[ ]0 0,1λ ∈  ve ( ) [ ]0,1y t C∈  fonksiyonu ( )0 0y aλ = ≠  koşulunu sağlayan herhangi bir 

fonksiyon olsun. Bu fonksiyon için  

( ) ( ) ( )0t x t y tλ− =  

eşitliği hiçbir ( ) [ ]0,1x t C∈  fonksiyonu için sağlanamaz, çünkü 0t λ=  noktasında sol tarafı  

sıfır, sağ tarafı ise sıfırdan farklıdır. Dolayısı ile 0λ λ=  olduğundan yukarıda verilen 

denklemin bazı ( ) [ ]0,1y t C∈  fonksiyonları için çözümü yoktur. Bu ise ( )Aλ σ∈  olması 

demektir. Ayrıca ( )Aσ ’ nın hiçbir noktası A  operatörünün özdeğeri olamaz, çünkü 

 ( ) ( ) [ ]0,  0,1t x tλ λ− = ∈  
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denkleminin çözümü her 0t λ≠  için ( )x t ’ nin süreksizliğine göre t λ=  noktasında 0 olur.  

Böylece,  ( ) [ ]0,1c Aσ =  ve pσ =∅  olduğu bulunur. 

 

Teorem 3: Eğer A  lineer operatörü bir sonlu boyutlu X  lineer uzayında tanımlı olsun. Bu 

takdirde ( )r Aσ =∅  ve ( )c Aσ =∅  [62]. 

 

Teorem 4: Eğer A  lineer normal operatör ise, ( )r Aσ =∅ [62].  

 

Tanım 36: A , bir H  Hilbert uzayında lineer operatör ve ( )p Aλ σ∈  olsun. Bu λ  

özdeğerine karşılık gelen özvektörlerinin ürettiği lineer alt uzay ( )H Aλ  ile gösterilir.  

 

Teorem 5: :A H H→ bir lineer kompakt normal operatör ise, her 0,λ λ≠ ∈C  için 

( )Ker A Eλ−  sonlu boyutludur [62]. 

 

Teorem 6: :A H H→ bir lineer kompakt ve normal operatör ise, ( )p Aσ  en çok sayılabilir 

sayıda ( boş kümede olabilir) ve ( )p Aσ  kümesinin mümkün olan limit noktası yalnızca 0  

dır [62]. 

Teorem 7 ( Hilbert- Schmidt Teoremi ): Eğer ( )A L H∈ kompakt normal operatör ise,  

 ( )
( )

( ) ( )
0

ker ker ker ker ker
p A

H A A E A A E A E
λ σ λ λ

λ

λ λ λ
∈ ∈ ∈

≠

= ⊕ − = ⊕ − = −∑ ∑ ∑
C C

 

veya 

 ( )*kerH A E
λ

λ
∈

= ⊕ −∑
C

. 

Başka bir ifadeyle H ’ da kompakt normal operatörün öz vektörlerinden oluşan bir 

ortogonal baz (taban) vardır [62]. 

 

Tanım 37 (Saf Ayrık Spektrum): Eğer A  lineer operatörünün özdeğerlerine uygun gelen 

özvektörlerin ortonormal sistemi H  Hilbert uzayında kapalı ise, A  lineer operatörüne saf 

ayrık spektruma sahiptir denir. 

  



 

 

 

19 

Tanım 38 (Spektral Yarıçap): A , bir H  Hilbert uzayında bir lineer sınırlı operatör 

olsun.  

              ( ) ( ){ }: sup :r A Aσ λ λ σ= ∈  

reel sayısına A operatörünün spektral yarı çapı denir. 

 

Teorem 8: Eğer A  lineer sınırlı normal operatör ise,  ( )r A Aσ = ,  hatta Aλ =  olacak 

şekilde ( )Aλ σ∈  elemanı mevcuttur [62]. 

 

Tanım 39 (Nümerik Bölge ve Nümerik Yarıçap): A , H  Hilbert uzayında bir lineer 

sınırlı operatörü için ( ) ( ){ }: , : 1W A Ax x x= = ⊆ C  altkümesine A ’nın nümerik bölgesi 

denir.  

          ( ) ( ){ }: sup :w A W Aλ λ= ∈  

sayısına A ’nın nümerik yarıçapı denir. 

 

Tanım 40 ( s -sayıları ): A , H  Hilbert uzayında kompakt lineer operatör olsun. A A∗  ve 

( )1/ 2
A A A∗=  operatörleri negatif olmayan ve kompakt operatörlerdir. Dolayısıyla A ’ nın 

( )n Aλ  öz değerleri negatif değildir ve n→∞  iken monoton olarak ( ) 0n Aλ → . Bu 

sayılara A  operatörünün s -sayıları denir ve ( ) ,  ns A n∈ℕ  ile gösterilir. 

 

Tanım 41 (Schatten-von Neumann Sınıfı): Operatörlerin aşağıdaki sınıflarını göz önüne 

alalım. 

 ( )
1

: : ,  ,  0p
p j

j

A A s A p
∞

∞
=

 
= ∈ < ∞ > 
 

∑S S  

şeklinde tanımlanan sınıfa Schatten-von Neumann Sınıfı denir. Bu sınıf için norm, 

 ( )
1/

1

:

p

p
jp

j

A s A
∞

=

 
=  
 
∑  

şeklinde tanımlanır. Bu norm aşağıdaki özeliklere sahiptir. 

 (i) ( ),  
p p

A A A∗= ∈ pS ; 
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 (ii) ( )( ),  ,  ,  pp p p p
AB A B BA A B A B L H≤ ≤ ∈ ∈S . 

 Eğer B  operatörü üniter ise, o zaman 

 
p p p

AB BA A= = . 

 

Tanım 42 ( Yaklaşık Düzgün Değer ): ( ):A D A H H⊂ →  bir lineer operatör olsun. 

λ∈C  sayısına yaklaşık düzgün değer denir, eğer her 0ε >  sayısı için ( )x D A∈  elemanı 

vardır öyle ki, 

 ( )
HH

A E x xλ ε− < . 

Yaklaşık düzgün değerlerinin kümesini ( )Aπ  notasyonuyla gösterilir. 

 

Teorem 9: λ∈C  sayısı A  operatörünün bir yaklaşık düzgün değeri olması için gerek ve 

yeterli koşul A Eλ−  operatörünün sınırlı tersinin olmamasıdır [62]. 

 

Sonuç 1: A  lineer operatörü için, 

 ( ) ( )A Aπ σ⊂  

kapsama bağıntısı doğrudur. 

 

Teorem 10: Eğer A  lineer normal operatör ise,  ( ) ( )A Aπ σ=  [62]. 

 

Teorem 11 ( Spektral Ayrılış Teoremi ):    ( ):A D A H H⊂ →  operatörü H  kompleks 

Hilbert uzayında özeşlenik operatör olsun. Bu takdirde, 

i) 1 2λ λ≤  için ( ) ( )1 2E Eλ λ≤ ; 

ii) Her 0, 0ε ε> →  için ( ) ( )sE Eλ ε λ+ →  güçlü yakınsak; 

iii) λ→−∞  için ( ) 0sE λ →  ve λ→+∞  için ( ) sE Eλ →  (birim 

operatör) 

iv) A  operatörünün komutatif olduğu tüm operatörler ile her λ∈R  için 

( )E λ  komutatiftir; 

koşullarını sağlayan bir ortogonal ( )( )E λ  ailesi vardır öyle ki 
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 ( )A dEλ λ
+∞

−∞

= ∫  ve ( ) ( )
2

:D A x H A d E xλ λ
+∞

−∞

 
= ∈ = < +∞ 
 

∫   

tek bir şekilde yazılabilir [62].  

 Burada i,ii ve iii koşullarını sağlayan ( )( )E λ  ailesine birimin ayrılışı adı verilir. 

 

Tanım 43 : :f →R R  sürekli bir fonksiyon ve A  H  Hilbert uzayında özeşlenik bir 

operatör için 

 ( )( ) ( ) ( )
2

: : ,D f A x H f d E x xλλ
+∞

−∞

 
= ∈ < +∞ 
 

∫  

( burada Eλ , A  operatörü için birimin ayrılışıdır) kümesi üzerinde  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ): , :f A f dE x f A D f A H Hλλ= ⊂ →∫
C

 

şeklinde tanımlanan operatöre A  operatörünün f  fonksiyonu denir. 

 

Teorem 12: ( ):A D A H H⊂ →  operatörü H  kompleks Hilbert uzayında normal operatör 

ise,  

 ( )A f B=  

olacak şekilde ölçülebilir f  fonksiyonu ve ( ):B D A H H⊂ →  ve *B B=  özeşlenik 

operatörü vardır [52].  

 

Teorem 13 (Spektral Dönüşüm Teoremi) : A  lineer özeşlenik operatör ve :f →R C  

sürekli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, 

( )( ) ( )( )f A f Aσ σ=  

bağıntısı doğrudur [89]. 

 



 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR BULGULAR VE ĐRDELEME 

2.1. Bazı Lineer Normal Operatörlerin Ayrık Spektrumu  

Bu bölümde ( )H K  Hilbert uzayı üzerinde tanımlı bazı A  lineer kapalı operatörlerin ayrık 

spektrumunun içyapısını inceleyeceğiz. Burada RA  ve IA  verilen :A H H→  

operatörünün uygun olarak reel ve sanal kısımlarını gösterecektir, yani 

 ( ) ( )* *1 1
: , :

2 2R IA A A A A A= + = − . 

 

Đlk olarak aşağıdaki sonucun doğru olduğunu gösterelim. 

 

Teorem 14: Eğer A , H  Hilbert uzayında bir lineer normal operatör ise,  

 ( ) ( )====p p RAA σσ ( )Ipi Aσ , 

burada  sembolü özel bir kartezyen çarpımı gösterir öyle ki bu çarpım  

( ) ( ) { }0R Ir i
H HA Aλ λ∩ ≠  

 koşulunu sağlayan ( )r p RAλ σ∈  ve ( )p Ii Aλ σ∈  reel sayıları üzerinden alınmaktadır. 

Ayrıca, eğer ( )p RAσ  ve ( )p IAσ  kümelerinden en az biri boş küme ise ( )p Aσ  boştur ve 

terside doğrudur. 

Đspat:  Đlk önce A  H ’ da bir lineer normal operatör ise, her z∈C  sayısı için 

( ):A zE D A H H+ ⊂ →  operatörünün de lineer normal olduğunu gösterelim. Gerçekten 

R rA z E+  ve I iA z E+  operatörleri A zE+  operatörünün uygun olarak reel ve sanal 

kısımlarıdır. Çünkü 

         ( ) ( ) ( )( ) ( )( )* *1 1

2 2R
A zE A zE A zE A zE A zE+ = + + + = + + +                      

                          ( ) ( )( ) ( )( )* *1 1
2

2 2 rA A z z E A A z E= + + + = + +   

        R rA z E= +  
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ve benzer şekilde  

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

* *

* *

1 1

2 2
1 1

2
2 2

I

ı

I i

A zE A zE A zE A zE A zE

A A z z E A A z E

A z E

+ = + − + = + − +

= − + − = − +

= +

 

dır. Öte yandan,  

 ( ) ( )R r I i R I i R r I r i I R r I i R r iA z E A z E A A z A z A z z E A A z A z A z z E+ + = + + + = + + +  

              ( ) ( ) ( ) ( )I R r i R r I i R rA A z E z A z E A z E A z E= + + + = + +  

olup, yani A zE+  operatörünün reel ve sanal kısımları komutatiftir. Böylece her z∈C  

için ( ):A zE D A H H+ ⊂ →  bir lineer normal operatördür. Bu durumda her 

( ):A D A H H⊂ →  lineer normal operatörü için doğru olan  

 ( )2 2 2
,R IH H H

Ax A x A x x D A= + ∈   

bağıntısından her z∈C  ve her ( )x D A∈  için  

( ) ( ) ( )
2 2 2

R r I iH H H
A zE x A z E x A z E x− = − + −                                                     (1) 

bulunur. 

 Şimdi ( )r i pi Aλ λ λ σ= + ∈  ve ( )x H Aλ λ∈  olduğunu varsayalım. Bu halde (1)  

eşitliğinden R rA x xλ λλ=  ve i iA x xλ λλ= , ( )x H Aλ λ∈ , olduğu elde edilir ki bu sonuncu 

( ) ( ),r p R i p IA Aλ σ λ σ∈ ∈  ve ( ) ( )R Ix H A H Aλ λ λ∈ ∩  olması anlamına gelir. 

 Tersine ( ) ( ),r p R i p IA Aλ σ λ σ∈ ∈  ve ( ) ( )
r iR Ix H A H Aλ λ∈ ∩ , 0x ≠  olduğunu 

varsayalım. Bu halde (1) eşitliğinden ( )r i pi Aλ λ λ σ= + ∈  ve ( )x H Aλ∈  olduğu 

bulunur.□ 

 

 Şimdi birkaç örnek verelim. 
 

Örnek 9: ( )2 0,1 ,H L= ,R I

d
A E A i

dt
= = − , ( ) ( ) ( )

10
2

2 , 0,1I RD A W D A L= =  olsun. Bu 

halde * *,R R I IA A A A= =  olup 

 
d d

A E E i i
dt dt

 = + = + − 
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operatörünün normal olduğu açıktır. Ayrıca, 

( ) ( ) { }1R p RA Aσ σ= =  ve ( ) ( )2
1 0,1RH A H L= =  

 olduğu kolayca görülür. 

 Şimdi ( )p IAσ ⊂ R  kümesini belirleyelim. Bir λ∈R  için ( )IA u iu t uλ′= − =  

diferansiyel denkleminin genel çözümü ( ) ,i tu t e c c sabitλ= = ∈C  olup ( ) ( )0 1 0u u= =  

koşullarından ( )1 0ic e λ− =  bulunur. ( )p IAλ σ∈  olması için gerekli ve yeterli şart 0c ≠ , 

1,ie λ λ= ∈C  koşullarını sağlamasıyla mümkündür. Böylece 2 ,n n nλ π= ∈Z  olup   

( ) ( ) { }2
2 , 0 1

n

n it
I n IH A H A span e n ve tπ

λ π= = ∈ ≤ ≤Z   

dır. Bu durumda Teorem 14‘ e göre A operatörünün ayrık spektrumu  

( ) ( )p p RA Aσ σ=    ( ) { }1 2 :p Ii A n i nσ π= + ∈Z   

şeklindedir. 

 

Örnek 10: ( )2H l= C ve ( ) ( )2 2: ,A l l→C C  her ( )nx x=  için { }1 2 3 4 5, , , , ,Ax x ix x ix x= …  

olsun. ( )p Aσ  kümesini belirleyelim. Bu durumda ( ) ( )2
nx x l= ∈ C  için  

{ } { }1 3 5 2 4 6,0, ,0, , 0, ,0, ,0, ,Ax x x x ix ix ix= +… …   

şeklinde yazılabilir. 

 Şimdi ( ) ( )2 2, :R IA A l l→C C , 

{ }1 3 5: ,0, ,0, ,0,RA x x x x= …  ve { }2 4 6: 0, ,0, ,0, ,RA x x x x= …   

operatörlerinin sınırlı ve özeşlenik olduğunu gösterelim. Gerçekten, her ( ) ( )2
nx x l= ∈ C  

için    

 2 2

1 1

2 22 2 2

2 1 2
1 1 1

k k nl l
k k k

Ax x ix x x
∞ ∞ ∞

−
= = =

   
= + = =   
   
∑ ∑ ∑  ,  

 yani A  operatörü ( )2l C  uzayında bir sınırlı operatördür. Bu halde ( ) ( )* 2 2:A l l→C C  

operatörü de sınırlı olup 

 ( ) ( ) ( ) ( )* * 2 21 1
: , : :

2 2R IA A A A A A l l= + = − →C C  

operatörleri sınırlıdırlar ve hatta  1RA ≤  ve 1IA ≤  dır. Ayrıca her ( )2,x y l∈ C  için  
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

2 2

2 2

1 3 1 2 3 4 2 1 2 1
1

*
1 2 3 4 1 3

, ,0, ,0, , , , , ,

, , , , , ,0, ,0, , ,

R n nl l
n

Rl l

A x y x x y y y y x y

x x x x y y x A y

∞

− −
=

= =

= =

∑… …

… …

 

burada ( )*
1 3,0, ,0,RA y y y= … , ( )2y l∈ C , olduğundan *

R RA A= . Benzer şekilde her 

( )2,x y l∈ C  için,  

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

2 2

2 2

2 4 1 2 3 4 2 2
1

*
1 2 3 4 2 4

, 0, ,0, , , , , , ,

, , , , , 0, ,0, , , ,

I n nl l
n

Il l

A x y x x y y y y x y

x x x x y y x A y

∞

=

= =

= =

∑… …

… …

 

olup ( )*
2 40, ,0, ,0,IA y y y= … , ( )2y l∈ C , yani *

I IA A=  dır. 

 Şimdi ( )2l C  uzayında RA ve IA  özeşlenik operatörlerinin komutatif olduğunu 

gösterelim. Gerçekten, her ( )2x l∈ C  için 

 ( ) ( )2 40, ,0, , 0,0,0, 0R I RA A x A x x= = =… …  

ve benzer şekilde,  

 ( ) ( )1 3,0, ,0, 0,0,0, 0I R RA A x A x x= = =… …  

olup R I I RA A A A=  dır. Dolayısıyla R IA A iA= + , ( )2l C  uzayında bir normal operatörüdür. 

Öte yandan 2
R RA A=  ve 2

I IA A=  koşuları sağlandığından ( ) ( )2 2, :R IA A l l→C C  özeşlenik 

operatörleri birer izdüşüm operatörleri olup 

    ( ) ( ) ( ) { }0,1R p R IA A Aσ σ σ= = = . 

Başka bir açıdan öz uzaylar ( eigen space ) için  

( ) ( ){ }0 2 4 6 2 4 60, ,0, ,0, , , , , , ,RH A span x x x x x x= ∈… … C  

 ( ) ( ){ }1 1 3 5 1 3 5,0, ,0, ,0, , , , , ,RH A span x x x x x x= ∈… … C

 ( ) ( ){ }0 1 3 5 1 3 5,0, ,0, ,0, , , , , ,IH A span x x x x x x= ∈… … C   

( ) ( ){ }1 2 4 6 2 4 60, ,0, ,0, , , , , ,IH A span x x x x x x= ∈… … C   

olduğunu belirtelim. Görüldüğü gibi  

 ( ) ( ) { }0 1 0 ,R IH A H A= ≠  

 ( ) ( ) { }1 0 0R IH A H A= ≠  

ve böylece ayrık spektrum hakkındaki Teorem 14’ e göre  
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 ( ) ( )====p p RAA σσ ( ) { }0,1Ipi Aσ =  

bağıntısı doğrudur. 

  

 Şimdi hangi durumlarda Teorem 14’ deki özel çarpımın kartezyen çarpıma 

dönüştüğü bazı durumları araştıralım. 

 

Teorem 15: Eğer ( )A L H∈  normal bir operatör ve ( ),R IA A H∞∈S  ise, 

 ( ) ( ) ( )   p p pR IiA AAσ σ σ+====  

eşitliği doğrudur. 

 

Đspat: Đlk olarak  

( ) ( ) ( )p p R p IA A i Aσ σ σ⊂ +   

kapsamanın her zaman doğru olduğunu belirtelim. Şimdi bu kapsamın tersinin de doğru  

olacağını gösterelim. ,R IA A  operatörleri özeşlenik ve kompakt olduklarından  

 ( ) { }1 2 3, , , , ,r r r r
p R nAσ λ λ λ λ= … … , 

 ( ) { }1 2 3, , , , ,i i i i
p I nAσ λ λ λ λ= … …  

olup ve ayrıca, 

 
0 1 2

,r r r r
n

H H H H H
λ λ λ λ

= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕… …  

 
0 1 2

,i i i i
n

H H H H H
λ λ λ λ

= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕… …  

burada 
0

:r RH KerA
λ
=  ve 

0

:i IH KerA
λ
=  dır. Başka bir ifadeyle H ’ da kompakt özeşlenik 

operatörün özvektörlerinden oluşan bir ortogonal baz (taban) vardır (Hilbert-Schmidt 

Teoremi) [62]. Tutalım ki ( ) , 0,1, 2,r
k RA kλ σ∈ = … olsun. Bu halde bir tek 0,1, 2,k = …  

için  ( )r
k

r
k Rx H A

λ
∃ ∈ , 0r

kx ≠  öyle ki r r r
R k k kA x xλ=  

dır. Diğer taraftan r
kx H∈  olduğundan bir tek ( ) 0,1, 2,m k = …  vardır öyle ki  

( )
( )i

m k

r
k Ix H A

λ
∈ .  

Buradan,  

( )
r i r

I k km k
A x xλ=  

olup, 0,r r
k kx x H≠ ∈  için  
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( )( )r r r r r r
k R k I k k km kAx A x iA x i xλ λ+ = +====  

olduğundan   

( ) ( )r r
k pm k

i Aλ λ σ+ ∈ , 0,1, 2,k = …                                                                            (2) 

dır.  

 Şimdi tersini ele alalım. Varsayalım ki ( ) , 0,1, 2,i
k p IA kλ σ∈ = … olsun. Bu halde 

bir tek 0,1, 2,k = …  için  

( )i
k

i
k Ix H A

λ
∈ , 0i

kx ≠   

vardır ve  

i i i
I k k kA x xλ= . 

 Diğer yandan i
kx H∈  olduğu için bir tek ( ) 0,1,2,l k = …  vardır öyle ki  

( )
( )r

l k

i
k Rx H A

λ
∈  

dır. Buradan 

 ( )
i r i

R k kl k
A x xλ=  

olup 0,i i
k kx x H≠ ∈  için  

 ( )( )i i i i i i
k R k I k k kl kAx A x iA x i xλ λ+ = +==== , 

dolayısıyla  

 ( ) ( )i i
k pl k

i Aλ λ σ+ ∈ , 0,1, 2,k = …                                                                              (3) 

olduğu bulunur. Böylece (2) ve (3) bağıntılarından  

 ( ) ( ) ( )p R p I pA i A Aσ σ σ+ ⊂  

elde edilir. Sonuç olarak   

 ( ) ( ) ( )   p p pR IiA AAσ σ σ+==== . □ 

 

 Özel durumda Teorem 15 ‘den aşağıdaki sonuçlar elde edilir.  

 

Sonuç 2: Eğer dim H < ∞ , ( )A L H∈  normal operatör ise, 

 ( ) ( ) ( )   p p pR IiA AAσ σ σ+====  

eşitliği doğrudur. 
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Sonuç 3: Eğer ( )A L H∈  normal kompakt bir operatör ise, 

   ( ) ( ) ( )   p p pR IiA AAσ σ σ+====  

eşitliği doğrudur. 

 

Đspat: Gerçekten, eğer ( )A H∞∈S  ise, ( )*A H∞∈S  olup ( )*A A H∞± ∈S  [21] 

olacağından 

 ( ) ( )*1

2RA A A H∞= + ∈S  ve 

 ( ) ( )*1

2IA A A H
i ∞= − ∈S  

sonucuna ulaşılır. Bu sonuç ve Teorem 15’ den bu sonucun iddiası doğrudur.□ 

 

Teorem 15 ‘i aşağıdaki gibi genişletilebilir. 

 

Teorem 16: Eğer A , H  Hilbert uzayında bir lineer normal operatör ve RA  , IA  

operatörleri saf ayrık spektruma sahipse, 

 ( ) ( ) ( )   p p pR IiA AAσ σ σ+====  

eşitliği doğrudur. 

2.2. Lineer Hiponormal Operatörlerin Ayrık Spektrumu Hakkında 

Burada bir önceki kesimde ispatlanan bazı sonuçları genelleştirmeye çalışacağız. 

 
Teorem 17: Eğer A , H  Hilbert uzayında bir lineer sınırlı hiponormal operatör ve 

: R I I RT A A A A= −  ise, 

 ( ) ( )====p p RAA σσ ( )Ipi Aσ  

eşitliği doğrudur. Burada ‘‘ ’’ sembolü bir özel kartezyen çarpımı gösterip bu çarpım 

 ( ) ( ) { }0R Ir i
H H KerTA Aλ λ∩ ∩ ≠   

koşulunu sağlayan bütün ( )r p RAλ σ∈  ve ( )p Ii Aλ σ∈  sayıları üzerinden alınmaktadır.  
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Üstelik, 

( ) ( ) ( )( )dim dim R Ir i
H A H H KerTA Aλ λ λ= ∩ ∩  

eşitliği doğrudur. 

 

Đspat: Đlk önce herhangi bir r iiλ λ λ= + ∈C  ve herhangi x H∈  için 

( ) ( ) ( )
2 2

R r I iA E x A E x A E xλ λ λ− = − + −                 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

, ,R r R r I i I i R r I iA E x A E x i A E x i A E x A E x A E xλ λ λ λ λ λ= − + − − + − − + −  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
, ,R r I i I i R r R r I iA E x A E x i A E x A E x A E x A E xλ λ λ λ λ λ = − + − + − − − − −   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

, , , ,R r I R r I i R r iA E x i A x A x A x x x A x x xλ λ λ λ λ= − + + − +             

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

, , , ,R I i R r I r i I ii A x A x A x x x A x x x A E xλ λ λ λ λ− − − + + −    

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

, ,R r I i I R R IA E x A E x i A x A x A x A xλ λ= − + − + −    

( ) ( ) ( )( )2 2
,R r I i R I I RA E x A E x i A A A A x xλ λ= − + − + −  

doğruluğu bulunur. Eğer   

 : R I I RT A A A A= −  

şeklinde tanımlarsak ( )T L H∈  ve  

 *
I R R IT A A A A T= − = −  

olup  * 0T T+ = .Buradan  

 0RT =  ve  IT iT=  

elde edilir. Böylece her  λ∈C  ve x H∀ ∈  için 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

,R r I i IA E x A E x A E x T x xλ λ λ− = − + − −                                       (4) 

olur.  

 Şimdi x H∈  elemanı için  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )*1 1
, , , , ,

2 2I R I I R R I I RT x x Tx x T x x A A A A x x x A A A A x
i i
   = − = − − −  

             ( ) ( ) ( ) ( )1
, , , ,

2 I R R I R I I RA x A x A x A x A x A x A x A x
i

= − − +    
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  ( ) ( )1
, ,I R R IA x A x A x A x

i
= −                                                                          (5) 

doğrudur. 

 Ayrıca A  operatörü hiponormal, yani her x H∈  için *A x Ax≤  olduğundan 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,R I R I R I R IA iA x A iA x A iA x A iA x− − ≤ + +  

olup 

 ( ) ( )2 2
, ,R R I I R IA x i A x A x i A x A x A x+ − +  

 ( ) ( )2 2
, ,R R I I R IA x i A x A x i A x A x A x≤ − + +  

ve buradan  

 ( ) ( ), , 0I R R Ii A x A x A x A x− ≥    

bulunur. Bu ise 

 ( ) ( )1
, , 0I R R IA x A x A x A x

i
− ≤    

 olup (5) bağıntısından her x H∈  için 

 ( )* , 0T x x ≤  

elde edilir, yani 0IT− ≥  sonucuna ulaşılır. 

 Şimdi varsayalım ki, ( )r i pi Aλ λ λ σ= + ∈  olsun. Bu durumda (4) bağıntısından 

( )r p RAλ σ∈  , ( )i p IAλ σ∈  ve ( )I R I I Rx KerT Ker A A A Aλ ∈ = − . 

Tersine, eğer bir ( )r p RAλ σ∈  , ( )i p IAλ σ∈  ve ( )I R I I Rx KerT Ker A A A Aλ ∈ = −  ise,  

 ( )r i pi Aλ λ λ σ= + ∈  

elde edilir. □ 

 

Not 1: Sonuncu teoremde A  operatörünü ( )A L H∈  ve normal olarak alınırsa, bu 

durumda  

 ( )R I I RKerT Ker A A A A H= − =  

olup iddia Teorem 14’ün iddiası ile çakışır. 

 

 Ayrıca (4) eşitliğinden aşağıdaki bazı sonuçlara ulaşılır. 
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Teorem 18:  ( )A L H∈ , ( )Aλ σ∈  ve hiç olmazsa bir x Hλ ∈ , 0xλ ≠ , ( )x H Aλ λ∈  için  

x KerTλ ∈  olsun. Bu durumda  

 ( )r p RAλ σ∈ , ( )p Ii Aλ σ∈  ve ( ) ( )
r iR Ix H A H Aλ λ λ∈ ∩ . 

 

Đspat: Gerçekten, bu halde (4) eşitliğinden  

 ( ) 0R rA E xλλ− =  ve ( ) 0I iA E xλλ− =  

olup, yani  

 ( )r p RAλ σ∈ , ( )p Ii Aλ σ∈  ve ( ) ( )
r iR Ix H A H Aλ λ λ∈ ∩  

olduğu bulunur. 

 

Teorem 19: ( )A L H∈ , A hiponormal ve { }0KerT =  ise, 

 ( )p Aσ =∅ . 

 

Đspat: Eğer herhangi bir λ∈C  sayısı için ( )p Aσ  kümesinin elemanı olsaydı (4) 

eşitliğinden  

 ( )( ) ( ), 0, 0,IT x x x x H Aλ λ λ λ λ− = ≠ ∈  

bulunur. Ayrıca 0IT− ≥  olduğundan sonuncu bağıntıdan  

 ( )
1

2 0IT xλ− = . 

Buradan  

 ( )
1

2 0T xλ− = , 

olup 

0IT xλ = . 

Yani 0xλ ≠  için  

 Ix KerT KerTλ ∈ = . 

Bu ise hipotez ile çelişir. Böylece  

 ( )p Aσ =∅  

olduğu ispatlanmış olur. 
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Örnek 11: ( )2H l= C ve ( ) ( )2 2: ,A l l→C C  her ( )nx x=  için { }1 2 30, , , ,Ax x x x= …  

operatörünü ele alalım. A ’nın lineer sınırlı bir operatör ve her ( ) ( )2
nx x l= ∈ C  için  

{ }*
2 3 40, , , ,A x x x x= …  olduğu açıktır. 

 

 Şimdi A  lineer operatörünün hiponormal fakat normal olmadığını ayrıca Teorem 

17’yi gerçeklediğini gösterelim. ( ) ( )2
nx x l= ∈ C  keyfi alalım 

 
2 2

22 *

1 2
n n

n n

Ax x x A x
∞ ∞

= =

= ≥ =∑ ∑  

eşitsizliğinin doğruluğundan her ( ) ( )2
nx x l= ∈ C  için *Ax A x≥  olduğu, yani A  

operatörünün hiponormalliği ve  

 { } { }*
2 3 4 2 3 4, , , 0, , , ,AA x A x x x x x x= =… …  

 { } { }* *
1 2 3 1 2 30, , , , , , ,A Ax A x x x x x x= =… …  

eşitliklerinden A ’nın normal olmadığı bulunur. Ayrıca her ( ) ( )2
nx x l= ∈ C  için 

( ) ( )*
1 2 2 3 3 4

1 1
0, , , ,

2 2RA x A A x x x x x x x= + = + + + …   

( ) { }*
1 2 2 3 3 4

1 1
0, , , ,

2 2IA x A A x x x x x x x
i i

= − = − − − …    

eşitlikleri doğru olup, 

( ) { } { }

{ }

1 3 2 4 3 5 1 3 2 4 3 5

1 2 3

1 1
0, , , , 0, , , ,

4 4
1

0, , , ,
2

R I I RTx A A A A x x x x x x x x x x x x x
i i

x x x
i

= − = − − − − + + +

=

… …

…

 

eşitliğinden  { }0KerT =  olduğu görülür. Ayrıca ( )p Aσ =∅  olduğu açıktır. 

2.3. Lineer Normal Operatörlerin Spektrum Yapısı  

Şimdi lineer normal operatörlerin spektrumu hakkında bir sonuç verelim. 

 

Teorem 20: Eğer A , H  Hilbert uzayında lineer normal bir operatör ise,  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ⊂ +  

bağıntısı sağlanır. 
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Đspat: R IA A iA= + , H  Hilbert uzayında lineer normal operatör ve ( )Aλ σ∈ olsun. Bu 

halde her  0ε >  için 

 ( ) x xA E ε εελ ≤−  

koşulunu sağlayan bir ( )x D Aε ∈ , 0xε ≠  elemanı vardır [21]. 

 Ayrıca A  bir lineer operatör olduğundan  

 ( ) ( ) ( )
222 22

I iR rx x A E x xA EA E ε ε ε ελ ελλ = + − ≤−−  

olduğu bulunur. Buradan  

 ( )R r x xA E ε εελ ≤− ve ( )I iA E x xε ελ ε− ≤  

olur. Sonuncu bağıntıdan ve [21] den 

 ( )r RAλ σ∈  ve ( )i IAλ σ∈  

olur. Böylece, 

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ⊂ +  

bağıntısının doğru olduğu elde edilir.□ 

 

Teorem 21: Eğer A , H  Hilbert uzayında normal bir operatör ve ( )RAρ ≠ ∅  ( )( )IAρ ≠ ∅  

ise, 

 ( ) ( )RA i Aρ ρ+ ⊂R     ( )( ) ( )Ii A Aρ ρ+ ⊂R  

bağıntısı doğrudur. 

 

Đspat: Tutalım ki ( )r RAλ ρ∈  olsun. Bu durumda ,r iλ λ µ µ= + ∈R  sayısı için  

 
( ) ( )
( ) ( ) ( )1

R r I

R r R r I

A E iA E A E

i A E iEA E A E

λ λ µ

λ λ µ−

− = +− −

 = − −− − 
                                              (6) 

ede edilir.  

Şimdi ( ) ( )1
: R r ĐT A E A Eλ µ−
= − − , ( )r RAλ ρ∈ , µ∈R ,operatörünün 

( ) ( ): IT D T D A H H= ⊂ → kapalı olduğunu inceleyelim. Bunu daha genel durumda 

araştıralım. Tutalım ki M ve S  H  Hilbert uzayında iki lineer kapalı operatör ve 

( )1S L H− ∈  olsun. Bu halde 1:K MS −=  operatörünün H ’da lineer kapalı bir operatör 

olduğunu görelim.  
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 ( ) ( )nx D K⊂ , H
nx x→ , n→∞  ve 1 H

n nKx MS x y−= → , n→∞  

koşullarını sağlayan keyfi bir dizi olsun. ( )1S L H− ∈  olduğundan  

 1 1H
nS x S x− −→ , n→∞  

olduğu açıktır. Diğer yandan  

 1 1H
nS x S x− −→ , n→∞  ve ( )1 H

nM S x y− → , n→∞   

olduğu ve M ’nin H ’da kapalı olduğundan  

 ( )1S x D K− ∈  ve 1y MS x−=  

olduğu bulunur. Bu sonuncudan ( )1x D MS −∈ , 1y MS x−=  bulunur. Dolayısıyla 1K MS −=  

operatörü  H ’da kapalıdır. 

 Şimdi T  operatörünün H ’da simetrik olduğunu gösterelim. RA  ve IA  H ’da 

komutatif operatörler olduklarından her : r iλ λ µ= + ∈C , µ∈R  sayısı için  

 ( ) ( )R r IA E A E i A Eλ λ µ− = − + −  

operatörü H ’da normal olduğundan ( )R rA Eλ−  ve ( )IA Eµ−  operatörleri H ’da 

değişmelidirler, yani, ( ) ,v RE A v∈R  ve ( ) ,w IE A w∈R  operatörleri komutatiftirler. Öte 

yandan  

 ( ) ( ) ( )( )1 1

R r I I R rA E A E A E A Eλ µ µ λ− −
− − ⊂ − −  

bağıntısından  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* *1 * 1*

1 1

R r I R rĐ

I R r R r I

T A E A E A E A E

A E A E A E A E T

λ µ µ λ

µ λ λ µ

− −

− −

   = − − ⊃ − −   

= − − ⊃ − − =
 

bulunur, yani  

 *T T⊂ . 

Böylece T  operatörü H ’da simetrik ve kapalıdır. 

 Şimdi  ( ) ( ) ( )1
:R r IT A E A E D T Hλ µ−

= − − → , ( )Rr Aρλ ∈ , µ∈R  operatörünün 

H ’da özeşlenik olduğunu gösterelim. Bunun için T  operatörünün defekt sayılarının 

( ) ( ) 0n T n T+ −= =  olduğunu göstermek yeterlidir [62]. Đlk önce  

 ( ) ( ) 1* 0I R rT x ix A E A E x ixµ λ −
± = − − ± = , ( )*x D T∈  

denklemini ele alalım. Bu halde  
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 ( )( ) ( )( )1 1
0I R r R r R rA E A E x i A E A E xµ λ λ λ− −

− − ± − − = , ( )*x D T∈  

olup bu sonuncudan  

 ( ) ( ) ( ) 1
0I R r R rA E i A E A E xµ λ λ −

− ± − − =    

bulunur. Eğer ( ) xEAy rR

1: −−= λ , ( )*x D T∈  olarak tanımlanırsa,  

 ( ) ( ) 0I R rA E y i A E yµ λ− ± − =  

denklemine ulaşılır. Ayrıca A , H ’da normal operatör olduğundan  

 ( ) ( )
2 2

0I R rA E y A E yµ λ− + − =  

olup  

 ( ) 0IA E yµ− =  ve ( ) 0=− yEA rR λ  

olduğu elde edilir. Öte yandan ( )Rr Aρλ ∈  olduğundan ( ) 0=− yEA rR λ  denkleminden 

0=y  bulunur. Yani, 

 ( ) 1
0R ry A E xλ −

= − = . 

Sonuncu eşitlikten  

 ( )( ) ( ) 0011 =−=−− −− EAxEAEA rRrRrR λλλ . 

Böylece ( )* *0,T x ix x D T± = ∈  denkleminin ancak 0x =  çözümü vardır. Neticede 

( ) ( ) 0n T n T+ −= =  olduğu bulunur. Bu sonuncu ise ( )Rr Aρλ ∈  ve µ∈R  sayıları için T  

operatörünün H ’da özeşlenik olduğunu [62] ispatlar. Öte yandan T  özeşlenik olduğunda 

( )Tσ ∈R , yani her : , 0r i iz z iz z= + ∈ ≠C  T ’nin bir regüler noktalarıdırlar. Buradan  

 ( ) ( )1
T iE L H

−
− ∈  

olduğu ve (6) eşitliğinden ( )Aλ ρ∈  sonucuna ulaşılır.  

 Teoremin ( )IAρ ≠ ∅  durumu birinci durumun ispatına benzer şekilde verilebilir. □ 

 

 Bu bölümün esas amacı H  Hilbert uzayında tanımlanan bir lineer normal A  

operatörünün spektrumunun 

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +                                                                                          (7) 

şeklinde yazılabileceği, bütün mümkün olan durumları incelemektir. 
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 Spektrum için bu formül lineer normal operatörler için hatta bazı basit durumlarda 

bile doğru olmayabilir. 

 

Örnek 12: ,B H  Hilbert uzayında lineer sınırlı özeşlenik bir operatör , ( )3
,

2
B

π
π σ∈  ve 

: :iBA e H H= →  olsun. Bu halde A , H ’da bir üniter operatör [62] olup 

 cos sinA B i B= +  ve cos , sin :R IA B A B H H= = → . 

Spektral dönüşüm [89] teoremine göre  

 
( ) ( )( )
( ) ( )( )
sin sin ,

cos cos

B B

B B

σ σ

σ σ

=

=
 

ve  

 
( )
( )

0 sin

0 cos

B

B

σ

σ

∈

∈
 

bağıntıları doğrudur. Fakat A  operatörü H ’da bir üniter operatör olduğundan ( )0 Aσ∉ , 

yani ( )0 0 0i Aσ= + ∉ . Böylece  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

formülü hatta bu çok özel bir durumda bile sağlanmaz. 

 

Örnek 13: X  ve Y , R ’de boştan farklı iki kapalı küme :X iY+Ω  ve ( )
1n n

λ ∞

=
  Ω ’da 

yoğun olan kompleks sayıların bir dizisi olsun. H  bir ayrılabilir Hilbert uzayı, ( )ne  H ’da 

ortonormal bir baz ( taban ) ve ( ):A D A H H⊂ → ,  ve n n nAe eλ= , 1, 2,3,n = …  olsun, 

yani A  operatörü H ’da sonsuz köşegen bir normal operatör olsun. Bu halde  

 ( ) ( ) ( )
1 1n nn n

A clσ λ λ∞ ∞

= =
= ≡  

olup bu durumda ( )Aσ =Ω  eşitliği doğrudur. Ayrıca RA  ( uygun olarak IA  ) H  Hilbert 

köşegeninde  ( )
1

Re n n
λ ∞

=
 ve ( )

1
Im n n
λ ∞

=
 sayılarıyla bir sonsuz köşegen operatör olup  

 ( )RA Xσ =        ( )( )IA Yσ =   

olduğundan  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

eşitliğinin doğru olduğu bulunur. 
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Örnek 14: X  ve Y , R ’de bir noktadan ibaret olmayan sonlu veya sonsuz iki kapalı aralık 

olsun. 

 ( ) ( )2 2:A L X iY L X iY+ → + ,  ( ) ( ):Af z zf z=  

( ) ( ) ( ) ( ) 222 : 1D A f L X iY z f z dz
 

= ∈ + + < ∞ 
 

∫
C

  şeklinde tanımlanan operatör 

( )2L X iY+  uzayında normal bir operatör olup  

 ( )A X iYσ = + . 

Ayrıca ( ) ( )ReRA f z zf z= , ( ) ( )ImIA f z zf z=  olduğundan ( )RA Xσ = ve ( )IA Yσ = . 

Böylece  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

eşitliği doğrudur. 

 Şimdi A  operatörünün X  ve Y  sınırlı kapalı kümeleri üzerinde sınırlı olduğunu 

gösterelim. 

 ( ) ( ) ( )
2 2 22 2

Af z zf z z f z M f= = ≤ ,  ( )
1 2

2 2: sup
x X
y Y

M x y
∈
∈

 
 = +
 
 

 

eşitsizliği doğru olup A operatörünün sınırlı olduğu elde edilir. Eğer  X  veya Y  

kümelerinden en az biri sınırsız ise, A operatörü sınırlı olamaz. Ayrıca,  

 ( ) ( )Re ImAf z i z f z= +  

 ( ) ( )Re . , Im .R IA f z f z A f z f z= =  

olup A operatörünün normalliği açıktır. 

  

 Şimdi yukarıda spektrum için verilen (7) formülünün normal operatörler için doğru 

olup olmadığı sorusu üzerinde duralım. 

  

Teorem 22: A , H Hilbert uzayında bir lineer sınırlı normal operatör olsun. Eğer her 

( ) ,Rr Aλ σ∈  her ( )Ii Aλ σ∈ ve her x H∈  için  

 ( ) ( )R Ir iA x c A E xEλ λ− ≤ −  

olacak şekilde bir 0c >  sabiti varsa, 

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  
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bağıntısı doğrudur. 

 

Đspat:  Teorem 20’de ( )A L H∈  normal operatörü için 

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ⊂ +   

bağıntısının doğruluğu ispatlanmıştır.  

 Şimdi keyfi ( )r RAλ σ∈ , ( )Ii Aλ σ∈ sayılarını ve keyfi 0ε >  alalım. Bu halde 

( )Ii Aλ σ∈  olduğundan bu 0ε >  için  

 ( )
21

I iA x x
c

E ε ε
ε

λ− ≤
+

                                                                                  (8) 

koşulunu sağlayan ve 0,x Hxε ε ∈≠  olan bir eleman bulunabilir [21]. Bu durumda 

hipoteze göre  

 

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2 2 2 2
2 2 22 2

2 2 2
1

1 1 1

R r I iA E x A E x A E x

c
x c x x

c c c

ε ε ε

ε ε ε

λ λ λ

ε ε ε
ε

− = − + −

 
≤ + = + = 

+ + + 

           (9) 

olur. Böylece (8) ve (9) bağıntılarından keyfi 0ε >  için  

 ( )A x xE ε ελ ε− ≤  

koşulunu sağlayan bir 0,x Hxε ε ∈≠  bulunur. Buradan ( )Aλ σ∈  olur [21] .□ 

 

Not 2: Bu sonuncu teoremde verilen koşullar yerine her ( ) ,Rr Aλ σ∈  her ( )Ii Aλ σ∈ ve 

her x H∈  için  

 ( ) ( )I Ri rA E x c A xEλ λ− ≤ −  

olacak şekilde 0c >  sabiti var olduğu durumlarda da teoremin iddiası doğrudur. 

 

Eğer A , bir ayrılabilir H  Hilbert uzayında bir sınırlı normal operatör ise, 

( )A f B=  eşitliğini gerçekleyen bir sınırlı ölçülebilir :f →R C  fonksiyonu ve bir lineer 

özeşlenik ( ):B D A H H⊂ → operatörü vardır. Bu sonuç saf ayrık spektrumlu operatörler 

için F. Riesz [80]tarafından irdelenmiş ve daha da genel durum da J. von Neumann [67] 

çalışmasında ele almıştır. Bu gösterim sınırsız normal operatörler için Y. Mimura [52] 

tarafından genelleştirilmiştir.  
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Teorem 23: A  bir ayrılabilir H Hilbert uzayında bir lineer sınırlı normal operatör, 

:f →R C  sürekli bir fonksiyon, ( )*B B L H= ∈  ve ( )A f B=  olsun. Bu durumda  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

eşitliğinin sağlanması için gerek ve yeterli koşul her ( ),x y Bσ∈  sayıları için  

 ( ) ( )R Rf z f x=  

 ( ) ( )I If z f y=  

koşullarını sağlayan bir ( ) ( ),z z x y Bσ= ∈  noktasının bulunmasıdır. 

 

 Spektrum için yukarıdaki formülün doğru kalması ( )A f B=  gösteriminden 

bağımsızdır. 

  

Đspat: ( )A L H∈  normal operatörü için Teorem 14’den   

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ⊂ +  

bağıntısının doğru olduğunu biliyoruz. Eşitlik için bu bağıntının tersi olan  

 ( ) ( ) ( )R IA i A Aσ σ σ+ ⊂  

bağıntısının doğruluğunu göstermek yeterlidir. Sonuncunun doğruluğu ise, spektral 

dönüşüm teoremi  [89] gereğince  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )R If B if B f Bσ σ σ+ ⊂  

bağıntısının doğruluğuna dektir. Bu sonuncu bağıntının doğru kalması için gerekli ve 

yeterli koşul her ( ),x y Bσ∈  için  

 ( ) ( )R Rf z f x=  

 ( ) ( )I If z f y=  

eşitliklerini sağlayan bir ( ) ( ),z z x y Bσ= ∈  elemanının mevcut olmasıdır. 

 Şimdi ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  eşitliğinin doğruluğunun ( )A f B=   gösteriminden 

bağımsız olduğunu gösterelim. 

 , :f h →R C  iki sürekli fonksiyon, ( ) ( )* *,B B L H C C L H= ∈ = ∈  ve ( )A f B=  

ve ( )A h C=  olsun. Đlk önce  ( )A f B=  durumunda bağıntısının doğruluğunu kabul 

edelim. Yani her  ( ),x y Bσ∈  için  
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 ( ) ( )R Rf z f x=  

 ( ) ( )I If z f y=  

eşitliklerini sağlayan ( ) ( ),z z x y Bσ= ∈  elemanının varlığını kabul edelim. 

 Şimdi keyfi iki ( ), Cα β σ∈  noktalarını alalım. Ayrıca spektral dönüşüm 

teoreminden [89]  

 ( ) ( )( )A f Bσ σ=  ve 

 ( ) ( )( )A h Cσ σ=  

olduğunu biliyoruz. Bu durumda ( ) ( ) ( ),h h Aα β σ∈  olduğunda  

 
( ) ( )

( ) ( )
h f x

h f yβ

αα

β

=

=
 

koşullarını gerçekleştiren iki ( ),x y Bα β σ∈  elemanları bulunur, yani 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R I R Ih h ih f x if xα αα α α= + = +                         (10) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).R I R Ih h ih f y if yβ ββ β β= + = +                          (11) 

Böylece, ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  doğruluğu ve ( ),x y Bα β σ∈  olduğundan  

 
( ) ( )
( ) ( )

,

,

,R R

I I

f x f z

f y f z

β

β β

α α

α

=

=
 

eşitliklerini sağlayan bir ( ) ( ) ( ), , ,z z x y z Bα β α β α β σ= = ∈  elemanı mevcuttur. 

 Sonuç olarak (10) ve (11) bağıntılarından  

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

,

R R R

I I I

h f x f z

h f y f z

β

β β

α α

α

α

β

= =

= =
                                                                                 (12) 

olup öte yandan bir ( ), Cα βγ σ∈  vardır, öyle ki 

 ( ) ( ), ,f z hβ α βα γ= . 

Buradan  

 
( ) ( )
( ) ( )

,

,

,

,

,R R

I I

f z h

f z h

α β

α β

β

β

α

α

γ

γ

=

=
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olup sonuncular ve (12) bağıntısından her ( ), Cα β σ∈  elemanları için  

 
( ) ( )
( ) ( )

,

,

,R R

I I

h h

h h

α β

α β

α γ

β γ

=

=
 

koşullarını sağlayan bir ( ), Cα βγ γ σ= ∈ elemanı mevcuttur. Böylece verilen formülün 

gösteriminden bağımsız olduğu bulunur.□ 

 

Not 3: Eğer , :R If f →R R  sürekli fonksiyonlardan hiç olmazsa biri ( )Bσ  üzerinde sabit 

ise, Teorem 23’un şartları sağlanır. 

 

Örnek 15: ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

,Af t f t i k t s f s ds= + ∫ , ( )
( )
( )
1 , 0 1

, :
1 , 0 1

t s eğer t s ise
k t s

s t eğer s t ise

− ≤ ≤ ≤
= 

− ≤ ≤ ≤
 

[ ] [ ]2 2: 0,1 0,1A L L→  şeklinde tanımlanan bir operatör olsun. Kolaylıkla gösterilebilir ki  

( ) ( ) ( )
1

0

: ,Bf t k t s f s ds= ∫ , [ ] [ ]2 2: 0,1 0,1B L L→  için [ ]( )2 0,1B L∞∈S  olup 

( ) ( ) 2 2

1
:pB B n

n
σ σ

π
 = = ∈ 
 

N  ve ( )2

1
, ,n B n

n
λ σ

π
= ∈ ∈N  uygun öz vektörler 

( ) ( )sin , , 0 1,nf t n t n tπ= ∈ ≤ ≤N  şeklindedir. Ayrıca bu durumda  

 A E iB= + , ( ) ( ) ( )
1

0

: ,Bf t k t s f s ds= ∫ , 

şeklinde yazılabilip  

 RA E= , ( )
1

0

,IA k t s ds B= =∫  

olduğundan  

 
( )
( )

1, ,

, ,

R

I

f

f

λ λ

λ λ λ

= ∈

= ∈

R

R
 

şeklindedir. Bu durumda bir önceki teoremin koşulları sağlandığından  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

bağıntısı doğrudur, yani 

 ( ) 2 2

1
1 :A i n

n
σ

π
 = + ∈ 
 

N . 
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 Bu örneği aşağıdaki gibi genelleştirmek mümkündür. 

 

Örnek 16: H  bir Hilbert uzayı, ( )A L H∈  ( )*,A E iB B B L H= + = ∈  ise, A  

operatörünün bir lineer sınırlı normal operatör olduğu açıktır. Operatörlerin spektral 

teorisinden  

 ( ) ( )1A i Bσ σ= + , 

yani ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  olduğu bilinir [21]. Ayrıca bu durumda  

 ( ) 1 ,f iλ λ λ= + ∈R  

yani, ( ) ( )1, ,R If fλ λ λ λ= = ∈R  

olup Rf  ve If  fonksiyonları bir önceki teoremin şartlarını sağladığından  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

bağıntısının doğru olduğu sonucuna ulaşılır. 

 

Teorem 24: A , H  Hilbert uzayında bir lineer normal operatör, ( ):A D A H H⊂ → , 

( ) , :A f B f= →R C  sürekli bir fonksiyon, ( )* :B B D B H H= ⊂ →  olsun. Bu durumda  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

bağıntısının sağlanması için gerekli ve yeterli koşul sonlu veya sonsuz ( )lim R n
n

f x
→∞

 ve 

( )lim I n
n

f y
→∞

 limitlerinin varlığını gerektiren her ( ) ( ) ( ),n nx y Bσ⊂  dizileri için  

 
( ) ( )

( ) ( )

lim lim

lim lim

R n R n
n n

I n I n
n n

f x f z

f y f z

→∞ →∞

→∞ →∞

=

=
 

koşullarını sağlayan bir ( ) ( ) ( )( )( ) ( ),n n n nz z x y Bσ= ⊂ dizisinin varlığıdır. 

 

Đspat: Gerçekten ( ): ,f f C→ ∈R C R  ve  

 ( ) ( ) ( )R IA f B f B if B= = +  

olduğundan  

 ( ) ( )( ) ( )( )A f B f Bσ σ σ= = [89]. 

Bu durumda   
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 ( )( ) ( )( ) ( )( )R If B f B i f Bσ σ σ= +  

eşitliliğinin doğruluğunu inceleyelim. Daha da genelde  

 ( )( ) ( )( ) ( )( )R If B f B i f Bσ σ σ= +                                                                      (13) 

eşitliğinin doğru olup-olmadığını araştıralım. 

 Bunu kısaca cevaplamak gerekirse, eşitliğin doğru kalması için gerekli ve yeterli 

koşul  

 ( )( ) ( )( ),R Ix f B y f Bσ σ∀ ∈ ∀ ∈   için  ( )( )x iy f Bσ+ ∈  

olması ve tersine  

 ( )( )z f Bσ∀ ∈  için ( )( ) ( )( ),R IRe z f B Đm z f Bσ σ∈ ∈  

olmasıdır. 

 Şimdi (11) eşitliğini başka şekilde yazalım. 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }:lim , : lim , :lim ,n n R n n I n n
n n n

f B x f x x x B i y f y y y Bλ λ λ λ σ σ σ
→∞ →∞ →∞

= ∈ = = ∈ + = ∈

 

Daha önce lineer normal (keyfi) operatörler için aşağıdaki şekilde     

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ⊂ +  

sonucu ispatlanmıştır (Teorem 20). Bu durumda eşitlik için  

 ( ) ( ) ( )R IA i A Aσ σ σ+ ⊂  

bağıntısının ispatlanması yeterlidir. Yani, 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )R If B i f B f Bσ σ σ+ ⊂                                                                      (14) 

ispatlanması yeterlidir. 

Sonuncu bağıntının sağlanması için ise,  

 ( )( )Rx f Bσ∀ ∈  ve ( )( )Iy f Bσ∀ ∈  için ( )( )x iy f Bσ+ ∈  

olmasıdır. Yani,  

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )( ): lim , :lim ,R n n I n n
n n

x f x B i y f y B f Bλ λ σ λ λ σ σ
→∞ →∞

= ∈ + = ∈ ∈ . 

Sonuncu bağıntının sağlanması için ise, 

( )Rx Aσ∀ ∈  ve ( )Iy Aσ∀ ∈  için ( ) ( ) ( ), ,n n nB x yλ σ λ λ∃ ⊂ =  öyle ki ( )lim n
n

x iy f λ
→∞

+ =  

 bağıntısının sağlanması gerekli ve yeterli koşuldur. Daha da kesin (14) kapsama 

bağıntısının sağlanması ancak ve ancak  
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 ( )lim R n
n

f x
→∞

 ve ( )lim I n
n

f y
→∞

 

limitleri (sonlu veya sonsuz) olan her iki ( ) ( ) ( ),n nx y Bσ⊂  dizileri için  

 ( ) ( ) ( )lim lim limR n I n n
n nn

f x i f y f z
→∞ →∞→∞

+ =  

koşulunu sağlayan bir ( ) ( ) ( )( )( ) ( ),n n n nz z x y Bσ= ⊂   dizisinin varlığıdır.□ 

 

 Bu teorem, başka bir şekilde aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

 

Teorem 25: A , H  Hilbert uzayında bir lineer normal operatör, ( ):A D A H H⊂ → , 

( ) , :A f B f= →R C  sürekli bir fonksiyon, ( )* :B B D B H H= ⊂ →  olsun. Bu durumda  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

bağıntısının sağlanması için gerekli ve yeterli koşul her ( )Rx Aσ∈  ve her ( )Iy Aσ∈  

elemanları için  

 
( )

( )

lim

lim

R n
n

I n
n

x f

y f

λ

λ
→∞

→∞

=

=
 

eşitliklerini sağlayan en az bir ( ) ( )n Bλ σ⊂  dizisinin varlığıdır. 

 

Sonuç 4: U , bir H  Hilbert uzayında üniter bir operatör ve ,iCU e=  

( )* :C C D C H H= ⊂ →  ise,  

 ( ) (cos ) (sin )U C i Cσ σ σ= +  

eşitliğinin sağlanması için gerekli ve yeterli koşul her ( ),x y Cσ∈  için,  

 x y nπ+ = , n∈Z  veya ,x y m mπ− = ∈Z  

koşullarından birinin sağlanmasıdır. 

 

Đspat: Đlk önce   U  üniter operatörü için  

 ( ) (cos ) (sin )U C i Cσ σ σ= +  

bağıntısının sağlandığını kabul edelim. Ayrıca U  üniter olduğundan H  Hilbert uzayında 

tanımlanan bir C  özeşlenik operatörü için  

 iCU e=  
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eşitliği doğru olup  [62] , 

 cos sinU C i C= +  

şeklinde yazılabilir. Burada  C  özeşlenik operatörü tek şekilde tanımlanması mümkün 

olmayabilir. Eğer bir ( )* :C C D C H H= ⊂ →  operatörü iCU e=  koşulunu sağlıyorsa, en 

azından  

 2 ,C k kπ+ ∈Z  

özeşlenik operatörleri de bu eşitliği sağlar. Gerçekten  

 ( ) ( )2 2 cos 2 sin 2C k i iC k i iC iCe e e e k i k e Uπ π π π+ = = + = = . 

Öte yandan Teorem 23’e göre, her ( ),x y Cσ∈  için 

  cos , sinR IU C U C= =   

olduğundan  

 
cos cos ,

sin sin

z x

z y

=

=
 

koşullarını sağlayan bir ( ) ( ),z z x y Cσ= ∈  elemanı bulunabilir. Buradan ( ),x y Cσ∈  için 

 2 2cos sin 1x y+ =  

eşitliği bulunur ki, bu sonuncudan  

 cos 2 sin 2 0x y− =  

elde edilir, yani her  ( ),x y Cσ∈  için 

 ( ) ( )cos sin 0x y x y− − + =  

doğru olup  

 x y nπ+ = , n∈Z   

veya 

 ,x y m mπ− = ∈Z  

sonucuna ulaşılır. 

 Şimdi tersine, her ( ),x y Cσ∈  için  

  x y nπ+ = , n∈Z   

veya 

 ,x y m mπ− = ∈Z  

koşulları sağlansın.  

 Belirli olması için alınan ( ),x y Cσ∈  elemanları arasındaki bağıntının 
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 ,x y m mπ= + ∈Z  

olduğunu kabul edelim. Teorem 23’e göre  

 ( ) ( ) ( )R IU U i Uσ σ σ= +  

bağıntısının sağlanması için bu durumda ( ),x y Cσ∈  için 

 ( )
cos cos

sin sin

z x

z x mπ

=

= −
 

koşullarının gerçeklenmesi zorunludur. Yani,  

 
sin sin 0

2 2

sin cos 0
2 2

z x m z x

z x m z x m

π

π π

− + +
=

− + + −
=

 

olup buradan, 

 2z x pπ− =  veya 2 , ,z x q p qπ+ = ∈Z , 

 2z x m lπ π− + =  veya ( )2 1 , ,z x m r l rπ π+ − = + ∈Z  

bulunur. Sonuncudan  

 * *2 ,z x p pπ= ± + ∈Z , 

 * *,z y q qπ= ± + ∈Z  

olup 

 * * * *2 , ,x p y q p qπ π± + = ± + ∈Z , 

yani, 

 ( )* * * *2 , ,x y q p p qπ± ± = − ∈Z , 

sonuçta  

 * * * *2 , ,x y q p p qπ± = − ∈Z  

olduğu elde edilir. Böylece, her ( ),x y Cσ∈  için ,x y k kπ± = ∈Z  sağlandığı durumda  

 ( ) ( ) ( )R IU U i Uσ σ σ= +  

bağıntısının doğruluğuna ulaşılır. 

 Eğer alınan ( ),x y Cσ∈  için 

 x y nπ+ = , n∈Z  

eşitliğinin sağlanması durumunda iddia benzer şekilde ispatlanabilir. Ayrıca U  operatörü 

için  
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( ) ( ) ( )R IU U i Uσ σ σ= +  

formülünün doğruluğu iCU e= , ( )* :C C D C H H= ⊂ → gösteriminden bağımsız olduğu 

Teorem 23’den açıktır.□ 

 

Sonuç 5: Eğer bir :U H H→ ,  iCU e= ,  ( )* :C C D C H H= ⊂ →  üniter operatörü için  

 ( ) (cos ) (sin )U C i Cσ σ σ= +   

eşitliği doğru ise, 

 
( ) ( ){ }

( ){ }
1 1

2 2

: ,

: ,

C x n n x C herhangi bir elemanı

x m m x C herhangi bir elemanı

σ π σ

π σ

⊂ + ∈ ∈

∪ − + ∈ ∈

Z

Z

 

bağıntısı doğrudur. 

 

Đspat: Bu halde ( ) (cos ) (sin )U C i Cσ σ σ= +  bağıntısı doğru olduğundan bir önceki 

sonuç 4’den her ( ),x y Cσ∈  için 

 ,x y n nπ− = ∈Z   

veya 

 x y mπ+ = , m∈Z  

koşullarından biri sağlanıyor. Şimdi ( )Cσ ≠ ∅  olduğundan bir ( )0x x Cσ= ∈  elemanını 

kabul edelim. Bu halde her ( )y Cσ∈  için 

 0 ,y x n nπ= + ∈Z  

 veya 

 0 ,y x m mπ= − + ∈Z  

koşullarından biri sağlanır. Buradan sonuç açıktır.  

 

Sonuç 6: Eğer bir iCU e= , ( )* :C C D C H H= ⊂ →  üniter operatörü için  

 ( ) (cos ) (sin )U C i Cσ σ σ= +  

eşitliği doğru ise, 

 ( ) ( )pC Cσ σ=  

koşulu sağlanır. 
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Đspat: Bir önceki sonuca göre söz konusu bağıntının sağlanması için  

 
( ) ( ){ }

( ){ }
1 1

2 2

: ,

: ,

C x n n x C herhangi bir elemanı

x m m x C herhangi bir elemanı

σ π σ

π σ

⊂ + ∈ ∈

∪ − + ∈ ∈

Z

Z

 

şeklindedir. Bu C  özeşlenik operatörünün spektrum noktalarının ancak ayrık noktalardan 

oluştuğunu gösterir. Böylece özeşlenik operatörünün spektrumunun her ayrık noktası 

operatörün bir özdeğeri olduğundan sonuç açıktır. 

 

Sonuç 7: Eğer bir :U H H→ ,  iCU e= ,  ( )* :C C D C H H= ⊂ →  üniter operatörü için  

 ( ) (cos ) (sin )U C i Cσ σ σ= +   

bağıntısı doğru ise, 

 ( ) ( )pU Uσ σ=  

eşitliği doğrudur. 

 

Đspat: Bu durumda bir önceki sonuç 6’ya göre  

 ( ) ( )pC Cσ σ=  

olup 

 ( ){ }( ) cos sin : ,U i Cσ λ µ λ µ σ= + ∈  

kümesi sayılabilir sayıda ayrık noktalardan oluşur. Her ayrık noktada U  üniter operatörü 

için (U  normal) onun bir özdeğer spektrum noktası olduğundan, böylece istenilen sonuç 

açıktır. 

 

Sonuç 8: :U H H→  bir üniter operatör ve ( )c Uσ ≠ ∅  ise, 

 ( ) ( ) ( )R IU U i Uσ σ σ= +  

eşitliği sağlanmaz. 

 

Teorem 26: Eğer A , H  ayrılabilir Hilbert uzayında bir lineer sınırlı normal operatör,  

:A H H→ , ( ) , :A f B f= →R C  sürekli bir fonksiyon, 1 1, :R If f− − →R R  mevcut  

( )*B B L H= ∈  ve ( ) 1card Bσ >  ise,  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

bağıntısı gerçekleşmez. 
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Đspat: Bu bağıntının doğru olduğunu kabul edelim. Bu halde Teorem 23’e göre her 

( ),x y Bσ∈  için  

 ( ) ( )R Rf z f x= , 

 ( ) ( )I If z f y=  

koşullarını sağlayan bir ( ) ( ),z z x y Bσ= ∈  elemanı mevcuttur. Ayrıca teoremin 

koşullarına göre 1 1, :R If f− − →R R  fonksiyonları mevcut olduğundan bir önceki bağıntıdan  

 ,z x z y= =  

yani x y= olur. Öte yandan ( ) 1card Bσ >  olduğundan x y=  olamaz. 

 

Not 4: Sonuncu sonuç her ne kadar , :R If f →R R  fonksiyonlarının terslerinin dilinde 

ifade edilmişse de aslında ( ) ( ) ( ), :R IB B
f f B

σ σ
σ →R  fonksiyonlarının tersilerinin var 

olduğu durumlarda da doğrudur.□ 

 

 Örnek 17: H  bir Hilbert uzayı, ( )*B B L H= ∈ , 2 1 2 1, , 1n mA B iB n m− −= + ≥  ve 

( ) 1card Bσ >  ise,  

 2 1 2 1( ) ( ) ( )n mA B i Bσ σ σ− −= +  

eşitliği doğru olamaz. Çünkü bu halde  

 
( )
( )

2 1

2 1

, 1,

, 1,

n
R

m
I

f n

f m

λ λ λ

λ λ λ

−

−

= ≥ ∈

= ≥ ∈

R

R
 

olup Rf  ve If  fonksiyonlarının tersleri var olduğundan Teorem 26’e göre söz edilen eşitlik 

sağlanmaz. Özel durumda bu eşitlik  

 ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]3 2 2, : 0,1 0,1Af t tf t it f t A L L= + →  

operatörü için sağlanamaz. Çünkü bu durumda   

 [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]2 3 2 20,1 , , , : 0,1 0,1R IH L A f t tf t A f t t f t f L L= = = →  

 ( ) ( ) ( ) [ ]*, , 0,1Bf t tf t B B Bσ= = = , ( ) ( ) 3, , ,R If fλ λ λ λ λ= = ∈R  

 3,R IA B A B= =  

olup , :R If f →R R  fonksiyonlarının tersleri vardır. 
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 Bu teoremi aşağıdaki şekilde daha da genelleştirmek mümkündür. 

 

Teorem 27: A , H  Hilbert uzayında bir lineer normal operatör, ( ):A D A H H⊂ → , 

( ) , :A f B f= →R C  sürekli bir fonksiyon, 1 1, :R If f− − →R R  fonksiyonları mevcut, 

( )* :B B D B H H= ⊂ →  ve ( ) 1card Bσ >  ise, 

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

eşitliği sağlanamaz. 

 

Đspat: Bu bağıntının doğru olduğunu varsayalım. Bu halde Teorem 24’e göre sonlu veya 

sonsuz ( )lim R n
n

f x
→∞

 ve ( )lim I n
n

f y
→∞

 limitlerinin varlığını gerektiren keyfi ( ) ( ) ( ),n nx y Bσ⊂  

dizileri için  

 
( ) ( )

( ) ( )

lim lim

lim lim

R n R n
n n

I n I n
n n

f x f z

f y f z

→∞ →∞

→∞ →∞

=

=
                                                                                        (15) 

koşullarını sağlayan bir ( ) ( ),n n nz z x y Bσ= ⊂ dizisi vardır. Bu halde  

 
( )
( )

*

*

, 1,

, 1,

n R n

n I n

x f x n

y f y n

= ≥

= ≥
 

dizileri R ’ de yakınsak olduğundan ve 1 1, :R Rf f− − →R R  foksiyonlarının sürekliliğinden  

 
( )
( )

1 *

1 *

, 1,

, 1

n R n

n I n

x f x n

y f y n

−

−

= ≥

= ≥
 

( ) ( ) ( ),n nx y Bσ⊂  dizileri ( ( )Bσ ⊂ R  kapalı) ( )Bσ ’de yakınsaktır. Sonuncular ve (15) 

bağıntısından  

 
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1

1 1

lim lim

lim lim

R R n R R n
n n

I I n I I n
n n

f f x f f z

f f y f f z

− −

→∞ →∞

− −

→∞ →∞

=

=
                                                                       

yani 

 
lim lim

lim lim

n n
n n

n n
n n

x z

y z
→∞ →∞

→∞ →∞

=

=
                                                                                                       (16) 
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durumu gerçekleşmek zorundadır. Buradan  

 ( )lim lim ,n n n n
n n

z z x y
→∞ →∞

= , ( ) ( )nz Bσ⊂  

sonlu veya sonsuz limitinin var olduğu bulunur. Ayrıca ( ) 1card Bσ >  olduğundan 

( )Bσ ’de alınan keyfi ( )nx  ve ( )ny  dizileri için (16) bağıntısı gerçekleşemez. 

 

 

2.4. Bazı Uygulamalar 

2.4.1. Normal Operatörlerin Normu, Spektral ve Nümerik Yarıçapları 

Şimdi daha önce alınan sonuçların bazı uygulamalarını verelim. Bu kesimde bir H  

Hilbert uzayında tanımlanan bir lineer sınırlı normal operatörün normu, spektral yarıçapı 

ve nümerik yarıçapı operatörün reel ve sanal operatörlerinin uygun olarak normları, 

spektral yarıçapları ve nümerik yarıçapları dilinde ifade edilecektir. 

 Genelde bir ( )A L H∈  normal operatör için 

 ( )
1

2 2 2
R IA A A= +  

eşitliği doğru olmayabilir. Örneğin ( )*B B L H= ∈  ve ( )0,
2

B
π

σ∈  için spektral dönüşüm 

teoremine göre  

 ( ) ( )0,1 cos sinB Bσ σ∈ ∩ . 

Şimdi ( ): cos sinU B i B L H= + ∈  operatörünü alalım. 

 * *UU U U E= =  

yani, U  bir üniter operatörüdür. Bu halde 1U = , yani U  normal operatörünün normu 

1’dir. Öte yandan,  

 
( ) ( )

( ) ( )

cos

sin

cos max max cos 1,

sin max max sin 1

R
B B

I
B B

U B

U B

λ σ λ σ

λ σ λ σ

λ λ

λ λ

∈ ∈

∈ ∈

= = = =

= = = =
 

olup, 
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 ( )
1

2 2 21 2R IU U U= ≠ + = . 

Ama aşağıdaki şekilde bir sonuç doğrudur. 

 

Teorem 28: Eğer ( )A L H∈  normal bir operatör ve  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

ise,  

 ( )
1

2 2 2
R IA A A= +  

eşitliği doğrudur. 

 

Đspat: Bilindiği gibi [62]  

 
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
1

2

1
2 2 2

1
2 2 2 2 2

max max

max max

r R

i I

r R i I

r i
A A

A

r i R I
A A

A

A A

λ σ λ σ
λ σ

λ σ λ σ

λ λ λ

λ λ

∈ ∈
∈

∈ ∈

 = = + 

 = + = +  

 

eşitliği doğruluğundan teoremin iddiası ispatlanmış olur.□ 

 

 Eğer ( ),A B L H∈  ise, spektral yarıçap için 

 ( ) ( ) ( )r A B r A r Bσ σ σ+ ≤ +  

eşitsizliği doğrudur. 

 

Teorem 29: Eğer ( )A L H∈  normal operatör ve  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

ise,  

 ( ) ( ) ( )2 2 2
R Ir A r A r Aσ σ σ= +  

eşitliği doğrudur. 

 

Đspat: Teorem 28’e göre bu koşullar altında  

 
2 2 2

R IA A A= +  
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olduğu ispatlanmıştır. Ayrıca, eğer ( )A L H∈  normal bir operatör ise,  

 ( )A r Aσ=  [36] 

sonucu doğru olup sonuncu eşitlikten  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

2
1

2 2 2 22
R I R Ir A A A A r A r Aσ σ σ= = + = +  

 

 Eğer ( ),A B L H∈  ise, 

 ( ) ( ) ( )w A B w A w B+ ≤ +  

olduğu açıktır. Öte yandan, eğer ( )A L H∈  normal bir operatör ise, ( )w A A=  [31] 

olduğu bilinir. 

 

Teorem 30: Eğer ( )A L H∈  normal operatör ve  

 ( ) ( ) ( )R IA A i Aσ σ σ= +  

 ise,  

 ( ) ( ) ( )( )
1

2 2 2
R Iw A w A w A= +  

eşitliği doğrudur. 

 

Đspat: Bu durumda Teorem 28’e göre,  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

2 2 2 22 2
R I R Iw A A A A w A w A= = + = + . 

Böylece sonuç doğrudur. 

 

Not 5: Eğer ( )A L H∈  hiponormal operatör ise, her n∈N  için  
nnA A=  olduğundan 

yukarıda verilen Teorem 28–30 yinede A  hiponormal operatörü için doğrudurlar [31]. 

2.4.2. Normal Operatörlerin Özdeğerlerinin Modüllerinin Asimptotu   

Bu kesimde bir H  Hilbert uzayında normal operatörün spektrumunun ayrıklığı ve 

onun özdeğerlerinin asimptotik davranışları incelenecektir. 
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 Burada ( ) , 1p H p ≥S  ile bir  H  Hilbert uzayında lineer sınırlı operatörlerin 

Schatten-von Neumann sınıflarını göstereceğiz. 

 

Teorem 31: H  Hilbert uzayı ve ( ):A D A H H⊂ →  bir normal operatör olsun. Eğer bir 

0
rλ ∈R  için  

 ( ) ( )0

10 ( ) , 1
r

R pR r
R A H pA Eλ λ

−
= ∈ ≥− S   

ise, keyfi 0 ,r i iiλ λ λ λ= + ∈R için 

 ( ) ( ) 1
( )pR A HA Eλ λ −

= ∈− S , 1p ≥ . 

Benzer şekilde eğer bir 0
iλ ∈R  için 

 ( ) ( ) ( )
10 , 1,I pI i

R A pA E Hλ λ
−

= ∈ ≥− S  

ise, her 0 ,r i riλ λ λ λ= + ∈R  için  

 ( ) ( ) 1
( ) , 1pR A H pA Eλ λ −

= ∈ ≥− S . 

 

Đspat: Keyfi 0 ,r i iiλ λ λ λ= + ∈R  alarak 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 0 0
I iR r R r I iR r

A E i A E iA E A E A E iEA Eλ λλ λ λλ
− − = + − =− − − −−   

şeklinde yazalım. Teorem 21’in ispatında gösterildiği gibi ( ) ( )
10

R r iĐA E A Eλ λ
−

− −  

operatörü H Hilbert uzayında bir özeşlenik operatördür. Bu halde i∈C  noktası için onun 

bir regüler nokta olup 

 ( ) ( ) ( )
11

.R R ĐA E A E L Hλ µ
−− − − ∈   

Böylece, 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )11 10 0 , 1pR r I iR r
A E i H pA E A E iEA Eλ λ λλ

−− − − = − ∈ ≥− − −−  S  [89]. 

Benzer şekilde teoremin ikinci şıkkı ispatlanabilir. 

 

Tanım 44: Eğer ( )na  ve ( )nb  iki reel sayı dizisi ve  

 lim 1n

n
n

a

b→∞
=  
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ise, bu durumda ‘ ,n na b n→∞∼ ’ şeklinde göstereceğiz. Örneğin 2 2sinn n n n+ ∼ , n→∞  

veya 3 2 3arctann n n n+ ∼ , n→∞ . 

 

 Şimdi önemli bir sonucu verelim. 

 

Teorem 32: Eğer ( ):A D A H H⊂ → Hilbert uzayında normal bir operatör,  

 1 1, ( )SR IA A H− −
∞∈ , ( ) ( ),n nR Ian bnA Aα βλ λ∼ ∼ , 0 , , , ,a b α β< < +∞ n→∞  ve  

 ( ) ( ) ( ) ( ), ( ), 1
m m

m p R q I p m m mA A i A A q q p mλ λ λ σ= + ∈ = ≥  

öyle ki ( ) , ( ) , 0 , , , ,
m m

p R q IA cm A dm c dγ σλ λ γ σ< < +∞∼ ∼  m→∞  ise,  

 ( )max ,( )m A em γ σλ ∼ , 0 ,e< < +∞ .m→∞  

 

Đspat: Teorem 31’e göre, 1 ( )A H−
∞∈S  olduğu açıktır. Öte yandan Teorem 14’e göre, A  

operatörünün özdeğerleri  

 , ( ) ( ) ( ), , 1,k l k R l IA A i A k lλ λ λ= + ≥  ve ( )l l k= , 

şeklindedir. Böylece  

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

1
12 2 2 2 2 2 2 2

max max, ,2 2max 2 2max, ,2 2

( ) ( )( )

, 0 , ,

m m
p R q Im A AA c m d m

m em e kc m d m

γ σ

γ σ γ σγ σγ σ γ σ

λ λλ

− −

= + +

= < < +∞ →∞+

∼

∼

 

olup teoremin iddiası doğrudur. Fakat bu teoremde 1 ( )A H−
∞∈S  operatörünün 

numaralandırılması ilgili duruma açıklık getirelim. ( ):A D A H H⊂ →  bir normal 

kompakt operatör olduğundan 1A− ’in özdeğerleri  

 ( ) ( ) ( )1 1 1
1 2 30 A A Aλ λ λ− − −≥ ≥ ≥ ≥…  

şeklinde sıralanabilip numaralandırılabilir, yani onun özdeğerlerinin 

numaralandırılabilmesi özdeğerlerinin modülü ve argumenti yardımıyla gerçekleştirilebilir.  

( )
( )1 1

1

1
A

A
λ

λ −
=  sayısına ( )p RAσ  ve ( )p IAσ ’den  

 ( ) ( ) ( )
1 11 p R q IA A i Aλ λ λ= +  

koşulunu sağlayan en az bir ( )1 1,p q  çiftine karşılık gelir. Benzer şekilde 2,3,4,m = …  için 
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 ( ) ( ) ( )
1 1m m R m IA A i Aλ λ λ= +  

koşullarını gerçekleyen en az bir ( ),m mp q  ikilisi bulunabilir. Fakat m→∞  iken mp →∞  

veya mq →∞  olmak zorunda değildir. Ama teoremin koşulları arasında m→∞  iken 

( )
mp RAλ →∞  ve ( )

mq IAλ →∞  olduğu garantilenmiştir.□ 

  

Örnek 18:   A  operatörünün reel ve sanal operatörleri 

 ( ) ( ), 0 1 0RA u u u u′′ ′ ′= − = = , 

 ( ) ( ), 0 1IA u iu u u′= =  

şeklinde olsun ve ilk olarak 

 ( ) ( ), 0 1 0RA u u u uλ ′ ′= = =  

denklemini çözelim. u uλ′′− =  denklemi için  

 2k λ= −  

olup 1,2k i λ= ±  kökleri elde edilir. Böylece  

 ( ) 1 2
i t i tu t c e c eλ λ−= +  

dolayısıyla ( ) 1 2
i t i tu t c i e c i eλ λλ λ −′ = −  olduğu bulunur. Buradan sınır değerleri yerine 

konulursa  

 
( )

( )
1 2

1 2

0

0i i

i c c

i e c e cλ λ

λ

λ −

− =

− =
 

1 2c c=  ve ,k kλ π= ∈Z , yani  2 ,k k kλ π= ∈Z  olduğu bulunur. Böylece  

 ( ) ( ) ( )2 2 2 sin 2ki t ki t
ku t c e e ic k tπ π π−= − = , k∈N . 

Ayrıca ( ) ( ), 0 1IA u iu u u′= = ve ( ) ( ), 0 1 0RA u u u u′′ ′ ′= − = =  operatörlerinin özdeğer ve 

özvektörleri 

 ( ) ( )2 , sin 2 ,r r
k kk u t k t kλ π π= = ∈Z  ve  

 ( )
( )
( )

cos 2
2 , ,

sin 2
i i
n n

n t
n u t n

n t

π
λ π

π


= = ∈


Z�. 

Eğer n k= ∈N  olursa,  ( ) ( )r i
k nu t u t=  olup ve böylece R IA A iA= +  operatörü için, 

 ( ) ( ) ( ) ,r r
n n R n IA A i A nλ λ λ= + ∈N  ve  



 

 

 

57 

 
2 2( ) , ,

( ) 2 , ,

r
n R

i
n I

A n n

A n n

λ π

λ π

→∞

→∞

∼

∼

 

olup, 

 ( ) 4 4 2 2 2 2

2

1
4 1 ,

 

n A n n n n n
n

λ π π π π= + = + →∞∼  

olduğu bulunur. 

 Şimdi A  operatörünün normal olduğunu gösterelim. Bu halde, her ( ) ( )u t D A∈  

için  

 

( ) ( )

( )

2 2 2 2

2 2

2 2

, ,

,

.

Au u u u u u u u u

u u u u

u u

′′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′= − = − − +

′′′ ′ ′ ′= − +

′′ ′= +

 

Ayrıca,  *A  operatörü için  

 

( ) ( )

( )

2 2 2 2*

2 2

2 2

, ,

,

.

A u u u u u u u u u

u u u u

u u

′′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′= + = + + +

′′′ ′ ′ ′= + +

′′ ′= +

 

Sonuç olarak   

2 2*A u Au= , ( ) ( )u t D A∈ . 

Şimdi tutalım ki, ( ) ( )u t D A∈  ise 

* 22A u Au u L′= − ∈  

yani,  ( ) ( )*u t D A∈ . Aksine, eğer ( ) ( )*u t D A∈  ise,  

 * 22Au A u u L′= + ∈  

yani, ( ) ( )u t D A∈ . Böylece, ( ) ( )*D A D A=   olup A normal operatördür. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

3. SONUÇLAR 

Bu çalışmanın sonuçları [ 38, 39 ] konferanslarında sunulmuş ve bildiri olarak 

basılmıştır. Bu araştırmalar çerçevesinde aşağıdakiler söylenebilir: 

 
1. Bazı lineer normal ve normale yakın operatörlerin ayrık spektrumu, reel ve sanal 

kısımlarının spektrumlarının kartezyen çarpımı şeklinde gösterilebildiği durumlar 
incelenmiş ve kesin sonuçlara ulaşılmıştır ( Teorem 14 ); 

2. Lineer normal operatörlerin spektrum yapısı, reel ve sanal kısımlarının spektrum 
yapıları arasındaki bağlantı incelenmiş ve kesin sonuçlar elde edilmiştir. Özel 
durumda üniter operatörler için daha detaylı şekilde incelenmiştir; 

3. Burada alınan sonuçların bazı uygulama alanları gösterilmiştir; 
4. Bu çerçevede bazı lineer normal operatörlerin özdeğerlerinin sonsuzdaki asimptotik 

davranışı araştırılmıştır; 
5. Alınan sonuçlar örneklerle desteklenmiştir. 

 
 



 

4. ÖNERĐLER  

1. Teorem 14,15,16,17,23 daha geniş lineer operatör sınıfları için araştırma konusu 

olabilir; 

2. Teorem 23,24,25,26,27’ de alınan sonuçlar daha geniş f  fonksiyonları ve B  

operatörler sınıfları için araştırılabilir; 
3. Tezde alınan sonuçların daha geniş uygulama alanları serbest inceleme araştırma 

konusu olabilir; 
4. Teorem 31’da verilen normal operatörün reel ve sanal kısımlarının özdeğerlerinin 

sonsuza üstel, logaritmik v.s. şeklinde yaklaştığı durumda yeni bir inceleme konusu 
olarak bakılabilir. 
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