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OZET

Bu calismada Hilbert uzayinda bazi lineer normal ve normale yakin operatorlerin
spektrumunun reel ve sanal kisimlarinin spektrumlar1 arasindaki bagint1 incelenmistir.

Birinci boliimde tezde kullanilan Fonksiyonel Analiz, Lineer Operatdrler ve Spektral
Teorisi’nin temel kavram ve sonuglar1 verilmistir.

Ikinci boliimde ise, ilk olarak lineer normal operatdrlerin ayrik spektrumunun, reel
ve sanal kisimlarinin ayrik spektrumlarinin 6zel bir kartezyen carpimi seklinde ifade
edildigi, reel ve sanal kisimlarinin kompakt operatér olmasi halinde ise normal kartezyen
carpim oldugu durumlar incelenmistir. Ayni irdelemeler hiponormal operatdrler icin de
yapilmistir. Daha sonra ise, lineer normal operatorlerin spektrum yapisi tizerinde durulmus,
reel ve sanal kisimlarinin spektrumlarinin kartezyen carpimi seklinde gosterilebilecegi
durumlara yer verilmistir. Son olarak alinan sonuglarin sinirlt normal operatérlerin normu,
spektral yaricapi, niimerik yarigapt ve sinirsiz normal operatdrlerin  6zdegerlerinin
modiillerinin sonsuzdaki asimptotu konular1 iizerindeki uygulamalar1 verilmistir. Ayrica

alinan sonuglar 6rneklerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Normal, Hiponormal ve Uniter Operatdr; Operatdr Fonksiyonu;
Spektrum ve Rezolvent Kiime; Stirekli, Ayrik ve Artik Spektrum;
Spektral ve Niimerik Yaricap; Ozdegerlerin Modiillerinin Asimptotu.
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SUMMARY

The Structure of Normal Operators Spectrum

In this study the spectrum of some normal operators and hyponormal operators are
investigated in terms of the spectrum of their reel and imaginary parts in Hilbert space.

In the first part of the study basic concept and results in functional analysis, the
operator theory and spectral theory are summarized.

In the second part firstly, the point spectrum of a normal operator is stated with a
special Cartesian product in terms of the point spectrum of its real and imaginary parts.
Therefore, when its real and imaginary parts are compact operators, the conditions in
which its point spectrum is expressed with normal Cartesian product in terms of the point
spectrum of its real and imaginary parts are investigated. Also the same study is made for
hyponormal operators. After that the structure of a normal operator spectrum is studied
carefully and conditions in which its spectrum is expressed with Cartesian product in terms
of the point spectrum of its real and imaginary parts are given. Finally, applications of
spectral radius, numerical radius, its norm for bounded normal operators and asymptotical
behaviour of the eigenvalues for unbounded normal operators are given with all results.

Moreover, all theorems in this thesis are supported with examples.

Keywords: Normal Hyponormal Operator and Unitary Operators; Function of an
Operator; Spectrum and Rezolvent Sets; Point, Continuous and Residual
Spectrum; Spectral and Numerical Radius; Asymptotics of the Modules of
Eigenvalues.



SEMBOLLER DiZiNi

I aralig1 lizerinde n . mertebeden siirekli tlirevlenebilir fonksiyonlar
uzay1
I aralig1 i¢indeki, kompakt bir kiime disinda sifir olan C ) (I ) > daki

fonksiyonlar uzay1

Schatten-von Neumann sinifi
H Hilbert uzayinda kompakt operatorler uzayi

H Hilbert uzayinda lineer sinirli operatorler uzayi

I aralig1 lizerindeki fonksiyonlarin Hilbert uzay1
A operatoriiniin 4 6zdegerine karsilik gelen 6zvektdrlerinin iirettigi

alt uzay

A operatoriiniin rezolvent operatorii

A operatoriiniin spektral yarigapi

A operatoriiniin rezolvent kiimesi

A operatoriiniin spektrumu

A operatoriiniin ayrik spektrumu

A operatoriiniin siirekli spektrumu

A operatoriiniin kalan spektrumu

I, p>1 igin I. mertebeye kadar tiirevleri L” (/) uzayinda olan

fonksiyonlarin Sobolev uzay1
A operatoriiniin niimerik yarigapi
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

20. yiizyilin baglangicinda matematikte ilk kaynaklarin1 V. Volterra, 1. Fredholm, D.
Hilbert, M. Frechet ve F. Riesz’ 1n bilimsel ¢alismalarindan alan daha sonralar ‘¢
fonksiyonel analiz >’ olarak adlandirilan yeni bir dal gelismeye basladi. Bu matematikgiler
integral denklemleri, 6zdegerlerle ilgili problemler, ortogonal ayrilis v.s. gibi O6nemli
konulart ele almiglardir. Lebesque integral teorisinin ayni zamanda olusumu da tesadiifi
degildir.

F. Riesz’ m C [a,b] uzayinda kompakt operatorler hakkindaki islerinde [76] ilk
olarak ‘‘ normlu uzayin’’ aksiyomlar1 verilmis, fakat bu kavramlarin soyutlandirilmasi
S. Banach’ in [9] doktorluk tezinde 1920 de agiklanmistir. Bu anlamda 1932 yilinda
yayinlanan S. Banach’ 1n [8] kitab1 biiylik 6nem tasimistir. Bu kitapta Banach uzaylar
teorisinin halen faydalanabilen esas1 agiklanmistir.

Daha sonralar1 (1923) M. Wiener [104] bu kavramlar1 kompleks sayilar cismi
lizerine genisletebildi.

Fonksiyonel analizin gelismesinde J. von Neumann’in [63] Hilbert uzayinda
operatorler cebiri alaninda yaptig1 ¢calismalar1 kaydetmek yerinde olur.

J. von Neumann’in operatorler teorisine sagladigr biiyiik katki onun kuantum
mekaniginde genis uygulama alani bulmasiydi. Bu ise, operatorler cebiri teorisinin
gelismesine sebep olmustur.

20. yiizyilin ilk yarisinda fonksiyonel analiz dalinda ¢alisan matematik¢iler normlu
uzaylarin incelemesine daha fazla odaklandilar ( bak J. Dieudonne ve L. Schwartz [19] ).
Bunun sonucunda analizde L. Schwartz ve S.L. Sobolev tarafindan genellestirilmis
fonksiyonlar teorisi olusturulmus oldu. Bu teorinin ise, uygulamali matematik ve
ozelliklede kismi tiirevli diferansiyel denkler teorisinin gelismesinde biiyiik bir etkisi
olmustur.

Sonlu boyutlu uzaylarda spektral teori aslinda, matrisler teorisinin bir pargasidir(

C.C. MacDuffee [49], J. H. M. Wedderburn [101]).



Bir operatoriin fonksiyonu alanindaki ilk ¢alismalar E. H. Moore [53,54],
D. Hilbert’ in [34] isleriyle baglamis ve F. Riesz [75] bu teoriyi son olarak
sekillendirebilmistir.

Bir Hilbert uzayinda sinirli veya sinirsiz normal operatorler teorisi M. H. Stone
[92], P. R. Halmos [28], F. Riesz ve B. Sz.-Nagy’nin [82] islerinde daha detayli bir sekilde
incelenmistir.

flk kaynak olarak I. Fredholm‘un [24] integral denklemlerle baslayan kompakt
operatorlerin spektral teorisi bir teori gibi F. Riesz [76], T.H. Hildebrandt [35], J. Schauder
[85], F. Riesz ve B. Sz.-Nagy [82], S. Banach [8], A. C. Zaanen [110], M. Nagumo [56],
N. Dunfort [20], J. Leray [46], M. S. Altman [2,3], D. H. Hyers [37], G. Marinescu [50] ve
J. H. Williamson’in [105] ¢alismalarinda sekillendirilmis ve gelistirilmistir.

Hilbert uzayinda operatoriin spektral teorisi alanindaki ilk temel isler D. Hilbert
[34,IV], F. Riesz [77,79], E. Hellinger ve O. Toeplitz [33], A. Wintner [104], J. von
Neumann [63,64,65], M. H. Stone [93,94], B. Sz.-Nagy [96], F. Riesz ve B. Sz.-Nagy [82],
P. R. Halmos [28], R. G. Cooke [15], N.I. Ahiezer ve I.LM. Glazman’in [1] islerinde
yapilmustir.

Hilbert uzaymnda smirlt 6zeslenik operatorler igin spektral teorem D. Hilbert © e
[34,IV] mahsustur. Hilbert uzayinda lineer sinirli veya sinirsiz 6zeslenik, iiniter ve normal
operatorlerin spektral teoremleri ve spektral ayrilis teoremleri F. Riesz [77,79], N. L
Ahiezer ve I. M. Glazman [1], P. R. Halmos [28], L. H. Loomis [47], F. Riesz ve B. Sz.-
Nagy [82], M. H. Stone [92], B. Sz-Nagy [95], A. Wintner [106], T. Carleman [10], R. R.
Christian [12], J. L. B. Cooper [16,17], W. F. Eberlein [22], M. Esser [23], K. O.
Friedrichs [25], E. Hellinger [32], K. Kodaira [42], B. O. Koopman ve J. L. Doop [43], B.
A. Lengyel [44], B. A. Lengyel ve M. H. Stone [45], E. R. Lorch [48], E. J. McShane
[51], H. Nakano [57, 60, 61], J. von Neuman [63,64,66,68], T. Ogasawara [69], F. Rellich
[74], F. Riesz [78], F. Riesz ve E. R. Lorch [81], K. T. Smith [88], M. H. Stone [93], O.
Teichmiiller [97], M. Tsuji [98], F. J. Wecken [99], A. Wintner [107], K. Yosida ve T.
Nakayama’nin [109] bilimsel ¢alismalarinda detayli sekilde incelenmistir.

J. von Neumann tarafindan ispatlanmistir ki, eger 4 ayrilabilir bir Hilbert uzayinda

siirl 6zeslenik operatdr ve 7 smirli operatérii A4 operatoriiyle komutatif olan tiim

operatorlerle komutatif ise, 7' = f (A) kosulunu saglayan olgiilebilir bir f fonksiyonu

vardir.



Bu teorem F. Riesz tarafindan da agik sekilde ifade edilmistir. Y. Mimura onun
ispatin1 basitlestirmis ve sinirsiz operatorlere bu sonucu genisletmistir. En temel ispat ise,
B. Sz.-Nagy [96], H. Nakano [59] ve F. J. Wecken [100] tarafindan verilmistir. Bu teorem
yukarida ifade edildigi gibi ayrilamayan Hilbert uzaylar1 i¢in dogru degildir. Fakat I. E.
Segal [96] bu duruma uygun bir genellesme elde etmistir. Banach uzaylarinda bu sonucun
bir genellestirilmesi W. G. Bade [6,7] tarafindan yapilmistir.

Bir kompakt Ozeslenik operatoriin  spektrum ve oOzdegerlerinin hesaplama
yontemleri bir ¢ok kaynakta verilmistir ( 6rnegin, N. Dunfort ve J. Schwartz [21], M. Riesz
[83], B. Sz.-Nagy [95], L. Collatz [14], N. Aronszajn [4,5], B. A. Lengyel ve M. H. Stone
[45] v.s.).

Eger A H Hilbert uzayinda normal operatdr ise, A € O'(A) olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul her £ >0 igin ||Ax—/1x|| < & kosulunu saglayan bir xe H,x# 0 elemaninin

bulunmasidir (bak P. R. Halmos [28] ). Kompakt operatorlerin spekturumu hakkinda daha
detayli bilgileri F. Riesz ve B. Sz.- Nagy [82] , T. P. Chiang [11], E. Hellinger ve O.
Toeplitz’in [33] ¢aligmalarinda bulmak miimkiindiir.

Bir Hilbert uzayinda lineer normal operatdrlerin genel teorisi J. von Neumann [63],
B. Fuglede [26], P. R. Halmos [27], C. R. Putnam [71,72], 1. Kaplansky [40], N. A.
Wiegmann [102], A. Wintner [108], H. Wielandt [103] ve W. Rudin [84] tarafindan esasl
sekilde arastirilmistir.

Operatorler teorisinin fizikte, kuantum mekaniginde, hidromekanikte vs.
uygulamasi bir operatoriin spektrum yapisinin ( yani, spektrum kiimesinin) agik sekilde
bilinmesi, onun {i¢ ayrik spektrum kisimlarmmin kompleks diizlemde yerlesimi,
0zdegerlerinin bulunmasi1 ve onlarin sonsuzda asimptotik davranist gibi bilgiler
aragtirmalart dl¢lilemeyecek derecede kolaylastirir. Lineer 6zeslenik operatdrlerin spektral
teorisi esasen var oldugundan sinirli olmayan lineer operatorler i¢in bunu sdylemek tam
anlamiyla miimkiin degildir. Bir lineer operatdriin spektrum yapist onun reel ve sanal
kisimlarimin spektrum yapilar1 ile baglanabilmesi uygulamalarda biiyiikk Onem tagir
( 6zeslenik operatorler i¢in bu problemin anlami yoktur; ¢iinkli onun sanal kism1 yoktur).

Bu c¢alismada Hilbert uzayinda normal ve normale yakin operatorlerin
spektrumunun reel ve sanal kisimlarinin spektrumlarinin kartezyen carpimi seklinde ifade

edilebildigi durumlar incelenmis ve alinan sonuglarin bazi uygulama alanlar1 gosterilmistir.



1.2. Metrik Uzaylar ve Lineer Uzaylar

Analizde yapilan en 6nemli islemlerden birisi de limite gecme islemidir. Bu islemin

temelinde R veya R" deki iki nokta arasinda tanimlanabilen uzaklik fonksiyonudur. Bu
diisiinceleri genisleterek {izerinde uzaklik fonksiyonu tanimlanabilen somut bir X
kiimesinin, ¢agdas matematigin esas kavramlarindan biri olan metrik uzaya doniistiiriilmesi

onem tagimaktadir.

Tanim 1 (Metrik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve
d: X XX—>[0,+OO), (x,y)—)d(x,y)
bir fonksiyon olsun. Eger bu d fonksiyonu Vx,y,z € X igin
M)) d(x,y) =0 < x =y (0zdeslik aksiyomu);
M;) d (x, y) =d ( y,x) (simetriklik aksiyomu);
Ms) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (liggen esitsizligi),
Ozelliklerini saghiyorsa X iizerinde uzaklik fonksiyonu veya metrik adini alir ve (X ,d )

ikilisine bir metrik uzay denir. Burada M;, M; ve Mj; ozelliklerine metrik aksiyomlar:

denir.

Ornek 1: X =R olmak iizere
d: RxR—[0,+0), (x,y)>d(x,y)=|x-y|

seklinde tanimlanan ¢ doniisimii R iizerinde bir metriktir. Bu metrige R iizerinde
mutlak deger metrigi denir. Gergekten:

M) Vx,yeR icin
d(x,y)=|x-y=0=x-y=0x=y,
M,) Vx,y R icin
d(x.y) ==y =|(-D)(y =) =[(-1)[y -2 =d (y.x).
M) Vx, v,z € R icin
lx—y|=|x—z+z—y|x—z|+|]z -]

oldugundan



d(x,y)éd(x,z)+d(z,y)

icgen esitsizligi elde edilir. O halde (R,d ) bir metrik uzaydir.

Ornek 2 : X bostan farkli bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde asagidaki gibi bir d

fonksiyonunu tanimlayalim.

d(x,y):{

Bu sekilde tanimlanan d fonksiyonu X kiimesi iizerinde bir metriktir. Bagka bir

I, x#y ise

0, x=y ise
deyisle (X ,d ) ikilisi bir metrik uzaydir. Bu metrige ayrik metrik veya diskret metrik denir.

Tamm 2 (Ayrilabilir Uzay): (X,d) metrik uzayma ayrilabilir metrik uzay denir < X
iginde dyle (x,,x,,...,x,,...) dizisi vardir ki her £>0 ve her xe X i¢in In,(x,6)eN

oyleki d(x,x, ) <& dur.

Tanim 3 (Vektor Uzay1): X bos olmayan bir kiime ve K ( R veya C) bir cisim olsun.
+: Xx XX, (x,y)—>x+y,
o Kx XX, (a,x)—)ax,
dontistimleri ile toplama ve ¢arpma islemlerini tanimlayalim. Her x,y,ze X ve a,be K
i¢cin asagidaki kosullar saglansin:
l. x+y=y+x;
2. x+(y+z) =(x+y)+z;
3. Vxe X i¢in x+0=ux esitligini saglayan bir tek 0 € X vardir;
4. Vxe X igin x+ (—x) =0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardir;
5.Vxe X igin 1-x=x;

6. a(x+y):ax+ay;

~

(a+b)x=ax+bx;

[0¢]

. (ab)x = a(bx).



Bu durumda X ’e K cismi iizerinde bir vektor uzay: (lineer uzay), elemanlaria da vektor
veya nokta ad1 verilir. K =R alinirsa X ’e bir reel vektor uzayr ve K =C alinirsa X ’e bir
kompleks vektor uzayr denir.

“0” semboliiniin X wuzaymin bir vektorii i¢in oldugu gibi, sifir skaleri i¢in de
kullanilmas1 genelde pek fazla yanilgiya neden olmaz. Ancak biraz daha aciklik getirmek
gerekirse, sifir vektoriinii “ 8 seklinde gosterebiliriz.

Vektor uzayin tanimindan asagidaki basit sonuglarin elde edilebilecegi kolayca
gosterilebilir:

(a) Her xe X i¢in Ox=6;

(b) Her ¢ € K igin a8 =6;

() (-1)x=—x;

(d) x# 86 olmak lizere ax = fx ise o = f;

() a#0 ve ax=ay ise x=y;

(f) y,ze X vektorleri verildiginde x+ y =z denkleminin tek bir xe X' ¢6ziimii

vardir.

Tamm 4 (Lineer Manifold): X, K cismi {izerinde bir vektér uzay1 ve Y, X ’ in bir bos
olmayan alt kiimesi olsun. ¥, X vektor uzayindaki cebirsel islemlere gore kendi basina
bir vektor uzayi olusturuyorsa Y’ ye, X ’de bir lineer manifold ( veya X ’in bir lineer alt

uzayt) denir.

Tanim 5 : X bir vektor uzay1 ve x,,x,,x;,...,x, € X olarak verilsin. &,a,,a;,...,a, €K
olmak tizere

X +a,x, tox, ..t a,x,

seklindeki sonlu toplama x,,x,,Xx;,...,x, € X elemanlarinin bir /ineer kombinasyonu denir.

&+ M c X ise, M ’den alinan her sonlu sayidaki vektorlerin lineer kombinasyonlarinin

tiimiinilin kiilmesine M ’ nin gereni ( veya lineer ortiisii) denir ve spanM olarak gosterilir.

spanM , X ’de bir lineer manifolddur ve M ’ nin direttigi lineer manifold denir.

Tamm 6 : X bir vektdr uzayi ve M ={x,x,,x;,...x,} < X olsun. &,a,,0,...a, €K

olmak lzere



o x, +a,x, +o,x, +.+a,x, =0
esitligi, ancak ve ancak,
o=0,=04=..=a,=0
olmasi halinde gerceklesiyorsa x,,x,,x;,...,x, € X vektorlerine /ineer bagimsiz, aksi halde

lineer bagimli denir.

Tamm 7 : X bir vektdr uzay1 ve M, X’ in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. M lineer

bagimsiz ve X =spanM ise M’ ye X’ in bir Hamel tabani veya bir Hamel bazi denir.

Eger X vektor uzayinin sonlu bir Hamel tabani varsa X ° e sonlu boyutlu bir vektor uzayu,
aksi halde sonsuz boyutlu vektor uzayr ad1 verilir. Sonlu boyutlu bir X vektor uzaymin bir
Hamel tabanindaki lineer bagimsiz vektorlerinin sayisina X ’in boyutu denir ve dim X ile

gosterilir.

Tanmm 8 : ¥, ve Y,, X vektor uzayinda iki lineer manifold olsun. Eger her x e X i¢in
y, €Y, ve y, €Y, olmak iizere,

X=Y 1),
seklinde tek bir gosterime sahip ise, X vektor uzay:r ¥, ve Y, lineer manifoldlarinin direkt
toplamidir denir ve X =Y, @Y, olarak yazilir. ¥, ye ¥, in(yada ¥’ e ¥,” nin) X ’ deki

cebirsel tiimleyeni denir.

1.3. Normlu Vektor Uzaylan

Tanim 9 (Normlu Vektor Uzayl): X , K cismi lizerinde bir lineer vektor uzay1 olsun.
[: % > [0,0), x =]

dontisiimii her x,y € X ve her o € K i¢in
Ny) ||x||=0<:>x:6’;

No) [lax] =|a|x

2

N3) ||x+ y|| < ||x|| +||y|| (liggen esitsizligi)



dzelliklerini sagliyorsa |{: X —[0,00), x — x| doniisimiine X iizerinde norm ve bu

durumda (X, |||) ikilisine bir normlu vektér uzay: adu verilir. Yukarida verilen Ny N; ve N

Ozelliklerine norm aksiyomlar: denir. Bu vektor uzayr iizerinde birden fazla norm
tanimlanabilir. K cismine bagh olarak, reel normlu uzay ve kompleks normlu uzay

terimleri de kullanilir.

Ornek 3: E = C([a,b],K) kiimesi
| x(t)

fonksiyonu ile bir normlu uzaydir. Gergekten: x,y e C [a,b] ve o € K igin,

X|| =max

¢ tefa,b]

N)) ||x||c =0 ise, x| Z}’r[lai(] x(t)‘ =0 Vie[a,b] igin x(¢)=0;
No) [l = max|(ex) (1)) = max|e| (1), =[a| max|x()| <o ], ;
No) [t o], = maxe(e) # v ()] < mas ([ ()] + [ (1))

Sg[lizi] x(t) +max y(t)‘ = A +]¥. -

Tamm 10 : (X,

) normlu uzay iginde bir dizi (x,) ve x, € X olsun. Eger
lim |x, — x, =0

. . . . I
ise, (x”) dizisi x, noktasina |||| normuna gore yakinsiyor denir ve x, ——“—x; ya da

limx, = x, notasyonlarimin biriyle gosterilir. .

n—>0

Tamm 11 : (X,

J) normlu bir uzay ve bunun iginde (x,) bir dizi olsun. (x

n

) cX
dizisine bir Cauchy dizisi denir ancak ve ancak

<&

Ve>0 i¢in 3n, e N : Vm,n > n_ i¢in ||xn -X,

kosulu saglanir.



Tamm 12 (Banach Uzayi): Bir (X ,

) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X ig¢inde bir

elemana yakinsiyorsa, bu (X ,

. ) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzay:r adi

verilir.

Ornek 4: X =R" (veya X =C") vektor uzayi igin
||x||w = max {|xl.| = 1,2,3,---,n}
normuna gore bir Banach uzayidir. Gergekten, bir (xm)c R" Cauchy dizisi alalim. Bu
halde,
Ve>0 i¢in Im, e N: Vm,k >my,,m,k e N i¢in ||xm —xk||w <&
olup, her i =1,2,...,n igin

m k m k|l..__ _
‘xl‘ —xl_‘gmax{‘xl_ —x,-‘.l—l,2,3,--.,n}_

X, = x|, <e.

Boylece (x')cR,i=1,2,..,n dizileri R’de (veya C) bir Cauchy dizidir ve R de

(veya C’de) her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan her i =1,2,...,n igin x" %xi

m—>o0

olacak sekilde x, e R (veya x, € C) sayisi vardir. x:=(x,,x,,..,x,) elemani i¢in

m—»o0

||xm —x||w :max{‘xl.’” —xi‘:i:1,2,3,---,n}—>0

oldugu agiktir.

Tamm 13 (Alt Uzay): Eger Y =, (X,

) lineer normlu uzayinda bir lineer manifold ve

|||| normuna gore kapali ise, ¥ lineer manifolduna (X ,

) lineer normlu uzayimin bir alt

uzay! denir.

1.4. i¢ Carpim ve Hilbert Uzaylar:

Hilbert uzaylar1 sonsuz boyutlu normlu uzaylarin en basit tipi olmak {iizere
Fonksiyonel Analiz ’in teorik ve pratik uygulamalarinda belli rol oynamaktadir. Euclid

uzaylar1 ile biiyilk benzerlige sahip olan Hilbert uzaylarinin bodyle kullanisli olmasimnin



nedeni, vektor cebirinde tanimlanan i¢ carpim ve diklik kavramlarinin bu uzaylar igin

genellestirilebilmesidir.

Tamm 14 (Ic Carpim Uzay1): K =R (veya C) olmak iizere X bir vektdr uzayr olsun.
() X xX—>K

dontisiimii asagidaki 6zelliklere sahip ise (-,-)’ ye X {izerinde bir i¢ ¢arpim, (X ,(-,-))

ikilisine de i¢ ¢arpim uzayr (veya én Hilbert uzayt) denir.

H)) Vxe X i¢in (x,x)ZO ve (x,x)zO@xz@;

H,) Vx,y e X i¢in (x, y) = ( V, x) ( kompleks eslenik);
H3) Vx,ye X ve a €K igin (ax,y)=a(x,y);

H4) Vx,y,z€ X igin (x+y,z)=(x,z)+(y,z).

K =R halinde (x,y)=(y,x). H, ve Hy ifadelerinden Vx,y,z€ X ve Va,BeK i¢in
@) (ax+pBy,z)=a(x,z)+B(y.2);
o) (v,ay)=a(x,y)=a(x,y);
© (x.ay+pz)=a(xy)+f(xz2)

formiillerinin dogrulugu kolayca gosterilebilir.
Ornek 5: f,g e C([a,b],K) fonksiyonlar igin
(f.8)=] (1) gty
tanimuyla C([a,b], K) bir i¢ carpim uzayidir. Gergekten:
Hy) Vf € C([a,b];K) igin
(fo1)=[ 1)1 W= | (o) ar =0,
cter (.0)= [ /()7 (W= |1 (far=0 = s=0;

Hy) Vf, g € C([a,b];K) igin

(1.8)=[ 7(0)g()e=[" 1 (1) e(rr=]"7(0)e




(af.g)=[ af(t)g(p=af 1()g(i=a(f.g):

Hy) Vf,g.h e C([a,b];K) igin
(/+hg)=[ (£ (0)+h(0) g (e =["(1 () g () () g (1)t
=["r()g()dr+ [ (1) g(ee=(1.g)+(h.g).

Tamm 15 : (X,(-,-)) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve x € X olsun.

[ = (2 0)"

seklinde tanimlanan fonksiyon X iizerinde bir norm olup ve bu norma i¢ ¢arpimin tirettigi

norm denir.

Tanim 16 (Hilbert uzayi): Bir (X ,(.,.)) i¢ carpim uzayi, i¢ ¢arpimin lirettigi norma gore
tam ise, yani (X ,(-,-)) icindeki her Cauchy dizisi i¢ ¢arpimin iirettigi norma gore

yakinsaksa, bu i¢ ¢carpim uzayina Hilbert uzay: denir.

Ornek 6: (-):, x I, > K, (x,y):szky_k
k=1
doniisiimii /,(C) iizerinde bir i¢ ¢arpimdir ve bu i¢ ¢arpima gore /,(C) bir Hilbert

uzayidir.

Tammm 17 (Sobolev Uzayr): m>0 bir tamsayr ve Q, R"’ de parcali stirekli

diferensiyellenebilir 6Q sinirli bir tanim kiimesi olsun. QU 0Q iizerindeki fonksiyonlarin

c” [QUOQ] kiimesinin tiimleyeni, yani m defa siirekli diferensiyellenebilir kiimesi,

1/2
2
mwn:(g;‘ ﬁmJ

D%p

le

11



aal +-ta,

normu ile Sobolev uzayir adini alir. W;" seklinde gosterilir. Burada D“ :W,
tll oo tn”

o m

a| =g +-+a,. W, (Q) ise, Q i¢indeki kompakt bir kiime disinda

a:{al’...,an}’

sifir olan W? (Q) fonksiyonlarin uzayi olarak gosterilir.

Eger Q smirli degil ise, o zaman Sobolev uzayi1 asagidaki gibi tanimlanir.

Bir go(t), t € Q fonksiyonunun W;"(Q) ’ ya ait olmast i¢in gerek ve yeter sart,

(1)’ nin ve onun D¢, |a|<m tiirevlerinin de L*(Q)’ ya ait olmasidir. Son olarak,

W', (©) uzay: asagidaki gibi bir i¢ arpim ile bir Hilbert uzayidir.

1.5. Lineer Operatorler ve Temel Spektral Ozellikleri

Tamm 18 : X ve Y iki lineer normlu uzay olsun. A4 :D(A) c X — Y olan her doniisiime

operator ad1 verilir.

D(A)={xeX: Ax tamml } c X kiimesine A operatdriniin tanim kiimesi denir.

R(A4):=4D(4)= {y =Ax: xe D(A)} cY kiimesine A operatoriiniin deger
kiimesi denir.

KerA={xeX:Ax=0}c X kimesine A operatériiniin sifir kiimesi veya

¢ekirdegi denir.

Tanim 19 (Lineer Operator): X ve Y aym bir K cismi iizerinde iki lineer uzay ve

A: X —Y operatorii verilsin. Eger D(A) , X’ de bir lineer manifold ve her x,y € D(A)

ve her a,f € K i¢in

Aax+By)=ad(x)+ pA(y)

ise, A operatoriine X iizerinde bir lineer operatér denir.

Tanim 20: X ve Y iki normlu uzaylar, 4: X — Y bir operator ve x, eD(A) olsun. Eger

Ve >0 igin 36 >0: ||x—x0||<5 olan Vx e D(4) i¢in ||Ax—Ax0||<g

12



ise, A operatdrii x = x, noktasinda siireklidir denir. A operatorii her x € D(4) noktasinda

stirekli ise, operatore siirekli operator denir.

Tamm 21 (Simirh Operator): X ve Y iki normlu uzaylar, 4: X — Y tanim kiimesi
D(A)c X ve goriintii kiimesi R(A4)cY olan bir operatdr olsun. Eger 4 operatdrii
D(A) >nmn X deki sinirhi her kiimesine R(A)’ nin Y’ de sirli bir kiimesine karsilik
getiriyorsa A operatoriine sinrl bir operator denir. Bagka bir deyisle;

Vx e D(A) icin ||Ax||y < c||x||X
olacak sekilde sabit bir ¢ >0 sayis1 varsa A operatoriine sinwrli operator denir. Bu ¢ >0

sayisina A operatdriiniin normu denir ve ||A|| =c seklinde gosterilir. X kiimesi tizerinde

lineer sinirli operatorlerin kiimesi L (X ) biciminde gosterilir.

Ornek 7: X =Y =(C[a,b],

w) ve K (t,s) fonksiyonu D =[a,b] x [a,b], (a,beR)

karesel bolgesi iizerinde siirekli bir fonksiyon ve olsun.

A: C[a,b] - C[a,b], Ax(t) = jK(t,s)x(s)ds

operatdrii lineer sinirli bir operatordiir. 4 operatdriiniin lineer oldugu agik olup smirh

oldugunu gosterelim.

M., = max {j‘k(r,s)‘ds: te [a,b]}

olmak {izere
b
||Ax||w = max {Hk(l,s)x(s)‘ds ‘te [a,b]} <M, ||x||w

oldugu ve buradan ||4|| <M, dolayisiyla A:C[a,b]— C[a,b] operatdriiniin sinirl oldugu

goruliir.

Teorem 1: X ve Y iki normlu uzaylar, 4: X — Y lineer operatorii sinirlidir ancak ve

ancak siireklidir [55].

Tamm 22 (Grafik): X ve Y iki Banach uzayi olmak ilizere Z .= X @Y olsun.

13



A: X —Y lineer operatorii i¢in,
Gr(A4)={(x.Ax):xeD(4)}cZ=X®Y

alt kiimesine A operatoriiniin grafigi denir.

Tamm 23 (Kapah Operatér): A4:X — Y operatoriiniin grafigi Gr(A4), Z=X®Y ’de

kapali ise A operatoriine kapali operatér denir.

A: X — Y operatoriiniin grafiginin kapali olmasi
(xn ) c D(A), lim(xn,Axn ) = (x,y)
kosullarindan x e D(A) ve y = Ax denklemini saglamas1 demektir.
<x, y> € XxY i¢in H(x, y>H2 = ||x||j( + ||y||; oldugundan A:X — Y lineer operatorii

kapaldir< (x,) = D(A) i¢in limx, =x ve lim Ax, =y ise, xe D(4) ve y=Ax.

n—>0 n—>0

Tanim 24 (Kapanabilir Operator): 4: X — Y operatoriiniin D(A) c D(Z) ve her
X€E D(A) icin Ax = Ax olacak sekilde bir kapali A operatdrii varsa, A4’ya kapanabilir

operator ve A operatoriine 4 'nin kapanisi denir.

Tamm 25 ( Kompakt Operator): Eger bir H Hilbert uzayinda sinirli her kiimeyi

kompakt kiimeye doniistiiren operatdre kompakt operatér denir. H {izerindeki lineer

kompakt operatorlerin kiimesi &, (H ) notasyonu ile gosterilir.

Tamim 26 (Eslenik Operator): 4, H Hilbert uzayinda tanim kiimesi yogun olan bir

lineer operatdr olsun. y € H ve her xe D(A) igin

(Ax,y)= (x, A*y)

olacak bicimde tanimli lineer 4" operatdriine A4 'nin eslenigi denir.

Tamm 27: A, H Hilbert uzayinda bir lineer operatdr ve 4, A operatdriiniin eslenik

operatorii olsun.

14



Eger D(A)CD(A*) veher feD(A) i¢in Af =A"f , yani

Vf,geD(A) i¢in (Af,g)=(f,Ag)

ise, A operatoriine simetrik operatér denir ve 4 < A” semboliiyle gosterilir.

Eger D(A):D(A*) ve her feD(A) i¢in Af=A"f ise, A operatdriine

ozeslenik operator denir.

Eger D(A):D(A*) ve her f e D(A) i¢in AA"f=A"Af ise, A operatdriine

normal operatér denir. (Banach uzay1 durumu igin bak [70] )

Eger D(A4)c D(A*) ve her x e D(A4) igin
|47+, <[4,

sartin1 sagliyorsa, A operatdriine hiponormal operator denir.

Eger her f € H i¢in AA"f = A"Af = f ise, A operatoriine iiniter operator denir.

Tanmim 28 ( Ortogonal izdiisiim Operatorii): M , H Hilbert uzayinda bir alt uzay olsun.
Her xeHigin x=x, +x . olacak sekilde x, eM ve x , eM * elemanlar1 mevcut
olup,

Esz(xM +xML):xM, E:H—>H

seklinde tanimlanan operatdre, M alt uzayi iizerine ortogonal izdiisiim operatorii denir.

Tamm 29 ( Pozitif Operator): A, H Hilbert uzayinda bir lineer 6zeslenik operator
olsun. Eger her f € D(4) igin

(41, f)=0
ise, A operatoriine pozitif operator denir ve A >0 semboliiyle gosterilir. Eger A pozitif
operatdrii igin B> = A olacak sekilde bir B pozitif lineer operatdrii varsa, B operatdriine

A ’nin karekékii denir ve B=+A4 veya B = A"* seklinde gdsterilir.
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Teorem 2: H Hilbert uzayinda taniml her pozitif operatdriin bir pozitif karekokii var ve

tektir [62].

Tamm 30 (Késegen Normal Operator): H bir kompleks Hilbert uzayi, (en)cH bir

ortonormal baz ve (4,) = C, neN olmak iizere de, = A,e, seklinde tanimlanan operatdr

normal olup, bu operatore késegen normal operator denir.

Tamim 31 (Rezolvent Kiime): F bir Hilbert uzayi ve A:D(A4)c H — H bir lineer
operator olsun.
p(4)={1eC:(a-2E)" eL(x)}

kompleks sayilar kiimesine A4 operatoriiniin regiiler noktalar kiimesi ( veya rezolvent

kiimesi) denir.
Aep(A) olmak iizere R(A;A4):=(A-AE )_1 operatdriine A  operatdriiniin

rezolventasi (veya ¢oziicti operatorii) ad1 verilir.

Tanim 32 (Spektrum): H bir Hilbert uzay1 olsun. C\ p(A) kiimesine A operatoriiniin

spektrumu denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi o (A4) ile gosterilir.

Tamm 33 (Ayrik Spektrum): o, (A4):= {/1 e C:(A—-AE) operatorii bire bir degil}

kiimesine A operatdriiniin ayrik veya diskret spektrumu denir. Eger A, € o, (4) ise,
(A=2,E)x,=0

denkleminin x, #0 ¢6ziimii vardir. Buradaki 4,’a A operatdriiniin ozdegeri, x,’ a ise

A, a uygun bir 6zvektorii denir.

Tamim 34 (Siirekli Spektrum):
0.(4)={A€C:(4-2E) bire bir, R(A-AE)=H, fakat R(A—AE)» H|

kiimesine A4 operatoriiniin stirekli spektrumu denir.
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Tamm 35 (Artik Spektrum):
0,(4):={4€C:(4=AE) birebir, R(4-AE)# H]|

kiimesine A operatoriiniin artik spektrumu denir.

O'p(A), o, (A) ve ar(A) kiimeleri ayriktir. Ayrica spektrumun tanimindan

c

o(4)=0,(4)uo,(4)uo,(A4) oldugu kolayca goriiliir.

Ornek 8: X:(C[O,l],

,) olmak iizere, 4:X — X Ax=1x(t) operatoriinii gbz 6niine
alalm. Ax = tx() operatdrii igin R(A;4)=(4 —/1E)_1 ’ i bulalim.

(1) —Ax(t)=y(7)
olup, x(t) gozimii her ¢<[0,1] igin yukaridaki esitligi saglayan bir fonksiyondur. Eger
AeR\[0,1] (4<0 veya A>1) ise, yukaridaki denkleminin her y e X igin [0,1] iizerinde

stirekli tek
1
=— , 0,1
)= (), refou
¢Oziimii vardir. Bu nedenle p(A4)=R\[0,1] ve her A€ p(4) i¢in

R(l;A):t_%y(t), t<[0,1]

olur. Simdi 4 € [0,1] sayisinin 4 operatoriiniin spektrumuna dahil oldugunu gorelim.
2, €[0,1] ve y(t)eC[0,1] fonksiyonu y(4 )=a#0 kosulunu saglayan herhangi bir
fonksiyon olsun. Bu fonksiyon i¢in

(1=4)x(1)= (1)
esitligi hicbir x(t) eC [0,1] fonksiyonu i¢in saglanamaz, ¢ilinkii # = 4, noktasinda sol tarafi
sifir, sag tarafi ise sifirdan farklidir. Dolayisi ile A =4, oldugundan yukarida verilen
denklemin baz1 y(t) eC [0,1] fonksiyonlar1 i¢in ¢oziimii yoktur. Bu ise A€ U(A) olmasi

demektir. Ayrica O'(A) > nin higbir noktas1 4 operatdriiniin 6zdegeri olamaz, ¢linkii

(t—l)x(t):O, 16[0,1]
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denkleminin ¢6ziimii her ¢ # 4, i¢in x(t) ’ nin siireksizligine gore ¢ = A noktasinda 0 olur.

Béylece, o,(A4)=[0,1] ve o, =@ oldugu bulunur.

Teorem 3: Eger A4 lineer operatorii bir sonlu boyutlu X lineer uzayinda tanimli olsun. Bu

takdirde o, (4)=D ve o,(4)=2 [62].
Teorem 4: Eger A lineer normal operatér ise, o, (A) =J[62].

Tamm 36: A4, bir H Hilbert uzayinda lineer operatér ve Aeo, (A) olsun. Bu A

0zdegerine karsilik gelen 6zvektorlerinin tirettigi lineer alt uzay H , (A) ile gosterilir.

Teorem 5: A:H — H bir lineer kompakt normal operator ise, her 4 #0, 1€C igin

Ker(A—-AE) sonlu boyutludur [62].

Teorem 6: A:H — H bir lineer kompakt ve normal operator ise, o, (A) en ¢ok sayilabilir

sayida ( bos kiimede olabilir) ve o, (A) kiimesinin miimkiin olan limit noktas1 yalnizca 0
dir [62].
Teorem 7 ( Hilbert- Schmidt Teoremi ): Eger 4 € L(H ) kompakt normal operator ise,
H=kerA® ) ker(A—AE)=kerA®) ker(A—AE)=> ker(4-AE)
Aeo,(4) 4eC 4eC

veya

H=®Y ker(4' - 1E).

AeC
Bagka bir ifadeyle H’ da kompakt normal operatoriin 6z vektorlerinden olusan bir

ortogonal baz (taban) vardir [62].
Tamm 37 (Saf Ayrik Spektrum): Eger A lineer operatoriiniin 6zdegerlerine uygun gelen

ozvektorlerin ortonormal sistemi H Hilbert uzayinda kapali ise, 4 lineer operatdriine saf

ayrik spektruma sahiptir denir.
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Tamim 38 (Spektral Yaricap): A4, bir H Hilbert uzayinda bir lineer sinirli operator

olsun.
r,(4)=sup{|A|: Aec(4)}

reel sayisina A operatoriiniin spektral yar: ¢apt denir.

Teorem 8: Eger A4 lineer sinirli normal operator ise, rg(A) :||A , hatta |/1| :||A|| olacak

sekilde A € o(4) elemani meveuttur [62].

Tamim 39 (Niimerik Bolge ve Niimerik Yaricap): 4, H Hilbert uzayinda bir lineer
siurli operatdrii i¢in W (4):= { (Ax,x): |x|=1 } < C altkiimesine A nin niimerik bélgesi
denir.

w(A)=sup{|]: 2w (4))

sayisina A nin niimerik yari¢api denir.

Tamm 40 (s -sayillar1 ): 4, H Hilbert uzayinda kompakt lineer operator olsun. 4°4 ve

> nin

|A| = ( A" A)l/2 operatorleri negatif olmayan ve kompakt operatorlerdir. Dolayisiyla |A
A, (|A|) 0z degerleri negatif degildir ve n — oo iken monoton olarak A, (|A|)—>0 Bu

sayllara A4 operatoriiniin s -sayilar: denir ve s, (A), neN ile gosterilir.

Tamim 41 (Schatten-von Neumann Sinifi): Operatorlerin asagidaki siniflarin1 g6z 6ntine

alalim.
j=l

S, ::{A:AGGOO, isf(A)<oo,p>O}

seklinde tanimlanan sinifa Schatten-von Neumann Sinifi denir. Bu smif i¢in norm,

seklinde tanimlanir. Bu norm asagidaki 6zeliklere sahiptir.

M 4], =]

L (AGGP);
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(i) 48], <[], [

B4, <|4], |

, (Aer, BeL(H)).

2

Eger B operatorii iiniter ise, 0 zaman

48], =[84], =[], -

Tamim 42 ( Yaklasik Diizgiin Deger ): A4 :D(A) c H — H bir lineer operator olsun.

A € C sayisina yaklagik diizgiin deger denir, eger her & >0 sayisi i¢in x € D(A) elemani

vardir Oyle ki,
H(A —AE) xHH <e|o, -

Yaklasik diizgilin degerlerinin kiimesini 7z(A) notasyonuyla gosterilir.

Teorem 9: 1 e C sayis1 A operatoriiniin bir yaklasik diizgiin degeri olmasi igin gerek ve

yeterli kosul 4—AE operatoriiniin sinirli tersinin olmamasidir [62].

Sonug 1: A4 lineer operatdrii igin,
7(4)co(A4)

kapsama bagintis1 dogrudur.

Teorem 10: Eger A lineer normal operator ise, 7z(4)=o(4) [62].

Teorem 11 ( Spektral Ayrihis Teoremi ): A4 :D(A) c H > H operatori H kompleks
Hilbert uzayinda 6zeslenik operator olsun. Bu takdirde,
) A <1 isin E(4)<E(L):
it) Her ¢ >0, —> 0 i¢in E(1+¢&)——>E(A) giiclii yakinsak;
i) A—>—o i¢in E(A)——0 ve A—+0 i¢in E(A)——E (birim
operator)

iv) A operatoriiniin komutatif oldugu tiim operatorler ile her AR igin

E(A) komutatiftir;

kosullarmi saglayan bir ortogonal (E (/1)) ailesi vardir dyle ki
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4 :Isz(/z) ve D(A):{er:Az]i/ldHE(/i)tz <+oo}

tek bir sekilde yazilabilir [62].

Burada i,ii ve iii kosullarin1 saglayan (E (/1)) ailesine birimin ayrilist ad1 verilir.

Tammm 43 : f:R —> R siirekli bir fonksiyon ve 4 H Hilbert uzayinda 6zeslenik bir

operatdr igin
D(f(4)) ::{x et [ |7 (2 d(Exx)< +oo}

(burada E,, A operatdrii i¢in birimin ayrilisidir) kiimesi lizerinde
f(A4)= Jc'f(l)dElx, f(A):D(f(4))cH—>H

seklinde tanimlanan operatore A operatoriiniin f fonksiyonu denir.

Teorem 12: A :D(A) c H — H operatorii H kompleks Hilbert uzayinda normal operator
ise,

A= f(B)
olacak sekilde olgiilebilir f fonksiyonu ve B:D(A4)cH —>H ve B =B zeslenik

operatorii vardir [52].

Teorem 13 (Spektral Doniisiim Teoremi) : A lineer 6zeslenik operator ve f:R —C

stirekli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

o(/(4)=s(e(4)

bagintis1 dogrudur [89].
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2. YAPILAN CALISMALAR BULGULAR VE iIRDELEME
2.1. Baz1 Lineer Normal Operatorlerin Ayrik Spektrumu

Bu bélimde H (K ) Hilbert uzay1 iizerinde tanimli baz1 A4 lineer kapali operatorlerin ayrik

spektrumunun i¢yapisim1 inceleyecegiz. Burada 4, ve 4, verilen A4:H —>H

operatoriiniin uygun olarak reel ve sanal kisimlarini gosterecektir, yani

[lk olarak asagidaki sonucun dogru oldugunu gdsterelim.

Teorem 14: Eger A, H Hilbert uzayinda bir lineer normal operator ise,
o, (4)= o, (AR)<I>iap (A1 ) ,
burada ¢ sembolii 6zel bir kartezyen ¢arpimi gosterir 6yle ki bu ¢arpim

H, (4;) N H, (4,)=1{0}

7

kosulunu saglayan 1, €o,(4,) ve 4 €0,(4,) reel sayilan iizerinden almmaktadr.

Ayrica, eger o, (4,) ve o,(4,) kimelerinden en az biri bos kiime ise &, (4) bostur ve

terside dogrudur.

Ispat: 1k 6nce 4 H’ da bir lineer normal operatr ise, her zeC sayis1 icin

A+zE: D(A) c H — H operatoriiniin de lineer normal oldugunu gosterelim. Gergekten

Ay +z, E ve A, +z,E operatorleri A+zE operatoriiniin uygun olarak reel ve sanal

kisimlaridir. Ciinkii

(A+:zE), I%((A-I-ZE)-F(A—FZE)*) Z%((A—I-ZE)—I-A* +EE)

:%((A+A*)+(Z+Z)E):%((A+A*)+2er)

=A,+z E



ve benzer sekilde

(A4+2E), :%((A+ZE)—(A+ZE)*) :%((A+ZE)—(A* +2E))

I%((A—A*)—F(Z—Z)E):%((A—A*)+2ZIE)
=A,+z,E
dir. Ote yandan,
(Ax+2,E)(A +z,E)= Ay A, + 2, Ay + 2, A, + 2,2, E = A Ay + 2, A, + 2, A + 2,2, E
= A, (A +2,E)+z, (A +2,E) = (A, +z,E)( A4z + z,E)
olup, yani A+zE operatoriiniin reel ve sanal kisimlari komutatiftir. Boylece her z e C

icin  A+zE:D (A) cH —>H bir lineer normal operatordiir. Bu durumda her
A: D(A) c H — H lineer normal operatorii i¢in dogru olan

Jaxt, =4l 45, x € D(4)

bagintisindan her z € C ve her x e D(A4) igin
[(4=2E)a], =[(4: =2, E), +(4, - 28), M
bulunur.

Simdi A=4,+i4 €o,(A4) ve x,eH,(A4) oldugunu varsayalim. Bu halde (1)
esitliginden A,x, =A4x, ve Ax,=Ax,, x,€H,(A), oldugu elde edilir ki bu sonuncu
A eo,(4),4eo,(4) ve x, eH,(4,)"H,(4,) olmasi anlanuna gelir.

Tersine A4, €0,(4,),4€0,(4,) ve xeH, (4,)nH, (4,), x#0 oldugunu
varsayalim. Bu halde (1) esitliginden A=4 +i4 o, (A) ve xeH, (A) oldugu

bulunur.o

Simdi birka¢ 6rnek verelim.

1
Ornek 9: H=I*(0,1), 4, =E, A,:—i%, D(A,):V(;/z,D(AR):LZ(O,l) olsun. Bu

halde 4, = 4,, 4, = 4, olup

A=i+E=E+i(—ii)
dt dt
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operatOriiniin normal oldugu agiktir. Ayrica,

o(d4y)=0,(A4;)={1} ve H (4,)=H =L*(0,1)

P

oldugu kolayca goriiliir.

Simdi o,(4,)cR kiimesini belirleyelim. Bir 1eR i¢in Au=—iu'(t)= Au
diferansiyel denkleminin genel ¢dziimii u(7)=e"c, ¢ =sabite C olup u(0)=u(1)=0
kosullarindan c(l — e”“) =0 bulunur. 1eo, (A,) olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart ¢ #0,

¢’ =1, A€ C kosullarini saglamastyla miimkiindiir. Béylece 4, =2nz, n€Z olup

H, (4,)=H,,(4)= span{ez’"m, neZve0<t< 1}
dir. Bu durumda Teorem 14° e gore A4 operatdriiniin ayrik spektrumu

o,(4)=0,(4,) ¥ ic,(4,)={1+2nzi:nel}

P

seklindedir.

Ornek 10: H=1*(C) ve 4:1°(C)—/*(C), her x=(x,) i¢in Ax={x,,ix,, X, ix,, x5,...}
olsun. o, (A4) kiimesini belirleyelim. Bu durumda x =(x, ) €/’ (C) igin
Ax ={x,,0,x,,0,x5,...} +{0,ix,,0,ix,,0,ix,,...}
seklinde yazilabilir.
Simdi 4, 4, :1*(C)—1*(C),
Apx=1x.0,%,,0,%,.0,..} ve Axi=10,%,0,x,,0,x,....}
operatorlerinin sinirli ve ozeslenik oldugunu gosterelim. Gergekten, her x=(x,)e/’(C)

igin

||Ax

1 1
- 2w 2 )2 - 2 )2
2= Z|x2k_1| +Z|lx2k| = an =|}x 2o
k=1 k=1

k=1
yani A operatorii [’ (C) uzayimda bir sinirli operatdrdiir. Bu halde 4™ :/? (C) - ((C)

operatorii de sinirlt olup

4, ::%(A+A*), 4, :=%(A—A*):12(<C)—>ZZ(C)

operatorleri sinirhidirlar ve hatta ||AR|| <1 ve ||A,|| <1 dir. Ayrica her x,y e/’ ((C) icin
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(ARan’)lz =((xl,O,x3,0,...),(yl,yz,y3,y4,...))12 :zx2n—l;2n—l
n=l1
:(()cl,)cz,)c3,)c4,...),()/1,0,)/3,0,...))12 =()c,A;y)l2 ,
burada A4,y =(,0,»,,0,...), yel*(C), oldugundan A, =A4,. Benzer sekilde her

x,yel’(C) igin,

(A5 9) = (0,330,540}, (3130 s iroo)), =gx2n;2,,
= (%5725 %05 %05+.)5 (0,25, 0, y4s)) o = (5 417 L
olup 4,y=(0,»,,0,7,,0,...), ye/*(C), yani 4, = 4, du.
Simdi /2(C) uzayinda A,ve 4, bzeslenik operatorlerinin komutatif oldugunu
gosterelim. Gergekten, her x e /*(C) igin
ApA,x = 4,(0,x,,0,x,,...)=(0,0,0,...) =0

ve benzer sekilde,
A, Agx = A, (x,,0.x,,0,...)=(0,0,0,...) =0
olup AyA4, = 4,4, dir. Dolayisiyla A= A, +id,, I’(C) uzayinda bir normal operatoriidiir.
Ote yandan A, = A, ve A; = A, kosulari saglandigindan A4, 4, : 1> (C)— > (C) 6zeslenik
operatorleri birer izdiisiim operatorleri olup
o(4e)=0,(4x)=0(4)={01}.

Baska bir agidan 6z uzaylar ( eigen space ) i¢in
HO(AR) :span{(O,xz,O,x4,0,xé,...), Xy, Xy, Xgseo € (C},

HI(AR):Span{(xl,O,x3,0,x5,0,...), xl,x3,x5,...e(C},

HO(A,):Span{(xl,O,x3,0,x5,0,...), xl,x3,x5,...e(C},

H,(4,)=span{(0,x,,0,x,,0,x,...), X,,%,,X,,...€C}
oldugunu belirtelim. Goriildiigii gibi

Hy(4;)=H,(4;)={0},

H,(4,)=H,(4;)={0}

ve bdylece ayrik spektrum hakkindaki Teorem 14’ e gore
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o, (A)=O'p(AR)<I>iO'p (4,)={0.1}

bagintis1 dogrudur.

Simdi hangi durumlarda Teorem 14’ deki 6zel g¢arpimin kartezyen c¢arpima

doniistiigli baz1 durumlart aragtiralim.

Teorem 15: Eger A e L(H ) normal bir operatdr ve 4,4, €S, (H) ise,
O-p (A) = Gp (AR)+iGp (AI)
esitligi dogrudur.
Ispat: 11k olarak
O-p (A) - O-p (AR)+iO-p (AI)
kapsamanin her zaman dogru oldugunu belirtelim. Simdi bu kapsamin tersinin de dogru

olacagini gosterelim. A4,, 4, operatorleri 6zeslenik ve kompakt olduklarindan
0, (Ap) =AM 25 A A
o, (4)={A A A s A

olup ve ayrica,

H:H%@Hl{_@H%@...@)H%@... ,
H=H,®H,®H, &..0H,®...,
burada H u = Kerd, ve H u = Kerd, dir. Bagka bir ifadeyle /'’ da kompakt 6zeslenik

operatoriin 6zvektorlerinden olusan bir ortogonal baz (taban) vardir (Hilbert-Schmidt
Teoremi) [62]. Tutalim ki A € o(4,), k=0,1,2,... olsun. Bu halde bir tek k£ =0,1,2,...
igin -~ A eH (Ag). x; #0 dyleki Apx; =A/x;
dir. Diger taraftan x, € H oldugundan bir tek m(k) =0,1,2,... vardir oyle ki

x| € HZ;1(k) (4,).
Buradan,

A,x; = /1;;(1{))‘1:

olup, x; #0, x, € H igin
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A = Ay +idx] = (A +id) )x;
oldugundan
M +idy, €0, (4), k=0,1,2,...

dir.

Simdi tersini ele alahm. Varsayalm ki 4, €, (4,), k=0,1,2,...

bir tek £ =0,1,2,... i¢in

X, GH%(AI), x, %0
vardir ve

Ax, = A x, .

Diger yandan x, € H oldugu i¢in bir tek /(k)=0,1,2,... vardir dyle ki

(4e)

i
x, €H .
k Ay

dir. Buradan

Apx, = A%
olup x; #0, x, € H igin

A, = Agx, +idyxg = (A + %)%,
dolayisiyla

ll"(k)+iﬂ,,i co,(4), k=0,1,2,...

oldugu bulunur. Boylece (2) ve (3) bagintilarindan
o,(4y)+io,(4)=0o,(4)
elde edilir. Sonug olarak

0,(4)=0,(4,)+ic,(4,).0
Ozel durumda Teorem 15 ‘den asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 2: Eger dimH <o, 4 e L(H) normal operatdr ise,

O-p (A) = Gp (AR)+iGp (AI)

esitligi dogrudur.
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olsun. Bu halde

3)



Sonug¢ 3: Eger A e L(H ) normal kompakt bir operatdr ise,

o,(4)=0,(4,)+io,(4,)

esitligi dogrudur.

Ispat: Gergekten, eger AeG, (H) ise, A €S, (H) olup A+A €S, (H) [21]

olacagindan

AR:%(A—kA*)er(H) ve

A,:i(A—A*)GGw(H)

21

sonucuna ulasilir. Bu sonug ve Teorem 15’ den bu sonucun iddias1 dogrudur.o
Teorem 15 ‘i asagidaki gibi genisletilebilir.

Teorem 16: Eger 4, H Hilbert uzayinda bir lineer normal operatdr ve A4, , A4,
operatorleri saf ayrik spektruma sahipse,
o,(4)=0,(4,)+io,(4,)

esitligi dogrudur.
2.2. Lineer Hiponormal Operatorlerin Ayrik Spektrumu Hakkinda

Burada bir 6nceki kesimde ispatlanan bazi sonuglar1 genellestirmeye ¢alisacagiz.

Teorem 17: Eger 4, H Hilbert uzayinda bir lineer smirli hiponormal operatoér ve
T:=A4,A, — A4, ise,

c,(4)=0, (AR)q}io-p (AI)
esitligi dogrudur. Burada ‘9’’ sembolii bir 6zel kartezyen ¢arpimi gosterip bu ¢carpim

H, (4,) " H, (4,)"KerT #{0}

4 4

kosulunu saglayan biitiin 1, € o, (4, ) ve 4 € o, (4,) sayilan iizerinden alnmaktadur.
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Ustelik,
dim H, (4) =dim(H, (4,) " H, (4,)KerT)

esitligi dogrudur.

ispat: ik once herhangi bir A=1+i4eC ve herthangi xeH icin
[a=2)5 =4, =22+ (4,20
=|(4e = 2E) x| +((4g ~ A4 E)x,i( 4 ~ AE)x)+(i( 4, ~ 4E)x,( A~ AE)x)+|(4, - 2E)
=4 = AE)s +](4, - AE) ] +i[ (4, - 2E)x.(4y — 2,E)x) (A — A E)x.(4, - LE)x)]
= (e = A E) Al +i[(Ax. Aex)+ 4, (Ax,x) = 4 (x, Aex) + 2,4, (x,x)]

i (Apx, 4,x) = 2, (Agx.x) = 2, (%, A,x) + 2,2, (x.x) J+](4 = AE) ]
=[(4e = AE) +[(4 —2E) x| +i[ (A, Ax) (A, 4x) ]
=[(4e = AE)x +[(4 ~2E) A +i((AeA, — 4,4;) x.%)

dogrulugu bulunur. Eger
T:=A,4,— 4,4,
seklinde tanimlarsak 7 e L(H) ve
T" = A4, — A A, =-T
olup T+T" =0 .Buradan
T,=0 ve T=iT,
elde edilir. Boylece her 1 €C ve Vxe H igin
[A-22)f =J(4, )] +]( - 4B -1 @

olur.

Simdi x € H elemant i¢in

(T,x,x) :%[(Tx,x)—(T*x,x)] =2li[((ARA, — A, Ay )x,x) = (x,(Apd, — 4,4, ) x) |
:2% (Alx, ARx) - (ARx, Alx) —(ARx, Alx) + (Alx, ARx)]
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:%[( Apx, Agx)—(Apx, 4,x)] )

dogrudur.

Ayrica 4 operatorii hiponormal, yani her x € H i¢in HAxH £||Ax|| oldugundan

((Ap —id, )x,( A —id, ) x) < ((Ag +id, ) x,( A, +id, ) x)

olup
| A" +i (Aex, 4,%) =i ( A,x, Apx) +]| 4,2
<| A" i (Ax, 4,x) +i( A,x, Apx) +]| 4,2
ve buradan

i (A, Apx)—(Apx, 4,x) |20
bulunur. Bu ise
%[(Alx, Apx) = (Agx, 4,x) | <0
olup (5) bagintisindan her x € H igin
(T°x,x)<0
elde edilir, yani —7, >0 sonucuna ulasilir.
Simdi varsayahm ki, A=4 +i4 €0,(4) olsun. Bu durumda (4) bagmtisindan
Aeo,(4y), Aeo,(4) ve x, e KerT, = Ker( A, A, — A, A4y ).
Tersine, eger bir 4, €0,(4,) , 4 €0,(4,) ve x, € KerT, = Ker(Ay4, — 4, 4y) ise,
A=A, +ikeo,(4)

elde edilir. o

Not 1: Sonuncu teoremde A operatdrini AeL(H ) ve normal olarak alinirsa, bu

durumda
KerT = Ker(ARAI -4, 4,)=H

olup iddia Teorem 14’iin iddias: ile ¢akisir.

Ayrica (4) esitliginden asagidaki bazi sonuglara ulasilir.

30



Teorem 18: AeL(H), Aeo(A) ve hi¢ olmazsa bir x, e H, x, #0, x, € H,(A) i¢in
x, € Ker T olsun. Bu durumda

A, eap(AR), A eap(AI) ve X, eHﬂr(AR)mHﬂi(A,).

Ispat: Gergekten, bu halde (4) esitliginden
(AR —/LE)xl =0 ve (A, —/IiE)xl =0

olup, yani
A, eap(AR), A EUP(AI) Ve X, EH/L (AR)mH%_ (A1)

oldugu bulunur.

Teorem 19: A€ L(H), Ahiponormal ve Ker T ={0} ise,

JP(A):Q.

Ispat: Eger herhangi bir 1eC sayisi icin ap(A) kiimesinin eleman1 olsayd: (4)
esitliginden
((—T,)xl,xl) =0,x, #0,x, e H, (A)

bulunur. Ayrica -7, > 0 oldugundan sonuncu bagintidan

1
H(_TI )E x,||=0.
Buradan
1
(—T)E x, =0,
olup
T'x,=0.

Yani x, # 0 i¢in
x,eKerT=KerT,.

Bu ise hipotez ile ¢elisir. Boylece
o, (A) =

oldugu ispatlanmis olur.

31



Ornek 11: H=01’(C) ve 4:1*(C)—>7*(C), her x=(x,) i¢in Ax={0,x,x,,x,,...}
operatoriinii ele alalim. A ’nin lineer sinirli bir operatér ve her x:(xn)el2 (C) icin

Ax= {O,xz,x3, Xy, } oldugu agiktir.

Simdi A4 lineer operatoriiniin hiponormal fakat normal olmadigini ayrica Teorem

17’yi gergekledigini gdsterelim. x =(x, ) € /*(C) keyfi alalim

2
[ =2 x| 22l =]
n=1 n=2

esitsizliginin dogrulugundan her x:(xn)el2 ((C) i¢in ||Ax||2HA*xH oldugu, yani 4

2

A x

operatoriiniin hiponormalligi ve

AA*x:A{xz,x3,x4,...} :{O,xz,x3,x4,...}
A*szA*{O,xl,xz,x3,...} :{xl,xz,x3,...}

esitliklerinden 4 ’nin normal olmadigi bulunur. Ayrica her x =(x,)e/*(C) i¢in

1 « 1
ARx:E(AJrA )sz(O,xl+x2,x2+x3,x3+x4,...)
szi(A—A*)xzi{Ox — Xy, X — Xy, Xy — X, }
/4 2l 2l Edd| 2972 35743 4

esitlikleri dogru olup,

Tx =(Ag4, —A,AR))sz{O,x1 — X3, X, —X,, X, —xs,...}—%{o,x1 +X5,X, +X,,X, +x5,...}
i i
1
=Z{O,xl,x2,x3,...}

esitliginden KerT = {O} oldugu gorilir. Ayrica o, (A) = oldugu aciktir.

2.3. Lineer Normal Operatorlerin Spektrum Yapisi
Simdi lineer normal operatorlerin spektrumu hakkinda bir sonug verelim.

Teorem 20: Eger 4, H Hilbert uzayinda lineer normal bir operator ise,
o(A) co(4;)+ioc(4,)

bagintis1 saglanir.
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Ispat: A=A, +id,, H Hilbert uzaymda lineer normal operatér ve A€o (4) olsun. Bu

halde her ¢ >0 i¢in

<¢g

|(4-2E)x, | <& x

&g

kosulunu saglayan bir x, € D(A4), x, # 0 eleman1 vardir [21].

Ayrica A4 bir lineer operator oldugundan

2 ) 2
<& x|

=) -2

||( A - //i,E) xg
oldugu bulunur. Buradan

(4 =2E)x[[< el ve (4, - 4E)x,

<élx

olur. Sonuncu bagintidan ve [21] den
A eo(4,) ve 4, € o(4,)
olur. Boylece,
o(A) co(4;)+ioc(4,)

bagmtisinin dogru oldugu elde edilir.o

Teorem 21: Eger A, H Hilbert uzayinda normal bir operatdr ve p(4,)# D (p(A,) #* @)
ise,
plA)+IRC p(4)  (R+ip(4,) < p(4))

bagintis1 dogrudur.

Ispat: Tutalim ki A, € p(4,) olsun. Bu durumda A=A +iu, <R saysi igin

A—AE = (A, — A E)+i(A4, - uE)
=i( Ay~ AE)[ (4, - 4,E) " (4, - uE)~iE ] ©
ede edilir.

Simdi T:=(A, - ZurE)f1 (4, - HE), A € p(4,), 4 € R operatoriiniin
T:D(T)=D(A4,)= H — H kapali oldugunu inceleyelim. Bunu daha genel durumda

arastiralim. Tutallm ki M ve § H Hilbert uzayinda iki lineer kapali operatér ve

S eL(H ) olsun. Bu halde K :=MS™" operatoriiniin H ’da lineer kapali bir operatdr

oldugunu gorelim.
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(xn)CD(K), x,—2>x,n—>wve Kx,==MS"'x, —L>y, n—>o
kosullarmi saglayan keyfi bir dizi olsun. S~' € L (H ) oldugundan
S’lxn — 58"x, n> o
oldugu aciktir. Diger yandan
S'x, —L>85"'x, n—> o ve M(S"lxn)L)y , H—>00
oldugu ve M ’nin H ’da kapali oldugundan
S'xe D(K) ve y=MS"'x
oldugu bulunur. Bu sonuncudan x € D(MS‘1 ) , ¥ =MS"'x bulunur. Dolaysiyla K = MS™'

operatori. H ’da kapalidir.

Simdi 7 operatoriiniin A ’da simetrik oldugunu gosterelim. 4, ve 4, H’da
komutatif operatorler olduklarindan her 4:=4 +iueC, peR sayisi igin

A-AE =(A4, —AE)+i(A4, — uE)
operatorii  H’da normal oldugundan (A,—A4,E) ve (4,—uE) operatdrleri H’da
degismelidirler, yani, E,(4;),veR ve E, (4,),weR operatorleri komutatiftirler. Ote
yandan

(dy~AE)" (4, ~puE) (4, - uE)( 4, ~AE)"
bagintisindan

7 =[(4,-4E)" (4 - ,uE)T (4, - uE) [ (4, - AE)" ]

= (4, — uE)( Ay~ AE) (A, —AE) (4 —uE)=T

bulunur, yani

TcT .
Boylece T operatorii H ’da simetrik ve kapalidir.

Simdi T=(4,~AE) (4, -uE):D(T)—>H, 4 €p(4,), peR operatdrinin
H’da oOzeslenik oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 7 operatoriiniin defekt sayilarinin
n,(T)=n_(T)=0 oldugunu gostermek yeterlidir [62]. ilk énce

T'xtix=(A,— pE) (A4, —)prE)f1 xtix=0, x eD(T*)

denklemini ele alalim. Bu halde
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(4, - HE)(Ay-AE) x+i(4y—LE) (4, —ALE) x=0, xeD(T")
olup bu sonuncudan
[(4, - uE)+i( A4y~ AE)](4,—AE) x=0
bulunur. Eger y:=(4, -~ 4,E)"x, xe D(T") olarak tanimlanirsa,
(4, —uE)y=+i(4,—A,E)y=0
denklemine ulasilir. Ayrica 4, H ’da normal operator oldugundan
(4, _ﬂE)yHZ +[(4, —ﬂ,rE)yHZ =0
olup
(4, —uE)y=0 ve (4, —A.E)y=0
oldugu elde edilir. Ote yandan A, € p(A R) oldugundan (A r—AE )y =0 denkleminden
y =0 bulunur. Yani,
y=(4,~4E) x=0.
Sonuncu esitlikten
(4, ~AE\A, —ALEY ' x=(4, - ALE)'0=0.
Boylece T'x+ix=0,xeD(T") denkleminin ancak x=0 ¢dziimii vardir. Neticede
n,(T)=n_(T)=0 oldugu bulunur. Bu sonuncu ise 4, € p(4,) ve ueR sayilar igin T
operatdriiniin / da 6zeslenik oldugunu [62] ispatlar. Ote yandan T 6zeslenik oldugunda
o(T)eR, yaniher z:=z, +iz, € C, z; #0 T ’nin bir regiiler noktalaridirlar. Buradan
(T—iE)" eL(H)
oldugu ve (6) esitliginden A € p(4) sonucuna ulagilir.

Teoremin p(4,)# < durumu birinci durumun ispatina benzer sekilde verilebilir. O

Bu boliimiin esas amac1 H Hilbert uzayinda tanimlanan bir lineer normal A

operatOriiniin spektrumunun
O'(A)IO'(AR)+iO'(A1) (7)

seklinde yazilabilecegi, biitiin miimkiin olan durumlar1 incelemektir.
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Spektrum i¢in bu formiil lineer normal operatorler icin hatta bazi basit durumlarda

bile dogru olmayabilir.

Ornek 12: B, H Hilbert uzayinda lineer siirli 6zeslenik bir operatdr , 72',377[ IS O'(B) ve

A=¢e” :H - H olsun. Bu halde 4, H ’da bir iiniter operatdr [62] olup
A=cosB+isinB ve A, =cosB, A, =sinB:H — H .
Spektral doniisiim [89] teoremine gore
o (sin B) :sin(J(B)),
o (cos B) =cos(o(B))
ve
0eo(sinB)
0 o(cosB)

bagintilar1 dogrudur. Fakat 4 operatorii H ’da bir tiniter operatoér oldugundan 0 ¢ O'(A),
yani 0=0+i0¢ o (A). Boylece
O'(A) = O'(AR)+iO'(A1)

formtilii hatta bu ¢ok 6zel bir durumda bile saglanmaz.

Ornek 13: X ve Y, R’de bostan farkli iki kapali kiime Q:X +iY ve (4, )w Q’da

n=l

yogun olan kompleks sayilarin bir dizisi olsun. A bir ayrilabilir Hilbert uzayi, (en) H’da

ortonormal bir baz ( taban ) ve 4:D(A)cH —H, ve Ae,=Ae,, n=1,2,3,... olsun,

nn?

yani A operatorii H ’da sonsuz kdsegen bir normal operatdr olsun. Bu halde

o(4)=cl(4,),,=(%),,

=1 n

olup bu durumda o (4)=Q esitligi dogrudur. Ayrica 4, (uygun olarak 4, ) H Hilbert

kosegeninde (Re4,)” ve (Im4,)”

n =1

sayilartyla bir sonsuz kdsegen operator olup
o(4)=X  (o(4,)=Y)

oldugundan
O'(A) = O'(AR)+iO'(A1)

esitliginin dogru oldugu bulunur.
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Ornek 14: X ve Y, R ’de bir noktadan ibaret olmayan sonlu veya sonsuz iki kapali aralik

olsun.

AL (X+iY) > (X+iY), Af(z)=2/(z)
D(4)= {f eLl’(X+iY): I(1+|z|2)‘f(z)‘2 dz <o } seklinde tanimlanan operator

r (X +iY ) uzayinda normal bir operatdr olup
O'(A) =X+iY.
Ayrica ARf(z) =Re zf(z), A]f(z) =Im zf(z) oldugundan O'(AR) =X ve O'(A[) =Y.
Boylece
O'(A) = O'(AR)+iO'(A1)
esitligi dogrudur.
Simdi 4 operatoriiniin X ve Y smirh kapali kiimeleri tizerinde sinirli oldugunu

gosterelim.

Jar () =l () =1 )£ =) <m)s

1/2
2 — 2 2
, M!ilel)l()(x +y )]

yeY

esitsizligi dogru olup A operatdriiniin sinirli oldugu elde edilir. Eger X veya Y

kiimelerinden en az biri sinirsi1z ise, 4 operatorii sinirli olamaz. Ayrica,

Afz(Re Z+iImZ)f(Z)

ARfIReZ.f(Z), Allemz.f(z)

olup A operatdriiniin normalligi agiktir.

Simdi yukarida spektrum igin verilen (7) formiiliiniin normal operatorler i¢in dogru

olup olmadig1 sorusu iizerinde duralim.

Teorem 22: A, H Hilbert uzayinda bir lineer sinirli normal operatdr olsun. Eger her

A, €0(A4,), herA, eo(4,) veher xe H igin
|(4; = 4.E) x| <c|(4, - 4E) x|

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti varsa,

O'(A) = O'(AR)+iO'(A1)
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bagintis1 dogrudur.

Ispat: Teorem 20°de A€ L (H ) normal operatorii i¢in
o(A) co(4;)+ioc(4,)

bagintisinin dogrulugu ispatlanmistir.

Simdi keyfi 4, €eo(4;), 4 €o(4,) sayilarmi ve keyfi € >0 alahm. Bu halde
A;€0(4,) oldugundanbu & >0 i¢in

&

H(AI - LE)x,| <

| x, | ®)

1+c?

kosulunu saglayan ve x,#0, x, € H olan bir eleman bulunabilir [21]. Bu durumda

hipoteze gore

2

[(4=2E)x, | =|(4c ~ 2 E) x| +](4 - 2E)x,

<( & + ngz} 2:—82 (1+c2)
- \/1+c2 \/1+c2 Vi+¢?

olur. Boylece (8) ve (9) bagintilarindan keyfi & >0 igin

: o2 9)
=g

X

&

xé’ xé‘

H(A—/iE)xg

<é¢|x|

kosulunu saglayan bir x, # 0, x, € H bulunur. Buradan 1€ o (4) olur [21] .0

Not 2: Bu sonuncu teoremde verilen kosullar yerine her 4, e o(A4,), herd, eo(4,) ve
her x e H icin
|(4, = AE) x| <c|(4, - 4.E)x|

olacak sekilde ¢ > 0 sabiti var oldugu durumlarda da teoremin iddias1 dogrudur.

Eger A, bir aynlabilir # Hilbert uzayinda bir sinirli normal operator ise,
A=f (B) esitligini gergekleyen bir sinirh 6lgiilebilir f: R — C fonksiyonu ve bir lineer
ozeslenik B: D(A) < H — H operatorii vardir. Bu sonug saf ayrik spektrumlu operatorler

icin F. Riesz [80]tarafindan irdelenmis ve daha da genel durum da J. von Neumann [67]
calismasinda ele almistir. Bu gosterim sinirsiz normal operatdrler i¢in Y. Mimura [52]

tarafindan genellestirilmistir.

38



Teorem 23: A bir ayrilabilir # Hilbert uzayinda bir lineer sinirli normal operator,

f:R— C siirekli bir fonksiyon, B =B e L(H) ve A= f(B) olsun. Bu durumda
o(A) =oc(4,)+ioc(4,)

esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeterli kosul her x, y € U(B ) sayilar1 igin
Se(2)= fa(¥)
f(2)=11(¥)

kosullarini saglayan bir z =z (x, y) € a(B) noktasinin bulunmasidir.

Spektrum i¢in yukaridaki formiiliin dogru kalmast A= f (B) gosteriminden

bagimsizdir.

Ispat: 4eL (H ) normal operatorii icin Teorem 14’den
o(A) co(4y)+io(4,)
bagtisinin dogru oldugunu biliyoruz. Esitlik i¢in bu bagintinin tersi olan
o(4,)+io(4,)co(A)
bagmtisinin dogrulugunu goéstermek yeterlidir. Sonuncunun dogrulugu ise, spektral

doniisiim teoremi [89] geregince
fx(a(B) )+ if,(a(B))c f(a(B))
bagintisinin dogruluguna dektir. Bu sonuncu bagintinin dogru kalmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul her x,y € o(B) igin
fe(2)=1r(x)
f1(2)=1,(»)
esitliklerini saglayan bir z =z (x, y) € U(B ) elemaninin mevcut olmasidir.
Simdi o(4)=0(4,)+ io(4,) esitliginin dogrulugunun 4= f (B) gosteriminden

bagimsiz oldugunu gdsterelim.

f,h:R—C iki siirekli fonksiyon, B=B e L(H),C=C eL(H) ve A= f(B)
ve A=h(C) olsun. Ik énce A= f(B) durumunda bagmtisinin dogrulugunu kabul

edelim. Yani her x,y e o(B) igin
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Ja(2)=1x (%)

fi(2)=11(»)
esitliklerini saglayan z = z(x,y) € o(B) elemamnin varligini kabul edelim.

Simdi keyfi iki @,feo(C) noktalarmi alahm. Ayrica spektral doniigim
teoreminden [89]

o(4)=f(c(B)) ve

o(4)=h(o(C))

oldugunu biliyoruz. Bu durumda h(«),h(f) € o(A) oldugunda

h(a)=1(xq)
W)= (vs)
kosullarini gergeklestiren iki x,, y 5 € U(B ) elemanlar1 bulunur, yani
h(a)=hy(a)+ih ()= fi(x,)+if; (x,) (10)
h(ﬂ):hR(ﬂ)+ih1(/B):fR(J’ﬁ)+if1(J’ﬁ)- (11)

Boylece, o(4) = o(4,) + io(4,) dogrulugu ve x,,y, € o(B) oldugundan

fe(50)= Fi(20p )
£i(vs)=1(zap)

esitliklerini saglayan bir z, , =z(x,,v,)=2(a,8) € 5(B) eleman meveuttur.
Sonug olarak (10) ve (11) bagmtilarindan
he (@)= i (%) = fi2a.5)
W (B)=1:(35)= 1 (20 p)

olup te yandan bir 7, , € o(C) vardur, dyle ki
S/ (Zap)=h(7a)

Buradan
SelZap) =M (Vap):
5 (zap) =i (7ap)

(12)
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olup sonuncular ve (12) bagintisindan her «, f € O'(C ) elemanlari i¢in

hy (a) = h, (ya,ﬁ),
hl(ﬂ):hl(ya,ﬂ)
kosullarin1 saglayan bir y =y, ;€ O'(C ) eleman1 mevcuttur. Boylece verilen formiiliin

gosteriminden bagimsiz oldugu bulunur.o

Not 3: Eger f;, f, :R — R siirekli fonksiyonlardan hi¢ olmazsa biri O'(B) lizerinde sabit

ise, Teorem 23 un sartlar1 saglanir.

¢ t(1-5), eger0<r<s<li
Ornek 15: Af (t)=f(¢)+i (1-5), eger s <lise

k(t,s) f(s)ds, k(t,s);:{

S C—— —

s(l—t), eger0<s<t<lise
A:1’[0,1] > I*[0,1] seklinde tanimlanan bir operatdr olsun. Kolaylikla gosterilebilir ki
1
Bf (t):=[k(t,5) £ (s)ds, B:’[0,1]] > I’[0,1] igin Be &, (£’ [0,1]) olup
0

1 1 , .
G(B) =0, (B) = {72'2}12 :neN } ve 4, = = € G(B), n € N, uygun 6z vektorler

f,(¢)=sin(nzt), neN, 0<r<1, seklindedir. Ayrica bu durumda
1
A=FE+iB, Bf(t) :=.[k(t,s)f(s)ds ,
0

seklinde yazilabilip

oldugundan
fr(A)=1, 2€R,
fi(A)=4, 1€R,

seklindedir. Bu durumda bir dnceki teoremin kosullart saglandigindan
o(A) =o(4z)+io(4))

bagintis1 dogrudur, yani

O'(A)z{lJri L :neN}.

nimw
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Bu 6rnegi asagidaki gibi genellestirmek miimkiindiir.

Ornek 16: H bir Hilbert uzay, AeL(H) A=E+iB,B =BeL(H) ise, 4

operatoriiniin bir lineer smirli normal operatdr oldugu aciktir. Operatorlerin spektral

teorisinden
o(A4)=1+ic(B),

yani o(A)=0 (A4, )+io(4,) oldugu bilinir [21]. Ayrica bu durumda
f(A)=1+i1, 1eR

yani, f(4)=1 f,(A)=4, 1R

olup f, ve f, fonksiyonlar: bir 6nceki teoremin sartlarini sagladigindan
o(A) =0(4,)+ioc(4,)

bagintisinin dogru oldugu sonucuna ulasilir.

Teorem 24: A, H Hilbert uzayinda bir lineer normal operator, A : D(A) cH->H,
A= f(B), f:R — C siirekli bir fonksiyon, B=B":D(B)< H — H olsun. Bu durumda
o(4) =o(4,)+io(4))

bagintisinin saglanmas: igin gerekli ve yeterli kosul sonlu veya sonsuz lim f, (xn) ve
n—0

lim f, (,) limitlerinin varhgm gerektiren her (x, ),(y,) < o(B) dizileri i¢in

lim £, (x,) = lim f; (2, )
lim £, (v,)=1lim f, (z,)

kosullarini saglayan bir (z, ) = (zn ((x,).(, ))) < o (B)dizisinin varhigidir.

Ispat: Gergekten f:R—>C, f e C(R) ve
A= 1(B)=1,(B) 45, (8)
oldugundan
o (4) =1 (8)) = (o(8)) 9]

Bu durumda
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f(o(B)=c(fu(B))+io(f:(B))

esitliliginin dogrulugunu inceleyelim. Daha da genelde

/(o(B))=fi(a(B))+if,(o(B)) (13)

esitliginin dogru olup-olmadigini arastiralim.

Bunu kisaca cevaplamak gerekirse, esitligin dogru kalmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul

Vx e f; (O'(B)), ‘v’yefl(O'(B)) icin x+iyef(O'(B))
olmas1 ve tersine
‘v’zef(O'(B)) icin Rez e f, (O'(B)), fmzeﬁ(J(B))

olmasidir.

Simdi (11) esitligini baska sekilde yazalim.

{2:lim £ (2,)= 2.4, € (B)| = {x: lim £, (x,) = x.x, € o(B)| +i{vilim /,(,) = y.y, € o(B)]

n—»0

Daha once lineer normal (keyfi) operatorler i¢in agagidaki sekilde
o(A)co(4y)+io(4,)
sonucu ispatlanmistir (Teorem 20). Bu durumda esitlik i¢in
o(A,)+ioc(4,)co(A)
bagintisinin ispatlanmasi yeterlidir. Yani,
fR(O'(B))H’f] (O'(B))Cf(O'(B)) (14)

ispatlanmasi yeterlidir.

Sonuncu bagintinin saglanmasi i¢in ise,

Vx e f; (O'(B)) ve ‘v’yefl(O'(B)) i¢cin x+iyef(O'(B))

olmasidir. Yani,

{x:1im /,(4,)=x.3, e o (B) +i{ y:lim £, (,) = ».2, e o (B)| & f (o (B)).

n—>0

Sonuncu bagintinin saglanmasi i¢in ise,

‘v’xeo(AR) ve ‘v’yeJ(Al) icin EI(/ln)CO'(B), A =4 (x,y) oyle ki x+iy=1imf(/ln)

bagintisinin saglanmasi gerekli ve yeterli kosuldur. Daha da kesin (14) kapsama

bagintisinin saglanmasi ancak ve ancak
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lim f, (x,) ve lim f, (»,)

n—0

limitleri (sonlu veya sonsuz) olan her iki (x, ), ( »,) < o(B) dizileri igin
lim f, (x,)+ilim £, (y,) =lim f(z,)

kosulunu saglayan bir (z, ) = (zn ((x,).(», ))) co(B) dizisinin varhgidir.o

Bu teorem, baska bir sekilde asagidaki gibi ifade edilebilir.

Teorem 25: A, H Hilbert uzayinda bir lineer normal operator, A: D(A) cH-—->H,

A= f(B), f:R — C siirekli bir fonksiyon, B=B":D(B)c H — H olsun. Bu durumda
o(A) =0(4,)+ioc(4,)

bagintisinin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her x e o'(4,) ve her yeo(4,)

elemanlari i¢in

x=lim £,(4,)

n—>0

yzlimf,(ln)

N

esitliklerini saglayan en az bir (4, ) < o(B) dizisinin varligidur.

Sonug 4: U, bir H Hilbert uzayinda iiniter bir operatdr ve U = €',
C=C": D(C)cH—)H ise,
o(U) =0o(cosC)+ io(sinC)
esitliginin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her x, y € O'(C ) i¢in,
X+y=nm,nel veya x—y=mm, meZ

kosullarindan birinin saglanmasidir.

Ispat: ilk 6nce U {initer operatdrii igin

oU)=0(cosC)+ io(sinC)
bagintisinin saglandigini kabul edelim. Ayrica U iiniter oldugundan H Hilbert uzayinda
tanimlanan bir C 6zeslenik operatorii i¢in

Uzeic
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esitligi dogru olup [62],

U=cosC+isinC
seklinde yazilabilir. Burada C 06zeslenik operatorii tek sekilde tanimlanmast miimkiin
olmayabilir. Eger bir C=C": D(C)c H — H operatérii U =€ kosulunu sagliyorsa, en
azindan

C+2kr, kel
0zeslenik operatorleri de bu esitligi saglar. Gergekten

T = o = o€ (cos 2kx +isin 2kz) =€ =U .
Ote yandan Teorem 23’e gore, her x,y € O'(C ) icin

U,=cosC, U, =sinC

oldugundan
COSz =COS X,

sinz =sin y

kosullarini saglayan bir z = z(x, y) € O'(C ) elemant bulunabilir. Buradan x, y e O'(C ) icin
cos’ x+sin’ y =1

esitligi bulunur ki, bu sonuncudan
cos2x—sin2y =0

elde edilir, yani her x,y e o(C) igin
cos(x—y)—sin(x+y)=0

dogru olup
X+y=nr,nel

veya
X—y=mnx, mei

sonucuna ulagilir.
Simdi tersine, her x, y € O'(C ) icin
X+y=nrw,nel

veya
X—y=mnx, mei

kosullar1 saglansin.

Belirli olmasi i¢in alinan x, y € O'(C ) elemanlar1 arasindaki bagitinin
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X=y+mr, mel
oldugunu kabul edelim. Teorem 23’e gore

oU)=0oU;)+io(U,)

bagintisinin saglanmasi i¢in bu durumda x, y € o(C) igin
COSZ = COoS X
sin z =sin(x—mx)

kosullarinin gerceklenmesi zorunludur. Yani,

Z—x+mr . z+x
sin =
2 2

sin

olup buradan,

z—x=2pr veya z+x=2qn, p,qel,

z—x+mr =2z veya z+x—-mr=(2r+1)z, LreZ
bulunur. Sonuncudan

z=*x+2p'n, p €,

z=*y+q'nm, ¢ €Z

olup

tx+2p r=ty+qnrx, p,q €,
yani,

ixiyz(q*—Zp*)ﬂ', p.q €7,
sonugta

|xiy| =‘q* —2p*‘7z, p*,q* el
oldugu elde edilir. Boylece, her x,y e G(C ) icin xt y=kx, k € Z saglandig1 durumda
ocU)=cUy)+ioU,)
bagintisinin dogruluguna ulasilir.
Eger alinan x,y e O'(C) icin
xX+y=nrw,nel

esitliginin saglanmasi durumunda iddia benzer sekilde ispatlanabilir. Ayrica U operatori

i¢in
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oU) =aUy)+ioU,)
formiiliiniin dogrulugu U =€, C=C": D(C)c H — H gosteriminden bagimsiz oldugu

Teorem 23’den agiktir.o

Sonug 5: Egerbir U:H > H, U=¢“, C=C : D(C)c H — H niter operatdrii i¢in
oU)=0o(cosC)+ io(sinC)
esitligi dogru ise,
o(C)c{x,+nr:nel, x, € (C) herhangi bir elemani)
) {—x2 +mr:mel,x, € G(C)herhangi bir elemam}

bagintis1 dogrudur.

Ispat: Bu halde o(U) = o(cosC) + i o(sin C) bagmntis1 dogru oldugundan bir 6nceki
sonug 4°den her x,y € o(C) igin

X—y=nr, nel
veya

X+y=mm,mel
kosullarindan biri saglaniyor. Simdi o (C)# @ oldugundan bir x = x, € o(C) elemanini
kabul edelim. Bu halde her y € o(C) igin

y=X,+nw, ne
veya

y=—X,+mx, mel

kosullarindan biri saglanir. Buradan sonug agiktir.

Sonug 6: Eger bir U =€, C=C": D(C)c H — H iiniter operatdrii i¢in
o(U)=0o(cosC)+ io(sinC)

esitligi dogru ise,
o(C)=0,(C)

kosulu saglanir.
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Ispat: Bir 6nceki sonuca gore séz konusu bagimntinin saglanmast igin
o(C)c{x +nr:neZ, x € o(C) herhangi bir elemant}
) {—xz +mr:mel, x, € G(C)herhangi bir elemam}

seklindedir. Bu C 6zeslenik operatoriiniin spektrum noktalarinin ancak ayrik noktalardan
olustugunu gosterir. Boylece 6zeslenik operatdriiniin spektrumunun her ayrik noktasi

operatoriin bir 6zdegeri oldugundan sonug agiktir.

Sonug 7: Egerbir U:H > H, U=¢“, C=C : D(C)c H — H niter operatdrii i¢in
oU)=0o(cosC)+ io(sinC)

bagintis1 dogru ise,
oU)=0,U)

esitligi dogrudur.

Ispat: Bu durumda bir 6nceki sonug 6’ya gore
a(C)=0,(C)
olup
oU) = {cosiﬂ'sin,u: A, lE U(C)}
kiimesi sayilabilir sayida ayrik noktalardan olusur. Her ayrik noktada U iiniter operatorii

icin (U normal) onun bir 6zdeger spektrum noktast oldugundan, bdylece istenilen sonug

aciktir.

Sonug¢ 8: U : H — H bir liniter operatdr ve o,(U) = ise,
oU)=oUy)+ioU,)

esitligi saglanmaz.

Teorem 26: Eger 4, H ayrilabilir Hilbert uzayinda bir lineer sinirlt normal operator,

A:H—>H, A=f(B), f:R—>C sirekli bir fonksiyon, f;',/, ' :R—>R mevcut
B =B eL(H) ve carda(B) >1 ise,
o(A) =o(4z)+io(4))

bagintis1 ger¢eklesmez.
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Ispat: Bu bagmtinin dogru oldugunu kabul edelim. Bu halde Teorem 23’e gore her
x,ye€o(B) igin

fu(2)=fa(x).

fi(2)=1,(»)
kosullarin1  saglayan bir z=z(x,y)eo(B) elemam mevcuttur. Ayrica teoremin

kosullarina gére f,', ;' :R — R fonksiyonlari mevcut oldugundan bir énceki bagintidan
Z=X,z=Y

yani x = y olur. Ote yandan card U(B) >1 oldugundan x =y olamaz.

Not 4: Sonuncu sonu¢ her ne kadar f,, f,:R - R fonksiyonlarmin terslerinin dilinde
ifade edilmigse de ashinda fR|U(B), f,|a(3) :0(B) >R fonksiyonlarmin tersilerinin var

oldugu durumlarda da dogrudur.o

Ornek 17: H bir Hilbert uzay, B =BeL(H), A=B""+iB"", nnm=1 ve
card O'(B) >1 ise,

o(A)=c(B" )+ ic(B")
esitligi dogru olamaz. Ciinkii bu halde

fR(/i)z/iz’H, n>1, AeR
f,(/l)z/iz’"’l, m=>1, AeR

olup f, ve f; fonksiyonlarmin tersleri var oldugundan Teorem 26’e gdre soz edilen esitlik
saglanmaz. Ozel durumda bu esitlik

Af (t)=1tf (¢)+if’ £ (¢), A:L*[0,1] > L*[0,1]
operatorii i¢in saglanamaz. Ciinkii bu durumda

H=L[01], A f (1) =1/ (¢), 4, (1) =21 (¢), f:L[0,1] > L7[0,1]

Bf (t)=tf(t), B=B", o(B)=[0,1], fx(2)=4, f,(2)=4", 1R,

A, =B, 4, =8

olup f;,f, :R — R fonksiyonlarinin tersleri vardir.
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Bu teoremi asagidaki sekilde daha da genellestirmek miimkiindiir.

Teorem 27: A, H Hilbert uzayinda bir lineer normal operator, 4:D(A4)c H — H ,
A=f(B),f:R—C siirekli bir fonksiyon, f;',f,' :R—R fonksiyonlari mevcut,
B=B :D(B)c H—>H ve card o(B)>1 ise,

o(A) =0(4,)+ioc(4,)

esitligi saglanamaz.

Ispat: Bu bagintinin dogru oldugunu varsayalim. Bu halde Teorem 24’e gére sonlu veya
sonsuz lim fy (x,) ve lim f; (y,) limitlerinin varhim gerektiren keyfi (x, ),(y,) < o(B)
dizileri igin

lim £, (x,) = lim £, (z,)

71.4)00 }’l.*)OO (1 5)

lim f, (y,) =lim £, (z,)

kosullarini saglayan bir z, = z(xn , yn) c O'(B ) dizisi vardir. Bu halde

dizileri R’ de yakinsak oldugundan ve fi's f2' iR — R foksiyonlarmin siirekliliginden

x, = fi'(x,), n=1,

v, =17 () n21
(x,).(v,)co(B) dizileri (6(B)<=R kapal)) o(B)’de yakinsaktir. Sonuncular ve (15)
bagintisindan

£ (1im £ (x,)) = 47" (1im £, (2,)

£ (1im £, (5,)) = £ 1im £, ()

yani
limx, =limz,
71.4)00 }’IT)OO (16)
limy =limz,
n—>0 n—»0
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durumu gergeklesmek zorundadir. Buradan

limz, =limz, (x,,7,). (z,)co(B)

n—»0

sonlu veya sonsuz limitinin var oldugu bulunur. Ayrica card O'(B) >1 oldugundan

U(B ) ’de alinan keyfi (xn) ve ( yn) dizileri i¢in (16) bagintis1 gergeklesemez.

2.4. Bazi1 Uygulamalar

2.4.1. Normal Operatorlerin Normu, Spektral ve Niimerik Yaricaplari

Simdi daha 6nce alinan sonuglarin bazi uygulamalarini verelim. Bu kesimde bir H
Hilbert uzayinda tanimlanan bir lineer sinirli normal operatdriin normu, spektral yarigapi
ve niimerik yarigap1 operatoriin reel ve sanal operatdrlerinin uygun olarak normlari,

spektral yaricaplar1 ve niimerik yarigaplar1 dilinde ifade edilecektir.

Genelde bir 4 € L(H ) normal operator igin

1
4= (4l 141 )

esitligi dogru olmayabilir. Ornegin B =B e L(H) ve 0,% € o(B) igin spektral doniisiim
teoremine gore
0,le o(cosB)No(sinB).
Simdi U :=cosB+isinBe L (H ) operatdriinii alalim.
UU =UU=E
yani, U bir {liniter operatoriidiir. Bu halde ||U || =1, yani U normal operatdriiniin normu

1°dir. Ote yandan,

||U || = ||cos B|| = max /7,| max |cos /7,| =1,
Aeo(cosB) Aeo(B)

||U || = ||s1n B|| max /1| max |sm /1| =1
ﬂeo‘ smB leo‘

olup,
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I
ol =1 (vl +lw ) =2

Ama asagidaki sekilde bir sonu¢ dogrudur.

Teorem 28: Eger A e L(H ) normal bir operatér ve
o(4) =o(4,)+io(4))

ise,

1
= (bl 4 )

esitligi dogrudur.

Ispat: Bilindigi gibi [62]

1

4] = max| ] = max [|4] +]A]
ﬂecr(A) A, EG'(AR)
l,-ea(A,)

1

2

1
= (Il +14 )

esitligi dogrulugundan teoremin iddiasi ispatlanmis olur.o

2[ max |/7,r|2+ max |/1i|2}

A, EG'(AR) l,»ea(A,)

Eger 4,B € L(H ) ise, spektral yarigap i¢in
7, (A+B) <r, (A)+r6 (B)

esitsizligi dogrudur.

Teorem 29: Eger A e L(H ) normal operatdr ve
o(A4) =o(4y) +io(4))

ise,
()= (4) 42 (4)

esitligi dogrudur.

Ispat: Teorem 28’e gore bu kosullar altinda

4l = N4l + 4
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oldugu ispatlanmistir. Ayrica, eger A€ L (H ) normal bir operator ise,
[4]=r (4) [36]
sonucu dogru olup sonuncu esitlikten

1
2

r, (4) =14 = (|4 +||A,||2)§ = (72 (4)+72(4,))

Eger 4,Be L(H) ise,
w(A+B) < w(A)+ W(B)
oldugu agiktir. Ote yandan, eger A€ L (H ) normal bir operatdr ise, w(A) = ||A|| [31]

oldugu bilinir.

Teorem 30: Eger 4 e L(H ) normal operatdr ve
o(4) =o(4,)+io(4))
ise,

1

w(A)=(w(4,) +w(4,)')

esitligi dogrudur.

Ispat: Bu durumda Teorem 28’e gore,

w(d)=]4]=(|4J +||A1||2); =(w(40) +w(4,) );-

Boylece sonug dogrudur.

Not 5: Eger A< L(H) hiponormal operatdr ise, her n € N igin 4" =|4|" oldugundan

yukarida verilen Teorem 28-30 yinede A4 hiponormal operatorii i¢in dogrudurlar [31].

2.4.2. Normal Operatorlerin Ozdegerlerinin Modiillerinin Asimptotu

Bu kesimde bir H Hilbert uzayida normal operatoriin spektrumunun ayrikligi ve

onun 6zdegerlerinin asimptotik davraniglar1 incelenecektir.
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Burada &, (H ) ,p=1ilebir H Hilbert uzayinda lineer siirli operatorlerin

Schatten-von Neumann siniflarint gésterecegiz.

Teorem 31: H Hilbert uzay1ve A:D(A)c H — H bir normal operator olsun. Eger bir
A eR igin
-1

R/IP (AR):( Ay _lroE) €6, (H),p=1
ise, keyfi =1’ +il, A €Rigin

R, (A)=(A4-2E)" €6, (H), p=1.
Benzer sekilde eger bir 4’ € R igin

RA(AI):(A1 _ﬁﬁoE)il EGP(H)’pZI’
ise, her 1= +iA’, A eR igin

R, (A)=(A-2E) €6, (H),p=1.

Ispat: Keyfi 1=21"+i4 ,4 eR alarak
A=AE =(Ay~A°E)+i(4 —AE) =i( A, ~A°E)| (A4, - 2°E) " (4, ~ 4E)—iE |
seklinde yazalim. Teorem 21’in ispatinda gosterildigi gibi (AR - A'E )71 (Aj -AE )

operatorii H Hilbert uzayinda bir 6zeslenik operatordiir. Bu halde i € C noktast i¢in onun

bir regiiler nokta olup
| (4= 2E) " (4, —,uE)T e L(H).
Boylece,
(A= 2E)" =(=)(4,~A°E) [ (4, - 2°E) " (4, - 4E)~iE | €, (H), p=1 [89].

Benzer sekilde teoremin ikinci sikki ispatlanabilir.
Tamim 44: Eger (a,) ve (b,) iki reel say1 dizisi ve

lim%e =1
n—wo bn
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ise, bu durumda ‘a, ~b,, n—> "’ seklinde gdsterecegiz. Ornegin n’ +nsinn ~n’,n —

veya n’ +n’arctann ~ n3,n —> 0,
Simdi 6nemli bir sonucu verelim.

Teorem 32: Eger 4: D(A) c H — H Hilbert uzayinda normal bir operatdr,
A A €S (H), A,(4y)~an",A,(4,)~bn", 0<a,b,a,f<+%, n—>x ve
A, (A)= /lpm (Ap)+ M’qm (4)eo0,(4), q,=9,(p,), m=1

Oyle ki lpm (Ag) ~cm’, ﬂ,qm (4,)~dm°, 0<c,d,y,0 <40, m—>© ise,

A (A)~em™ ) 0<e<+0, m—>wm.

Ispat: Teorem 31’e gore, 4 € S_(H) oldugu aciktir. Ote yandan Teorem 14°e gore, A
operatoriiniin 6zdegerleri
A (A) = A (Ap) +i4,(4), k121, ve I=I(k),

seklindedir. Boylece

1

1
2 (] = ([, A [, A ~ (s + a2m )2

— mmax(y,o‘) (csz;/—Zmax(y,O') + dZmZO'—Zmax(;/,o')) ~ em

max(y,0)

, 0<e<+w,k— o,
olup teoremin iddias1 dogrudur. Fakat bu teoremde A™'e&_(H) operatdriiniin
numaralandirilmast ilgili duruma acgiklik getirelim. A: D(A) c H —> H bir normal
kompakt operatdr oldugundan A" ’in 6zdegerleri

0|4 (47 2‘42 (4) 2|2 (4"

seklinde stralanabilip numaralandirilabilir, yani onun 0zdegerlerinin

...

numaralandirilabilmesi 6zdegerlerinin modiilii ve argumenti yardimiyla gerceklestirilebilir.
sayisina o ,(4,) ve o,(4,) ’den

&(A)=m

A4 (4) =2, (4;)+id, (4)

kosulunu saglayan en az bir ( pl,ql) ciftine karsilik gelir. Benzer sekilde m = 2,3,4,... i¢in
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A (A) =2 (Ag)+i, (4)
kosullarini1 gercekleyen en az bir ( pm,qm) ikilisi bulunabilir. Fakat m — c iken p, — ©
veya ¢, —> oo olmak zorunda degildir. Ama teoremin kosullar1 arasinda m — oo iken

‘/lpm (A, )‘ — o ve ‘/lqm (4, )‘ — o oldugu garantilenmistir.0

Ornek 18: A operatoriiniin reel ve sanal operatorleri
Agu=—u", u'(O) = u’(l) =0,
Au=iu', u(0)=u(l)
seklinde olsun ve ilk olarak
A =2u, u'(0)=u'(1)=0
denklemini ¢6zelim. —u" = Au denklemi igin
k*=-2
olup &, = +ix/4 kokleri elde edilir. Boylece

iNA

At +cze—1«/zt

u (t) =ce
dolayisiyla u'(t) = ciNAe"* —c i Ae™* oldugu bulunur. Buradan sinir degerleri yerine
konulursa

iV (e, —¢,)=0

i\/z(e’ﬁcl - eiiﬁcz) =0
¢, =c, ve JA=kn, keZ, yani A =k’z, k eZ oldugu bulunur. Bdylece

u, (t)=c(™ &™) = 2icsin (2knt), keN.

Ayrica Au=iu', u(0)=u(l)ve A =-u", u'(0)=u'(1)=0 operatorlerinin dzdeger ve
ozvektorleri

A =k, uy (t)=sin(2knt), keZ ve

. _ 2nrt
A =2nr, u;(t)z{cos( o ), ner.
sin(2n7zt)

Eger n=k eN olursa, u;(¢)=u,(t) olup ve bdylece 4= A, +iA, operatdrii i¢in,

2, (A)=A] (Az)+iA (4;),neN ve

n
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Iy (Ag) ~ 7’ n—> o0,

A(A) ~2nm, n—> o,

olup,
A, (A)‘ =\n'zr' +4n’n’ = nﬂ21/1+i2 ~nm,n—> o
n
oldugu bulunur.
Simdi A operatdriiniin normal oldugunu gosterelim. Bu halde, her u () € D(A)
i¢in
||Au||2 = u"—u'”2 =u"] —(u"u") = (u'u") + ||’ ?
= = (') + |
2 a2
= [lu"||" + ]| -

Ayrica, A* operatérii igin
] = o =+ ) ()
=+ () + e

=+ e

Sonug olarak

HA*uH2 :||Au ? , u(t) eD(A).

Simdi tutalim ki, u(¢) € D(A4) ise
Au=Au-2u'el

yani, u(t)e D(A* ) Aksine, eger u(t) e D(A*) ise,
Au=Au+2u'el’

yani, u(t)e D(A).Bdylece, D(4)= D(A*) olup A4 normal operatordiir.
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3. SONUCLAR
Bu ¢alismanin sonuglari [ 38, 39 ] konferanslarinda sunulmus ve bildiri olarak

basilmistir. Bu arastirmalar ¢ergevesinde asagidakiler sdylenebilir:

1. Bazi lineer normal ve normale yakin operatorlerin ayrik spektrumu, reel ve sanal
kisimlariin spektrumlarinin kartezyen carpimi seklinde gosterilebildigi durumlar
incelenmis ve kesin sonuglara ulagilmistir ( Teorem 14 );

2. Lineer normal operatdrlerin spektrum yapisi, reel ve sanal kisimlarinin spektrum

yapilar1 arasindaki baglant1 incelenmis ve kesin sonuglar elde edilmistir. Ozel

durumda iiniter operatorler i¢in daha detayl sekilde incelenmistir;

Burada alinan sonuglarin bazi uygulama alanlar1 gosterilmistir;

4. Bu cercevede bazi lineer normal operatorlerin 6zdegerlerinin sonsuzdaki asimptotik
davranisi arastirilmstir;

5. Alnan sonuglar 6rneklerle desteklenmistir.
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4. ONERILER
1. Teorem 14,15,16,17,23 daha genis lineer operator siniflari igin aragtirma konusu
olabilir;

2. Teorem 23,24,25,26,27° de alinan sonuclar daha genis f fonksiyonlari ve B
operatorler smiflari i¢in arastirilabilir;

3. Tezde alinan sonuglarin daha genis uygulama alanlar1 serbest inceleme aragtirma
konusu olabilir;

4. Teorem 31’da verilen normal operatdriin reel ve sanal kisimlarinin 6zdegerlerinin

sonsuza iistel, logaritmik v.s. seklinde yaklastig1 durumda yeni bir inceleme konusu
olarak bakilabilir.
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