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OZET

Bu ¢alismada, “Ustel Miidahaleli Odiillii Yenileme Siireci” denilen yari-Markov bir

model ele alinmis ve bu modeli ifade eden stokastik siire¢ matematiksel olarak insa

edilmistir. Ayrica, insa edilen siirecin sonlu boyutlu dagilimlar {T } ve {Sn} yenileme

stiregleri, olasilik karakteristikleri ile ifade edilmistir. Bunun yani sira, siirecin sinir ve
toplamsal fonksiyonelleri matematiksel olarak insa edilmis ve incelenmistir. Baz1 zayif
sartlar altinda, siirecin ergodik oldugu gdosterilmis ve ergodik dagilim fonksiyonunun agikar

sekli bulunmustur. Bunlara ilaveten X(t) stlirecinin sinir fonksiyonellerinin ilk dort
momenti i¢in kesin formiiller elde edilmistir.
Yukaridaki sonuglardan faydalanarak, C, rasgele degiskeninin, iistel dagilima sahip

olmasi durumunda, x — oo iken, siirecin sinir fonksiyonellerinin ilk dort momenti,

varyansl, ¢arpiklik ve basiklik katsayilar1 i¢in asimptotik sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Odiillii Yenileme Siireci, Yenileme Fonksiyonu, Yari-Markov Siireci,
Sinir Fonksiyoneli, Toplamsal Fonksiyonel, Ergodik Dagilim,
Asimptotik Acilim.



SUMMARY

Investigated the renewal reward processes with the exponantional interfere by
analytic and asymptotic methods

In this study, semi-Markov, a model called as “The renewal reward processes with
the exponantional interfere”, is considered and the stochastic process expressed by this
model is constructed mathematically. Furthermore, the finite-dimensional distributions of

the process X(t) is given by means of the probability characteristics of the renewal
processes {T,} and {S,}. Besides, boundary functional and additive functional of this

process are constructed mathematically and investigated. Under some weak assumptions,
the ergodicity of this process is discussed, and function of ergodic distribution of this
process is found explicity. In addition to these, the exact formulas are obtained for the first
four initial moments of the boundary functionals of the process X(t).

Based on the above results, asymptotics result for the first four initial moments, the
first four central moments, variance and asymmetry-symmetry coefficients of the

boundary functionals of this process are obtained when the random variable £, has a

exponential distribution, as x — .

Key Words: Renewal Reward Process, Renewal Function, Semi-Markov Process,
Boundary Functional, Additive Functional, Ergodic Distribution, Asymptotic
Expantion.
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1. GENEL BiLGILER

1. 1. Giris

Olasilik teorisinde stokastik kavrami, ilk kez bu teorinin kurucularindan olan J.
Bernoulli (1654-1705) tarafindan kullanilmaya baglamistir. Sonra bu kavram bir siire
unutulmus olmasina ragmen {inlii olasilik¢t V. Bortkiyevi¢’in (1868- 1913) biiyiik
katkisiyla yirminci asrin baglarinda yeniden kullanilmaya baglamistir.

Stokastik siire¢ kavramu ise sistematik olarak A. N. Kolmogorov ve A. Y. Hingin gibi
inlii olasilik¢ilar tarafindan ortaya konulmus ve bu alanda ilk esasli sonuglar elde edilmeye
baslanmigtir. A. N. Kolmogorov giiniimiizde Markov tipli siirecler olarak adlandirilan
stokastik siireclerin esaslarmi ortaya koyarken, A. Y. Hingin calismalarinda stasyoner
siirecler olarak adlandirdigi stokastik siirecler iizerinde ¢alismalar yapmistir. Cagimizda
stokastik stireclere iliskin problemlere biiytik ilgi gosterilmektedir. Bu alanda emegi gecen
baslica bilim adamlar1 arasinda N. Wiener, W. Feller, J. Dobb, R. Fisher, J. Neumann ve
H. Cramer gibi olasilikgilar bilinmektedir. Stokastik modellerin 6zellikle de Markov veya
yari- Markov stokastik modellerin uygulama alanlar1 hizla genislemektedir. Ornegin
giivenirlilik teorisinin, stok kontrol teorisinin, risk teorisinin ve matematiksel biyolojinin
bir ¢ok gerekli problemleri Markov veya yart Markov modellerin yardimi ile

¢oOziilebilmektedir. Simdi, bu ¢alismada gegen bazi tanim ve kavramlar verilecektir.

Bir (Q, 3, P) olasilik uzay1 verilsin. X:Q — R 0lgiilebilen bir fonksiyon yani, her
x eR i¢in {w:X(w)=x} € J ise, X’e bir boyutlu rasgele degisken ve

F(x) :=P{X0(w) = X} = P{X < X}

olasilik fonksiyonuna, X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir.

teTcR" igin X, ’ler aym olasilik uzayr iizerinde rasgele degiskenler olmak
iizere, {X,:teT} ailesine bir stokastik siire¢ denir ve X(t) ile gosterilir. Buradaki t

parametresi zaman olarak diisiiniilebilir. T kiimesi sonlu veya sayilabilir ise, siirece diskret

zamanlt stokastik siire¢, T kiimesi bir aralik (sonlu veya sonsuz) ise, siirece siirekli



zamanl stokastik siirec ad1 verilir.

n=2, 3, ... olmak lzere, t, <t, <...<t, Ozelligini saglayan t,,t,,...,t €T ’ler i¢in
(th —Xto),(th —th),...,(th —th_l) rasgele degiskenleri bagimsiz ise, X(t) siirecine

bagimsiz artimli siire¢ denir.

X,y € R olmak iizere, yine t, <t <...<t,  oOzelligini saglayan t,,t,,...,t, €T ’ler

n-2 to

iein PIX, <y|X, =xX, =%,5.X, =x,X, =%, =P{X, <y|X, =x} esitigi
her x, ,,...,X, € R i¢in saglaniyorsa, X(t) slirecine bir Markov siireci denir. Bu durumda,
t,t,eT ve t <t, olmak ilizere, F(t,x,t,,y) ::P{XtZ < y‘Xt = x} dagilim fonksiyonu

t<t, olan her teT ler i¢in X, degerlerinden bagimsizdir. Eger bu fonksiyon sadece

t=t, —t, farkina bagh ise, X(t) Markov siirecine homojendir denir.

X, (1eN) rasgele degiskenleri bagimsiz ve ayni dagilima sahip olmak {izere,
Y, =Y X, iletammli {Y, :ne N} ={Y,} _ siirecine

i=1

a) X, ’ler pozitif degerli ise, bir yenileme siireci,

b) X, ’ler hem pozitif hem de negatif degerli ise, bir rasgele yiiriiyiis siireci denir.

teT olmak iizere, asagidaki kosullar1 saglayan W(t) siirecine bir Wiener siireci
denir:

1) W(0)=0,

2) s<t igin W(t)—W(s) » N(0,0°(t—s)) (o’ sabit),

3) W(t) siireci bagimsiz artimlidir.
Diskret zamanli bir Markov siirecine, Markov zinciri denir. Yani,

P{X, =X, =1.X,, =X, ... X, =%, X, =x,} =P{X, <j| X, =i =P,

esitligi her X, ,,...,x, € R igin saglaniyorsa, {X, :ne N} = {Xn}neN stirecine bir Markov

zinciri ve P;’ye de i durumundan j durumuna bir adimda gegis olasiligr denir.



Simdi, bir {Xn }neN Markov zinciri verilsin.

f,=P{X, =i,X, #i,....X, =x|X, =i}, P{X,,, =X, =i}

11 m+n

olmak iizere, F,:= ifﬁ , R, = i“nfii = iPﬁ tanimlansin.
i=1 i=1 i=1

E., baslangicta 1 durumunda olan zincirin eninde sonunda i durumuna gelme olasiligidir.
R, ’ye i durumunun ortalama tekrarlama zamani denir. Eger,

1) E, =1 ise 1’ye tekrarlanan durum denir.

2) 1 tekrarlanan durum ve R, =+o0 ise 1’ye sifir(null) durum, R, <o ise 1’ye sifir
olmayan(non-null) durum denir.

3) P.(n)>0,P.(n,)>0,... ve n,>n,>.. olan n,n,,.. saylarn igin
d = (nl,nz,...) >1 ise 1’ye d, periyotlu periyodik durum, d. =1 ise i’ye periyodik

olmayan durum denir. (Buradaki parantez i¢indeki sayilarin en biiylik ortak bdlenidir.)

Bu tanimlardan sonra, simdi ergodik durum tanimlanabilir.
Tekrarlanan, sifir olmayan ve periyodik olmayan bir duruma ergodik durum denir.
Bir Markov zincirinin ergodikligi, biitiin durumlarimin ergodik olmasi ile tanimlanir.

Bir Markov siirecinin ergodikligi ise asagidaki gibi verilir:
T
pggﬂxa»m

limiti mevcut, sonlu ve rasgele degisken degil (yani X(0)=z ve t degerleri bagimsiz) ise,
bu X(t) Markov siirecine ergodiktir denir ve bu limit degerine de siirecin en genel ergodik
dagilim fonksiyonu ad verilir.

Bir Markov siirecinin ergodik olmasi i¢in, bu siirecten ergodik bir Markov zincirinin
insa edilebilmesi gerekir. Ancak bu yeterli degildir (bkz[25], sh. 243).

~

{X.,}._ rasgele degisken dizisi ve X rasgele degiskeni ayni (Q, 3, P) olasilik uzay:
tizerinde tanimli olsun. Bunlarin dagilim fonksiyonlari sirasiyla F (x) ve F(x) ile

gosterilsin ve asagidaki tanimlar verilsin.



Dagilima gore vakinsaklik:

Eger F,(x)—=—F(x) ise, {Xn}neN rasgele degisken dizisi X rasgele degiskenine
dagilima gore yakinsaknr denir ve X (W) —n_dmf)X(w) seklinde yazilir. Boylece,

X, (Ww)—1-—>X(w) & F,(x) ——>F(x)

n—o

= P{X, (W) <x} ———P{X(w) <x} du.
Bir {Xn }neN stire¢ dizisinin bir X(t) siirecine dagilima gore yakinsamasi da benzer

sekilde tanimlanir. Bu durumda X(t)’ye, {X,} _ siire¢ dizisinin dagilima gore limit siireci

neN
denir.

Olasiliga gore vakinsaklik:

Eger her £>0 i¢in P{Xn(w)>x}mﬁX(w) ise, {Xn} rasgele degisken

neN

dizisi X rasgele degiskenine olasthiga gire yakinsakar denir ve X (w)———>X(w)

n—oo

seklinde yazilir. Boylece,

X, (W)———X(W) 1= Ve >0 igin P{X (W) >x}——>X(w)

oldugu gortiliir.

1 olasilig1 ile vakinsaklik:

Eger Olgiisii sifir olan bir kiimenin disinda Xn(W)TPw)X(W) ise, {Xn}neN

rasgele degisken dizisi X rasgele degiskenine I olasiligi ile yakinsaktir denir ve

X, (W)———>X(w) seklinde yazilir. Béylece,

n—oo

X, (W)————>X(w) 1 P(N) =0 olan

n—oo

INcQ dyleki Vw e Q/N igin X (w)———>X(w)

oldugu gortiliir.

Ortalama karesel yakinsaklik:

E UX“ (w)— X(w)|2 } ——0 ise, {Xn } rasgele degisken dizisi X rasgele

neN

degiskenine ortalama karesel yakinsaktir denir.

Olasiliga gore siirhilik:

Eger her ¢>0 icin M >0 oyle ki P{|Xn(w)|SM}21—8 ise {Xn} rasgele

neN
degisken dizisi olasitliga gore sinrlidir denir.

Bir {Xn} stire¢ dizisinin olasiliga gore sinirli olmasi da benzer sekilde tanimlanir.

neN



1. 2. Literatiir Arastirmasi

Bu tezde, stokastik siireclerin énemli bir smifin1 olusturan ¢ Ustel miidahaleli &diillii
yenileme siireci” ele alinacaktir. Yani, arz-talep miktarlarini ve onlarin ortaya c¢ikma
anlarin1 rasgele degiskenler dizisi yardimiyla ifade ettikten sonra, belirli yenileme
stireclerini tanimlayarak, bu kavramlarin araciligiyla fiziksel modeli, 6zel bariyerli
yenileme siireci biciminde matematiksel olarak tanimlamak miimkiindiir. Bu nedenle, 6nce
Yenileme siireclerinin son yillardaki gelisiminden kisaca bahsedilecektir. Yenileme
stirecleri, yari-Markov siireclerinin 6zel bir halidir. Yari-Markov siire¢ kavramu ise ilk kez,
birbirinden bagimsiz olarak ve hemen hemen ayni zamanlarda, Levy [54], Smith [80] ve
Takacs [85] gibi olasilikgilar tarafindan ortaya atilmistir. Fakat bunlarin hepsi de durum
uzayl sonlu oldugundan ve sigrama anlan fiziksel olarak belirlendiginden bu kavramin
genellestirilmesi gerekli idi. Bu nedenle, Cinlar [15], Gihman ve Skorohod [25], Serfoza
[71], Ezhov ve Korolyuk [20] ¢alismalarinda genel durum uzayma sahip yari-Markov
siireci tanimlarii vermislerdir. Simdi, Gihman ve Skorohod [25]’un vermis oldugu tanim

kisaca verilecektir:

(Q, 3, PX), x € X, olasilik uzaylar1 ailesi verilmis olsun ve (Q, o, Px) olasilik
uzaymnda tanimlanmis bir { X,:n=0 } Markov zincirinin verilmis oldugu kabul edilsin.
Bu zincirin, P, { X,(w)=x } =1 olmak iizere, durum uzay1 (X, B) ve gecis olasilif1 ise
H(X, B) olsun. n,(w), Mn,(w), ny(w), ... bagimsiz ve aym tiir dagilima sahip,
{ X, nz0 } ailesinden [O, 1] araliginda diizgiin dagilima sahip rasgele degiskenler dizisi
olsun. Her x,yeX i¢in F_ (t)’nin negatif olmayan herhangi bir rasgele degiskenin

dagilm fonksiyonu oldugu varsayilsin. @ _ (t) ise F,_ (t) fonksiyonu, ¢, (&) nin [O, 1]

araliginda dagilim fonksiyonu olacak sekilde negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Burada

¢ rasgele degiskeni [0, 1] aralifinda diizgiin dagilima sahip bir rasgele degiskendir. Bu

taktirde, t, =¢, , (n,) olmak lizere,

k-1 k
211 <t< Z‘Ei = X('[)=Xk_1 (w),
i=1

i=1

0
ifadesiyle tanimlanan siirece bir yari-Markov siire¢ ad1 verilir. Burada Z =0 dir.
i=1



Yari-Markov siiregler ile ilgili bir ¢ok dnemli problemleri, Borovkov [9, 10, 11, 12],
Korolyuk ve Turbin [48], Cinlar [15, 16, 17], Takacs [85, 86], Korolyuk ve Pirliev [49],
Tomko [87], Smith [79, 80, 81, 82], Spitzer [83, 84], Feller [23, 24], Anisimov [6, 7],
Gnedenko ve Kovalenko [26], Shurenkov [70, 71] vs., c¢alismalarinda detaylariyla

incelenmistir.

Stokastik siireglerin esas sinir fonksiyonlarinin incelenmesi de olduk¢a énemlidir. Bu
konuda ilk ¢aligmay1 Spitzer [83] yapmistir. Onun c¢aligmalarin1 Rogozin [66], Gusak ve
Korolyuk [28] toplam dizisi i¢in genellestirmistir. Daha sonra, Rogozin [67] ayni
calismalar1 artimlart bagimsiz olan siiregler icin de hesaplamis ve genel sonuglar elde
etmistir. Ayrica, Gusak ve Korolyuk [29] siirecin degerinin ve supremumunun ortak
dagilimim1  vermistir. Skorohod [74], si¢cramalarinin isareti ayni olan siireclerin
karakteristikleri ile, verilen bir seviyeye ilk kez ulagmas1 ani1 arasindaki iligkileri ortaya
koymustur. Borovkov [9], sicramalarinin isareti ayni ve artimlar1 bagimsiz olan siireclerin
belirli bir seviyeye ilk kez ulagma aninin dagilimi ile siirecin degerinin infimumu ile
supremumunun ortak dagilimini vermistir. Levy [54] ise, bdyle bir siirecin degerinin
infimumunun ve supremumunun ortak dagilimini ortaya koymustur.

Lotov [55], m, rasgele degiskeni normal dagilima sahip oldugu durumda, N siur

fonksiyonelinin beklenen degeri icin ii¢ terimli asimptotik acilim elde etmistir. Rogozin
[66], basamak yiiksekliginin a seviyesinin iistiinde kalan kismi i¢cin a — oo iken limit

dagilimi elde etmistir.

Hem pratik hem de teorik bakimdan, yari-Markov siiregler i¢in ergodik teoremler ve
bu siireglerin ergodik dagilimlari da olduk¢a Onemlidir. Yari-Markov sinifina ait olan
Yenileme stiregleri i¢in esas ergodik teorem 1975 yilinda Smith [80] tarafindan
ispatlanmigtir. Ayrica Ezhov ve Shurenkov [21] tarafindan da yari-Markov siiregleri i¢in
ergodik teoremler ispatlanmistir. Shurenkov [72], yari-Markov siireglerin ergodik
dagiliminin varlig i¢in gerek ve yeter sart elde etmistir.

Yari-Markov stiregleri i¢in en genel durumda limit teoremleri, Anisimov [6, 7],
Silvestrov [75, 76], Dzhafarov, Nasirova ve Skohorod [18], Korolyuk ve Svishchuk [50]

tarafindan verilmistir.

Sinir deger probleminin incelenmesinin yanmi sira, ele alinan siireclerin kendi
karakteristiklerinin incelenmesi de olduk¢a Onemlidir. Bu nedenle, 6diillii yenileme

stireglerinin kendi karakteristiklerine ait bazi ilmi ¢caligmalar da yapilmistir.



Simdi, Feller [23]’in vermis oldugu yenileme siireci tanimi1 kisaca verilecektir:

(QQ,3,P) olasilik uzayr olsun. &;, &,, ... , &, , ... , birbirinden bagimsiz, ayni
dagilima sahip, pozitif degerli rasgele degiskenler olsun. Bu rasgele degiskenlerin

yardimiyla olusturulan {T, },n >0 stokastik dizini asagidaki kosullar1 saglasin:

n
To=0, T, =D &;.
i=1

{T,}, n =0 stokastik dizininin yardimiyla elde edilen, N(t)=min{n>1: T >t}

siirecine yenileme siireci denilmektedir.
U(t) = EN(t) = Y nP{N(t)=n} =D _F"(t)
n=l1 n=0

fonksiyonuna ise, yenileme fonksiyonu denilmektedir.

Feller [24], U(t) yenileme fonksiyonunun iki terimli asimptotik a¢ilimi igin;

u, =E(E), k=12, Var(§)=0c" olmak iizere,

2 2
U(t)=i+"2—+2“1+o(1),

Y 1

sonucunu elde etmistir. Smith [80, 81], yenileme fonksiyonunu ilk kez detayli bir
incelemeye tabi tutmus ve yenileme fonksiyonu i¢in bir dizi analitik ve asimptotik sonuglar

elde etmistir. Aynm1 zamanda yaptigi calismalarinda, Feller [24]’in U(t) yenileme

fonksiyonunun iki terimli asimptotik ac¢ilimini bir birim farkla;
2 2
Ut =—+Z "8 4 oq1),
o2l

olarak ifade etmistir. Ayn1 zamanda, Smith [80] bu calismasinda, N(t) yenileme siirecinin

varyanst igin E(&’) <o ve t — oo iken, asagidaki asimptotik sonucu elde etmistir:

Var(N(t)) ~ 0_23‘[‘

1

Feller [24], calismalarinda yenileme tipli integral denkleminin asagidaki gibi

oldugunu gostermistir:

Z(t) = G(t) + Z(t) * ().



Burada, G(t) mevcut ve sonlu, integrallenebilen bir fonksiyonu ve ®(t) pozitif rasgele

degiskeninin dagilim fonksiyonunu gostermektedir.

Brown, M., Solomon, H. [14], 6diillii yenileme siirecinin birinci ve ikinci momentleri
i¢in iki terimli asimptotik agilim elde etmislerdir. Spitzer [83, 84], birinci basamak an1 ve
basamak yiiksekliginin fonksiyonel karakteristiklerini, harmonik yenileme fonksiyonu
yardimiyla ifade etmistir. Alsmeyer [4], basamak ami ve yliksekliklerinin olasilik
karakteristiklerini hesaplamak i¢in gerekli olan harmonik yenileme 6l¢iisiinii ele almig ve

ayrica harmonik yenileme fonksiyonu i¢in iki terimli asimptotik acilim elde etmistir.

Bu calismalardan farkli olarak, Khaniyev [47], genellestirilmis yenileme siirecinin
momentleri hakkinda 6nemli sonuclar elde etmistir. Khaniyev [47], genellestirilmis

yenileme silirecinin matematiksel kurulusunu asagidaki gibi ifade etmistir.

{ﬁi = 1,2,...} ayni olasilik uzayi tizerinde tanimli, bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip

rasgele degiskenler dizisi, & ’ler pozitif degerli yani, P{&i >0} =1,1=12,... olsun. Bu

taktirde, T = z &,n=1, T,=0, N(t)=inf{n>1:T >t},t>0 olarak tanimlanirsa,

i=1

N(t)
Ty = z &, ifadesine genellestirilmis yenileme siireci denir.

i=1
Khaniyev [47], t—o iken, Ty, genellestirilmis yenileme sirecinin ilk g

momentini analitik ve asimptotik yontemlerle incelemistir. Bu amag i¢in,

0

vy, k) = J.e*“E(efkT”” )t, >0,k >0, p(a)=E(e™*),a>0,

0

o(k) — (A +k)
A(1-p+k))

analitik olarak incelenmesinde biiyiik kolayliklar saglamaktadir. Khaniyev [47], bu esitlik

olmak iizere, wy(A,k)=

esitligini elde etmistir. Bu esitlik momentlerin

yardimiyla, Ty, genellestirilmis yenileme siirecinin ilk ti¢ momenti i¢in kesin formiiller

elde etmistir.

Bu calismada ise, diillii yenileme siireci incelenmistir. X(t) siireci, {T,} ve {S,}

yenileme siirecleri yardimiyla matematiksel olarak insa edilmistir. Ayrica, bu siirecin

olasilik karakteristikleri analitik ve asimptotik yontemlerle incelenmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Sistem, baslangi¢ an1 olan X, = z noktasindan ¢aligmaya baslasin. Sistem rasgele bir
§, stiresi kadar kaldiktan sonra, 1, mesafesi kadar azalsin (burada 7, yalniz pozitif
degerler alabilen bir rasgele degiskendir). Bu durumda asagidaki iki farkli durum soz
konusudur:

1) Sistem s seviyesinin altina inmemis olsun. Bu durumda, X, =X,+m, yeni
pozisyonundan hareketine devam eder. Yani sistem, X, durumunda &, siiresince kaldiktan
sonra 1, mesafesi kadar azalarak, bir sonraki X, =X, +m, pozisyonuna ulagmaya
calisacaktir.

2) Sistem s seviyesinin altina inmis olsun. Bu durumda, disardan miidahale edilerek
sistem yeni bir C, € [s,+oo) baslangic durumundan harekete baslamaya mecbur edilir ve

bundan sonraki hareketine yukaridaki kuralla devam edilir. Dolayisiyla, ¢alismakta olan
sistem s seviyesine ulasmadigi siirece bir yenileme siirecine tabi olur. Daha sonra sistemin

hareketi yukaridaki kosullara benzer sekilde tekrarlanacaktir.

Not edilmelidir ki, £, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu uygun sekilde

degistirilerek onlarca 6zel bariyerli yari-Markov siire¢ elde etmek miimkiindiir.

2. 1. Siirecin Matematiksel Kurulusu

~

{(&n,nn,gn )},n >1, rasgele degiskenlerin igliler dizisi, (Q,3,P) aym olasilik
uzayinda tanimlanmig birbirinden bagimsiz ve ayni dagilima sahip olsun. Ayrica, &, ve 1,
rasgele degiskenleri yalniz pozitif degerler, ¢, ise [s,+oo) aralifindan degerler alabilsin.
Yani, P{E;l > 0} =1; P{n1 > O} =1 ve P{C1 € [s,+oo)} =1’ dir. Burada s sabit deger olup,
0<s<oo’drr.

€,M; ve ; rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlarinin bilindigi varsayilsin ve

onlar sirast ile agagidaki gibi gosterilsin:
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O(t)=P{§ <t}; F(x)=P{n, <x}; n(v)=P{{ <v},
burada, t,x e(O, +oo); Ve [s,+oo) "dir. {Tn} ve {Sn} yenileme dizileri asagidaki gibi insa
edilsin:

n n

Tn: &i’ Snzzniﬁ nZIa

i=1 i=1

burada, T, =S, = 0’dir. Ayrica, tam degerler alan {N_}, n > 0 rasgele degiskenler dizisi

tanimlansin:

N;=0; N, =N(z-s)=inf{k>1:S, >z-s},
le=inf{kZNn+1:Cn—Sk+SNn <s}, nx1,

burada, inf (@) = +oo sart1 kabul edilmistir. Ayrica,
Nl’l
T, =Ty :Zii :n>1, 1,=0; v(t)=max{n>0: T, <t}, t>0"du.
i=1

Simdi de, ele alinan stokastik siire¢ agsagidaki gibi tanimlansin:

X(t):maX{S’C“ _SV(t) +SNH} ’ tE[Tn,’CnH), HZO,

burada, §, =z €[s,+0) ve S (

v(t,+0

) =Sy, “dir.

Bu ¢alismada amag, bu siirecin sinir ve toplamsal fonksiyonellerinin yani sira siirecin
kendi karakteristiklerini de incelemektir. Bu nedenle, 6nce siirecin sinir fonksiyonelleri

incelenecektir.
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2. 2. Siirecin Sinir Fonksiyonellerinin Incelenmesi

1, rasgele degiskenine, “siirecin ilk kez kontrol seviyesine ulasma an1” denir ve bu
rasgele degisken sinir fonksiyoneli olup siirecin bir ¢ok karakteristiklerinin 6grenilmesinde
biiyiik 6nem tagrmaktadir. Ozellikle, siirecin sonlu boyutlu ve ergodik dagilimlarmin
incelenmesi i¢in, 1, rasgele degiskeninin dagiliminin ve bazi sayisal karakteristiklerinin
bilinmesi gereklidir. Bu nedenle bu kisimda, t, rasgele degiskeninin bazi olasilik ve

sayisal karakteristikleri incelenecektir. Bu nedenle, gerekli notasyonlar dahil edilsin:

@, (t)=P{T, <t}=0"(t), nx1,
L t20
0, t<0

00) = () ol - |

F (z)=P{z-S, >s}, k=1Ln,
burada, F, (X,Z) =P{z>s}=1"dr.

Her smirh M(t, X, z) fonksiyonu i¢in, M(t, x,O) notasyonu ise asagidaki gibi

gosterilsin:
M(t,X,O) = .[ M(t,x,z)dn(z) .

Simdi, bu kismin temel sonucu asagidaki gibi ifade edilecektir.

Teorem 1. & ve m, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz olsun. Bu takdirde, t,

rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu G(t), asagidaki sekilde yazilabilir:

burada, a, = a, (0)’d1r.

n
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Ispat. t,’in kosullu dagilim fonksiyonu G(t,x) ile gdsterilsin:
G(t,x)=P, {’Cl <t,X(t)< x}, t>0, xe(0,4%).

Tam olasilik formiiliine gore,

1—G(t,x)=PX{1:1 >t;X(t)£x}

=3P v(t) =n; 7, > £, X(1) < x}

n=0

ip{ (z=5,)>8,.0(2=8,) > T, <t <T, ;T >t}

n+l?
=0

=

n+1°

Il
NgE

P{(z-S,)>s; T, <t<T, ;N =n+1}

=
Il
(=]

n+l1?

Il
s

P{(z-S,)>s T, <t<T_; N, >n|

=]
Il
(=]

P{T, <t<T,;z-S, >s}

+1’

Il
Ms

=
Il
(=]

P{T, <t<T,,} P{S, <z—s}

[@,()-@,.,(t)]PiS, <z-s}
=3[, (1)-0,, (V] (z-9)
=2[®n(t @, (t)]F(x); x=z-s

= (1= 0()F0 + X[, (0-0,., ()] (9

) t)+i[d)n(t @, (t)]F,(x) dir. (1)
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Dolayisiyla, t,’in kosullu dagilim fonksiyonu;
G(t,x)=(t) —i[cpn (t)-@,,, (1)]F,(x), x=z—-s"dir. )
n=1

(2) esitliginin her tarafi dn(x) ile carpilip, 0’den +co’a kadar integrallenirse, t,’in

dagilim fonksiyonunun asagidaki gibi oldugu goriiliir:

Burada, a, =a, (e)= j F, (x)dn(x) dur. Bdylece teorem ispatlanmus olur. ]
0

Not. Baz1 6zel durumlarda, t, rasgele degiskenin dagilim fonksiyonunu asikar bi¢cimde
yazmak miimkiindiir. Ornegin, & rasgele degiskeni, o >0 parametreli iistel dagilima
sahip oldugunda, @n(t) fonksiyonu n. mertebeden Erlang dagilim fonksiyonu olacagina

gore, G(t) dagilim fonksiyonu asagidaki gibi asikar sekilde yazilabilir:

Fakat dagilim fonksiyonlarinin n kat konvoliisyon ¢arpimini, her zaman hesaplamak
yukaridaki gibi kolay degildir. Bu nedenle, t, rasgele degiskeninin momentlerinin
incelenebilmesi i¢in, t,’in dagilim fonksiyonunun Laplace-Stiltijes doniisiimiinii ele
almakta fayda vardir. Bu kisimda ve daha kisimlarda da, smirli M(t,x,z) fonksiyonunun
Laplace ve Laplace-Stiltijes doniistimleri sirasiyla I\N/[(k, X, z) ve M*(X, X, z) ile
gosterilecektir:

M(A, x,z) = J‘e‘MM(t, x,z)dt; M"(A,x,z) = J- e MdM(t, x, z),
0

0

burada, A > 0 ’dir.
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Teorem 2. &, ve m, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz olsun. Bu takdirde, t,
rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonunun Laplace —Stiltijes doniisiimii, &, rasgele

degiskeninin dagilim fonksiyonunun Laplace-Stiltijes doniisiimii ile asagidaki gibi ifade

edilebilir:
L) =G () =EE™) =0, —(1-0,(1) Y, (9.00)",

burada, ¢ (A) = ®*(A) = E(e ") dur.

Ispat. Teorem 1’in sonucuna gore ,

B ™) = [ e dG(0) =G () =07 () - Y a, [(@ () (@ ()]

=90~ Y8, (0(1)" (1-90) = (1) - (1 =9GN Y a, ()" “dir. ()

(3) esitliginden sonsuz serinin, her A >0 i¢in sonlu oldugu kolayca goriiliir ki,
|(p(%)| = ‘Ee"m‘ < E‘e_m“ < 1’dr.
Boylece, t, rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu, &, rasgele degiskenin

moment ¢ikaran fonksiyonu ile (3)’deki gibi ifade edilebilir.

Bu da teoremin ispatin1 tamamlar. n

2. 3. Siirecin Simir Fonksiyonellerinin Momentleri i¢cin Kesin Formiiller

X(t) siirecinin olasilik karakteristiklerinin yani1 sira, bazi fonksiyonellerin de
incelenmesi uygulama agisindan biiyiikk 6nem tasimaktadir. Bu fonksiyonellerden biri de

siir fonksiyonelleridir. T, sinir fonksiyoneli dendiginde, X(t) siirecinin [s,+c0) araliginin
asag smirina ilk kez ulasma ani anlasilmaktadir. N, smur fonksiyoneli ise, bu ana kadar

olan sigramalarin sayisin1 gostermektedir. Buna gore;

Nl
N, =N(x)=inf{k>1: S, >x,x=2-52>0}; ‘Cl:‘lT(X)ZZ:EJi dir.
i=1
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€., N, ve 1, rasgele degiskenlerinin fonksiyonel karakteristikleri asagidaki sekilde

tanimlansin:
¢ (W =E(™), u20, ¢y(k)=E@™), k>0,
¥ (2)=E["].[4<1, @ (=E@E"), p20.

Bu dort fonksiyonel karakteristik arasindaki baginti, asagidaki teorem yardimiyla

verilebilir. Bundan sonraki bazi boliimlerde, x degiskenine bagli oldugunu gdstermesi i¢in

1, yerine, ©(x) ve N, yerine, N(x) notasyonlari kullanilacaktir.

Teorem 3. t(x) siir fonksiyonelinin Laplace doniisiimii (CDT(M)) , &, rasgele
degiskeninin Laplace doniisiimii ((pg(u)) ve N(x) rasgele degiskeninin moment gikaran
fonksiyonu (W (z)) yardim ile agagidaki gibi ifade edilebilir:

@ (W) ="¥y(p.(0),

burada, @ (1) =0, (k), n=0 ve k =k, =In(

)20 dur.
0. (1)

Ispat. ©(x) smir fonksiyonelinin tanimi gz dniinde bulundurularak,
N(x)

®,(0 =B ) =E@ T )

yazilabilir. Diger taraftan {&1} ve {ni }, 12>1 dizileri birbirinden bagimsiz oldugu i¢in,

n&
D _(n) = ZE(e 7 )P{N(x)=n}

elde edilir. {ii }, 1> 1, rasgele degiskenleri pozitif degerli, birbirinden bagimsiz ve ayni tiir

dagilima sahip olduklart i¢in,

0

B )T PINGO) =0 = 2 [0: (0T P{NGO =0} =¥ (0,42)

n

yazilabilir. Ozetle, t(x) sinir fonksiyonelinin Laplace doniisiimii, @ _(u) = V(o (W) ile

gosterilebilir.  Ayrica, (pé(u):E(e"“él) icin ¢, (1) >1 oldugundan p—0 iken,

k =k, =In( ) — 0 dir.

0. (1)
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Bu taktirde,
N N In(o; (1) “hoom 1( Y KNG
lPN((Pg(M)):E[(Pg(“) (X)] =E[e e ]=E[e e ]=E[e™ ]:(PN(ku)
yazilabilir. Burada, k, = In( ! ) > 0 ’dir. Sonug olarak;
¢ (1)
D (1) =¥y (0. (1) =oy(k,), k, 20, p=0,
oldugu goriiliir. Bu da teoremin ispatini tamamlar. [ |

Simdi, Teorem 3’den sonug¢ olarak, t(x) smir fonksiyonelinin ilk dért momenti,

N(x) siur fonksiyonelinin ilk dért momenti ile ifade edilecektir.

Teorem 4. &, ve N(x) rasgele degiskenlerinin ilk dort momentleri mevcut ve sonlu

olsun. Bu takdirde, t(x) smir fonksiyonelinin de ilk dort momenti mevcut ve sonludur.

Ayrica, bu momentler asagidaki sekilde yazilabilir:

1) Et(x)=0o,EN(x),
2) Et*(x) =a;EN*(x)+ (o, — o’ )EN(X),
3) BEt’(x) = o EN’(x) +3a, (o, — 0} )EN?(x) + (20, — 3,00, + 0t ) EN(X),
4) Et*(x) = a/EN*(x)+ 60, (o, — o) )EN* (x)
+(11a —18a; o, + 40,0, +30 ) EN?(x)
+(=60; +120a, —4a,0, — 303 +a, )EN(x),

burada, o, = E(&}), i=1,2,3,4"dur.
Ispat.

1) ©_ (W)=, (k,) oldugundan,

0

d_(n) = j e ®_(w)dx = j e oy (k, )dx =y (k, ) "dir.
0

0
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Simdi, p — 0 iken, yukaridaki esitligin her iki tarafinin p’ye gore ayri ayri tiirevi alinirsa:

0P, (W __ [e M E(x)e @)y =—[e M E(x(x)dx, 4)
aH u-0 0 0 0
8, (k %
(pN( H) — _J.e—th(kL‘N(X)efk“N(X))dX
a“ 0 0 0
= —lim [ k| E(N(x))dx = —a, j e ™E(N(x))dx (5)
n—>0 0 0

elde edilir. Ayrica, k, =In(

( )) tanimindan, lingk}’l =o, oldugu goriliir. Burada,
¢ (1 v

o, =E(E)), i=1,2,3,4dir. Son olarak, (4) ve (5) esitliklerinin birbirine denk oldugu goz
oniinde bulundurulursa, t(x) ’in ilk momenti asagidaki gibi elde edilir:

Et(x) = o,,EN(x) .

2) (4) ve (5) esitliklerinin birbirine denk oldugu gz 6niinde bulundurulup, p— 0

iken bu esitliklerin tekrar her iki tarafinin | ’ye gore ayr1 ayri tiirevi alinirsa:

6223;:10 ) =I6_ME(T2(X))dX ’ ©
aZNN(k“) © . e X ”
o = ! e [(ku) EN (x)—kHEN(x)}dx

u—0

= Te-“ [(az —ocf)EN(x)+oc12EN2(x)]dX (7)

elde edilir. Ayrica, k, = In( ) tanimindan, lingkiL =a, ve lin(}kﬁ =0, —oa, oldugu
p—> p—>

¢ (W)
goriiliir. Burada, a, =E(&}), i=1223,4dir. O halde, (6) ve (7) esitliklerinin birbirine
denk oldugu goz oniinde bulundurulursa, t(x) ’in ikinci momenti asagidaki gibi elde edilir:

E7’(x) = o/ EN*(x) + (at, — 0 )EN(X) .

3) (6) ve (7) esitliklerinin birbirine denk olduguna goére, u — 0 iken bu esitliklerin

tekrar her iki tarafinin p’ye gore ayr1 ayri tiirevi alinirsa, asagidaki esitlikler elde edilir:
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3= 0
0 c1>;(u) __ J'e*“E(ﬁ(x))dX ,
ou o 0
Py (K T
% — [ | KIENG) -3k EN () + (K, ) ENY(x) [ax
1) 0

pn—0

= [ [} EN’(x) +3at, (e, — o, JEN? ()
0

+(20] —30,01, + ;) EN(x) |dx.

Ayrica, k, =In( ) tanimindan,

?. (W)
}liggk}’l =a, , limk{ = ol —o, ve limk}" = 30,0, -2 —a,,
n n

®)

)

oldugu goriiliir. Burada, o, = E(§}), i=1,2,3,4 dir. Dolayisiyla, (8) ve (9) esitliklerinin

denkliginden, t(x)’in {li¢iincli momenti asagidaki gibi elde edilir:

Et’(x) = 0 EN*(x) + 30, (ar, —a, )EN* (x) + (20] — 30,0, + 01, )EN(x).

4) (8) ve (9) esitliklerinin birbirine denk olduguna gore, p — 0 iken bu esitliklerin

tekrar her iki tarafinin p’ye gore ayri ayri tiirevi alinirsa:

o' (W) [

o | =.([e Bt (x))dx

64~N(k“) I
!

= = e {(k; ) EN* (x) - 6k (K, ) EN*(x)

u—0

+(3(k7)" + 4k | EN () - k}}WEN(x)} dx
= J.e*xx {OL;‘EN4 (x)+6a; (o, —a )EN?(x)
0

+(11a —18a; o, + 4,0, +303 ) EN? (x)

+(—60; +120 0, —4a,0, — 305 + OL4)EN(X)} dx

1
0. (1)

elde edilir. Ayrica, k= In( ) tanimindan,

: ro_ : "_ 52
nggku—ocl , }}E}ku_al a, ,

(10)

(11)
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: m__ 3
}grolku =3a,0, =20, — 0l ,

. (IV) _ ~..2 2 4
}glgku =3a; +4a,0, —120,0, + 60, — 0,

oldugu goriiliir. Burada, o, =E(§}), i=1,2,3,4"dir. O halde, (10) ve (11) esitliklerinin
birbirine denk oldugu g6z 6niinde bulundurulursa;
Et'(x) = o/ EN*(x) + 60.; (o, — a7 )EN* (%)
+(11o —18aal, +4a,0,4 + 303 ) EN?(x)
+(=60; +120 0L, — a0, — 305 + o, )EN(x)

elde edilir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar. |

E,(N), N(x) smir fonksiyonelinin n{dx} dagilimma gdre ortalamasin1 gstersin.

Yani, E,(N*)= IEK(Nk (x))dn(x), k =1,4 olsun. Simdi, asagidaki teorem verilsin.
0

Teorem 5. (C, —s) rasgele degiskeni, A >0 parametreli iistel dagilima sahip olsun.
Ayrica, n, rasgele degiskeninin ilk dort momentleri mevcut ve sonlu olsun. Bu takdirde

A >0 iken, N(x) smir fonksiyonelinin de ilk dért momenti var ve sonludur. Ayrica, bu

momentlerin kesin ve agik ifadesi asagidaki sekilde yazilabilir:

- 1

1) E,(N)=———,

) E,(N) o 00

N 2 1

2) E,(N*)= > = )

) B (1-p,0)) 1-0,(*)

3) E,(N*) = 6 - 6 ~+ 1 ,
(1-0,)  (1-9,m) 1=,

4 E (N = 24 3% 14 1

(1-0,00) (1-0,00) (1-0,0) 10,

burada, ¢, (A) =E(e™") dur.
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Ispat.

1) N(x) sinir fonksiyonelinin tanimi gz oniinde bulundurularak,
P{N,>n}=P{z-S§ >s;2-8, >s;...;2—S, >5s
=P{z-S,>s}=P{S, <z-s} =F (z—s)=F,(x), x=z-5

yazilabilir. Bu durumda,

_ e ) I 3 L x20,
F (x)=P{S, <x}=F"(x), n>1; F,(x)=F°(x) _S(X)_{O, <0 dir.
Diger taraftan {ni }, 12>1 dizisi birbirlerinden bagimsiz olduklari i¢in,
EN(x)=> nP{N(x)=n} =Y n[F,_(x)-F,x)] =) F(x)=U,(x). (12)
n=0 n=0 n=0

oldugunu gérmek zor degildir. Burada, U, (x) fonksiyonu {ni}, 1>1 dizisinin Urettigi

yenileme fonksiyonudur. Buna gore, (12) esitligi Ae™dx ile carpilip, 0’dan oo’a

integrallenirse,
TEN(x)dn(x) = TEN(x)xe“dx
0 0
oldugu goriiliir. Buradan,
AE, (N) = AT e “EN(x)dx =AU, (L)
0
oldugu i¢in, N(x) sinir fonksiyonelinin ilk momenti asagidaki gibi elde edilir:
E,(N)=——, (13)

burada, A >0, @, (1) =E(e™") dur.

2) EN*(x) fonksiyonunun tanimi géz 6niinde bulundurulursa,

ENz(x):in2 P{N(x)=n} :in2 [F,_,(x)—F,(x)] (14)

n=l

elde edilir. Buna gore, (14) esitligi Ae *dx ile garpilip, 0’dan oo ’a integrallenirse,

T EN’(x)dn(x) = T EN’(x)he ™dx



22

elde edilir. Buradan, N(x) sinir fonksiyonelinin ikinci momentinin asagidaki gibi oldugu

goriiliir:
- 2 1
E,(N*)= 7] e (15)
(1-p,0)) 1-0,(*)
burada, A >0, @, (1) =E(¢™") dur.
3) EN*(x) fonksiyonunun tanimi géz éniinde bulundurulursa,
EN’(x)=)> n' P{N(x)=n} =) n’[F,_(x)-F,(x)] (16)
n=l n=I

elde edilir. Buna gore, (16) esitligi Ae*dx ile garpilip, 0°dan oo ’a integrallenirse,
JEN (x)dn(x) = [ EN® (x)re " dx
0 0

elde edilir. Buradan, N(x) sinir fonksiyonelinin {i¢iincli momentinin asagidaki gibi oldugu
goriiliir:
- 6 6 1
E}\(N?)) = 3 P +1 7\‘ s
(1-e,) (1-9,)) =93

burada, ¢, (1) = E(e ") dir.

A>0, (17)

4) EN*(x) fonksiyonunun tanimi géz 6niinde bulundurulursa,

EN*(x) = in“ P{N(x)=n} = in4 [F_(x)-F,(x)], (18)

n=l

elde edilir. Buna gore, (18) esitligi Ae™dx ile garpilip, 0’dan oo ’a integrallenirse,
j EN*(x)dn(x) = j EN*(x)he ™ dx
0 0

elde edilir. Buradan, N(x) simir fonksiyonelinin dordiincii momentinin asagidaki gibi
oldugu gortiliir:
~ 24 36 14 1
EX(N4)== 4 3+ 2_1 % )
(1-9,)  (1-9,) (1-9,0) 1=}

burada, ¢, (A) = E(e™™) *dur.

A0, (19)
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Uyar1. Pratik problemlerin ¢6ziimii i¢in ¢ogu zaman, N, rasgele degiskeninin varyansi

gerekmektedir. Bu nedenle asagida, N, ’in varyans: verilecektir.

Sonu¢ 1. m, rasgele degiskeninin 2. momenti mevcut ve sonlu olsun. Bu takdirde, N,
rasgele degiskenin varyansi mevcut ve sonludur. Bu taktirde, N, rasgele degiskeninin
varyansi asagidaki gibi ifade edilebilir:

1 1

Var(N,) = == ,
(1-p,0))  1-0,(*)

(20)

burada, ¢, (L) =E(e™") dur.

Sonug¢ 2. & ve mn, rasgele degiskenlerinin ilk iki momenti mevcut ve sonlu ise t,’in

beklenen deger ve varyansi asagidaki sekildedir.

E,(1,)=E,(N)E(E) } 21)

Var,(t,) = E,(N,)Var(§,) + Var(N))[E(E,)]

Ispat. 1,’in beklenen degeri “Wald oOzdesligi” ve varyansi “Borovkov &zdesligi”

kullanilarak hesaplanabilir (bkz. Feller [24]). Bu konu, kisim 2. 4’de detayli bir bicimde

incelenecektir.

2. 3. 1. Erlang Dagihimimin Urettigi Yenileme Fonksiyonu

Bu ¢alismada ulagsmak istenen amag, n=1-10. mertebeden Erlang dagilimina sahip,
n, rasgele degiskeninin trettigi, yenileme fonksiyonu icin kesin ve agik formiiller elde
etmek ve ayrica, n= 1-4. mertebeden Erlang dagilimina sahip, &; rasgele degiskeninin

irettigi, yenileme siirecinin varyanslari i¢in de asikar formiiller bulmaktir.
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Ornek 1. n, rasgele degiskeni, n=1-10. mertebeden bir Erlang dagilimina sahip olsun.
Bu taktirde, m, rasgele degiskeninin iirettii yenileme fonksiyonunun kesin sekli asagidaki
gibidir:

kn
U, (t)= M + n2_+1 + > e MM (1)

n n ‘g
burada, M ; (t) = c,; sin(w ;At) +d; cos(w ;At), siirekli ve sinirli fonksiyonlar olup, €,;,

N . <
w, €N ¢y, dy; €R ve k, isen’ e bagli sayma sayilardir.

Coziim. n, € Erlang(n=3; A =1) olsun. Bu taktirde, m, rasgele degiskeninin moment
c¢ikaran fonksiyonu,
0 392
- _ RS
¢e (o) = E(e %5y = je atng (t)= (—j =— (22)
0 A+a (1+a)
olup, a >0 iken @(a) € (0,1) ’dir. Diger taraftan, yenileme fonksiyonunun genel seklinin

asagidaki gibi oldugu bilinmektedir (bak, Feller [23], s. 358):

Uty = Y F"(t). (23)

n=0

(23 ) esitliginin her iki tarafina, t parametresine gore Laplace doniisiimii uygulanirsa,

~ 1 n 1
U3(a)—a§[@g(0t)] = all=o(@)] (24)

elde edilir. Ayrica (23) esitligi, (24) esitliginde yerine yazilip, basit kesirlerine ayrilirsa;

63(a)=M:3(lj+l(sz+l (M;j 1

1
3 2 +— 2
a+l) -1 3\a) 3la”) 3 3 3 6 3 3

elde edilir. Son olarak, (25) esitliginin her iki tarafina,, t parametresine gore ters Laplace

(25)

doniistimii uygulanir ve t parametresinin, A degiskenine gore lineer bagimli oldugu goz

ontinde bulundurulursa, 3. mertebeden Erlang dagilimina sahip, m, rasgele degiskeninin

tirettigi, yenileme fonksiyonunun kesin ve agik seklinin asagidaki gibi oldugu goriiliir:

U3(t):%+§+e;Ml}cos[?kt]+§sin(?ktﬂ. (26)
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n=1-10. mertebeden Erlang dagilimmna sahip,

n, rasgele

degiskeninin iirettigi yenileme fonksiyonlarinin asikar sekli, asagidaki gibi elde edilir:

Tablo 1. n =1-10. mertebeden Erlang dagilimina sahip rasgele degiskenin {irettigi

yenileme fonksiyonunun hakkinda

n U, (1) n U, (1)
L] im=nt+l °lu (t)——+%+ V(1)
pa
2 U, (1) =%+%+e_8“ “ ’ U, (t) = %+ ‘7‘ + 161 e MM, (t)
3 U (t)—%+ i +e M My, (1) 8 U (t)_—+%+ 2 e MMy (t)
o _%+ S e M@ || U0=2 33 M, ()
i1 -
° U (t)—ﬂ+2+ e M M, (t) 10 U, (t) = —+%+ 41 oo MM (0
i1 i
Burada, c,;,d; € Rolup M (t) =c,; sin(w;At) +d,; cos(w;At) fonksiyonlarinin

asikar sekli asagidaki gibidir:

f V3t

n=3i¢cin M, (t)=——

in( e X ex

(2)

n=4 i¢in Ze b MM4l(t)—£s1n(— —)e p(——)+ exp(——)

i=1

n=>5 igin Ze BHM (1) = 4p

i=l1

—+

55

55

s1n(p +—)exp( 2q —)

t t 2m t
sin(q—+—)exp(-2p> -),
(q5 5) p(—2p 5)
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burada p = 5+8\/§ ve q:,f% “dir.

n =06 icin ZG Sf’“Mél(t)——Sln(LﬁL—) p(— ;)
+§s (IT+—) Xp(- )+ —exp(-2).

6 V4 —b? b+2
n =7 icin ZeS”“Mﬁ(t):cl\/élz_bzsin( 42b t)exp(—( +2 )t)
i=1 -

J4-b*t (b+2)t
2

+c, COS(T) exp(—

)

1

. [1|(b*~b’+3b-6 b’ b’ -4
+c, sin(, [— -b t)
1[(b’=b +3b=6)_ (b*—b’—4 8 b-1 b-1
8 b-1 b-1
2 13 _
b+4+ (b bbl 4]
.exp(— 1 t)

b+4+ [

b -b’+3b-6) . (b -b'—4 b1
+c, COS(\/g K b+13 j b[ — ﬂt)exp(— 2 t)
. 1 Sm(\/ Hbz b3+3b—6}rb[b2—b3—4ﬂt)
\/lﬂbz—b3+3b—6] (bz—b3—4ﬂ 8 b-1 b1
+b b

8 b-1 -1
2 3
bad_ (m]
b-1

4

.exp(— t)

b2 —b’—4
1[(b>=b*+3b-6 b2 b’ —4 b4~ b—1
+ — +b t - t),
€ cos( 8[[ b-1 J ( b-1 H Jexp( 4 )

burada, b sayis1 b’ —2b”> —~b+1=0 denkleminin bir kdkiidiir.
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n=8§ igin

ST V2t V21 2 V2t N2 1
Ze Mgi(t)—{sm—(c4 1 +C5E+C6T+)+ s—(— T E+C7E+)}

{ V2, 2 1 2 V2t 20 1 } V2
+<sin—(¢c,——cs—+Cc,——+)+co s—( c,—+cy—+c, —+) rexp(—(1+—)t)
2 4 2 4 4 2 2 2

+ {c2 sint +c, cos t} exp(—t)+c, sintexp(-2t),

n=9 i¢in

22 \/p L 24+py12=3p° t)exp(_4—p+\/l2—3p2 )

+c, sin(
Jp* +2+py12-3p° 2\2 4

\/p +2+4py12-3p? )exp(_4—p+«/12—3p2 9

+c, cos(

242 4
242 -p/12-3p? 4-p—4/12
e 22 Sin(\/p py12-3p exp(_ 2P J12-3p )

burada, burada, p says1 p’ —3b+1=0 denkleminin bir kokii ve p € (1,2) *dir.

n =10 i¢in

24‘,67% SM, ()= o 4o, \/% sin([ﬁ} t) exp(_£5 +4\/§]t)

i=1 —

22 242

N

exp(~(1-—=-)9)

+03005(£ S_ﬁJt)exp(—(5+4\/§]t)+ 4 22 sin([ 5+\/§Jt)exp(—(5_4\/§})

) \/5+\/§
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+c5 cos( “5+\/§ t)exp(— i t) +c, 2\/5 sin( '5+\/§ t)exp(— 3+\/§ t)
22 4 V5445 22 4
J5++/5 3445 W2 [5-45 3-+/5
+c., cos( 2\/5 t)exp(— 2 t) +cgmsm( 2\/5 t)exp(— p t)
5-5 3-5
+c., cos( N5 t)exp(— 1 t).

Ayrica, asagidaki tablodaki ¢€,;’in yaklasgik degerleri incelendiginde, azalan

degerlere sahip oldugu goriiliir. Bu azalan degerler ise; n=1-10. mertebeden Erlang
dagilimina sahip m, rasgele degiskeninin iirettigi yenileme fonksiyonlarinin, yakinsama

hizi hakkinda onemli bilgiler verir. Sonug¢ olarak, yenileme fonksiyonun n’in artan

degerlerinde 0’a yaklastig1 goriiliir.

Tablo 2. n=1-10. mertebeden Erlang dagilimina sahip rasgele degiskeninin tirettigi

yenileme fonksiyonlarinin yakinsama hizi hakkinda

€ o0 2 1,5 1 0,69... 0,5 10,37...10,29...10,23... | 0,19...

nl

Ornek 2. n, rasgele degiskeni, n=1-4. mertebeden bir Erlang dagilimina sahip olsun. Bu
taktirde, m, rasgele degiskeninin iirettigi, yenileme siirecinin varyanslari i¢in asikar
formiiller genel olarak asagidaki gibidir:

Var(N(t)) =a At +b, +e = M, (1),
burada, M_(t) =(c At+d, )sin(w At)+(p At+q, )cos(w At) seklinde siirekli ve simirh

fonksiyonlar olup, c,.,d,,p,.q, €R, a,,b,.&,,w, € N* dur.
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Coziim. 1, € Erlang(n =3; A =1) olsun. Bu taktirde, n, ’nin moment ¢ikaran fonksiyonu,

—af < —aty A 321 1 'd 2
s (o) = E(e )—_([e Fg(t)—(mj . I, (27)

Diger taraftan, U(t) yenileme fonksiyonunun 2. momenti, asagidaki gibidir:

U(t)=EN’(t) = > n*P{N(t) =n} =Y n’[F"' () - F"(1)]. (28)
n=l n=0
(28 ) esitliginin her iki tarafina, t parametresine gore Laplace doniisiimii uygulanirsa,
- 1- (P(a)j L2 n-l 2 1
Uy(o) = [— ‘. () = - (29)
’ a nZ(; ( : ) 0((1—([)(00)2 a(l-¢(a))

elde edilir. Ayrica, (27) esitligi, (29) esitliginde yerine yazilip, basit kesirlerine ayrilirsa;

17 0L+é
2 5 2 13

1 5
o 9 9’ 2 2 L7 : LT
31,3 3) 3 3V 3
Nla+-| + Ola+=| +>| 6/|la+>| +>
2) 4 2) 4 2) 4

elde edilir. Son olarak, yukaridaki esitligin her iki tarafina, t parametresine gore ters

ﬁz (o) =

Laplace dontisiimii uygulanir ve t parametresinin, A degiskenine lineer bagimli oldugu goz
ontinde bulundurulursa, 3. mertebeden Erlang dagilimina sahip, mn, rasgele degiskeninin

tirettigi, yenileme fonksiyonunun 2. momentinin kesin ve agik seklinin asagidaki gibi

oldugu goriiliir:

Mt 5t S (43) . VB (173 VB (13 B
9 3 27 (T)

U,(t) = +T+1—e sinjkt+ s1n7kt— 00877\1

Yukaridaki esitlikten, U, (t) =At+1 ’nin karesi alinip ¢ikarilirsa, istenilen yenileme

fonksiyonunun varyansinin agagidaki gibi oldugu goriiliir:

M5 E19BAM40V3 ) V3 At A1) VB
—-e 2 sin +e 2 cos 5 +o(1)

Var(N(t))=—+—
(N() 9 9 27 2 9

Benzer sckilde; n=1-4. mertebeden Erlang dagilimmna sahip, m, rasgele

degiskeninin iirettigi yenileme fonksiyonlarmin varyansinin kesin ve agik sekli asagidaki

gibi elde edililir:
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Tablo 3. n=1-4 . mertebeden Erlang dagilimina sahip rasgele degiskenin tirettigi

yenileme siirecinin varyansi hakkinda

Var(N(t))
At

-2t
E_Fi_te_z;\‘t _e—
4 16 16

3% 3
M5 o103 +40v3 ) L (BAt) e —1i+4) (Bt
—4+=—e 2 sin +e 2 cos 5 +0o(1)

9 9 27 2 9
MS e‘“(Mjsin(M) 2 e M cos(At) + o)
16 32 16 16

2. 4. Siirecin Siir Fonksiyonellerinin Momentleri i¢in Asimptotik A¢ilimlar

Onceki kisimda, X(t) siirecinin [s,+o0) araligmm asag1 sinirina ilk kez ulasma ani

olan t(x) ve bu ana kadar olan sigramalarm sayisin gosteren N(x) siir

fonksiyonellerinin ilk dort baslangic momentleri arasindaki matematiksel baginti kesin

formiillerle ifade edildi. Fakat bu formiillerin karmagik matematiksel yapilarindan dolayz,

pratik problemlerin ¢éziimlenmesinde kullanilmas1 zordur. Bu nedenle, pratikte daha kolay

uygulanabilir formiillerin elde edilmesi gereksinimi vardir. Boyle ifadeler genelde

asagidaki yontemlerle elde edilebilir:

1) Ozel durumlan ele aliarak, daha kiigiik siniflar icin acik ve pratik formiillerin

elde edilmesi,

2) Simiilasyon yontemlerin yardimiyla niimerik sonuglarin elde edilmesi,

3) Asimptotik yontemlerin uygulanmasi ile yaklasik formiillerin elde edilmesi.

Not edilmelidir ki,

1. Yontem, ele alinan siiregler sinifin1 daraltir. Dolayisiyla hem teorik, hem de pratik

yonden 6nemli olan bir ¢ok problemlerin ¢oziimiinde arastirmaciya yardimci olamaz.

2. Yontem, sayisal veriler talep ettigi i¢cin ve sonuglart sayisal bicimde ortaya

koydugu icin somut bir problemin ¢oziimiinde faydali olsa da genelleme yapilmasina

imkan saglamaz.
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3. Yontem olan asimptotik yaklasim, son yillarda matematigin bir ¢ok alaninda
oldugu gibi olasilik teorisinde de biiyilk ragbet gormektedir. Ciinkii, bu ydntemin
yardimiyla elde etti§imiz sonuclarin, yaklasik formiiller olmalarina ragmen ¢ogu zaman
bilginin biiyilk kismini icermekte, diger taraftan ise, arastirmacilarin kolaylikla
kullanabilecekleri sadelige sahip olmakta ve c¢ofu zaman ele alinan siirecler sinifini
daraltmayan ve dolayisiyla, biiyiik siniflar i¢in genel kurallarin elde edilmesine imkan
saglayan yontemdir.

Biitiin bu nedenler g6z Oniinde bulundurularak bu c¢alismada, ele alinan X(t)
stirecinin gerekli olasilik karakteristiklerini asimptotik yoOntemlerle incelenmesi amag

edinilmistir.

Teorem 6. En, <0 ve E(n,)3<oo olsun. Bu taktirde, x - iken EN(x) yenileme

fonksiyonu i¢in asagidaki asimptotik sonu¢ dogrudur:

EN(x) = X 2m22 + o(i) 3

1 ml

burada, m, = E(nil), 1=1,2"drwr.

Ispat. En, <0 ve E(n1)3<oo olsun. Bu taktirde, x oo iken EN(x) yenileme

fonksiyonu i¢in agsagidaki asimptotik sonug¢ dogrudur (bak, 6rnegin, Shurenkov [8]):

ENGO) =+ 2 4 ocdy.
m, 2m; X

N(x) yenileme siirecinin 2. ve daha yiiksek mertebeden momentleri i¢in, bazi1 6nemli

asimptotik sonugclar literatiirde mevcuttur. (bak, Feller [23, 24], Smith [76, 77, 78], Brown

ve Solomon [14]). Fakat bu calismada, N(x)’ in 2., 3. ve 4. momentleri farkl1 bir yontemle

hesaplanacaktir.

Teorem 7. En, <0 ve E(ﬂ1)3 <oo olsun. Bu taktirde, x —> oo iken EN*(x) fonksiyonu

icin agagidaki asimptotik sonu¢ dogrudur:

2 2
ENZ(X)=X—+[2m2 —ljx+£3m2 _2m;  m, j+0(1)
m

2 3 4 2
. m;, m 2m; 3m] 2m,

burada, m, = E(ni), 1=1,2,3 dr.
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Ispat. Bu sonuca ulasmak icin, Teorem 5°deki yontemler kullanilir. Diger taraftan,

ENZ(x)zin2 P{N(x)=n} =in2 P{N(x)=n} =in2 [F_,(x)-F,(x)] (30)

elde edilir. Oncelikle, EN?(x) fonksiyonunun asimptotik davranismi incelemek igin

asagidaki notasyonlar dahil edilsin:

> (2 1
R, (x)= ENZ(X)—X—Z—[if——]X, x>0; @,(0)=E@E™), 1>0.
ml ml 1Tll
(30) esitliginin her iki tarafina x parametresine gore Laplace doniisiimiinii uygulanirsa:
~ -, (L) & n-1 2 2m, 1 )1
R,(A)=—"2") n’ A - - Lo— |— 31
L ) (0,)) o [m? mljkz (31)

elde edilir. Burada ﬁz(k) ile R,(x) fonksiyonunun Laplace doniisiimii gdsterilmistir.

Not edilmelidir ki, x| <1 oldugu taktirde, asagidaki esitlik saglanir:
2 1

nzz(;n . =(1—x)3_(1—x)2 .

Yukaridaki esitlikten yararlanarak formiil (31) asagidaki gibi yazilabilir:

809 2 ~ 1 2 _(2m2_L]L (32)
T oa(1—e,m) A(l—e,) Mmi Lmlom )27

Simdi, f{z(k) ‘nin asimptotik davranisi incelenecektir. Bu amag i¢in oncelikle A — 0

iken, ¢, (1) = E(e”™) fonksiyonunun Maclauren serisi goz oniine almsm. Bu durumda,

= m—lﬁ, k =2,3,... notasyonu goz oniinde bulundurularak,

1

E(n,) <o kosulu altinda, m,,
asagidaki Maclauren serisini yazmak miimkiindiir: (bak, 6rnegin, Lukac, s.23):
A %
1—(pn(K) =Am, (l —Emm +?m31 + 0(%3)J .

Buradan, A — 0 iken,
1 1

-, (h) ?
Pa(2) kml[l—gm21+7;m3l+o(k3)]

1 A m2, m
=—|1+=m,, —| =2L—-3L X2+ oA\’
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elde edilir. Yani,

a1 A my  my ., R
(1-9,)) _x_m[lJ?m”_(T - jx +o(h )} (33)

oldugu goriiliir. Diger taraftan kolayca goriilebilir ki:

(1 -, (k))_2 = {1 +Am,, +A° (émél —%mﬂj + 0(7»3)} dir.

4

1
(Am, )2
Bu agilim, (32) esitliginde yerine yazilir ve uygun hesaplamalar yapilirsa, A — 0 iken,

~ 3 1 2
AR, (%) :Em; _Emm _§m3| +o(1) (34)
oldugu goriiliir. (33) esitliginde A — 0 iken limite gegilirse,

.z 1
limAR, (1) :g(9m§1 ~3m,, —4m,, ) (35)

elde edilir. Tauber-Abel teoremleri (bak, Ornegin, Feller [23], s.442) gbz Oniinde
bulundurarak, (35) esitliginden asagidaki sonug elde edilir:

. a5 1
limR, (x) = imAR,(A) = g(9m§1 ~3m,, —4m,,).
Bu sonu¢ x — o iken, agsagidaki gibi yazilabilir:
lig.2
R,(x)= g(9m2, —~3m,, —4m,, )+ o(1).

Dolayisiyla, Teorem 7’nin kosullar1 altinda x — oo iken,

2 2
EN?(x) =~ + 2H§2—i X + 3mj—2m;— 21y o(l)
, m;, m 2m; 3m; 2m;

asimptotik acilimi yazilabilir. Boylece teorem ispatlanmis olur. |

Teorem 8. En, <0 ve E(n,) <o olsun. Bu taktirde, x — o0 iken EN*(x) fonksiyonu

i¢in asagidaki asimptotik sonug¢ dogrudur:

3 2
EN3(X)=X—3+[9m2 —inz +[9m2 _3m, _6m, +i]x+0(1),
ml

2m;  m; mom;omom,

burada, m, :E(ni), i=1,2,3 dm.

Ispat. Her x >0 igin,
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5 (9m, 3 9m?> 3m, 6m, 1
R,(x) = EN*(x) - | 2 2 fy2 [ ML M PML Ly 36
(%) (x) m; (me mf] > 4 3 (36)

olsun. Diger taraftan,

Ms

EN’(x) =

P{N(x)=n} ;n P{zl <Zn}

n=l =1 i=l1

X {P{Zn sfor{Sna - Terwonel e

i=1

elde edilir. (36) esitliginin her iki tarafina, x parametresine gore Laplace doniistimii
uygulanirsa ve (37) esitligi géz oniinde bulundurulursa,

R,00 =2 30 (6 ()= 04 -5

9m, 3 2 (9m; 3m, 6m, 1 )1
f— f— j— + _
2m; 2 lm m m m A

1

1 (Pn(}\, ke n-1 6
N 2
Z (0,) e
2
(o2 )2 (ond am em, 1) o
2m, A m m m m A
elde edilir. Not edilmelidir ki,
) 2
Z o o 1 (39)
=0 (1 x) (l—x) (l—x)

Her A >0 igin ‘(pn(k)‘=‘E(e"Ml)‘<1 olduguna gore (39) esitligini, (38) esitliginde

uygulamak miimkiindiir. Bu durumda li3(k) , agsagidaki gibi hesaplanabilir:

1 6p,(A)  69,(1) N 1

=0, (1-9,0)" (1-9,0))" (1-0,00)
6 (om,_3)2 (9m 3m, 6m, 1)1
A'm) | 2m! A m; m' m m A
60,00 b)) 1

M1-e,0)) A(1-0,0)  M1-9,3))

R,(h) =
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6 9m, 3 )2 (9mi 3m, 6m, 1 |1
o ' e e T m w m 2
m, \2m;, m; JA m m m;, m A

6| (1-0,0) =2(1=0,0)+1| 6[(1-0,09)-1]

= 3 - > T 1
A (1-p, ) Mi-p,)  AMI-0,0)
6 (9m, 3312 9m§_3m3_6m2+ii
AMmd (2m! mf A {m] m! m m )\

6 12 6 6

MI-0,0) a(1-9,0)) A(1-9,0) *(1-9,™)

6 1 6
+ —

Mi-g,00) *(1-e,@) A'm]

9m, 3 )2 (9m) 3m, 6m, 1 |1
— _— | —— — — + R
2m{ m’ /A {m] m/ m m A’

1 1

6 6 1
= 2_

M(1-0,0) B M1-0,0) M1-0,0)

6 9m, 3 )2 (9mi 3m, 6m, 1 |1
v ot e | m m m
m, \2m, m; JA m, —m,

2
1 n’11 n’11 7\‘

Sonug olarak, li3(7») fonksiyonunun asagidaki gibi oldugu gortiliir:

) 6 6 1
Rs()= o T (=g,
A(1-0,00) A(1-0,0) *(1-0,®)
2
S R E T
A'm; |\ 2m; m; A m m; m m)A

Teorem 7. (33)’den, A — 0 iken, E(n, )3 <o kosulu saglandiginda;

RIS | A m;, my )., 3
(1-9,()) - [1+5m21—[— - }x +o(r )}

pr. ; (41)

oldugu bilinmektedir. Diger taraftan kolayca gortilebilir ki:
-2 1 3 1
(1-9,) "= ) {1+km21 +27 (Zm; —§m3lj+o(k3)}, (42)

m, )
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(l—(pn(k))_3 = (knlq )3 {1+%m21 +%2(3m§1 —m31)+0(k3)} dir. (43)

(41), (42) ve (43) asimptotik acilimlarmi (40) esitliginde yerine yazilirsa, asagidaki

asimptotik acilimi elde etmek miimkiindiir:

- 6 1 3 A 3
R3(7\,) =x (}\{ml )3 |:1+7m21 +7(3m21 —m31)+0(7\. ):|
6 1 3 1
—— 1+Am, +A° (—mz ——m )+0(7\,3):|
7\‘ (kml )2|: 21 4 21 3 31

2
LS PO R T PRI
aam, | 2 4 6

6 _(9m2_i]i_(9m§_3m3_6mz+LJi

5 4 3 2
m m m; m A

2
m, 1,

3 1
+0O(—
2m; 2mJ (7»)

1

6 N 9m, N 6
7u4m,3 A’'md o A'm?
6 6m,

1
——— 24 0() +
A’m’ A’m] (7»)

1
A’m,

6 (9m, 312 9m§_3m3_6m2+i 1
Amd \2m! mi )2’ |m] m' m m A

1

+0(%)

4 4 2 4
A'm] A’m] AMlm m! m  m

6 (9m, 312 9m§_3m3_6m2+i 1
AMm’ (2m! mP A \m’ m m’ m, A

1

6 9m,—6m; L[9m§_3m3_6m2 1]+ 1

R3 (A) ’nin asimptotik acilimi asagidaki gibi tekrar yazilabilir:

2
I~{3(k):[9m2—6J 1 +[9mzz_3m3_6m2+lJ 1 6

32 2 - 443
. A'm, m, m, m, Am, A'm,

9m 312 9m?> 3m, 6m 1)1 1
—( 421__2]__[ 52— 43— 32+ ]—+O(X). (44)

2m;, m, m m m m A
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Bu durumda, R3(k) Laplace doniisiimii A — 0 iken,

R,00=06) 45)
oldugu kolayca goriiliir. (45) bagintisina Tauber-Abel teoremleri uygulanirsa,

limR,(x) = lim AR, (L) = sabit
oldugu ortaya ¢ikar. Bu ise, x — oo iken, R,(x)=0(1) olmasi1 anlamina gelir. Buradan,

E(n, )3 <o kosulu saglandiginda x — o iken,

3 2
EN3(X)=X—+[9rr12 —isz +[9m2 _3m, _om, +ij+0(l)

4 2 4
2m; m; 3

5
my m, m,  my

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur. [ |

Teorem 9. En, <0 ve E(n,)3 <oo olsun. Bu taktirde, N(x) sinir fonksiyonelinin 4.

momenti mevcut ve sonludur. Bu durumda, x o iken EN*(x) fonksiyonu icin

asagidaki asimptotik sonu¢ dogrudur:

-—— X
5 3
m, 1my

4 2
EN“(x)=X—+[8mz 6 J 3+£30n:2—8m3—27r?2+l2jx2+0(l),
Il’ll

2 5
1 m, my m,

burada, m, = E(ni), 1=1,2,3"dir.

ispat. Her x >0 icin

4 2
R,(x) = EN*(x) —X——[gﬂ—i}a —[30“12 _8m, 27m, +lsz (46)
m

6 5 4 2
my my m, m,

olsun. Diger taraftan,

EN4(X):in4 P{N(x)=n}

= in4 [F_,(x)—F,(x)] dur. 47)
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(46) esitliginin her iki tarafina x parametresine gore Laplace doniisiimii uygulanirsa ve (47)
formiilii g6z 6niinde bulundurulursa,

24
A’m;

R, =230 (7' (1) -0l (1)
)

_[8m2 6 ] 6 (30m§ 8m;, 27m, 7 J 2

m m A (m® m om' om A
1-0,(M) & o 24
= n Iy -
. Z (0,) T
8m, 6 )6 (30m; 8m, 27m, 7 |2
- S 2 +—— = 48
[mf m?]%“ (m? mm w0 “

elde edilir. Not edilmelidir ki,

x| <1 oldugu taktirde asagidaki esitlik saglanir:

4 o 24 36 14 1
= — — . 49
nzz(;n * (l—x)5 (1—)()4+(1—x)3 (l—x)2 )

Her %.>0 igin |p,(M|=|E(e™™)|<1 olduguna gore (49) esitligini, (48) formiiliinde

uygulamak miimkiindiir. Bu durumda R ,(A) icin asagidaki ifade elde edilir:

Ry 24 3% . 14 1
e (1-e,m) (1-9,00) (1-e,®)  (1-9,00)

24 _(sz 6 ] 6 [30n1§_8r113_27n»12 L J 2

7\‘5m;¥ 7\‘4 m6 5 4 }\‘3

5 3 2
ml ml 1 I’nl m] ml

Dolayistyla, R, (L) fonksiyonunun, asagidaki gibi oldugu goriiliir:
~ 24 36 14 1

R,(A) = 7 3t 2
M1-9,0) A(1-9,M)) A(1-9,0)) M(1-9,™)

24 8m, 6 )6 (30m; 8m, 27m, 7 |2
Tas 4 5 3 |q4 6 5 4 2 (453" (50)
A'm, m m A m, m, m’ m; A
Teorem 7. (33)’den, L — 0 iken, E(nl)3 <o kosulu saglandiginda;
a1 A m;, m
1-9,(V) = 1+=m, —| —2-—L A* +o(\’ 51
(1-9,()) xml{zm(ét 6} ™) (51)

oldugu bilinmektedir.
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Diger taraftan kolayca goriilebilir ki:

(l—cpn(k))_2 = (Mlll ? _1+Xm21 +A° Gm; —%m3lj+o(k3)}, (52)
(1-9,0) " = (M; ; _1+%m2, +%2(3m§1 ~m, )+o(7&)}, (53)
(1-9,0) = n ! ; [24+2(48m,, —36m,)
m,
17 (60m3, —16m,, —54m, +14m; )+ o(1") (54)

(51), (52), (53) ve (54) asimptotik acilimlar1 (50) esitliginde yerine yazildiginda, asagidaki

asimptotik acilimi elde etmek miimkiindiir:

2
R.(0) = — 24 (8m, 6 )6 (30m; 8m, 27m, 7 £+o(l)
! A

A’m! > om) At m{ m m  m )\
24 (8m, 6 ] 6 (30m§ 8m, 27m, 7 ] 2
+—- -—— |+ - - +— | = (55)
A’m! [ mi m/A' {m{ m m m )\
Bu durumda, R ,(A) Laplace dontisiimii A — 0 iken,
~ 1
R,(A)= 0(1) (56)

oldugu kolayca goriiliir. (56) bagintisina Tauber-Abel teoremleri uygulanirsa,
limR,,(x) = lim AR, (L) = sabit
oldugu ortaya ¢ikar. Bu ise, x &> iken, R,(x)=0O(1) olmas: anlamina gelir. Buradan,

E(n, )3 <o kosulu saglandiginda x — oo iken,

4 2
EN“(X)zx—J{gm2 —i}é +[30m2 _8m, 27m, +l2]X2 +0(1)
m

2 5 3 6 5 2
1 m, m m, m, m, 1

elde edilir.

Boylece teorem ispatlanmis olur. |

Sonu¢ 3. E(&f)<oo ve E(nf)<oo olsun. Bu taktirde, x —>o0 iken T(x) simir

fonksiyonelinin ilk dort momenti i¢in asagidaki asimptotik sonuclar yazilabilir:
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1) Et(x) = (ﬂ]x 4 (m—gJ o +o(3)
m, 2m, X
2 2 2
2) B =| 2| x| Qe m % [ 2m L ey 3m 2 my o,
m, m, m;, m 2m{ m; 2m,
3
3) BT’ (x) = [a'j x’ +K9mj —izjaf+[izjala2}xz
m, 2m; m, m;
2
+K—9mj ——3Hi3 +ij o +{6m32 —ij o0, +(Lj a3}x+0(1),
m, m, m m, m m,
' 8m, 12 6
4) Et*(x) = [oc j x‘WK msz ——Jocfjt[—}jafocz}@
m, m m;

[30m m, _ S4m, 36j .

4
m, my

(27m2 ——J ‘oL, +[L2J(3oc§ +4a,0, )} x> +0(x%),
m

1

burada, o, = E(§}), i=1,2,3"d.

Uyar1. Baz1 uygulamalarda, merkezi momentlerin bilinmesi daha kullaniglidir. Bu nedenle

bu ¢alismada, t(x) ve N(x) sinir fonksiyonelinin ilk dort merkezi momenti i¢in iki terimli

asimptotik sonuglar da verilecektir.

Teorem 10. 1, (x)=E[t(x)-Et(x)]", k=1,2,3,4 ve E(&])<, E(n})< olsun. Bu
taktirde, x — oo iken t(x) sinir fonksiyonelinin ilk doért merkezi momentin i¢in iki terimli

asimptotik acilim asagidaki yazilabilir:

1) p,(x)=0,
m, 1 » [ 1 ) _llm 2m; m, )
2) u,(x) = KE_EJ“”[mJ(% al)}x+_(4ml o 2mf]al}+o(l>,

15m, 0, x” 3 3m; 9
3) () =22 {[ Tl 3 o 20 g q, 5 x0(),
2m, m, m, m, m 2m; m, m,
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12 8m &m, 12
o oo|[12-5m Y f1m 12
ml ml 1/nl n,ll

. _(9_rr1§+3&+§}a4+(30m§_8m3_54m2 36] ,

+— |a
6 4 2 | 6 5 4 2 |
m, m;, my m, m, m,

3 9m 18
n FJ(aﬁ+a,a3)+[ 2 ——zjafaZ}HO(l),

1 1’nl n’11

burada, o, = E(£}), i=1,2,3 ve m, =E(n}}), i=1,2,3"dur.
Ispat.

1) t(x) smir fonksiyonelinin birinci merkezi momentinin tanimindan, yani;

i, (x) = E[t(x) - Et(x)] oldugundan p,(x)=0"dir.

2) 1(x) sinir fonksiyonelinin ikinci merkezi momentinin tanimina gore;
u,(x) = E[t(x) - Et(x)]’= Et*(x) — (Er(x))2 dir. (57)
E(&f) <o, E(nf) < oo kosullar1 saglandiginda x — o iken, Sonug¢ 3’de elde edilen, t(x)

siir fonksiyonunun 1. ve 2. baslangi¢c momentleri, (57) esitliginde yerine yazilirsa,

m, 1|, 1 2 1lm} 2m, m, | ,
X )=||—F—— |+ — [lo, —a] ) [x+ - - o, [+o(l
Ha() Kmf mlj ' (mJ( 2 1)} H 4m; 3m; 2m; ] @

elde edilir. Burada, o, =E(&)), i=1,2,3 ve m, =E(n}), i=1,2,3"dur.

3) 1(x) sinir fonksiyonelinin {i¢lincli merkezi momentinin tanimina gore;
1,(x) = E[1(x) - Et(x)]’= B’ (x) - 3E7* (x)Et(x) + 2 (E‘L‘(X))3 dir. (58)
E (213) <w, E (nf ) < oo kosullart saglandiginda x — oo iken, Sonug 3’de elde edilen, t(x)

sinir fonksiyonunun 1., 2. ve 3. baslangic momentleri, (58) esitliginde yerine yazilirsa,

1(x) sinir fonksiyonelinin {i¢iincii merkezi momentinin asagidaki gibi oldugu gortiliir:
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15 3 3m;]
H3(X):( Hlfjaixz_i_|:( 1113 +m§ " 6 _ Inszjaf
2m, m, m, m, m

+ 9m§—i o0, + € a, |x +0(1),
2m; m, m,

burada, o, = E(§}), i=1,2,3 ve m, =E(n}), i=1,2,3"dur.

4) 1(x) sinir fonksiyonelinin dordiincii merkezi momentinin tanimina gore;
1, (x) =Et*(x) —4Et’ (x)Et(x) + 6E7°(x) (E’E(X))2 -3 (E’E(X))4 dir. (59)
E(&f) <o, E(nf) < oo kosullar1 saglandiginda x — o iken, Sonug¢ 3’de elde edilen, t(x)

siir fonksiyonunun 1., 2., 3. ve 4. basglangic momentleri, (59) esitliginde, yerine yazilirsa,

1(x) sinir fonksiyonelinin dérdiincii merkezi momentinin asagidaki gibi oldugu goriiliir:

12 8m 8m, 12
u4(x)=K—3— Szjocfv{ 2 ——3}113}(3
ml ml ml ml

. _[9m§+3m2+ﬁja4+[30m§_8m3_54m2 ﬁj(ﬁ

6 4 2 6 5 4 2 | %
my, m m Iy, Iy, m, m

+ %J(o@ +0L|0c3)+[9niz —l—gzjocfocz}xz +0(1)

1 1’nl n’11

Burada, o, = E(&il), 1=1,2,3 ve m, = E(ni), 1=1,2,3"drr.

Teorem 11. p,(x)=E[N(x)-EN(x)]*, k=1,2,3,4 ve E(n;)<o olsun. Bu taktirde,

x > iken N(x) smir fonksiyonelinin 1ilk dort merkezi momenti i¢in iki terimli

asimptotik acilim asagidaki gibi yazilabilir:

D p(x)=0,

2) m(x){%—i}{sm; o, _ mé}o(n,

. m 4m! 3m] 2m

2 3 5
3) ny(x) Z[i?f _23_3232+ij—(2“12 _mym; 3m

1

Z 1+0(1),
m! m; 4mf] M
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3m?  6m, 3] 2_(15111;_2mzm3_15m§ 2m2jx

4) u4<x)=( — 2y Ix
6 4 2 7 6 5 3
m, m;, m 2m, m, 2m; m

+0(),

2
6

. 33m; mym, 3m;
16m{ m/  4m

burada, m, =E(n}), i=1,2,3"dur.
Sonuc 4. E (nf) < oo olsun. Bu taktirde, x — oo iken N(x) sinir fonksiyonelinin;

1) N(x) ’in ¢arpiklik katsayisi, y, ~ % seklindedir.
X

A ; 1 1
Burada, c=—L ve A, = Sm; _23_3m32 +— |, B, = m—i—— dir.
1 m, my o m I

2) N(x)’in basiklik katsayisi, y, ~0’dur.

ispat.

1) N(x)’in ¢arpiklik katsayist,

y, =2 (60)
(e)

ve Var(t(x))=Et*(x)-E1(x), sz esitlikleri literatiirde mevcuttur. Buna
gore, gerekli islemler yapildiktan sonra, N(x) smir fonksiyonelinin varyansi igin
asimptotik acilimin asagidaki gibi oldugu gortiliir:

Var(N(x)) ~ (ﬁg —i] X. 61)

m, m,
Sonug olarak, Teorem 11.3)’den N(x) sinir fonksiyonelinin 3. merkezi momenti ve (61)
esitligi, (60) esitliginde yerine yazilirsa;
LA

CNE

elde edilir.
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Burada, A, ve B, ifadeleri asagidaki gibi belirlenmistir:

A f3m my 3m, 1Y o fm, 1)
BT S C

v =53 (62)

esitligi literatiirde mevcuttur. Buna gore, Teorem 11.4)’den N(x) sinir fonksiyonelinin 4.
merkezi momenti ve Sonu¢ 4.1)’den N(x) sinr fonksiyonelinin varyansi i¢in bulunan

asimptotik sonug, (62) esitliginde yerine yazilirsa, N(x)’in basiklik katsayisinin y, ~0

oldugu kolayca gortiliir.

Sonu¢ 5. E(ﬁf)<oo ve E(nf)<oo olsun. Bu taktirde, x —>oo iken t(x) smr

fonksiyonelinin;

1) ©(x) ’in carpiklik katsayisi, y, ~ czx/; seklindedir. Burada, c,, A, ve B, ifadeleri

asagidaki gibi belirlenmistir:
1 2 1
CZZ%, AZZ[%](X?, Bzz[m_i__Jalz-i_L_jaz
2 ml 1Tll I’nl ml

2) t(x)’in basiklik katsayisi, vy, ~c;x ’dir. Burada, c;, A, ve B, ifadeleri asagidaki

gibi belirlenmistir:

Ispat.

1) t(x)’in smir fonksiyonelinin varyansi i¢in asimptotik acilimin asagidaki gibi

oldugu goriiliir:
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Var(t(x)) ~ K% - mij ol + (mij o, } X. (63)

Sonug olarak, Teorem 10.3)’den t(x) sinir fonksiyonelinin 3. merkezi momenti ve (63)
esitligi ile t(x)’in smir fonksiyonelinin ¢arpiklik katsayisinin asagidaki gibi oldugu
kolayca goriiliir:

Ax°
(B.x)*

Y3~

Burada, A, ve B, ifadeleri asagidaki gibi belirlenmistir:
1 2 1
A2=[25n§zja,s, Bz:[ﬁg__jas{_J%.
m, my - m my

2) Teorem 11.4)’den t(x) smir fonksiyonelinin 4. merkezi momenti ve (63) esitligi

3

esitligi elde edilir. Burada, A, ve B,

ile 1(x)’in basiklik katsayisi igin, 7y, ~ f;xz

;X

ifadeleri asagidaki gibi belirlenmistir:

2. 5. Siirecin Bir Boyutlu Dagilimlarinin incelenmesi

Bu c¢aligmanin amaci, X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonunu baslangi¢
rasgele degiskenin olasilik karakteristigi ile ifade etmektir. Bunun i¢in, X(t) siirecinin bir

boyutlu dagilim fonksiyonu;

Qlt,x,z)=P,{X(t)<x}, t, x>0, z>s olsun.

z

M(t, X, z) sinirli, Olgiilebilir fonksiyonun Laplace doniisimii ve Laplace-Stiltijes

doniigiimii asagidaki gibi tanimlansin:
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M(A,x,2) = TG_MM(t, x,z)dt ; M (A, x,z)= Te_)‘tdtM(t,x,z).
0 0

Istenilen amaca ulasmak i¢in, asagidaki notasyonlar dahil edilsin:

0

G(t,x,z)= Y AD (tha,(x,z); a,(x,z)=F,(z-s)-F,(z-x), (64)
n=0

R(t,z)= Y@, (b, (z—5);  b,(z5)=F, (z-5)~F,(zs). (65)
n=1

Bu takdirde, asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 12. £, m, ve (, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz olsun. Bu takdirde,
X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonlart Q(t,x,z)’nin Laplace doniisiimii, baslangi¢

rasgele degiskenin olasilik karakteristikleri ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

~ ~ R"(A,z)*G(%,x,)
Q(K, X, z) = G(k, X, z)+ . R*(X,O) .

Burada, G(t,x,z), R(t,x,z) fonksiyonlari, {&n}, { } rasgele degiskenler dizilerinin

n

olasilik karakteristikleri ile (64) ve (65)’deki formiillerle ifade edilmistir.

Ispat. ilk olarak X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonu olan Q(t,x,z) elde edilsin:
Qlt,x,z)=P,{X(t)<x}; t,x € [0,40), ze[s,+0).
Q(t,x,z) fonksiyonu tekrar asagidaki gibi yazilabilir:
Q(t,x,z)=P,{X(t)< x} =P {t<t; X(t)<x}+P {t>1; X(t)<x}. (66)
(66) esitliginin birinci terimi G(t,x,z) ile gosterilsin. Yani,
G(t,x,z) =P {t<1; X(t) <x}

olsun. (66) esitliginin ikinci terimi ise asagidaki gibi yazilabilir:

P {t>1;X(t)<x} :j‘PZ {rl edu; X(t)< x}

0
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=j+wQ t—u,Xx, V du Z)Tt{dV}

S

+00

du z JQ t—u,x V)n{dv} (67)

ot—.r—f

I Q(t-u,x,v)n{dv} =Q(t,x,8) notasyonu dahil edilsin. Bu notasyon goéz Oniine
alindiginda (67) ifadesi asagidaki sekli alir:

P {t>1;X(t)<x} :jR(du,z)Q(t—u,x,O).

Dolayistyla, M, (t)* M,(t) = [ M,(t —u)dM,(u) olmak iizere, (66) esitligi asagidaki gibi

o t—

elde edilir:

Q(t,x,z)=G(t,x,z)+jQ(t—u,X,O)R(du,z)=G(t,x,z)+Q(t,x,0)*R(t,z). (68)

0

(68) integral denkleminde, her tarafi n(dz) ’le garpilip, s’den + oo ’a integrallenirse,
Q(t,x,0)= G(t,x,0)+ R(t,O)*Q(t,X,O) (69)

elde edilir. (69) integral denkleminde, her tarafi e ™ ile garpilip, t ve x parametrelerine
rpilip p

gore integrallenirse asagidaki esitlik elde edilir:

(NQ(X,X,O)= (N}(}\,,X,.)-i- R*(k,O)*(NQ(k,x,O). (70)
(70) denklemini, asagidaki gibi yazmak miimkiindiir:

G(A,x,®)

1-R"(A0) 71

Q(h,x,0) =

Ayrica, (70) ve (71) esitlikleri kullanilarak, asagidaki sonug elde edilir:

R"(L,2)*G(1,x,e)

~R'(h)

Baska bir deyisle, istenilen (N)(k,x,z) dagilim fonksiyonu, (N}(k,x,z) ve R*(X,x,z)

Q. x,z)= G, x,z) +

fonksiyonlar1 yardimiyla ifade edilebilir.
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Boylece, G(t,x,z) ve R(t,z) fonksiyonlari, baglangi¢ rasgele degiskenlerinin olasilik
karakteristikleri ile ifade edilirse, slirecin bir boyutlu dagilimlar1 elde edilmis olur. Bu

nedenle, G(t,x,z) ve R(t,z) fonksiyonlar1, &, m, ve (, rasgele degiskenlerinin olasilik

karakteristikleri ile ifade edilecektir. Oncelikle, G(t,x,z) fonksiyonu hesaplanacaktir:

G(t, X,Z)= P, {t; > t; X(t) <x}

= iPZ {fv(t)=n;1, > t,X(t) <x}

= Z:P{Tn <t<T,,38<z-S, <x}
n=0

=D P{T, <t<T, }P{s<z-S, <x}
n=0

= Y[ (t)- D™ (t)][P{S, Sz -5} —P{S, <z-x}]

= [0 (t)- D™ ()[F"(z-5s)-F"(z-x)] = iAdbn (t)a,(x.2).

n=0

Sonug olarak, G (t, X, Z) asagidaki gibi yazmak miimkiindiir:

burada, ay(x,z)=P{z<x}=P{x-2z>0}=¢(x—z) d.

Simdi de, R(du,z) fonksiyonu hesaplanacaktir:

R(du,z) =P, {1, edu} =P, {Ty, €du}

= ZPZ {N; =n;T, edu}
n=l1

=Y P{T, edu; S, ; <z-s<S,}

n=1
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= > P{T, edu}P{S, ,<z-s<S_}
n=1

NgE

[F,1(z=5)~F,(z=9)]d®, (u)

I
—_

=>'b,(z=s)dD, (u).
n=1
Dolayisiyla, R(t,z) asagidaki gibi ifade edilebilir:
R(t,z)=P {1, <t} =X @ (b,(z-59).

n=1

Boylece teorem ispatlanmis olur. u

2. 6. Siirecinin Toplamsal Fonksiyonellerinin incelenmesi

Bir ¢ok pratik ve teorik problemlerin ¢ézlimiinde, siirecin sinir fonksiyonelleri ve
kendi karakteristiklerinin yan sira, toplamsal fonksiyonelleri de 6nemli rol oynamaktadir.
Fakat literatiirde toplamsal fonksiyoneller, sinir fonksiyonelleri kadar detayli bir bicimde
incelenmemigtir. Tlim bunlar géz Oniine alinarak, bu kisimda ele alinan siirecin toplamsal

fonksiyonellerinin bir boyutlu dagilimlar1 incelenecektir.

f:R* >R keyfi smurh bir fonksiyon olsun. X(t) siirecinin toplamsal
fonksiyonelleri, asagidaki sekilde tanimlansin:
t

J; (t)=_[f(x(u))du, t=>0.

0

Bu c¢alismada ulagsmak istenen amacg, Jf(t) toplamsal fonksiyonelinin bir boyutlu
dagilim fonksiyonlarimin ikili Laplace doniisiimiinii hesaplamaktir. Bu nedenle, sinirh

M(t, X, Z) fonksiyonunun, sirasiyla ikili Laplace ve Laplace-Stiltijes doniistimleri,

l\z/l(k,u,z): J.J.e_me_“XM(t,x,z)dtdx, M**(k,u,z): Je_mdt{je_”"dx M(t,x,z)}
00 0 0
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olsun. Burada, A€ R" ve peR’dir. Q,(t,x,z) ile, J,(t) nin toplamsal fonksiyonelinin

kosullu dagilim fonksiyonu gosterilsin:
Q;(t,x,z) =P {I,(t) < x}, t,x e [0,+0), z&[s,+0).

Bu kismin esas sonucunu ifade etmek i¢in agagidaki notasyonlar dahil edilmelidir:

0 n—1
G, (t.x,z)=Y P{T, <t<T, ;;2-S, >, > f(z-S, )&, +(t-T,)f(z-S,) <x}, (72)

n=0 k=0
o n-1
R, (t,x,z)=) P{T, <t;z-S, <s<z-S,;; > f(z-S,) &, <x }. (73)
n=l| k=0

Bu durumda, asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 13. &, ve m, rasgele degiskenleri bagimsiz olduklar takdirde, J f(t) toplamsal

fonksiyonellerinin bir boyutlu dagilim fonksiyonunun ikili Laplace doniisiimii asagidaki
gibi verilebilir:

Q0 2) = G (ko 2) + Gy (b o) R} (s 21 = R (R o))

burada, Gf(t,x,z) ve Rf(t,x,z) fonksiyonlari, {&n} ve {n} rasgele degiskenleri

dizilerinin olasilik karakteristikleri ile ifade edilir.

Ispat. Once Qf(t, x,z) fonksiyonu i¢in yenileme tipli integral denklemi elde edilecektir:
Q; (t,x,2) =P, {J; (t)<x} =P {r, > t;J, () <x}+P, {1, <t; ], (t) <x}. (74)

(74) esitligindeki birinci terimi Gf(t,x,z) ile gosterilsin ve ikinci terimi de asagidaki

sekilde yeniden yazilsin:

P tn <t (1) x1= R e, e X(x)edvel, (5) <yl 11, (1) <x-y)
= []]RAm 2 dud, (5) 2y} PIC, e dviQ(t-ux-y.v)

TTRf (du,dy,z)dr(v)Q(t-u,x-y,v). (75)
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Burada, dn(v)=P{¢, edv} ve R;(du,dy,z)=P,{t, €du; J;(t;) e dy} dir. (75) esitligi,
(74)’de yerine yazilirsa,

Qf(t,x,z) tx z +jT Rf du ,dy,z Q(t—u,x—y,v)dn(v) (76)

S

S8

integral denklemi elde edilir.

J.Qf (t -u, XV, V) dn(v) =Q; (t -u,X -V, 0) notasyonu g6z Oniine alinarak (76) denklemi

asagidaki gibi yeniden yazilabilir:
t ©

Q; (t,x,2) =G, (t,x,z Jr“.Rf (du,dy,z)Q(t—u,x—y,e). (77)
00

(77) denkleminin her tarafi dnce e ™, sonra e ** ile carpilip, sirastyla t’ye ve x’e gore

integrallenirse,

Q1 2) = G (hm2) + Q (A, o) RY (s 1, 2) (78)
denklemi elde edilir. (78) denkleminin her iki tarafi z’ye gore ortalanirsa,

Qf (7“» P',') = (N}f(ka P‘?') + Qf(}\" “?')R? (7”’ Ha')
denklemi elde edilir. Buradan,

1

6(7\'5 “’.) = (N}f(}\‘a “9.) [1 - R:*(}\‘a Ha.)T (79)
oldugu goriiliir. (78) formiili, (79)’de yerine yazilirsa,

Qi (k1. 2) = G, (b i1, 2) + Gy (o) Ry (L 2)[1 - Ry (R 2)]”

seklinde yazilmis olur. Boylece, aranilan (sz(k, W, Z) fonksiyonunun, (N}f(k, U, z) ve

R} (A, u, z) ile ifade edilebildigi goriiliir.

Simdi de, Gf(t, X, z) ve R:*(t, X, z) fonksiyonlari, baslangic rasgele degiskenler

dizisinin belirli olasilik karakteristikleri ile ifade edilecektir.
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Sirasiyla, Gf(t, X, z) Rf(du, dy, z) fonksiyonlar1 hesaplanacaktir:

Ge(t,x,2)=P, {1, > t, J¢(t) < x}

=iPZ{V(t)=n;N1 >n+1;jf(X(ll))duSX}

=Z:P{Tn <t<T,;z-S, >s,k=Ln;
n=0

k=0

?f(x@gym+u_zguz_g)gg

0 n-I|
=Y P{T, <t<T,;z-S, >s;) f(z+ Y, )&, +(t-T,)f(z-S,) <x}.

n=0 k=0
R, (du,dy,z)=P,{1, edu;J,(1,)edy}

Ty,

=P,{T,, edu; [ f(X(t))dtedy}

0
:Z:P{Tn edu;z-S, >s,k=1n-1;z-S <s;
n=1

Tk+1

[ £(x(6)de+(u-T,)f((z=S,) ) e dy}

0 T,

n—

~
Il

0 n-1
=Z:P{Tn edu;z-S, <s<z—Sn_1;Zf(z—Sk)§k+] edy}.

n=1 k=0

Dolayisiyla, R, (t,x,z) fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

R, (t,x,2)=P, {1, <t;J;(1,)<x}

0 n-1
=Z:P{Tn <t;z-S§, <s<z—Sn_1;Zf(z+Yk)§k+] <x}.

n=1 k=0

Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.
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2.7. Siirecin Ergodikligi

Yukaridaki kisimlarda edinilen sonuglardan da goriildiigii gibi, hem siirecin sinir ve
toplamsal fonksiyonellerinin, hem de silirecin kendinin sonlu boyutlu dagilimlarinin
hesaplanmas1 olduk¢a zordur. Bu zorlugu asmak i¢in stasyoner (duragan)
karakteristiklerinin hesaplanmasi amaca yonelik bir agamadir. Fakat, siirecin stasyoner
karakteristiklerinin incelenebilmesi i¢in, 6nce slirecin bazi kosullar altinda ergodik
oldugunu ispatlamak gereklidir. Bu nedenle, bu kisimda ele alinan X(t) siirecinin
ergodikligi incelenecek ve ergodik dagilimin asikar sekli bulunacaktir. Oncelikle, siirecin

ergodikligini belirten teorem verilecektir.

Teorem 14. Baslangic rasgele degiskenler dizisi i¢in ek olarak asagidaki kosullar saglasin:

1) 0<EE, <,
2) Enl<®>

3) m, rasgele degiskeni aritmetik olmayan bir rasgele degiskendir.

Ispat. Ele alinan X(t) siireci, literatiirde “Kesikli sans karisimli yari-Markov siirecler” diye
adlandirilan genel bir stokastik siirecler sinifina aittir. Bu smif i¢in Smith’in “anahtar
yenileme teoremi” tipli genel ergodik teoremi literatiirde bilinmektedir. (bak, Ornegin,
Gihman, Skohorod [ 25], s.243 veya Shurenkov [72]) Fakat genel durumda, bu teoremin
sartlar1 ve ifadesi olduk¢a karmasik bir yapiya sahiptir.

Bu kisimda, siirecin Ozelliklerinden yararlanilarak, yeterince zayif sartlar altinda
stire¢ i¢in ergodik teorem ispatlanmaya c¢alisilacaktir. Hatirlanmalidir ki, ele alinan siireg
icin ergodik teoremini ispatlamak Teorem 14’lin kosullar1 saglandiinda, yukarida adi
gecen genel ergodik teoremin sartlarinin da saglandigin1 gostermeye denktir. Bu nedenle,

ispat agamali bir sekilde verilecektir:

1. Asama. Siirecin ergodik oldugunu gosterebilmek icin Oyle pozitif degerli,
monoton artan rasgele degiskenler dizisi segmek gerekiyor ki, X(t) siirecinin bu anlardaki

degerleri bir ergodik Markov zinciri olusturabilsin.
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Bu kosulu saglayan rasgele zaman anlar1 olarak kisim 2.2’de tanimlanan {rn} ,
n > 0, rasgele degiskenler dizisi ele alinabilir. Cilinkii, tanimina gore 1 olasiligr ile ,

O=1,<1,<1,<...<71,<71,,,<... ve X(1,+0)=C, , n>1"dir.

{€,}, n>1 dizisi [s,+00) arahifinda degerler alan, bagimsiz ve ayni tiir dagilima
(m(B)) sahip rasgele degiskenleri olusturdugu bir dizi oldugu igin, otomatikman bir
Markov zinciri olacaktir. Diger taraftan, bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip olan (w(B))
rasgele degiskenlerin bir ergodik Markov zinciri olusturduklar: literatiirde bilinmektedir.

(bak, 6rnegin, Shurenkov [72]). Bu zincirin duragan dagilimi, £, ’in dagilimi olan (w(B))

ile aynidir. Boylece, genel ergodik teoremin 1. kosulunun saglandig goriiliir.

2. Asama. Genel ergodik teoremin 2. sarti, yukarida belirtildigi gibi {t,}, n>1

dizisinin 1. teriminin beklenen degerinin sonlu olmasidir. 2. asamadaki amacimiz Teorem
14’1in sartlart altinda bu kosulun da saglandigin1 gostermektir, yani ispat etmek gerekiyor

ki, E(N,) <oo’dur. Tanima gore,
N,
T, = Z&i dir. (80)
i=1
N, =N(z) rasgele degiskeni, {n,} rasgele degiskenlerinin dizisi yardimiyla

tanimlandigina ve {nn} dizisinin, {&n} dizisinden bagimsiz olduguna gore, (80) esitligine
Wald 6zdesligini uygulamak miimkiindiir:
E(t,)=EEEN;,. (81)
Teorem 14’in sartlarina gore EE <co’dur. Dolayistyla, Et, <oo sarti, EN, <o
sartina denktir. EN, <co oldugunu ispat etmek icin asagidaki notasyonlar: dahil etmek

gerekmektedir:

S,=> M, n21; Ny=0; N,=N(z-s)=inf{k>1: S, >z—s},

i=l

N, =inf{ k=N, +1: ¢ -8 +S, <s |, n>1.
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Burada, n_, n>0 pozitif degerli rasgele degiskenlerine, { S, } yenileme siirecinin

ardisik basamak ytikseklikleri ve bu 6zelliklere sahip olan rasgele degisken ikililerine yani,

[Nn , Znij ¢ogu zaman artan basamak degiskenleri denir.

Tanima gore N(z-s) rasgele degiskeni, {nn}, n>0 basamak yiiksekliklerinin
olusturdugu bir yenileme siirecidir. Buna gore, EN(z—s)=U (z—s) olup, her ze [s,+ oo)
icin sonludur. Ayrica, En, <0 iken N(z-s) rasgele degiskeninin beklenen degerinin
sonlu oldugu, Feller [23], s. 396-397, Teorem 2(ii)’den bilinmektedir.

Sonug olarak, En, <0 oldugunda, her Ze[s,+00) icin, E(N(z))’in sonlu oldugu
(81)’de goz Oniine almirsa, Teorem 14’in sartlar1 altinda Et, <o oldugu goriiliir. Bu ise,

ergodik teoremin 2. asamasinin ispatini tamamlar. Simdi de ergodik dagilimin asikar sekli

asagidaki teoremden elde edilecektir.

Teorem 15. Teorem 14’in kosullar1 saglandiginda her 6lgiilebilir sinirli f(x) fonksiyonu

(f : [O, + oo) - R) icin asagidaki bagint1 1 olasilig1 ile dogrudur:

Tf(v) U, (z—s)-U, (z-v)|dn(z)dv

S

S =38

0

jUn (z—s)dn(z)

S

.1 1
lim-—J,(t) =lim- J £(X(u))du =

ispat. Genel ergodik teoreme gore (bak, 6rnegin, Gihman, Skorohod [25], s. 243), X(t)

stireci ergodik ise, bu takdirde Olciilebilir ve simirli f: [O, +oo) — R fonksiyonu igin 1

olasilig1 ile agagidaki esitlik saglanir:

00 00 00

[ [Jf0)P,{z, > t; X(1) € dv} dt dn(z). 82)

t=0s s

1
lim-J.(t) =
>0 ¢ +(0) E(t)

Bu calismada ulagsmak istenen amag, (82) esitliginin sag tarafi, {Sn} yenileme

siirecinin olasilik karakteristikleri ile ifade etmektir. Hatirlanmalidir ki, kisim 2. 4’de

G(t,x,z) ile asagidaki gibi gosterilmistir:

G(t,x,z) P{Tl>tX <X} ZA@ (X Z). (83)
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G(t,x,z) fonksiyonu i¢in (83)’de verilen formiilin her iki t’ye gore Laplace
dontlisiimii uygulayarak, {Sn}nzo yenileme siirecinin olasilik karakteristikleri yardimiyla

asagidaki gibi ifade etmek miimkiindiir:

G(x,x,z)zj MG(t,x,z)d(t) = T tian(x Z)AD, (t)d(t)

0
—Za (x,2) j HAD, (t)d(1). (84)
Diger yandan n >0 igin,

Te"“A(Dn(t)d(t)zTe"“[(Dn(t) @, (t)]d(t)

0 0
)

= [e™, (t)d(H- j o, (1)d()

0 0

olur. Buradaki integrallerin her birine kismi integrasyon metodu uygulayip,
[er o, ()dv) = E(e™)] =[om)]
0

esitligi ve @ (O) =P {Tn < 0} =0 oldugu kullanilirsa,

S )

[ a0, (1)d0) =+ To] ~ [o]" = =2

0

— Lo

elde edilir. Bu ifade (84) esitliginde yazilirsa, asagidaki ifade bulunur:
A 1-op(A
7» X, z Za (X, Z) (P( )[ (7»)] (7[3( )Za (x,2) (P(X)]

burada her A >0 igin, @(1)=E(e™") dur.
Kolayca gormek miimkiindiir ki, &, rasgele degiskeninin beklenen degeri sonlu

oldugundan, asagidaki limiti mevcuttur:

lim M)

A—0 Iy

= EE,. (85)
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Simdi, (85) esitliginin ispat1 verilsin.

(&) 0&), | p0a)

e =1-(Ag) )+ o3 T N, +..
oldugundan,
o) =r(e)=1-a(e)+ G p(e)- Gl u(e) o oy e

olur ve buradan,

290 (e () Bl p(e)- oty ()

elde edilir. Boylece, 1xing# =E£, oldugu goriliir. Bu limit, ¢(0)=E(e")=E(l)=1
oldugundan, L’Hospital kurali ile,

lim% N limM - —limE(_ale*”ﬂ ) = Eg,

A0 A A0 1 A0

seklinde de hesaplanabilir.

Diger taraftan, Zan(x,z) serisi mevcut ve sonlu oldugundan, (84) esitliginde,

n=0
L — 0 iken, 0 <@(L)=E(e ") <1 oldugundan limite gegmek miimkiindiir:

. jad . 1_ }\/ e n
yggG(x,x,z)zyg%)nZo(@oo) a, (x.2)

o0

=E& ) a,(x,z)

- E&,i[F*“ (z=8)-F"(z-x)]

=E¢g, [Un (z-s)-U, (Z—x)]

Bu durumda,
TG(t, x,z)dt =E¢,[ U, (z-s)-U, (z-x)], (86)

oldugu aciktir. Simdi de, (86) esitliginin her iki tarafi, z parametresine gore ortalanir, yani

her iki taraf dn(z) ile ¢arpilip, z’ye gore s’den +oo ’a kadar integrallenirse,

+00 +00 +00 +00

G(t, x, z)dtdn(z) = EE | U (z-s)-U_(z—x) |dn(z)dt (87)
I [ [ [V, (2-9)-U, (z-x)]
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elde edilir. (87) esitligi, (82) denkleminde yerine yazilirsa;

1 +00 +00

B, [ [ £(0[ U, (2=5)-U, (z—x)]dn(z) dt (88)

1
Iim-J.(t)=
t—w t f() E(Tl)

Nl
oldugu goriiliir. Hatirlanmalidir ki, <, = z g, ’dir. Dolayisiyla Wald 6zdesligine gore;

i=1

E(t,) = E§EN, dir. (89)

Burada, EN, = J. U, (z—s)dn(z) “dir. Dolayisiyla, buradan 1 olasilig1 ile asagidaki baginti

dogrudur:

TTf(V)[Un (z—s)—Un (Z—V):I dn(z)dv
lim—J,(t) = 2= (90)

TUn (z—s)dn(z)

Boylece teorem ispatlanmis olur. u

Not. Teorem 14 ve 15’dan X(t) siirecinin ergodik dagiliminin mevcut oldugunu ve ergodik
dagilim fonksiyonunun asikar seklini elde etmek miimkiindiir.

Ozellikle, (90) formiiliinde, f(x) fonksiyonunun yerine indikatér (ayirici)
fonksiyonu yazilirsa ergodik dagilim fonksiyonu elde edilir. X(t) siirecinin ergodik dagilim

fonksiyonu Q(x) ile gosterilsin. Bu durumda, asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 6. Teorem 14’iin kosullar1 saglandiginda, X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu

mevcuttur ve her x € (0, +) icin asagidaki gibi yazilabilir:

TUn (z—x)dn(z)
Q(x)z%ijl;P{X(t)Sx}zl—; : 1)

[U,(z=s)dn(2)

Teorem 16. X(t) siireci ergodik oldugunda, X(t) silirecinin ergodik dagilim fonksiyonu

mevcuttur ve il e Ustel(L), A >0 ve her x € (0, + oo) icin asagidaki sekilde yazilabilir:

Q(x)=limP{X(t)<x }=1-¢""", x>z,
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Ispat. él e Ustel(A) olsun. Bu durumda, ¢, rasgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonunun asagidaki gibi oldugu bilinmektedir:

x—k(v—s) >
fC(V):{ © VS s,
' 0 , V<S8

Buradan, (, —>ze [s, + oo) , v=z—-s, {, > v+s doniisiimleri (91) esitliginde yerine
yazilirsa,

TUn (s+v—2z)dn(v) -
Q(x)=limP{ X(t)<x | =1-2 _, EWU, (46 -2) ©2)

TUn(V)dn(V-FS) E(U, &)

elde edilir. , € Ustel(1), m, keyfi olsun. Bu durumda, #(v)=P{&, <v|=1-¢™, v20

oldugundan,

E(U, )= IUn (V)R (V) = xI U, (Ve ™dv = % (93)

elde edilir. Buradan, gerekli degisken doniistimleri yapilirsa, asagidaki gibi oldugu goriiliir:

E(U,(s+C -2) = TUn(s +v—2z)di(v) = XTUn(s +v-z)e dv

= [ MU (Dt =2 [e e VU, (Dt
s—X 0
G_MX_S)

=re e MU (t)dt = ——— (94)
! ! 1-9,(})

(93) ve (94) esitlileri, (92) esitliginde yerine yazilirsa, istenen sonug elde edilir:
Qx)=1-e7"Y  x>s, A>0.

2. 8. Siirecin Ergodik Dagiliminin Momentleri icin Kesin Formiiller

Bu boliimde, teorik ve pratik yonden onemini géz Oniinde bulundurularak, X(t)
stirecinin ergodik dagiliminin momentleri, beklenen degeri, varyansi, ¢arpiklik ve basiklik

katsayilari i¢in kesin formiiller elde edilecektir.
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Teorem 17. Ergodik teoremin kosullari altinda, A >0 iken X(t) siirecinin ergodik
dagiliminin momentlerinin asagidaki gibi ifade edilebilir:

0 |
E(X)" :Z(E}H%, n=1,23,...

k=1

ispat. X =s+X ve X e Ustel(L), A >0 olsun. Bu taktirde,

[e¢]

E(X") = [v'Ae ™dv

© Ly

_r(n+1) n!
AT
oldugu agiktir. Bu durumda, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin momentleri asagidaki gibi

ifade edilebilir:

E(X)" = E(s+ X)" = ZH:(EJS“I‘E(X)" - i(n]s“k % n=12,3,...

n=12,3,...

k=1 k=1 k

Sonu¢ 7. X(t) siirecinin ergodik dagilimimnin ilk dort momenti A >0 i¢in, asagidaki gibi

ifade edilebilir:

1
1) E(X)—S+I,

2s 2

2) E(X*)=s"+—=+—,

) E(X7) EY
3 6s 6

) EX) =8+ —+—+—,
) E(XY) R EAEE

4s> 128 24s 24
4) EX)=s'+—+—+—"4+—.
) EX) A A Ao
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Sonug 8. X(t) stirecinin ergodik dagiliminin varyansi asagidaki gibi ifade edilebilir:

Var(X) = E(X*)-E(X)’ =L=52, L>0.
A

Sonu¢ 9. p, (x)=E[X - EX]*, k=1,2,3,4 olsun. >0 iken X(t) ergodik dagiliminin ilk

dort merkezi momenti asagidaki gibidir:

1) 1, () =0,
2 1,0)=.
3 )=
9 1,00

1 . .
Sonu¢ 10. ¢, = e A >0 olmak iizere, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin basiklik ve

carpiklik katsayilar1 agagidaki gibi ifade edilebilir:

1) Y3:29

2) y,=6.



3. BULGULAR

Bu calismada, stokastik siireclerin dnemli bir smifin1 olusturan “Ustel Miidahaleli
Odiillii Yenileme Siireci” denilen yari-Markov bir model ele alinmis ve bu modeli ifade

eden stokastik siire¢ matematiksel olarak insa edilmistir. Ayrica, insa edilen siirecin sonlu

boyutlu dagilimlar {Tn} ve {Sn} yenileme siirecleri, olasilik karakteristikleri ile ifade

edilmistir. Bunun yani sira, siirecin sinir ve toplamsal fonksiyonelleri matematiksel olarak
insa edilmis ve incelenmistir. Baz1 zayif sartlar altinda, siirecin ergodik oldugu gosterilmis
ve ergodik dagilim fonksiyonunun asikar sekli bulunmustur. Bunlara ek olarak siirecin
sinir fonksiyonellerinin ilk dort momenti kesin formdillerle ifade edilmistir.

Ayrica literatiirdeki mevcut bilgilerden yararlanarak, ¢, rasgele degiskeninin, iistel
dagilima sahip olmasi durumunda, x — oo iken, siirecin sinir fonksiyonellerinin ilk dort

momenti, beklenen degeri, varyansi, standart sapmasi, ¢arpiklik ve basiklik katsayilari igin

asimptotik sonuglar elde edilmistir.



4. IRDELEME

Markov veya yari-Markov modelleri ile ilgili olan bir ¢ok teorik c¢aligsmalar
literatiirde mevcuttur. Bu calismalarin bir ¢ogundaki sonuglar teorik bakimdan onemli
olsalar da, uygulamanin ihtiyacin1 karsilayabilecek nitelikte degildir. Asikar ifadeleri
iceren ve uygulama igin yararli olabilecek caligmalar da vardir. Fakat bu ¢alismalarin eksik
yonii, ele aliman modellerin gereginden fazla idealize edilmis olmasidir. Bu ¢alismadaki
model, hayattaki ger¢cek modellere uygundur.

Bu c¢alismada bu modeller, bir bariyerli Yari-Markov yenileme siirecleri ile ifade

edilmistir. X(t) siireci, {T,} ve {S,} yenileme siiregleri yardimiyla matematiksel olarak

n

ifade edilmistir. Ve bu siirecin olasilik karakteristikleri analitik ve asimptotik yontemlerle

incelenmistir. Bu c¢aligmada, £, rasgele degiskeninin, iistel dagilima sahip olmasi
durumunda, x — oo iken, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin dagilim fonksiyonu, ilk dort

momenti, varyansi, ¢arpiklik ve basiklik katsayilar1 kesin formiillerle elde edilmistir.

Ayrica, €, rasgele degiskeninin, listel dagilima sahip olmasi durumunda, x — oo iken,
stirecin sinir fonksiyonellerinin ilk dort momenti, beklenen degeri, varyansi, standart
sapmasi, ¢arpiklik ve basiklik katsayilari i¢in asimptotik sonuclar elde edilmistir.

Bu caligmanin, yeni bir ¢alisma olmasina ragmen bazi degisiklikler yapmak ve
varsayimlarla oynamak miimkiindiir. Her seyden 6nce X(t) siirecini, iki bariyerli secmek
miimkiindiir. Ayrica, ¢, rasgele degiskeninin normal, gamma, vs. gibi dagilimlara sahip

olmast durumunda ortaya ¢ikan benzer modeller incelenebilir.



5. SONUCLAR

Modern matematigin énemli bir dali olan stokastik modeller ve stokastik siiregler
teorisi son yillarda hizli bir gelisme kaydetmektedir. Ozellikle Markov ve yari-Markov
modellerin yardimiyla fizigin, kimyanin, biyolojinin, iktisadin ve teknolojik sistemlerin
pek cok ilging problemleri ifade edilmekte ve gerekli bir bicimde ¢oziimlenmektedir. Bilim
ve teknoloji gelismesi, yukarida ad1 gegen bilim dallarina ait problemlerin yeni ve detayl
¢oziimlerinin arastirilmasini zorunlu kilmistir. Bu ¢alismada ele alinan “Ustel Miidahaleli
Odiillii Yenileme Siireci” denilen yari-Markov bir modellerin incelenmesi hem teorik hem
de uygulama bakimindan &nemlidir. Ozellikle alinmis sonuglarin, su barajlarindaki su
miktarinin kontrol edilmesine, iilkenin petrol ve gaz rezervlerinin, bankadaki para
rezervlerinin, askeri mithimmatin optimal bir bigimde yonlendirilmesine uygulanmasi iilke
ekonomisi bakimindan gerekli ve faydalidir. Tiim bu modeller, 6zel bir bariyerli yari-

Markov yenileme siirecleri yardimiyla ifade edilebilir.

Bu nedenle bu ¢alismada, X(t) siireci, {T,} ve {S,} yenileme siire¢leri yardimiyla

n

matematiksel olarak kuruldu ve bu siirecle ilgili asagidaki teorik sonuglar ortaya konuldu:

1) Bu fiziksel modelleri ifade eden stokastik siire¢, matematiksel olarak insa edildi.

2) Bu siirecin sinir fonksiyonellerinin temel olasilik parametreleri hesaplandi.

3) Siirecin sonlu boyutlu dagilimlar1 incelendi.

4) Siirecin toplamsal fonksiyonellerinin dagilimlar1 incelendi.

5) Bussiireg i¢in, ergodik teorem ispat edildi ve ergodik dagilimin asikar sekli
bulundu.

6) Ergodik dagilimin ilk dért momenti, varyansi, ¢arpiklik ve basiklik katsayilari
kesin formiillerle ifade edildi.

7) Sinr fonksiyonelleri i¢in analitik ve asimptotik sonuglar ortaya konuldu



6. ONERILER

Yapilan bu caligmanin, stokastik siire¢ teorisindeki eksikligi giderilebilecegi
umulmaktadir. Bununla beraber bu ¢alismanin asagidaki yonlerden de gelistirilebilmesi

mumkindur:

1) &, rasgele degiskeninin, normal, gamma v.s. gibi pratikte sik sik kullanilan

dagilimlara sahip olmasi durumunda ortaya ¢ikan benzer modellerin incelenmesi,

2) Elde edilen kesin formiiller ve asimptotik formiiller arasindaki farkin
degerlendirilmesi,

3) Somut modeller i¢in, simiillasyon yontemleri uygulayarak olasilik
karakteristiklerinin hesaplanmas1 ve elde edilen sonuglarin asimptotik sonuglarla

karsilastirilmasi.
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