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OZET

Bu aliymada I’ (H,(a,b)), —eo<a<b<eo Hilbert uzaymda birinci mertebeden

operatdr katsayih lineer diferensiyel ifadenin dogurdugu minimal operatdriin tim
hiponormal geniglemeleri smir degerleri dilinde yazilmig ve bu genislemelerin bazi
spektral 6zellikleri incelenmistir.

Birinci bdliimde Fonksiyonel Analiz, Operatérler ve Diferensiyel Operator
Denklemler Teorisi’ nin temel kavram ve sonuglar1 verilmis, daha sonra ise John-von
Neumann’ 1n 1929 yilinda kapali simetrik operatériin 6zeslenik geniglemeleri teorisine ait
meshur ¢alismasinin [1] kisa 6zeti verilmistir.

Ikinci béliimde sonlu [a,b] aralif1 iizerinde vektdr fonksiyonlarm L’ (H,(a,b))
uzayinda birinci mertebeden operator katsayili asagidaki lineer diferensiyel ifadenin

I{u)=u'(t)+Au(t),
burada 4, H Hilbert uzayinda bir lineer normal operatordiir, dogurdugu minimal
operatoriin biitiin hiponormal genislemeleri smir degerleri dilinde ifade edilmis ve bu

hiponormal genislemelerin bazi spektral Ozellikleri incelenmistir. Daha sonra ise

I’(H,(a,b)) uzaymda birinci mertebeden bir smf diferensiyel operatrlerin

spektrumunun ayriklifi operator katsayilar: dilinde ifade edilmis ve rezolvent operatGriin

Schatten von Neumann sinifina ait olmasi incelenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Simetrik ve Ozeslenik Operatdr, Minimal, Maksimal Operatorler,
Formal Normal Operatér, Normal Operatér, Hiponormal ve
Makismal Hiponormal Operatér, Izometrik, Daraltma, Uniter ve
Evoliisyon Operatdrler, Hilbert Uzay, Diferensiyel Ifade ve Formal
Eslenigi, Defekt Indeksleri, Spektrum, Schatten-von Neumann
Simifi.



SUMMARY
Hyponormal Differential Operators

In this study all hyponormal extensions of a minimal operator for the first order

operator coefficient linear differential expression are investigated in terms of boundary

conditions and some spectral properties of these extensions are discussed in I (H ,(a,b))

Hilbert space, where —o<a < b <o,

In the first part of the study basic concept and results in the operator theory are
summarized. Then a short summary of a famous study due to John-von Neumann [1] is
stated.

In the second part all hyponormal extensions of a minimal operator generated by

the first order operator coefficient linear differential expression
I(u)=u(t)+Au(t)
in the vector-functions space I’(H,(a,b)) ([a,b] is finite) are described in terms of

boundary condition and some spectral properties of these extensions are investigated.
Then, the discreetness of one class of first order differential operators is described in terms
of operator coefficients. Furthermore, it is investigated whether the resolvent operator

belongs to the Schatten von Neumann class.

Keywords: Symmetric and Self Adjoint Operator, Minimal, Maximal Operators, Formal
Normal Operator, Normal Operator, Hyponormal and Maximal Hyponormal
Operator, Isometric, Contraction, Unitar and Evaluation Operators, Hilbert
Space, Differential Expression and its Formal Adjointment, Defect Indices,
Spectrum, Schatten-von Neumann class.



SEMBOLLER DiZiNi

X Lineer normlu uzayinda, lineer sinirl operatdrler uzay:

I araligy iizerinde » . mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar
uzayl

I aralif igindeki, kompakt bir kiime disinda sifir olan Ct" (1)’ daki
fonksiyonlar uzay:

I araligy lizerinde her mertebeden siirekli tiirevlienebilir fonksiyonlar
uzayt

I araligy igindeki, kompakt bir kiime diginda sifir olan C™(7I)” daki
fonksiyonlar uzay1

Schatten-von Neumann sinifi
H Hilbert uzayinda lineer sinirl1 operatorler uzay:

I aralig1 lizerindeki fonksiyonlarin Hilbert uzay1

[a,b] > den H Hilbert uzayina tanimlanan vektor fonksiyonlarin

Hilbert uzay:
Lebesgue uzaylan, p>1

A operatdriiniin rezolvent operatdrii

A operatdriiniin rezolvent kiimesi

A operatoriiniin spektrumu

A operatoriiniin ayrik spektrumu

A operatoriiniin siirekli spektrumu

A operatériiniin kalan spektrumu

I,p21 igin I. mertebeye kadar I? (I} uzaymnda olan fonksiyonlarmn

Sobolev uzay1

I,p21 i¢in I aralig: igindeki, kompakt bir kiime diginda sifir olan
W; (I) fonksiyonlarm uzay

[a,b]’ den H Hilbert uzayma tanimlanan vektdr fonksiyonlarm

Sobolev uzay1

VI
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Y]
W, (H,(a,b)) [a,b]’ den H Hilbert uzaymna tanimlanan vektér fonksiyonlarn

kompakt bir kiime diginda sifir olan W; (H,(a, b)) fonksiyonlarm
Sobolev uzay
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1. GENEL BILGILER

1.1. Girig

Hilbert uzayinda sinirsiz formal normal operatdrlerin normal genislemeleri
teorisindeki ilk sonuglar Y. Kilpi [2, 3, 4], R.H. Davis [5], tarafindan bulunmus, daha sonra
ise bu teorinin temeli E.A. Coddington [6], G. Biriuk ve E.A. Coddington [7], B.Sz.-Nagy
[8], J. Stochel ve F.H. Szafraniec [9, 10] tarafindan atilmis ve bir genel teori olarak
gelistirilmistir.

E.A. Coddington [6] calismasinda Hilbert uzayinda verilen soyut formal normal
smursiz kapali yogun tanimli bir lineer operatOriin biitiin normal genislemeleri tanim
kiimeleri dilinde ifade etmistir. E.A. Coddington bu ¢alismasinda 1929 yilinda John von
Neumann’in kapali simetrik operatorlerin 6zeslenik genislemeleri alaninda yapmis oldugu
meshur [1] sonucunu genellestirmistir. Ayrica G. Biriuk ve E.A. Coddington [6, 7] bu
calismalarinda lineer bagntilar teorisinin sonuglarindan faydalanarak yogun tanimli
olmayan kapali formal normal operatdrierin normal geniglemelerini de tanim kiimeleri
dilinde ifade edebilmislerdir.

John von Neumann teorisinde oldugu gibi E.A. Coddington’ un bu bulusu da uzun
yillar, Hilbert uzayindaki diferensiyel operatérler teorisi diline doniistiirlilememistir.
Nitekim bir diferensiyel operatdriin herhangi genislemeleri simir degerleri dilinde daha
kolay ifade edilebildiginden John von Neumann teorisinden sonraki yillarda oldugu gibi
uzun yillar bu yapilamamigtir. Bu alanda birkag 6zel durum B.K. Kokebayev ve Kh.T.
Otarov [11], B.N. Biyarov ve M. Otelbayev [12], vs. ¢alismalarinda incelenmistir.

1950’ 1i yillarda katsayilan bir Hilbert veya Banach uzayinda operator olan lineer
diferensiyel operatorlerin incelenmesi biiyiik bir ilgiyle devam etmektedir. Bu alanda ilk
sonuglan E. Hille ve R.S. Phillps [13], J.L. Lions [14], S.G. Krein [15], M.L. Gorbachuk
[16], V.1. Gorbachuk ve M.L. Gorbachuk [17], V.M. Bruk [18] vs. tarafindan bulunmusg ve
bu bir teori olarak gelistirilmistir.

John von Neumann’mn yogun tamimli kapali simetrik operatorlerin 6zeslenik
genislemeler teorisi, yani vektor fonksiyonlarin Hilbert uzayimda operator katsayih formal
simetrik diferensiyel ifadelerin dogurdugu simetrik minimal operatérin &zeslenik

genislemeleri 1970 yilindan itibaren incelenmeye baglanmistir.



Ik olarak bu problem &zeslenik operatdr katsayili Sturm-Liouville diferensiyel
ifadesi i¢in I*(H,(a,b)) Hilbert uzaymda Prof. Dr. M.L. Gorbachuk (Ukrayna, Kiev)

tarafindan sinir degerler dilinde 1972 yilinda sonuglandirilmastir [16].

Bu problem 1970 yilinda Fransa’ min Nitz kentinde diizenlenen uluslararas:
matematikgiler konferansinda B.M. Levitan tarafindan ortaya atilmigtir [19].

Adi diferensiyel ifadeler i¢in bu problemi M.G. Krein [20] ve F.S. Rofe-Beketov
[21] son bir ¢oziime ulastirmislardir. Kismi tiirevli diferensiyel ifadeler i¢in bu problem
R.A Aleksandran, Yu.M. Berezanskii, V.A. Ilin ve A.G. Kostyuchenko tarafindan [22]
¢oziilmiistiir. Sonlu bolgelerde ise bu problem M.I. Vischik [23] tarafindan
sonuclandimlmigtir. Operatdr katsayili herhangi mertebeden lineer diferensiyel simetrik
ifadelerin dogurdugu minimal operatdriin 6zeslenik (maksimal akkiimiilativ, simetrik v.s.)
genislemelerinin smir degerleri dilinde ifadesine V.I. Gorbachuk ve M.L. Gorbachuk [17]
kitaplarinda genis yer vermistir.

Sonlu aralikta vektér fonksiyonlarin Hilbert uzaymda herhangi mertebeden
Ozeslenik katsayili formal normal diferensiyel ifadelerin dogurdugu minimal operatoriin
biitlin normal genislemelerini, sinir degerleri dilinde Z.1. Ismailov [24, 25, 26, 27, 28, 29,
30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39], F.G. Maksudov ve Z.I. Ismailov [40, 41, 42, 43, 44]
un, Z.I. Ismailov ve H. Karatash’ m [45, 46, 47, 48] bilimsel ¢aligmalarinda ifade
edilmistir. Ayrica bu ¢alismalarda bu genislemelerin bazi spektral 6zellikleri incelenmistir.

Simdi Z.I. Ismailov’ un [31] ¢alismasinin &zetini verelim.

Bir H Hilbert uzayinda yogun tanimh kapali bir N operatorii, eger her '€ D(N)

igin, D(N)<D(N") ve |Nf], =|N"f

IH oluyorsa bu N operatoriine formal normal

operator ad1 verilir. Eger bir formal normal operatériin trivial olmayan formal normal

genislemesi yoksa bu formal normal operatdre maksimal operator denir. N formal normal

operatdrii i¢in D(N) =D(N *) ise bu N operatoriine normal operator [6] denir.Yogun

tammli kapali bir N operatdriiniin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart NN" =N'N
olmasidir, yani N operatoriiniin kendi eslenigiyle degismeli olmas: anlamina gelir [8].

Simdi birinci mertebeden asagidaki sekilde bir diferensiyel operatdrii gbz Oniine
alalim.

I(u)=u'(t)+ Au(t), —00<g<t<h<oo,



burada 4, H Hilbert uzayinda alttan pozitif tamimli 6zeslenik bir operatdrdiir. Kolaylik
icin 4> E olarak alalim. E, H Hilbert uzayinda birim operatordiir.

L, (L;) ve L(L*) ile sonlu [a,b] arahifinda vektdr fonksiyonlarm I’ (H,(a,b))

Hilbert uzaymnda I(-) (I"(-) formal eslenik ifadesi) diferensiyel ifadesi tarafindan

dogurulan, sirasiyla minimal ve maksimal operatérleri gosterecegiz. A operatdrii lizerine

bazi sartlar koyarak L, minimal operatdriiniin formal normal oldugu, fakat maksimal

olmadig ispatlanabilir.

Burada siir kosullar dilinde minimal operatdriin biitiin normal genislemelerini ve
onlarin spektrumunun ayrikligi incelenmigtir.

H,, —o<7T<o A° operatori ile kurulan uzaylarm Hilbert dereceleri olsun. 4’
ya H, ’ den H’ ye bir izometrik doniisiim olarak bakabiliriz. H_,* den H’ ye bir
doniisiim olan eslenik operatorii 4’ nin bir genislemesidir. Bunu 4, ile gésterecegiz. Eger
4,, D(A,)=H olan H_’ de bir operatdr olarak alirsak, o zaman 4, dzesleniktir ve
4,2 E [16].

L(u)=u'(t)+Au(t), —o<a<t<h<oo )

Ayrnica L, ve L’ lerin tanim kiimesinin yapis1 [40]’ta incelenmistir.

o !
Lemma 1: Eger D(L,) c W/, (H.(a,b)) ve 4°D(L,) c W ,(H.(a,b)) ise, 0 zaman L

minimal operatorii formal normaldir.

L, minimal operatoriiniin L, genislemesi
L(u)=f(t), f(t)e I’(H,(a,b))
u (a) =u (b)
normaldir. Bu ise L, minimal operatoriiniin 4 operatorii iizerinde belirli kosullar altinda

formal normal oldugunu, fakat maksimal olmadiFini gosterir.
Asagidaki teoremler normal genislemelerin varlif: igin gerekli sartlardar.

Teorem 1: 4, H Hilbert uzayinda lineer yogun tanimli kapali bir operatdr olsun. Eger 4

operatoriiyle /(u) diferensiyel ifadesi tarafindan dogrulan minimal operatoriiniin en az bir

normal geniglemesi var ise, o zaman A4 operatorii normaldir.



Teorem 2: Eger L,, L, minimal operatdriiniin bir normal geniglemesi ise, o zaman

AD(L) W ,(H.(a,b)).

Teorem 2’ den asagidaki sonucu sdyleyebiliriz.

Sonug 1: Eger L, minimal operatoriiniin normal bir geniglemesi L, ise, 0 zaman
D (Le ) c C(H+1/29 [a’b]) :

Eger AeW;(H,(a,b)) c W:(H,(a,b)) ise, 0 zaman A .H =H .

Simdi normal genislemeleri ifade edelim.

Teorem 3: Aerz(H,(a,b)) CWIZ(H,(a,b)) olsun. L, minimal operatdriiniin her L,
normal genislemesi (1) deki diferensiyel ifadesi ve

u(b)=Wu(a) 2)
siur kosulu tarafindan iiretilmistir. Burada W, H Hilbert uzayinda bir {initer operat6r ve

AW =WA,.
W {niter operatérii L, genislemesi tarafindan tek bir sekilde belirlenir, yani

L=L,.

Tersine, AW =WA, Oozelligi olan W {niter operatdrii i¢in L maksimal
operatdriiniin (2) sartin saglayan u(t)e le (H,(a,b)) vektor fonksiyonlara kisitlanigi,
I’ (H,(a,b)) uzaymda L, minimal operatdriiniin bir normal geniglemesidir.

Asagidaki teorem normal genislemelerin spektrumunu ifade eder.

Teorem 4: L, normal geniglemesinin spektrumu asagidaki formdadr.

2kri
b-a’
denklemi i¢in ¢6ziim kiimesidir, k£ =0,%£1,12,---

A A=A burada A, e ** - p =0, pe (W' "),

o (Ly)

Teorem 5: Eger 4 operatoriiniin spektrumu ayrik ise, o zaman minimal operatdriin her

normal geniglemesinin spektrumu da ayrktir.



6, p 21 ile operatdrlerin Schatten-von Neumann Sinifi” m1 gosterecegiz [49].

Teorem 6: '€ & »» P22 olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ae B -
d -1
L)=4" [E +id! (—i ?i;ﬂ bagntis1 agagidaki teoremin gergeklendigi gosterir.

Teorem 7: Eger A" €6, p21ise,0zaman [; €&, .

Kabul edelim ki A7e&_, ve o(4)={4,, n=12,-} olsun. Bu taktirde

y) (W*e—A(b—a))

n

Wt e ve

=2, (€)= W0, n=1,2,3,-..  oldugunu

gérmek zor degildir.
A7 e & igin L, spektrumu agagidaki forma sahiptir.

—A(b— ki
A (M) —iared (7106 2 ,
. (A)—iarg ,,( e )+b—a

n=12,3,- k=0x1£2%-.-

o(Ly)=

Tanmim 1: Bir A Hilbert uzaymnda yogun tanimh kapali bir T operatorii, eger
D(T)=D(T")
ve Vxe D(T) igin

T*x

<l

sartlarini sagliyorsa, o zaman bu 7' operatériine Hiponormal Operatér denir.

Hilbert uzayinda “Lineer Simirli Hiponormal Operatorlerin Genel Teorisi ve
Spektral Analizi”ni kuran ve genisleten P.R. Halmos [50], J.G. Stampfli [51, 52], D. Xia
[53], C.R. Putnam [54], L.R. Williams [55] vs.

1.2. Metrik Uzaylar ve Lineer Uzaylar

Tanim 2 (Metrik Uzay): X bostan farkl: bir kiime ve bir
d: XxX->R,, (x,y)>d(x,y)
doniisiimii verilsin. Eger bu d doniisiimii her x, y,ze X i¢in

i) d(x,y)=0x=y;



i) d(x,y)=d(y,x);

iii) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (lcgen esitsizligi),
Ozelliklerini sagliyorsa X fiizerinde, uzaklik fonksiyonu ya da metrik adim alir ve bu
durumda (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir. Burada i)-iii) ozelliklerine metrik

aksiyomlar denir.

Ornek 1: X =R olmak iizere
d: RxR-R,, (x,y)>d(xy)=|x—y|

seklinde tanimlanan d déniigiimii R iizerinde bir metriktir. Yani (R,d) ikilisi bir metrik

uzaydir. Bumetrige R {izerinde mutlak deger metrigi denir.

Ornek 2: X bostan farkli bir kiime olsun. Bu kiime fizerinde asapidaki gibi bir d

fonksiyonunu tammlayalim.

d(xay)={

Bu gekilde tamimlanan 4 fonksiyonu X kiimesi ilizerinde bir metriktir. Bagka bir

I, x#y ise
0, x=y ise

deyisle (X,d) ikilisi bir metrik uzaydir. Bu metrige basit metrik veya diskret metrik denir.

Tamim 3 (Vektor Uzayr): X bos olmayan bir kiime ve X ( R veya C) bir cisim olsun.

+: XX XX, (ny)>x+y,

Kx X—>X, (a,x)>ax,

doéniislimleri ile toplama ve ¢arpma iglemlerini tanimlayalim. Her x,y,ze X ve a,be K
icin asagidaki kosullar saglansin:

l. x+y=y+x;

2. x+(y+z)=(x+y)+z;

3. x+0=x esitligini saglayan bir tek 0e X vardir;

4. x+(—x)=0 esitligini saglayan bir tek —x€ X vardur;

5.1-x=x;

6. a(x+y)=ax+ay;



7. (a+b)x=ax+bx;

8. (ab)x=a(bx).

Bu durumda X ’e, K cismi iizerinde bir vektor uzay: (lineer uzay), elemanlarina da
vektor veya nokta adi verilir. K =R alinirsa X ’e bir reel vektor uzayr ve K =C alinirsa
X ’e bir kompleks vektor uzayr denir.

“0” semboliiniin, X uzaymndaki bir vektor elemam olarak kullanilmasiyla birlikte,
stfir skaleri i¢in de kullanilmas1 genelde yanilgiya neden olmaz. Ancak biraz daha agiklik
getirmek gerekirse, sifir vektoriinii “ 8 seklinde gosterebiliriz.

Vektor uzaym tanimindan asagidaki su basit sonuclar elde ederiz.

(a) Her xe X i¢in 0x=6;

(b) Her a€ K i¢in a6 =0,

©) (-1)x=—x;

(d) x# 8 olmak lizere ax=>bx ise a=b;

(e) a#0 ve ax=ay ise x=y;

(f) y,ze X vektorleri verildiginde x+ y =z denkleminin tek bir xe X ¢Ozliimil

vardir.
Tamm 4 (Altuzay): X bir vektor uzayr ve Y, X ’ in bir bos olmayan alt kiimesi olsun.

Y, X vektor uzayindaki toplama ve ¢arpma islemlerine gore kendi basima bir vektor uzay:
olusturuyorsa Y’ ye, X ’ in bir (lineer) altuzay denir.

Tamum 5: X bir vektor uzay1 ve x,,x,,%;, -~ x, € X olarak verilsin. a,,a,,4;,"*,a,€ K
olmak {izere

ax, +a,%, +ax, ++-+a,x,
seklindeki bir toplama x,,x,,x,,---,x, € X in bir lineer kombinasyonu denir.

M cX
ise M’ den alinan her sonlu sayidaki vektoriin lineer kombinasyonlarinin kiimesine M °
nin gereni ( veya ortisii) denir ve spanM olarak gosterilir. spanM , X ° in bir altuzayidir

ve bu altuzaya M ’° nin drettigi altuzay denir.

Tanim 6: X bir vektdr uzay1 ve M ={x,x,,x,, --,x,} © X olsun.



a,,a,,0,,"++,a, € K olmak iizere
ax ta,x, tax,+---+a,x, =0
esitligi, ancak ve ancak, g, =a, =@, =---=a, =0 olmasi halinde ger¢eklesiyorsa

XXy, %5, X, € X vektOrlerine lineer bagimsiz, aksi halde lineer bagimlidir denir.

Tanim 7: X bir vektdr uzayr ve M, X ’ in bos olmayan bir alt kiimesi igin
1. M lineer bagimsizdir;
2. X =spanM ise M’ ye X ’in bir taban: veya bir baz: denir.

Eger X vektor uzayimin bir sonlq tabani varsa X ° e sonlu boyutlu bir vektor uzay,
aksi halde sonsuz boyutlu vektor uzayt ad1 verilir. Sonlu boyutlu bir X vektor uzaymnin bir
tabanindaki lineer bagimsiz vektorlerinin sayisina X ° in boyutu denir ve boy X veya
dim X ile gosterilir.

Tamm 8: Y, ve ¥,, X vektdr uzaymin iki altuzay: olsun. Eger, her xe X elemam y, €Y,
ve y, € ¥, olmak iizere

x=ynty
seklinde tek bir gosterime sahip ise, X vektdr uzay1 Y, ve Y, uzaylanimn direkt toplamidir
denir ve X =Y @Y, olarak yazilir. ¥,” ye ¥,’in(yada ¥’ e Y, nin) X ’ deki cebirsel

tiimleyeni denir.
1.3. Normlu Vektor Uzaylan

Tamm 9 (Normlu Vektor Uzay1): X, K cismi iizerinde bir vektor uzay: olsun.
H:X —>[0,00), x> ]

doniistimil her x,ye X veher ae K igin
1. ||x|]=0<=>x=t9;
2. ] =al ]

3. ||x+ y|| < ||xl| + " y” (tiggen esitsizligi)



ozelliklerini sagliyorsa ||||X —>[O,oo), x—)”x" doniisimiine X vektér uzay: lizerinde

norm adim1 alir ve bu durumda (X ,|

||) ikilisine bir normlu vektér uzayr adi verilir. 1-3

ozelliklerine norm aksiyomlar: denir. Bu vektér uzayr iizerinde birden fazla norm
tamimlanabilir. K cismine bagli olarak, reel normlu uzay ve kompleks normlu uzay
terimleri de kullanlir.

Ornek 3: E=C([a,b],K) kiimesi

x(t)

fonksiyonu ile bir normlu uzaydir.

||x” =mak
C  ela,b]

Ornek 4: X =R" (Veya C") kiimesi

i 1/p
b, = {3el} 15 <o

fonksiyonu ile bir normlu uzaydir.

Tanim 10: (X , ||||) normlu uzay i¢inde bir dizi (x,,) ve x,€ X olsun. Eger
il ~x]=0
ise (x,) dizisi x, noktasina yakinsiyor denir ve x, —x, ya da limx, =x, olarak ifade

edilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore yakinsama denir.

Tamm 11: (X , ||||) bir normlu uzay ve bunun bir alt kiimesi 4 olsun.
d(A)=sup{|x-y|:x€ 4, ye A} 20

d(4)e R genellestirilmis reel sayisina 4 kiimesinin ¢apr denir. Eger 4 c X kiimesinin

cap1 sonlu ise A kiimesine simrlt kiime denir. X igindeki (x,) dizisine karsilik gelen

noktalar kiimesi siurl ise (x, ) dizisine szl dizi denir.
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Tamm 12: Bir (X]

||) norml uzayl, bir x, € X noktas: ve pozitif » sayis1 verilsin. Buna
gore;
S, (%) ={xe X :|x—x,| <r}
kiimesine x, merkezli ve  yarigaph agik yuvar,
S (%) ={xe X:|x—x|<r}
kiimesine de x, merkezli ve r yangapli kapali yuvar ve
0, (%) ={xe X:|x—x|=r}
kiimesine ise x, merkezli ve yangaph yuvar yiizeyi denir.
5,(%)=5,(x)uo, (%)

oldugu agiktir. S, (x,) agik yuvarina x, € X noktasmn bir komsulugu (r - komsulugu),

S, (%) =S5, (x,)\{%}

kiimesine de x, € X noktasimn bir delinmis komsulugu ( delinmis r - komsulugu) denir.

Tamm 13: (X , ||||) normli bir uzay ve bunun iginde (x,) bir dizi olsun. Her £>0 igin
m,n>n, oldugunda ||x,, -X H <& olacak sekilde £’ na bagh bir n, dogal sayisisi
bulunabiliyorsa bu (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Bagka bir deyisle:

Ve>0 igin In,eN:Vmn>n, igin |x,—x,|<ee (x,) dizisi bir Cauchy

dizisidir.

Tamm 14 (Banach Uzay): Bir (X , ||||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X iginde bir

elemana yakinsiyorsa, bu (X , ||||) normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayr adi

verilir.

Ornek 5: X =R" (veya X =C") vektor uzayl igin

@ [, =2
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®) |, ;(ilxilj , 1S p<oo;

© [+, =max{x|:i=1,2,3,, n}

normlarina gore birer Banach uzayidir.
1.4. i¢ Carpim ve Hilbert Uzaylar

Hilbert uzaylar1 sonsuz boyutlu normlu uzaylarin en kullamshi tipi olmak {izere
Fonksiyonel Analiz’ in teorik ve pratik uygulamalarinda nemli rol oynamaktadir. Euclid
uzaylan ile biiyiik benzerlife sahip olan Hilbert uzaylarimn boyle kullanish olmasinin
nedeni, vektdr cebirinde tamimlanan i¢ carpim ve diklik kavramlarmin bu uvzaylar igin
genellestirilebilmesidir.

Tamm 15 (I¢ carpim uzayl): K =R (veya C) olmak iizere X bir vektér uzay: olsun.
() XxX—->K

doniistimii asagidaki Ozelliklere sahip ise (-,)° ye X iizerinde bir i¢ carpim, (X ,(~,-))
ikilisine de i¢ carpim uzay: (veya on Hilbert uzayr) denir.

) Vxe X igin (x,x)20 ve (x,x)=0=x=6;

¢
(i,) Vx,ye X igin (x,y)=(y,x) (kompleks eslenik);
(i,) Vx,ye X ve ae Kigin (ax,y)=a(x,y);
(i,) Vx,y,ze X igin (x+y,z)=(x,z)+(»,2).
K =R halinde (x,y)=(y,x). (i,) ve (i,) ifadelerinden Vx,y,ze X ve Va,be K icin
(@) (ax+by,z)=a(x,z)+b(y,z);
®) (x,ay) =Z(x,y) =a(x,y);

© (xay+bz)=a(x,y)+b(x,z)

formiillerinin dogrulugu kolayca gdosterilebilir.

Ornek 6: f,ge C([a,b],K) fonksiyonlar igin
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(f.8)= [ £ (1) gt

tanmmiyla C ([a, b],K ) bir i¢ carpim uzayidir.

Tanimm 16 (Norm): (X,(-,~)) bir i¢ carpim uzay1 ve xe€ X olsun. Bir xe X vektoriiniin
normu

Jod = (2. 0)" 3)
seklinde tanimlanan reel sayiya denir.

Tanim 17 (Hilbert uzay): Bir (X ,(-,-)) i¢ ¢arpim uzay: (3) normuna gore tam ise, yani
(X ,(-,-)) icindeki her Cauchy dizisi (3) normuna gére yakimsak ise, bu i¢ ¢arpim uzaymna

Hilbert uzayr denir.

Ornek 7: (-,-):, x, > K, (x,y):zixky_k
k=l

doniigiimii ,(C) iizerinde bir i¢ ¢arpimdir ve bu i¢ ¢arpima gore ,(C) bir Hilbert

uzayidir.

Tanim 18 (Ayrilabilir Uzay): Bir metrik uzayin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa bu

uzaya ayrilabilir metrik uzay denir.

Tamm 19 (Pozitif ve Negatif Uzaylar): T=T">E, T’ operatdrii ile tammlanan H,(T),
—o0 < j < +oo, Hilbert derecelendirme uzaylarini tanimlayalim.
H = H,, kompleks sayilar cismi iizerinde (-,-) 1, 16 arpim ve f'€ H, igin

1/2

I, =770,

normuyla bir Hilbert uzay: olsun. Burada ', H Hilbert uzayi iizerinde bir lineer dzeslenik

operator ve
771, 2171,

olsun. D(Tj), 0 < j <+oo, kiimesi
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(1.8)y, =(T"1.T’8), » frgeD(T’)
i¢ garpimiyla bir Hilbert uzayidir.
H,,=H_(T), 0<j<+oo, uzayma pozitif uzay denir. Benzer sekilde tanimh

H_,:=H_,(T), 0< j <+oo, Hilbert uzayma da negatif uzay denir.

Tanmim 20 (Sobolev Uzayr): m=>0 bir tamsay1 ve Q, R"’ de pargali siirekli
diferensiyellenebilir dQ smrli bir tamim kiimesi olsun. QU dQ iizerindeki fonksiyonlarin

C"[QUOQ] kimesinin tiimleyeni, yani mdefa siirekli diferensiyellenebilir kiimesi,

2

1/2
LZ(Q)]

normu ile Sobolev Uzay: adim alir. W;" seklinde gosterilir. Burada D“ =S
% ... ot

lo

W) (%ﬂ”l)a‘”

% et

o m
a={a,a,}, o=+ +a, W,(Q) ise, Q icindeki kompakt bir kiime diginda

sifir olan JJ/; (Q) fonksiyonlarin uzay: olarak gosterilir.
Eger Q sinirhli degil ise, o zaman Sobolev uzaym asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

Bir ¢(¢), te Q fonksiyonunun JJ/; (Q)’ ya ait olmas igin gerek ve yeter sart,
¢(t)’ nin ve onun D*p, |@|<m tiirevlerinin de I’ (Q)" ya ait olmasidir. Son olarak,
W . (Q) uzay agagidaki gibi bir i¢ garpim ile bir Hilbert uzayidar.

(¢, y/)%m(g) = Z (Da@ DarW)L2

| (@)

Tamm21 (7 (X,%, ) Uzayr): X kiimesi iizerinde tammli, reel degerli, = olgiilebilir,
| fI7, 1< p <o, fonksiyonunun bir 4 dlgiimiine gore integralinin sonlu oldugu 4 denklik

simflarinimn ailesinin tiimiini L7 (X, Y, #) ile gosterecegiz. Bu 17 (X,X, 4) ailesi iizerinde

norm,
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11, ( o dﬂj’p, < p<e

seklinde tanimlanir.

1/p
I (X,%, p) ailesi, | f ||p :=( _ﬂ Td /JJ ,1< p < oo normu ile bir Banach uzayidir.
X

Tamm 22 (Vektér Degerli Fonksiyonlar): x(z):t — B, (t€ I,I reel eksen fizerinde bir
aralik) seklinde tammlanan ve bir B Banach uzayinda deger alan x(¢) fonksiyonlarina

vektor degerli fonksiyonlar denir.

Tamim 23 (Siireklilik): Bir x(t) vektor fonksiyonu, ¢, € I noktasinda, eger ¢ — ¢, igin
||x(t)—x(t0 )" oluyorsa o zaman x(t) ’ye t, € I noktasinda sireklidir denir. Diger taraftan,
I araliginin her bir noktasinda siirekli olan x(¢) vektor fonksiyonuna siireklidir denir.
Agiktir ki, eger x(t) I arahig iizerinde stirekli ise, o zaman ||x(t)" de bu aralik {izerinde bir

siirekli skalar fonksiyondur.

Tamm 24 (s-Sayllannt ): H Hilbert uzayinda tamamen siirekli biitlin operatdrlerin

kiimesini &, (H) veya kisaca & ile gosterecegiz. Eger, 4€ G ise, 0 zaman 4°4 ve
|A|=(A*A)1/2 operatorleri negatif olmayan ve tamamen siirekli operattrlerdir. Bundan

dolay1 |A

’mnxlﬂ(

Al) 0z degerleri negatif degildir ve n— o iken monoton olarak

A

Al) — 0. Bu sayllara 4 operatdriiniin s -sayilar: denir ve s, (A4), ne N ile gosterilir.

Tanim 25 (Schatten-von Neumann Sinifi): Operatorlerin asagidaki simiflanini géz 6niine
alalim.
S, :={A:Ae 6., D s7(4)<e, p >O}
j=l

seklinde tanimlanan sinifa Schatten-von Neumann Sinifi denir. Bu simf igin norm,

oo

=S50

J=l
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seklinde tanimlanir. Bu norm asagidaki 6zeliklere sahiptir.

W 4], =[], (4e8,);

@ 48], <|4], 18], |24, <4, |2]

,14e & ,Be H).
(4e6,, Be H)

Eger B operatorii iiniter ise, 0 zaman

48], =]34], =[], -

Tanim 26 (Diferensiyellenebilirlik): x(t):l — B bir vektor fonksiyonu ?,noktast igin,
eger

|| x(to + At) - x(t
I A

D fsoms

seklinde bir ye B elemam varsa, o zaman x(t)’ye t, noktasinda diferensiyellenebilir
denir. Buradaki y ’ ye de x(z) vektor fonksiyonunun ¢, noktasindaki tirevi denir.

Eger x(t) vektor fonksiyonu I araligmin her bir noktasinda diferensiyellenebilir
ise, 0 zaman bu x(t) ’ye [ aralifn izerinde diferensiyellenebilir denir.

x'(t) vektor fonksiyonu siirekli ise, o zaman x(t)’ye siirekli diferensiyellenebilir

denir.

Tamm 27 (Bochner Integrali): o(¢), [a,b] aralif1 iizerinde soldan siirekli, azalmayan
bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki, & bu aralik {izerinde sayilabilir toplamsal 6l¢limii
gostersin. Bir B Banach uzayinda deger alan bir x(t)(t € [a,b]) vektor fonksiyonu, eger
A, x(t)=x ke A)), VA, = [a,b] olan &lgiilebilir kiimeler fizerinde sadece bir sonlu
say1 degerini alirsa bu x(t) ’ye basit denir. A; kiimesinin Slgiimii o ’a esit ise, o zaman
x(t)=0 (te A,) olarak aliniz.

x(t) ’ye hemen hemen her yerde yakinsak olan basit vektdr fonksiyonlarimin bir
x, (¢) dizisi meveut ise, o zaman x(t)*ye giiglii 6lgiilebilir denir. B Banach uzayi fizerinde
her siirekli lineer f fonksiyoneli igin f(x(¢)) skaler fonksiyonu [a,b] araliginda
Ol¢iilebilir ise buna da zayif dlgiilebilir denir.
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Eger x(t) olgiilebilir ise, o zaman [x(z)] skaler fonksiyonu da &lgiilebilirdir. Bir
basit x(t) vektdr fonksiyonunun integralini

I]x(t)dO'(t) = Zx jmesA

a

seklinde tanimlariz.
Bir x(t) vektor fonksiyonu igin, eger x(z)’ye hemen hemen her yerde yakinsak

olan bir x, (¢) dizisi ve

tim [lo6)—x, (fdot) =0

var ise, O zaman bu x(t) vektor fonksiyonuna [a,b] araligy {izerinde Bochner
Integrallenebilir denir.

Bir x(¢) vektor fonksiyonunun Bochner integrallenebilir olmas: igin gerek ve yeter

sart, x(t) vektdr fonksiyonunun dlgiilebilir ve

Mot <es

olmasidir.
Bir x(¢) vektor fonksiyonu [a,b] arah: iizerinde &lgiilebilir bir M alt arahg
iizerindeki integrali

T2 Ox(0ote)

a

seklinde tammlamr. Burada y,,(z), M ’nin karakteristik fonksiyonudur.

Tanmim 28 (Lineer diferensiyel bir ifadenin formal eslenigi): 7, I aralif1 iizerinde 7.

mertebeden bir formal diferensiyel operatdr olsun. Tersi sOylenmedikge 7° yu regiiler
olarak kabul edecegiz. Burada I’ () uzaymda 7 ’ya uygun lineer diferensiyel operatoriinii
tanimlayacagiz ve onlarin esleniklerini inceleyecegiz.

I=[a,b] sonlu kapal bir aralik ve f,ge C"(I) olsun. Asagidaki integrali goz

Ontine alalim.
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f(er)5@=3; fo (t{(g)"f@)}gﬁw.

Buradan, sag tarafi k£ kere k. terim kismi integrali alimrsa asagidaki ifadeler

bulunur.

?{(g;)kf(t)} a (t)gt—)dt=—1[%jk~l f(t)}[(% fo ()7 e

Béylece,

e s = O3 [4) o (s@a£ (0 (r2) @

olarak bulunur. Burada,

E(7.0)=3,31)" {(g;j fa.(00) (gjk"f<f>}.

Bununla birlikte, Leibniz kuralin1 kullanarak,
(2] {ar@-30)(4) a0 (4) 0]

b
(4) iin sag tarafindaki integralinden I f ()7 g(t)dt yazilabilir. Burada 7"

r=3%, (t)(%)i

=0

operatdriidiir ve

5,030 ()4 a0,

k=j

Eger 7 bir (regiiler) formal diferensiyel operatér ise, o zaman
bn (t) = (_1)” an (t) #0 ?

7" da bir (regiiler) formal diferensiyel operatordiir.
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Sinir kosullan i¢in Leibniz kuralin1 uygularsak asagidaki formiilii elde ederiz.

Rra- 3 Cre) (&) o) (4)50) (4] a0

- 3 (0| (&) a0

o< j<isn

SEE 03] 00w

Eger n x n kare matris {F;’f (’[)}, 0<1, j<n-1 igin

E’j(r)=n§1(—l)i(3)[i]i—ja,+i+l(t), jel<n-1

= dt
F'(z)=0, j+i>n-1
seklinde tamimlamrsa, o zaman sinir kosullar agsagidaki sekilde yazilabilir.

n-1 o
F(f.g)= 2 F'(0)f" (1) (2).
7,1=0
7, I aralhig: tizerinde (kapali olmasi gerekmez) formal diferensiyal bir operator
(regiiler veya irregiiler) olsun. {Elf (z‘)}, 0<l, j<n—1 matrisine, 7 icgin tel

noktasindaki sinir matrisi denir. Asagidaki bilineer ifadeye ise 7 igin fe€ I noktasindaki

smir formu denir.

)=3 F ()0 (08 (0.

J1=0

Regiiler veya hregﬁler,
.3 dY
T =) b (t)—
3:h,)(4)

formal diferensiyel operatoriine 7 * nun formal eslenigi denir. Burada b, (t)

L 0=3 0 ()4) w0

k=j

Eger =1 ise 7’ ya formal zeslenik veya formal simetrik ad1 verilir.



19

1.5. Operatorler Teorisinin Temel Kavramlar:

Tanmim 29: X ve Y bos olmayan kiimeler ve D c X olsun. D’ nin her elemanina Y ’ nin

bir elemanim karsilik getiren bir kurala D’ den Y ° ye bir operator veya déniisiim denir.
A operatdriniin x° e karsilik getirdigi eleman A(x) veya Ax ile gdsterilir. 4
operatdriiniin xe D’ yi, Axe Y’ ye gotiirdiiglinii belirtmek icin,

A:Dc X —>Y
gosterimi kullamlir. (Bu gosterim D’ yi Y ° ye gotiiren A operatorii veya 4, D’ den Y’
ye seklinde okunur). Bu durumda D’ ye 4 operatdriiniin fanim kiimesi denir ve D(A) ile
gosterilir.

R=R(4)={yeY:y=4x, xe D(4)}
kiimesine A4 operatoriiniin deger (veya gériintii) kiimesi denir. A operatdriiniin yaptig1 bu
islem

X>D(A)—*>R(4)cY
seklinde veya kisaca

A:X->Y
bigiminde gosterilir. Bu gosterimde

D(A)# X veya R(A)=Y

olabilir.

Ornek 8: Af (x):=f’(x), fe C"]0,1] bigiminde tammlanan
4:¢([0,1],K)— C([0,1],K)

operatdriiniin tamm kiimesi D(4)=C"[0,1] dir.

Tanmm 30: 4: X > Y ve Ec X, FcY olsun.
A(E)={4x:xe E}

kiimesine E ° nin gériintiisi,
A7 (F)={xe X : 4xe F}

kiimesine F'’ nin ters goriintiisii denir.
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Tamm 31: A: X —> 7Y ve B:X — Y operatorleri verilsin. Eger

D(A4)=D(B) ve Vxe D i¢in Ax=Bx ise A ile B operatdrleri esittir denir ve
A =B ile gosterilir. Eger,

D=D(A)cD(B) ve VxeD(A) igin Ax=Bx ise A operatorine B
operatdriiniin kusitlamas: (veya B operatdrine A operatoriiniin geniglemesi) denir ve

A=B\ D(4) ile gosterilir.

Tamm 32: X,Y ve Z kiimeleri, 4: X —Y ve B:Y — Z operatorleri verilsin.
R(A4)c D(B) ise Vxe X igin Axe Y oldugundan B(4x)e Z. X’ denZ’ ye xe D(4)
i¢in
(B4)(x)=B(4x)
ile tamml1 operatére B ile A’ nin bileskesi denir ve BA ile gosterilir. Hatta AB

operatoriiniin tanimli olmasi ( Bu yalniz Z = X olmasi halinde gecerlidir.) durumunda da
genellikle 4B # BA olur.

Tanim 33 (Sabit Operator): 4: X — Y bir operatér ve be Y bir eleman olsun. Eger,
Vxe X icin Ax=5b

ise A operatoriine sabit operatdr denir.

Ornek 9: 4:C[0,1] - C[0,1], D(4)=C"[0,1] olmak iizere

Af (x)=1, 4f (x)=5

operatorleri birer sabit operatorlerdir.

Tanim 34 (Birim Operator): 4: X — X operatorii verilsin. Eger, Vxe X i¢in
Ax=x

ise A operatoriine birim (6zdeslik) operator denir. I, E veya I, ile gosterilir.

Tanim 35 (Orten Operator): 4: X — Y operatdrii icin AX =Y oluyorsa, 4 operatdriine
orten veya surjektif, aksi taktirde operatdre igine operatdr denir. Buna gore, eger 4 Orten

bir operator ise, Vye Y icin Ax=y olacak sekilde xe X vardir.
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Tanim 36 (Bire Bir Operator): 4: X — Y operatori i¢in herhangi x,,x, € X i¢gin
X, #x, = Ax, # Ax,

ya da, buna esdeger bir bagka deyisle
Ax, =A%, = x5, =X,

oluyorsa, A operatdriine birebir ( 1:1) veya injektif operator denir.

Tamim 37 (Bijektif Operator): Hem birebir hem de Orten olan operatre birebir érten

veya bijektif operatér denir.

Ornek 10: Asagidaki 4:R — R operatorlerini gdzéniine alalim:

(a) Ax =cosx operatorii i¢ine bir operatordiir. Clinki

R(4)=[-11]#R
dir. Bu operator birebir operator degildir. Ciinkii

0=A(r/2)=A(3m/2) ="

(b) Ax= x(x2 —1) operatdrii R(A4)=R oldugundan orten, fakat birebir operatdr
degildir. Ciinki

0=4(=1)=4(0)=4(1).

(¢) Ax=tgnhx operatdrii R(4)=(~11)#R oldugundan 6rten degildir. Fakat her
ae (-1,1) igin tgnhx =a denklemi tek bir kke sahip oldugundan birebir operatordiir.

(d) Ax=2x® operatdrii birebir Srten bir operatordiir. Ciinki

R(4)=R

ve her ae R igin x* =a denklemi bir tek x=3/a kokiine sahiptir.

Tanim 38: X ve Y normlu uzaylarn ve A:X —Y operatorii verilsin. Asagidakiler
saglandifinda 4 operatdrii x, € D(A) noktasinda séreklidir denir.

() Ve >0 igin 36>0:Vxe D(4) |x—x,| <& iken
| 4x— x| < €.

(b) x, noktasina yakmsayan V(x,) c D(4) dizisi igin
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lim A4x, = Ax, .
Limit tammma gore A:X —Y operatdrinin x,€ D(4) noktasinda siirekli

olmasi;

x — x, iken Ax — Ax, olmasi demektir.

Tamm 39: Eger 4: X — Y operatdrii D(4)’ mn her noktasinda siirekli ise, 4 operatorii

D(A) tzerinde siireklidir denir.

Tamm 40 (Simrh Operator): X, Y normlu uzaylar ve 4, tanim kiimesi D(4)c X ve
goriintii kiimesi R(4)cY olan bir operatdr olsun. Eger 4 operatdrii D(A4)’ nin X * deki
stmith her kiimesine R(A4)’ mn Y’ de smrll bir kiimesine karsilik getiriyorsa A
operatoriine sinrly bir operator denir.

Bagka bir deyisle;

Vxe D(4)igin  |Ax|<c|x| olacak sekilde sabit bir ¢>0 sayis1 varsa 4

operatoriine sinirlt operatér denir.

Ornek 11: k(t,s) fonksiyonu D=|[a,b] x [a,b], (a,be R) karesel bdlgesi iizerinde

stirekli bir fonksiyon olsun.

b

y(t)= Ik(t,s)x(s) ds

esitligi yardimiyla gesitli y = Ax integral operatorleri tamimlayabiliriz.
X =Y =(C[a,b],]{. ) olsun.

A4:C[a,b] > Cla,b], 4x(t) = l]k(t,s)x(s) ds

[4]

operatdrii lineer ve stmirli bir operatordiir.

Tamm 41 (Tamamen Siirekli Operator): Eger her simrli kiimeyi kompakt bir kiime

icerisine gbtiiren bir doniislim varsa bu operatdre tamamen siirekli operator denir.
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Tamm 42 (Lineer Operator): X ve Y aym K cismi {izerinde iki lineer uzay ve

A:X —Y operatdrii verilsin. Eger D(A4), X’ in bir altuzay: ve
Vx,ye D(A4) ve Ve, fe K igin

A(ax+ By)=ad(x)+BA(y)

ise 4 operatoriine lineer operator denir.

Tamm 43 (Daraltma Operatorii): B bir Banach uzay1 ve K :B — B bir smirli lineer

operator olsun. Eger,
[xl<1

ise, o zaman K’ ya B’ de bir daraltma veya sikan operatdr denir.

Tanim 44 (Grafik): X ve Y iki Banach uzay1 olmak iizere Z =X @Y olsun.
A: X —Y lineer operatorii igin,
Gr={(x,4x):xe D(d)}cZ=X DY

alt kiimesine A4 operatoriiniin grafigi denir.

Tamm 45 (Kapali Operator): 4: X — Y operatoriiniin grafigi GrAc Z=X @Y ’de
kapaliise A operatdriine kapali operatér denir.

A:X —Y operatoriiniin grafiginin kapali olmas1

(%)= D(4), lim(x,,4x,)=(x)
kosullarmndan xe D(4) ve y = Ax denklemini saglamas1 demektir.

(x,y)e XxY igin |(x,»)|=|x], +[»], oldugundan 4:X —Y lineer operatri
kapahdir < (x,) < D(4), limx, =x ve lim Ax, =y ise x€ D(A4) ve y=4Ax.
Tamim 46 (Akkiretiv Operator): H bir Hilbert uzay, 4 ise H iizerinde ——(—25=H olan
kapal: lineer bir operatdr olsun. Eger, Vxe D(4) igin

Re(A4x,x)20

oluyorsa, o zaman bu A operatSriine akkiretiv operatér denir.
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Tanim 47 (Simetrik Operatér): 4, D(4) tanm kiimesi H Hilbert uzaymnda yogun olan
bir lineer operatdr olsun. Eger 4 c 4", yani Vf,ge D(4) i¢in

(4.8)=(/.42)

ise 4 operatOriine simetrik operatér denir.

Tanm 48 (Eslenik ve Ozeslenik Operator): 4, bir H Hilbert uzaymda sirli lineer bir
operatdr olsun. Eger her f,ge D(A4)c H igin

(4f.8)=(1.48)

saglaniyorsa A" ’a A ’nin eslenik operatdrii denir.

Eger D(4)=D (A*) ve A= A" ise bu A operatoriine dzeslenik operatér denir.

Tanim 49 (Hermit Operator): A smrl bir operatdr olsun. Eger 4= A" ise, 0 zaman A

operatOriine Zermit ad1 verilir.

Tamm 50 (Normal Operator): Bir H Hilbert uzayinda lineer yogun tanimh kapali bir
N operatdri, eger D(N)=D(N*) ve Vxe D(N) igin

[Ns], =[x ,[6]

saglaniyorsa o zaman bu N operatOriine normal operator denir. Bagka bir deyisle;
Bir H Hilbert uzayi’'nda yogun tanimli kapali bir N operatorii igin D(N)= D(N *)

ve N"N = NN" saglamyorsa bu N operatdriine normal operator denir.

Tanim 51 (Uniter Operator): H Hilbert uzaymda tanimh U : H — H , bir U operatéri,
eger f,ge H igin

(Uf.Ug)=(s.zg)
oluyorsa veya baska bir deyisle U'U=UU"=E, yani U"=U"" saglamyorsa bu

U operatdriine éiniter operator denir. Ayrica U™ operatdrii de iiniterdir.

Tamm 52 (izometrik Operator): H, ve H, sraswyla (-,-), (), i¢ carpimlaniyla iki

Hilbert uzay olsunlar. V : H; — H, bir lineer operatorii igin, eger herhangi f,ge H, igin
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(7f.7g),, =(/.8),

saglantyorsa bu V operatdriine izometrik operator denir.

Tamim 53 (Evoliisyon Operatorler Ailesi ): A ayrilabilir bir Hilbert uzay: ve

I’ =I’(H,(a,b))de H iginde sonlu [a,b] araliginda vektdr fonksiyonlarm Hilbert uzay:

olsun [4], [56]. Burada U (1,s), t,s € [a,b] operatdrii lineer siirekli simrl: terslenebilir ve
U™ (t,s)=U(s,t)e I}, U"(t,5)=U(s,1)

olsun. U(t,s), t,s€[a,b], H Hilbert uzaymnda

Mf+iAI.U(z,s)f=o

ot
U(s,s)f =1, fe D(4),

homejen diferensiyel denklemi igin sir deger probleminin ¢éziimii olsun. Bu operatérler

ailesine Evoliisyon Operatorler Ailesi diyecegiz.

Tanim 54 (Pozitif Operatorlerin Kare Kdékleri): Eger bir B 6zeslenik operatdrii icin

B? = 4 ise bu B dzeslenik operatdriine pozitif 4 operatdriiniin kare kokii denir.

Tanim 55 (Rezolvent Kiime): A bir Hilbert uzay1 ve 4: D (A) c H — H bir lineer
operat6r olsun.
p(4)={ieC:(a-1E)" e L(x)]

kompleks sayilar kiimesine 4 operatOriiniin regiiler degerler kiimesi (veya rezolvent

kiimesi) denir.
Ae p(4) olmak iizere R(A;4)=(4A-AE )—1 operatriine A operatdriiniin

rezolventasi (veya ¢dziicii operatorii) ad1 verilir.

Tamm 56 (Spektrum): H bir Hilbert uzayr olsun. o(4)=C\ p(4) kiimesine 4

operatoriiniin spektrumu denir. A operatdriiniin spektrum kiimesi o (4) ile gosterilir.

Tamm 57 (Aynk Spektrum): o, (4)={4e C:(4-AE) bire bir degil}
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kiimesine 4 operatdriiniin ayrik spektrumu denir ve o, (4) ile gosterilir.
Eger 4 € 0,(4) ise 0 zaman
(A= 2E)x, =0
olacak sekilde bir x,# 0 vardir. Buradaki 4,’a 4 operatdriiniin 6zdegeri, x,” aise 4,” a

uygun bir 6zvektorl denir.

Tanim 58 (Siirekli Spektrum):

0,(4)={Ae C:(4-2E) bire bir, R(4—AE) = H, fakat R(4~AE)H|

c

kiimesine A operatdriiniin siirekli spektrumu denir ve o, (4) ile gosterilir.

Tamm 59 (Kalan Spektrum):
0, (4)={Ae C:(4-AE) bire bir, R(4—AE)# H}

kiimesine 4 operatdriiniin kalan spektrumu denir ve o, (A) ile gosterilir.
0,(T), 0,(T) ve o,(T) ayriktir ve
o(T)=0,(T)ue,(T)uo,(T).

Ornek 12: X =(C[0,1],]. ) olmak fizere, 4: X — X
Ax=1x(t)
operatoriinii gdz 6niine alalim.
Ax=1x(t) operatdrii igin (A—AE)’ yi bulahm.
) &(t)-2x(1)= (1)
olup, x(t) ¢dziimii her r&[0,1] igin yukandaki esitligi saglayan bir fonksiyondur. Eger
Ae R\]0,1] (A<0 veya A >1) ise (*) denkleminin her y€ X igin [0,1] {izerinde siirekli

tek

x(1)=—(1), re[0.]

¢oziimii vardir. Bunedenle p(A4)=R\[0,1] veher Ae p(4) igin
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R(4;4) =;—_1—ﬂ—y(t), te[0,1]
olur.

Simdi A€ [0,1] sayismn 4 operatdriiniin spektrumuna dahil oldugunu gorelim.

A €[0,1] ve y(¢)e C[0,1] fonksiyonu y(4)=a#0 kosulunu saglayan herhangi
bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon icin

(1=2)x(t)=y(1)

esitligi higbir x(z)e C[0,1] fonksiyonu i¢in saglanamaz, ¢iinkii # = A, noktasinda sol taraf
sifir, sag taraf ise sifirdan farkhidir. Dolayis1 ile 4=/, oldugundan (*) denklemin higbir
y(t)e C[0,1] fonksiyonu i¢in ¢dziimii yoktur. Buise A€ o(4) olmas: demektir. Ayrica
0(4)’ mn higbir noktas: 4 operatdriiniin 6zdegeri de olamaz, ¢iinkii

(t=A)x(t)=0, 1€]0,]1]
denkleminin ¢Sziimii her ¢ # 4, i¢in x(¢)’ nin siireksizli§ine gore = A noktasinda 0 olur.

Boylece,
o(4)=[0,1] ve 0,=0.

1.6. Simetrik Operatorlerin Genislemeleri

1.6.1. Problemin Ortaya Konmasi

Simetrik operatorler teorisinin temel problemlerinden biri, verilmis bir A4 simetrik
operatdriiniin simetrik genislemelerinin yapisal kurulmas: problemidir.

Eger B, bir 4 simetrik operatoriiniin simetrik bir genislemesi ise, 0 zaman 4 B
ve aym zamanda B* c 4*. B simetrik operatér, yani B c B" ise

AcBcB c 4. %)
Buradan, bir 4 operatoriiniin her simetrik genislemesi, 4" operatdriiniin kisitlanmasidir.

Bir 4 simetrik operatdriiniin eger hi¢ bir Ozsimetrik genislemesi yoksa bu 4
operatoriine maksimal simetrik operator denir.

Her dzeslenik 4 operatérii maksimal simetrik operatordiir.



28

A=4" ve (5) formiilinden B=A4 olarak bulunur; yani 4’ mn her simetrik B

genislemesi 4 ile gakisir.
1.6.2. Simetrik Operatoriin Defekt Uzaylan

A bir simetrik operatér ve A reel olmayan keyfi bir say1 olsun. R, ve R,
sirasiyla (A—/_lE) ve (4—AE) operatorlerinin deger kiimesi olarak gosterecegiz. R, ve
R,, H Hilbert uzaymm altuzaylaridir. Bunlarin altuzaylarin kapali olmasi gerekmez.
(H —iRz) ve (H -R 2) ortogonal tiimleyenlerine A4 operatdriiniin defekt uzaylar: denir ve
strastyla N, ve O, ile gosterilir. Buradan

N, =(HoR,), N, =(HoR;).

L 0N, ve N, defekt uzaylan swrasiyla 4 ve A Ozdegerlerine sahip olan A
operatoriiniin ¢6ziim uzaylandir, yani

n, =ker(A* —ZE), N, =ker(4-AE).

Gergekten, eger xe N, ise, o zaman her bir ye D(A4) vektoril i¢in

(Ay—Ay,x)=0 ©)
yani

(4y,x)=(,4) )
olup, 4* operatoriiniin tanimindan,

( Vs A*x—Zx) =0
bulunur ve buradan

X€ D(A*) ve A'x=Ax.
Tersine, eer A"x=Ax ise, 0 zaman keyfi bir ye D(4) vektdrii igin (7) denklemi

saglanir ve bu (6) denklemine esittir, yani xe 0,.
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1.6.3. Cayley Doniisiimii

A bir simetrik operat6r ve A reel olmayan bir say1 olsun. V : H — H ,
V =(4-AE)(4-E) ®)

seklinde verilen V' operatdriine, 4 operatoriiniin Cayley déniigiimii adi verilir.

Simdi V' operatériiniin baz1 6zelliklerini birer birer inceleyelim.

Teorem 8:

1. Bir A4 simetrik operatSriniin Cayley doniigiimii, tamim kiimesi 2R; ve deger
kiimesi R, olan bir izometrik operatordiir.
2. ye D(V) vektori i¢in biitiin (Vy—y) kiimesi H Hilbert uzayinda yogundur.

3. 2. sart1 saglayan her V' izometrik operatorii belirli bir simetrik operatoriin Cayley

doniistimidiir.
ispat:
1. Her ye D(V) vektoriiniin R’ ye ait oldufu agiktir. Tersine, y € R vektoriini
(A-AE )"1 operatdriine uygularsak (A-AE )_1 yeD(A) elde ederiz. Dolaysiyla

(4—AE) operatdri, (4—AE )_1 y olarak uygulandi. Buradan ye D(V) olur. Bdylece

Simdi, xe D(A4) olsun.
y= (A—ZE)x ©)
o zaman ye D(V) ve
Vy=(4-AE)x (10)
dolayisiyla V' operatériiniin deger kiimesi R ile gakigir. Ustelik,
W =[(4=2E) o =((4-AE)x,(A~AE)x) = (Ax, 4x)—~ A(4x,x)
—/?,(x,Ax)+l/1]2 (x,x)

veE
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oI =|(4-2£)=

(Ax,x)=(x, Ax) oldugundan,

Pl =[of
olarak bulunur, yani V' izometrik operatordiir.
2. (9). ve (10). formiillerden

y—Vy=(/1-Z)x,
olup buradan, biitin y—Vy, ye D(V) vektdrlerinin R(E—V) kiimesi D(4) kiimesi ile
cakigir ve H Hilbert uzaymda yogundur.
3. V', 2. sart1 saglayan bir izometrik operatdr olsun. Bu V operatdriiniin birime esit
olmayan 6zdegeri vardir, yani

y=ry
denklemi, sadece y =0 da saglanir.

Eger bdyle degilse, 0 zaman her ze D(V') vektorii i¢in denklem
(Vz—z,y) = (Vz,y) —(z,y) = (Vz, Vy) —(z,y) =0
olur, yani y#0, H Hilbert uzayinda yogun olan R(E—V¥) kiimesine ortogonal olur ve

bu da imkansizdir. Boylece (E - V)_1 operatdrii vardir.

1

A=(AE-W)(E-V) (11)

ve A4 operatdriiniin bir simetrik operatér oldugu ispatlanmistir. Bu operatdr ¥ Cayley
doniisiimiiyle cakisir. Ayrica 4 operatoriinil agagidaki sekilde de tanimlayabiliriz.

Her ye D(V) ve D(4A)=R(E-V) i¢in

A(y=Vy)=Ay-Py.
2. kosuldan D(4)’ nmn H Hilbert uzayinda yogun oldugu sonucunu g¢ikanriz. Ustelik
YYr € D(V) igin

(A(yl _Vyl)ayz _Vyz) = (ﬂyl _ZVypyz _Vyz)

:(’1"'2)(3’1’)’2)—E(Vylsyz)"’l(ylsVJ’z)

Ve
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(33 =705 A(3, = 73,)) = (31 = V305 A3, = W)
=(A+2)(31,3,) = A(71,3,) ~ A (3 73,)
buradan da asagidaki esitlik bulunur,
(A(yl V)7 —Vyz) =((y1 —Vyl),A(yz _Vyz)) ’
yani A simetrik bir operatordiir.
Son olarak, eger x=y—Vy, ye D(V) olarak alirsak, o zaman
Ax=Ay-Wy.
Boylece
Ax—Jx=(A-2)y, dx—Ax=(A-A)Vy.
Yukaridaki denklemler de V'’ nin 4 operatoriiniin Cayley doniisiimii oldugunu

gosterir.

Teorem 9: 4, ve 4, iki simetrik operatdr, ¥ ve ¥, de sirasiyla bu operatérlérin Cayley
doniisiimleri olsunlar. Bu taktirde 4, operatdriiniin 4, operatdriine bir genislemesi olmasi

i¢in gerek ve yeter sart ¥, operatoriiniin ¥’ in bir genislemesi olmasidir.

Teorem 10: Bir A4 simetrik operatoriiniin kapal: olmasi i¢in gerek ve yeter sart onun V

Cayley doniisiimiiniin kapah olmasidir. Bu durum igin gerek ve yeter sart 2R, ve R, larn

kapal1 olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki, 4 simetrik operatdrii kapali ve y, € MR- ic¢in
v, =(A—ZE)xn, x,€ D(4)
dizisi belirli bir y vektoriine yakinsasin. V' operatoriiniin izometrikliginden
vy, =(4-4E)x,
dizisi de ayn1 zamanda belirli bir z vektoriine yakinsar.
: —=(r-2),

1
-2

Xp =

_V —
—= (M) =

;,
NI

A—
Ax, = (Zy,, Wyn) -»—

L - (/’ly //LZ)

Nl
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olup A4 simetrik operatoriiniin kapali olmasindan da asagidaki sonuca variriz.

y—ze D(4), A(y—z)=Ay—Az,
ve boylece

1
A-4
Bu, V' operatoriiniin ve R, altuzayin kapali oldufunu ispatlar; o zaman R, ve

y [A(y—z)—?t(y—z):le R

R kapali altuzayindan izometrik bir déniigtim oldugundan R, da kapaldir.
Yukaridaki ispata benzer bir gekilde, V' operatérii veya R, altuzayr kapali ise, o

zaman A simetrik operatoriiniin de kapali oldugu gosterilebilir.
1.6.4. Eslenik Operatoriin Tamim Kiimesi

Tamm 60: M, M,,M,,---M,’ ler H Hilbert uzayinmn altuzaylan olmak iizere, eger her
x €M, k=1,23,--,n i¢in x, +x, +x; +---+x, =0 esitligi ancak
X =x,=x,=---=x,=0
i¢in saglamyorsa, o zaman M,,M,,M,,---M, altuzaylarina lineer bagimsiz denir.
Eger, M,,M,,M,,---M, lineer bagims1z ise, o zaman her
XEM @M, @M, D---OM,
vektordi,
x=x+x,+x,++x,x,€M,, k=123,-n
seklinde tek bir gosterime sahiptir.
Eger ikinci bir gosterime sahip olsaydi, yani
X=X 4% +x++x, €M, k=1,2,3,--,n
bu taktirde
0=(x—x)+(x,~x))+(x—x} )+ +(x,—x, ), ;, —xy e M, k=1,2,3,--,n
olurdu, fakat M,,M,,M,,---M, lineer bagimsiz olduklarindan
x,—x, =0 veya x, =x;, k=1,2,3,--,n

olarak bulunur.
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Teorem 11: Eger 4 kapal1 ve simetrik bir operatdr ise, 0 zaman D(4),9;,9,
altuzaylari lineer bagimsiz ve onlarn direk toplamlart D (A*) ile cakisir, yani

D(4')=D(4)®eN; &N,. (12)
Ispat: Iik olarak lineer bagimsizlig: ispat edelim.

xe D(4), yeN; ve ze N, i¢in

x+y+z=0 (13)

olsun. (13)’ iin her iki tarafina (A* —-AE ) operatdriinii uygularsak
(A—ZE)x+(/t—7t)y=0 (14)
elde ederiz, fakat bu iki altuzay ortogonal oldugundan
(A—ZE)xe R, ve (/’i—/_’i)ye Nn,.
(14) denkleminin saglanmasi sadece
(A—:’LE)x= 0 ve (Z—Z)y =0

olmalariyla miimkiindiir, yani sadece x=0 ve y =0 (x=0 giinkii reel olmayan A sayisl,
A simetrik operatoriiniin bir 6zdegeri olamaz). Buradan ve (13)’ ten z =0 olarak bulunur.

Simdi (12) formiiliinii ispat edelim.

Her bir D(4),M;,M, altuzaylari, D (A*) > 1 i¢indedir; buradan

D(4)oD(4)eMn; 0N, (15)
Geriye, tersini ispat etmek kaliyor.

Herhangi bir ue D(4") igin

u=x+y+z, xeD(4),yeN;, zeMN, (16)
formunda gosterebiliriz.

A kapali oldugundan, R- de kapali bir altuzaydir. 91, de ortogonal tiimleyenidir,
bu yiizden,

R, 0N, =H 17
bu ise her ve H vektori i¢in

v=V+V", veR;, Ve,

seklinde gosterilebilecegi anlamina gelir.
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v vektoriini, v= (A* —ZE)u
formunda gostermek istiyoruz.
vVeR, v'=(A-—ZE)x, xe D(4)
ayni zamanda,
v"=(ﬂ—1)y, yeN,
olarak alirsak. A"y =Ay ve A"x= Ax i¢in
(4 -2E)u=(4-2E)x+(A-A)y=(4"-AE)(x+y)
elde ederiz. Boylece
(A* —ZE)(u—x—y) =0.
Eger z=u-x—y olarak alusak, o zaman z=u—x-yedN, ve bu (12)
gosteriminin ispat1 i¢in gegerlidir.
A" = Ax+Ay+ Az (18)

denkleminden A operat6riiniin tammindan teorem ispatlanmig olur.

Teorem 11° den hemen asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc¢ 2: A4 kapali simetrik operatSriiniin 6zeslenik olmasi i¢in gerek ve yeter sart onun
defekt uzaylarmmn {0}’ a esit olmasidir, yani H Hilbert uzaymin sadece sifir elemanini
icermesidir.

(12). formiil, D (A*) = D(4) olmasi igin gerek ve yeter sartin,

N, =N;= {o}
oldugunu gosterir.

1.6.5. Neumann Formiilii

(12). formiilde 4 =—i olarak alirsak
D(4*)=D(4)®N, &N,
olur. Buise her xe D (A") vektorii i¢in

x=x"+x"+x", x’e D(4), x €M, x e N,
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olacak sekilde bir tek gosterime sahip oldugu anlamima gelir.
Bu durumda a§agldaki formiiliin saglandigim ispat edelim.

Im Axx

(19)
(19) formiiliine Neumann Formiilii diyecegiz.

(19) formiiliinii elde etmek i¢in sadece asagidakini gostermek yeterlidir.

(Axo,x” +x+) = (xO,A* (x' +x+)) = (xo,—ix" +L'x+)
ve buradan,

(A*x,x) = (Ax° —ix +ixt, x*+x” +x+)
= (A, 5°)+ (30, —ix +ix )+ (—ix” +ix", 2" ) -
- ,-I -I?

Itk iki toplam reel, son toplam sanaldir.

'”x+||2+i(x+,x‘).

D(A*) kiimesini 3*,37,3° alt kiimelerindeki ayrihs: sirasiyla; sifirdan biiyik,
sifirdan kiiciik ve sifira esittir.

IL D( ) da bir x vektorii "x " —”x ” ye gore 3%,3” veya 3° dadir. Bu da
strastyla; sifirdan biiyiik, sifirdan kiiciik veya sifira esittir.

Bu 6nerme (19) formiiliinden elde edilmistir.

IOI. Asagidaki bagmtilar dogrudur.
D(4)c3°, N, =3 u{0}, N, c 3* U{0} (20)
(Burada {O} , H Hilbert uzayinda sadece sifir elemanini igeren kiimeyi gosterir ve
3~ {0}, 3* U{0} bunlar ise kiimeler teorisinde 3~, 3* ile {0} kiimelerinin birlesimidir.
Eger xe D(A4) ise x* =x" =0 ve aym zamanda "x‘“"2 —"x'"2 =0. Diger taraftan
x#0 ve xe N, ise, o zaman
x*=0,x"=0,x =x
ve ayni zamanda

T =l <o.

x€ N_, durumu benzer sekilde ele almur.
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1.6.6. Defekt indeksleri

m=dim9, n=dim9_, olsun. m ve n sayllarina 4 operatoriinin defeks
indeksleri denir.

Ust yar diizlemdeki her 4 kompleks sayisi igin

dim91, =dimN_,, dimN,; =dimN, [56].

Eger ImA >0 ise

m=dimMN, n=dimN_,.

Sonug 2’ den, Kapahl simetrik bir operatoriin 6zeslenik olmasi icin gerek ve yeter

sart, o operatoriin defekt indekslerinin m =0 ve n=0 olmasidur.

Teorem 12: Eger A kapali simetrik bir operatér ve B, H Hilbert uzayinda smirli ve

Hermit operator ise, o zaman 4 ve 4+ B operatorleri ayn1 defekt indekslere sahiptir.

ispat: (4+B) = 4"+ B bagmtisindan,

D(A+B) =D(4)
olur ve xe D(4") igin

((4+B) x,x)=((4"+B)x,x)=(4"x,x) +(Bx,x).
Burada (Bx,x) reeldir.

Im((4+B) x,x) = In(4'x,x)

olup, 4 ve A+ B operatorleri i¢gin 3" kiimesi ve aym zamanda 3~ kiimeleri de ¢akusir.
Boylece teorem ispat edilmis olur. W

1.6.7. Bir Simetrik Operatoriin Simetrik Genislemeleri’ nin Yapis1

Bu kisimda sadece kapali simetrik genislemeleri g6z 6niine alacagiz.
Her simetrik genisleme aym zamanda A operatoriinin A kapanisimin
genislemesidir. Bu yiizden genelligi bozmamaksizin A4 operatoriinii kapali simetrik bir

operatdr olarak alabiliriz.
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A kapali simetrik bir operatér ve 4" de A operatdriiniin kapali bir simetrik
genislemesi olsun. ¥, V’ tarafindan 4, A" niin Cayley doniisiimii olsun.
Vv

ve

D(V)cD(V'), R(V)<R(V").

P=D(V')oD(V), L=R(V)OR(V)
olarak alirsak,

PLD(V), LLR(V),
bagmtilarindan,

PcN, ve LN,
bulunur.

Ileride, xe P igin

Ux=V% (21)
seklinde bir operatdr tanimlayacagiz.

Burada V', D(V’)* den R(V’) iizerine verilmi§ bir izometrik operator, ayrica P
doniisiimleri ise £ izerinde izometriktir. (21)° den U izometrik operatdriinlin tanim
kiimesi P, deger kiimesi ise £ dir.

Tersine olarak, tanim kiimesi P <N ve deger kiimesi £ 91, olan keyfi bir U
izometrik operatoriinii gbz oniine alalim.

Eger ye D(V) ve z€ P igin,

V(y+z) =Vy+Uz
ise, o zaman V¥’ (¥ operatériiniin uygun bir genislemesi) izometrik bir operatdr olmak
fizere, 4 operatoriiniin belirli bir kapal: simetrik genislemesinin Cayley doniistimudiir.

Teorem 8 den, ye D(V) ve ze P igin,

= (y+z)—V'(y+z) = (y+z)—(Vy+Uz) =(y—Vy)+z—Uz ,
fakat x=y—Vy, ye D(V) vektorleri 4 operatoriiniin D(4) tamm kiimesi igerisindedir.
Boylece D(4'),

xX'=x+z-Uz, xe D(4), ze P

formundaki biitiin vektorleri igerir.
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Acd, zeN, UzeN,
oldugundan,
A% = Ax+Az—Az.
A’ operatériiniin kendi tanimindan, onun defekt uzaylan
N =N,0P, M, =M, 0L.

Teorem 13: Verilmis bir A4 kapali simetrik operatdriiniin her A" kapali simetrik
genislemesi bir U izometrik operatorii tarafindan firetilir. Bu U operatériiniin P tanim
kiimesi P N’ nin kapali bir altuzayr ve £ deger kiimesi £c 9, nin kapali bir
altuzayidir.

Burada D(A4’) biitiin

x'=x+z-Uz, xe D(A4), ze P (22)
vektorlerini bir araya getirir ve

A% = Ax+ Az — AWz (23)
bagintisi elde edilir.

Tersine olarak, A4 operatériiniin belirli bir 4" kapali simetrik operatoriini
formiiliize eden her bir U operatdrii ve A" operatériiniin defekt uzaylan

N =M;0P, N;=N,0L (24)

Buradaki en 6nemli durum, 4’ niin A operatdriiniin bir 6zeslenik geniglemesi
olmasidir. Sonug 2’ ye gére, 4" genislemesinin 6zeslenik olmas: i¢in gerek ve yeter sart,

9, ={0}, V] ={0},yani P=91,, L=9,.

Boylece, U operatdrii vardir ve bunun olmasi i¢in gerek ve yeter gart, 91, ve 90’

nin aynm boyuta sahip olmasidir. Buradan da asagidaki sonuca variriz.

Teorem 14: A’ genislemesinin 6zeslenik olmasi i¢in gerek ve yeter sart, U operatoriiniin

tamm kiimesinin 91; ile deger kiimesinin ise 91, ile ¢akigmasidur.

Bir A4 operatoriiniin 6zeslenik bir genislemeye sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

bu operatériin 9; ve 91, defekt uzaylarmn aym boyuta sahip olmalandir, yani onun

defekt uzaylarmin esit olmasidar.
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Ozeslenik bir genisleme olmasi igin her iki uzay aym boyutta olmalidir. Burada

boyutu n ile gdsterecegiz. 91;° de ortonormal bir baz olarak ¢,e,,e;,---,¢, ve 91, da
ortonormal bir baz olarak ta ¢, e;,€},--,€, segelim. Her ze N vektdriini

z=ge 5o +6e+ ot le,
seklinde yazabiliriz.

Tanim kiimesi 91; ve deger kiimesi 91, olan her U izometrik operatérii
Uz= Z(zujkgk}; ’
=1\ k=l
formiilil ile verilir. Burada u =[ u, | bir iiniter matristir. Bu durumda, x€ D(4) igin

x= x+g§kek :i(iujkfk }; (25)

=1\ k=l

A'x' = Ax+ /?,i Ee, =7lzn: (zﬂ: Uz &y }; (26)
P

J=lL\ k=l
D(A4’) biitiin bu vektdrleri igerir.
Eger 91, veya 0N, defekt uzaylarindan biri {0} ise, o zaman teorem 13 geregince

A operatoriiniin A’ trivial olmayan genislemesi yoktur. Buradan,

IV. Kapali simetrik bir 4 operatoriin maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

onun defekt uzaylarmdan en az birinin {0}’ a esit olmasidir, yani defekt indekslerin (0,7)

veya (n,0) olmasidir.

Ozel olarak,

V. 4’ genislemesinin maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
P=N; veya L=,

bagintilarmdan biri veya ikisinin saglanmasidir.

VL Eger 9, ve N, defekt uzaylan sonlu boyutlu ve ayni zamanda boyutlan esit

ise, 0 zaman her maksimal genisleme 6zesleniktir.
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1.6.8. Bir Simetrik Operatorde Ozeslenik Genislemelerin Spektral Yapisi

Eger, her xe D(4) ve k=k(A1)>0 igin

|(4-AE) x| 2 [+ @7)
esitsizligi saglaniyorsa, o zaman bu A sayismma A operatoriiniin regiiler tipli bir noktasi
ad: verilir.

(27). esitsizlikten, (4—AE )_l ters operatSriiniin varlii ve smirli oldugu agiktir,

ayrica onun tanim kiimesinin biitlin uzayla ¢akismasi gerekmez.
Ozel olarak, 4 operatoriiniin 6z degerleri onun regiiler tipli noktas: olmayabilir.
A operatdrii icin biitlin regiiler tipli noktalarin kiimesine onun regiilerlik tanim

kiimesi ad1 verilir.
VII. Herhangi A lineer operatoriiniin regiilerlik tanim kiimesi agik bir kiimedir.

Ispat: Ay, A operatdrii i¢in regiiler tipli bir nokta olsun. Bu takdirde,

[Z—%]S&S—i—k(ﬂo) ve her xe D(4) igin,

1
|(4=1)2] 2 |(4-28) x|~ |2~ Aol = ( (%) - 8) ] = ()
esitsizlifi saglamr, boylece A’ larm biitin degerleri A, npoktasmm |[A-4|<é
komsulugunda regiiler tipli bir noktadir. [J

VIIIL. Eger A simetrik bir operatdr ise, o zaman her reel omayan A sayisi onun

regiilerlik tamim kiimesine aittir.

Ispat: A=0+ir, 720 ve B=A—0E olsun. B operatdrii simetriktir. xe D(4) igin,

"(A ~AE) x"2 =|Bx— iTx"2 = (Bx—itx, Bx—irx)
=(Bx, Bx) +i1'|:(Bx,x) —(x, Bx)] +7° (x,x)
=[xl +7* [

boylece,
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l(4-28)s] 2

olup, ispat tamamlanir. W
Simdi, 4 operatdriiniin her iki defekt indekslerinin sonlu olmas1 durumuna geri

donelim.

Teorem 15: Esit ve sonlu defekt indeksleri olan kapali simetrik bir operatériin biitiin
Ozeslenik geniglemeleri aym siirekli spektruma sahiptir.

Teorem 16: Esit ve sonlu (m,m) defekt indeksleri olan kapali simetrik operatoriin

Ozeglenik genislemesinde onun Szdegerlerinin her birinin katlilig1 en ¢ok m birim kadar

artar; Ozel olarak yeni 6zdegerler en ¢ok m olabilir.

Ispat: 4, esit ve sonlu (m,m) defekt indeksleri olan kapal simetrik bir operatorii, 4" ise
A operatdriiniin bir 6zeslenik genislemesi olsun. 4 da, 4’ mmn p kath bir 6zdegeri olsun.
(p+9q), g>m ile A" operatoriiniin, A zdegeri gibi A’ mn kathlig1 olarak gosterelim.
x,€ D(4), k=1,2,3, p igin
Ax—Ax=0
¢Oziimlerinin lineer bagimsiz bir ¢éziim sistemini

denkleminin x;,%,, X, X, X005 "3 X g

secelim. Ciinkii, D(4)’ nin boyutu g >m iken m * ye esittir.

O, + 0%, + 06X, o+ + 0%, € D(4)

olacak sekilde ¢, # 0 sayilan vardir. Bu takdirde x vektorii

X=00X,, + X, , tOGX, 3+t O %,

seklinde A’ nin A Ozdegerine uygun bir OzvektSriidir ve x,x,,x, --x, lineer

bagimsizdir. Buise 4’ nin bir 6zdegeri gibi A’ nin katlilifinin p * den daha biiyiik oldugu
anlamina gelir, fakat bu ise hipotez ile gelisir. Bu geliski de ispat: tamamlar. l



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME

2.1. Maksimal Hiponormal Genislemeler

I’ Hilbert uzayimda birinci mertebeden bir lineer diferensiyel operatdr ifadesine

bakalim:
Hu)=u'(t)+Au(t). (28)
Burada 4, bir lineer maksimal hiponormal operatér ve 4, ise H ’° de alttan pozitif
tanimli lineer bir operatdrdiir. Sadelik igin 4, > E (E birim operator ) olarak alacagiz.
(28) ifadesinin I’ Hilbert uzayindaki formal eslenigi
I(v)==V(t)+4"v(¢) (29)
seklindedir. Simdi Z? Hilbert uzaymda yogun olan D, vektdr fonksiyonlarmin kiimesi

iizerinde I operatdriinii tammlayalim:

Dj = { te ’:u Z(ok ) fer @, (2 eC[;(a,b),fkeD(A),k=1,2,~-,nneN}

Lyu:=1(u)ve 4, 2 E oldugundan I, operatdrii akkiretivdir, ¢iinkii

Re(Lf,u,u)L2 =%[(L()u,u)L2 +(L’0u,u)Lz]
=%[(L’Ou,u)L2 +(u,l%u)}

1 ’ ’
:5[(u +Au,u), +(u,u +Au)L2:|

—| (u'yu), +(u,u”) . +(Au,u) , +(u,Au)L2:|

1

oL
=%[(u,u)’ﬁ +(Au,u) , +(A'uu) ZJ
; Juu)  de+((a+4 )uu), }
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Boylece her ue D(Lg) igin, Re(Lg,u), 20 olup I, operatorii, L* Hilbert
uzayinda akkiretivdir.

L, operatdriinin I’ Hilbert uzaymda bir kapamgi vardim. I? deki bu I
operatdriiniin kapanmigina (28)° deki diferensiyel operator ifadesinin dogurdugu minimal
operatér denir ve L ile gdsterilir. Benzer sekilde I’ Hilbert uzayinda (29) diferensiyel
operatdr ifadesinin dogurdugu L) minimal operatdrii tammlanabilir. I’de Lj(L,)nmn
eslenik operatoriine (28) ve (29) diferensiyel operatdr ifadesinin dogurdugu maksimal
operatdr denir ve L(L*) sembolil ile gdsterilir [57], [17].

Bu béliimde esas amacimiz L, minimal operatoriiniin biitiin maksimal hiponormal
genislemelerini I* Hilbert uzayinda sinir kosullan dilinde tanimlamaktr.

(28) diferensiyel operator ifadesinin dogurdugu I, minimal operatdriiniin biitiin

normal genislemeleri I? Hilbert uzaymda sir kosullar: dilinde [31] ve [43]" te yapilan
caligmalarda incelenmistir.

Simdi asagidaki bazi teoremleri ispat edelim.

Teorem 17: Bir H Hilbert uzayinda yogun tanimli kapali bir T operatoriiniin hiponormal

olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
D(T)cD(I")

ve xe D(T) igin
Im(7Tpx,T;x) 20

bagintilarinin saglanmasidir. Burada,

T, =% T+T")ve T, =21 (r-17).

i

Ispat: T operatorii, H Hilbert uzayinda bir hiponormal operatdr olsun. Ayrica
Vxe D(T) igin

Ix=Tyx+iT;x

I'x=Tx—il;x



olup Txe H, T;xe H. Diger taraftan Vxe D(T)igin "T *x"H <|7| ., esitsizliginden
asagidakiler elde edilir:
”TRx —izjHZ < ||TRx+iT,-x||Z ,
yani,
(T}x—il}x,TRx—izj)H S(Tex+iTyx, TRx+iT-x)
(Tex, Tex),, +i(Tex, Tx), =i (L%, Tex),, + (1%, Tx) , S(Tex, Tpx), i (T Tix) , +
Fi{T}T), +HTT32),
2i(Tex,Tpx),, —2i(T;x, Tpx),, <0
i[ (T 1), ~(TewTj),, | <O
1.2ilm (T,x,T;x), <0
Im(Tpx,T;x), 20 ,xe D(T).
Tersine olarak, eger D(T)cD(T") ve Vxe D(T) igin Im(T,x,T,x)20 ise
"T *x"H < ||Tx” ,, oldugunu géstermek kolaydir. Bunun i¢in
|7, ~ |74, = (Tex +iTx, Tox+iT,x),, = (Tox —iTx, Trx—iTx),,
= (T, Txx),, —i(Tex, Tx),, +i(Tpx, Tex), +(Tx, Tix)
_[(TRx,TRx)H +i(Tpx, Tyx),, —i(T;x,Tpx),, +(T,-x,zj)H:|
2i(Tpx,Tpx),, —Zi(T‘x,TRx)

[TxTx Tx)]
ZIm(TxI})

Ve

Im(Tyx,T;x), 20 ,xe D(T)
olup, "T*x”H S"TxllH olarak bulunur. Boylece T operatorii H Hilbert uzayinda bir

hiponormal operatordiir. I

Teorem 18: Eger I, minimal operatdriiniin I” Hilbert uzayinda en az bir hiponormal

genislemesi varsa bu durumda L, minimal operatrii de I’ uzayinda hiponormaldir.

Ispat: L, L’ m bir hiponormal genislemesi olsun, yani L, < L, L. Bu durumda
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D(L,)cD(L,)
Qlup asagidaki bagintidan
D(L,)cD(L,)c D(L,)c D(L')=D(L;),

buradan da;
D(L,)cD(L,)
elde edilir. Diger taraftan |Lu|< (L,) esitsizliginden herhangi bir
u(t)e D(L,)igin
| 2 il = Lot -
Yani;

u(t)e D(L).

LZ b
Sonug olarak I, minimal operatdrii, L’ Hilbert uzaymda bir hiponormal

operattrdiir. W

Bu son teorem genel durumda da gegerlidir.

Teorem 19: 4, H Hilbert uzaymnda lineer kapali yogun tanimh bir operatér olsun. Eger
L,, I’ Hilbert uzaymnda I(u)=u'(t)+ Au(t) lineer diferensiyel operatérii tarafindan

dogurulan minimal operatdr ise o zaman A4 operatdrii de hiponormaldir.

Ispat: I* Hilbert uzaymnda L, minimal operatdriiniin varligi [17]” den biliniyor.
Diger taraftan D(L,) < D(L; )= D(L*) olup herhangi bir u (1)=0(2) f,
o !
o(t)e W ,(a,b),f e D(4) igin u(t)e D(L;) elde ederiz, yani
Liu=—¢/(t)+p(t) 4 f e I’ (H,(a,b)).
Buradan f€ D(4")olup D(4)c D(4’).

Ayrica L;minimal operatoriiniin hiponormalliginin diger kosulundan

Ly, ., u(t)e D(L,) (30)

elde edilir.
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D(L,)’daki ozel u(t)=0(t)f, ¢(t)e Wo/lz (a,b), fe D(4) fonksiyonlar igin
bu son esitsizlikten

|- (e) f +o(0) 4' 1], <|o(r) £ +0(2)
elde ederiz. Boylece;
o1 - (P () f.0()aF), +(0(0) 4 1.0 (1) 1), +|o(e) &
)11+ (7 (0 1.0() 47),, +(0(2) 4.0/ (0) 1
elde edilir. Buradan da,
" <2(g (1) £.0(0) (4 r+4f)) +2(p() (41 +41).0 (1) f)L2

=22[(¢(1) £,0(2) 4 f ), + (9 (1) 4S9 (2) 1) 1 ]
4 (f,ARf)ljco’ t)dt+f¢ df}rll?

L2

it

=4l Rf)f[ (Do) +o(t )WH

< (f, 4.0 (2() 2 ()L ]
=lo(1)

olur. Yani;

;ﬂ;o(t)r dt|4° f”; < ;ﬂqp(t)lz at|4f;, -

1 1
.ﬂ(p(t)l2 dt # 0 ozelligine sahip ¢(t)e V;/z (a,b) fonksiyonunu segelim.
0
Yukaridaki son bagintidan
|4 7], <l4rl, > feD(4) G1)

elde edilir. Boylece (30) ve (31) ifadelerinden 4 operatériiniin de H Hilbert uzayinda
hiponormalligi gdsterilmis olur. H

Sonuc 3: L,, H Hilbert uzayinda lineer kapali yogun tanimli A4 operatérii ile

(u)=u'(t)+ Au(t)
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diferensiyel operator ifadesinin dogurdugu minimal operatdr olsun. Bu durumda, eger L,

minimal operatdrii L’ Hilbert uzaymda normal bir operatdr ise, 0 zaman A4 operatdrii de
H Hilbert uzayinda normaldir [38], [44], [47].
Tleride A operatériinii A Hilbert uzayinda normal operatdr olarak alacagiz.

Benzer bir yolla m(u)=u"(t)+ Auu(t) diferensiyel operatdr ifadesinin dogurdugu
M maksimal ve M, minimal operatdrleri inga edilebilir. M, c M, M; c M".
Ult,s), t,s€[a,b] igin
{U,' (t,5) f+iAU (1,5) f =0,
Ul(s,s)f=f,feD(4), t,se[a,b]

homojen diferensiyel denklemine uygun evoliisyon operatorlerinin ailesi olsun.

Teorem 20:Her #,s€ [a,b] i¢in U(t,s) operatdrii H Hilbert uzayinda iiniterdir.

Ispat: Her fe D(4) i¢in

SO £U(0) 1), =(V) (69 1.0 )) U0/ 0s)1),
=(-i40 (1) U (1) 1), (U (5) 40 (15) ),

=—i[(4U (t:5) £,U (t,S)f)H ~(U(6:5) 1,40 (1.5) 1), ]
=0.
Boylece,

(U(t,s)f,U(t,s)f)H =sabit(¢ sabit(t)), a<t,s<b, fe D(4)

olup,

(U (t.8)£,U(65) f), =(U(s.8) £,U(s:5) 1), = (f- 1)y
ve buradan da,

(U (ts)u(ts)-E) 1. 1), =
Ayrica, —13_(7)=H oldugundan, U" (¢,s)U (t,s)=E.

Sonug olarak, her a<t,s<b igin U(¢,s) operatdriniin H Hilbert uzaynda

izometrik oldugunu sdyleyebiliriz.
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Simdi U*(t,s), a<t,s <b, operatdriiniin H Hilbert uzaymda izometrik oldugunu
gosterelim.

Her f,ge D(A) i¢in
U/ (1,5)f.8 ) +(i4U (t.5) f.g),,

(Ut'(t,s)f+iA, (t,5)f.g ) (
( s)g—iU" (s, s)Ajg]
0

H

H

I

bagntisindan, U*(¢,s) operatdriiniin,

(U°), (8.5)g~iU" (t,5) 41 =0
U(s,s)g=g
sinir deger probleminin ¢6ziimii oldugu anlagilir.
Her ge D(4)igin

’ ’

%(U* (¢,5)g,U" (t,s)g)H = (U*)t (t,5)g,U" (t,s)g]H+(U* (t,s)g,(U*)t (t,s)g)H

iU"(t,5) 4,8,U" (t,s )g)H+(U* (t,s)g,iU*(t,s)Ajg)H

Il
o ’—\

Buradan,
(U* (t,5)g,U" (t,s)g)H = sabit, a<t,s<b, ge D(A)

olup,
(U (1.5)g.U" (1.5)g), =(U" (s,5)&.U" (5.5)2), =(2.8),-
Benzer sekilde TA) = H oldugundan,
U™ (t,s)U" (t,5)=E,
yani U"(t,s) operatorii de H Hilbert uzaymda izometriktir.
Sonug olarak, U (¢,s), a<t,s <b, operatdriiniin imniter oldugu bulunur. [

Simdi asagidaki operatorii tanitalim.

(Uz)(¢)=U(t,a)z(t), z(t)e .
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Diferensiyellenebilir her z(t)e D(4), te[a,b] ve z(t)e I’ vektdr fonksiyonu
icin agagidaki bagmtilar dogrudur.
1(Uz) = (Uz) (t)+ A(£)Uz(2)
=U (2 (t)+ 4yz(2) +(U) +i, (1)U ) ()
=Um(z).
Buradan,
UIU (z)=m(z)

i
olarak bulunur. Boylece, eger L operat6rii L, minimal operatoriiniin bir genislemesi ise,

yani L, L < L, halinde U LU =M,, M,cULU=M cM, U"LU =M.

Son bagintinin dogrulugunu gosterelim.

D(M) ={u (t)e I’ :u(t), (a,b) aralipy iizerinde mutlak siirekli ve m (u) e L2}

ve D(M,)={u(t)e D(M):u(a)=u(b)=0}.

Eger u(t)e D(M) ise, o zaman bu durumda Uu(t), (@,b) aralig: {izerinde
mutlak siirekli ve

1(Uz) = (Uz) (1) + 4(2) Uz (2)

=Um(z)+ (U +id, (t)U) (r)
Um(z)e L.

Boylece, Uu(t)e I*. Buson bagmtidanda M cU LU olarak bulunur.

Tersine olarak, eger v(t)e D(L) vektdr-fonksiyon ise, o zaman U~'v(t), (a,b)
araligi tizerinde mutlak siireklidir ve

m(U(0)=(U (1)) +4, (U™(2))

=U7 [V () + 4gv(2) +idpv(2) ]
=U"1(v(t))e L.

Yani, U'v(t)e D(M) ve sonbagmtidan UL c MU olur. Bu da

U'LUcM
olup, U"'LU =M olarak bulunur. Bylece U operatdriiniin D(M )’ den D(L)
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iizerine birebir bir doniisiim oldugunu gosterir.

Teorem 21: Eger M, minimal operatdrii L Hilbert uzayinda hiponormal ise, o zaman

D(M,) CV?’; (H,(a,b)),
4.D(M,)c I’ (H,(a,b)).

Ispat: Gergekten D(M,,) daki her bir u(¢) vektdr fonksiyonu igin
'+ Aue (H,(a,b)),
—u'+Aue (H,(a,b)),
olup, bu bagimtilardan
u'(t)e (H,(a,b)),
ARu(t)e I (H,(a,b)), u(t)e D(Mo) ve u(a) =u(b) =0
elde edilir. Buradan ise
0 1
u(t)e W, (H,(a,b)),
4,D(M,)c I (H,(a,b)),

elde edilir ve ispat tamamlanmig olur. l

Teorem 22: Eger A minimal operatérii 4 Hilbert uzayinda normal ve

o1
AW, (H,(a.b)) = I’ (H,(a,b))
sarti saglaniyorsa, o zaman M, ve L, minimal operatdrleri I’ Hilbert uzaymda

hiponormaldir.

Ispat: Ik olarak I” Hilbert uzayinda M, ’m hiponormalligini ispat edelim. Her bir

u(t)e D(M,) W, (H,(a,b))
icin bu kosullar altinda
Myu=—u'(t)+ Azu(t)
=—(u'(t)+ 4u(2)) +24,u(t)e I’ (H,(a,b))

yazilabilir. Buradan ise
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D(M,)cD(M;)
oldugu goriliir.
Diger taraftan, her bir u(t)e D(M,) i¢in
=( "(2)+ Agu,u’ (2 )+ARu)L2 —(—u'(t)+ARu,—u'(t)+ARu)

= + (' )+ () 5 + | gl +

”M ou"i2 -

7]

— |l liz +(u', Agu) o +(Agu, i) —"ARu”i2
= 2|: (u, Agu) , (ARu,u')Lz:I
=2(u, Agu) , 1]
=0.
Yani "M u“ |3y, u(t)e D(M,). Boylece M, operatdriniin L’ Hilbert

uzayinda hiponormal oldugu ispatlanar.
Simdi I’ Hilbert uzaymnda L’ hiponormalligini ispatlayalim.

L,=UMU™, L, =UMU" ve D(L,)=D(UMU™) = D(UM,U™")=D(L;)
dzelliklerinden D(L,) < D(I; ) elde edilir.
Her bir u(t)e D(L,) i¢in

|= (oMU w,uM;U ™),

Lyu ; =
=(MUw,U'UM, (Un)), =(M; (U'u), M5 (U™)), = 2 (U"lu)”;

(U -

<= (UUMU 4, MU u) , =(UMU™"u,UMU™s) , <L, -

(4 (0mta) b1, (074),

2

oM., ue D(L;) olup L,’m

Buradan da anlagilacagi gibi "Lou

LZ’

hiponormalligi ispat edilmis olur. Il

Teorem 23: 4;° I:D(L) mD(L*):I c W ,(H.(a,b)) olsun. I* Hilbert uzaymda L,
minimal operatériiniin her bir L, genislemesi (28) diferensiyel operator ifadesi ve

u(a)=VU (a,b)u(b) (32)
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sinir kosulu ile dogurulur. Burada V', H’ Hilbert uzayinda izometrik operatér ve
AV, A" daraltma operatdriidiir. ¥ izometrik operatdrii, L, genislemesi tarafindan tek
bir sekilde belirlenir, yani L, =L, .

Tersine olarak, (32) kosulunu saglayan her V' izometrik operatdr i¢in L maksimal
operatdriiniin vektdr fonksiyonlarmin manifolda kisitlamsi, 7 Hilbert uzayinda minimal
operatdriiniin bir maksimal hiponormal genislemesidir. Burada A4;°V,4;"> H Hilbert

uzayinda daraltma operatoriidiir.

Ispat: Ik olarak, M,minimal operatoriiniin biitin M, maksimal hiponormal
genislemelerini I’ Hilbert uzaymnda smur degerleriyle tanimlayalim.

M,, M,’ m bir maksimal hiponormal geniglemesi olsun. Bu durumda her
u(t)e D(M,) i¢in

M =u'(t)+ Azu(t)

Miu=—u'(t)+ 4 ()
vardir. Bu bagmntilardan u’(f)e I’ ve Au(t)e I’ elde edilir. Bagka bir deyisle,
D(M,)cW ,(H,(a,b)) ve 4,D(M,)c L.

Diger taraftan, eger u(t)e D(M,) c D(M;) ise 0 zaman
t

u(t)= e 40 £y .[e"AR(H) (M,u)(s)ds,

a

u(t)=e* g+ I].eA"(’”S) (M;u)(s)ds.

t

Burada f,ge H_,(4,). Boylece her u(t)e D(M,)’ m u(t)e C(H,,,.[a,b]) [12]
dzelligi vardir. Daha sonra her u(t)e D(M,) ve v(¢) < D(M,) igin
(Myu,v), =(u(0),v(b)),, ~(u(a),v(a)), +(u,MZv)L2 )

dogru olan bagintisindan

@) =l (@),
bulunur. Bu takdirde H Hilbert uzayinda
u(a)=Vu(b) (33)
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olacak sekilde bir V izometrik operatdrii vardir.
Diger taraftan, herhangi bir u(f)e D(M,) i¢in M, genislemesinin
hiponormalligin diger kosulundan,
Ml = (A= + Ay, — (o + Ay + Ay
=2 (o, ) + (At ]
=—2(u, dgu), I,
=—2[ (u(b), 4 (b)), ~(u(a), 4u(a)),, |

=2\ 4@, |4 (), | <o

"M 17

elde edilir, yani,

|47 (a)], <[4 ()

2

, u(t)e D(M,).

H

Boylece H Hilbert uzaymda
AY*u(a)=KA{*u(b), u(t)e D(M,) (34)

seklinde bir K daraltma operatorii vardir.

Eger bir M , M, c McM hiponormal genislemesi maksimal ise, o zaman

H, (M) :{u(b)e Hult)e D(M)}:Hﬂ,z (4,).
Simdi, bir f€ H,,,,(4;) vektor fonksiyonu i¢in u(t)e D(M), u(b)# f var oldugunu

kabul edelim. Daha sonra u, (1) = f, a<t<b seklinde bir vektdr fonksiyonuna bakalim.

feD(M)ND(M*), 4 fe L', fe H, (M) oldugu aciktir. Ayrica

. (a)], =

e (b)IIH ’ "A}{zu* (a)"H < "A}l?/zu* (b)”H :

Simdi, D(M*)zspan{D(M),u,,} lineer manifoldu igin M operatoriiniin bir
M. ,M « C M genislemesini gbz Oniine alalim.
Diger taraftan, eger

V*x={;/,x’ *€ Df(V) veya V.(Ax+ f)=AVx+ f, xe D(V), AeC
2 xX=
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seklinde ise, o zaman V,:D(V,)—> H, bir V,, V cV, operatdrii H Hilbert uzayinda bir

izometrik operatordiir.
D (2\;_/ *j manifoldun z(¢) vektdr fonksiyonu igin,

z(a) =V.z (b)
A4"z(a)=K,4"z(b),

saglanir. Burada,

Yani u, () igin M operatbriiniin bir genislemesi vardir. Bu M genislemesi maksimaldir.

Buise M ’ min maksimal olmast ile celisir. Dolayisiyla genisletilemez.

(33), (34) bagmtilarindan ve H.,,, (4, )=H esitliginden,

V=4 "KAL,
bulunur, yani

K = 4;vA4"?
elde edilir. Buradan bir V' izometrik operatoriiniin M, genislemesi tarafindan tek bir
sekilde belirlendigi aciktir.

Simdi L,, I’ Hilbert uzaymda L, minimal operatdriiniin maksimal hiponormal
bir genislemesi olsun.

M,=U"LU, MycM,cM ise, o zaman ispatin birinci kism1 i¢in m(u)
diferensiyel operator ifadesi (33) simur kosulu ile H Hilbert uzayinda bir 7 izometrik
operatOriini tanimlayalim:

v(a)=»v(b), v(t)e D(M,).

1 -1

Burada K = A2VA2 operatorii aym zamanda H Hilbert uzaymda sikan operatordir.
v(t)=U(a,t)u(t), v(t)e D(M,),
olup bu ise

u(a)=VU(a,b)u(b), u(t)e D(L,).
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Simdi L,, I’ Hilbert uzaymda (32) smir kosuluyla birlikte /() diferensiyel
operator ifadesi ile iiretilen bir operatdr olsun. Bu durumda

Lu=i(w),

u(a)=VU(a,b)u(b), u(t)e D(L,).
Burada V ve K = 4;*VA4;"?, H Hilbert uzaymda uygun izometrik ve daraltma
operatorlerdir.

L, eslenik operatorii, /" (v) diferensiyel operator ifadesi ve

v(b)=U(b,a)V"v(a), v(t)e D(L’;)
sinir kosulu ile elde edilir.

D(L,)c D (L’{,) oldugunu gérmek zor degildir ve I’ Hilbert uzaymda

genislemenin hiponormalligin diger kosulu da saglanir, béylece ispat tamamlanir. B

Onerme 1: Yogun tanimli kapah bir T’ operatdriinin A Hilbert uzaymnda hiponormal
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
T+AE,AeC

operatdriiniin A Hilbert uzayinda hiponormal olmasidir.

Ispat: Ae C igin
D(T+AE)=D(T)
D(T"+4E)=D(T"),
olur, ayrica
(T +2E)(T +ZE)x,x)H ~((r +ZE)(T+/1E)x,x)H =
=(1T"x,x) ~(T"Tx,x), , xe D(T)

olup, boylece ispat tamamlanir. ll

Not : Eger (28)° de 4, =0 ise, o zaman (28) asagidaki formda yazilabilir.
Hu)=u'(t)+Au(t)
=u'(t)+(A4+E)u(t)-u(t)
[ (1) + (A + E)u (1) +idy () (2) |- (2).
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Onerme 1 ve teorem 23° {i kullanarak I*> Hilbert uzaynda L, minimal operatdriiniin

biitiin maksimal hiponormal genislemelerini (28) diferensiyel operator ifadesi ve (32)

stur kosulu ile doguruldugu gosterilebilir. Burada V' izometrik operator ve

)1/2

(4, +E) "V (4 +E) "

buise H Hilbert uzayinda bir daraltma operatoriidiir.

2.2. Hiponormal Genislemelerin Spektrumunun Ayrikhg

Bu kisimda I’ Hilbert uzayinda L, minimal operatdriiniin maksimal hiponormal

genislemelerin spektrumunun ayriklif incelenecektir.
[k olarak asagidaki sonuglarm dogrulugunu ispatlayalim.

Teorem 24: Eger L,, L, minimal operatoriiniin bir maksimal hiponormal genislemesi ve
M,=U"LU M, minimal operatdriiniin ona uwygun maksimal hiponormal genislemesi
ise, 0 zaman I’ Hilbert uzayinda bu genislemelerin spektrumlar igin
o(L,)=o(M,)

esitligi dogrudur. Bu ise asagidaki bagintinin bir sonucudur.

L-A=UTLU-A

=U"(L,—A)U.

S,(H),p21 ile H Hilbert uzayinda operatorlerin Schatten von Neumann sinifim

[49] ve B(H) ile de H Hilbert uzaymda lineer smrh operatdrler smifin1 gosterecegiz

[58].
Asagida verecegimiz teorem maksimal hiponormal geniglemelerinin spektrumu
hakkindadir.

Teorem 25: L, maksimal hiponormal genislemesinin spektrumu asagidaki formdadir.

o(L,)={Ae C:/1=/'io+2k7[i,
b—a

e O'(Ve"‘“ (”"‘)) denkleminin ¢8ziim kiimesi dir}

ke Z, burada A, e*® — =0,
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Ispat: o(ll,)=0M,), M, =U “L,U oldugundan I’ Hilbert uzayinda M, maksimal
hiponormal genislemesinin spektrumunu aragtiralim.

Simdi M, maksimal hiponormal genislemesi i¢in spektrum problemini gbz 6niine
alalim:

u'(t)+ Au(t) = Au()+ £ (2)
u(a) =Vu(b).

Burada A€ C, f(f)e I?, V bir izometrik operatér ve Ay VA;'*,H Hilbert uzaynda

daraltma operatoriidiir.

Yukaridaki diferensiyel denklemin I? Hilbert uzayidaki genel ¢dziimiiniin
t
u, ()= e —ﬂ)(t—a)f + J.eﬁ(AR_l)(Z_S)f (s)ds, fe H_,, (AR)
seklinde oldugu agiktir. Ayrica smir kosullartyla asagidaki bagint1 bulunur:

Buradan M, genislemesinin spektrumunun Ae C gibi bir spektrum noktas:
olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
o Mb0) UEC (Ve—AR(b—a))

olmasidir. Buradan,

2k7i

A=
%+b—a

olup, 4, € O'(Ve”"k(’* ")) ve ke Z olarak bulunur. Buradan asagidaki sonug bulunur.
Teorem 26: Eger Ve **® e B(H) ise, 0 zaman (L, )= ise sonsuzdur.

Teorem 27: Eger 4;' € &_(H) ve L, operatdrii L, minimal operatriiniin herhangi bir

maksimal hiponormal genislemesi ise, o zaman L' € & (Lz) .

Ispat: L,, I, operatdriiniin herhangi bir maksimal hiponormal genislemesi ve M, ona

uygun I’ Hilbert uzayinda M, minimal operatdriiniin bir maksimal hiponormal
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geniglemesi olsun, yani M, =U"'L,U .
Asagidaki esitligin dogrulugu kolaylikla gésterilebilir.

b t
My f() = (E-Ves2) 1 [ 4 f(s)ds + [ f(s)ds, f(r)e .

Simdi, eger 4; € &_(H) ise, 0 zaman

t

Kf ()= [e ) f(s)dse &, (L)

a

oldugunu ispatlayalim.

1-£
K f@)= [e*f(s)ds, fO)e L}, K,:I'—>D, £>0

a

formunda yeni bir operatér tammlayalim. Her € >0 i¢in K, operatdrii,
b
K, f() = [K,(t,5)f(s)ds

seklinde gosterilebilir. Burada f(f)e I* ve her bir (¢,5) € [a,b]X[a, b] icin,
~Ap (t~5) - < il
K.(65)= e , efer ass<t—¢
, egert—e<s<h.

Her (t,s)ela,b]x[a,b], a<s<t—& duali igin asagidaki Ozellikler
saglandigindan

A= e B(H),

&4 <[ AV | 4 e B (H),
K,e6,_(I*),&>0 olarak bulunur.

Diger taraftan asagidaki degerlendirmeler dogrudur:

t

|L2 = J-e'AR @9 £(s)ds

t-€

"(Ks _K)f

< [l 7o), ds< [lr), ds<

S[ Jlr e, ds (I lzdsj S( flrol, dsJ £ ="\ f|,, fOe L,

t—€ t—-&

yani,
Ik, -K]|<&”.
Buradan,
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K,—-K, €-0.
Ayrica [17]° deki meshur teoremden, Ke &, (LZ) vardir. M;'’ in gBsteriminden

M;'e&, (Lz) bulunur. Buradanda L'e &_ (Lz) elde edilir. W

Sonug 4: L,, L, minimal operatSriiniin herhangi bir maksimal hiponormal geniglemesi
ve A€ p(L,) ise, 0 zaman R, (L,)e &, (I*).
Bu sonug asagidaki bagmtidan elde edilir:
R,(L,)=5' AR, (L) I\

Teorem 27’nin ispat metodu kullanilarak asagidaki sonug ispat edilir.

Somug 5: Eger A3;'e S,(H),p21 ve L,, L, minimal operatriinin herhangi bir
maksimal hiponormal geniglemesi ise, o zaman L' € & » 7).
L, operatdrininR, (L, ),A€ p(L,) rezolventasmin gdsteriminden agagidaki sonucu

gormek zor degildir.

Sonug 6: L, ,L, L,C I’ minimal operatbriiniin iki tane maksimal hiponormal

genislemesi ve Ae p(L,,l )r\p(LV2 ) olsun. O zaman R, (L,,1 )—R/1 (L,,Z)e G, (Lz) ,
1< p, olabilmesi igin gerek ve yeter sart,
V,-V,€6,(H), p21
olmasidir.
Simdi L, minimal operatériiniin maksimal hiponormal genislemesinin spektrumun

yapis1 hakkinda bir sonucu ispat edelim.

Teorem 28: Eger 4;' € &_(H) ve L,, L, minimal operatdriiniin herhangi bir maksimal

hiponormal geniglemesi ise, o zaman L, *nin spektrumu asagidaki formdadir.

o(L,) ={/1,, (4z)+ — (arg/’tn (Ve"AR(b_"))+2k7£),ne N;ke Z}.
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Ispat: 0(L,)=0(M,)=0,(M,) ise, 0 zaman M, nin spektrum yapisin arastiralim.

Teorem 25’ ten

O'(L,,)={/’te(C:/’L= !

a-b

(In|g|+iarg g+ 2kzi), e o (Ve #*), ke Z}.

4;'€ 6, (H) olduundan Ve % =V (4,e*" ) 4,' e 6 _(H).
Herhangi bir A€ o, (Ve’A" (b"“)) 6zdegerine uygun x, € H dzvektdril i¢in
Ve =09y, =1 (Ve’A" G- ) x,.

Buradan

e—AR (b—a)V*Ve—AR (b-—a)xﬂ' = ﬂ (Ve_AR (b—a) ) e—AR (b—a)V*x — ;v (Ve—AR (b—a) ) ﬂ (Ve—AR (b—a) )x,i ,

olur. Yani,
2
24y (b-a),, _ ~ 4z (b-a)
e ”xl—lft(Ve roa ) x;.
Boéylece,
2
! Z(Ve”AR (b-—a)) b /’L( 24 (b—a)) _ oM AR)0-0)

elde edilir. Bu ise

PRI

o )00

Bunun sonucunda,
In|p|=2(4,)(a-b).
bulunur. Bu yiizden

i

o(L,)= {ﬂe C:A=2,(4)+ (arg/ln (Ve"“ﬂ(””"’)+2kzz),ne N,ke Z}

a_.

olup ispat tamamlanmais olur.

2.3. Bir Sinif Birinci Mertebeden Diferensiyel Operatorlerin Spektrumunun
Aynikhig

Sonlu bir [a,b] aralif lizerinde vektdr fonksiyonlarin I (H,(a,b)) Hilbert
uzayinda birinci mertebeden asagidaki sekilde bir L, diferensiyel operatoriinii gz

Oniine alalim:
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Lyu=u'(t)+Au(t), u(a)=Bu(b),
burada A4 lineer alttan pozitif tammli Gzeslenik bir operator (kolaylik igin 42> E
oldugunu kabul edecegiz) ve B, H Hilbert uzaymnda bir lineer sinirh operatordiir.

Burada biz ilk olarak I? (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda L, operatdriiniin spektrumunun

ayrikhigm ve R;(L;), Ae p(L;) operatoriiniin Schatten-von Neumann simfina [58]

aitligini inceleyecegiz.

Teorem 29: Eger A=A"2E, 46 (H), Be B(H) ve le p(Be“A(b“”)) ise, 0

zaman L € G (L2 (H,(a,b))).

ispat:

u'(t)+ Au(t)= f (1), fe*(H,(a,b)),
u(a)=Bu(b),

Bu smur deger probleminin ¢dziimiiniin

G (t)= e (E-Be 00" [409 1 (5)ds+ [ 1 (s) ds
oldugunu gosterelim.
Gergekten,

' (t)+4u(t)=f(t), fe’(H,(ab)),

diferensiyel denkleminin genel ¢dziimi

t
u(t)=e " f+ Ie"A(t_a)f(s)ds, feH_ ,,(4),
seklinde olup, u(a)=Bu(b) smr deger kosulundan
b
f=Be 0 f+B [ f (5)ds,

elde edilir. Buradan da,

(E-Be ) f= Bbj'e"‘(’”) f(s)ds
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bulunur, 1e p(Be_A(b_“)) oldugundan

f= (E — Be ) )_1 Bl].e_A(H) f(s)ds

oldugu goriiliir. Bunun sonucu olarak da bulunur.
u'(t)+Au(t)= f(t), fe ’(H,(a,b))

diferensiyel denkleminin u(a)=Bu(b) sir deger kosulu ile ¢dziimii
b b
u(t)=L; f(t)= g4 (E — Be™44) ) ‘B J‘e_A(b—a) f(s)ds+ Je‘A('_S) f(s)ds

olarak bulunur.

Simdi, eger 4™ € &_(H) ise, 0 zaman

KF ()= [0 (s) dse & (2 (H,(a,b)

oldugunu ispatlayalim. Bu ispat i¢in asagidaki formda yeni bir operat6r tanimlayalim:

t—€
K f(t)= j e f(s)ds, (e 2, K,:I* > 12, >0,

a

Her £>0 i¢in K, operatdrii,
b
K, f() = [K,(t,5)f(s)ds

seklinde ifade edilebilir. Burada f(f)e I* ve her bir (,s) € [a,b]x[a,b] ikilisi icin,

— A(t-5) o < _
K.(ts)= e , egerass<t—¢&
, egert—€<s<b.
Aynica her (¢,5) € [a,b]X[a,b] ikilisi i¢in asagidaki Szellikler saglamr.

Ae**9 e B(H),
¢4 =[ 4 |47 e &, (H).

Boylece her £>0 igin K, e & (LZ) .

Diger taraftan,

t

.[ e ) f(5)ds

1—£

t

< [l sl as< flrel, s

L t—& t-£

|(k.-k)7]

L2:
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t 172 ' 172 b 1/2
s[ jllf(s)llﬁ,ds} ( j’ lzdsj s( j|| F&|, ds] 2 =£"|f],, fOeL,

t-£ t-£

oldugundan
Ik, -k <£",

elde edilir. Ayrica K, — K, £ — 0 [58]" deki 6nemli teoremden K € &, (L*) olup,
Ljes, ()

bulunur. A

Bu teoremden asagidaki sonucu ¢ikarabiliriz.

Sonug 7: Eger A=4"2E, A" e &_(H), Be B(H), 1€ p(Be™**) ve Ae p(L,)
ise, 0 zaman

R,(L,)e 6. (I (H),(a,b))
olur. Gergekten bu sonug,

R, (Ly)=Ly —AR,(Ly) L,

bagntis: izlenerek bulunur.

Teorem 30: L, operatdriiniin spektrumu asagidaki formdadir.

o(L,)={leC:A= +Zﬁﬂ—l, burada 4,, %% -~ u=0,ue o(Be™*®®) denkleminin
i b—a 4

¢Oziim kiimesidir, k€ Z}

Ispat: I” Hilbert uzayinda,
u'(t)+ Au(t)=Au(t)+ f(t), fe ’(H,(a,b)), A C,

diferensiyel denkleminin genel ¢6zimii:

t
w(t)=eAD f o [P f(5)ds, fe H ,yy (4).
u(a)=Bu(b) smr kogulu altinda agagidaki bagimtidan elde edilir.

(Be"“b' ) ——e*;’(b““)) f =—Bl]e"‘4(b‘ 9 f(s)ds.
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Buradan A€ C’ nin L, operatoriiniin spektrumunun bir noktas1 olmasi igin gerek
ve yeter sart,
e—ﬂ.(b—a) =/l€ O.(Be—A(b——a))

2k
b—-a

bagmtismin saglanmasidir. Buradan A =4, + . Burada 4, € o(Be*®™®) ve ke Z.

Bu son teoremden asagidaki sonuca varilir.

Teorem 31: Efer A=A4"2E, 4" € S_(H) ve Be B(H) ise, o zaman

o(Ly) ={/7,e C:/’L=alTb{ln|ﬂ|+iarg,u+2kﬂ'i}, keZ, pe a(Be’A)}.

Sonuncu teorem ve O'(Be"‘) # & oldugundan asagidaki sonug dogrudur.

Sonug 8: L, operatdriiniin O'(LB) spektrumu bog degil ise o zaman sonsuzdur.

B =W olmas1 durumunda benzer problem [31]’de incelenmistir. Burada W, H
Hilbert uzayinda tiniter bir operatordiir.



3. SONUCLAR

Bu ¢aligmanin sonuglan [59, 60, 61] konferanslarinda sunulmus ve bildiri olarak
basilmistir. Bu aragtirmalar gergevesinde asagidakiler sdylenebilir.

1. Maksimal hipormal genislemelere ait Teorem 23 bu sekilde ilk defa burada
koyulmus ve kesin bir sonuca varilmistir.

2. Maksimal hipormal genislemelerin ayrik spektrumu Teorem 28 de operatdr
katsayilar dilinde acik sekilde yazilabilmistir. Bu pratik olarak biiyiik dnem tasir.

3. Bir simf diferensiyel operatorlerin ayrik spektrumu hakkinda Teorem 30’ da verilen
sonu¢ onlarin spektrumu ile operatdr katsayilarin spektrumlar arasindaki iliski
bulmaya ¢alisiimstir.



4. ONERILER

. Tezin onemli sonuglarindan biri olan Teorem 23” deki A operatdr katsayismin
maksimal hiponormal oldugu durumlarda ayrica incelenmelidir. Bu tezde
uygulanan teknik ile benzer sonuca ulagilamaz.

. Tezin ikinci 6énemli sonucu olan Teorem 28, A4 operator katsayisinin maksimal
hiponormal oldugu durumlarda tezde oldugu gibi benzer sekilde agik bir sonuca
ulagilacagi bir ilgi konusu olabilir.

. Maksimal hiponormal genislemelerin ayrik spektrumlu durumlarinda, spektrumun

asimtotu ayrica bir incelenme konusu olarak aragtirilabilir.
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