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ONSOZ
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OZET

"Smooth topolojik uzaylar" adlt bu ¢aligma iki boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, ¢alismamizda kullanilan baglica temel kavramlar ve teoremler
verilmigtir.

Ikinci boliim ise, smooth topolojik uzaylar ile ilgili aragtirmalara ayrilmigtir.
Calismamizda, bazi aragtirmacilarin degisik gerekgelerle tanimladiklari, smooth kompaktlik
tipleri, baglantililik ve ayirma aksiyomlarinin derecelendirilmesi, kavramlar verilmis ve
bunlarin baz: 6zellikleri ile aralarindaki iligkiler incelenmigtir. Incelenen galigmalarda esas
itibari ile smooth topolojik uzaylarin, klasik topolojik uzaylardan bilinen 6zelliklere paralel

ozelliklerin saglandigin1 gostermek amaglanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Smooth topoloji, Smooth kompaktlik, Baglantililik, Smooth

komsuluk.



SUMMARY
Smooth Topological Spaces

The study entitled "Smooth Topological Spaces" consists of two chapters.

In the first chapter, fudamental concepts and theorems used in the study are
explored.

The second chapter includes some studies related to smooth topological spaces.
In this study, the concepts of smooth compactness types, connectedness and the grading
of separating axioms which some researchers defined differently from different points of
view were given and some of their relatedness with each other were studied. From the
studies examined, we tried to prove that there are substantially some parallel expressions

between smooth topological spaces and classical topological spaces.

Key Words: Smooth topology, Smooth compactness, Connectedness, Smooth
neighbourhood.
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SEMBOLLER DiZiNi

: Tanim olarak esittir

: Tamim olarak gerek ve yeter kogul

: Gerek kosul

: Yeter kogul

: Bakiniz

: Her

: Vardir, mevcuttur

: Dogal sayllar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: [0,1] kapal1 aral1g;

: A nin supremumu

: A nin infimumu

:{X,1J€J} ailesinin kartezyen ¢arpimi
: j. projekstyon (izdiigiim) fonksiyonu
: IK nin nesnelerinin sinifi

: X denY ye IK-morfizmlerin kiimesi

: A, B ye esittir

: B, A ytigerir

: A kesisim B

: A birlesim B

: A nin biitiinleyeni (tlimleyeni)

: {A, 11E€]J} ailesinin birlegimi (supremumuy)
: {A, :1E€]} ailesinin kesigimi (infimumu)
: fuzzy topolojik uzayi

: smooth topolojik uzay:

:Anmigi

: A nin kapanigi

: A nin resmi
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: A nin ters resmi

: A nin sonlu bir alt kiimesi

: J nin sonlu bir alt kitmesi

: 4/ nun sonlu bir alt kiimesi

: T smooth topolojisine ait kapaliligin bir derecelendirilmesi

: T topolojisine gore x noktasinin biitiin komguluklarinin

kiimesi

: keyfi verilsin
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1. GENEL BIiLGIiLER

Tamm 1 [1]: Bir A kiimesi iizerinde agagidaki kogullari saglayan bir R bagintisina
bir yart siralama bagintisi ve bu R bagintistyla birlikte A kiimesine veya (A,R) ikilisine
bir yart straly kiime denir:

a) Ya€&A iginaRa (Yansima).

b) Vab €A igin aRb ve bRa ise a=b (Ters simetri).

¢) Vab,c EA iginaRb ve bRcise aRc (Gegisme).

Ornek 1 [1]: A bostan farkl: bir kiime olsun. Bu taktirde ®A) kiimesi iizerinde her
C.DEHA)igin ‘

C=<D:«CCD
seklinde tanimlanan "<" bagintist bir yari siralama bagintisidir.

Tanim 2 [1]: (A,<) bir yan sirali kiime ve SC A olsun.

a) a €A ya S nin bir fist suurt denir :<> Vs €S igin s<a.

b) bEA ya S nin bir alt simure denir ;<> Vs &S igin s<b.

Tamim 3 [1]: (A,<) bir yan siral1 kilme ve m,n,k,t EA olsun.

a) m ye A nin bir maksimal elemant denir :<> VX EA i¢in m=x ise x=m.

b) n ye A nin minimal elemam: denir ;< VX €A igin x<n ise x=n.

¢) kya A nin bir en biiyiik eleman: denir :< Vx EA igin x<k.

d) tye A nin bir en kiigiik elemant denir ;<> VX €A igin t<x.

Tanim 4 [1]: (A,<) bir yan sirali kilme ve SC A olsun.

a) Efer a €A agafidaki kogullari saglarsa a ya S nin supremumu denir ve SupS
veya VS ile gosterilir.

i) a, S nin bir ist simridir.

i1) Her s €S i¢in s<k ise a<k dir.

b) Eger bE A agagidaki kogullari saglarsa b ye S nin infimumu denir ve InfS veya
AS ile gosterilir.

i) b, S nin bir alt simindir.

i) Her s €S igin k<s ise k<b dir.
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Tanim 1 c) den dolay: eger B nin bir supremumu veya infimumu varsa tektir. Diger
yandan S:={s,t} iki elemanli bir kiime ise V{s,t}, (bzs. A{s,t} kisaca svt (bzs. sat)
seklinde yazilir.

S = olsun. Eger V& ve A mevcutsa bu ifadeler sirasiyla 0 ve 1 ile gosterilir.
Bu taktirde O sayisinin A min en kiigiik elemani, 1 sayisinin A nin en biiyiik elemani ve 021
oldugu kolayca goriiliir.

Tanmm 5 [1]: (A,s)),(B,=,) iki yan sirali kiime ve f:A — B bir fonksiyon olsun.

a) ffonksiyonuna bire-bir denir :<> Va, a, €A igin f(a,)= f(a,) ise a, =a,.

b) ffonksiyonuna érten denir :<> Vb €B icin Ja€A 6yleki f{a)=b.

Tammm 6 [1]: J bir indis kiimesi olsun. Bogtan farkli kiimelerin bir ailesi

{X;1j€J} ise buailenin kartezyen ¢arpimi
Hx {x J —>UX 1x(j) EXJ,_]EJ}

seklinde tanimlanur.
Bir xell X, eleman x(j)= x; EX; olmak lizere X:=(X;) , seklinde gosterilir.

Burada x;EX; elemanma x noktasinin j. koordinati (veya j. bilegeni) ve X,

kiimesine de l—[ X, carpim kiimesininj. garpan: adiverilir.
J€J

Pj:HXjer,pj(x)mxj ile tanimlanan fonksiyona j. projeksiyon (veya
E

izdiigiim) fonksiyonu denir.

Tanmm 7 [1]: Bir IK kategorisi asafidaki i¢ veri ile belirlenir:

K1) Bir Nes(IK) sinif1 ki bu sinifin elemanlarina IK nin nesneleri denir.

K2) IK nin nesnelerinin her (X,Y) ikilisi i¢in bir M(X,Y) kiimesi ki bu kiimenin
elemanlarina X den Y ye morfizmler veya IK-morfizmler denir ve her
X, Y,Z, W €Nes(IK) i¢in

(X,Y)2(Z,W) ise M(X,Y)NM(Z,W) = &
saglanir. Bazen M(X,Y) kiimesi Mor(X,Y) veya Mor(X,Y) seklinde de gosterilir.

K3) IK nin nesnelerinin her X,Y,Z ligliisii i¢in Oy, doniigiimii Ki bilegke adi

verilen bu doniigiim
Oxvz :MX,Y)xM(Y,Z) >M(X,Z),0x y,(f.8) =8° f

seklinde tanimlanir ve agagidaki 6zellikleri saglar:
i) Bilegke asosyatiftir yani her fEMor(X,Y), gEMor(Y, Z), hEMor(Z,W) igin



Oxzw(Oxyz(£.8):h) =0y yw(£.0yzw (&)
veya
he(gef)=(heg)ef.

ii) IK nin her X nesnesi i¢in X in idantik morfizmi ad1 verilen bir 1, EM(X,X)

elemani vardir, 6yleki her fEMor(X,Y), gEMor(Y, Z) igin
lyef=fve gely=g

saBlanir.

Ornek 2:

a) Topolojik uzaylann kategorisi TOP ile gosterilirse

i) Nes(TOP):={(X,T) (X, T) topolojik uzay}.

i) Mor((X, T),(Y,T)):= { £1 f:(X,T) = (Y,T') siirekli dontigiim}.

iii) Bilegke doniigtimii stirekli dontigiimlerin bilegkesi olarak tanimlanur.

b) Fuzzy topolojik uzaylarinin kategorisi FT ile gosterilirse

i) Nes(FT):={(X,T) | (X,T) fuzzy topolojik uzay}.

i) Mor(( X, T),(Y,T)):={ f! £:(X,T) = (Y,T) fuzzy siirekli doniigiim}.

iit) Bilegke doniigiimii fuzzy stirekli doniigiimlerin bileskesi olarak tanimlanir.

¢) Smooth topolojik uzaylarin kategorisi ST ile gosterilirse

i) Nes(ST):={( X, ) I(X,T) smooth topolojik uzay}.

i) Mor(( X,%),(Y,w)):= {f| f «(X,T) = (Y,7*) smooth siirekli doniiglim}.

iii) Bilegke doniigiimii smooth siirekli doniiglimlerin bilegkesi olarak tanimlanur.

Tanim 8 [1]: Eger IL. ve IK kategorileri igin agagidaki 6zellikler saglanirsa IL. ye
IK nin bir alt kategorisi denir:

i) Nes(IL)C Nes(IK).

ii) VX,Y €Nes(IL) igin Mor, (X,Y)CMorg(X,Y).

iti) VX,Y,ZENes(IL) ve VfEMor, (X,Y), gEMor, (Y,Z) igin

gof EMor, (X,Z) = gof EMorg (X,Z).
iv) VXENes(IL) igin
1, €EMor (X,X) =1 EMory (X, X).
Eger yukarida verilen ii) kosulu i¢in esitlik saglanirsa IL ye IK nin bir biitiiniiyle

alt kategorisi (full subcategory) denir.



Tamm 9 [1]: Bir IK kategorisinden bir IL kategorisine bir F kovaryant (bzs.
kontravaryant) funktoru agafidaki 6zellikleri saglayan bir dontigtimdiir:

a) VX ENes(IK) igin F(X)ENes(IL).

b) VfEMor, (X,Y) igin

F( ) EMor, (F(X).F(Y)) (bzs. F() EMor, (F(Y),F(X)).
¢) VfEMor, (X,Y), gEMor(Y,Z) igin
F(go f)=F(g)F(f) (bzs. F(ge f)=F(f)°F(g)).

d) VX ENes(IK) igin F(1) =1gx,.

Tamm 10 [1]: "Yar-siirekli fonksiyonlar"

(X,T) bir topolojik uzay, £:X — IR bir fonksiyon ve x, €EX olsun.

a) f fonksiyonuna‘x0 noktasinda iistten yari-siirekli denir :<> Ve> 0 igin
JU € u(x,) oyleki VX€EU igin f(x) < A{x,) + €.

b) ffonksiyonuna X, noktasinda alttan yari-siirekli denir 1< Ve> 0 igin
JU E U(x,) oyleki VX€EU igin f(x) > fx,) - €.

X nokta kiimesi olsun. Genel olarak X de bir fuzy kiimesi, her x €X noktasinin
iiyelik derecesi p,,(x) €I ile gosterilen bir iiyelik fonksiyonu ile tanimlanir. Buna gore X de
bir M fuzzy kiimesi, X den [ ya tanimli bir u,, fonksiyonu olarak kabul edilebilir. Yazim
kolayligiigin n,, fonksiyonunu M ile gosterecegiz.

Tamm 11 [1]: M ve N bir X kiimesinde iki fuzzy kiimesi 6yle ki X in M ve N
fuzzy kiimesine tiyelik derecesi sirastyla M(x) ve N(x) olsun.

a) M=N:< M(X)-N(x), VxeX.

b) M<N: < M(x) =N(x), VXxEX.

¢) A=Mv N :< A(X)=maks {M(x),N(x)}, Vx&X.

d) B=MAaN :< B(x) =min {M(x),N(x)}, Vx €X.

e) C=M‘:e C(x)=1-M(x), VxeX.

Daha genel olarak; fuzzy kiimelerinin bir {M, :i€J} ailesi i¢in birlesim ve kesigim
sirastyla A= V{M,:i €J} ve B:= A{M;:i€J} ile gosterilir ve tiyelik fonksiyonlarn
strastyla her xE€X igin

Axp=VIM,(x):i€l} ve Bx):= AM,(x):i€l}
seklinde tammlanir. Diger yandan X (veya ly) ve & (veya 0y) ile gosterilen fuzzy

kiimelerinin tiyelik fonksiyonlari ise strastyla her X€X igin



Iy(xx=1 ve O4(x):=0
dir.

Teorem 1 [1]: X iizerindeki fuzzy kiimelerinin bir ailesi {M; :i1EJ} olmak iizere

a) (VM,: i€’ = A{M: i€},

b) (AM, i€’ = V{M:i€l}
dir ve bunlara "De Morgan" kurallar denir.

Tanum 12 [1]: X bir kiime olsun. Bir TCI ailesi asagidaki kogullar1 saglarsa bu
T ailesine X iizerinde bir fuzzy topoloji denir:

1) 04,1, E€T.

2) M\NET ise MANET.

3) Heri€Jigin M, ET ise V{M, :iEJ}ET.

(X,T) ikilisine bir fuzzy topolojik uzay: denir ve kisaca ftu geklinde yazilir. T
nin elemanlarina T-agtk fuzzy kiimesi veyakisaca agik fuzzy kiimesi ve bir T-agik
fuzzy kiimesinin biitiinleyenine T-kapaly fuzzy kiimesi  veya kisaca kapalt fuzzy
kiimesi adi verilir.

Tanmm 13 [1]): X, Y iki kiime, f:X — Y bir fonksiyon ve NEI" olsun. N nin
ters resmi {'(N) ile gosterilir ve her x €X igin

£ (N)(x) = N(t(x))
ile tantmlanir.

Diger yandan M €1* fuzzy kiimesinin resmi  f(M) ile gosterilir ve yEY igin

Sup{M(z):zEf(Y)} ,f () =D
M)(y):=
f( )(Y) {O , f—l(y) = @

ile tanimlanir. Burada £ '(y):= {xEX: A(X) =y} dir. Butanimda f Yy) = & ise Sup@B=0
oldugundan
fM)(y) = Sup{M(2):2 € ()}

seklinde de ifade edilir.

Teorem 2 [1]: X,Y,Zkiimelerve f:X—Y, g:Y — Z iki fonksiyon olsun.

a) Y deki her N fuzzy kiimesi igin £'(N°) = (£~ (N))*

b) Eger f orten ise X deki her M fuzzy kiimesi igin ( f(M))° s ( AM®) dir.

¢) NN, Y deiki fuzzy kiimesi ve N, <N, ise f'(Nl) = f—‘(Nz) dir.

d) M,, M, X de iki fuzzy kiimesi ve M, =M, ise f(M,) = f(M,) dir.



e) Y de her N fuzzy kiimesi igin £(f'(N)) <N dir.

Ozel olarak forten ise Y deki her N fuzzy kimesi igin £( £'(N)) = N dur.

f) X deki her M fuzzy kiimesi icin M < £'( AM)) dir.

g) f ve g ninbilegkesi go f olmak iizere Z deki her N fuzzy kiimesi igin

(g° N'N)= £'g"'NY)
Teorem 3 [1]: X, Y kiimeler ve f:X — Y bir fonksiyon olsun.
a) {M,:1€J}, X deki fuzzy kiimelerin bir ailesi ise
VM, i €1) = VIFM)i €1y ve AINM, i€} = A{fM, ) iE]}

dir.

b) {N;:i€1J} Y deki fuzzy kiimelerinin bir ailesi ise ‘

PV INETD = VAN e} ve £IUAN:i€1) s A{FI(N):iED

dir.

Tamm 14 [1]: (X,T,),(Y,T,) iki ftu ve f:X — Y bir fonksiyon olsun. Eger her
T,-acik fuzzy kiimesinin ters resmi T,-agik ise ffonksiyonuna fuzzy siirekli denir.

Tamm 15 [1]: (X,T) ftu, M X de bir fuzzy kiimesi ve 4, fuzzy kiimelerinin bir
ailest olsun.

a) Eger M < V{N:NE 4} ise 4 ailesine M fuzzy kiimesinin bir értiimii denir. Bu
durumda 4 nin her bir elemani agik ise 4 ailesine M nin bir agik ‘rtiimii  denir.

b) Eger 4 nin bir alt ailesi N nin bir ortimii ise bu alt aileye 4 nin bir alt drtiimii
denir.

Tanim 16 [1]: (X,T) ftu olsun. Eger X in her agik 6rtiimiiniin sonlu bir alt ortiimii
varsa (X, T) fuzzy topolojik uzayina fuzzy kompakt denir.

Tamm 17 [1]: (X,T) ftuve BC T olsun.

B ye T igin bir taban denir :< VM ET igin M, :i€EJ} CB vyle ki
M=V M;:iel}.

Tamim 18 [1]: (X,T) ftu ve S CT olsun. Eger ¢ nin elemanlarinin sonlu

infimumundan olugan aile T igin bir taban ise of ailesine T igin bir alttaban denir.



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Smooth Topolojik Uzaylar

Bu boliimde A.A. Ramadan'in 1992 yilinda yayinlanan ¢aligmasi incelenmisgtir [2].
Bu ¢aligmada kisaca smooth topolojik uzay, smooth alt uzay, smooth siireklilik, a-diizeyi

fuzzy topoloji, smooth kompaktlik tanimlari ve bunlara iligkin temel 6zellikleri incelenmigtir.

2.1.1. Tanimlar ve Genel Ozellikler

Tamm 19: X bir kiime olsun. Eger bir ©:1¥ — | doniisiimii agagidaki kosullari
saglarsa, bu t doniigtimiine X tizerinde bir smooth topoloji denir.

(O1) T(0x) = ly) =1,

(02) VM,NEI", t(M AN) = t(M) A t(N),

(03) VJ, «(V{M,:i€T= A{t(M,):iEJ}
Bu durumda (X,7) ikilisine de bir sinooth topolojik uzay (stu)ad verlir.

Tanmim 20: X bir kiime olsun. Eger bir & :1* — I doniisiimii asagidaki kogullari
saglarsa, bu & doniigiimiine X tizerinde kapaliligin bir derecelendirilmesi denir.

(C1) F(Ox) = F () =1,

(C2) YM\NEL*, FMVN)= F(M)ar F(N),

(C3) VI, F(AM;:i€J} = A{F(M,):iEJ}.

Teorem 4: <, X kiimesi iizerinde bir smooth topoloji ise

G =1 F (M) =1tM)

ile tanimlanan &_, X tizerinde kapaliligin bir derecelendirilmesidir.

Ispat:

(C1) &, (0y)=7(0)) =t(ly) =1.

F.(x) =7(l) = «0y) =1.
(C2) . (MvVN)-1((Mv N)*)
=1(M° A NY)
= (M) A YN) = F (M) A F (N)



(C3) T (AM;:i€]) =t(A{M,:iEI}))
=g(V{M]:i€J})
= A{t(M)):i€l}
= A{F.(M,):iE]}.
Dolayisiyla &_, X lizerinde kapalilifin bir derecelendirilmesidir. B
Teorem 5: & , X lizerinde kapaliliin bir derecelendirilmesi ve
=1, 1, (M) 1= F (M)
ise Tt , X lizerinde smooth topolojidir.
Ispat: Bir 'oncekiv Onermeye benzer sekilde yapilir. ®
Sonug¢ 1: T ve &, X tlizerinde sirasiyla smooth topoloji ve kapalilifin bir

derecelendirilmesiise T, =t ve & = dr.
Ispat: MEI" kv. T, (M) = Z.(M")=t(M) ve &,_(M)=1,(M°) = F(M).H
Tamim 21: <, ve t,, X lizerinde iki smooth topoloji olsun. Eger her MeT* igin
T,(M) = t,(M) ise t,, T, den giiglii veya t,, T, den zayif denir ve ¢, =7, ile gosterilir.
Teorem 6: {t,:i EA}, X lizerinde smooth topolojilerin bir ailesi ise
t= N{t, :kEA}, t(M)= A{r,(M):kEA}
ile tanimlanan ¢ doniigtimii X tizerinde bir smooth topolojidir.
Ispat:
(01) ©(0y) =(ly) =1,
(02) tMaN)=A{t,(MAN):kEA}
=2 A{(x,(M) A T, (N)): kK EA}
= A{r,(M):kEA} A A{t,(N):kEA}
=1t(M) A Tt(N),
(03) wW(V{M;:i€J}) = A{r (V{M,:i€J}):k EA}
= A{A{t,(M,):i€J}:kEA}
= A{A{t,(M)):kKEA}:i €]}
= A{zM,):i EJ}.
Dolaysiyla ¢, X iizerinde smooth topolojidir. ®
Gésterim 1: X kiime, ACX ve MEI" olsun. M nin A iizerinde kisitlanist MIA
ile gosterilir.

TC.YURSEKA 37 KORULY
DOKIW: v . MERKEZ
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Teorem 7: (X,t) bir smooth topolojik uzay ve A CX olsun.
v 10— 1, t,(M):= V{T(N):NEI*, NIA =M}
ise T, , A tizerinde bir smooth topolojidir.
Ispat:
(01) T,(0,) =7,(1,) =1,
(02) MM, €I* k.v.
T, M) AT,M,) = V{IN):N, € ,NJA =M} A V{r(N,):N, €F ,N,IA =M,}
= V{T(N) A t(N,): NN, €1F (N, AN,)IA =M, AM,}
< VN, A NL):NGNLER (N, A N,)IA =M, A M,}
=1,(M,AM,),
(03) {M,:i€J}CI* k.v. Vi€Jigint,(M,) = V{‘C(Ni) N, €17 ,N,IA = M} dir.
AL, (M):i €1} = A{V{t(N,):N,EI* NJA=M}:i€J}
= VIAGWN):ET:N, e, VN (i €}A = VM, i€}
<V{(V{N:iel}):N, €l*,V N.:iel}lA= VM, i€}
=1, (V{M,:iE}).
Dolayisiyla T, , A iizerinde bir smooth topolojidir. B
Tamm 22: (X,t) bir stu ve A CX olsun. (A,t,) smooth topolojik uzayina (X, )
smooth topolojik uzayinn bir alt uzay1 ve T, ya T nun A lizerinde iirettigi bir smooth
topoloji denir.
Teorem 8: (A,t,), (X,7) smooth topolojik uzayinin bir altuzay: ve MeT® ise
a) &, M)= V{Z,(N):N EI* ,NIA = M}.
b) BCACX ise T, =(T,);.
Ispat:
a) Z, (M=t,M
= V{z(N):N€I* ,NIA =M}
= V{z(N):N° €I* ,NIA = M}
= V{ZF,(N°):N° €1* ,N°IA =M}
= V{Z(E):E€I" ,EIA=M}.
b) (t,)5(E) = V{t,(N):N €I*,NIB = E}
= V{V{z(N)):N,€I*,N,JA = N} :NEI*,NIB = E}
= V{z(N)):N,EI*,N,B=E}=1,(E).m
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2.1.2. a-diizeyinde Fuzzy Topolojisi

Tanim 23: (X,T) smooth topolojik uzay ve a €(0,1] ise
T,.={M er*:y(M) za}

ile tanimlanan kiimeye t nun o -diizeyi (o -kesimi) denir.

Teorem 9: (X,t) smooth topolojik uzay olsun. Her a €(0,1] igin T, X lizerinde
bir fuzzy topolojidir. Ayrica o, s a., igint, DT, dir.

Ispat:

1) 14,04 Ex, oldugu agik.

2) MNEr, k.v. t(M) za, T(N)2a ve buradan t(M A N)2 (M) A ¢N) za
dir. Dolayisiyla M A NEx, dir.

3) M,:i€J}Cr, k.v. Her i€J icin t(M;) = o oldugundan
w(V{M;:i €J}) = A{x(M,):i€J} = o dir. Buradan V{M;:i EJ} Ex, dir. Dolayisiyla t,,,
X iizerinde bir fuzzy topolojidir. Diger kisim agiktir. @

Teorem 10: {T,: a €01]}, X tlizerinde o, =a, igin T, CT, kogulunu
saglayan fuzzy topolojilerinin bir ailesi ise

v:I* = [,7(M) = V{a €(0,]]:MET }

ile tanimlanan <, X iizerinde bir smooth topolojidir.

Ispat:

(01) =(l)=70y) =1

(02) MNEI* k.v. {&a:MANET, }D{a:MET, ve NET,} oldugundan
T(M A N) = tM) A t(N) dir.

(03) {Mi:iEJ}CIx k.v. {a:V{M,:i€J}ET }D{a:ViE],M,ET}
oldugundan t(V{M,:i €J}) = A{t(M,):iEJ} dir.

Dolayisiyla T, X iizerinde bir smooth topolojidir. Bu © smooth topolojisine
{T, : o €(0,1]} ailesi tarafindan iiretilen smooth topoloji denir. B

Teorem 11: T, X iizerinde smooth topoloji ve her a €(0,1] i¢in T ,, T nun
a-diizeyi olsun. T,, {t,a€(0,1]} fuzzy topoloji ailesi tarafindan iiretilen smooth topoloji,
yani

1 :1¥ =1, 7,(M)= V{a:MEr,}



11

ise t, = T dur.

Ispat: MEFkv. t(M)= V{a:MET,}=V{a:tM)=za}=1tM).m

Uyar1 1: Benzer gekilde, & :1* — 1 kapaliligin bir derecelendirilmesi iginde
yapilabilir:

F =MEr : FM)=a} ve F, My=V{a:MEF}, T, :1* =1

scklinde tanimlanirsa, &, M):= V{a:M EZ } = V{a: F M)z a} = & (M) drr.

Tanmm 24: T, X iizerinde bir fuzzy topoloji ve T, X lizerinde bir smooth topoloji
olsun. Eger,

T={M€EI* :x(M)> 0}

ise T smooth topolojisi T ile wyumludur denir.

Ornek 3: X bir kiime olsun.
L M=0,,1,

X
: I = i
T: 1" = 1,t(M) {O, MEIX —{0,,1,}
ile tamimlanan T, X tizerinde smooth topolojidir ve indiskret fuzzy topoloji ile uyumludur.

Ornek 4: X bir kiime ve o €(0,1] igin
L M=0l

=1, t(M)= ,
\ M) {a, MEI* —{0,,1,}

ile tanimlanan <, X iizerinde smooth topolojidir ve diskret fuzzy topoloji ile uyumludur.
* 2.1.3. Smooth Siirekli Doniigiimler

Tamm 25: (X,%,), (Y,7,) ikistuve £:X — Y doniiglimii verilsin. Eger,
VMEI" igin 1,(£ (M) = T,(M)
saglaniyorsa f doniigimiine smooth siireklidir denir.
Bu kavram fuzzy siireklilik kavraminin bir genellemesidir.
Tamm 26: (X,t,), (Y,5,) ikistuve f:X— Y doniislimii verilsin. Eger,
VMEI" igin t,(M) >0=>1,(f'(M)) >0
saglaniyorsa f doniigiimiine zayif smooth siireklidir denir.
Bu tanima gore her smooth siirekli doniigiim zayf siireklidir.
Teorem 12: (X,t)), (Y,1,) ikistuve f:X — Y doniigiim olsun.
a) fsmoothsiirekli <= VM €I" igin &, (£ (M)) = Z,,(M).
b) fzayif smooth siirekli <> YM el¥ igin .. M)>0=_( (M) > 0.



ispat:

a) "=" M€&I¥ k.v. MCEI" dir. fsmooth stirekli oldugundan
o, (M) =5 (£ M)) =5 (£ (M) 2 ,(M*) = F, (M) dir.

"e="MEI* k.v. M®EI" dir. Hipotezden
W(f M) =, (f (M) = F,,(f (M) 2 F,,(M") = 7,(M) dr.

b) "=" Mel’ keyfiigin &_ (M) >0 olsun. 1,(M%) >0 dir. f zayif smooth siirekli
oldugundan <,( £ '(M°)> 0 dir. Buradan =,(( £'(M))°)> O ve dolayisiyla Z, (£'(M)) >0
dir.

"e=" MEI" keyfi igin t,(M)>0 olsun. &, (M%>0 dir. Hipotezden
G (£(M%) >0 dir. Buradan &, ((f'(M))*) >0 ve dolayistyla ©,(f'(M)) >0 dir. |

Teorem 13: (X,7,), (Y,%,) ve (Z,) étu lar olsun. Eer f: X—=Y veg:Y—>Z
smooth stirekli iseler geo f: X — Z smooth siireklidir.

Ispat: MEI* k.v. t((ge H M) =7,(f'("(M)) 27,(g" (M) = T,(M).
Dolayisiyla g o f smooth siireklidir.

Teorem 14: (X,t) ve (Y,T) stu, £:X— Y smooth siirekli doniigiim ve A CX
olsun. Bu durumda fl1A:(A,t,) —> (Y,t') smooth siireklidir.

Ispat: NEI” kv. 7,((AA) ' (N)) = V{T(N): N, €I" ,N,IA = (AA) ' (N)}

= £ (N) 2v'(N) *)

(*) a€A igin,

(F(N)IA)@) = £ (N)@) = N(A(2)) =N((AA)@) = ((AA)"'(N))(a). Dolayisiyla
FIN)IA = (AA)Y(N) dir.m

Tamm 27: (X,t)), (Y,7,) stu, & ve &, sirastile X ve Y iizerinde kapalilifin bir
derecelendirilmesi ve f:X — Y doniigiim olsun.

a) f ye smooth agiktir denir :<> VM €% i¢in T,(M) < T, (f(M)).

b) £ ye smooth kapalidir denir ;<> YM EI* i¢in & (M) = Z,( f(M)).

Tamim 28: (Xt,), (Y,T,) stu ve f:X—Y doniisim olsun. f ye smooth
homeomorfizm denir ;<> # bire-bir, orten, fve £ ' smooth stireklidir.

Teorem 15: (X,t,), (Y,x,) stuve f:X—Y bire-bir, orten doniigiim olsun. Bu
durumda agagidaki ifadeler denktir.

a) fsmooth homeomorfizm.

b) fsmooth agik ve smooth siireklidir.
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¢) fsmooth kapali ve smooth stireklidir.

ispat: a)=b) f nin smooth agik oldugunu gosterelim. MEI* k.v. a) dan £

smooth siirekli oldugundan
T () M) 27 (M)
dir. Buradan
T, (M) = ¢(M)

dir. Dolayisiyla f smooth agiktir. Ayrica hipotezden f smooth siireklidir.

b)=>c) f nin smooth kapali oldugunu gosterelim. MEI* k.v. M°EI* ve f smooth
agik oldugundan & (M) =1,(M") s T,(AM)) = 1,(f{M))) = &F_,(AM)) dir.
Dolayisiyla f smooth kapalidir.

¢)=>a) f' in smooth siirekli oldugunu gosterelim. MEI* k.v. M°EI* ve f

smooth kapal1 oldugundan
LU M) = G(FM) =T, (FM)Y) = F,,(f(M")) 2 F, (M°) = T,(M) dur. Buradan

T, ((f Ylmy) =T,(M) dir. Dolayisiyla f ' smooth siireklidir. &

Teorem 16: X ve Y iki kiime, {t :a€(0,]]} ve {t, :aE(0,1]} swrasiyla X ve Y
lizerinde o, = a, igin T, C1,, ve T, C 1, kogulunu saglayan iki fuzzy topoloji ailesi, T
ve t’ sirastyla bu aileler tarafindan iiretilen smooth topoloji ve f:X—Y bir doniigiim

olsun. Bu durumda,

a) Eger her a €(0,1] i¢in f:(X,x,)— (Y,t.,) fuzzy siirekli ise f:(X,t)— (Y,1')
smooth siireklidir.

b) Eger her a €(0,]] i¢in f:(X,x,)— (Y,=,) fuzzy agik ise f:(X,t)— (Y,T')
smooth agiktir.

¢) Eger her a €(0,1] i¢in f: (X,x,)— (Y,t,) fuzzy kapali ise f:(X,T)—> (Y,%')
smooth kapalidir.

Ispat:

a) MEI" k.v. f fuzzy siirekli oldugundan {a: f'M)Ex, } D {a:MET.} dir.
Buradan ( f"(M))~ =V{a: f' MET,}=V{a:MET,}=T (M) dir. Dolayisiyla f
smooth siireklidir.

b) MeI® k.v. ffuzzy agik olougundan {u:M€Et }C{u: f(M)ET,} dir.
Buradan t(M) = V{a:M €z} < V{a: f(M)ET,} =1'(f(M)) dir. Dolayisiyla f smooth

agikur.
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¢) MEI® k.v. ffuzzy kapali oldugundan {a:M°Ex } C{a:(fM)) ET.,} dir.
Buradan t(M°’) = V{o:M°Ex }< V{a:(fM)) Et.} =T ((f(M))*) dir. Buradan
F.M) = Z_(f(M)) dir. Dolayisiyla f smooth kapalidir. =

2.1.4. Smooth Kompakthk

Tamm 29: (X,7) bir stu olsun. Her a €(0,1] i¢in (X,t,) fuzzy kompakt ise (X,T)
ya sinooth kompakttir denir.

Teorem 17: (X,1), (Y,©') stuve £:(X,t)— (Y,t') smooth siirekli ve drten olsun.
Eger (X,t) smooth kompakt ise (Y,t') smooth kompakitir. ,

Ispat: a€(0,1] ve {M;:i€J} Y nin v, -acik keyfi bir ortiimii olsun. f smooth
siirekli oldugundan her a €(0,1] igin £:(X,t,)—> (Y,=,) fuzzy siireklidir. Gergekten,

MET, =>T(M)z a= 1 M) =2 TM) 20 = £ (M) ET,
dir. Ayrica
L= ') = VM ETY = VI (M) :HED
oldugundan ve (X,t) nun smooth kompaktligindan
3J,CJ sonludyleki 1, = V{f'(M,;):i€J;}

dir. forten oldugundan 1, = {M, :i €]} dir. Dolayisiyla (Y,t') smooth kompaktur. ®
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2.2. Smooth Topolojik Uzaylarda Bazi Ozellikler

Bu boliimde K.C. Chattopadhyay ve R.N. Hazra'nmin 1992 yilinda yayinlanan
makalesi incelenmistir [3]. Bu galigmada kisaca, fuzzy topolojilerinin azalan bir ailesinden bir
smooth topolojinin elde edilmesi ve smooth siirekli fonksiyonlarin bazi 6zellikleri

incelenmigtir.

2.2.1. Fuzzy Topolojilerinin Bir Ailesinden Bir Smooth Topolojinin
Elde Edilmesi

Teorem 18: (X,tr) bir stu ve {t, :a€[01]} <t nun tim a-dizey fuzzy
topolojilerinin ailesi olsun. Bu durumda {t,, : @ €[0,1]} azalan ailedir ve her bir a €[0,1] igin
T, =N{t,:s<a}

dir.
Ispat: Birinci kisim igin Bkz. Teorem 9. Diger kisim icin o €(0,1] k.v.
T, CN{r,:s< a} (D
oldugu agiktir. Diger yandan M €< ise T(M) < a dir. Buradan
Is €(0,1] vyleki T(M) <s<a
Buradan da M &<, ve MEN{x, :s <a} dir. Dolayisiyla
N{t,:s<u}Cr, (2)
dir. (1) ve (2)den T, =N{t,:s<a} elde edilir.m
Teorem 19: X bir kiime ve {T_ : a €(0,1]}, X iizerinde fuzzy topolojilerin azalan
bir ailesi ise
v: =1 , tMy=V{a€QOI:MET,}
olarak tanimlanan T doniigtimii bir smooth topolojidir. Bkz. Teorem 10. Ayrica her a €(0,1]
icin,
T, =N{T,:s<a} (*)
ise her a €(0,1] icin v, =T, dir.
ispat: MET, k.v. ©(M) = a dir. Buradan M €t dir. Dolayisiyla
T, Crt, (1)
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dir. MEx,_ k.v. t(M) 2a ve V{kE(0,1]: M €T, } =is = a dir. Buradan
Ve >0 igin Ik €(0,1] Syleki s-e <k ve M ET,
dir. Buradan . -¢ss-¢ <k ve MET, dir. Buradan MET _, dir. £ >0 Keyfi oldugundan
ve (*) dan M €T, elde edilir. Dolayisiyla
T, CT, 2)
dir. (1) ve (2) den v, = T, elde edilir.®
Sonug 2: t ve t' X iizerinde iki stu olsun. Bu durumda,

=t e, =1, ,Vu€(0]]

dir. |
Ispat: "=" Acik.

te=" ME® kv. (M) =V{a€EQI: M) =o}
= V{a€(@0,]]:MET }
= V{a€(0,]]:MET,}
= V{a €0,1]:t'M) = o}
=t'(M)
Dolayisiylat =<' elde edilir.®
Teorem 20: (X,T) bir ftu olsun. a€(0,1] keyfi i¢in, T*:1* —1 agagidaki
kosullan gercekleyen bir doniisiim olsun.
T*(0y) = T*(1y) = 1,
T°M)=a,MET - {04, 1, },
=0 diger. |
Bu durumda T°, X iizerinde bir smooth topolojidir ve (T%)_ =T dur.
Ispat: T° nin X iizerinde smooth topoloji oldugu agiktir. Ayrica
METY), T*M)za>0«<MET
dir. Dolayisiyla (T%), =T dir.®
Bu sekilde elde edilen T* ya a-inci derecelendirilme denir ve (X, T%) ya a-inci

derece smooth topolojik uzay denir.
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2.2.2. Siirekli Déniigtimler ile ilgili Baz1 Ozellikler

Teorem 21: (X,7) ve (Y,t) ikistuve f:X — Y doniigiim olsun. Bu durumda,

fsmooth siireklidir < Va €(0,1] i¢in f:(X,t,) = (Y,%,) fuzzy siireklidir.

Ispat: "=" a€0,] ve M €T, k.v. f smooth siirekli oldugundan
(£ '(M)) = ©'(M) = adir. Buradan f—'(M)E'cu dir.

M=t ME'IY k.v. Eger T'(M) = 0 ise ©( ' (M)) = t'(M) dir. Eger T(M) = a €(0,1]
ise MET, dir. £:(X,x,)—> (Y,1)) fuzzy siirekli oldugundan (M) €+, dir. Buradan
(' M)z a=1t'(M) dir.m

Teorem 22: (X,T) ve (Y, T') iki ftu \;e f:X—Y doniigiim olsun. Bu durumda,

(X, T)— (Y, T) fuzzy siireklidir. & Va €(0,1] igin £:(X,T") = (Y, (T")") smooth
stireklidir.

Ispat: "="MEI" k.v.

i) M=0, veya M=1, ise £'(0;)=0, ve £ '(l,)=1; olacagindan
T*(£'(M)) =1 =(T)*(M) dur.

ii) MET -{0,,1;} ise (TY* M)=a ve F:(X,T)—(Y,T') fuzzy siirekli
oldugundan £ '(M)ET dir. Buradan T“(f'(M)) 2 a =(T)*(M) dir.

iii) MET’ ise (T)*M)=0=<T“(F'(M)) dir.

i), ii) veiii) den Va €(0,1] igin F:(X, T“)— (Y,(T")) smooth siireklidir.
"<="Teorem 21 den f:(X,(T%),) —= (Y, (T"?),) fuzzy siirekli ve Teorem 20 den
(X, T)— (Y, T") fuzzy siirekli oldugu goriiliir.m

Teorem 23: (X,t) bir stu, Y bir kilme ve f:X—>Y doniigiim olsun.
{T,:a €O,1]}, Y tizerinde fuzzy topolojilerin azalan bir ailesi, T’ bu aile tarafindan iiretilen
Y tizerinde bir smooth topoloji ve her a €(0,1] igin B, ve o, sirastyla T, nin tabam ve
alttabani olsun. Bu durumda,

a) f:(X,t)— (Y,t') smooth siirekli <> Yo €(0,1] ve YM ET,, icint( f'(M))= .

b) f:(X,t)— (Y,t’) smooth siirekli < Va €(0,1]ve YM ER, icint(£'(M)) = a.

¢) f: (X,x) = (Y,t’) smooth siirekli < Vo €(0,1]ve YMES, igint(£'(M)) = a.

ispat: a) "=" a €(0,1] ve MET, k.v. T’ niin tanimt gozodniine alinirsa t" (M)za

ve f smooth siirekli oldugundan ©( £'(M)) = t'(M) = &, buradan ©( £ '(M)) = « dir.
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te=" MEI' k.v. T/(M)=0 ise t(f'(M)) zt'(M) dir. Eger t'(M) =:r> 0 yani
(M) = V{aE€(@0,]]: MET }=r>0 isc
Ve>0 igin 3o, €(0,1] dyleki MET, ve a,>r-¢
dir. Hipotezden t(f'(M)) = o,y > r— & dir. € >0 keyfi oldugundan =( FiM)zr=1'(M)
dir. Dolayisiyla f smooth stireklidir.
b) "=" a€(0,1] ve MER, k.v. B,, T, i¢in taban oldugundan LB, C T, dir. a)
dan (£ (M)) = a elde edilir.
"<=" a) dan dolayi
Va€,l] ve YMET, icin ¢ M) za
oldugunu gostermek yeterli. a €(0,1] ve MET,, k.v. B,, T, i¢in taban oldugundan
IM, :kEA}YC B, vyleki M = V{M, :k EA}
dir. Hipotezden Vk €A igin t( f 1(Mk)) > o dir. Buradan
W) = (V{M, 1k EA})
=t(V{f M,):kEA})
= A {f'M,):kEA}
za
dir. a) dan { smooth siireklidir.
¢) "=" a€(0,l] ve MEJ, k. &,, T, icinalttaban oldugundan o, C T, dir. a)
dan ©( £ '(M)) = a elde edilir.

"<=" b) den dolay1
VaE@O,]] ve YMESR, igint(f'(M)) =«

oldugunu gostermek yeterli. a €(0,1] ve MES, k.v. d,, T, i¢in alttaban oldugundan
S, :i=1,...n,nEIN}C &, vyleki M= A{S;:i=1..n}
dir. Hipotezden Vi =1,...,n igin ©(£'(S;)) = o dir. Buradan
WFM) = o (A{S; i =1,..,0})
=t(A{f'S):i=1L...n})
=AF(F'S)):i=1...n}
=

dir. b) den f smooth stireklidir.®
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Teorem 24: X bir klime, {(X;,t]):i €A} smooth topolojik uzaylarin bir ailesi ve
her i€A igin £, : X — X, doniiglim olsun. Bu durumda X iizerinde agagidaki kogullari
gergekleyen bir © smooth topolojisi mevcuttur.

a) Her i€A igin f;:(X,t) — (X,,T;) smooth siireklidir.

b) (Z,x"') stu olmak iizere
g:(Zx")— (X,v) smooth siirekli <> Her i€A igin f,og:(Z1") = (X,,t]) smooth
stireklidir.

Ispat: Her iEA ve her a €(0,1] igin

Toi={ £/ (M): ME(T),}
tanimlansin. Hatirlanacagi gibi (t;), = {M el T (M) =a} dir. Her bir T, , X iizerinde
fuzzy topolojidir ve {T;, : a €(0,1]} X iizerinde fuzzy topolojilerinin azalan bir ailesidir. Her
a €(0,1] igin
d,:= T, 1EA}
ile tanimlansin ve T, , X iizerinde &, alttaban ile liretilen fuzzy topoloji olsun. Bu durumda
{T,:a €(01]} X lizerinde fuzzy topolojilerinin azalan ailesidir. T, X iizerinde bu aile
tarafindan iiretilen smooth topoloji olsun (Bkz. Teorem 10). Yani
=1 , w(N)x=V{a€OI:NET,}.
dir. Bu T smooth topolojisinin a) ve b) kosullarini gergekledigini gosterelim.

a) iEA ve MeI® k.v. Eger T;(M) =0 ise 1( i) = T;(M) dir. Eger
M) =a>0 ise ME(), ve ﬁl(M)ETia C# CT, dir. Buradan
(£, '(M)) = a = Tj(M) dir. Dolayisiyla £ smooth siireklidir.

b) "=>" Bkz. Teorem 13.
"«<=" Teorem 23 den her a €(0,1] ve her MEd, igin t"'(g'(M)) =z a oldugunu

gostermek yeterli. Bunun igin a €(0,1] ve MEJ, k.v. MEJ,=U{T, ;i €A} dir.

Buradan
FiEA oyleki M €T,

dir. Buradan
AN E(T), oyleki M = £(N)

dir. {(¥)),: a€(0,1]}, X, tizerinde fuzzy topolojilerin bir ailesidir. Teorem 11 den dolay1 bu
aile tarafindan iiretilen smooth topoloji t dir ve fog:(Z,t") —(X;,t;) smooth siirekli
oldugundan N €(<)), igin t”(g”'(M)) = (g (f;'(N)) = v”((f, > g)"'(N)) = & dir. Buradan

(g (M)) = « elde edilir. Teorem 23 den dolayt g smooth siireklidir. ®



2.3. Smooth Topolojik Uzaylarda Bazi Kavramlar

Bu boliimde K.C. Chattopadhyay ve S.K. Samanta'nin 1993 yilinda yayinlanan
makalesi incelenmigtir [4]. Bu ¢aligmada Smooth topolojik uzaylarda kapanig operatorii,
a-kompakt, giiglii fuzzy kompakt, ultra fuzzy kompakt, fuzzy kompakt ve baglantililik

kavramlar verilmig ve bazi 6zellikleri incelenmigtir.
2.3.1. Smooth Kapanis Operatorii

Tanmm 30: (X,T) bir stu olsun. Bu durumda
d:I* x(01]—>1%, d(N,a):= AME :NsM,F.(M) =a}
ile tanimlanan doniigiime (X, %) stu lizerinde smooth kapanig operatorii denir.

Teorem 25: X bir kiime ve &, X iizerinde kapaliligin bir derecelendirilmesi olsun.

Bu durumda
d:IFx@©01—-=1% dNo:= AMMEI" :N=sM,FM) =a}
olarak tanimlanan ¢l doniigiimii agagidaki 6zelliklere sahiptir.

a) d(Oy,m) =0, , d(ly,w) =1, , YuEO,]

b) N =d(N,a) , VNEI* |, Va €(0,1]

¢) a=a’ ise d(N,a) <c(N,a’)

d) (N, v N,,a)=c(N,a) vd(N,,a) , VaE(0,]]

e) c(cd(N,a),a)=c(N,a)

f) = V{a €0,1]:d(N,a) =N} ise d(N,r) =N.

ispat:

a) Acik olarak c(0y,0) =20y dir. 0, =<0, ve &(0,)=1=a oldugundan
cl(Oy,a) <0y dir. Buradan cl(0y,0) = Oy elde edilir. Benzer gekilde cl(l;,a) = 1 elde
edilir.

b) Acik.

¢) usa igin MEN:NsM,FM)2a}D{MEF :NsM,F(M)=a'} drr.
Buradan cl(N,a) < cl(N,a’) elde edilir.



d) Once M;sM, igin dM,a)sc(M,a) oldugunu gosterelim.
{N:M,=sN,FN)2a}D{N:M, <N, F(N) 2a} oldugundan
dM,,a) scl(M,,a) )]
dir. §imdi d) yi gosterelim. N,N,<N,vN, oldugundan ve (1) den
c(N;,a) sc(N, vN,,0) , i=1,2 dir. Buradan
AN, v d(N,,0) = (N, v N,,a) )
dir. b) den N, =cl(N;,a) ve N, =cl(N,,a) oldugundan N, vN, <cl(N,,a) v c(N,,a) dir.

Buradan ve (1) den

cl(N; v N,,a) s cl(cl(N,,a) v cl(N,,a), ) 3)
dir. Simdi cl(cl(N,,0) v cl(N,,a),a) = cl(N,,a) v cl (N,,0) oldugunu gosterelim. (b) den
c(c(N,o) vc(N,,a),0) =cl(N,,a) v cl(N,,a) 4)

dir. d(d(N,a) vad(N,,a),a) sd(N,a) vcl(N,,a) oldugunu gostermek igin
F(c(N;,a) v c(N,,a)) = o oldugunu gostermek yeter. Bunun igin

F((N,,0) v c(N,,0)) = F (AN, ) A F (C(N,,a0))

=F(ANMEF N, =M, FM)za}) A F(AMEI*:N, =M, FM)=a})
= AN{FM):N, =M, M) za}r AN{F M):N, =M, F M) = a}
za
dir. Buradan
cd(c(N,) vc(N,,a),0) = cl(N,,a) v cl(N,,a) 5
dir. (4) ve (5) den
c(c(N,, &) vc(N,,a),a) = cl(N,a) vcd(N,,a) (6)
elde edilir. (3) ve (6) dan
c(N, v N,,a) s c(N,,a) v cl(N,,0) (7
dir. (2) ve (7) den (N, v N,,a)=cl(N,a) v cI(N,,c) elde edilir.
e) b) den dolay
c(cl(N,a),a) = cl(N,a) (8
dir. d(cd(N,a),a) scl(N,a) oldugunu gostermek igin & (cl(N, ) = o oldugunu gostermek
yeter. Bunun i¢in
F(AdN,0) =F (AMEI* :N=sM,FM)=za))
2 AN{FM):N=sM, FM)za}za



M
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dir. Buradan

cd(c(N,a),a) s c(N,a) 9
dir. (8) ve (9) dan cl(cl(N,a),a) =cl(N,a) elde edilir.
f) b)den
cl(N,r)=N (D

dir. d(N,r)=A{M EI*:N<M,FM) = r}sN oldugunu gostermek igin F(N)=r
oldugunu gostermek yeter. Bunun igin & > O keyfi verildiginde r nin tanimindan
Ja E(0,1] dyleki cd(N,a)=Nve a>r-¢
dir. Buradan
FN)=F([dN,o)=F(AMEF :NsM,F M)= a})
| = A{F M):NsM,F (M)= a})
Za>r—¢
dir. Buradan & > 0 keyfi oldugundan & (N) =r dir. Buradan da
cl(N,r)<N 2

dir. Dolayisiyla (1) ve (2) den cl(N,r)=N elde edilir. &

Teorem 26: X kiime, cl : I* x 1] — It doniisiimii Teorem 25 in a)-d) kogullarin:

saglasin. Bu durumda,
F:1*=1, F(N)=V{a€©]]:d(N,a) =N}

ile tammlanan & doniigiimii X tizerinde kapaliligin bir derecelendirilmesidir. Ayrica
c =c, <> c Teorem 25in e) ve f) kosullarini da gergekler. *)
(*) Burada d , (N,a) = A{MEI*:N =M, F (M) = o} dir.
Ispat:
(O1) Onerme25a)dan & (0y) = & (1,) = 1 dur.
(02) NN, €l* kv. F(N,vN,) < F(N,) A F(N,) oldugunu varsayalim.
Are0,1] oyleki F (N, v N,) <r< F(N)rF (N,)
dir. & nin tanimindan
ds, €(0,1] oyleki r <s;, < F (N;) ve cI(N,,s;)=N,, i=12

dir.
s:=min{s,s,}

olarak tanimlanirsa ) ve b) den cl(N,,s)=N;, , i=1,2 ve d) den
c(N, v N,,8) =c(N,,s) vcl(N,,s) = N, v N, dir. Buradan s< & (N, v N,) ve dolayisiyla
r<ss¥ (N, vN,) <r celiskisi elde edilir. O halde & (N, vN,) = & (N,) A & (N,) dir.



(03) {N,:iel}CI* kv. ve
N:i= A{N,:i€J}
ile gosterelim. F(N) < A{&F(N,):i€J} oldugunu varsayalim. Buradan
Are(0,1] vyleki F (N) <r< A{F(N)):i€J}
dir. & nin tamimindan
Vi€l igin 3s, €(0,1] oyleki r <s; = & (N;) ve cl(N,s;) =N;
dir.
ss= N{s;:1EJ}
olarak tanimlanirsa b) ve c) den her i€J igin cl(N;,s)=N; dir. d) den her i€J igin
cl(N,s) scl(N;,s) = N; dir. Buradan cl(N,s) < A{N;:i€J} =N ve b) den dolay: cl(N,s)=N
dir. Buradan a <s < & (N) <a elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. O halde varsayim yanlig ve
FN)= A{F{N):i€J] dir. Dolayisiyla & X iizerinde Kkapalilifin bir
derecelendirilmesidir.
[kinci kisim igin;
"e=" ¢l doniigiimii Teorem 25 in a)-d) kosullarina ek olarak €) ve f) kogullarini
saglasin ve Nel* ve a €(0,1] k.v. Once her £>0 i¢in d(c(N,a),a—¢)=cl(N,a)

oldugunu gosterelim. b) den

c(c(N,a),a—¢) =cl(N,o) (D
dir. ¢) ve e) den cl(cl(N,a),a - €) scl(cl(N,a),a) =cl(N,a) dir. Buradan

cd(c(N,a),a-¢) =c(N,a) (2)
dir. (1) ve (2) den

cd(cd(N,a),a-¢g)=cl(N,a) 3)

dir. b), ¢) ve (3) den,
d,(N,a)= A{MMEI":NsM,F M)z}
= AMEr:N<M, V {s€0,1}:d(M,8) =M}z a}
=AMErX :NsM,dM,a-¢) =M, Ve > 0}
sc(N,a)
dir. Buradan
clgs(N,a) sd(N,a) 4)



dir. Diger yandan M €{M €l :N<M,cdM,r-¢)=M, Ve> 0} k.v. Buradan her € >0
icin NsM ve cl(M,r- €) =M dir. d), b), ¢) ve f) den cl(N,a) =cl(M,a) ve cdl(M,a) =M
dir. Buradan cl(N,a) =M ve M keyfi oldugundan
AMEI :NsM,dM,r-g)=M,Ve>0}zc(N,a) (5
dir. b), ¢) ve (5) den
d,N,a)= AMEI*:NsM,F M)z}
= AMEI*:N<sM, V {E0,1]:d(M,s) =M}z a}
= AME:N<M,dM,a-¢2) =M, Ve > 0}
zcd(N,o)
dir. Buradan
cg(N,a) = cl(N,a) (6)
dir. (4) ve (6) dan cl ,(N,a) = cl(N,a) elde edilir.
"= " Teorem 15 den cl , a)-f) kosullarin1 gergekler. Dolayisiyla cl a)-f) kogullarini
gercekler.m
Teorem 27: (X,t) bir stu olsun.
d:I*x@©01]—=1*, (X7 stu icin smooth kapanig operatoriidiir. <> Her a€(0,1] igin
o, * -1, cl (M) =c(M,a) doniigiimii (X,t,,) ftuigin fuzzy kapanig operatoriidiir.
Ispat: "=" cl smooth kapanis operatorii Teorem 25 deki kosullar sagladigindan
cl,,, fuzzy kapanig operatorii i¢in dort kogulu saglar. Ayrica, « €(0,1] ve M 1™ keyfiigin
d (M) =dM,a) = A{NEI*:M =N, F,(N) =0}
= A{NErX :M=N,tN°)=a}
= A{Nel:M=sN,N°e1,}
= A{NEI*:M=<N,N T, -kapali}
dir. Dolayisiyla cl , doniigiimii (X,t,) fuzzy kapanis operatoriidiir.
"e=" d,, fuzzy kapanig operatorii igin dort kosulu sagladigindan cl Teorem 25 deki
kosullar saglar. Ayrica o €(0,1] ve MEI™ keyfi igin
dM,) = (M) = A{N € :M<N,N T, —kapal1}
= A{N€l':MsN,N‘E}
= A{NEI":M=sN,™N°) 2 a}
=A{NEer :MsN,Z.(N)zu}

dir. Dolayisiyla cl doniigiimii (X,t) da smooth kapanig operatoriidiir.
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Teorem 28: (X,v), (Y,©) ikistuve f:(X,t)— (Y,t’) doniglim olsun.
f smooth stireklidir <> Ya €(0,1] ve YM EI™ i¢in £(cl(M,a)) s cl( f(M),a) dir.

Ispat: Teorem 21 den ve [5] den
f smooth stirekli «» Va €(0,1} igin f:(X,t,)— (Y,t,,) fuzzy siirekli < Va €(0,1] ve
VMEI” igin f(d(M,a)) sd(f(M),a) dir.

2.3.2. Smooth Kompakthk Tipleri

(X,T) bir fuzzy topoloji, . E[0,1) ve AC 1™ bir fuzzy altkiime ailesi olsun. Eger her

xEX i¢in M(x)> a olacak sekilde M € 4 mevcut ise 4 ya a-0rtiim denir.

i (D:={M"((a,1]):MET} , a€[0,)
olarak tanimlansin. i(T), X iizerinde U{i (T):a €[0,1)} alttaban: tarafindan iiretilen
topolojiyi gostersin.

Tamim 31 [6]: (X,T) bir ftu ve a €[0,1) olsun. Eger T nin her a-ortiimiiniin sonlu
altortiimii varsa (X, T) ye a -kompakt denir.

Tanmmm 32 [7]: (X,T) bir ftu ve her a €[0,1) igin (X,T) a-kompakt ise (X,T) ye
giiclii fuzzy kompakt denir.

Tamm 33 [7]: (X,T) bir ftu olsun. (X,i(T)) kompakt ise (X,T) ye ultra-fuzzy
kompakt denir.

Tamm 34 [8]: (X,T) bir ftu olsun. Her {M;:i€J} CT ailesi ve her a €I igin
oyleki Sup{M,; :i€J} = a veher € >0 igin Sup{M, :iE€J;} = a - ¢ olacak gekilde sonlu bir
J, CJ mevcutise (X,T) ye Lowen anlaminda fuzzy kompakt denir.

Tanim 35: (X,t) bir stu ve a €[0,1) olsun. Her r €(0,1] i¢in (X,t,) sirasiyla a-
kompakt, gliclii fuzzy kompakt, ultra-fuzzy kompakt ve Lowen fuzzy kompakt ise (X,t) ya
a-kompakt, giiclii fuzzy kompakt, ultra-fuzzy kompakt ve Lowen anlaminda fuzzy kompakt
denir.

Tamm 36: {(X''):i€J} bir stu ailesi, X:= ]'[x‘ , P:X—=X' | €]

i€y
projeksiyon doniigiimii olsun. Her bir i€J, r&(0,1] igin ©!, X' iizerinde r-diizeyi fuzzy
topolojisi olmak tizere, T,, U{P;'(t}):i€J} alttabani tarafindan tiretilen fuzzy topolojisi ve
t, {T,:r€(0,1]} tarafindan iiretilen smooth topoloji olsun. Bu gekilde elde edilen X

iizerindeki smooth topolojiye ¢arpim smoothtopolojisi denir ve Hri ile gosterilir.



Teorem 29: (X,v), (Y,x) iki stu ve f:(X,v)— (Y,t') Orten, smooth siirekli
doniigim olsun. Bu taktirde,
a) (X,t) a-kompaktise (Y,t') a-kompakiur.
b) (X,t) gii¢lii fuzzy kompakt ise (Y,t’) gli¢lii fuzzy kompakttir.
¢) (X,7) ultra-fuzzy kompaktise (Y,t') ultra-fuzzy kompakttir.
d) (X,t) Lowen anlaminda fuzzy kompakt ise (Y,t’) Lowen anlaminda fuzzy
kompakttir.
Ispat:
a) r€(0,1] ve {M,:i€J}C . keyli a-ortiim olsun. fsmooth siirekli oldugundan
“ve Teorem 21 den {£'(M,):i E€J }ET, dir. Diger yandan xEX keyfiigin f(x)EY
dk €J oyleki M, (AX)) >u
dir. Buradan £ 1(Mk)(x)> a dir. Dolayisiyla {f I(Mi):iEJ}Ctr a-ortimdiir. (X,<,)
a-kompakt oldugundan
3J, EJsonlu oyleki {f 'M,):iE€J,} a-ortimdiir.
{M;:i€J} C ., (Y,t))icin a-ortiim oldugu gosterilebilir. Gergekten, yEY k.v. forten
oldugundan
IxEX oyleki y= £(x)
dir. {f l(Mi):iEJ o} a-ortiim oldugundan
s €J, sonlu oyleki £'(M)(X)> o
dir. Buradan M (y)= M, (A(X)) = f"l(Ms)(x)>a dir. Buradan {M,:i€J,}Ct. a-
ortiimdiir. Dolayisiyla (Y,t.) o-kompakttir ve r €(0,1] keyfi oldugundan (Y,t') a-
kompakttir.
b) a) dan agikca goriiliir.
¢) Her r€(0,] ig¢in (Y,i(tr))) nin kompakt oldugunu gostermek igin
f:(X,i(z,)) ~ (Y,i(T.)) nin siirekli oldugunu gostermek yeter. Bunun i¢in a €[0,1) ve
M €1, olmak iizere M (a.1]), i(t]) nin keyfi alttaban elemani igin
Mo A=1tF M) =t'M)=r
dir. Buradan Mo fE€t, ve (Mo A7 ((a,1]) €i (t,) dir. Buradan £ '(M™((0,1]) Eift,)
elde edilir. Buise £:(X.i(t,)) = (Y,i(t.)) nin stirekli oldugunu gosterir. f siirekli, drten ve
(X,i(t,)) kompakt oldugundan (Y,i(t;)) kompakttir. Buradan (Y,v;) ultra-fuzzy kompakt
ve r €(0,1] keyfi oldugundan (Y,t") ultra-fuzzy kompakttir.



d) r€0,1, a€[01), {M,:i€EJ}Cr, olmak lizere Sup{M,:i€J}za Kk.v. ve
e>0 k.v. f:(X,x,) = (Y,7,) fuzzy siirekli oldugundan {f"(Mi):iEJ}C'c, dir. Diger
yandan x€E€X keyfi igin F(X)EY. ve Sup{M;:i€J}=za oldugundan
Sup{ £ '(M,)(x) : i EJ} = Sup{M;(f(x)):i€J} = a dir. Buradan Sup{f'(M,):i€l}za
dir. (X,t,) Lowen anlaminda fuzzy kompakt oldugundan bu ¢ > 0 igin

3j, €J sonlu oyleki Sup{ f'(M,):iEJ}=za-¢ (1)
dir. Buradan Sup{M,:i€J;}=a -¢ saglanir. Gergekten, yEY keyfi igin f Orten
oldugundan

IxEX oyleki y= f(x)
dir. (1) den dolay1

Sup(M,(y) :iE€J,} = Sup{M, (f(x)) :1E€J,} = Sup{F (M )(x):iEJ} za—¢
dir. Buradan Sup{M; :i€J,} = a - ¢ dir. Dolayisiyla (Y,t,) nin fuzzy kompakt ve r €(0,1]
keyfi oldugundan (Y,t") Lowen anlaminda fuzzy kompakttir. ®

Teorem 30: {(Xi;ci) 11 €J} stu larin bir ailesi olsun. Bu durumda {(Xi,ri) 1E€J}
ailesi sirasiyla o -kompakt, giiclii fuzzy kompakt, ultra fuzzy kompakt ve Lowen anlaminda
fuzzy kompakttir < (HXi,Hti) a-kompakt, gii¢lii fuzzy kompakt, ultra fuzzy kompakt
ve Lowen anlaminda fuzzy kompakttir.

Ispat: Bkz. [4].W
2.3.3. Baglantihilik

Tanim 37: (X,7) bir stu, MEI® ve a€(0,1] olsun. Eger asagidaki kogullari

gergekleyecek gekilde bir N, ,N,Etr, mevcut ise M fuzzy alt kiimesine
(c;,a)-baglantisiz denir (i=1,2,3,4).

(@) : M=N,vN,, N AN, =sI-M, MaN; =0, MAN, =0y,.

(c,a) : M<N,vN,, MAN AN, =0, MAN;#0,, MAN, =0,.

(c;,) : M=<N;vN,, N;aN,=<1-M, N £1-M, N, £1-M.

(c,, ) : M=N, vN,, MAN/AN, =0y, N, £1-M, N, £1-M.

Eger MEI®, her a€(0,1] igin (c,,a)-baglanusiz ise M fuzzy alt kiimesine

¢;-baglantisiz denir (i=1,2,3,4).



Eger MEI*, (c,0)-baglantisiz degil ise M fuzzy alt kimesine
(c;,a) -baglantiidir denir (i=1,2,3,4).

Eger MED", c,-baglantisiz degil ise M fu.zzy alt kiimesine ¢;-baglantilidir denir
(i=1,2,3,4).

Teorem 31: (X,7v), (Y,t') iki stu, f:(X,t)— (Y,T') smooth siirekli ve a &(0,1]
olsun. Eger M err, (c;,)-baglantiliise £ (M) (c;,w)-baglanthidir (i=1,2,3,4).

ispat:

a) (c,a) ig¢in yapalim. f(M) (c,,a)-baglantli olmadigini varsayalim. f(M)

(c,,)-baglantisizdir. Buradan

AN, N, €t oyleki f(M)<N,vN,, N, AN, <1~ f{M)
fM)AN, =0y, AM)AN, =0, } M
dir. Diger yandan f:(X;t,)— (Y,t,) fuzzy siirekli oldugundan
(N, (N, Ex,, )
dir. (1) den agagidaki sonuglar elde edilir.
M= (M) s £(N,vN,) = £ (N) v £ (N (3)
dir. £ IN) A FIIN) = F'(N, ANy s £ (1-f(M)) s1- £'(f(M)) s1-M dir. Yani
IN) A (N s1-M )

dir. f(M) AN, =0, oldugundan
JyEY oyleki (AM) AN )y)>0
dir. Buradan AM)(y)>0 ve N, (y)>0 dir. FfM)y) =Sup{M(z):zEf"'(y)}>O
oldugundan
Jz, € F'(y) oyleki M(zy) >0

dir. Bu z, € £(y) igin £ '(N,)(z,) =N,(#(z,)) = N,(y) > O dir. Buradan

Ma £(N) =0, (5)
elde edilir. Benzer gekilde

Ma (N, =0, (6)
elde edilir. (2), (3), (4), (5) ve (6) dan M fuzzy alt kiimesi (c,,a)-baglantisiz oldugu elde
edilir. Bu ise hipotezle ¢elisir. O halde varsayim yanlig ve f (M) (c,,0)-baglantilidir.

b) (c,,o) igin yapalim. f(M) (c,,o)-baglantili olmadigim varsayalim. f (M)

(c,, o) -baglantisizdir. Buradan
AN, N, €t/ oyleki fM)= N, vN,, f(M)AN, AN, = OY}

AM) AN, = 0y, AM)AN, =0, )



dir. £:(X.x,)— (Y,t,) fuzzy stirekli oldugundan

(N, £ (N,) Ex, ®
dir. (7) den asagidaki sonuglar elde edilir. a) dan
MsF(NDv (N, Ma £7/(N) =0, ve Ma £/(N,) =0, (%)

elde edilir. Diger yandan
Ma FINDA FNY) s £ (AM) A FINDA N
= F(AM)AN, AN))
= £(0y) =04
dir. Buradan
MA FAIN)A F(N,) =0, (10)
dir. (8), (9) ve (10) dan M fuzzy alt kiimesi (c,,o) -baglantsiz oldugu elde edilir. Bu ise
hipotezle geligir. O halde varsayim yanligve f(M) (c,,0)-baglantilidir.
¢) (c;,0) igin yapalim. f(M) (c,,0)-baglanuli olmadigini varsayalim. f(M)

(c;,0) baglantisizdir. Buradan

NN, €t/ oyleki f(M)s N, vN,, N AN, <1- f(M)
N, £1- f(M), N, £1- f(M) } (1
dir. £:(X,;x,)— (Y,7,) fuzzy stirekli oldugundan
(N, (N Ex,, (12)
dir. (11) den agagidaki sonuglar elde edilir. a) dan
M= (NDV (N, £ (N) A (N)s1-M (13)

elde edilir. (11)den N, £1~ f(M) dir. Buradan
JyEY oyleki N, (y) > 1~ AM)(y) = 1-Sup{M(z): 2z € £ (y)} =Inf{1-M(2): 2 € F'(y)}
dir. Buradan
3z, € £ '(y) dyleki N,(y) > 1- M(z,)

elde edilir. Bu z, € £'(y) igin ' (N)(zo) = N,( (z,)) = N,(y) > 1= M(z,) dur. Bu ise

f'(N) £1-M (14)
oldugunu gosterir. Benzer sekilde

FiN)£1-M (15)
elde edilir. (12), (13), (14) ve (15) den M fuzzy alt kiimesi (c,, o) -baglantisiz oldugu elde
edilir. Bu ise hipotezle geligir. O halde varsayim yanlig ve (M) (c,,0) -baglanulidir.

d) (c,,o) igin, b) ve c) den agikga goriiliir. ®
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Sonug 3: (X,v), (Y,x') iki stu, f:(X,t)—>(Y,T’) smooth stirekli olsun. Eger
MET" c,-baglantiliise £ (M) c;-baglantilidir (i=1,2,3,4).

Ispat: Bir onceki onermeden agikga goriilir. m

Teorem 32: (X,t) bir stu olsun. Eger Mer® (c;,r)-baglanult ve M<N=cl(M,s),
s<r ise N fuzzy alt kiimesi (c;,s) baglantlidir (i=1,2).

ispat: Bkz. [4].m
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2.4. Smooth Topolojinin Uretilmesi

Bu boliimde A.P. Sostak'in 1985 yilinda yayinlanan bir makalesi incelenmigtir [9].
Buraya gelinceye kadar "smooth topoloji" olarak sozii edilen topoloji ilk kez A.P. Sostak
tarafindan bir X kiimesi tizerinde baz1 dogal aksiyomlar: saglayan bir ©:1* — I dontigiimi
olarak "fuzzy topoloji" ad1 ile tanimlanmig ve 6nun bazi ozellikleri incelenmigtir. Ancak 1992
de ayn1 yap1 K.C. Chattopadhyay ve arkadaglari tarafindan Sostak'in ¢aligmasindan habersiz
olarak adeta yeniden kesfedilmigtir. Bu yazarlar yukarida sozii edilen v : I* — I doniigiimiine
"X tizerinde agiklifin bir derecelendirilmesi” adini vermiglerdir. Ayni yil, A.A. Ramadan [2],
Sostak'in tanimina benzer bir fuzzy topolojisini "Smooth topoloji" ad1 ile tammlamis ve hatta
I=[0,1] kapal1 aralif1 yerine daha genel kafeslerin de alinabilecegini ileri siirmiigtiir.
Caligmamizin buraya kadarki boliimiinde bu ¢aligmalar incelenmigti. $imdi ise, Sostak'in
burada sozii edilen ve kronolojik olarak buraya kadar incelediklerimizden daha 6nce yapilan
bir ¢aligmasinin 6nemli kisimlari incelenecektir. Bu galigmada kisaca fuzzy igerme, fuzzy
denklik, baslangi¢c ve bitis smooth topolojisi kavramlari verilmigtir. Ayrica bir klasik
topolojiye ayni kiime iizerinde bir smooth topolojinin karsilik getirilebilecegi gosterilmis ve
klasik topolojik uzaylar kategorisi ile smooth topolojik uzaylar kategorisi arasinda bir funktor

tanimlanmugtir.
2.4.1. Tanumlar

X bir kiime ve ACX olsun. A altkiimesi bir karakteristik fonksiyon olarak
diigiiniiliirse

L XEA
A:X— {01}, A(x):={0 X €A

olarak gosterecegiz. Eger A BC X i¢in ACB ise A°UB=X veya her x€X ig¢in

(A° v B)(x) =1 dir. Igerme bir fonksiyon olarak diisiiniiliirse
l, ACB

. X X_> P =
CHOL x {0 > {01}, C(AB) {o, AGB

olarak gosterecegiz. Bu sekilde tanimlanan C fonksiyonunun her (A,B) €{0,1}" x {0,1}"

icin



C(AB)=A{(A°vB)x): XxEX}

oldugu goriiliir. Bu diigiince fuzzy kiimelerine genigletilerek agagidaki tanim verilebilir.

Tamim 38 (Fuzzy Igerme): X bir kiime ve M,N €1* olsun. Bu durumda,

C:FxI* =1, TMN)= A{(M° v N)x): xEX}

ile tanimlanan C doniiglimiine fuzzy igerme ve C(M,N)€EI degerine N fuzzy alt
kiimesinin M fuzzy alt kiimesini igerme derecesi  denir. C (M,N) degeri M C N geklinde
de gosterilir.

Uyart 2: Tanim 38 de tanimlanan C doniigimiiniin {0,1}* x {0,1}* iizerine

kisitlamigi klasik icermeyi verir.

Tamm 39 (Fuzzy denklik): X bir kiime ve M,N &1* olsun. Bu durumda
S —1, SMNx=(MC N)A(NACM)

ile tantmlanan = doniigiimiine fuzzy denklik ve =(M,N)€EIl degerine M fuzzy alt
kiimesi ile N fuzzy alt kiimesinin denklik derecesi denir. = (M,N) degeri M =N
seklinde de gosterilir.

Uyar1 3: Tanim 39 da tanimlanan = doniigimiiniin {0,1}™ x {O,1}" iizerine
kisitlamigi klasik esitligi verir.

A4 verilen bir X kiimesinin klasik altkiimelerinin klasik bir ailesi olsun. 4 ailesi bir

karasteristik fonksiyon olarak diigtiniiliirse

: Be
a:{0,}* = {01}, AB).= {1’ A

0, B&a
seklinde yazilabilir. Ayrica 4 nin biitiin elemanlarinin arakesiti A 4 ile gosterilirse

L, VBEZ4 icin XxEB
Aa:X—{0L, (Aﬂ)(x):z{o IBEA igin x¢B

dir. Bu A A alt kiimesinin her x EX igin
(Aa)(x)= A{(aB)° v B(x): BE{O.1"}
oldugu goriiliir. Bu diigiince X in fuzzy altkiimelerinin bir fuzzy ailesine genisletilerek

agagidaki tanim verilebilir.

Tanim 40: X bir kiime ve o/ :I* —1, X in fuzzy altkiimelerinin bir fuzzy ailesi

olsun. Bu fuzzy ailesinin arakesiti
Aot X —1, (Ae#)x):= A{(e (M))° v M(x): M €1F}

seklinde tanimlanir.



33

Benzer sekilde, 4 verilen X kiimesinin klasik altkimelerinin klasik ailesi igin birlegim
V 4 ile gosterilirse

V A% 01 v I, dBE2A icin xEB
‘Y > X).—
AX=>OL (VA=Y ysea icin xeB

dir. Bu V 4 altkiimesinin her x X igin
(V A(x)- V{4(B) AB(x): BE{0,1}"}
oldugu gortiliir. Bu diisiinceyi X in fuzzy altklimelerinin fuzzy ailesine genigleterek agagidaki

tanim verilebilir.

Tamm 41: X bir kiime ve o :1* =1, X in fuzzy altkiimelerinin fuzzy ailesi
olsun. Bu fuzzy ailesinin birlesimi
Vet :X =1, (Ve)(x)=V{cH (M)A M(x): MEI*}

seklinde tammlanur.
2.4.2. Bir Doniisiim ile Uretilen Baslangic Smooth Topolojisi

X bir kiime, (Y,t’) birstuve f:X — Y doniisiim olsun. f yi smooth siirekli yapan
X tizerindeki en zayif smooth topolojiye f ile iiretilen baglangic smmooth topolojisi
denir. Simdi bu smooth topolojiyi olusturalim.
B={f (N):NEI"} ve her ME Bigin P;= {N €I :M = #(N)} olmak tizere
e -1, T(M)::{V{'c’(N) :NeP,} , MEB
0 , ME&3
olarak tanimlanan T, X iizerinde bir smooth topoloji ve f fonksiyonunu smooth siirekli
yapan en zay1if smooth topolojidir. Gergekten,
(01) T(0y) = W(1y) =1
(02) MM, €1 k.v. Eger M, & B veya M, & Bise
M, AM,)=2t(M)) ATt(M,) =0 dir. Eger M,EB ve M,ESB olmasi durumunda
T(M,) A ®(M,) =k olarak tanimlayalim. Buradan
Ve>0 igin AN; €P, oyleki T'(N,) >k -¢, i=1,2. (1)
dir. Buradan M, =f(N,), i=1,2 ve M, AM,=f"(N)af"'(N,)=f"(N,aAN,) dir.
Buradan N,AN,€P,,,, dir. <t nun tanimindan ve (1) den
M, AM) 2T (N, AN)zT'(N) AT'(N,)>k-¢  dur. €>0 keyfi oldugundan
©(M, AM,) =2k =t(M,) At(M,) elde edilir.
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(03) {M;:ienc1® k.v. Eger bir i€l igih M, &8 ise
w(V{M;:i€J}) = A{x(M,):i€J} =0 dir. Eger her i€J igin M, € B olmasi durumunda
A {t(M,) :1EJ} =k olarak tanimlayalim. Her i €] i¢in ©(M,) 2k dir. Buradan

Ve>0 igin AN, €P,, oyleki T'(N;)) >k -¢, i€J (2)
Buradan her i€J igin M; = f(N,) ve
VM;:i €1} = V{F(N):iEJ} = ;‘_‘(V{l\.li :i€J}) dir. Buradan VN, €P,,, dir. ©
nun tanimindan ve (2) den ©(V{M,;:i€J}) =2t (V{N,;:i€l} 2 A{T(N)):i€J}=2k-¢
dir. & >0 keyfi oldugundan t(V{M;:i €]} =k = A{t(M,):iE€J} elde edilir. Dolayistyla
1, X tizerinde smooth topolojidir.

f:(X,x)— (Y,t') smooth siireklidir. Gergekten, N err keyfi verildiginde
NeEP oy dir. Buradan ©(f Y(N)) = T'(N) dir. Dolayisiyla f smooth siireklidir.

Bu ¢, X iizerinde fyi smooth siirekli yapan en zayif smooth topolojidir. Gergekten
t,, X iizerinde f yi smooth siirekli yapan herhangi bir smooth topoloji olsun ve M E1* k.v.
M&B ise T,(M)=ztM)=0 dir. MEB ise t(M)= V{t(N):N EP,,} =k olarak
tanimlayalim. Buradan

Ve>0 icin ANEP,, odyleki tT'(N)>k-¢
dir. Buradan ve f:(Xx)—(Y,*) smooth siirekli oldugundan
T, (M) = 7( FiN)=TN)>k-¢ dir. £€>0 keyfi oldugundan t,(M) =k =t(M) dir.
Dolayisiyla T, f doniigiimiinii smooth siirekli yapan X iizerindeki en zayif smooth

topolojidir.
2.4.3. Bir Doniigiim Ailesi Ile Uretilen Baglangic Smooth Topolojisi

[91, (3.2) de bir doniigiim ailesi i¢in baglangi¢ smooth topolojisi tanimi agagidaki gibi
verilmigtir.

X bir kiime, {(Y,.t;):k EA} smooth topolojik uzaylarin bir ailesi, her k €A igin
fi : X— Y, bir doniigiim olsun. Her k €A igin £, y1 smooth siirekli yapan X iizerindeki
en zayif smooth topolojiye {f.:k €A} ailesi ile iiretilen baglangi¢ smooth
topolojisi  denir. Simdi bu smooth topolojiyi olugturalim. Her k €A igin ¢, :1* —1
doniigiimii £, ile iiretilen baglangig smooth topoloji olsun. Bu durumda

o:[F =1, tM)= A{r, (M): kK EA}
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ile tanimlanan v, X {lizerinde bir smooth topolojidir. Bu © nun her k eA igin f,: X—=>Y,
doniigtimlerini smooth siirekli yapan X tizerindeki en zayif smooth topoloji oldugu iddia
edilmektedir.

Uyar1 4: [9], (3.2) de olugturulan bir doniisiim ailesi igin baglangi¢ smooth
topolojisinin orada iddia edildiginin aksine, her bir doniiglimii smooth stirekli yapmasi
gerekmez. Bu galigmada buna bir aksi ornek verilmigtir. Bkz. Ornek 5.

Ornek 5: X, Y, ve Y, ii¢ kiime 6yleki X=Y,=Y, ve |Y,/=2 olsun. Y, ve Y,
kiimeleri lizerinde sirastyla agagidaki gibi iki smooth topoloji tanimlayalim.

1 M=0,,l1
1.1 Yy ’ . r.1Y2 ' - ’ Y3° 'Y,
T —=I, t(M):i=1 ve T, 12— 1, T,(M): {O , €Y, -{0y,.1,,}

i :X—= (Y1), ij(x):=x ve i,: X—=>(Y,,7;), i,(X)=X
seklinde tamimlanan {i,:k=1,2} doniigiim ailesi ile tiretilen baglangi¢ smooth topolojisini
olugturalim. i,: X — (Y,,7,) doniigiimii ile iiretilen baslangi¢ smooth topolojisi T, ve
i,: X—(Y,,7;) doniigiimii ile iiretilen baglangi¢ smooth topolojisi t, olsun. Bu durumda
T, =7, ve T, =1, oldugu goriiliir. Bu durumda iddiaya gore {i,:k=1,2} ailesi ile X
tizerinde iiretilen baglangi¢ smooth topolojisi
I =1, t(M) = A{r, (M):k =12}

dir. Fakat i, : (X,t) — (Y,,7;) smooth siirekli degildir. Ciinkii, y, €Y, sabit olmak iizere
» Y=Y

(1
Y, —1, =
M,:Y, M,(y) {0 . YEY,-{y,}

ile tanimlanan fuzzy kiimesi i¢in
'l:(il"l(Ml)) =tM) =t MDAT,M) =t (M) AT,(M)=1A0=0%1=71(M,) dir. Yani
(il '(M))) # T,(M,) dur.

Uyar1 5: 2.4.3. deki ozelliklere sahip, yani her bir fonksiyonu smooth siirekli
yapan X iizerindeki en zayif smooth topoloji agagidaki gibi elde edilebilir.

X birkiime, {(Y,.t,):k €A} smooth topolojik uzaylarin bir ailesi ve her k €A igin
i:X—=Y, bir doniigim olsun. Bilindigi gibi her a€(0,l] igin
() ={N S 1T (N) = a} dir. Her k€A ve her a €(0,1] i¢in

Teo={ i (N):NE(T,),}

ve
=T, kEA}
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ile tanimlansin. Her a €(0,1] i¢in T, X lizerinde of, yi alttaban kabul eden fuzzy topoloji
olsun. Bu {T,:a €(0,1}}, X lizerinde azalan fuzzy topoloji ailesi oldugu goriiliir. Bu aile

tarafindan tiretilen X tizerindeki smooth topoloji
v:I* =1, t(M)=V{aEOI:MET,}

dir. Bkz. Teorem 10. Bu smooth topoloji 2.4.3. deki ozellikleri saglar. (Bkz. Tanim 36)

2.4.4. Smooth Topolojik Uzaylarin ve Fuzzy Altkiimelerinin Carpimi

{(X,.x,) : k €A} smooth topolojik uzaylarin bir ailesi ve X:= H {X, :k €A} olsun.
X iizerinde {P, : X — X, : k €A} projeksiyon ailesi ile iiretilen ve < ile gosterilen baslénglc;
smooth topolojisine garpim smooth topolojisi ve (X,t) ya g¢arpun smooth
topolojik uzay: denir.
{(X,,x,) : kK EA} stu larin bir ailesi ve (X,t) bu smooth topolojik uzaylarin ¢arpimi
olsun. Her k €A igin M, EI™* fuzzy altkiimelerinin garpimi
M =] [M, kEAYET", M- AM,(x,):k €A}, x —(x,)

seklinde tanimlanir.
2.4.5. Bir Doniisiim ile Uretilen Bitis Smooth Topolojisi

(X,T) stu, Y kiime ve f:X =Y doniisiim olsun. f yi smooth siirekli yapan Y
tizerindeki en gii¢lii smooth topolojiye £ ile iiretilen bitis smooth topolojisi denir.
Simdi bu smooth topolojiyi olugturalim.

v IY =1, Y(N:=Tt( £ (N))
olarak tanimlanan t’, Y tizerinde bir smooth topolojidir ve but, f yi smooth siirekli yapan
Y iizerinde en giiglii smooth topolojidir. Gergekten,
(01) T (0y)=7(y) =1,
(02) NN, €I" k.v.
TN, AN, =T(f'(N; AN,))
= (N A F(N)
27 £ (ND) AT (N,))
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=t'(N)AT(N,),
(03) {N,:i€l}CI" kv.
TV(V{N;:i€l}) =t(F(V{N,:i EJ})
=t(V{f'(N):i€J})
= A{e(F(N)):i€l}
= A{'(N):ET} '
elde edilir. Dolayisiyla ©', Y tizerinde smooth topolojidir.
f:(X,x)— (Y,v') smooth siireklidir. Gergekten, NE&I¥ keyfi igin
T(F(N)) =v'(N) = v(N) dir. Dolayisiyla f smooth siireklidir.
Bu t', Y iizerinde fyi smooth siirekli yapan en giiglii smooth topolojidir.
Gergekten, T,, Y lizerinde fyi smooth siirekli yapan herhangi bir smooth topoloji olsun.

NEI¥ keyfi igin T'(N) = T( £ '(N)) = T,(N) buradan t'(N) 2 t,(N) dur.
2.4.6. Bir Déniigiim Ailesi ile Uretilen Bitis Smooth Topolojisi

{(X,.7,) : k €A} smooth topolojik uzaylarin bir ailesi, Y kiime ve her k €A igin
f : X, = Y bir doniigiim olsun. Her k€A igin £, y1 smooth siirekli yapan Y iizerindeki
en gii¢lii smooth topolojiye {f, :k EA}ailesi igin iiretilen bitis smooth topolojisi
denir. Simdi bu smooth topolojiyi olusturalim. Her k €A i¢in t,, Y iizerinde f, ile iiretilen
bitig smooth topoloji olmak tizere
IV =1, wN):= A{t,(N): k EA}
olarak tammlanan ¢, Y lizerinde smooth topolojidir ve bu T her k €A igin f, y1 smooth
stirekli yapan Y tizerindeki en gli¢lii smooth topolojidir. Gergekten,
(01) ©(0y) =T(y) =1,
(02) NN, €l” k.v.
T(N, AN, = A{r,(N, AN,):k EA)
= A{t,(N) AT (N,):k EA}
= Aft;(N)):kEAIA A{t,(N,):KEA}
=T(N)A T(NZ),
(03) {N;:i€]}CI” kv.
T(V{N;:1EJ}) = ALz (V{N,:iE]}):k EA}
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= A{A{T,(N):iEj}:kEA}

= AN{A{t,(N,):kEA}:i€j}

= ANz(N):i €}
dir. Dolayisiyla T, Y lizerinde smooth topolojidir. Her k €A igin £ :(X,t,) = (Y %)
smooth stireklidir. Gergekten, k €A ve N EI" keyfi igin
T, ( FINY) = T (N)= A{r,(N):kEA}= t(N) dir. Dolayisiyla f, :(X,,7,) = (Y,7)
smooth siireklidir. Bu © smooth topolojisinin Y tizerindeki her k €A i¢in #, y1 smooth
stirekli yapan en giiglii smooth topoloji oldugunu gosterelim. ©', Y iizerinde her k €A igin
fi : (X, )~ (Y,t') smooth siirekli yapan herhangi bir smooth topoloji ve N 1" k.v. Her
keA igin f :(X,,t)— (Y,r) smooth siirekli oldufundan her KEA igin
T, (N) = T, ( f,:l(N)) =t'(N) dir. Buradan t(N)= A{t,(N):k EN} =T'(N) elde edilir.
Dolayisiyla T(N) =1'(N) dir.

2.4.7. Bir Klasik Topoloji ile Bir Smooth Topolojinin Uretilmesi

Bu boliimde, verilen bir X kiimesi iizerindeki bir T topolojisinden, X {izerinde bir ©
smooth topolojisinin elde edilmesi gosterilecektir. Diger bir ifade ile X iizerindeki bir
T: {0,1}* — {0,1} topolojisine bir ©:I* — I smooth topolojisi kargilik getirilecektir.

X bir kiime, T:{0,1}"* — {0,1}, X iizerinde bir topoloji olsun. Bilindigi gibi A C X )
altkiimesinin (X,T) da kapanis,

A={xEX:YUET, i¢in IyEANU}
ile tammlanir. (T,, XxE€X noktasinin T topolojisine gore biitiin komsuluklarinin ailesini
gosterir.) A ve A altkiimeleri karakteristik fonksiyon olarak diigiiniiliirse

A:X— {01}, A(x)=Inf{Sup{A(y):y€EU}:UET,}
oldugu gosterilebilir. Benzer sekilde A altkiimesinin igi, ‘
A%={xeX:3UET, , UCA}
ile tamimlanir. A ve A° altkiimeleri karakteristik fonksiyon olarak diigtiniiliirse
A%: X —{0,1} , A%x)=Sup{inf{A(y):yEU}:UET,}

oldugu gosterilebilir. Yani

A(X)=1< xEA ve A’(X)=1le xEA°

dir. Bu diigiinceyi fuzzy altkiimelerine genigleterek agagidaki tanim verilebilir.
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Tamm 42: (X,T) bir topolojik uzay ve M 1" olmak tizere,
M:X—1, Mx):=inf{Sup{M(y): yE€U}:U ET,}
ve
M%: X =1, M°(x):=Sup{inf{M(y):y EU}:UET,}
olarak tamimlamir. M,M° €% fuzzy altkiimelerine MEI" fuzzy altkiimesinin (X,T)
topolojik uzayinda sirastyla kapanigt ve igi denir.
Teorem 33: (X,T) topolojik uzay ve M €1* olsun. Bu durumda
a) M fonksiyonu iistten yari-siireklidir.
b) M° fonksiyonu alttan yari-siireklidir.
¢) M iistten yari-siireklidir < M = M
d) M alttan yari-siireklidir <> M = M’
ispat:
a) xEX vee>0 k. F/I_(x) in tanimindan
AVET, oyleki Sup{M(y):yEV} <M(x)+e ()
dir. Bu VET, igin
dGEToyleki x€GCT V
dir. Buradan
Sup{M(y):y EG} = Sup{M(y):y EV} (2)
dir. Bu G €T, istenilen kosulu saglar. Gergekten, zE€G keyfi i¢cin G ET, oldugundan (1)
ve (2) den M(2z) =Inf{Sup{M(y): yEU}:U ET,} = Sup{M(y):y EG} <M(x)+& dur.
Dolayisiyla M iistten yari-stireklidir.
b) x€EX vee >0 k.v. M®(x) in tanimindan
AVET, oyleki Inf{M(y): yEV}>M’(x) -¢ 3)
dir. Bu VET, i¢in
IGET dyleki xEGC V
dir. Buradan
Inf{M(y): yEG} 2Inf{M(y): yEV} (4)
dir. Bu G €T, istenilen kogulu saglar. Gergekten, zEG keyfi i¢in G €T, oldugundan (3)
ve (4) den M°(z)=Sup{Inf{M(y): yEU}:U €T, } =Inf {M(y):y EG}> M°(x) - & dur,
Dolayisiyla M alttan yari-siireklidir.

¢) "<="a)danagik
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"= " Teorem 34 den M<M dir. Diger yandan XEX ve ¢ >0 k.v. M iistten yari-

stirekli oldugundan

dir.

IVET, oyleki Yy EV igin M(y) < M(x) +¢
Buradan Sup{iM(y):yEV}sM(X)+ ¢ dur. Buradan

M (x) =Inf{Sup{M(y): YEU}: U €T, } = Sup{M(y):y EV} <M(x) +&¢ dur. xEX ve
¢ > 0 keyfi oldugundan M <M elde edilir. Dolayisiyla M=M dr.

d) "<="D) dan agik.
"= " Teorem 34 den M = M° dir. Diger yandan xE€X ve & >0 k.v. M alttan yari-

stirekli oldugundan

AVET, oyleki Yy €V igin M(y) > M(x)-¢

dir. Buradan Inf{M(y): yEV}=2M(x) ~ ¢ dur. Buradan da
M%) = Sup{Inf{M(y): yEU}: U ET, }=Inf{M(y) : yEV}=M(x)~ ¢ dir. xEX ve

¢ >0 keyfi oldugundan M <=M’ elde edilir. Dolayisiyla M =M° dir.®

Teorem 34: (X.T) topolojik uzay, M\NEI" ve ¢ €] sabit olsun.

f) MaN)°’=sM° AN’

g M"°=M°

h) ¢’ =c

ispat:

a) x€X k.v. Her UET, i¢cin x&€U oldugundan" M(x) = Sup{M(y):y €U} dir.

Buradan M(x) <Inf {Sup{M(y):yEU}:UET,} = M(x) dir. xEX oldugundan M <M
elde edilir.

b) xeX k.v.

M v N(x) =Inf {Sup{(M v N)(y): yEU}: U €T}

=[nf {SupM(y) v N(y): yEU}: UET,}
=Inf {SupM(y):y EU} v Sup{N(y): yEU}: UET }
=Inf {SupM(y):y EU} :UET } v Inf{Sup{N(y): yEU}: UET,} (*)
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= M(x) v N(x)

= (Mv N)(x)
dir. (*) esitligini gergekleyelim.
k:=Inf{Sup{M(y): yEU}: U €T, } v Inf{Sup{N(y):yEU}: UET,} ile gosterelim.
Buradan ¢ >0 keyfi igin

3U,,U, €T, oyleki Sup{N(y): yEU,} <k+e ve Sup{M(y):y€U,}< k+¢€
dir.
U;=U,NU,
olarak tammlamirsa U,€T, dir. U;CU ve U,CU, oldugundan
SupM(y): yEU,} v Sup{N(y) :y €U,} = Sup{M(y) : yEU,} v Sup{N(y) : y €U,}<k+e
dir. Buradan,
Inf{Sup{M(y):yEU}v Sup{N(y):y EU}U €T } s Sup{M(y)y €U,} v Sup{N(y).y €U;}
<k+e

dir. € >0 keyfi oldugundan Inf{Sup{M(y): yEU} v Sup{N(y): yEU}U ET, } <k elde
edilir. Diger taraf agiktir. Dolayistyla (*) esitligi elde edilir.

¢) Bkz. Teorem 33.

d) Acik.

e) XEX k.v. Her UET,_ i¢in xEU oldugundan Inf{M(y): yEU} = M(x) dur.
Buradan M°(x) = Sup{Inf{M(y): yEU}: U €T, } s M(x) dir. x€X keyfi oldugundan
M° = M elde edilir.

) xeX k..

(M A N)°(x) = Sup{Inf{(M AN)(y):y EU}:UET,}
=Sup{Inf (M(y) AN(y):y EU}: UET,}
= Sup{Inf{M(y): yEU} Alnf{N(y):y EU}: UET,}
= Sup{Inf{M(y): yEU}: U ET, } A Sup{Inf{I:I(y) :yEUY:UET,} (¥*)
M) AN()
= M’ vN)(x®)
dir. (¥*) esitligini gergekleyelim.
k:=Sup{Inf{M(y):yEU}: UET, } A Sup{Inf{N(y):y EU}: UET,} ile gosterelim. ¢ >0
keyfi igin
JU,,U, ET, oyleki Inf{M(y):yEU }>k-¢ ve Inf {N(y):y EU,}>k-¢



dir.
Ug=UNU,
olarak tanimlanirsa U,€T, dir. U,CU, ve U,CU, oldugundan
Inf{M(y): yEU,} AInf{N(y): yEU,} =Inf{M(y):y €U, } A Inf{N(y):y EU,} > k ¢ dur.
Buradan
Sup{Inf{M(y):y EU} vinf{N(y):y EULU €T, } = Inf{M(y)y EU,} Alnf{N(y):y EU,}
| >k-¢
dir. €>0 keyfi oldugundan Sup{Inf{M(y):yEU} vinf{N(y):yEUXUET,} =k elde
edilir. Diger taraf agiktir. Dolayisiyla (**) esitligi elde edilir.
g) Bkz. Teorem 33.
h) Acgik.m
Teorem 35: (X,T) bir topolojik uzay olsun.
T:=M€el*:M =M%
iletammlanan T', X iizerinde R. Lowen anlaminda bir fuzzy topolojisidir. (Bkz. 2.5.2.).
Ispat:
1) Teorem 34 h) dan her ¢ €1 sabit igin ¢’ = ¢ oldugundan ¢ ET’ diir.
2) M\NET' k.v. M=M’ ve N =N’ Teorem 34 f) den
M aAN)’*=M°AN° =M a N dir. Dolayisiyla M A NET' dir.
3) {M,:i€EJ}C T’ ve xEX k.v. her iE€J igin M, = M_ dir. Buradan
V{M;:i €EIXx) = VIM](x):iEJ}
= V{Sup{Inf{M,(y):y EU}: UET, }:iEJ}
< Sup{Inf{V {M,(y):iE€J}: yEU}: U ET,}
=(V{M;:i €I)°(x)
dir. Buradan V{M:i€l}=(V{M;:i€J}® dir. Teorem 34 den
V{M,:i €3}=(V{M,:i€J})° oldugundan V{M,:i EJJ=(V{M,:i €I}’ elde edilir.
Buradan V{M,:i €EJ}ET’ dir. Dolayistyla T', X iizerinde R. Lowen anlaminda fuzzy
topolojidir.
Teorem 36: (X,T) bir topolojik uzay olsun.
vl =1, tM)= (MCM")
ile tanimlanan t©, X iizerinde bir smooth topolojidir. Ayrica Bu T smooth topolojisinin

{0,1}" e kisitlanig1 T topolojisini verir.
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Ispat:
(O1) T(0y) =0y € 0% = A{(05 vOL(X):Xx EX}= A{(ly vO2)(x):x EX} = 1dr.
Benzer gekilde t(l,) =1 dir.
(02) MNET kv.
tMAN)=(MaN)EM aN)°)
= A{MANYvMaNP°)x): xEX}
= ALME VN v (M® A NO)(X): xEX}
= A{((M° vN)vM® A ((M° vN°) vNO)(x):xEX}
= A{M° VN v M%) (x):x EXIA A{M° vN°vN(x):x EX}
= A{(M° v M°)(x): xEX} A A{(N° v N*)(x): xEX}
~MCEM)ANCNY). |
=t(M) A T(N)
(03) M,:iel}CI” kv.
w(V{M;:i €1}) = (V{M;:i €]} C(V{M,:i EJ)°)
= ALV{M, i€ v (VIM, i ETN°)(x): xEX)
= A{AM::ie}) v (VMY i EIN)(x): x EX}
= A{A{M;v(V{M:iE1Y):i EIN(x): x EX}
= A{(A{M v M) ETNX): xEX)
= A{A{M] v M))(x):x EX}:i €T}
= A{M, CM)):i X}
=AaM,):ien
dir. Dolayistyla T, X .izerinde smooth topolojidir. Bu <t smooth topolojisinin {0,1}* e

kisitlanisi T ile aynidir. Yani

o (L AE€T
T:{0,1} {0,1},T(A).-{O’ AT

olarak gozontine alinirsa 1 {0,1}* = T dir. Gergekten, A €{0,1}" keyfi igin
1, ACA®

T(A)=AC A’ = A{(A°v A°)(x): XxEX} ={0, AT A°

oldugu tanimdan goriiliir. Eger A CA° ise ©(A)=1 ve A=A° oldugundan AET yani
T(A)=1 dir. Eger ACA° ise T(A)=0 ve A=A° oldugundan A&T yani T(A)=0 dir.
Dolayistyla t1{0,1}* = T elde edilir.m

‘Tamm 43: (X,T) bir topolojik uzay olsun.



vl =1, AM):=(M CEM’)
ile tanimlanan v smooth topolojisine T topolojisi tarafindan iiretilen smooth topoloji denir.
Gosterim 2: Bir X kiimesi tizerinde bir T topolojisi tarafindan iiretilen © smooth
topolojisi ile elde edilen (X,t) smooth topolojik uzaylarin kategorisi [FT ile gosterilir.
Bu sekilde elde edilen IFT, ST nin bir biitiintiyle alt kategorisi oldugu kolayca
gortilir. _
Lemma 1: (X,T) topolojik uzay ve M €I* olsun. Bu durumda
MCEM = M* & (M9)°
dir.
Ispat: Once (M)° =(M*)’ oldugunu gosterelim. x€X k.v.
(M)’ (x)=1-M(x)
= 1-Inf{SupM(y):y EU}: UET,}
=Sup{l-Sup{M(y):yEU}:UET,}
= Sup{Inf{1-M(y):yEU}: UET }
= (M)°(%)
dir. Buradan (M)® = (M)’ elde edilir. Buradan
M CM =Inf{(M)° v M)(x): xEX}
=Inf{M v (M")°)(x): x EX}
=Inf {M®)° v (M)°)(x): xEX}
=M EMY
elde edilir.m
Teorem 37: (X,T) bir topolojik uzay, MEI" ve ©, T topolojisi ile iiretilen smooth
topoloji ise
TM)=MCM
dir.
Ispat: Lemmaldent' M) =1t(M)=M°CM*)°=MCM dir.m
Teorem 38: (X,T) ve (Y, T') iki topolojik uzay ve t ve t’ swrasiyla T ve T’ ile
iiretilen smooth topolojiler olsun. Bu durumda £:(X,T)— (Y,T") siirekli ise
f:(X,x)— (Y,t') smooth siireklidir.
ispat: NeI¥ k.v.
(FOND(x) = FIINYX) =N°(f(x)), XEX (1
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dir. £(X,T)— (Y,T') strekli oldugundan,
{(F'(V):VET,}CT,, xEX (2)
dir ve
{fly):yEf(V}CV, VCY 3)
dir. (2) ve (3) den
(£N))°(x) = Sup{Inf{ £ (N)(y):y EU}: UET,}
- Sup{Inf{N(f(y)):y EU}: UET,}
> Sup{Inf{N(f(y)): YE f (V)}: V ET )}
2 Sup{inf{N(z): 2 EV}: VET ,,}
= N°(Ax)).
Buradan
(£ N (%) =N*(f(x), x EX )
dir. (1) ve (4) den
W) = £ EFIN)°
= ANV (N XEXY
= A{(N° v N")(A(x)): x EX}
= A{(N° v N°)(2):zEY}
=NEN’
=t(N)
dir. Dolayisiyla £:(X,t) = (Y,T') smooth siireklidir.
Bu teorem topolojik uzaylarin kategorisi TOP ile smooth topolojik uzaylarin
kategorisi ST arasinda agagidaki funktoru tanimlamamizi saglar. Gergekten,
@ :TOP— ST, ®(X,T)=(X,T)
D)= f

bir funktordur. Burada <, T topolojisi ile X lizerinde iretilen smooth topolojidir.

v

Bkz. Tanim 43. ®(TOP) Gosterim 2 de gosterilen IFT kategorisidir.
Ayrica ST ile TOP arasinda agagidaki gibi bir funktor tanimlanir.
(X,t) smooth topolojik uzay olmak lizere
T:={ME{O,1}* : M) = I}
ile tamimlanan T, X iizerinde bir topolojidir. Bu durumda

Y ST — TOP, ¥(X,t)=(X,T)



W(f)=f

ile tanimlanan ¥ dontisiimit ST den TOP a bir funktordur. Gergekten, (X,x,) ve (Y,t,)
smooth topolojik uzaylar ve f£:(X,t,) =(Y,t;,) smooth siirekli doniigiim olsun.
Y(X,1,):=(X,T,) ve ¥(X,x,)=(X,T,) ile gosterilirse {:(X,T,)—(X,T,) siirekli oldugu
gosterilebilir. Gergekten MET, keyfi igin ve f smooth siirekli oldugundan
(£ (M)) = T,(M) =1 dir. Buradan t,( f '(M)) =1 ve dolayisiyla £ (M) ET, elde edilir.
Buise f:(X,T,)—(X,T,) nin stirekli olduéunu gosterir. Dolayisiyla W : ST — TOP bir
funktordur.m

Teorem 39: Fuzzy topolojik uzaylarin kategorisi FT, smooth topolojik uzaylarin
kategorisi ST nin biitiiniiyle alt kategorisidir.

Ispat: (X,T) fuzzy topolojik uzay verilsin. T fuzzy topolojisi
T:1I*= {01} CI, T(M):= {1’ MET
0, MgT
seklinde diigiiniilebilir. Bu T doniisiimii X iizerinde bir smooth topoloji tanimlar. Diger
yandan f:(X,T,)— (Y,T,) fuzzy siirekli ise f:(X,T,)—(X,T,) smooth siirekli oldugu
gosterilebilir. Gergekten, MEI" keyfi verilsin. T,(M) =0 ise T(f'(M))=T,(M) dir.
T,M) =1 ise MET, dir. f fuzzy siirekli oldugundan #'(M)ET, ve buradan
T,(£'(M)) = 1 dir. Dolaysiyla T,(£'(M)) = T,(M) dir. Son olarak (X,T,) ve (Y,T,)
fuzzy topolojik uzaylar ve f:(X,T,)— (Y,T,) smooth siirekli olsun. MET, keyfi igin
T,M) =1 dir. f smooth siirekli oldugundan T ( f’(M))sz(M)zl dir. Buradan
T,( M) =1 ve ;‘"I(M)ETl dir. Buradan £:(X,T,)—=(Y,T,) fuzzy siireklidir.

Dolayistyla FT, ST nin biitiiniiyle alt kategorisidir.

2.4.8. Fuzzy Kiimelerinin Kompaktlhik Derecesi

-

(X,7) birstuve % CI* olsun.
©(U):= N{t(M):M €}
olarak tanimlanir. 4/, ile 4/ nun sonlu bir alt ailesi gosterilir.
Tamm 44: (X,t) bir stu, MeT* ve a €(0,1} olsun. M fuzzy altkiimesinin o-agik

kiimelerine gore kompaktlik derecesi agagidaki gibi tanimlanir.
c ¥ =1, c, M= A{MCEVUv(VIMC VU, U,CUY:AU)= o}
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Tanim 45: (X,1) bir stu ve ME® olsun. l Bu durumda
coM):= A{c,(M): a €011} ile tammlanr.

Ornek 6: (X,T) bir topolojik uzay ve

C:{O1}" = {01}, C(AY= A{(ACVU) vSup{(AC N U,): U,CU}: U C T}
ile tanimlanan doniigiim igin
C(A) =1 <> A kompakt

saglanir. Ayrica her a €(0,1]} igin ¢ (A) = G(A) dir.

Teorem 40: (X,t) bir stu. M,NEI" ve a €[0,1] olsun. Bu durumda

c,MvN)=c (M)vc (N)

dir.

Ispat: Bkz. [9].m

Teorem 41: (X,7), (Y.r') iki stu. fi(X;t)— (Y,t") smooth siirekli, MEI* ve
a €[0,1] igin

c,(M)= c (f(M))

dir.

Ispat: Bkz. [9].m

Teorem 42: {(X,,t,):kEA} smooth topolojik uzaylarin bir ailesi ve her k €A
igin M, €1 ise ¢,(J[{M, k€AY = Afe,(M,):k €A} dir.

Ispat: Bkz. [9].m

Teorem 43: (X,T) bir topolojik uzay ve MEI* olsun. Bu durumda

a) ¢,(M) st (M)

b) (X,T) kompakt ise © (M) < ¢ (M)

Ispat: Bkz. [9].m

Sonug¢ 4: (X,T) bir kompakt Hausdorff fuzzy topolojik uzay ve MELF ise
T (M) = ¢,(M) dur. ‘



2.5. Smooth Topolojik Uzaylarda Fuzzy Kiimelerinin Baglantihhk
Derecesi ve Kompakthk

Bu boliimde A.P. Sostak'in 1988 yilinda yayinlanan makalesi incelenmisgtir [10]. Bu
calismada kisaca Fuzzy igcermenin bazi ozellikleri ile, kompaktligin derecelendirilmesi,
ayirma aksiyomlarinin derecelendirilmesi ve baglantililik derecelendirilmesi kavramlar
verilmis ve bunlarin bazi 6zellikleri ile aralarindaki iligkiler incelenmigtir. Ozellikle, kompakt
uzaylarin kapali alt kiimelerinin de kompakt olmas: ve kompakt Hausdorff uzaylarin regiiler

olmasi ifadelerinin smooth topolojik uzaylarindaki kargilikiari elde edilmigtir.
2.5.1. Fuzzy Kiimeleri ve Fuzzy icerme

Teorem 44: X bir kiime, M,M,,M,,M,EI* ve M,=M,, M, <M, ise
M,CM, =M, CM, diir.
Ispat:
M, CM, = A{M] v M,)(x): XEX}
= A{(M; vM )(x): xEX}
=M,CM,.n
Teorem 45: X bir kiime ve MNEX ise MCEN =N°CM° dir.
Ispat:
MCN=A{M°v N)X):XxEX}
= A{N)Y v MO)Y(x): x EX}
=N°CM°'m.
Teorem 46: X bir kiime ve M,M,,M,,M, EI* is¢’
(M, vM)CM; vM ) 2 (M, CM)A (M, CM,)) . &
Ispat:
(M, vM,) C(M; vM ) = A{(M, v M,) v (M, vM))x): xEX}
= A{M] AMS) v (M; v M ))X): xEX}
= A{((M; v (M, v M) A (M3 v (M, vM)))(x): xEXY
= A{((M] v M) A(M3 v M ))(x): xEX}
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= A{MEvM)(X) X EXIA A{ME v M,)(X):x EX}
= (M, EM)v(M,EM,).u
Teorem 47: X bir kiime ve her i €J igin M,N, €1 ise
ME AN, €N E A{MEN,):ET} dur.
ispat:
MT AN :EN = A{M® v (AN IETN)(X): xEX}
= AYA{M°VvN):iEN(X): xEX}
= A{A{M  vN)(X): XEX}:iET}
= A{M°CN,):i€l}. =
Teorem 48: X bir kiime, M\N,PE*, MEN >-% ve NﬁP>é ise

MCTP=(MC N) A (N CP) dir.
Ispat:
(MCEN)A (NCP) = A{(M° vN)(x): XEX} A A{(N° vP)(x): xEX} =k >—;- (1)

olsun. MCP = A{M° v P)(x):x €X} <k oldugunu varsayalim. Buradan
dyEX ovyleki M°(y) <k ve P(y) <k (2)
dir. (1) den M°(y)vN(y)2zk ve N°(y)vP(y)=zk dir. (2) den N(y)=k >—;- ve

1 1
Ne(y) =k > > dir. Buradan N(y)> 2 ve N°(y) >—;— elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. O

halde varsayim yanligve MC P2 k= (MCN) A(N CP) dir.m
Teorem 49: X ve Y iki kime, M,NEI*, ABEI" ve f:X— Y doniigiim ise
MCNs M) C f(N) ve ACB= F(A)C F(B) dir.
ispat: FM C £f(N) = A{(FM))° v fIN)(Y):y €Y} =k olsun. Buradan € >0
keyfi igin
Ty, €Y dyleki (AM) (79 v ANXY,) <k +e
dir. Buradan
(FM)*(yo) = 1= F(M)(y,) ]
~1-Sup{M(2):2 € f"(yo»'} 0
=Inf{1-M(z):2E€ £ '(y,)} |
<k+e J
ve

fIN)(yo) = Sup{N(z): 2E £ '(y)} <k +¢ (2)
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dir. (1) den
3z, € '(y,) Oyleki M(z,) <k +¢
dir. (2) den bu z, € £ '(y,) igin N(z,) <k + ¢ elde edilir. Buradan
MEN = A{M°vN)x):x EX}sM°(z,) vN(z,) <k +¢ dir. €>0 keyfi oldugundan
MTNs k= f(M)C AN) dir. Diger kisim igin
FIAC FB) = MU (AN £ B)X):x EX}
= ALFUAY) Y £ B x EX) =ik
olsun. € >0 keyfi igin
3x, EX oyleki £ (A°)x)V F (B)(x,) <k+e

dir. Buradan A°( f(x,)) v B(f(X,)) < k+ ¢ dir. Dolayisiyla
ACB= A{(A° vB)(y):y EY} =(A° vB)(f(x,)) <k+¢ dir. £€>0 keyfi oldugundan
ACBsk="A)C F'(B) dir.m

Tamm 46: X bir kiime ve MEI* olsun. Eger Sup{M(x):xEX} =1 ise MEI* ¢
normlanmig denir.

Gosterim 3: X bir kiilme, ME1* ve & CI* olsun.

VU:=V{U:UE¥U} ve NU:=N\N{U:U€eEU}

ile gosterilir. 2/ nun herhangi bir sonlu altailesini %,, X,, =M™ (0,1] ve B €I olmak iizere
her M(x)=0 i¢in M(x) >3 ise M > B ile gosterilir.
M

2.5.2. Smooth Topolojik Uzaylarda Taban ve Alttaban

X bir kiime ve ©:I* — I doniigiimiinii agagidaki kogullar ile gozoniine alalim.

D ©(0x) =tly) =1,

2) tMAN)=tM) a(N), MN€I”,

3) t(V{M;:iE€J}= /\{*c(Mi)lziEJ}, M,;:iencr,

4) (M) C{01,

5) t(c) =1, cEI™ sabit,

6) v () C{O,1}*.

T doniiglimii X iizerinde 1)-3) kosullari ile smooth topolojiye, 1)-4) kosullar: ile
fuzzy topolojiye, 1), 2), 3) ve 5) ile Lowen (anlaminda) smooth topolojiye, 1)-5) kosullar

ile Lowen (anlaminda) fuzzy topolojiye ve 1)-4), 6) ile klasik topolojiye doniisiir.
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Tanmm 47: (X,t) birstuve BC I¥ olsun. Eger her a €(0,1] ve her U €< igin
J{V,:i€J}CBN<, dyleki U=V {V, :i€]}
ise BC 1™ altkiimesine < igin bir tabandir denir.
Tamm 48: (X,t) birstuve SC ¥ olsun. Eger,
B={UA..AU_ U &S, I<sks=sn, n€EIN}

ailesi T igin bir taban ise SCI* altkiimesine < igin bir alttaban denir.

2.5.3. Fuzzy Kiimelerinin Kompaktlik Derecelendirilmesi : Tanimlar

ve Temel Ozellikler

Tamm 49: (X,t) bir stu, M EI" ve a €(0,1] olsun. Bu durumda,
C.M)={BEL:V# C~, vyleki MC V=B igin SupMC V,: % CU}=p}
ile tanimlanan C_(M) kiimesine M fuzzy kiimesinin « -diizeyinde kompaktlik

spektrumu denir.
Teorem 50: (X,t) bir stu, MeEI ve a €(0,1] olsun. Bu durumda 0 &€C_(M) dir
ve bundan dolay1 C,(M) =& dur.
Ispat: Acik.m
Tanim 50: (X,t) bir stu, MEI* ve o €(0,1] olsun. Bu durumda
¢, (M):=Inf(I - C,(M))
ile tanimlanan ¢ (M) ye M fuzzy kiimesinin «a -diizeyinde kompaktlik derecesi denir.
(Inf@=1 alinacak)
Teorem 51: (X,tr) bir stu, M er’ , BEl ve a€&(0,1] olsun. Bu durgmda,
BEC. (M) ise (B-gBINC,M)=D olacak sekilde bir £ >0 mevcuttur. Ayrica
c,(M)eC, (M) dir. .
Ispat: Her € >0 igin (B-¢,81NC (M) =D oldugunu varsayahm. M & V& =
olacak sekilde  C T, k.v. ve £ >0 k.v.
3k €(B - &81N C(M)
dir. Buradan f-e <k < ve kEC_ (M) dir. Buradanda M C V& 2B = k ve k €EC_ (M)
oldugundan
ti=k-B+£>0

icin



394, C U sonlu dyleki MC V4 >k-¢g,=B-¢

dir. £ >0 keyfi oldugundan Sup{ MC V&, :% C @}z dir. Bu BEC, (M) oldugunu
gosterir ki bu hipotezle geligir. O halde varsayim yanligtir. [kinci kistm igin ¢ (M) &C_ (M)
oldugunu varsayalim. Teorem 50 den 0E€C, (M) oldufundan ve onermenin birinci
kismundan

Je>0 oyleki (c, M) -¢,c, M)N C.M) = & ve (c,(M)-¢g,c (M)]CI
dir. Buradan (c (M) -¢,c,(M)]C(I-C_(M)) elde edilir. Bu ise
Inf((c,(M) - &,c,(M)]) =Inf(I - C,(M)) ve dolayisiyla ¢, (M) — & = ¢ (M) elde edilir ki bu
bir ¢eligkidir. O halde varsayim yanligtir. l

Lemma 2: (X,t) bir stu, ME*, a€(,1] ve BCIX, T i¢in bir taban olsun. Bu
durumda,
BEC, (M) <M C V&, = olanher % C t, NB icin SupM C V%,: U C 4} =P du.

Ispat: "=" Acik.

"e=" M C V& =B kosgulunu saglayan % C t, K.v.

={U,:k€l}Cr,
seklinde yazilabilir. B, T igin taban oldugundan her k €J igin
3J* indis oyleki {VI:i€J*}C 1, NB ve U= V{Vi:ieJ}
dir.
U= {Vi:i€)* kel}Ct, NB
olarak tanimlanirsa
MEV =MCV{V{Vi:iel}:k€)}=MC V{U,:i€l*}=MC V&= d.
Hipotezden Sup{M C V&, : %/C '} =B oldugundan ¢ >0 keyfi igin
39 C U’ sonlu dyleki MC VU >B-¢ e
dir. %/C 4/’ igin
33X C J* sonlu ve J,CJ sonludyleki @ ={V*:i€l kEI}
seklinde yazilabilir.
U"={VEi€el kel}
ile tanimlanan kiime i¢in /" D 4/ dir. Buradan
V" =N

elde edilir ve

U:={U, KEI}CU



53

ile tanimlanan 24 C 2/ sonlu kiimesi igin (1) ve (2) den
MEV#,=MC(V{U, :kEJ}

=MC (V{V{VE:iel*}: ke )

=MC V"

=MCV

>B-¢
dir. € >0 keyfi oldugundan SupM E%,: %,C @} = dir. Buise fEC,(M) oldugunu
gosterir. |

Lemma 3: (X,t) bir stu, a€(0,1] ve SC I* alttaban olsun. Bu durumda
pEC,M) <MV =p kosulunu saglayan her #Crt, NS igin
SupM C V,: U4 C U} = dr.

Ispat: Bkz [10]. =

Teorem 52: (X,t) bir stu, MEI* ve a €(0,1] olsun. Bu durumda
BEC, (M) <> AFC M =B olan her F Ct,, igin Sup{AF,CM*:F,CF}=§.

ispat: "=>" AFCM°®=8 olan F:= {F, :k€J}Cr, k.v.

F%={F::kEJ}C,
ile gosterelim. Teorem 45 den, MC VF =M C(AF)’ = AFCM* =8 dir. BEC, (M)
oldugundan Sup{M C VF; :F; C F'} =B dir. Buradan Sup{AF,CM*:F,CF}=§ elde
edilir.

"e=" M C V& olacak gekilde  C <, k.v.

— ={U, :kE}CT, ve @° ={U;:kEJ}Cr, .
ile gosterelim. Teorem 45 den AU CM°'=(V#)'CM' =-MC V=8 dir.
Hipotezden Sup{A % CM*:% C ¥} =P oldugundan SupM C A% : 4, CU} =
elde edilir.®

Teorem 53: (X,t), (Y, ') iki stu, M el ve £(X;)—> (Y,t") smooth siirekli
doniigiim ise C,(M) C C_( AM)) dir ve bundan dolay1 ¢, (M) < ¢, ( f(M)) dir.

Ispat: BEC, (M) k.v. ve F(M)C V@& =B olacak sekilde # C T, k.v.

U :={U, kKENCT,
ile gosterilirse, f smooth siirekli oldugundan
{F'(U):kENRCT,

dir. Teorem 49 dan,



MEV{F'U):ke}=MC F(V{U,:kEJ})
= I (FM)C F(VU)

= fM)C Ve
=p
dir.  EC, (M) oldugundan SupM C(V{£'(U,):kE€J}):J ,EJ} =B dir. Buradan £>0
keyfiigin A
3, C J sonlu vyleki MC(V{f'(U,):kEJ ) >B-¢
dir.

2:={U, kEJyCU
ile gosterilirse her k €1, igin £(£'(U,)) = U, oldugundan ve Teorem 49 dan
FM)C V& = fM) C(V{U, :kET )
= fM) SV F (U)K EJy}
= AM)C AV{F'(U,):kEI,Y
=M C(V{f(U):kEI}
>B-a
dir. £>0 keyfi oldugundan Sup{fM)C A, .94, C %} =8 dir. Buradan BEC_(£(M))
ve dolayisiyla C, (M) CC_(f(M)) elde edilir. Buradan I-C_(M)DI1-C_(AM)) ve
buradanda c_ (M) =Inf(I-C,(M)) <Inf(I - C ( f(M))) =c (fIM)) elde edilir.m
Teorem 54: {(X,.,t,):kEA} stu larin bir ailesi, (X,t) bu smooth topolojik
uzaylarin garpim uzay, her k €A igin M, €1** fuzzy kiimesi ve M:= HMk er* olsun.
Bu durumda c, (M) =Inf{c, (M, ):k €A} dir. Ayrica her k €A i¢in M, normlanmis ise
c, (M) =Inf{c,(M,): k EA} dur.
Ispat: Bkz [10].m
Teorem 55: (X,t) bir stu, MET, ve M<K, K&I® olsun. Bu durumda,
C.(K) CC_ (M) dir ve bundan dolay: ¢, (K) < c,(M) dir. )
Ispat: BEC, (K) k.v. ve MT V& =B olacak sekilde # Ct, k.v. M<K
oldugundan M°=K* ve M®=M°v K® dir. Buradan
K& (VU vM®) = AN{(K° v(VU vM))(X):x EX}
= A{(K°vM)v(V)(x): XxEX}
= A{M°v(Ve)(x): xEX}

=MC V¥
=p
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dir. Buradan K & (V@ v M®) =B dir. Ayrica M Ex,, oldugundan M° é‘l:u ve dolayisiyla
A U{M°}Ct, dir. BEC,(K) oldugundan SupK C(VY,vM): U4 EU}=p ve
MCEV,=KC(V%vM) oldugundan SupMC V,: % E¥}= elde edilir.
Buradan BEC,_ (M) dir. Dolayistyla C,(K) CC, (M) ve buradan ¢,(K)=c, (M) elde
edilir. |
Teorem 56: (X,t) bir stu, M,N &I* olsun. Bu durumda
C,(M)NC_(N)CC,(Mv N) ve bundan dolay: ¢, (M) Ac,(N) =c, (M vN) dir.
ispat: pec,M)NC N) k.v. ve MvNC V@ = B olacak sekilde # C v, k.v.
Buradan M C V& =, NC V& =B ve BEC,(M)NC_(N) oldugundan £>0 keyfi igin
394! C U sonlu ve 2 C U sonlu dyleki MC V&'>p-eve NC V' >p-¢
dir. Buradan
U.=U VU CU
ile tanimlanan %4, C%/ sonlu ve
MVvNCVZ=MvNC (V% v V)
= A{M°ANYV(VZ) v (VUDH)(x): x EX}
= AV (VU v (V) A (N v (V) v (Y ZN)(X): x EX
= A{M° v (VZH)(x): xEXI A A{(N° v (VZ4")(x): x EX}
=MCV#ZHYNNC V)
>P-¢
dir. €>0 keyfi oldugundan SupMvNC V&, :% C%}=p dir. Dolayisiyla
BEC,(Mv N) ve buradan C,(M)NC (N) CC,(MVN) elde edilir. Diger kisim igin
c, M vN) =Inf(I-C,(M vN)) =k olsun. Her € >0 igin
IBEI-C (Mv N) oyleki B <k+e
dir. Buradan B &C_ (M v N) dir. Bu teoremin birinci kismindan $ &C, (M) NC (N) dir.
BE&C, (M) veya B &C_ (N) dir. .
a) Eger B&C, (M) ise BEI-C, (M) dir. c,(M)=Inf(I-C,(M))sB <k+e dir.
Buradan ¢ (M) < k dir.
b) Eger BEC,(N) ise BEI-C,(N) dir. c,(N) =Inf(I-C,(N))<B <k +e dir.
Buradan c(N) < k dir.
a)yveb)denc, M) ac, (N) sk =c,(Mv N) elde edilir.®



Teorem 57: (X,t) bir stu, ME‘E:‘ ve NEI® olsun. Bu durumda
C.(N) CC_(M a N) ve bundan dolay: c,(N) = ¢, (M A N) dur.

Ispat: BEC,(N) k.v. ve MANC v#=f olacak gekilde ¥ Ct, k.v.
NC(V#vM)=MvNC V=B oldugu kolayca gosterilebilir. Diger yandan
MET, oldugundan @ U{M }Cr, ve BEC, (N) oldugundan
SupiINC(V,vM"). 2 C¥}=f dir. Her YC% sonlu igin
NC (V¥ vM)=MaANC V%, oldupundan SupMANC V&, % CYU}=4 dir.
Dolayisiyla B €C,(M A N) ve buradan C,(N)CC_ (M A N) elde edilir. Buradan da
c,(N) = c,(M A N) oldugu kolayca gosterilebilir. m

Tamm 51 [1]: (X,T) bir fuzzy topolojik uzay: olsun.

(X,T) Lowen anlaminda fuzzy kompakt denir:<> Her %/ C T ve her § €(0,1] oyleki
V &/ = veher e €(0,8] igin V%, = B - £ olacak gekilde sonlu @ C % mevcuttur.

Tamm 52: (X,t) bir stuolsun. Her a €(0,1] i¢in (X,t,) Lowen anlaminda fuzzy
kompakt ise (X,t) ya Lowen anlaminda fuzzy kompakt denir.

Teorem 58: (X,t) bir stu olsun.

(X,T) Lowen anlaminda fuzzy kompaktur <> Her o €(0,1] icin ¢ (X) =1 dir.

ispat: "=" a€(0,]] k.v. ¢ (X) =1 oldugunu gostermek i¢in | =C _(X) oldugunu
gostermek yeter. Bunun igin BEI k.v. ve 1, C V& 2§ olacak gekilde & C, k.v.
Buradan
ALV U)(x): xEX} = A{(Ox v (VU))(x):x EX}

= AN{(15 v (V) (x):x EX}

=1, CV&

=f
Buradan V& = dir. (X,t) Lowen anlaminda fuzzy kompakt oldugundan (X,t,) Lowen
anlaminda fuzzy kompakttir. Dolayisiyla her € > 0 igin

394, C U sonluvyleki V 24 =p-¢
dir. Buradan
1, C V= N5 v V)(x):x EX}
= A{(V)(x):x EX}

=f-¢
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dir. Buradan BEC,(X) ve dolayisiyla 1CC_(X) dir. Buradan I= CuX) ve
¢ (X) =Inf(I - C (X)) =Inf(D) =1 elde edilir.

"e=" a&€(0,1] k.v., V& = olacak gekilde # Ct, ve BE(1] k.v. ve £>0
keyfi igin hipotezden ¢ (X) =1 oldugundan I-C,(X) =@ veya 1-C_ (X) ={1} dir. Fakat
I-C,(X)={1} olmasi durumu Teorem 51 ile geligir. O halde 1-C_(X)=© ve buradan
= C,(X) dir. Buradan da § €C,(X) elde edilir. Diger yandan
L VU = N, v(VU)(x): xEX}l

= AN{(V¥U)x): xEX}
=f3 J
dir. % C~, ve B EC_(X) oldugundan ve (1) den bu € >0 igin
3494, C @ sonlu dyleki 1, C V& >B-¢

dir. Buradan V%, > B - ¢ elde edilir. Bu ise (X,t,) nin Lowen anlaminda fuzzy kompakt

(1)

ve a€(0,1] keyfi oldugundan (X,t) nun Lowen anlaminda fuzzy kompakt oldugunu

gosterir.
2.5.4. Déoniisiimlerin Kompakthik Derecesi

Bu bolum igin (X,t) ve (Y,t') iki stuve £:X—Y smooth siirekli olsun.

Tamim 53: C_(f)=N{C_( f'l(y)): yEY} ile tanimlanan kiimeye f nin
a -diizeyinde kompakthik spektrumu denir.

Teorem 59: 0E€C,(f) dir. Bundan dolay1 C_(f)= & dir.

Ispat: Bkz [10].m

Tanim 54: c_(f):=Inf{I-C_(f)} ile tanimlanan degere [ doniigiimiiniin
a -diizeyinde kompaktlitk derecelendirilmesi denir.

Teorem 60: BEC (1) ise B-BINC, (/)= olacak gekilde bir £€>0
mevcuttur. Ayrica c () €C,(f) dir.

Ispat: Bkz [10].m

Teorem 61: ZCX, ZE‘c; veg=flZ:Z—Y ise c (f) =c,(g) dir.

Ispat: Bkz [10].m

Teorem 62: Her k €A igin X, # & olmak lizere X, ve Y, stu lar, her k €A i¢in

fi : X = Y, smooth siirekli ve bu fonksiyonlarin garpimi
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fi=[]4h kear:TIX = []Y.

ile gosterilsin. Bu durumda c_( 1) =inf{c (£, ):k €A} dir.

Ispat: Bkz [10].m

Teorem 63: Eger f:X— Y kapali ve siirekli doniigiim ise her NEI" igin
e (FINY) = c (H Ac, (N) dir.

Ispat: Bkz [10].m

Teorem 64: X,Y,Z smooth topolojik uzaylar ve f:X—Y, g:Y — Z kapali
donustimler ve hi= go f ise ¢ (h) = c,(8) A c () dir.

Ispat: Bkz [10].m

2.5.5. Smooth Topolojik Uzaylarda Ayirma Aksiyomlarinin

Derecelendirilmesi

Tamm 55: (X,t) bir stu ve a €(0,1] olsun.
H (X)={B€l:Vx,yEX ,x = yve Ve> 0 i¢in U,V Ex_ dyleki UX)=p- ¢, V(Y)=B- ¢
veU CV°2B- ¢}
ile tanimlanan kiimeye (X,t) nun « -diizeyinde Hausdorffluk spektrumu denir ve
h, (X).= SupH_(X)
ile tammlanan degere (X,t) nun o -diizeyinde Hausdorfluk derecesi denir.
Teorem 65: (X,t) bir stu ve a €(0,1] olsun. Bu durumda
O=<h, (X)=s1 ve H, (X)=[0h_ (X)]
dir.
Ispat: H, (X)CI oldugundan O sSupH, (X) =1 ve dolaysiyla O <h (X)<1 dir.
Diger kisim i¢in, BEH_(X) k.v. B =SupH_(X)=h_ (X) .dlr. Buradan B €[0,h (X)] ve
dolayisiyla
H,(X)C[0,h,(X)] (1)
dir. B €[0,h (X)] k.v. ve X, YEX, X2y ve ¢ >0 k.v. Buradan  <h_(X) =SupH,(X) dir.
Bu € >0 i¢in
3’ €H _(X) oyleki B-e<p’
dir.
r=f-p+e>0
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olarak tanimlansin. ' €H ,(X) oldugundan bu r>0 igin
JU,V Ex, oyleki U(x)2f' -1, V(y)2' -r ve UCV 2 ~r
dir. r yerine degerini koyarsak U(x)=p-¢, V(y)=p-¢t ve UCV® 2 -¢ elde edilir.
Buradan  €H_(X) dir. Dolayisiyla
[0,h, (X)]C H (X) (2)
elde edilir. (1) ve (2) den H,(X) = [0,h (X)] elde edilir.®
Tamm 56: (X,t) bir stu ve a €(0,1] olsun. Bu durumda,
R_(X):={B E€l: VxEX, YU Ex, 6yleki U(x)= ve Ve > 0 igin IN €, ve IV Et_ dyleki
V(x)2B-¢, VCN2B-e ve NC U2B-¢}
ile tanimlanan kiimeye (X,t) nun a -diizeyinde regiilerlik spektrumu denir ve
r,(X):=Inf(1-R_ (X))
ile tanimlanan degere (X,t) nun « -diizeyinde regiilerlik derecesi denir.
Lemma 4: (X,t) bir stu ve o €(0,1] olsun. Bu durumda OER (X)) dir.
Ispat: U(x)=0 olacak gekilde xEX ve UET, k.v. ve & >0 keyfi igin
Vi=U ve N:=1,
olarak tanimlanirsa V€, NE+, ve V(x)=0-5, VEN=0-¢ ve NCU=0-¢ dir.
Dolayisiyla 0 ER (X)) elde edilir.
Lemma 5: (X,t) bir stu, a€(0,1] ve BEI olsun. Eger B&R_ (X) ise
(B-£BINR (X) =D olacak sekilde bir € >0 mevcuttur.
Ispat: Her £>0 igin (B—¢eB]NR(X)=D oldugunu varsayalim. Buradan
B €R_ (X) oldugu gosterilebilir. Ger¢ekten, U(X) = B olacak sekilde xeX ve UET, k.v.
ve her € >0 igin
dke@-epINR,(X)
dir. Buradan B -e <k <f ve K ER_(X) dir.
r=k-f+e>0
olarak tanimlansin. XEX, U(x)=f =k ve Kk ER_(X) oldugundan bu r >0 igin
INET, ve V Ex oyleki V(x)zk-r, VENzk-r ve NCUzk-r
dir. r yerine degeri yazilirsa V(X)2p-¢, VCN=B-¢ ve NC U=p - ¢ elde edilir. Bu ise
B €R,(X) oldugunu gosterir ki bu hipotezle geligir. O halde varsayim yanhgtir.
Teorem 66: (X,t) birstuve a&€(0,1] ise O=sr (X) sl ve r (X) ER (X) dir.

T

t&ﬁmmg’mﬂ it TRRKERE
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fspat: I-R_(X)CI oldugundan Osr (X)=<l dir. Di'ger kistm igin,
r. (X) &R, (X) oldugunu varsayalim. Lemma 5 den
Je>0 oyleki (r(X)-¢e,r (X)INR (X) =D (1)
dir. Lemma 4 den 0ER_(X) oldugundan (r,(X) - &,1,(X)]CI dir. Buradan ve (1) den
(r (X)-&,1,(X)]CI-R_(X) dir. Buradan Inf((r(X)-¢r, (X)]) =Inf(I -R_ (X)) ve
buradan da r_(X) - £ 21, (X) elde edilir ki bu bir geligkidir. O halde varsayim yanligtir. W
Teorem 67: (X,t) bir stu ve a €(0,1] olsun. Bu durumda
BER (X) <> VxEX,VFET, oyleki F(x)sp® ve Ve>0 igin IW,VET, oyleki
V(x)zB-¢, FCW=2B-eve WCV 2B -¢ dir.
Ispat: "=>" F(x)<p° olacak gekilde xEX ve FET, k.v. ve £ >0 k.v. Buradan
F°(x) =B ve F° €t dir. B ER,(X) oldugundan bu ¢ >0 igin
AN E<, ve V Et, dyleki V(x)=B-¢, VEN2B-e ve NCF2p-¢
dir.
W:=N° €T,
ile tanimlanirsa bu W,VET, igin V(x)2B-&, FCW=FCN =NCF2>f-¢ ve
WCEV =N CV®=VCN2B-¢ elde edilir.
"e=" U(x)=p olacak gekilde XxEX ve UET, k.v. ve £>0 k.v. Buradan
U°(x) < B° ve U° Ex,, dir. Hipotezden bu ¢ > 0 igin
AW,V ET, oyleki V(x)2B-e, U'CW=p-e ve WC V' 2p-¢
dir.
N:i= W° ET,
ile tamimlanirsa bu NE<,, ve VEt, igin V(x)2B-e, VEN=VCEW =WV =f-¢
ve NCU=W°CU=U"CW 2f-¢ eldeedilir. Dolayisiyla BER_(X) dir.m
Teorem 68: (X,t) bir stu ve a €(0,1] olsun. O0sP=<h (X)Ac,(X), YyEX ve
MEx, oyleki M(y)sp° ise her €>0 igin M :CUz B-e, V(y)=p-¢ ve
U C V* 2 B - & olacak gekilde bir U,V Et, mevcuttur.
Ispat: Eger B = 0 ise ispat agtk. >0 olsun ve € €(0,8] k.v.
A= {x EX : M(x) >}
ile tammlansin. Her XEA igin x=y dir. Ciinkii bir XEA igin x=y olsayd1 M(y)>p* ve
M(y)<B° oldugundan M°(y) =B dir. Buradan 1<I geligkisi elde edilir. Hipotezden
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B=sh,(X) Teorem 65den BEH, (X) dir. Her XEA igin X2y oldugundan bu ;;>O
igin
UV, Ex, dyleki U (x) 2(3—%' V() =B-Z veU, CV; zp_-f;- (1)
dir. Bu gekilde elde edilen {U, :x €A} C 7, ailesi i¢in
M & (V{U, : xEA}) zﬁ-§

dir. Gergekten z €X keyfi verildiinde z€A veya z€A dir. Eger zE€A ise (1) den
Uz(z)zB—-g oldugundan (V{Ux:xEA})(z)zB—%— dir. Eger z€A ise M(z) <’

dir. Buradan M°(z) 282§ - % dir. Dolayisiyla
ME(V{U_ :xEAY = A{M° v (V{U_:xEAY)(2):zEX} 2 [3--82-

elde edilir. Hipotezden P=c,(X) ve MET, oldugundan Teorem 55 den
B=<c, (X)sc, (M) yani B=c, (M) dir. Buradan O<B—%<CQ(M)=Inf(I—Ca(M))

dolayistyla B—§¢I-Ca(M) ve ﬁ—%ECQ(M) dir. MC(V{UXIXEA})ZB—E ve
B- -; €C,(M) oldugundan bu % >0 igin

JA, C A sonlu oyleki MC(V{UK:xEAO})>([3—§-)—§-=[3— g )

dur.
U= V{U, :xEA},Vi=A{V :xEA}

ile tammlanan U ve V fuzzy kiimeleri istenilen kogullari saglar. Gergekten U,V €t oldugu
agiktir. (2) den MCU=B-¢ dir. (1) den V(y)= A{V (v):XEA }=p~¢ dur. Son
olarak U C V° < B - & oldugunu varsayalim. Yani
UCV = A{U° vV°)z):zEX} .

= A{((A{U:xEA D v(V{V:xEA N2 :2zEX}

<fB-e
dur. Buradan

Jz, EX oyleki A {Ui(z,):xEA}<P-t ve V{Vi(z,):xEA}<P-¢
dur. Buradan
s, EA, oyleki U (z,)<P-e ve Vi (z,)<P-¢

dur. Buradan



U,, C Vi, = AU, vVi)(2):2EX}
= (U3, v Vi )(Zo)
=U;,(z)) v V; (2,)
<B-¢
elde edilir ki bu (1) ile geligir. O halde varsayim yanlig, dolayisiyla UC V=B —¢ dir.m
Teorem 69: (X,t) bir stu ve «€(0,1] olsun. 0sB=<h (X)ac,(X), MNET,
ve MEN° 2B ischere>0icin MCU=B-¢, NCVaPB-e ve UC V' 2B —¢ olacak
sekilde bir U,V €1, mevcuttur.
Ispat: Eger f=0 ise ispat agik. f>0 olsun ve £ €(0,8] k.v.
A= {x EX:M(x) >}, B:={yEX:N(y)>B°}
ile tanimlanan ktimeler igin ANB =& dur. Gergekten ANB =& oldugunu varsayalim.
Bir x€EANB olacak gekilde mevcuttur. Buradan M(x)>B° ve N(x)>p° dir. Buradan
MF(x) <f ve N°(x) <B dir. Buise M C N° =B olmast ile gelisir. O halde ANB =& dur.
Bu durumda her yEB igin y&A dir. Hipotezden MEt,, ve B=<h_(X) A ¢, (X) ve her

y€EB i¢in M(y) = $° oldugundan Teorem 68 den —;— >0 igin

., € € - e €
U,,V, €1, dyleki MCU, =f - 5 V,(y)=p- 2 ve U C V)= [3—5 (D
dir. Bu gekilde elde edilen {V :yE€B} Cr,, ailesi igin
NC(V{V,:yEB}=p --25
dir. Gergekten zE€X keyfi verildifinde z€EB veya z&B dir. Eger z€B ise (1) den
V.(2)=B —% dir. Buradan (V{Vy :YEBN@ =B - % ve efier z&B ise N(z)<B° ve
Nz zB>B - -3— dir. Buradan NC(V{V,:y€EB})=p —g elde edilir. Hipotezden

B=<c, (X) ve N Er'a oldugundan Teorem 55den B=c (X)=<c (N) dir. Yani B=<c_ (N)
dir. Buradan 0<p ‘f; <c,(N) =Inf(1-C,(N)) dir. Dolayisiyla p— % &1-C, (N) ve

B~=EC,(N) elde edilir. N (V{V, : yEB} =B ~Z ve B~= €C,(N) oldugundan bu

4

o]

—~>0igin

8]

3B, CB sonlu dyleki NC(V{Vy:yEBO})>([3~§)—-§-=[3—a )

dir.
U= A{U,:y€EB,}, Vi= V{V :y€EB}
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ile tamimlanan U ve V fuzzy kiimeleri istenilen kogullari saglar. Gergekten, U,V €1, oldugu
agiktir, Eger M C U < B - € olsaydi
MCU=MC(A{U,:yEB}

= A{M°v(A{U, :y EBP)2z):zEX}

<pP-¢
dir. Buradan

Jz,EX ovyleki M*(z,) <f-eve (AN {U, :yEB Nz, <P -«
dir. Buradan da
Jy, €EB, oyleki U, (z,) < B-¢

elde edilir. Bu ise MCU, <f~¢ oldugunu gosterir ki bu (1) ile geligir. O halde
MZU=PB-¢ dir. (2) den NCV=p-¢ oldugu agiktir. Son olarak UCV* <f-e

oldugunu varsayalim. Buradan
UCV = A{(A{U,:yEBN v (V{V,:yEBH)2):zEX}

= A{((V{U; : yEB N v (A{V]: yEB})(2): 2EX}

<PB-¢
dir. Buradan

3z, €EX oyleki (V{U;:y EB}(z,) <P - ve (A{V;:yEBN(z) <P~ ¢
dur. Buradan
dy, €B, oyleki V; (z,)<p-¢ ve Ul (z))<P-¢

dur. Bu U, C Vi, <P-e<P- % oldugunu gosterir ki bu (1) ile geligir. O halde varsayim

yanligve UC V=B -¢ dir.W
Tamm 57: (X,7) bir stu ve MEI" olsun. Bu durumda
Cl, (M):={BEI:Ve>0 icin AVET, dyleki MC V' =B -¢eve
M°®(x) = B olan her x €X igin V(x)=p}
ile tammlanan kiimeye M EI* fuzzy kiimesinin « -diizeyinde kapaliltk spektrumu

denir.
Gerekirse Cl,(M) yerine Cl,(M,X) yazilabilir.

Teorem 70: (X,T) bir stu olsun. Her M E&I" igin
Cl,M)NH (X)N (%,1] C Cl, (M) dir.

Ispat: Bkz [10].m



Tanim 58: (X,t) bir stu ve MEI" olsun. Bu durumda
A M):={B€E€l:(ZDX, BEH (2)) =P ECI,(M,2)}
ile tanimlanan kilmeye M EI* fuzzy kiimesinin « -diizeyinde mutlak kapalilik
spektrumu denir.
Teorem 71: (X,t) bir stu ve M EI" olsun. Bu durumda
ACtL, M)NR (X)NH (X)N (%,1] CC, (M)

dir.
Ispat: Bkz [10].m
Teorem 72: (X,7) bir stu ve M EI" olsun. Bu durumda
ACI,(M)NR,(X)NH,(X)N (-;-,1] CC,(M)NR (X)NH (X)N (%,1]
dir.

Ispat: Bkz. [10].m

2.5.6. Fuzzy Kiimelerinin Baglantililik Derecesi: Tamimlar ve Temel

Ozellikler

Tamm 59: (X,t) birstu, a €(0,1] ve M EI" olsun.
D, (M)={B€El oyleki IU,U,Er, :MCU,<B,MCU,<B,MCU,vU, =P
ve Sup{(U, A U,)(x): xEX;} < B}
ile tamimlanan D (M) kiimesine M E€I" fuzzy kiimesinin a -diizeyinde baglantisizlik
spektrumu denir ve
S.M):=1-D, (M)
ile tanimlanan kiimeye M €I" fuzzy kiimesinin a -diizeyinde baglantiilik spektrumu

.

denir.

Eger gerekirse X uzayinda S, (M) yerine S (M, X) kullanilacak.
Teorem 73: (X,%) bir stu, MEI" ve aE€(0,1] olsun. Bu durumda 0ES,(M) ve
bundan dolayr S, (M) = & dir.

Ispat: Acik.m



65

Tamm 60: (X,t) bir stu, MEI" ve a € (0,1] olsun.
s, (M):=InfD_(M)

degerine M €1" fuzzy kilmesinin o« -diizeyindebaglantililik derecesi denir.

Teorem 74: (X,t) bir stu, MEI' ve a €(0,1] olsun. Eger BED_ (M) ise
(B - &8]1C D, (M) olacak gekilde £ > 0 mevcuttur ve ayrica s, (M) ES_ (M) dir.

ispat: BED,_ (M) olsun. Buradan

3U,,U, €z, oyleki d:=MCU, <, d:=MCU, <,
MCU,vU, =8 ve d;:=Sup{(U, A U, )(x) : xEXM}<[3} M
dir.
d:= Mak{d,,d,,d,}
ile tammlanirsa d < oldugu goriiliir.
g=p-d>0
ile tanimlanan € >0 i¢in (f-¢,B]CD, (M) dir. Gergekten, k €(f - ¢,f] keyfi igin
B-e<ks=p dir. Buradan ve (1) den U,U,Ex, ig¢in MCU, =d <d=-¢ <k,
MCU, =d,<d=B-t <k, MCU,vU, 2B 2k ve
Sup{(U, AU, )(X):x €X} =d; =d = - ¢ <k dir. Dolayisiyla k €D_ (M) ve buradan da
B -eB1CD, (M) elde edilir. Diger kisim igin, s (M)€S, (M) oldugunu varsayalim.
Buradan s, (M) €D, (M) dir. Bu 6nermenin birinci kismindan
Jde>0 oyleki (s (M) -¢,5,(M)]CD_(M)

dir. Buradan Inf((s,(M)- &,5,(M)])=InfD,(M) ve buradan s, (M)-e=s, (M) elde
edilir ki bu bir geligkidir. O halde s, (M)ES (M) dir.m

Teorem 75: X bir stu, Y, X in altuzayi, M err, XuCY ve N=MIY ise
S.(N,Y) =S (M, X) dir.

Ispat: Bkz [10].m

Teorem 76: X birstu, M CX ver€l ise S (rM) DS_(M) dur.

ispat: Bkz [10].m

Teorem 77: X bir kiime, t ve t’, X iizerinde iki smooth topoloji ve M EI* olsun.
Eger v s+’ ise S,(M,X') CS_(M,X) ve bundan dolay1 s, (M,X") ss_(M,X) dir.

Ispat: Bunun i¢in D_(M,X) CD_(M,X") oldugunu gostermek yeter. €D, (M, X)

keyfi igin
AU,U,Ex, oylekiMC U, <B, MCU,<B, MCU,vU, =8

ve Sup{(U, A U,Xx): xEX,,}<B
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dir. Hipotezden t <1’ oldugundan U,U, Et, dir. Dolayisiyla BEDa(M,X’) ve
D,(M,X) CD(M,X") elde edilir. Buradan da S, (M,X") CS_ (M,X) ve bundan dolayi
s,M,X) =s_(M,X') elde edilir.m

Teorem 78: X bir stu, M\NEI" olsun. Eger €S, (M)NS, (N) ve MCN° <B
ise BES,(M v N) dir. Ayrica MCN° <s (M) Ns (N) ise s,(MvN)=2s, (M)as,(N)
dir.

Ispat: Bkz [10].m

Teorem 79: (X,%), (Y,f’) iki stu, MEI*, a €(0,1] ve f:(X,t)— (Y,t’) smooth
stirekli dontigiim ise S,(M) CS,( fiM)) ve bundan dolay: s, (M) = s_( f(M)) dir.

Ispat: BES, (M) k.v. BES,(f(M)) oldugunu varsayalim. Buradan B €D_( AM))

ve
IV,,V, Et. dyleki AM)CV,<B, AM)CV,<B, AM)CV, vV, =p } 0

ve Sup{(V, A V,)(¥) : YEY ;4p} <B
dir.
U=V, U= £1(V,)
ile tanimlansin. fsmooth siirekli oldugundan U ,U, €t dir. Bu U,,U, fuzzy kiimelerinin
MCU, <8, MCU,<B, MCUvVvU,28 ve Supf(U,aU,)X):xEX,}<B
kogullarini saglar. Gergekten, (1) den f(IM)CV, = A{(FfM)  vV)(¥): YEY} <p dir.
Buradan
Jy, EY oyleki (AM))*(y,) <B ve V (¥,) <B
dir. Buradan
(FIM)*(¥o) = 1= FIM)(Y,)
=1-Sup{M(z):2€E€ 7 (y,)}
=Inf{M*(2): 2 € £ (y,)}
<p
dir. Buradan
3z, €1 '(y,) Oyleki M°(z,) <P
dir. Bu z, € f"(yo) icin U,(z,) = f—l(Vl)(zo) =V,(Azy)) =V, (y,) <B dir. Buradan
MCU, = A{(M° vU)(x): xEX}
<M®(z,) v U, (z,)
<p
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dir. Dolayistyla M & U, < elde edilir. Benzer gekilde M C U, < oldugu gosterilebilir.
(1)den f(M)C V, vV, =f oldugundan ve Teorem 49 dan
MEU VU, =MC ' (V)v FI(V,)
= I FM)NC £V, vVy)
= fM)CV, vV,
=P
dir. Dolayistyla M C U, v U, = elde edilir. Son olarak da Sup{(U, A U,)(x): x EX ,;} <f
oldugunu gostermek igin énce (X ) C Y 4y oldugunu gosterelim. Bunun igin y € (X )
k.v. Buradan
Ax €X,, oyleki y= f(x)
dir. x€X,, =M7((0,1) oldugundan M(x)>0 dir. Buradan
fM)(y) =SupM(z): z€E f‘(y)} = M(x) >0 dolayisiyla yEY'f(M) ve fXWCY
elde edilir. Buradan
{U, AU XxEX} = {(F (V) A £ (V)00 xEX}
={(f'(V,a V)(x) 1 xEXyy}
={(Vi AV )(f(X)) : XEX}
C{(V, A V)(A(X) 1 £(x) EAX, )}
C{V, A V(X)) : f(X) EY g}
CHV, A VY : YEY gy}
dir. Buradan ve (1) den Sup{(U, AU)(x): X EX,} = Sup{(V, A V. )(¥) : YEY japt < B
yani Sup{(U, AU,)(x): xEX,}<p elde edilir. Bu ise ED, (M) yani B&ES, (M)
oldugunu gosterir ki bu BES, (M) ile geligir. O halde varsayim yanhigur. O halde
B €S, (f(M)) olmak zorundadir. Dolayisiyla S, (M) CS,( fiM)) elde edilir. Buradan da
s, (M) =< s, (f(M)) elde edilir.m
Teorem 80: {(X,,Y,): kEA} smooth topolojik‘uzaylarm bir ailesi, (X,t) bu
ailenin ¢arpim uzayi, her k €A igin M, E1%* fuzzy kiimesi ve M = HMk carpim fuzzy
kiimesi ise S, (M) D N{S,(M,): kEA} ve bundan dolay1 S, (M) =Inf{S,(M,) : kEA}
dir. Eger her k €A igin M, normlanmig ise S,(M) = N{S_(M,) : k €A} ve bundan dolay!
s, (M) =Inf{s,(M,) : K EA} dir.
Ispat: Bkz [10].m
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2.5.7. Déniigiimlerin Baglantililik Derecesi

Bu boliim i¢in, (X,7t), (Y,t) iki stuve f:X —Y smooth siirekli olsun.

Tanim 61: S,(f)i=N{S.(f'(): yEY} kiimesine f donigiminin
a -diizeyinde baglantililik spektrumu denir.

Tamim 62: s (f):=Inf(I1-S (f)) degerine f doniigiimiiniin a -diizeyinde
baglantililik derecesi denir.

Teorem 81: OES_(f) dir ve bundan dolay1 s () =& dir.

Ispat: Bkz [10].m

Teorem 82: Eger BE&S, (f) ise (B-¢,p] ﬂsa( f) = & olacak gekilde bir € >0
mevcuttur. Ayrica s (f) €S_(f) dir.

Ispat: Bkz [10].m

Teorem 83: Her k€A icin X, = ve f£:X,—Y, smooth siirekli
doniigtimlerin ¢arpimi f:= l—[ fe :I_IXk — HYk ise s, () =Inf{s,( f,):k EA} dir.

Ispat: Bkz [10].m

Teorem 84: f:X— Y acik doniisiim ve N &Y olsun. Eger BES,(£) NS, (N) ve
N};[?)c ise ES, (f(N)) dir. Ayrica N;(su( £)as (N)) ise s (£ (N)) =s,(N) s, (f)
dir.

Ispat: Bkz [10].m

Teorem 85: X, Y veZstu, £X—Y, gY—Z acik dontigiimler ve h:=go f ise
S,(h) DS, () NS,(g) ve bundan dolayi s (h)=s,(f) as(g) dir.

Ispat: Bkz [10].H
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2.6. Bir Smooth Topoloji Ailesinden Yeni Bir Smooth Topolojinin

Uretilmesi

Bu boliimde A.P. Sostak'in 1989 da yayinlanan bir makalesi incelenmigtir [11]. Bu
caligmada bir smooth topoloji ailesinden yeni bir smooth topolojinin tiretilmesi ve buna
iligkin bazi teoremler verilmisgtir.

Teorem 86: X bir kime ve {t*:I"—>1:a€(0l]} X tizerinde smooth
topolojilerin bir ailesi dyleki a'<a igin T = v* olsun. Bu durumda

. " =1, (M= V{* M) ra: aEQO,1]}
" ile tanimlanan <, X iizerinde bir smooth topolojidir. Bu t ya {t*: a €0]1]} ailesi
tarafindan tiretilen smooth topoloji denir.

ispat:

(01) ©(0x) = (ly) =1

(02) MN€ET" k.v.

TMATN)= V{x*M)Aaa: a€QOIA VT (N)ra: aEO,I} =k olsun. Buradan
¢ >0 keyfi igin

Jog,a, EOL] Oyleki M) auy,>k-¢ ve " M)au >k-¢
dur.

a,:=min{o,, o}

olsun.a, s, ve a, <a, oldugundan t**(M) = t*°(M) ve T**(N) = t“ (N) dir. Buradan
TMAN)= V{*MaAN)ra: a €01}

2tZ?MAN)Aa,

2 (M) AT2(N) A (0, A @)

z(tM)Aa) A(T'(N)A @)

>k-¢
dur. € >0 keyfi oldugundan T(M A N) = k =t(M) aT(N) dir.

(03) {M:i€elycl® k.v. Eger A{yM,):i€J}=0 ise agik.
A{x(M,):i€J}=Kk> 0 olsun. Her i€J i¢in ©(M;) = V{=°(M))r a: « E(O,1]} zk dir.

£ E(O,%] keyfi igin
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Ja; €(0,1] oyleki T“M)Ar o, >k-¢= ;)k— >0

dir. Buradan
A M)A i€k -¢ (1)
dir.
ay:=inf{a;: i €J}
ile tanimlansin. (1) den &y 2k —¢ >0 dir. Buradan «, €(0,1] dir. Her i€J igin «; s o
oldugundan her M €I* veher i€J icin t°(M) = t* (M) dir. Buradan ve (1) den
(VM : i€ =V (VM i€JPDAa: a EOL)}
2t (V{M,;:i€JPHaq,
2 A{TWM,): 1E€IPA Afa,: i€}
2 ALGM):iE€ID A A, i€}
= AF* M) ra,:iET}
2k-¢

dur. sE(O,%] keyfi oldugundan ©(V{M;:i€J}zk= A{x(M,): i€J} dir. Dolayisiyla

T, X lizerinde smooth topolojidir.

Teorem 87: X bir kiime, {t": o €(01]} ailesi X iizerinde smooth topolojilerin
azalan bir ailesi ve T bu aile tarafindan iiretilen smooth topoloji ise her r €(0,1] igin
T, = Nfey : a<r} dir.

Ispat: r€(0,1]], MET, k.v. ve k<r olacak sekilde k €(0,]] k.v. Buradan
™M) = VM) A a: o €01]k=r> k dir. Buradan

Jda, €(0,1] dyleki T*°(M) A oy >k

dir. a,>k oldugundan ©*(M)=1"*(M)>k dir. Buradan MEx} dir. k<r keyfi
oldugundan MEN{x; : a <r} dir. Dolayisiyla

T, CN{t.: a<r} (D
dir. Diger yandan MEN{x: a <r} ve £ >0 k.v. Buradan

Ik €(01] oyleki r-e <k <r
dir. Buradan "ck(M) =2k>r~¢ ve (M) Ak>r-¢ eldeedilir. Buradan
M) = V{T* M)A a: a €01}
=t (M) n k

>Tr—¢
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dur. € >0 keyfi oldugundan ©(M) =r ve MEx, dir. Dolayisiyla
T, DN{t,: a<r} (2)
elde edilir. (1) ve (2) den =, = N{x;, : a<r} eldeedilir.m

Teorem 88: X veY iki kiime, {t5.: a €(01)} ve {1 : a E(0,1]} swrastile X ve Y
izerinde smooth topolojilerin azalan iki ailesi ve Ty, T, bu aileler tarafindan tiretilen smooth
topolojiler olsun. Eger her a €(0,1] igin £:(X,vy )~ (Y,ty) smooth siirekli (smooth agik,
smooth kapali) ise £ (X,t,)— (Y,t,) smooth siireklidir. (smooth agik, smooth kapalidir).

Ispat: ME&I' k.v. Her a&(0)]] igin f:(X,t5)—> (Y,T5) smooth siirekli
oldugundan her a€(0,1] igin T3 (f '(M))=to(M) dir. Buradan her a€(0,]] igin
(M) raaztyM)ra ve
VES(F M) Aa: a €011} 2 V(7 (M) A a: o €011} dir. Buradan
Ty ( NE 1, (M) elde edilir. Dolayistyla f:(X,ty) — (Y,7,) smooth stireklidir.

Her a€(0,1] igin £:(X%)—> (Y,Ty) smooth agik olsun. MEI® k.v. Her
o €(0,1] igin Ty (M) =<5 (f(M)) dir. Buradan her a €(0,1] i¢in tx (M) A a < 15 ( AM)) At
Ve VitM)ra: a EOIR s Vg (fM) A a: a €011} dir. Buradan
Ty (M) =7, ( f(M)) elde edilir. Dolayisiyla f: (Xt ) — (Y,t,) smooth agiktir.

Her a €(0,1] igin f:(X1%)~ (Y,t%) smooth kapali olsun. MEI* k.v. Her
a€0,1] igin (T Y (M) s(rf{)*( fM)) dir. Buradan her a€&(0,1] igin
Ty M%) < T ((F(M))) ve M) Ao st ((AM))aa  dir. Buradan
T (M) = T, (( AM))°) ve ‘c; M) sr;.( F(M)) elde ¢dilir. Buise f:(X,tx)—=> (Y,ty) nin

smooth kapal1 oldugunu gosterir. R



2.7. Smooth Topolojik Uzaylarda Kompakthik Tipleri

Bu bolimde M. Demirci'nin 1997 yilinda yayinlanan bir makalesi incelenmigtir [12].
Bu ¢aligmada kisaca smooth kapanig ve smooth i¢ tanimlart farkl bir gekilde ele alinmig,
smooth kompaktlik, smooth nearly kompaktlik, smooth almost kompaktlik ve bunlara iligkin

bir takim ozellikler verilmigtir.

2.7.1. Kapamig ve I¢ Ozellikleri

(X,¥) bir stu, MEF* ve a€(0,1] olsun. MEI" fuzzy kiimesinin (X,t,) daki
kapanisi (igi) K/I-u (Mg) ile gosterilir ve M nin 7 -kapanisi (t, -i¢i) olarak adlandirilir. Buna
gore

M,:= A{NET,: M<N} ve M2:= V{NEr,: NsM}
dir.

Tamm 63: (X,t) bir stu ve MEI™ olsun.

M:= A{N€eI*: T (N)>0, MsN} ve M= V{NEI*: «N)> 0, N<M}
ile tammlanan M ve M° kiimelerine sirasiyla M nin t-smooth kapanigi ve t-smooth igi
denir. _

Teorem 89: (X,1) bir stu ve M\NEI* olsun.

a) M<N ise M° <N°

b) M<N ise M < N

) (M%)°=(M")

o M -7
e) M= ((M")%)°
0 (M) =
Ispat:
a) Mx<N olsun. Bu durumda
Ker: y(K)>0, KsM}C{Kel*: «K)>0, K<N} dir. Buradan
V{Kel™: «K)>0, KsM}<VEK €I" : 7(K) >0, K<N} dir. Dolayisiyla M° < N° dur.

'b) Mx<N olsun. Bu durumda
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{Ker*: t'(K)>0, MsK}D{K €I : v'(K) > 0, N<K} dir. Buradan
AKE™: T (K)>0, MsK}s A{K€EI*: v (K)>0, N<K} dir. Dolayisiyla M < N
dir.
¢) M%°=1-M°
=1- VK er*: t¢(K)>0, K<sM}
=A{-Ker*:yK)>0, KsM}
=AK°el*: v (K)>0, M<K}
= (M),
d) c) deki esitligin biitiinleyenleri alindiginda M° = ((-1\71-:;))c elde edilir.
e) c) de M yerine M® koyuldugunda M = (M°)°)° elde edilir.
f) e)deki esitligin biitiinleyeni alindiganda (M) = (M©)° elde edilir. m
Uyart : (X,T) fuzzy topolojik uzay olsun. Bu T fuzzy topolojiye karsilik X

tizerinde bir smooth topoloji tanimlanabilir. Gergekten,
1, MET

v =1, t(M)::{O, M &T
ile tamimlanan <, X iizerinde bir smooth topolojidir ve M €I" fuzzy kiimesinin t-smooth
kapanmigi (i¢i) ile T fuzzy topolojisine gore kapanigi (igi) aynidir.

Teorem 90: (X,t) bir stu ve M,N&I" olsun.

a) M°<M

b) 1y =1y

) M)’ =M’

d) MaN)’sM°aN°

ispat:

a) M°= VK&l :t(K)>0,K=<M} <M.

b) a) dan I sl dir. 13 =V{KE :7(K)>0,Ks1.}=1 dir. Dolayisiyla
13 =1, dir.

OH{KEF :yK)>0,K=sM}={KEI":yK)>0,K=<M} oldugu kolayca
gosterilebilir. Dolayisiyla (M°%)° =M° dir.

d) MAN=<M ve MaN=<N oldugundan Teorem 89 a) dan (M A N)’ < M° ve
(M A N)° < N° dir. Buradan (M a N)” < M” AN elde edilir. ®

.Teorem 91: (X,t) birstu ve M,NEI" olsun.
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a) M= A{KEI* ;7 (K)>0,M =K} =M.

b) a) dan 6x20x dir. 6,\.=/\{K:1:‘(K)>0,0xsK}sOx dir. Dolayisiyla

0, =0, dir.

¢) {KerX:t(K)>0,M=K}={Kel*:v(K)>0,M=<K} oldugu kolayca

gosterilebilir. Dolayisiyla M=M dir.

d) MsMvN ve N<Mv N oldugundan Teorem 89 b) den M=<MVN ve

N <M vN dir. Buradan M vN <M VN dir.m
Teorem 92: (X,t) bir stu ve MEI" olsun.
a) tM)>0ise M =M°,
b) T(M)>0 ise M =M,
¢) Bir o €(0,1] igin M = M_ ise M = M dir,
d) Bir a €(0,1] igin M =M. ise M = M° dir.
Ispat:
a) Teorem90a) dan M°<M dir. *T(M)>0 olmasi
M°=V{K: «K)>0, K<M}=M dir. Buradan M = M° elde edilir.
b) Teorem91a) dan Ms<M dir. <t (M)>0  olmasi
M= A{K: 1t (K)>0, M<K}<M dir. Buradan M - M elde edilir.
¢) a€(0,1} icin M = M—a olsun. Buradan
M=M, = A{K€EI*: KET,, M=K}
= ANKer*: ' (K)za, M<K}
= A{K€l*: v (K)20, M=K}
=M

dir. Buradan M=M ve Teorem 91 a) dan M<M oldugundan M = M elde edilir.

d) a€(0,1] igin M =M? olsun. Buradan
M-M.=V{Kel":K€&r,, KsM}
= V{K€el*: K)> a, K<sM}
< V{KEI: ¢(K)>0, KsM}=M’

durumunda

durumunda
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dir. Buradan M s M’ ve Teorem 90 a) dan M° <M oldugundan M = M° elde edilir.m

Teorem 93: (X,t,) ve (Y,t,) iki stuve £:(X,tr)) = (Y,t,) zayif smooth siirekli
dontigtim olsun. Bu durumda

a) Her MET* igin f(M) = AM),

b) Her N&I¥ igin £'(N)= £(N),

¢) Her NEI¥ igin £'(N%) = ( f"(N))o.

Ispat:

a) MEI® ve KE{K: 1:;(K) >0, fiM) =K} k.v. Buradan T;(K) QO ve f(M)<K
dir. f zayif smooth siirekli oldugundan 1:;( FK) >0 ve f(M)=<K oldugundan
Ms F(fM) < £1(K) dir. Buradan M=A{U:7(U)>0,MsU)<f'K) ve
fM)= A K)sK dir. KE{K:t,(K)>0, AIM)<K} keyfi oldugundan
fM) = A {K: T,(K)>0, AM) sK} = F(M) elde edilir.

b) Ner kv. a) dan f£(N)sf(F(N)sN dir. Buradan
FM= AN £ yani TN = £/ dir

¢) NEI" k.v. b) ve Teorem 89 ¢) den
(FAON) = AN = ()= TS = (N - (£ )’ dir. Buradan

- FIN® = (FN)° elde edilir.m

Sonug¢ 5: (X,T;) ve (Y,1,) ikistuve f:(X,x)) —(Y,t,) smooth siirekli doniigiim
olsun.

a) Her MET” igin f(M) s—f(—Mi,

b) Her NEI" igin Ny = £,

¢) Her NEI¥ igin £'(N%) = (F'(N))°.

Teorem 94: (X,v) ve (Y.,t') iki stu ve MEI" olsun. Eger f:(X,t)— (Y,t")
smooth agik ise £f(M°) = (f(M))° dur.

Ispat: M &I igin

{f(K): KET", ©(K), K=M} C{ A(K) : KET, «K) >0, fAK) = F(M)} (1)
dir. fsmooth agik oldugundan,
{f(K): KEDP, «K)>0, AK) = M)} C{ AK) : KEI", T(f(K)) >0, AK) s (M)} (2)
ve

{f(K): KEP, T(AK) >0, AK) s AAM}C{UEIM: T (U)> 0, Us A} (3)
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dir. (1), (2) ve (3) den
fM% = AVK eI’ t(K)> 0, KsM})
= V{fIK) : KEI*, «K) >0, KsM}
s V{f(K): K €er*, ©«(K) >0, f(K) s AM)}
< V{f(K): K€, ¥((K) >0, f(K)s fM)}
s V{U €l’, v'(U)>0, U s f(M)}
= (fM))°
elde edilir.m

2.7.2. Kompakthk Tipleri ve Aralarindaki Iligkiler

Tanimm 64: (X,T) bir stu olsun.
(X,¥y ya Demirci anlaminda smooth kompakttir denir < Her
{Mi:iEJ}C{MEIx:'c(M)>O} ailesi oyleki 1,=V{M,;:i€J} icin
1, = V{M,: i €]} olacak sekilde bir J, C J sonlu altindis mevcuttur.

Tamim 65: (X,®) bir stu olsun.
(X,¥) ya smooth nearly kompakttir denir <> Her {M;: 1€J}C{M er*: 1(M) >0}
ailesi oyleki 1, = V{M,: i €J} igin 1, = V{M,)’:i€J,} olacak sekilde bir J,CJ
sonlu altindis mevcuttur.

Tamm 66: (X,t) bir stu olsun.
(X,7) yasmooth almost kompakt denir :<> Her {M,: 1 €J}C {M er*: (M) >0} ailesi
oyleki 1, = V{M,:i€J} igin 1, =V{M,:i€J} olacak gekilde bir J,CJ sonlu
altindis mevcuttur.

Tanim 67: (X,T) bir stu olsun.
(X,¥) ya smooth regiiler denir ‘«> Her Mel' oyleki t(M)>0 ig¢in
M = V{N €I¥, ¢(N) = ©(M), N < M} seklinde yazilabilir.

Teorem 95: Demirci anlaminda smooth kompaktlik = Smooth nearly kompaktlik
=> Smooth almost kompaktlik.

Ispat: (X,7) Demirci anlaminda smooth kompakt olsun. 1, = V {M,: i €]} olacak
sekilde (M;: 1€J}C{M €% : y(M) > 0} k.v. (X,T) Demirci anlaminda smooth kompakt

oldugundan
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3J,CJ sonlu oyleki 1y = V{M,:i€EJ}
dir. Her i €1 igin ©(M;) > 0 oldugundan ve Teorem 92 a) dan her i€J igin M; = M? dir.
Bundan dolayt M; = M; = (M,)° dir. Buradan 1, = V{M,: i €] } = V{M,):i€l,} yani
Iy = V{(ﬁi)0 Pi€l o}. elde edilir. Dolayisiyla (X,t) smooth nearly kompakttir,

(X,7) stu ve smooth nearly kompakt olsun. Iy = V{M;: i EJ} olacak sekilde

M, iEJ}C{MEI" : y(M) > 0} k.v. (X,7) smooth nearly kompakt oldugundan

23, CJ sonlu syleki 1, = V{(M,)": i€l }
dir. Her i€J igin v(M,) >0 oldugundan Teorem 92 a) dan ve Teorem 89 a) dan
M;=M;s (M) <M, dir. Buradan 1,=V{M)’:i€l,}sV{M,:i€l,} yani
Iy=V{M,:i€J o} elde edilir. Dolayistyla (X,t) smooth almost kompakttir. m

Teorem 96: (X,t)) ve (Y.3,) ikistuve f:(Xx,) — (Y,T,) orten ve zayif smooth
stirekli doniigiim olsun. Eger (X,t,) smooth almost kompakt ise (Y,t,) smooth almost
kompakttir,

Ispat: Iy = V{M, : i €J} olacak sekilde {M.: i€JyC{M€el’: T,(M)>0} k.v.
Buradan 1y = f'(1;)= £(V{M,:i€JYs V{f(M,): i €]} ve f zayif smooth siirekli
oldugundan {f'(M,) : iEJ}C{NEI*: 1 (N) >0} dir. (X,t,) smooth almost kompakt
oldugundan

J, CJ sonlu oyleki 1, = V{?”I(_Mi): i€J,}
dir. forten oldugundan ve Teorem 93 a) dan
ly= Al = AV{FM): €L}
- VY f(_f%) TN
sV{AF M) i€}
- V{M,:i€l)}
dir. Buradan 1, = V{M, : 1€J,} elde edilir. Bu ise (Y,t,) nin smooth almost kompakt

oldugunu gosterir.

Sonug 6: (X,t), (Y,3,) iki stu ve f:(X,x) —>(Y,t,) orten ve zayif smooth
stirekli doniigiim olsun. Eger (X,t,) smooth nearly kompakt ise (Y,t,) smooth almost
Kompakttir.

Sonu¢ 7: (X,t), (Y.x,) iki stu ve f:(X,t)) = (Y,t,) orten, smooth siirekli
doniigiim olsun.

-a) Eger (X,t,) smooth almost kompakt ise (Y,t,) smooth almost kompakitir,



78

b) Eger (X,t,) smooth nearly kompakt ise (Y,t,) smooth almost kompakttlr.

Teorem 97: Bir smooth almost kompakt ve smooth regiiler smooth topolojik uzayi
Demirci anlaminda smooth kompakttir.

Ispat: (X,7) smooth almost kompakt ve smooth regiiler olsun. Iy=V{M, i€}
olacak gekilde {M;:i€J}C{M el : ¢M)> 0} k.v. (X,1) smooth regiiler oldugundan
her i€ igin,

M, = V{NEI": «N) = t(M,), NsM} (1)
dir. Burada her i €] i¢in
3J' indis oyleki {N €I" : t¢(N) =t(M,), NsM,} ={N, : k €J'}

seklinde yazilabilir. Buradan her i€J igin M;= V{N, : k€J'} dir. Buradan da
I, =V{M,;:i€)}= V{V{N,: k€J}:i€J} dir. (1) den her i€EJ ve her kEJ' igin
T(N,) = T(M,;) ve her i€J i¢in t(M;) >0 oldugundan her i€J ve her k el icin t(N,) >0
dir. Dolayisiyla (X,x) smooth almost kompakt oldugundan

3J, CJsonlu ve heri €J, igin J, C J' sonlu vylekil, = V{V{N,: kEJ}: i €]}
dir. (1) den dolay1 her i€J ve her k€E€J' igin N, < M, oldugundan her i€J igin
V{N, : kEJi} =M, dir. Buradan
I, = V{V{N,: k€J}: i€}

<sV{M,:i€]}
dir, Buradan 1, = V{M;: i €J,} elde edilir. Dolayisiyla (X,t) Demirci anlaminda smooth
kompakttir.

Sonug¢ 8: Bir smooth nearly kompakt ve smooth regiiler smooth topolojik uzayi

Demirci anlaminda smooth kompakttir.
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2.8. Smooth Topolojik Uzaylarda Komsuluk Sistemleri

Bu boliimde M. Demirci'nin 1997 yilinda yayinlanan makalesi incelenmigtir [13]. Bu
caligmada smooth topolojik uzaylarda komsuluk sistemleri gibi yerel kavramlar ve bunlara

iligkin bir takim tzellikler verilmistir.
2.8.1. Tamimlar ve Sonuglar

Tanim 68: X bir kiime ve MEI" olsun. M fuzzy kiimesine bir fuzzy noktasi
denir :<> Bir x€X igin M(x)>0 ve y2x olan her y€X icin M(y)=0 dir. |

Bir M fuzzy noktas1 x, (M(x)= A >0) ile gosterilir.

Tamm 69: X bir kiime, x, fuzzy noktasi ve MEI™ olsun.

a) Eger M(x)=A ise M fuzzy kiimesi x, fuzzy noktasim igerir denir ve X, €EM
ile gosterilir, degil ise x, M ile gosterilir.

b) Eger M(x)+A>1 ise x, fuzzy noktasi M fuzzy kiimesi ile q gakisumnsidir
denir ve x,qM ile gosterilir, degil ise x,qM ile gosterilir.

Tamm 70: X bir kiime, M: ¥ — 1 (M, I" in fuzzy alt kiimesi) ve o €[0,1) igin

M*:={NEI* :M(N) > a}

ile tanimlanur.

Tamm 71: (X,t) bir stu olsun.
B:1¥ —1 doniigiimii T smooth topoloji igin Demirci anlaminda tabandwr denir ;<
Her a €[0,1) i¢in t® ={Vp': ' C "} dir.

Teorem 98: (X,t) bir stu olsun.
B:1* —1 doniigiimii © icin Demirci anlaminda tabandir < Her o €[0,1) igin eger pqgM
olacak gekilde M Ex* ve p fuzzy noktasi ise pgN ve N<M olacak sekilde N €3 mevcuttur.

ispat: "=s" B:1* -1, 7 igin Demirci anlaminda taban, a €[0,1) ve pgM olacak
sekilde M €x" ve p fuzzy noktasi olsun. M Et" ve B, T igin taban oldugundan

AR’ CB* vyleki M= VB’
dir. Buradan pg( V') dir. Tanim 69 b) den
INER’ oyleki pgN
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dir ve NsM oldugu agiktir.
"e=" B:1X =1 min < igin Demirci anlaminda taban olmadigini varsayalim. Buradan
Ja, €[0,1) ve M €1 vyleki VB' CB“ igin Mz V' (1)
dir.
B:={NER™ : NsM} ve G:—~ VB’ (2)
ile tanimlanirsa (1) den MG ve (2) den G=M oldugundan
IxeX oyleki G(x) <M(x)
dir.
AM=l-G(x)>0
ile tamimlanirsa d:= x, fuzzy noktasi igin M(x)+A>G(x)+A =1 yani dgM dir. Her NEB'
icin N<G oldugundaﬁ N(x)+A <G(x)+A =1 yani her NsM ve NEB"° icin dgN dir. Bu ise
hipotez ile geligir. O halde varsayim yanligtir.

Teorem 99: (X,v) bir stu olsun.

B:1* —1 doniisiimii T igin Demirci anlaminda tabandir <> pgM olan her M EI™ ve p fuzzy
noktasi icin T(M) <= Sup{p(N) : Nel®, pgN, N<M} dir.

Ispat: "=>" pgM olacak sekilde M EI* ve p fuzzy noktasi keyfi verilsin. Eger
T(M) =0 ise iddia saglanir. Eger o= t(M)> 0 olmasi durumunda, € €(0,a] keyfi i¢in
T(M) = a. - € yani M &t © dur. Hipotezden ve Teorem 98 den

INEB* " vyleki pgN ve N<M
dir. Yani Sup{B(N): NEI*,pgN,NsM}>a~¢ dir. £€(0,a] keyfi oldugundan
Sup{B(N) : NEI*,pgN,N s M} = a = t(M) dur.

"<«=" B nin T i¢in Demirci anlaminda taban oldugunu gostermek i¢in Teorem 98 den
yararlanacagiz. Bunun i¢in o €{0,1) ve pgM olacak sekilde M €t" ve p fuzzy noktasi keyfi
verilsin. Hipotezden o <t(M) =Sup{B(N) : NEI*,pqN,N <M} dir. Buradan

ANEI* oyleki pgN, N<M ve B(N)>a
dir. Buradan da N&€®, pgN ve N<M dir. Dolayisiyla Teorem 98 den dolay: §, T igin
Demirci anlaminda tabanchr.® - = - =*

Tamm 72: (X,Tt) bir stu ve p, X de sabit bir fuzzy noktast olsun.

NP:Ix — | doniigiimiine P nin smooth komguluk sistemi denir. :< her u€[0,1) igin

NS ={M €I" : 3T €x* vyleki P ET<M} dir.
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N_ (M) reel sayisina M fuzzy kiimesinin p fuzzy noktasinda komgsuluk derecesi

denir.

Tanim 73: (X,t) bir stu ve p, X in sabit fuzzy noktasi olsun. QP:IX—>1
doniigimi  p nin smooth Q-kom;uluk. sistemi denir :«< Her a€[0,l) igin
Q% ={M €I : 3T €x* vyleki pqT<M} dir.

Q,(M) reel sayisina M fuzzy kiimesinin p fuzzy noktasinda Q-komguluk

derecesi denir.
Teorem 100: (X,t) bir stu ve pEIx sabit fuzzy noktasi olsun. Bu durumda,

a) N : 1* — I doniislimii p nin smooth komguluk sistemidir <> her M 1" icin

Sup{w(V): VEI* pEV=<M} , pEM
N (M) - { p{u(V) P }.op
0 , PEM
dir.
b) Q,: 1* — I doniigimii P nin smooth Q-komguluk sistemidir. <> her M e1* igin
Sup{w(V): VEI*,pqV =M} , pgM
Q,(M) - { =
0 » PaM
dir.

Ispat:
a) "=" M kv. pEM veya p&M dir. p&M olmasi durumunda N (M) >0

oldugunu varsayalim. Buradan M EN; ve hipotezden N, p nin smooth komsuluk sistemi

oldugundan
3T ex’ oyleki pET<M

dir. Buradan p EM elde edilir ki bu ise p&M ile gelisgir. O halde N (M)=0 dir. Eger pEM
ise N,M)=0 veya N (M)>0 dir. N M)=0 olmasi durumunda
Sup{t(V): V €IX, p EV s M} >0 oldugunu varsayalim. Buradan

Ivel® oyleki ©(V)>0 ve p EVM
dir. Hipotezden ve Tanim 72 den M ENg dir. Yani N (M)>0 dir. Bu ise N (M)=0 olmast
ile geligir. O halde Sup{t(V): V €1¥,pEV =M} =0 dir. Dolayisiyla N (M)=0 olmasi
durumunda N (M) =Sup{"V): VEIX,pEV <M} elde edilir. Eger NP(M)=:k>O ise
£ €(0,k] keyfi igin N (M) >k ~£20 yani MEN:'” dir. N, p nin smooth komsuluk
sistemi oldugundan

IT e oyleki pET<M



dir. Buradan Sup{t(V): VEI*,pEVsM}21(T)>k~¢ clde edilif. e €(0,k] keyfi
oldugundan

Sup{t(V): V EI,pEV =M} 2k = N (M) (1)
elde edilir. Sup{t(V): V €I*,p €V <M} =it > 0 olmasi durumunda, £ €(0,t] keyfi i¢in

Av el oyleki ¢(V)>t-e ve pEV=M

dir. Yani VET'™ ve pEV <M dir. Hipotezden M EN:,'“ yani N (M) >t - & dur. € €(0,t}
keyfi oldugundan

N, (M) 2t =Sup{«(V): VEI*,pEV s M} ()
dir. (1) ve (2) den N, (M)>0 igin N (M) =Sup{t(V): VEIx,pEV <M} elde edilir.

Dolayisiyla M E1X igin

S v‘ : VEI*, pEVM} , pEM
N (M) = up{t(V) pEV=M} , p
P 0 , PEM

elde edilir.
Mt a€0l) ve MEN] k.v. Buradan N(M)>a yani

N, (M) =Sup{r(V) : V €1*,pEV <M} > a dir. Buradan da
Iver® oyleki «V)>a ve pEV <M
dir. Yani VEt" ve pEV <M dir. Dolayisiyla
N3 C{UEI™ : IT €1“ oyleki pET<U} (3)
elde edilir. Diger yandan a €[0,1) ve ME{U ert: Ire” oyleki p €T<U} keyfi igin
AT €1 oyleki pET<M
dir. Yani ©(T) >o ve pET<M dir. Buradan N (M) = Sup{%(V) : VEI*,pEV =M} >«
dir. Yani M €N dir. Dolayisiyla
N% D{UEI™ : 3T €x” dyleki p ET<U} (4)
elde edilir. (3) ve (4)den Nj ={U €1 : 3T E1° 6yleki p ET<U} elde edilir.
b) a) ya benzer sekilde yapilir.m
Teorem 101: (X,t) bir stu, B:1* — 1 doniisiimii = icin Demirci anlaminda taban

ve p, X de bir fuzzy noktasi olsun. Bu durumda
szlx ~ I, p nin smooth Q-komsuluk sistemidir < Her M €1" igin

S V): VER, pgV =M} , pgM
Qp(M)={ up{B(V) pgV =M} , pq
0 , pgM

dir.
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ispat: Bkz [13].m

Teorem 102: (X,t) bir stu ve p, X in bir fuzzy noktasi olsun. Eger N,: - I, p
nin bir smooth komguluk sistemi ise asagidaki ozellikler saglanr.

(N1) Eger UEI" igin N (U) >0 ise pEU,

(N2) Sup{N,(U): UEI"}=1,

(N3) VU,U, €I" igin N (U, AU,) =N (U) AN (U,),

(N4) Eger U,U, €1 i¢in U,C U, ise N (U,) =N_(U),

(N5) VUEI" igin N (U) =Sup{N,(V) A (A{N(V):e€V}): VEI",VCU}
dir.

Ispat: Bkz [13].m

Teorem 103: (X,7) bir stu ve p, X de bir fuzzy noktasi olsun. Eger Q,: X1, p
nin bir smooth Q-komsluk sistemi ise agagidaki ozellikler saglanir.

(Q1) Eger UEI™ igin Q (U) >0 ise pqU,

(Q2) Sup{Q(U): UEl™}=1,

(Q3) VU,U, €1" igin Q (U, aU,) 2Q (U)) A Q,(U,),

(Q4) Eger U, U, €1% i¢in U, C U, ise Q,(U)=Q,(U,),

(Q5) YUEI” igin Q,(U) =Sup{Q,(V) A (A{Q,(V) : eqV}) : VEI*,V < U}

dir.

Ispat: Bkz [13].m

Teorem 104: X bir kiime Qp:Ix —> | doniisiimii (Q1)-(Q5) kosullarini saglasin. Bu
durumda

. A U): eqU} , U=z0,
1::I>‘——>I,1:(U)={ {Q.(L): eqU} ¢"}

1 , U=0,

ile tanimlanan T doniigiimii X iizerinde bir smooth topolojidir. Ayrica (X,tT) smooth

topolojik uzayinda Q, doniisiimii p nin smooth Q-komguluk sistemidir.

Ispat: Bkz [13].m



3. BULGULAR ve TARTISMA

Bu galigsmada "smooth topoloji" olarak adlandirilan topoloji, 1985 de A.P. Sostak [9]
tarafindan bir X kiimesi tizerinde bazi dogal aksiyomlar: saglayan bir © : I¥ — I fonksiyonu
olarak tamimlanmig, buna bir fuzzy topoloji ad1 verilmig ve bu sekilde elde edilen fuzzy
topolojik uzaylarinin bazi temel 6zelliklerini incelemigtir [9]. 1992 de ayni yapi, K.C.
Chattopadhyay ve arkadaglar: [3] tarafindan Sostak 1n ¢aligmasindan habersiz olarak adeta
yeniden kegfedilmigtir. Bu yazarlar yukarida sozii edilen ©:1¥ — I doniigiimiine "X
tizerinde agikligin bir derecelendirilmesi" adimi vermislerdir. Ayni y1l, A.A. Ramadan [2],
Sostak 1n tanimina benzer bir fuzzy topolojisini "smooth toboloji" adi ile tanimlamig ve
I=[0,1] kapal1 aral1f1n1n yerine daha genel kafeslerin de alinabilecegini ileri stirmiigtiir.

Kompaktligin derecelendirilmesi ve degisik kompaktlik tipleri daha sonraki yillarda
cesitli yazarlar tarafindan incelenmig ve bu gergevede ¢ok sayida aragtirma yayinlanmigtir.
Bunlardan bir kismina bu tezde de yer verilmistir [2,4,9,10,12].

Calismamizda ayrica, Hausdorrfluk, regiilerlik ve baglanulilik derecelendirilmesi
kavramlarinin tamimlan verilmis ve bunlarin klasik topolojik uzaylardakine paralel bazi

ozellikleri incelenmigtir.



4. SONUCLAR

1. Smooth topolojik uzayi, smooth altuzay1 ve smooth kompaktlik kavramlar igin
temel ozellikler elde edildi [2].

2. Azalan bir fuzzy topoloji ailesinden bir smooth topoloji elde edilip, bunlara iligkin
baz1 6zellikler elde edildi [3].

3. Smooth topolojik uzaylarda bazi kompaktlik tiplerinin ve baglantililigin smooth
siirekli doniigtimler altinda korundugu elde edildi [4].

4. Bir kiimeden bir smooth topolojik uzayina tanimlanan fonksiyon ailesi igin
" baglangi¢ smooth topoloji ve bir smooth topolojik uzayindan bir kiimeye tanimlanan
fonksiyon ailesi i¢in bitig smooth topolojisi elde edildi. Ayrica bir klasik topolojiden smooth
topolojinin iiretilmesi ve bunlara iligkin bazi1 6zellikler elde edild: [9].

5. Smooth topolojik uzaylarda bir fuzzy kiimesinin a-diizeyi kompakthik,
Hausdorffluk, regiilerlik ve baglantililik derecelendirilmesi kavramlarinin ifadeleri ve klasik
topolojideki bazi paralel ifadeleri elde edildi [10].

6. Azalan bir smooth topoloji ailesinden bir smooth topoloji elde edilip, bunlara
iligkin bazi ozellikler elde edildi [11].

7. Smooth topolojik uzaylarda smooth, nearly, almost kompaktliklar ve aralarindaki
iligkiler incelendi [12].

8. Smooth topolojik uzaylarda taban, fuzzy noktasi, bir fuzzy kiimesinin bir fuzzy
noktasindaki komguluk sistemleri kavramlarinin ifadeleri ve klasik topolojideki bazi paralel

ifadeleri elde edildi [13].
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