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OZET

“Homojen Uzaylarda Karakteristik Siniflar’” adli bu tez iki bolimden olugmaktadir.

Birinci boliim diger boliime hazirlik niteliginde olup, bu bolimde gruplar, tam
diziler, halkalar, Lie gruplari, Lie cebirleri, manifoldlar ve deRham kohomoloji ile ilgili
bazi tanim ve teoremler verilmigtir.

Ikinci boliimde, homojen uzaylarda karakteristik siniflarin ingasi igin gerekli olan
demetler, demette bag ve egrilik, kohomoloji, Weyl homomorfizmi kavramlarina yer
verilmistir.

Daha sonra homojen uzaylar incelenerek Pontrjagin siniflani bu kavramlarla

belirtilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Demet, Vektor Demeti, Bag, Egrilik, Kohomoloji, Karakteristik Sayi,
Homojen Uzay, Weil Homomorfizmi, Karakteristik Sinif.

VI



SUMMARY
Characteristic Classes on Homogeneous Spaces

This study titled as “Characteristic Classes on Homogeneous Spaces” consists of

two chapters.
In the first chapter, some basic definitions and theorems which is the preliminary to

the next one, some definitions and theorems concerning the groups, rings, algebras, Lie

groups Lie algebras, exact sequences, manifolds are given.

In the second chapter, for the construction of characteristic classes on homogeneous
spaces, bundles, connection, curvature, homogeneous space, Weil homomorfizm of

homogeneous space and cohomology of homogeneous space are examined.

Then Pontrjagin classes of homogeneous spaces are determined with these terms.

Key Words: Bundle, Vector Bundle, Curvature, Connection, Cohomology, Characteristic

Number, Homogeneous Space, Weil Homomorfism, Characteristic Class.
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SEMBOLLER DIiZiNi

%] : Bogkiime
R" : n reel uzay
v : her

3 : vardir

3 : oyle ki

~ : homotopik
= : izomorfik

= : tanim olarak egittir

= :ise

= : ancak ve ancak

c :altkime

N : kesigim

, : birlesim

<X> : X ile tiretilen grup

)X : toplam

H : garpim

X : kartezyen ¢arpim

@ : direkt toplam

® . direkt ¢arpim

[,1] : Lie operat6ri

cekf : f dontgliminin gekirdegi

gorf : f donigliminin gérintisi

B"(M) : M manifoldunun tam n-formlar uzay:
Z*M) : M manifoldunun kapali n-formlari uzay:
HM) : M manifoldununun deRham kohomoloji grubu

(E,n,B,F) : demet
E(gp) . § demetinin toplam uzay1
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So(E)

. % demetinin taban uzay1

: beB’deki lif

: demet

: dual demet

: ortogonal tiimleyen demet

. $’nin Weyl homomorfizmi
: aeM’de teget uzay

: aeM’de kotanjant uzay

: M’nin teget demeti

: M’nin kotanjant demeti

: dik (ey) altuzay

: yatay altuzay

: birlesmeli demet

: M’in diizgiin dontigimleri uzay:

: M’nin diferensiyel formlar uzay1

: M’in W degerli diferensiyel formlar uzayi

: F vektor uzayinin karakteristik cebiri

: F vektor uzayinin p. karakteristik katsayisi

: E—E lineer doniisimler uzay1

‘W vektor uzayinin lineer otomorfizmler uzay:
- W vektor uzaymun lineer doniisgimler grubu

: adjoint gosterim

: Ad’1n tlirevi

: M’in vektér alanlar modilii

: p’nin dikkesitler modiilii

* . . . o« .
E ’nin simetrik cebiri

: g’nin -n. simetrik kuvveti
. $’nin n. dig kuvveti
: E”deki formal kuvvet serisi

: 0 ile tiretilen diizgiin doniisiimler cebiri
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1. GENEL BIiLGILER
1.1. Girig

Burada grup, halka, modiil, vektér uzayi tam diziler ile ilgili bazi tanim ve

teoremler verilecektir.

Tanmm 1 : G#J bir kime,G Uzerindeki bir ikili iglem bir » : GxG — G
fonksiyonudur. Bu ikili iglemde ;

(1) Va,beG igin ax(bsc)=(a+b)sc.

(2) VaeG igin are=exa=a.

(3) VacG igin a™«a=a«a’=e.
ise G kiimesi, verilen ikili iglemle bir grupfur denir.

(4) Va,beG igin asb=b-a ise (G,+) bir degismeli (abell) grup adin alir.

Tanmm 2 : G ve H iki grup olsun. Bir £ G—H fonksiyonuna, VabeG igin
fa.b)=f(a).f(b) ise bir grup homomorfisi denir. Bir kiime doniisiimii olarak f birebir
(6rten) ise f’e bir monomorfizm (epimorfizm) denir. f bijektif (birebir ve orten) ise f bir
izomorfizmdir. Bu durumda G ve H izomorftur denir ve G=H ile gosterilir. Birf: G —> G
homomorfisine G’nin bir endomorfizmi ve f : G — G izomorfisine de G’nin bir

otomorfizmi denir.

Tanm 3 :f:G—>H ve g:H —>K grup homomorfileri igin gof : G — K bir
homomorfizmdir. Monomorfizm, epimorfizm, izomorfizm ve otomorfizm i¢in de benzer
ifade vardir. G ve H gruplarinin birim elemanlan sirasiyla eg ve ey, f: G > H  bir

homomorfizm ise fleg)=ex’dir. Hatta VaeG igin fla’)=Ra)" ‘dir.

Ornek 1 :

A bir abell grup olsun. a—>a’ dénisimii A nin bir otomorfizmidir. a—>a’

doniisimii A nin bir endomorfizmidir.



Ornek2: Gve H gruplar i¢in $u homomorfizmler vardir:
A L

G T, G6xH T H
4 7,

L (8)=(ge)

1, (h)y=(e,h)

7, (gh)=g

z, (g,h)=h

Ayrica, 1,j=1,2 igin ¢; bir monomorfizm, 7 ; bir epimorfizmdir.

Tanm 4 : f: G — H bir grup homomorfisi olsun. £in ¢ekirdegi
¢ek f={acG|f(a) = ecH }=G

altkimesidir. AcG i¢in fin goriintiisi
f(A) = {f(a)eH | acA}cH

altkiimesidir. £in gérinti kiimesi f{G)’dir ve gorf ile gosterilir. BH,
fi(B)= {acG| f(a)cB}

kiimesine B’ nin ters goriintiisi denir.

Tanmm 5 : G bir grup, D= HcG altkiimesi G’deki ¢arpim iglemine gore kapali
olsun. H bu garpim iglemine gore bir grup ise, H’a G’nin bir alfgrubu denir ve H<G ile
gosterilir.

Ornek 3: Bir G grubunun iki altgrubu ; G’nin kendisi ve sadece birimi igeren <e>

apagik altgrubudur.

Tanmm 6 : G bir grup, XcG bir altkiime , X’i igeren G’nin tiim altgruplarinin
bir ailesi {H; | XcH;, iel} olsun.G’nin X ile tiretilen altgrubu ﬂH ;. dirve<X> ile

iel
gosterilir.
X ‘in elmanlart <X> altgrubunun uretegleridir. X= {ai,..an} ise <X> yerine
< ay,..,ap> alirnz. G=< a,,...a,> (a;€G) ise G’ye sonlu tretilmis denir. G bir grup ve bir

nl_ n2

@ #XcG altkiimesi igin <X> altgrubu tim a,"'a,™...a" (ai€X, meZ) garpimlarindan



olusur. Ozel olarak VaeG igin <a>= { a"| neZ}’dir.acG ise <a> altgrubuna a ile tiretilen

devirli grup denir.

Tanmm 7 : Bir G abell grubunun tabam bir X alt kiimesidir oyle ki:
6)) G=<X>,

(ii))  Farkh x,,..xxeXveneZ igin oy x 1 +...+m x =0 = Viigin n=0dur.

Tamim 8 : G bir grup, N bir altgrubu olsun.VaeN igin aNa'=N ise N’e G’nin bir
normal altgrubu denir ve N<G ile gosterilir. Bu durumda G/N grubuna bokim grubu
denir. Elemanlar1 geG igin gN tipindedir. G toplamli verildiginde G/N’deki grup islemi
(atN)+(b+N)=(at+b)+N ile verilir.

1.2. Bir Kiime Uzerinde Bir Grubun Etkisi

Tanmm 9 : G bir grup, S bir kiime, GxS—S, (g,x)—>gx olarak tanimli
fonksiyonu; V x €S, Vg,2eG igin ex=x ve (g182) x=gi1(g2 x) sartlarin1 sagliyorsa G

grubu S kiimesi tizerinde (50/) etkir denir.

Ornekler 4 :

(1) G bir grup, H<G bir altgrup olsun. H grubunun G uzerindeki (sol) etkisi heH ve
geG ile (h,g)—hg fonksiyonudur.

(2) G grup, H<G altgrup olsun. H’1n G tizerinde bir sol etkisi (h, x)—>hxh™ olsun.
heH’in G’deki bu etkisine % ile eslenik ve hxh™ ‘e de x'in bir eslenigii denir. hKh'
grubuna K 'nin eglenigi denir.

Teorem 1 : Bir G grubu Bir S kiimesinde etkir (e : GxS — S ) olsun.

@ S iizerinde x~x’' < JgeG : gx=x' olarak tanimli baginti bir denklik
bagntisidir.

(i) VxeSigin G,={geGlgx=x} <Gdir.

(iy’deki denklik smniflarma G’nin S dzerindeki yoriingeleri denir. x eS’deki
yoriingesi x ‘dir. Bu denklik siniflarinin kiimesine, S iizerinde G etkisinin yoriinge uzay:

denir ve S/G ile gosterilir.



Y x={qeS | dgeG 3 gq=gx} 1)
S deki bir ¢ift noktanin yoriingeleri esit veya ayrik oldugu agiktir.
Gy altgrubu ise x’i sabit birakan altgruptur. x ’deki izotropi altgrubu veya x’in

kalinlagtiricist adu alir,

¢ek(e) =G, @)

S tizerindeki G etkisi ile p ile q aym yoringede ise p=gq olacak sekilde geG
vardir. Buradan
GP=qug-l

dir. Yani bir y6riingedeki izotropi gruplar: esleniktir.
1.3. Tam Diziler

Tanim 10 : Gruplarin ve homomorfilerinin

0O0>A—L 3B —£23C—>0

dizisine gorf=¢ekg olmast halinde B’de famdir denir.Boyle bir diziye kisa tam dizi
denir.Benzer sekilde

> Apy Ty A ey Ay Ty

dizisine VieN igin goérfi=gekf;.; olmasi halinde tamdir denir.Boyle bir diziye uzun tam dizi
denir Bu durumda asagidakiler saglanir:

(DA —L> A; > Otamdir < f bir epimorfizmdir.

(2)0—> A1 —> A tamdir & g bir monomorfizmdir.

(3) Asagidaki dizi tam olsun:

O—>A L3 B —25 (C—> O kisatam dizisinde B/fA) =C ’ dir.Tersine
v : A —> B, Kgekirdekli bir epimorfizm ise ;

O->K—»>A-—-*5B->0

dizisi tamdir. Burada i igerme dontgtimiidiir.

Tanmim 11 : Aym indekse sahip gruplarin ve homomorfilerinin iki dizisini
diigtinelim :

A A o

.. >Bi = By — ...

RCYORS . “0o.ci o BURTLY
BOKOMANTASYON MERKEZI



ilk diziden ikincisine bir homomorfizm, déniigiimlerin her bir
A - Ay
Ol,iwL ~L(1i+1
Bi — Bin
karesini komutatif yapan o; : A; — B; homomorfilerinin bir ailesidir. Her bir o bir

izomorfizm ise buna dizilerin bir izomorfizmi denir.

Teorem 2: O > Ai—25 A—Y > A > O bir tam dizi olsun Bu
durumda asagidakiler denktir:

(1) Dizi aynisir (vani A;=A; @ Az ).

(2) pe®= iA1 olacak sekilde bir p: A; > A; donisimi vardir.

(3) wej=ia, olacak gekilde bir j: A; —> A, dOniisiimi vardur.

1.4, Tensor Carpimi

Tamum 12 : A ve B abell gruplar, F(A,B) AxB kiimesi ile tiretilen serbest abell
grup olsun. R(A B), a,a’€A ve b,b’eB olmak lizere ;

(ata’,b)-(ab)-(a’,b) ve (abtb’)-(ab)-(ab)
seklindeki tim elemanlarla tretilen altgrup olsun.
A®B =F(A,B)/R(AB
bolimiine A ve B’nin tensér ¢arpimi denir. A®B igin agagidaki esitlikleri verebiliriz:
(ata")®b=a®b+a’®b
a® (b+b")=a®b+a®b’
ve 0 ®b=0 dir. Cinki

a®b=(0+a) ®b=0Qb+a®b ?3)

‘dir. Benzer sekilde a®0=0’dir. neZ olmak iizere
(na) ®b=n(a®b)=a® (nb) ' 4

esitlikleri vardur.



Tanm 13:f: A - A’ ve g:B — B’ homomorfiler olsun. Bu durumda Va,b igin
(f®g)(a,b)=f(a)®g(b) ile tanimli bir
f®g: A®B —» A'® B’

homomorfisi vardir. Buna f ve g’nin fensér ¢carpimi denir.

Lemma 3:®:B — C ve @' : B" — C’ homomorfileri 6rten olsun.Bu durumda;
PR’ : BB’ — CQ®C’ ortendir ve gekirdegi begek® veya b'egek®d’ olmak iizere
B®B'nin b&®b’ seklindeki tiim elemanlar ile retilen altgrubudur.

Ispat: G, B®B'niin bu b®b’ seklindeki elemanlarla tiretilen altgrubu olsun. ®@’
. ‘nin G’yi sifira gotiirdigi agiktir. Buradan bir h: B®B'/G — C&®C’ homomorfisi el.de
edilirr h’in  bir 1 tersini tamimlayarak izomorfizm oldugunu goérecegiz:
y : B®B'/G <« C®C' doénigimi b, ®(b)=c ‘den ve b’, ®'(b’)=c’ ‘den segilerek
y(c,c')= b®b’+G olarak tamimlayalim. y’mn iyi tanimh oldugunu gosterelim: ®(b)=c ve

®(b")=c’ olsun. Bu durumda;

bR’ -b&b'=((b-b) ®b")H(bX® (b’-b")) (5)
‘dir ve G’dedir. Cinkii b-begek® ve b'-b’ecekd”dir. Dolayisiyla v iyi tanimlidir.
bilineerdir, bu nedenle v : CRC’' — B®B'/G bir homomorfizdir. hoy ve o h’nin dzdeglik

déniigiimti oldugunu kolayca gorebiliriz. O

Teorem 4:A —¢ > B—¥ 3 C — O dizisi tam olsun. Bu durumda ;

A®G —*% , BRG 8 5 COG—> 0 (6)

dizisi tamdir. @ birebir ve ilk dizi ayrigirsa, bu durumda ®®1 birebirdir ve ikinci dizi

ayrigir.

Ispat:Bir 6nceki lemma ile y®1ic ortendir ve gekirdegi begeky olmak iizere b®g

seklindeki tiim elemanlar ile iretilen B®G ‘nin D altgrubudur. ®®1g ‘nin goruntiisii



®(a)®g seklindeki tim elemanlar ile dretilen E altgrubudur. gérd = g¢eky oldugundan
D=E elde ederiz.

@ birebir ve dizi ayrigir olsun. p : B—>A, po®= 14 olan bir homomorfizm olsun.
Bu durumda:

(PB16) = (PR6)= 1a®1=14Q¢ @)

‘dir. Bu nedenle ®®1¢ birebirdir ve p®ig ikinci diziyi ayrigtirir.(]

1.5, Halkalar

Tanmm 14 : Bir R#O kiimesi tizerinde toplama ve garpma islemleri verilmig
olsun.

6] (R,+) bir abell grup

(i) Va,b,ceR igin (ab)c=a(bc)

()  a(b+c)=ab+ac ve (atb)c=actbc
ozellikleri saglaniyorsa R kiimesi tizerinde tanimli iki ikili iglemle bir Aalkadir denir.

(iv)  Va,beR igin ab=ba
ise R, degismeli halka adini alir.

1reR elemani

(v) VaeRigin lpa=alg=a

ise R’ye birimli halka denir .

Tanim 15 : R bir halka, VaeR i¢in na=0 olacak sekilde bir neZ mevcut ise R’nin
karakteristigi n’dir denir(charR=n yazilir). Boyle bir n mevcut degil ise karakteristik

stfirdir denir .

Tanim 16 : R bir halka , @ S’de toplama ve garpma iglemlerine gore R’de kapali
bir altkiime olsun. S bu islemlerle halka ise S R’nin bir althalkasi adm alir. IcR
althalkasinda reR ve x €l i¢in rx el ise I’ya sol ideal denir. reR ve x el igin xrelise

I'ya sag ideal denir. I hem sag hem de sol ideal ise Iya ideal denir.



Tanim 17 : R bir halka, A bir toplamli abell grup olsun. RxA—A, (r,a)—ra
fonksiyonu agagidaki sartlari sagliyorsa bu A grubuna bir (sol) R-modiil denir. Vr,seR ve
YabeA;

® r(atb)=ratrb.

(i)  (rts)a=ratsa.

(i)  r(sa)=(rs)a.

Ayrica 1reR elemani ile,

(iv) VaeAigin lga=a

olmas1 durumunda A’ya bir birimli (uniter) (sol) R-modiil denir.

R boliimlii bir halka ise bir birimli R-modiiline bir (sol) vektor uzay: denir.

Tamm 18 : A bir vektor uzay: olsun.A’mn treteglerinin bir {b,,...,5,} lineer

bagimsiz kiimesine A vektor uzayinin bir tabam denir Bir iggarpimli  sonlu boyutlu A

vektdr uzayi igin ju,,...,u, ¢ tabanmna 1<i<n igin |[u,|=1 ve i#j igin (u;u;)=0 olmasi
yl 1 n i )

durumunda bir ortonormal taban denir.

Tanmm 19 : R bir halka, A bir R-modiil olsun. A’nin herhangi bir tabaninin eleman
sayisina R tizerinde A’mn boyutu (ya da rank: ) denir.

A bir R halkasi Gzerinde sol modiil olsun. Homg(A,R) bir sag R-modildir ve
A’nun dual modiilii adin1 alir.

A ve B bir R halkas: tizerindeki modiiller olsunlar. Bir f : A—>B fonksiyonuna eger
Va,ceA vereR igin

flatc)=f(a)+f(c) ve f(ra)y=rf(a)
ise bir R-modiil homomorfisi denir. R bir bélme halkasi ise bir R-modtl homomorfisine bir

lineer transformasyon denir.

Tanum 20 : R iizerinde A bir sag modiil, B bir sol modil ve F(A,B), AxB kiimesi
ile retilen abell grup olsun. R(A,B)’de F(A,B) nin, a,a’eA veb,b’eB, reRigin;

(1). (ata’,b)-(a,b)-(a",b)

(iD). (a,b+b")~(a,b)~(a,b")

(iii). (ra,b)-(a, rb)



seklindeki elemanlariyla iretilen altgrubu olsun. Bu durumda F(A;B)/R(A;B) R iizerinde
modiil yapisina sahiptir. Bu modiile R halkasi {izerinde A ve B modiillerinin fensor

garpimi denir ve  A®gB ile gosterilir. R=Z ise A®B ile gosterilir.

Tanim 21 : K bir degigsmeli ve birimli halka, A bir halka olsun.
)] (A,+) bir birimli (sol) K-modiil,
(i) VkekK, abeA igin k(ab)=(ka)b=a(kb),
sartlarini saglayan A halkasina K {izerindeki bir cebir veya bir K-cebir denir.
A ve B halkalar1 arasindaki bir ¢ : A — B halka homomorfizmi (veya

izomorfizmi) bir K~cebir homomorfisi ( veya izomorfisi )dir.

Lemma (Bes Lemma) S: R bir halka ve R modillerin ve R-modiil
homomorfilerinin kisa tam dizilerinin bir degigmeli semast;
O->A—L5B—£3C—>0
{a v B ly
O0O->A"—>»> B —- (C—->0

olsun. Bu durumda,

) o,y monomorfizmdir = # bir monomorfizimdir.
(i) a,y epimorfizmdir = S bir epimorfizmdir.

(i) e,y izomorfizmdir = A bir izomorfizmdir.
Ispat: Bakiniz [6].

Tamim 22 : A bir R-cebir, AP A%CAPY  ozelligindeki bir cebir yapist ile bir

A= Z A? dereceli vektor uzayina R tzerindeki A dereceli cebiri denir.
p20

A, cebirlerinin l_[ A, direkt carpimi, {(x ) | X €Ay} sonsuz dizilerinin bir

kiimesidir. Carpim ve toplam benzer tammhidir. ) 4. direkt toplami ise sifirdan farkl

sonlu terimlerin dizisinin bir alt cebiridir.
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1.6. Manifoldlar

Tanmm 23 : X bir kime olsun. Asagidaki kosullan1 saglayan bir T @ (X)
ailesine X uzerinde bir topoloji ad verilir.

TG, XeT

(T.2) Gy,...,GeT > ﬂG,. €T (neN)

i=1

(T.3) GLeT (AeA) = UG;. €T (A bir indis kiimesi).

Aed
T, X tzerinde bir topolojiise (X, 7) ikilisine bir topolojik uzay ve T’nun elemanlarina

da bu topolojik uzayin acik kiimeleri adi verilir.

Tamm 24: Viye X (x#y) icin G ve HCX agik altkiimeleri xeG, yeH ve

G H= saglanacak gekilde bulunabiliyorsa bu (X, T) topolojik uzayina bir Hausdorff

uzayr adi verilir.

Tanmm 25: Su sartlart saglayan sayilabilir tabanli bir M Hausdorff uzayina bir
n-boyutlu topolojik manifold (veya bir topolojik n-manifold) denir: YaeM’de bir E n-
boyutlu reel vektor uzaymnin bir agik altkiimesine homeomorf olacak sekilde bir U,

komgulugu vardir. Bu durumda boyM=n'dir.

Tammm 26 : M bir n boyutlu topolojik manifold, UcM bir agik alt kiime, V<E n
boyutlu reel vektor uzayinin bir agik altkiimesi ve u : U — V bir homomorfizm olmak
tzere (U,u,V) tgliisiine bir goreg denir. Bu tigli (U,u) ikilisi ile belirlenir ve genelde bu

ikili ile gosterilir.

Tamim 27: 1 bir indeks kiimesi, M bir n-manifoldu M=UU,z ortiimiinil olusturan

ael

Uq kiimeleri ile bir {(Uq,uy) | ael} goreg ailesine bu M manifoldu Gizerinde bir atlas denir.

Indeks kiimesi sayilabilir (sonlu) ise atlasa sayiabilir(sonlu ) denir.
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Tamm 28 : M ve N (dizgiin) manifoldlarinin atlaslar1 {(Ua,ua)l acl} ve
{(Vi,vi)lieJ} ise {( UgxViu oxv)| ael , iel } atlast MxN ¢arpim manifoldunun

atlasidir.

Tanum 29 : Bir M n-manifoldunun R”deki bir ¢ vektdér alans, bir ¢ : M — R”

dizgiin donigimidir. Burada ¢(x), M’e x noktasinda tegettir. Yani VxeM’de .

o(x)eT(M)dir.
Diger bir deyigle M (diizgiin) manifoldu tzerindeki teZet demetin (diizgiin)
dikkesitlerine (diizgiin) vektor alan: denir, Yani V x eM’de

(mo@)(x) = x =idu

olacak gekilde bir ¢o: M — UTx (M)= Ty dizgln doniigimi M’in bir vekfor alan: adini

xeM

alir. M tizerindeki vektor alanlan
S(M)={q) ( ¢ : M — R diizgiin donisim}
halkasi iizerinde bir modiil olugturur ve £(M) ile gosterilir.

Tamm 30 : Bir M manifoldunun bir acM noktasindaki bir feget vektori f,geS(M)

igin
O(fg) = ©(Ng(a)H@)P(g)

olarak tanimli bir @ : S(M) —> R lineer doniigiimidiir. A,ueR, @,weT,M) , fe$(M) igin
teget vektorler (Ae+uy)()=AD()+py(f) lineer islemleri ile bir T,(M) reel vektor uzayini
olusturur. T,(M)’ye acM’deki feget uzay denir. boyT,(M)=boyM ’dir.

Tamm 31 : Bir M manifoldun bir acM noktasindaki bir kotanjant vektorii bir
A : Ta(M) — R reel lineer déntigtimuidiir. Bu reel lineer doniigiimler T. (M) reel vektor

uzaymi olugturur. T4(M) teet uzaymn duali bu acM noktasindaki T, (M) kotanjant



12

uzayidir. boy To(M) =boy T, (M) aciktir. M’deki tiim noktalar1 tim kotanjant vektérleri
kiimesi T'(M) = | JT,M kotanjant demetidir ve bir vektor demetidir.
aecM

Tanim 32 : Bir M manifoldunda, VaeM noktasinda bir w, (diizgiin) kotanjant
vektoriine M {izerinde bir w /-formu denir. ¢ : M — N icin bir ¢+ : T,M — T,N lineer
déniigimii ve bir ¢ T*q,(a)N — T M donigimi cebirsel dualdir. Bu durum 1-formlara
genisletilebilir. N’deki bir w 1-formundan M’de bir ¢'w 1-formu alinabilir. 1<n<boyM ,
M tizerindeki bir w n-formu igin w’nin disttirevi bir (n+1)-formudur ve tim X ,,..., X 541

vektor alanlar1 igin

aw(X,,... X, )=

n+1 . 3 : . - 3
S DM XX Ko X )+ T D0 X, X LK o Xy K X ) (8)
i=1

i<j
olarak tanimlidir (X vektor alan seriden atilam gosteriyor) .

Tanmm 33 : M ve N manifold ve ¢ : M — N bir diizgiin donigiim olsun.
VxeMde (do)x Tx(M) = Tyw(M) lineer doniisim ve ¢ orten ise M’in bir bolim

manifoldu N’dir.

Tanmm 34 : m boyutta diferensiyellenebilir bir Hausdorff uzayina m-boyutlu
diferensiyellenebilir manifold ( m-manifold) denir.

1.6.1. Diferansiyel Uzaylar

8%= 0 sartin saglayan bir : X — X lineer doniisiimii ile bir X vektor uzayina bir

diferansiyel uzay denir. 8’ya X ’ in diferensiyel operatorij denir.
Z(X )=¢ek d ve B(X )=gord

alt uzaylarinin elemanlarina sirasiyla escevrim ve egsinir denir.
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H(X)=Z(X)/B(X) ©)

uzayina X ’ in kohomoloji uzay1 denir.

Diferansiyel uzaylar arasindaki bir v : (X, 85) = (Y, 3y) homomorfisi

V 08x=0yo v

sartii saglayan bir lineer donigimdir ve escevrim ile egsimr uzaylan arasindaki
doniigimlere kisitlamr. Dolayistyla bir v 4 : H(X) — H(Y) lineer doniisimi elde
edilebilir.

Boyle iki v ve ¥ homomorfizmleri igin v-¥= ho8+8oh sartim saglayan bir

h: X — Y lineer donigiimiine bir homotopi operatérii denir. h meveut ise v 4= ¥y dir.

0 > X <L >Y =257 —0 (10)

Diferensiyel uzaylarm homomorfilerinin bir tam dizisi olsun. VzeZ esgevrimi i¢in bir
yeY on gorintiisii vardir. Ozel olarak

g By)=08z=0
ve dolayisiyla f{x )= 8y olacak sekilde bir x € X esgevrimi vardir. x ile temsil edilen
0cH(X ) sinifi sadece z ile temsil edilen $€H(Z) simfina baghdir. v — 8 eslemesi tam
diziler icin homomorfizm baglayan bir 8: H(Z) — H(X) lineer donisiim tanimlar.

Buradan

H(X) £ H(Y)

v

H(Z)

iicgeni tamdir.
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1.6.2. Dereceli Diferansiyel Uzaylar ve Cebirler

+1 dereceden homojen bir & diferensiyel operatérii ile bir X = ZX P dereceli
P20

uzayma bir dereceli diferensiyel uzay adi verilir. Bu durumda eggevrim, egsinir ve

kohomoloji uzaylar: da derecelidir.
ZA(X)»=Z(X)nX? ve BX)=B(X)n X! ile H(X)=Z(X)/BY(X).

Dereceli diferensiyel uzaylarin bir homomorfizmi, sifir dereceli homojen
diferensiyel uzaylarin bir homomorfizmidir.

X sonlu boyutlu ve v: X — X dereceli diferensiyel cebirlerin bir homomorfizmi
olsun. v ve v # nin X ?ve H(X') e kisttlangi

vh X?P 5 XP ve (vl HI(X)—>HA(X)

olsun. Cebirsel Lefschetz formiilii

2Dy =% (=) (v.)’ (11)

P20 p20

dir. v =1 ise Euler-Poincare formiilii

3 (-1)?boyX? =3 (~1)?boyH * (X) (12)

20 720
dir.

Bir dereceli diferensiyel cebir A, 8*=0 olan bir dereceli homojen bir & terstiirevi ile
bir dereceli cebirdir. Bu durumda Z(A) bir dereceli alt cebir ve B(A), Z(A)’de bir dereceli
idealdir. Dolayisiyla H(A) bir dereceli cebirdir ve A’ nin kohomoloji cebiri adimi alir. A
tersdegismeli ise H(A)’ de aym1 6zellige sahiptir.

Dereceli diferensiyel cebirlerin bir v: A — B homomorfisi, dereceli diferensiyel
uzaylarin bir homomorfisi ve cebirlerin bir homomorfisi olan bir déniigiimdiir. Buradan
kohomoloji cebirleri arasinda bir

vy H(A) - H(B)

homomorfisi elde edilir.
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A, B dereceli diferensiyel cebirler ve A®B egri tensor ¢arpimlan igin AQB’ deki

terstiirev, x € AF, yeB
S(x®y)=5 x®y+(-1) x® & (13)

olarak verilir. 8°=0 sartim saglar. Dolayisiyla A®B bir dereceli diferensiyel cebirdir.

Dereceli cebirler arasinda bir
H(A)®H(B) —— H(A®B)

izomorfizm veren, A ve B arasindaki tensor carpimina Kiinneth izomorfizmi denir.
1.6.3. Diizgiin Doniisiimler

Standart topoloji ile sonlu boyutlu reel vektor uzaylari E ve F olsun UcE bir agik
alt kiime olsun. Bir acU noktasinda 3y, L(E; F), heE igin

lim via+th)-v(a) _

; «(h) (14)

t—o

ise v: U—>F dontsimi acU’ da diferensiyellenebilir denir. Burada ¥,” ya a noktasinda

v 'nin tiirevi denir ve v ’(a) ile gosterilir. heE igin

v’ (a; hy= v'(a)h= ya(h) (15)

yazilir. v: U — F doniisimi VaeU’ da diferensiyellenebilir ise v diferensiyellenebilir bir
dontgimdur denir ve a—>v’(a)’ ya v’ nin diferensiyeli denir. L(E;F) sonlu boyutlu bir
vektor uzay: oldugundan v’ diferensiyellenebilir. Bu durumda v ' ¢ nin diferensiyeli v ile

gosterilir ve

y " U-L(E; L(E; F) )= L(E, E; F)
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seklinde bir déntigiimdiir. Daha genel olarak, v nin k. diferensiyeli varsa v ® ile gosterilir
ve

v®: U5 LE,. . E; F)

dir. VaeU igin v ®(a) : Ex...xE — F bir simetrik k-lineer doniigimdir. v’ nin tim
tirevleri mevcut ise v 'ye sonsuz diferensiyellenebilir veya diizgiin denir.

UcE ve VCF agik alt kiimeleri arasindaki bir v: U — V diizgiin déniigiimiine
dizgln bir tersi varsa diffeomorfizm denir. Bir v: U — F déniigimii i¢in baz1 acU
noktalarinda

v'@:E —— F
bir lineer izomorfizm ile bir surekli tireve sahip olsun. Ters fonksiyon teoremine gore
a’ nmn U ve v(a) * min V komsuluklart arasinda v’ nin bir kisitlamas: olarak U — V

diffeomorfizmi vardir.

1.6.4. Manifoldlarda Diizgiin Doniisiim

M ve N diizgiin manifoldlar , ¢ : M — N bir direkli déniigim olsun. M ve N’in
atlaslart {(U,,u, )} ve {(V,,9,)} olsun. ¢ doniisimi ile @ix = Qiopoug " olarak tanimls

manifoldlarin agik altkiimelerini resmeden @ieoug : (Uan @ (VD)) — ¢i(Vi) siirekli
donigiimleri tammlanir.

Qio, dontigimleri diizgin ise ¢ : M — N diizgiindir. Bu tanim M ve N igin
atlaslarin segiminden bagimsizdir. Hatta ¢ : M — N ve y : N — P diizgln dontsiimler ise
Yoo : M — P diizglndiir. S(M,N) ={0 | ¢ : M — N diizglin doniigiim} olarak tammlidir.

Bir ¢ : M — N diizgiin doniigiimiiniin bir dizgin tersi ¢ : N — M varsa bu ¢
doniisiimiine  diffeomorfizm denir. Her diffeomorfizm bir homomorfizmdir. M ve N
manifoldlar1 arasinda bir ¢ : M — N diffeomorfizmi varsa M ve N manifoldlarina
diffeomorfik denir.

Bir M manifoldu tzerindeki iki dizgin fonksiyon fig : M — R dizgin
doniisiimleri olsun. A,peR, x eM ile (Af+ug) ve (fg) diizgiin fonksiyonlar,

(Afrug)( x )= AM(x ytug(x)

(f)( x =f(x )g(x)
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olarak tammlidir. Bu operatorlerin kiimesi S(M)={¢ | @ : M — R diizgin doniigim} ile
gosterilir, birim elemant M — 1 sabit fonksiyonudur. M ve N S(M)-modilleri ise S(QM)
iizerindeki tensér carpimi M®uN ile gosterilir. AM’den N'e S(M) lineer doniigiimlerinin
modiilit Homm(M, N) ile gosterilir.

@ : M —> N bir diizgiin doniisiim olsun. Buradan bir ¢* : S(M) « S(N) cebir
homomorfizmi belirlenir. fe S(N) igin p*f=foe olarak tamimlanir. ¢ rten ise @* birebirdir.
v : N — Q ikinci bir diizgiin déniisiim ise (yop)*=¢*oy*’dur.

Bir ¢ : M — N diizgiin donigiminiin tirevi bir do : Ty — Tx dOnisimidir.
feS(M), T(MY ye kisitlams1 (do)x(v) (f) = y(foo) olarak verilir.

Bir M n-manifoldunun bir diferensiyel formu A.; ’de bir @ dikkesitidir. Herbir

@(x)eAPT(M)* igin ®’nin derecesi p’dir denir. Diferensiyel formlar A(M) = ZA” M)
»

dereceli cebiri ile yazilir. M’de bir vektor alam Ty’ de bir y dikkesiti idi.
£M)X ... x £M) = SQM)
((D(Wla aWP))( x) = q)(x,\lfl(X), :\Vp(x))
esitligi ile verilen egri simetrik dontigimlerin  p-lineer uzayinda garpim islemi

(DAY)(x) = D(x )Ay(x ). AP(M) dir.

(A(M),8) dereceli differensiyel cebirinin kohomolojisi H(M) = ZH (M) ile

p=0

gosterilir ve M’nin de Rham kohomoloji cebiri adin1 alir. ¢ : M — N diizgiin doniisiima ile
belirlenen ¢": AM) « A(N) homomorfisinden bir ¢* : H(M) <~ H(N) homomorfisi elde
edilir.

boyH(M)<w ise boy H?(M)’ ye M’nin b. Betti sayisi denir ve b, ile gosterilir.
f(t)= > b,17 polinomuna Poincare polinomu denir. g, = >, (-1)°b, sayisma M ‘in

r =0 ’
Euler-Poincare karakteristigi denir. M kompakt ise boyH(M)<cc “dir.

o,y : M — N diizgiin doniigiimler olsunlar. Bir H : RxM — N diizgiin doniisiimi
H(0,x) = op(x) ve H( 1, x) = y(x) sartlarim1 saghyorsa, H’a baglayan homotopi denir.

Bu durumda ¢ ve \y doniisimlerine Aomotopiktir denir. Dolayisiyla o"=y* yazlrr.
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1.6.5. De Rham Kohomoloji

Diferensiyel formlarin matematikteki Onemli bir uygulamasi, d dis tiirevinin
herhangi bir w n-formuna iki kez uygulandiginda elde edilen (d(d(w)) (n+2)-formunun
sifira egit olmasi ile olugturulur.

M bir manifold ve reel vektér uzaylarimn bir dizisi d>=0 6zelligi ile,

0 —5C°M) —4A'M) —5A’M) — .. 45 A"M) —4>0. (16)

olsun. Uzay ve doniigimlerin bu dizisine M diferensiyellenebilir manifoldunun deRham

kompleksi denir.
boa=cob=doc=eod=foe=..=0 veya denk olarak goracgekb, gorbcgekc,

gorccgekd,... 6zelligindeki bir

.—A—>B . >C—<>D—<43E—~>F—1L . (17
dizisinden; diferensiyel formlarla

gor(d: A" (M)—>A (M) < gek(d: A"(M)—>A™ (M) (18)
elde edilir. Buradan su tanim belirlenebilir:

Tamm 35 :
a) Bir w n-formuna dw = 0 ise kapalidir denir. Tim kapali formlar kiimesi
Z"(M) = gek (d:A"(M) — A™'(M))
= {weA"(M) | dw=0}.
Bu kapali n-forma deRham kohomolojisi i¢in bir n-esgevrim denir.
b) Bir w n-formuna d = w olacak sekilde bir B (n-1)-formu varsa tam denir. Tam
n-formlar kiimesi
B"(M) := gor (d: A”'(M) = A"(M))
= (we A" (M) | IBe A" (M) > w=dB}.
Bu kapali n~forma deRham kohomolojisi i¢in bir #-egsinir denir.

Her tam n-form kapali oldugundan B"(M) vektér uzayt Z(M)’nin bir altuzayidir.
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Tamm 36 : Bir M manifoldunun 0<n<boy(M) , H'(M) deRham kohomoloji

gruplan
H'M) = Z'(M)/B (M) (19
bolim vektér uzayidir.

Bir ¢: M — N diferensiyellenebilir fonksiyonu ile bir ¢ : H*(N) — H(M) lineer
doniigimi elde edilir. Hatta bir y* : H'(N) > H’(M) homomorfisi de ¢* ile egittir.

U H'(X)QH"(X)—>H™(X) islemi aeH'(X) Ve beH"(X) igin
aub= (-1)"pua olarak tanimlidir ve fas ¢arpim adim alir.

A H(X)®HY(X) —— H"™(X) lineer doniisiimii de kama ¢arpimi adini alir.

1.6.6. Karakteristik Katsayilar

Bu boliimde karakteristigi sifir olan bir K cismi uizerindeki F vektor uzaylari ile
caligtlacaktir.
F bir vektor uzay: olsun. x €F , AeK igin f(Ax) = APf( x) sartim saglayan

bir £ : F — K fonksiyonuna p. dereceden homojen fonksiyon adi verilir. Bu fonksiyonlar

bir vektor uzayr olusturur ve bu uzay HP(F) ile gosterilir. H(F) = ZH P(F) dereceli

p=0
degismeli cebirdir. o : F — H(F) icerme donisimii olsuni. H(F) degismeli cebir
oldugundan dereceli cebirlerin bir o : VF* — H(F) homomorfisi elde edilir. Kisaca

a(w)(x) ‘1 w(x) olarak alacagiz. Diger taraftan dereceli cebirleri bir homomorfisi
B:7— &®F", xeF igin B(P)x)=D(x, ..., x) verilir. 7ts: ®F — VF" projeksiyon ise
x'eF igin (eoms)(x) = x° = PB(x") ‘dir. Buradan yevPF, xeF igin
y(x)= %w(x, ey X )dir

Bir vektor uzayinin karakteristik cebiri F n-boyutlu vektor uzay: olsun.

O:La?r x La?p — L,?5bilineer dénisiimleri ®e L, ? g, wel 75, x;€F igin
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1
> 250415(’%(1) A xa(},))/\ z//(xd(w) A A xc(P+q)) (20)

G egPra

(PUY)(x 1A AX prg) =

olarak tanimlidir. Bu lineer déntisimler ile C(F) = ) L

=0

»p Uzay1 bir dereceli cebirdir ve

F’nin karakteristik cebiri adim alir.
Bu F n-boyutlu vektdr uzaymin p. karakteristik katsayis1 CTpeVPL'y’dir. p>1,
@ieLr igin CFp(q)l, e 50p) = <1p, o1 Oop> ve CFp = 0 ‘dir. P>n ise CFIJ = 0’dir.

CFe(VL"s): homojen olmayan elemam, CF= Y'C 5 olarak verilir ve F’nin karakteristik
p=0

elemar adini alir.
1.7. Lie Gruplari

Tamum 37 : Bir G kiimesi hem grup ,hem diizgiin manifold, hem de
(1) (¢arpim doniigimiit ) p:GxG > G, (x,y)— xy
(2) (ters doniigiim ) 9:G -G, x> x!
dontigimleri igin diizgiin ise G bir Lie grup adini alir, birim elemani ee G’ dir.
Lie gruplari arasindaki ¢ : G — G diizgiin homomorfisine
(i) ¢ dizgin,
(i) ¢ bir grup homomorfisi,
ise Lie gruplarimin bir homomorfisi denir. Lie gruplan arasinda hem homomorfizm hem
de diffeomorfizm olan dontsime Lie gruplarmm bir izomorfizmi denir.
GbirLie grup, VaeGigin A{x)=ax ve pu(x)=xa olarak verilen,
Aa, Pa 1 G = G diizglin donugtiimleri vardir. Bunlara a ile sol ve sag doniisim denir.

Tersleri, P - dir. Turevleri ise L,=dAa : T — Te ve Ri=dpa: To—> Tg ‘dir.

¢ : G — H Lie gruplarinin bir homomorfisi ise @ oAa=Ag@) @ V€  Q°Pa=Pg(a) ° O
‘dr. Dolayisiyla dp o L=Le@) °do ve dpoR,=Rya odo’dir. Ozel olarak x eG’de her bir
(do)x: TG)—>Te(H) birebirdir ancak ve ancak (do). birebirdir.

Carpim ve ters doniigimlerinin tarevleri dp @ Tex Tg »Te ve do: Te— Tg

demet doniigiimleridir.
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1.7.1. Temsiller

Lie gruplartmin bir P: G ——> GL(W) (Ornek 7) homomorfizmi W sonlu
boyutlu (reel veya kompleks) vektér uzayinda G’nin bir temsilidir. GL(W)’nin Lie cebiri
W’nin Lw lineer doniigimlerinin uzayidir. P homomorfizminin tiirevi P:E —> Lw
Lie cebirlerinin bir homomorfisidir.

Bir 6 : E —— Lw Lie cebir homomorfizmine E’nin W’deki bir temsili denir.
Dolayistyla E’nin W’deki bir temsili P’ dir.

G’nin W’daki bir temsili P ise P'nin invaryant altuzay1 Wp; (veya kisaca Wi)
W= {weW| P(x)w=w, xG }.

Benzer olarak E’nin W’daki bir temsili 6 ise 0 igin invaryant altuzayr Wy, (veya
Wo) Wo={ weW/| 8(h)w =0, heE}.

Tanim 38 : Bir VcW altuzayina, x €G’de herbir P(x) (veya heE, 6(h))

homomorfizmleri V’yi kendisine resmediyorsa P (veya 0 ) i¢in karari: denir.

Onerme 5 :

(1) P ve P’ igin W1 ve Wy invaryant altuzaylan arasinda Wy < W, bagintist
vardir. G baglantili ise W= Wy ‘dur.

(2) VW Pigin kararlt ise P’ igin de kararlidir. V P igin kararli ve G baglantili

ise V, P i¢in kararlidir.

Ornekler 5 : Burada P (veya 8) W’de G (veya E) ‘nin sabit bir temsilidir.

(1) Kontragradyant temsil : G’nin W daki P’ye kontragradyant temsili P'; x €G
ile P'(x)=(P(x)")" olarak tammldir. 6 ‘ya kontragradyant E’nin W"daki 8" temsili ;
heEile 6 (h)=-0 (h) dir. (P") ' = (P’') elde edilir.

(2) Cok lineer temsiller : G'nin ®W , AW , vW’deki temsilleri &P , AP ve v P,
x €G ‘de

@®P(x)=®P(x) , (AP x)=nP(x), (vP)(x)= P(x)

W, AW ve vW ‘deki E’'nin B¢ 6, O, temsilleri,

Be()(w1®..Q.wp) =2 wi® ... O(h)wi.. B.wy
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Oa(h)(Win..A Wp)=ZwWiA .. O(l)w; ... AW,

p=1 igin B (h)(w1v...vwp)=2wv ... B(h)w; ... vw,

AeR’de Bg(h)A=0, 6,(W)A=0, 0, (WA =0.

(®P)'=(P)e , (APY=(P)r ve (VP)Y=(P), elde edilir.

(3) Diferensiyel uzaylar : (W,d), homolojisi H(W) ile bir diferensiyel uzay olsun.
W’de G’nin bir temsili P ise xeG ile P(x)ed = doP(x). Dolayisiyla P(x) bir
P} : HW) ——>H(W) lineer doniigimii belirler ve H(W)’de G’nin bir temsili
¥ ——Py(x) dir. Diger taraftan E’nin P’ temsili heE ‘de P'(h)ed = doP’'(h) dir.
Dolayisiyla P’ ile H(W)’de E’nin bir temsili h —— (P')(h)# © dir .(P")x, P&’nuin tiirevidir.
Yani (Py)'=(P")s dir.

Devrik temsil : VacG’de G’nin i¢ otomorfizmi 1, , x €G ile T.(x)=axa’ ‘dir.
T,’nin tirevi 7,” ise E Lie cebirlerinin bir otomorfizmidir. acG’deki adjoint temsil adim

alir. T,=A,op,” oldugundan Ada=L, oR,” ‘dur.

Onerme 6 : Ad:a —> Ad a eslemesi G’nin E’de bir temsilidir.

Ad temsiline G’nin devrik femsili denir.Diger taraftan E Lie cebirinin E vektor

uzayinda bir temsili ad; hkeE i¢in (ad h) (k) = [hk] ‘dur.
Onerme 7 : Ad’in tiirevi ad’dur.

Lemma 8 : yeT,(G) ve ®cTy(G)ise
(1) du(y, @)=Rpy+L,®
(2) do(w)=-(L" oR."™).

1.7.2. invaryant Vektor Alanlari

Bir G Lie grubunun sol ve sag dontsimleri G tizerindeki vektor alanlarinin £(G)
reel Lie cebirinin (A,)+ ve (pa)« otomorfizmlerini verir. a, x €G igin L,(p(x))=o(ax)ise G

Uzerindeki ¢  vektdor alanina sol  invaryant denir. Ornegin aeG'de

(A2)r0=0dir.irp( x,y)=(0,0(y)) yani ir@~¢’dir.
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Her bir (A,)+ Lie garpimlarinin doniigiimi oldugundan sol invaryant vektér alanlar

£(G)’nin bir £1(G) altcebirini olugturur.

Tamm 39 : G bir Lie grubu, VxeX igin Ly : G —» G, Ly(g)= xg olsun. L,
duzgiindiir. V x €G igin,

T(G) — T(G)

AT T A

G —1— G

diyagrami degismeli ise G Gzerindeki bir A diizgiin vektor alani sol invaryanttir.

Onerme 9 : Bir o : GxT(G) —— Tg giiglii demet doniigimi (a,h) — La(h)

olarak verilir.

Sonug 1 : £(G)——>T(G), ¢ — o(e) olarak verilen doniigim bir
izomorfizmdir. boy£r.(G)=boyG’dir.

Sonug 2 : $(G)-modiillerinin bir £/(G)®S(G)—— £(G) izomorfizmi ¢®f — fo

olarak verilir.

Tanim 40 : heT(G), ¢(e)=h olacak sekilde bir tek sol invaryant vektor alani oy, ile
gosterilir ve h ile tretilen sol invaryant vektor alam adim alir.

beG, (pv)+ Y=V ise bu y vektor alanina sag invaryant vektor alani denir. Sag
invaryant vektor alanlarimin Lie cebiri £2(G) ile gosterilir. y—wy(e) eslemesi bir £(G)

T«(G) izomorfizmi belirler.
Onerme 7 : pc£.(G) ve ye£r(G) ise [¢,y]=0"dur.
1.7.3. Bir Lie Grubunun Lie Cebiri

Bir G Lie grubunun Lie cebiri; £(G)’den Onerme 9, Sonug 1 ve 2 deki
izomorfizm ile elde edilen cebir yapisi ile T«(G) vektdér uzayidir. hke T(G) igin
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[b,k] = [onol(e) ‘dir. £:(G) T(G) izomorfizmi T.(G)’de bir ikinci Lie ¢arpimu []°
belirler. hke T¢(G) ig¢in [hk]=-[hk]™ ‘dir. Dolayisiyla h—>-h doniiglimi bu Lie cebir

yapilan arasinda bir izomorfizm tanimlar.

Teorem 8 : Lie gruplarinin bir diizgin homomorfizmi f: G — H igin (e her iki
grubun birim elemani) fleg)=ey olsun. df tiirevi bir f=(df). : T«(G) — T(G) lineer

dontisiimiine kisitlanir. f Lie cebirlerinin bir homomorfizmidir.

Tanim 41 : K bir cisim, K tizerindeki bir vektor uzay1 G olsun.

[,]1:GxG—>G

(1) xeG, [x,x]=0

(2) x.y,zeG, [[x,yl,z]*+[[y,z], x ]*{[z, x1y]=0 “Jacobi esitligi”
ozelliklerini saglayan [ , ] (Lie operatorii) bilineer dontigimii ile G’ye bir Lie cebir denir.
Bilineerlikten V x ,yeG i¢in [ x,y] = - [y, x] elde edilir.

G ve H Lie cebirleri, f : G — H f] x,y]=[fx,fy] olarak tanimli bir K-lineer

dontigtimiine bir Lie cebir homomorfizmi denir.

Ornekler 9 :

1. Vektor grubu: Sonlu boyutlu reel veya kompleks vektor uzayr V igin vektor
toplamu iglemi ile V bir Lie grubudur. |

2. GL(V) grubu: (Reel veya kompleks n boyutlu vektér uzaylarinin lineer
otomorfizmleri grubu) Ly =L(V;V) vektor uzaymnin bir acgik altkiimesidir, dolayisiyla bir
manifolddur. Hatta ¢arpim ve ters iglemi diizglindiir. Dolayistyla GL(V) Lie grubudur.
GL(V), Lv ‘nin bir acik altkiimesi oldugundan, teget demeti ToLvy=GL(V) Ly dir.

3. Direkt carpmmlar: G ve H Lie gruplan x,,x2€G, y,y2€H igin
(x1,y1).(x2y2)=( x 1x2,y1y2) islemi ile GxH Bir Lie gruptur. Bu Lie grubuna G ve H’1n
direkt ¢arpimi denir.

4, Teget demet: G bir Lie grubu ise dp : TexTe — T donisiimii ile Tg bir Lie
gruptur. Ters donigim  do’dir.Sifir kesiti 0: G — Tg Lie gruplarimin bir

homomorfizmidir.

Teorem 9 : Bir G Lie grubunun bir kapali H alt grubu bir Lie alt grubudur.
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1.7.4. Bir Etkinin Yoriingeleri

Birim eleman e ile bir E Lie cebiri ve E Lie cebiri ile bir G Lie grubu alinsin. M bir

diizgiin manifold olsun. T : MxG — M M iizerinde G’nin bir sag etkisi olsun.

Tamm 42 : zeM igin z.G(=gorA,) kimesine G’nin z’deki orbiti denir. M
manifoldu orbitlerinin ayrik birlesimidir. G, M lizerinde gegisli ise M’nin tek bir orbiti
vardrr.

A (ab)=A,(a)b bagintisindan n: G — G/G projeksiyonu ve A, ile

G—=->M

T ‘/AZ ¢

G/G
diyagrami degigmelidir.t ‘ye goére G’nin bolim manifoldu G/G oldugundan A,
doniigimi dizgindir. Hatta A;°, G’nin G/G ve M iizerindeki sag etkilerine gore

equivaryanttir.

Tanim 43 : VzeM icin G~={ aeG | z.a=z} olarak tammli G,cG kapali altgruplari,
G’nin bir Lie altcebiridir ve z’de izotropi altgrubu adi verilir. VzeM’de G,={e} ise etki

serbest denir.
Onerme 10 : G, izotropi grubunun E, Lie cebiri E, = ker(dA,). ‘dir.
1.7.5. Transformasyon Gruplan

G, birim elemam e , Lie cebiri E olan bir bir Lie grubu, M ve N diizgiin

manifoldlar olsunlar.

Tanum 44 : Bir M manifoldu {izerinde G’nin bir sag etkisi bir T : MxG —- M
duzgin dontsimidir. Bu donisim (z,a)—>za olarak yazilir ve abeG, zeM igin
z(ab)=(za)b ve ze=z egitliklerini saglar.

Bir T etkisi aeG igin M tizerinde To(z)=za=T(z,a) olarak verilen T, diffeomorfizmi

belirler. (T,'=T’dir.) T,’ya a ile sag diniisim(etki) denir.
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Diger taraftan VzeM igin a€G, A,(a)=za olarak verilen bir A;: G - M diizgiin
doniigiimi vardir.
G’nin N uzerindeki bir sag etkisi T* olsun .
MxG —L > M
oxt ¥ 30
NxG ——> N
semast degigmeli ise T ve T* ‘a gore bir ¢ : M — N diizglin dontisimiine equivaryant
denir. Bu gemadan sunlar denktir:
(1) zeM, aeG i¢in @(za)=0(z)a
(2) aeG, poT,=Ta*00
(3) zeM, ©oA=Ayxn* (yeN igin Ay* : G — N doniigimii a — ya seklinde
tanimhdir)

Bir Lie grubunun sol etkisi de benzer gekilde tamimlidir.

Ornekler 10 :

1. G’nin G iizerinde bir sol etkisi az=aza™ olarak tanimhdur.

2. G’nin M tizerinde bir etkisi T : MxG — M ise Ty Uzerinde Tg nin bir etkisi
dT : TuxTe — Twm dir. Tg Uzerindeki sifir vektér G ise Ty lzerinde G’nin etkisi
Tux G — Ty ‘dir. weT v,aeG i¢in y,=dT,(y) olarak tamumlidir.

3. M iizerinde G’nin bir etkisi MxG — M ise zeN, acG zaeN olacak sekilde bir
NcM altkiimesine kararli denir. N kararli ise uzerindeki etki bir NxG — N kiime
doniisimiine kisitlamir. Ozel olarak M’in bir kararlt altmanifoldu N ise bu déniisim
diizgiindiir ve dolayisiyla G’nin N tizerindeki bir diizgtin etkisidir.

4. Bir Tr : MxG — M sag etkisi zeM, acG igin Ti(a,z)=Tr(z,2") ile tammli bir

Ty, birlesmeli sol etki belirler.

Tanmm 45 : M ve N diizgiin dontgiimler ve ¢,w : M — N diizgiin doniistimler
olsun. xeM bir nokta olsun. H(0,x)=¢p(x) ve H(l,x)=w(x) olacak sekilde bir
H:RxM — N diizgiin déniisiimii mevcut ise ¢ ile y homotopik doniigimlerdir. Bu durum
@~ olarak yazilir. H diizgiin dontigimiine homotopi denir.

Ustel doniisiim ecM’de exp : T (M) — M bir diffeomorfizmidir.
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Devrik doniisiim YacM’de M — M Ad.(z) =aza” donisimiidir. Buradan

V BeT.(G) icin exp(Ad.«(B)) =aexpBa™.
1.7.6. Dereceli De Rham Kohomoloji

M bir n-manifoldu ve {izerindeki diferensiyel formlarla

AM)=3 4,(M) 21

P20
dereceli diferensiyel cebiri alinmis olsun.Bu diferensiyel cebirin esgevrimleri §®=0 sartin
saglayan @ diferensiyel formlarini igerir Boyle bir diferensiyel forma kapalidir denir ve
bu formlar A(M)’nin bir Z(M) dereceli alt cebiridir.
BM)=6A(M) altkiimesi Z(M)’de bir ileri idealdir. B(M)’deki formlara fam veya

egsinr denir.

HM)=Z(M)/B(M) (22)

Dereceli kohomoloji cebirine M n-manifoldunun deRham kohomoloji cebiri denir.
¢ : M — N bir diizgiin dénisim olsun. A(M) ve A(N) reel cebirleri arasinda
¢o* - AM) <« A(N) dereceli diferensiyel cebirlerin bir homomorfizmidir. Dolayisiyla ¢*

ile sifir dereceden homojen kohomoloji cebirlerinin bir homomorfizmi

¢# : HM) <~ H(N)
dir.

¥Y:N — Q bir baska dizgiin dontigim ise

(¥ o @)*=0@*o P* ve (¥ o @) #=o# - V#
dir. Hatta (2 ) # = 1oy dir. Ozel olarak ¢ ve ¥ ters diffeomorfizmler ise ¢# ve P# ters
izomorfizmlerdir.

H(M) ‘nin derecelendirmesi HE(M)=ZF (M)/B*(M) olmak iizere

HM=Y H?(M) ‘dr.  p>n igin AP(M)=0 oldugundan HP(M)<0  ve
p=0

H'(M)=A" (M)/B" (M) dir. Diger taraftan B® (M)=0 oldugundan H ° (M)=2° (M) dir. 8£=0
sartini saglayan M tizerindeki diizgiin f fonksiyonlar Z°(M) “de olsun. M baglantili ise
H°(M)=R ‘dir. Yani bir baglantih manifoldun kohomoloji cebiri de baglantilidir.
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Sabit fonksiyonlar H'(M)’dedir. 1 : M —4 fonksiyonu H(M)nin  birim

elemamidir. M baglantili ise A —X.1 doniisimii bir R — H °(M) kanonik izomorfizmi
verir.

Ornek 11 : M tek bir nokta igeriyorsa p=1, H'(M)=0 ve H’(M)=R
dir.

H'(M) uzaylani sonlu boyutlu ise b,=boy HP(M) sayisina M’nin p. Betti sayisi,
fM(t)=Zb ,t7 polinomuna M’nin Poincare polinomu ,

»

sz";(—l)"bffM(-l)

=

Toplamina ise M’nin Euler-Poincare karakteristigi denir.

De Rham kohomolojisinin aksiyomlar: sunlardir:

Al: H(nokta)=R.

A2:(homotopi aksiyomu) ¢ ~ ¥ :M — N ise ¢° =% .

A3:(ayrik birlesim)M agik altmanifoldlarinin ayrik birlesimi M ise

HM) = ITHM.)
Ad:(Mayer- Vietoris) U,V agik, M=UuV ise
HM) H(U) & H(V)

\

H(UAV)

ticgeni tamdir.

1.7.7. Coklineer Cebir

n

Bir E vektor uzayi iizerinde boy E=n ve AE=Y" A'E igin

p=0
®E= Z ®'E “tensor cebiri”
p=0
AE=Y" ATE “dis cebir”
20
VvE= Z VFE “simetrik cebir”

p20
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olarak tamimlidur.
F ikinci bir uzay ise E'®F ve EQF arasinda x'eE’, y eF, xcE, yeFile
<x *®y', x Q@y>=<x *, x> <y*, y>
" esitligi vardir. E ve F sonlu boyutlu ise buradan bir E'®F'= (E®F)" izomorfizmi elde
edilir. Ozel olarak, (®" E)'= ®° E  dur.
Benzer olarak boy E<w ise (A\* E)'=ATE", (V1E)=V'E’
<x"n.Ax xiaLaxp>=det (<x x;>)
ve
<y v..vyE, yiv..vye >= perm (<y ", y>)
alinir. Burada perm bir matrisin permanentidir.

Bir E uzayinda goklineer fonksiyonlarin cebirleri

TE)=> T(E) “ggri goklineer”
20

AEE= D A'EB) “egri goklineer”
p20

SE)=>. S'(E®) “simetrik goklineer”
p=0

ile gosterilir.

O®Y) (X1, Xp+)= O (X1, Xp) W (X pe1,, X pig)

1
AW (x 1, Xpig= —‘—p,q, Eod (X o) X o) ¥ (X 6@+, X o(prq))
b7 5 o.esp"’(l

ve
OVT) (x 1, Xprg)= ;!1? a;q ¢ (X ot X o) ¥ (¥ o), X opre)
carpim iglemleri belirlidir. o siralamasinin ¢ift veya tek olmasina gore €,=t1 iken p obje
tizerindeki simetrik gruplar S” ile gosterilir.
boy E< w ise T(E) ve ®E dereceli cebirleri
6e® E icin ¢ (x 1. xp)=<0, ¥ 1®..8xp>
Yen’ E igin ¥ (x ... xp)=<VF,x1A..AXp>
ve
XeVPE da X (x1.. xp)=<X, xV..vxp>
alinarak (A(E) ve AE’, S(E) ve VE e gore ) belirlenir.

Bir v : E—F lineer dontsiimii tek olarak
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®v: QE—-RF, Av:AE->AF, vv:VE-SVF
homomorfilerine genigler. Bunlar v &, v . ve vy olarak da gosterilebilir.
VxeEigin 1(x):A(E) — A(E) yerine koyma islemi p>1, beAf (E) de
(@ GO) (x 1. Xp)= & (X, %1, Xp1)
A’ (E) igin 1(x)p=0
ve u(x):AE—->AE carpim islemi aeAE’ de u (x) (a)= xAa olarak aliniz. Bu

Wx) A(E) nin bir terstirevidir ve g (x)’ in dualidir.



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Demetler

Tanim 46 : E ve B topolojik uzaylar ve 7: E — B bir doniigiim olmak iizere bir
demet p=(E, ©r, B) uglusidir. B(p) (veya BYye faban uzay, E(g) (veya E)’ye toplam
(demet) uzay:, m doniistimiine de demetin izdiigiinti denir. Her bir beB igin Fy=n"'(b) ters
goruntiisiine b tizerindeki demetin lifi denir.

B iizerinde bir g reel vektor demeti, her bir beB igin 7'(b) lifi iizerinde bir vektér
uzayi yapisina sahip bir (E,x, B) demetidir. Oyle ki agagidaki yerel apagiklik kosulu
saglanir: Her bir beB igin UcB komsulugu, bir O<n tamsayisi, h : UxR — w(U)
homeomorfizmi vardir. Buradan her bir beU igin x — h(b, x) birebir eslemesi R*
vektor uzayi ve v (b) vektor uzay: arasinda bir izomorfizm tanimlar.

U’ yu taban uzayina esit sectifimizde g ’ye bir trivial demet denir. F, higbir zaman

bos degildir. boy Fy=n ise g demetine bir n-diizlem demeti veya bir R*-demet denir.

Tanim 47 : g, ve g, taban uzay: tzerinde iki vektér demeti olsun. Her bir Fu,(g01)
.-vektor uzayini Fy( ) vektor uzayma izomorf olarak resmeden toplam uzaylar arasinda
bir f: E(p1) —» E(g2) homeomorfisi varsa g, demeti g, ne izomoftur denir ve

1= §22 ile gosterilir,

Ornek 12 : BxR® toplam uzayli m(b,x)=b projeksiyonlu ve liflerindeki vektor
uzay yapisi t,t€R, beB ve x;, x; €R" olmak {izere,

ti(b, x 1) +ta(b, x 2)=(b, t1 x 1+ t2x 2)
ile verilen #rivial demet €&"p ile gosterilir. B tabanli ikinci bir R” demeti ancak ve ancak

"z ne izomorftur.

Tanim 48 : Bir g= (E, 7, B) demetinde 7o ¢= idp gartini saglayan bir ¢ : B —> E
diizgiin doniigimine bir dikkesit denir Bir NcB altktimesi i¢in N tzerindeki bir dikkesit
n‘n’l(N) - T!(N) - N icin bir dikkesittir.V x €B igin x’in bir U komsulugu ve U
tizerinde bir dikkesit mevcut ise 7’nin bir yerel dikkesiti vardir denir.

T b i i KURULY

FRlal e el
Moo & U £

DOKIMAN TAEYOH MERKEZ
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Tanim 49 : g bir vektor demeti olsun. s dikkesiti her bir b igin s(b)’yi Fy(%)’nin

sifirina gotiriyorsa bu kesite sifir kesit denir.

Tanim 50 ; Bir M diizgiin manifoldunun teget demetinin bir dikkesitine M tizerinde

bir vektor alani denir.

Tanmm 51: i=1,2 igin 7; : E; — B; projeksiyon doniigimli iki ¢, g2 vektor
demetlerinin garpimi bir (E1x Ez, 1 x 72, BixB2) demetidir. Burada

EixEx={(xy) : xeE,,ye Ey}

Tix T2 EixEz > BixBa

(x,y) = (u(x), 7))

ve her bir lif belirli vektor uzay: yapist ile
(1 x m2) " (b1, b2)=Fui(#1) xFra $92)
olarak tanimlidir. Carpim demeti g 1x g2 ile gosterilir.

Tanim 52: Bir B taban uzayi tizerindeki iki ¢:=( E1,m1 ,B) ve p=(E;, m; ,B)
demetlerinin Whitney toplami %@ p,=(E: ® E; ,n, B) demetidir. Burada

Ei @ Ex={ (x ,y)e E1 ® E; : mi(x)=m(y) }

n.Et@E, - B

(x.y) - m(x)=m(y)
ve her bir Fo( 01D p2) lifi Fo( 1) @ Fy () direkt toplamina izomorftur.

Tamm 53 : E(g) c E(g2) olmak uizere ayn1 B taban uzay: tizerindeki iki @,
g, vektor demetini diigiinelim. Her bir Fu() lifi Fy (02) lifinin bir altuzay: ise g ‘ne

2 ‘nin  bir altdemeti denir ve | C g, olarak gosterilir.

Tamm 54 : M bir n-manifold. x eMdeki teget uzay Tx(M) ; o(f, g)=o(f).g(x )+
f(x).o(g) sartiu saglayan ¢ : S(M) — R lineer dontsimlerin uzayidir. M’nin feget
demeti 1y=(Ty, 7, M ,R?) vektor demetidir. x eM’deki lifi Tx(M) dir.
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Tanmm 55 : Bir ¢ : M — N diizgiin dontigiimiiniin tiirevi, T«(M)’ye kisitlanigt
feSMyde ((do))(H)=o(fop) olarak tammli dg : Ty — Tx demet donigimidir.
boy B=n ve boy F=r olmak tizere (E, =, B, F) bir diizgiin lif demeti olsun. Teget

demetler arasindaki 7’ nin tiirevi dm : Te—>Tp bir demet doniisiimidiir.

Tanmm 56 : zeE’de V, (E)cT,(E) V.(E)= ¢ek (dn), altuzayina T, (E)’nin dikey
altuzayi, elemanlarina da dikey denir. )
Tum (dr), lineer doniigimleri ortendir, dolayistylaboy V. (E)= boy E-boy B= boy

F’dir. VaeB’de F,= 7"'(,) E’nin bir alt manifoldudur. J,: F,—>E icerme doniigimiidiir.

Tamm 57: Bir p=(E, n,B,F) vektér demetindeki bir dikkesit mo@=1 sartim
saglayan bir ¢ : B—E diizgiin dontgiimidar. Her vektor demetinde x €B igin 0(x )=0xcFy

olarak tanimli sifir kesit vardir
2.2. Dikkesitler Modiilii

Tanum 58 : ¢ ve ¥, g demetinde iki dikkesit , fe$(B) ise gpde ¢+¥ ve fo
dikkesitleri x €B igin (¢+¥ )(x)=0(x)+¥(x) ve (fo)(x)=f(x)¢(x) olarak verilir. Bu
(@.¥) > o+t¥ ve (f@)>fp islemleri gp’deki dikkesitler kiimesinde bir S(B)-modulii

belirler ve Sec g ile gosterilir.

Tanmm 59 : M ve N diizgiin manifoldlar, ¢ : M — N bir diizgiin déniigiim olsun.
x eM, feS(N) igin @*:$(M) « SIN) (¢*f)( x )=R¢(x)) homomorfizmi elde edilir.
¢: M—N bir diizgiin doniisim, acM olsun.ct —> oo @* olarak tammli T,(M) — Ty (N)
lineer déniigiimiine @’nin a’daki tiirevi denir ve (d@), ile gosterilir. ¥ e S(N), a.eTo(M) icin

((d@a)o)(¥Y)= o(@*¥) olarak tanmimlidir.

Tanimm 60 : M bir n-manifold, Ty = U T.M) ayrik birlesim ve my: Ty — M
aecM

izdigiimi oeT,(M) igin mm(e)=a olarak tammliolsun. M’in  teZet demeti
™ = (T, v, M,Rn), M tizerindeki bir vektor demetidir. acM noktasindaki lifi T,(M), a

noktasindaki teget uzayidir.
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Tanim 61 : Bir M manifoldunun bir acM noktasi alinsin. M’nin a noktasindaki
bir kotanjant vektorii bir w,: To(M) — R lineer dontigiimiidiir. Bu dénigtim Ta(M)* dual
uzaymnin elemamdir. Bu uzaya  M’in a noktasindaki kotanjant uzayr denir.
boy T.M)* = boy M’dir. Béylece M’in Ti™* kotanjant vektdr demeti olusturulabilir .ty

ve Tv™ dual vektor demetleridir.

2.3. Diferensiyel Formlar.

2.3.1. 1- Formlar

Bir M manifoldu tizerinde bir 1-form kotanjant demetinde bir dikkesittir. Yani her
x eMigin bir 1-form , w(x )eTx(M)* lineer fonksiyonudur.

M iizerindeki 1-formlar bir S(M)-modiili olugturur ve A'(M) ile gosterilir.

AlM)x £(M) > SM)

<@, X>(x) =<w(x),X(x)> (23)
bilineer donigiimii Te(M) ve Tx(M)* demetlerinin dualliginden elde edilir. Dolayisiyle

A'(M) > Hom u (£(M);S(M))
bir izomorfizmdir. ¢ : M — N bir diizgiin dontisiim ise d : v — Tn demet dontsiimiinden
bir

(do)* : Sec tm* « Sectn™

dual donigimi elde edilir. ¢*: A'(M) « A!(N) donigimi xeM, acTM) icin
(o*w)(x ;00) = w(o(x);dp(a)) olarak yazilir.

Tamm 62 : Bir M manifoldu uzerindeki her f diuzgin doénigimt  bir

o : £M) — SM) $(M)- modiil homomorfizmi belirler. Xe£(M), @¢: X — X(f) verilir.
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Xe£(M) de X(f)=<5f,X> olacak sekilde bir tek Sfc A'(M) 1-formu vardir. Buradaki 5fe

f'in gradienti denir
2.3.2. Invaryant Diferensiyel Formlar

G bir Lie grubu, M bir manifold olsun. T : MxG — M bir sag otelemesi , acG’de
M’in bir T, sag Gtelemesi , M tzerindeki diferensiyel formlarin dereceli cebiri A(M)’de

T,* otomorfizmlerini verir. a,beG,
Tap*=Ta*oTp* ve T.*=t

dir. X e£(M), acG i¢in (X .a)(2)=dT«(X (z.a-1)) oldugundan i( X )T, *=T,*ci( X .a)
ve 0( X )oT.*= T, *e0( X .a) ‘dir. Hatta T,*08 =8 T,* ‘dir. acG’de T,*®=0 esitligini
saglayan M iizerindeki bir @ diferensiyel formuna G etkisine gore invaryant denir. Bir
A(M) dereceli cebirinin invaryant diferensiyel formlari Ay (M) ile gosterilir. S(M)’nin
invaryant fonksiyonlar1 $;(M) ile gosterilen bir altcebir olusturur (M iizerindeki invaryant
vektor alanlari Si(M) iizerinde modiildiir) . To*ed = 8oT.* (T.* 5 ile degismeli)
oldugundan Aj(M) &’e gore invaryanttir. AjM) i(X) ve 0(X) ‘e gore invaryanttir(X, M

tizerinde bir invaryant vektor alani olmak tizere).
2.4. i(h) ve 6(h) Operatorleri

heH ile uretilen esas vektor alant Zj olsun. A(M)’de i(Zy) ve 6(Zy) operatorleri

genel olarak i(h) ve 6(h) ile gosterilir. h,keE olmak tizere Zpyx=[Zp,Zx] bagintisi ile

i([h,k])=6(h) < i(k)-i(k) - 6(h) %)
B([b,k])=0(h) - 8(k)-8(k) > 6(h)
B(h)=i(h) o 5+d i(h)

‘dir. heE i¢in  i(h)®=0 sartini saglayan bir ®€A(M) diferensiyel formuna G’nin
etkisine gore yatay denir. Her bir i(h) bir terstiirev oldugundan yatay formlar A(M)’nin bir
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dereceli altcebiridir ve A(M)iwo ile gosterilir. (24) esitliginden yatay altcebir 6(h)
operatdriine gore invaryant fakat 8’ye gore degildir.

Benzer olarak heE igin 0(h)®=0 sartim saglayan ®eA(M) diferensiyel formlar:
A(M);—o ile gosterilen bir dereceli altcebir olusturur. §,6(h) ile degismeli oldugundan
A(M)e=o 8’ye gore invaryanttir,

AM)i=0 N AM)p=0 = A(M)i=0,60 (25)
ve bu altcebir 8’ye gore invaryanttir. heE’de 8(h)®=0 ve i(h)®=0 ise

B(h)dD=36(h)®=0 ve i(h)5P=06(h)D-di(h)d=0.

2.5. Vektor Alanlan

M bir diizglin manifold, Lie cebiri E ile bir Lie grubu G olsun.

2.5.1. Esas Vektor Alanlar:

M tizerinde G’nin bir sag etkisi T : MxG — Mile a(z,h)=(dT)e(0,h)=dA; (h)

olarak verilen bir o : MxE — Ty giiglt demet doniigimii vardir. a ile eslenigi T, olmak

uizere diferensiyelle T,o A;=A,,cTa-1 bagintisindan agagidaki sema acG’de degismelidir.

MxE —— TM
\2 J

MxE _— TM

Sabit bir heE igin M — {h} sabit déniisimii o0 ya gore, M ilizerinde Z; vektor
alani, zeM’de Zp(z)=dA.(h) olarak verilir. Buna h ile Uretilen esas vektor alani denir. Zj

‘in yoriingeleri M’de egrilerdir. o’dan zeM, fe S(M,E)’de

(axD)(2)=a(z,f{2))=d A(f(2)) (26)
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olarak tanimlanan ow : S(M,E) — £(M) homomorfisi elde edilir. Z=ouf ‘e f fonksiyonu
ile iiretilen vektor alani denir ve zeM’de Zdz) = Zgy(z) ‘dir. G’nin N tizerinde bir sag
- etkisi T* : NxG >N ve ¢:M — N diizgiin equivaryant donisiim olsun.

MxE —— Ty

2 \

NxE —— Tn
semas: degismelidir. M ve N iizerinde bir heE vektorii ile tretilen esas vektor alanlan
@-baglantilidir.

MxE — Tu

{ \

NxE —— Ty.
2.5.2. invaryant Vektor Alanlar:

MxG —> M etkisi bir TuxG — T etkisi verir. acG, X e£(M) igin X .a=(T.)' X
ile £(M)’de G bir etki belirler. Buradan aeG, X ,Ye£(M) i¢in [ X ,Y].a=[ X .a,Y.a] ‘dir.
acGigin X .a=X ise M lizerinde bir X vektor alamna invaryant denir. Ormegin acG’de

X ~ X °dir. £(M)c£(M) altcebiri invaryant vektor alanlarim igerir.
2.6. Demet Diniisiimleri

©=(E,nB,G) ve @'=E ' B F) vektor demetleri olsun. ¢ : F — F’ bir diizgiin
lif koruyan doniisim, x eB’de ¢ : Fx = F'y« kisitlamalan lineer, y : B — B’ diizgiin
olmak tizere bir ¢ : g — @’ donisimiine bir demet domiisiimii (vektdér demetlerinin bir
homomorfizmi) denir.

@' : ' —> " bir bagka demet dontisimii ise ¢'o¢ ‘de bir demet doniiglimiidir.
W' ve " diizglin doniigimleri ¢,¢’ ve ¢’e¢ ile belirlenen taban manifoldlari arasindaki
diizgtin doniigiimler olsun. Bu durumda "=y’ o\ ‘de bir diizglin déniigimdir.

¢ : o —> ' demet doniisiimi diffeomorfizm ise bir izomorfizm adim alir. Bir
demet izomorfizminin tersi agikca yine bir demet izomorfizmidir. Ters demet

déniistimiinden taban manifoldlar: arasinda ters diffeomorfizm elde edilir. g ve @’ vektor



38

demetleri i¢in bir ¢ : g —=—> &' demet izomorfizmi varsa bu demetlere izomorf vektor
demetleri denir ve g= g’ ile gosterilir.
Tabanlar1 ayn1 iki vektor demeti arasinda tabanda idantik dontsiim veren bir demet

bir dontsimine giigli demet doniisiimii denir.

Ornekler 13 :

1. Tabani B, lifi r-boyutlu reel vektor uzayr F, projeksiyon doniisimi n( x,y)= x
olmak tizere , B tizerindeki r rankli apagik demet @=(BxF,n,B,F)’dir. Bu demet BxF
veya € ile gosterilir.

2. Kisitlama : Bir g =(E,n,B,F) vektor demeti, OcB bir agik alt manifold olsun.
no=n| 7 (o) olmak tizere g ’nin O agik altmanifolduna kisitlanis1 g !0=(7t"1(0), 70,0,F)
“dir.

3. Kartezyen carpim : i=1,2 , g'=(E' 7' B'F’) vektor demetleri olsun. (x 1, x 2)’deki
lifi Fx,l x szz=Fxll@Fx22 vektor uzayt olan, @'x p*=E'xE:in'xn’B'xB:F! @ F?)
vektor demeti kartezyen garpimdemetidir. Burada g' ve g? ‘nin koordinat gdsterimleri
{(Usua)} ve {(Viv)} ise Wa(X1, X2, 19y2) = Ua( X 1Ly, Wi(¥2,2)) ile {(Uax Vi W)}
' x g*'nin bir koordinat gosterimidir.

p' 1 E'xE* > E' ve p?: E'xE® - E? projeksiyonlani p'x p? —> p'! ve
'x p*— p* demet donigimleridir.

o' p? kartezyen ¢arpimu su Ozellige sahiptir : g =(E,n,B,F) tiglincii bir vektor
demeti ve p’:E—>E , p’:E — E? demet doniigimleri ise p’op=p’ ve p*op=p
olacak gekilde bir tek p : E — E'xE* demet doniigtimii vardir.

2.6.1. Giiglii Demet Doniisiimleri Modiilii

Taban uzaylar1 aym1 B manifoldu, lifleri F,F’ ve F” olan o, 01 ve g, vektér
demetleri almiyor. @,y : @1 — g2 gigli demet dontsimi, feS(B) olsun.
o+ty, fo : w1 > @2 glgli demet donigimleri zeE, 7(2)= x olmak iizere
(o v)(2) = o(2)+y(z) ve (fo)(2) = f(x)p(z) olarak veriliyor. (o,y) — o+y ve
(fo)—>fo operatorleri giiglii demet donigtimleri ile Hom( 1, o2) olarak gésterilen bir
S(B)-modiil olusturur. peHom(gy,%2) ve weHom(g, o) olsun. Bu durumda
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oy @1 — g gigli demet donisimidir. (¢,y) — wo@ eslemesi bir
Hom( @1, f02) x Hom( 4, ) — Hom( @1, ) S$(B)-bilineer doniigiimii tanimlar

2.6.2. Coklineer Déniigiimler

Aynm1 B tabami tzerinde o @2, 0" ¢ vektor demetleri alintyor. Bir
@: (..., 0" — g n-lineer demet doniigimii, B ile indislenen ve agagidaki dizgunlik
sartint saglayan @y Fy' x..xFy — Fy n-lineer donigiimlerinin bir kolleksiyonudur.
..., 9" ’nin koordinat gosterimleri {(Ug, @,)}, ..., {(Us @)} ve {(Us, @,)} (tim
demetlerde B “nin ortiimii {U,} aliniyor ) ise ®o(x)= @, o @x0(w,, X ... x @) ile
tanmli @ : Uy — L(F, ... ,F%F) fonksiyonu diizgindiir. Gosterim kolayligi agisindan

D(x;21, ... ,Zn) = Dx(z1, ... ,Zn) alacaGiz.
2.6.3. Dual Demetler

¢ = (BxF, nBH) ve p* = (BxFn*BF) apagik demetler, xeB
<,>HyxFy—R R-bilineer fonksiyonlar, <, >: g x g* — R skaler ¢arpimdir. Bu
durumda g ve p*, <,> igcarpimina gore birbirine dualdir.

Her g vektor demetinin bir @* dual demeti oldugunu gorelim : x €B igin Fx
vektor uzaymin < >y skaler garpimiglemine gore duali Fy* olsun. Wox = (9*ox)" alnarak
Wax: F* — F * lineer izomorfizmleri tanimli ve {(Uq,Uq)} bir koordinat gdsterimi olsun.

Bu durumda E*=UF; ve ¥ : E*>B olmak tizere bir p* = (E*,n*B,F*) vektor

xeB
demetidir. <, >, islemi gp* ve g arasinda bir skaler ¢arpim tammlar. Dolayisiyla g*
ve g dual demetlerdir. Agik olarak rank g *=rank g ‘dir.

@1, 01% ve g2 ,02* iki ¢ift dual vektdr demetinin x eB’deki lifleri Fy*Fx ve
He* Hy olsun. ¢ : ¢@1—> @2 bir giigli demet doniigiimii olsun. Bu durumda xeB igin
(0*)x = (px)* : Fe*«Hy* olarak tamimlt bir ¢* : 1%« 2* gigli demet doniisimiine

¢’nin duali denir.
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2.6.4. WhitneyToplam

k=1, .. ,;nile p* vektor demetleri olsun. p*oi* =0, k- ve Zi" opt =1 o Olarak
=1

tamml i*: p*>p ve p*: p— p* giicli demet dénisimleri ile g vektor demetine o~

demetlerinin Whitney toplam: denir. Ozel olarak gp’de bir x €B noktasindaki lif Fe= é FX

"dir. Bu durumda p = '@ ..@®p" yazilir.o*: p*—>K giiglii demet déntigiimleri olsun. ’
Bir ¢: @K giglii demet dénigimii ¢ = Y. 9* o p* olarak tamimlamr.
k

@ : Hom(p*K) —— Hom(p'® ... ® p"K)
@, .00 = o
eslemesi bir modiil izomorfizmi belirler.
n=2 i¢in vektdr demetlerinin Whitney toplamini alalim: V x €B igin Fy'®F,2
vektor uzayidir. ) ve @2 igin koordinat gosterimleri {(Us,uo')} ve {(Us, uo?)} ise xeUs

i¢in Yox = 9, . F'®F* — F ,'®F * lineer izomorfizmdir. © demet projeksiyonu olmak

iizere E' = |JF ®F} olmak uzere g’ = (E,nB,F'®F%) bir vektor demetidir.

xeB
Fe ! F?>F,'®F,%icerme donisimlerii': o’ — o’ vei’: p°— o' gichi demet
doniigiimleri belirler. F oF ,* > F ! , Fx '®F 2> Fy? projeksiyonlari
pl: p'— p' ve p*: o' > p* giclii demet doniisiimleri belirler. Dolaysiyla g1 ve @2
nin Whitney toplami g "'dir. Agik olarak rank( e 2)=rank g, + rank g,’dir.

2.6.5. Tensor Carpimi

k=1, .. ,n i¢in @* demetlerinin tensor ¢arpmu asagidaki sarti saglayan bir
®" (o, ") o n-lineer demet doniisiimii ile ©'®..®p"ile gosterilen bir g vektor
demetidir. B tabani iizerindeki herbir K vektdr demeti ve herbir ®eHom(g',... p™K)
n-lineer demet doéniisiimii igin Qo ®" =@ sartii saglayan bir ¢ :p — K giiclii demet

dontistimi vardir.
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#" vektor demetlerinin garpimi, bunlarin Whitney toplaminda F,'®F,> yerine
F,'®F,> alinarak benzer yolla belirlenir. rank(p'® p?)=(rank @ ")(rank @?%) oldugu

gorulir.
2.6.6. D1 Cebir

A" (g, ... ,0) > AN n-lineer egri simetrik demet déniigimii asagidaki
ozellikle g’nin n. disgiici A"g bir vektor demetidir. ¢ : A"gp— K bir giigli demet
doniigimii olmak iizere her @ : (@, ... ,%) — K n-lineer egri simetrik doniisimi

=poA" ile tek tirli olarak  belirlidir,. ¢ —> @°A" donisimi  bir
Hom(A";K) —— A"(p,K) modiil izomorfizmi belirler. x €B igin A nin lifi A"F,
‘dir. x €B, z eFy icin A" déniigimi A°(x;zi, ..., z,) = ziA ... Az, olarak tanimlidir. o ve
@ * bir dual vektor demeti ¢ifti olsun. Vx €B i¢in Fy ve F,* arasindaki <, >, skaler
carpimi  A"Fy ve A"F*  arasinda  z*eF* | z,eF,  igin
<zMA. AZ¥ 21 A Az>=det(<z*,z,>,) olarak tammli < , >, skaler ¢arpimini verir. Bu
skaler garpimlar A"p ve A"g@* arasinda bir skaler garpim belirler. Dolayisiyla bu
demetler dualdir ve (A"@)* = A p* yazilir. =0 ise A°p=BxR’dir. Agp dis cebir

demeti r=rank @ icin Agp = éo A" Whitney toplami ile yazilir. x eB’de A g’ lifi
e

AFy ve ranki 2"dir.

Bir Ap®AK=A(p®K) giigli demet izomorfizmi x €B, zeAF,, weAH, icin
z®w—>zAw olarak tamimlanir.

¢ :p — K bir gicli demet donisimi ise xeB, ¢y : Fx — Hy lineer
dénigiimlerine indirgenebilir ve A : AFy — AH, cebir homomorfizmine genigler. Boylece

Ao : Agp — AK bir giiglii demet dénigiimiidiir.
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2.6.7. Simetrik Cebir

Vi (@, 0) > V' n-lineer simetrik demet déniigimii asagidaki sartla Vn>1
icin bir V" g vektor demeti belirler. Her @ : (@,... ) — K n-lineer simetrik doniisimi,
bir y : V' — K giicli demet doniigiimii ile & =yov® olarak tek tirlii yazilir. V® g
vektor demetine g “nin bir p. simetrik giicii denir. v — yo V" eslemesi bir

Hom(v" g ;K) —=— S’(p;K)
modiil izomorfizmi belirler. V'@ demetinin x €B noktasindaki lifi V'°Fx ve k=1,...,n
zceFy ile Vi (@, 0) >Vie, Vx,z1,..,2n) =Z1V...VZ, olarak verilir.

@ ve p* dual vektor demetleri olsun. V x €B igin Fx ve Fy* arasindaki < , >
skaler carpimi  V'Fy ve V'Fy* arasinda z,eFy, Z¥ e * icin <z*!v..vz¥ zv.. 2> =
perm(<z** z,>), olarak tammli bir <, >y skaler garptmu belirler. Bu skaler ¢arpim Vg ve
V' * demetleri arasinda bir skaler garpim belirler. Dolayisiyla bu demetler dualdir,

Vp)* =" p* yazilir.

2.6.8. Diizgiin Doniisiimiin Tiirevi

(E, =, B, F) bir diizgiin lif demeti olsun. Teget demetler arasindaki 7’nin tiirevi

dn : Te—>Tp bir demet donigimiidir.

Tamim 63 : zeE’de V. (E)cT.(E) V,(E)= ¢ek (dn), altuzayina T, (E)’nin dikey
altuzay:, elemanlarina da dikey denir. Tum (dz), lineer dontgiimleri 6rtendir, dolayisiyla
boy V, (E)=boy E-boy B=boy F ‘dir. VacB’de F,= 7"'(a) E’nin bir alt manifoldudur.

Ja: Fa>E igerme doniigiimiidir.

Lemma 11 : aeB, zeF, i¢in V,(E)=gor (dj.), ‘dir.
Vec Tk altkiimesi V= U V. (E) olarak belirlenir. Tg teget demetinin bu Vg alt

zeE

demetine dikey alt demet denir. (E, nt, B, F) i¢in bir koordinat temsili {( Uy, Wo)} ise

TUaXTF “_dm—a'_> Tn-l(Ua)
J =1

Uax F —— 7' (Ud)
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degismeli emasindan

Uex Tr —> V| zio

\) = J

Usx F —— 7' (Uo)
degismeli semasi elde edilir.

Tg’nin bir alt manifoldu Vg ve boy gw= nt2r ‘dir. dj. : Tra — T doniigiimleri
liflerde lineer izomorfizm veren dj, : Tra — Vi demet doniigimleri olarak digiinilebilir.
Bu nedenle Vi ¢ ye lifler boyu demet denir.

(E, =, B, F) bir bagka lif demeti ve ¢ : E — E lif koruyan doniigiim ise d¢ bir
(do)v: Ve— Vi demet doniisimiine kisitlamir.

E iizerinde bir Z vektdr alanina, VzeE igin Z(z) vektoéri dikey veya denk olarak
Z ~ 0ise diktir denir.

VzeE igin Z(z) dik ise E’de Z vektor alam diktir.

VzeE i¢in Z ~ 0 ise E’de Z vektor alani diktir.

Zy ve Z; dik vektor alanlarinin Lie garpimi yine diktir.

Zi~ 0 ve Zy, ~ 0 ise [Z1, Zz] ~ O dir. Dolayisiyla bir dik vektor alani, £ (E) Lie
cebirinin bir  £v (E) alt cebirini olugturur.

Diger taraftan, dik vektor alanlari Vg ‘de dik kesitler oldugundan, £y (E), § (E)

halkas: tizerinde sonlu tretilmis modildiir.

2.7, Lif Demetleri

Tanim 64 : P ve B manifoldlar: arasindaki bir diizgiin dontisim = : P — B olsun.
F bir manifold, B nin bir agik ortimta {Ug}, x € U, yeF,

Yo : UaxF = 7' (Uq)

¥ x,y)=x 27)
olarak taniml bir {¥,} difeomorfizm ailesi varsa, © dontgimii F manifolduna gore yerel

carpim Ozelligine sahiptir denir. {( Ug, W)} sistemine = nin bir yerel pargalanis: denir.

Tamm 65 : F ye gore yerl carpim 6zelligine sahip bir = : P — B diizgin
doniisiimii ile bir (P,%,B,F) dortliisiine bir (diizgiin) lif demeti denir. Lif demetinde = nin

bir yerel pargalanigina bir koordinat gdsterimi denir.
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Burada P demetin toplam uzayi, B taban uzayi, F de lif demeti adini alir. Vx eB igin
Fe=n"'(x) kimesine x iizereindeki lif demeti denir. Her bir lif E nin bir kapali alt
kiimesidir. Ve e liflerinin bir ayrik birlesimidir. Bir (P,7,B,F) lif demetinin bir diizgiin dik

kesiti, moo=1, olacak sekilde bir o : B — P diizgiin dontgtimidiir.

2.7.1.Yatay Alt Demetler

Tanmm 66 : (E, n, B, F) bir diizgiin lif demeti, 1= Hg @ Vg olacak sekilde bir Hg
c tg alt demetine yatay alt demet denir. Z€E’deki lifine ( Hg'nin segimine baglidir) yatay
alt uzaylar denir ve Hz(E) ile gosterilir.

Hg bir yatay alt demet, d. : Te —> 7Ts tiirevi bir Hg — 1 demet doniigiimiine
kisitlanir. Bu demet dontgimi liflerdeki lineer izomorfizme kisitlanir. boy Hg= 2n+r dir.
E tizerindeki bir vektor alanina zeE’de Z(z)eH,(E) ise yatay denir. E tizerindeki yatay
vektor alam § (E) tizerinde bir £4(E) sonlu iretilmis projektif modiiliinii olusturur. Buna
ragmen £ (E) Lie cebirinin bir alt cebirini olugturmaz.

E uizerinde bir Z vektor alani Zye £.(E), Zuc£u(E) igin Z= Z+Zy olarak tek tiirli

ayristiriabilir. Bunlara Z’nin diigey ve yatay bilesenleri denir.

Ornekler 14 :

1. E= BxF ¢arpim demetinde, tp.r ‘nin diisey alt demeti Vew= B x Tr ve yatay alt
demet

Hpexr=Tp x Fdir.

2. Herhangi bir lif demeti (E,n,B,F) ve E tizerinde bir Riemannian metrigi alinsin.

TA(E) de V(E) nin ortagenal tiimleyeni H,(E) olsun. Bu durumda
He= | Hy(E)

zeE

bir yatay alt demettir.

Tamm 67 : G bir Lie grubu,
1. #= (P, n, B, G) bir diizgiin lif demeti,
2. T:PxG—P, T(z,a)=z.a G’nin P’deki bir sag etkisi,
3. @’nin x €eU,, a,beGigin
Wao(x ,ab)=Yo(x,a). b
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olacak gekilde bir {(U,, Wa)} koordinat temsili vardir. Bu sekilde bir (g,T) ikilisine G
yapt grubu ile bir (diizgiin) esas demet denir. T etkisine esas etki, 3. sarti saglayan
koordinat temsiline de bir esas koordinat temsili denir. 3’den zeP, acG igin

7 (z.a)=7 (z)
elde edilir. Ayrica T etkisi serbesttir ve G’nin bir zeP noktasindan gegen orbiti z’yi igeren
liftir. x €B igin Gy=n"(x) orbitleri P’nin alt manifoldlaridir. Gx— x eslemesi orbitler ve
B arasinda bir kiime bijeksinidir,

p= (P,n,B,G) bir ikinci esas demet, T esas etkisi ile veriliyor. ¢: P — P diizgiin
equivaryant donisiimine esas demetlerin homomorjisi denir. Bu homomorjizm orbit
resmeden ve dolayisiyla lif resmeden dontigimdir. Dolayisiyla ntev= Won olacak
sekilde bir ¥: B—>B” diizgiin doniigiimi elde edilir.

x €B, zeG, aeGigin ¢ homomorfizmi

¢x(z.2)=¢ x (2). (28)
bagintisini saglayan @y : Gx—>Gw(x diizgiin dontgimine kisitlanir. Burada her bir ¢y bir
diffeomorfizmdir. ¢ diffeomorfizmdir <> ¥ diffeomorfizmdir. Bu durumda ¢ * de esas
demetlerin bir izomorfizmidir. B= B ve W¥=1 ise v’ye esas demetlerin bir giigli

izomorfizmi denir.

Ornekler 15 :
1. Carpim Demeti: x €B, abeGigin sag etki
(x,a). b=(x,ab) ile Bx G, &, B, G)
carpim demeti bir esas demettir. Buna esas veya ¢arpim demeti denir.

2. Homojen Uzaylar :
G’nin bir kapali alt grubu K olsun. (G, =, GIK, K) lif demeti, K’nin G

tzerinde sag ¢arpim etkisi ve K yap1 grubu ile bir esas demettir.

2.7.2. Birlesmeli Demetler

Bir T esas etkisi ile bir esas demet o= (P, nr, B, G) ve bir F manifoldu tizerinde

G’nin sol etkisi, s: GxF — F olsun.

Tanim 68 : G'nin PxF mznifoldu iizerindeki Q sag etkisi zeP, yeF, acG ile
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Qu(z, y)= (z y).2= (za, 2".y) (29)

dir. Q’ya G’nin birlegmeli etkisi denir. Birlesmeli etkinin orbitleri kiimesi Px gFile
gosterilir. Q : PxF — PxcF projeksiyonu ile (z, y) boyuncaki orbit q(z, y) alinur.
T, trivial projeksiyonu ile
PxF —»  PxcF
- leg
P — B
degismeli diyagramindan bir g: PxcF — B doéniigimii q ile belirlenir. xeB’ de

g ()=F, dir.

Onerme 12: PycF iizerinde agagidaki kogullar: saglayan bir tek diizgiin yapt
vardir.

1. &= (PxcF, g, B, F) bir diizgiin lif demetidir.

2. q: PxF = PxcF dizgin lif koruyan doniigimii zeP, her bir lifinde
dq ZzxF ——  Fr(y diffeomorfizmine kisitlanir.

3. (Px F, q, PxcF, G) Q esas etkisi ile bir diizgiin esas demettir.

4. T, esas demetlerin bir homomorfizmidir.

Tanum 69 : Yap1 grubu G, lifi F, p ile birlesmeli & demetine /if demeti ve q’ya esas

doniigiim denir.
2.7.3. Birlesmeli Demetler Uzerinde Equivaryant Doniisiimler

= (P,n B G) bir ikinci demet ve bir F manifoldu izerinde G’nin bir sol etkisi S ve
V:P 5P, a:F—>F diizglin equivaryant déniigiimleri aliniyor.
G’nin joint etkilerine gére vxa: PxF — PxF donisiimii equivaryanttir. (esas

demetlerin bir homomorfisidir). Dolayistyla

PxF —_—> PxF
\2 \’

PXGF —_— PxGF
Vx gl
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degismeli semasindan vx ga diizgiin déniigiimdiir. v ile elde edilen bir diizgiin doniisim
¥ : B — B olsun. Bu durumda

Vx gl
ch}F e 4 Px(}F

g ¥ Vg

B —=> B

diyagrami degismelidir. Ornegin birlesmeli demetler arasinda vxgo bir lif koruyan

doéniisimdir. o bir difeomorfizm ise z€P, x= 7 (2)

F 2> F
qz\LE Ewquv(z)

(VxGa)z

degismeli gemasindan her bir (vx g o), de difeomorfizmdir.
P="P ve v=1 ise B’de idantik dontigimu veren bir (i1xc @) : Pxg F>PxgF Iif

koruyan dontigim elde edilir.

Ornekler 16 :
1. F= {nokta}. Bu durumda Px ¢ F= B ve (PxF, q, PxcF,G) esas demeti P ile

estir.
2. F tizerinde G’nin etkisi trivial ise €= (BxF, g, B, F) de trivialdir. Hatta P
esas demeti trivial ise € de trivialdir.

3. ac@G, a.y=y, G etkisi altinda yeF sabit olsun. Bu durumda j : {y} > F

igerme doniigimtii equivarianttir ve

PXG{Y} — ngF
= wL ng

B —> B

diizgiin degigmeli diyagramini verir. Burada o, £’da bir dik kesittir.
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4, A - geniglemesi: Lie gruplarimin bir homomorfisi A : G — K ise aeG, yeK
i¢in a.y= M(a)y ile K iizerinde G sol etkir. Buradan Py= (Px oK, g, B, K) demeti elde edilir.

Diger taraftan K’nin bir ¢arpim donisiimii (PxK) x K — PxK sag etkisi belirler.
tizerinde garpan olan bu déniigiim bir Ty : (PxcK) x K = PxcK serbest sag etkisi verir.

Ty’ mn orbitleri agik olarak Px K’ min lifleridir. Dolayisiyla (Py, T) bir esas K —
demetidir. Buna P’nin A - geniglemesi denir.

5. Yap: grubunun kisaltilmasi: Lie gruplarinin bir homomorfisi A: G — K ve
= (P,%, B, K) bir esas demet. acG’ de v (z.a) = v(2). 1 (a) sartimt saglayan, tabanda
birimi veren, bir diizgiin lif koruyan déniigim v : P—> P dir. Bir p=(P, %, B, G) esas
demeti A ile P’ nin yap1 grubu K’ dan G’ ye kisitlamasidur.

Boyle bir kisitlamadan esas demetlerin P’ den P’ ye A - genislemesindeki bir
izomorfizm elde edilir. 3= (PxcK, g, B, K) nin A - geniglemesiyle herhangi bir esas
demet p=(P, 7, B, G) ise v,: P - Px K homomorfizmi P,’ nin yap: grubunun K’ dan G’

ye bir kisitlamasidir.
2.7.4. Vektor Demetleri

Lifi R" (reel sayilar iizerinde bir n — boyutlu vektér uzayi) ve yapi grubu GL(n; R)
y

(genel lineer grup) ile bir lif demetine vektér demeti denir.

Tanmmm 70 : E ve B topolojik uzaylar, asagidaki sartlar1 saglayan bir m: E B
diizgiin dontisiimi ile (E, &, B,F) dortliisii bir vektér demeti adim alir.

1. (E, =, B,F) bir diizgiin lif demetidir.

2.¥xeB igin w'(x)=F, lifleri v¢ F R reel sayilar lizerinde vektor uzayi

yapisindadir.

3. Yox : F — Fy lineer izomorfizmleri ile {(Uqy, o)} bir koordinat gosterimidir. Lif
demetlerinde oldugu gibi E toplam uzay, B taban uzayi, x lzerindeki lif ©'(x)= F,
@ : T (U) »>Ux R® bir koordinat fonksiyonudur.

boy F =rank p aliur.
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Bir g vektor demetinin bir ' altdemeti ; taban uzay1 ayn1, herbir F'y lifi Fy’in bir
lineer altuzay:r ve toplam uzaylar arasinda bir diizgiin i: E'>E igerme donusiimii ile bir

vektdr demetidir.

Ornekler 17 :

1. Teget demetler diizgiin vektor demetleridir.

2. F r-boyutlu reel vektor uzayi, n(x,y)= x izdisiimi ile B izereindeki r rankli
trivyal demet g =(B xF,n,B,F) dir ve Bx F veya €" ile gosterilir.

3. p=(E,n,B,F) bir vektor demeti, OB bir agik alt manifold, @ |o kisitlamasi,
ol w0) ile g |o=(n"(0),n0,0,F) dir.

2.7.5. Birlesmeli Vektor Demetleri

F sonlu boyutlu (reel veya kompleks) vektdr uzayr ve G’ nin F’ de bir temsili S
olsun. Bu durumda P x gF bir vektoér demetidir.

Her bir xeB, zen'(x) ‘ de q,: F —%— F, difeomorfizmleri ile acG’ de
Jza = qz oS (a) bagintisi vardir. Her bir S (a) bir lineer izomorfizm oldugundan, g, lineer
izomorfizmleri igin Fy’ de bir tek lineer yap1 vardir. Fy’ deki sifir vektor zen™(x) ¢ de
O¢= q (z,0) ile verilir.

?

E i¢in {(Uo, Vo)} koordinat temsilinin her bir @4 « 1 bir lineer izomorfizmdir.
Dolayisiyla {(Uy , V&)} vektor demeti koordinat temsili ile (E bir vektér demetidir. g
liflerde izomorfizme kisitlandigi igin (P x F, mp, P, F) tirivial demettir.

Bir H vektoér uzayinda G’ nin bir temsili ile o : F — H bir equivariant lineer
doniigiim ise her bir lifte 1 x¢ o | PxgF — PxgH lineerdir ve bir (giighi) demet
dontstimidir.

F ve H’ a karsilk vektor demetleri £ , nve F® H, F® H, L(F; H), F, AF
uzaylarinda G’nin indirgenmis temsillerini digiinelim. Bu temsillere kargilik birlegmeli
vektor demetleri sirasiyla € ©m, £ ® , L (€; 1), £, AE ‘dir. Bu vektor uzaylan
arasinda gesitli kanonik déniigiimler

Evaluation: L (F; H)® F - H

Composition : L ® Lg— Lg

Projeksiyon : L ® H—> F
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Trace:Lr— R

G’ nin temsilleri ile degigmelidir. Dolayisiyla vektér demetleri arasindaki su
dontigtimleri verirler.

Evaluation : L(: ) ® £ > n

Composition : Lg ® L: — Lg

Projection: £ @ — &

Trace : Lg— S (B).

Lemma 13 : aeB, zeF, igin V,(E)=gér (dj.), dir.
VecTraltkimesi  Vg= U V.(E)

2eE
olarak belirlenir. Tg teget demetinin bir Vg alt demetine dikey alt demet denir. (E, &, B, F)
i¢in bir koordinat temsili {( Uy, ¥o)} ise
TUaxTr —2=s  Tr'(Uy)
2 3

Ua x F ’—Wa——) T ! (Ua)

degismeli diyagramindan

Ua x Tr g VH r1(Ua)

Usx F — % 7'(Uy)
Vo

degismeli diyagrami elde edilir.

Tg’nin bir alt manifoldu Vg ve boy Vg= nt+2r dir. dj, : Tra = Tg domigimleri
liflerde lineer izomorfizm veren dj,: Tra — Vg demet donigiimleri olarak diigiiniilebilir.

(E, m, B, F) bir bagka lif demeti ve ¢ : E — E lif koruyan déniisim ise d¢ bir

(do)y: VE—>VE demet doniisimiine kisitlanir.
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E tzerinde bir Z vektor alanina, VzeE igin Z(z) vektoru dikey veya denk olarak
Z ~ 0 ise diktir denir.

VzeE i¢in Z(z) dik ise E’de Z vektor alan: diktir.

VzeE igin Z ~ 0 ise E’de Z vektor alan diktir.

Z, ve Z, dik vektor alanlarinin Lie g¢arpimi yine diktir.

Zy~ 0 ve Z; ~ 0 ise [Z), Z;] ~ 0 dir. Dolayisiyla bir dik vektor alani, £ (E) Lie
cebirinin bir £v (E) alt cebirini olugturur.

.Diger taraftan, dik vektor alanlari Vg ‘de dik kesitler oldugundan, £y (E), S (E)

halkas1 izerinde sonlu Uretilmig moduldir.

Tammm 71 : M ve N diizgiin manifoldlar olsun. © : M — N déniigiimii N’de M’nin
bir bolim manifoldunu belirler. Dolayisiyla herbir (dz)x 6rtendir.Dolayisiyla da A(dm).
ortendir Buradan A(drn)* : ATy(M)* < ATxx(N)* dual dontsimleri birebirdir.
Dolayisiyla ©t* : A(M) <~ A(N) birebirdir.

2.8. Esas Demette Bag

#=(P,n.B,G) esas demetinde G’nin P Uzerindeki sag etkisinden, G’nin Tp teget
demetindeki bir dT sag etkisi elde edilir. ac G, g e Tp igin dT(¢@, a) = (dT,)¢ olarak
alinir, aeG, mot, =7 esitliginden dnedT, = dn’dir. Dolayisiyla Vp dik altdemeti dT’ye

gore invaryanttir.

Tanm 72 :

@ V=V

(iD) zeP, gor V. = V,(P).

(i)  V equivaryanttir.Yani acG’de dT, oV =VodT, dir.

Sartlarimi saglayan bir V :Tp — Tp giigli demet doniisimiine gde bir esas bag
denir.

Burada;

(1) zeP’de V,(P) lifi ile Vp dikey demettir.

(2) Bir V esas bagi, zeP’de V,: T,(P) > V,(P) lineer bagina kisitlanur.
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Ornek 18 : P = Bx G trivyal demeti igin BxTe dik altdemet ve V bir bag olmak
lzere p €T,, 0 € TG)ile V(¢,08)=(0, @) ‘dir. Her esas demetin bir esas bag: vardur.

2.8.1. Bag ile Yatay Altdemet

zeP |, ¢ek V, c T4(P) altuzaylart tp ‘nin bir Hp altdemetinin lifleridir. Hp yatay
altdemeti ile tp= Hp®Vp ‘dir. Bu demete bag ile birlesmeli yatay demet, liflerine de yatay
altuzaylar denir ve H,(P) ile gosterilirHp yatay altdemeti G etkisine gore invaryattir.
Hatta V — Hp donisimi esas baglar ve G- invaryant yatay demetler arasinda 1-1

ortendir.

Ornekler 19 :

(1)  P=BxG trivyal demetinin Bx Tg dik altdemeti ve ¢ €T, €T.(G) ‘de
V(p,0)=(0, 8) esas bag: ile yatay altdemet Hp = Tpx G “dir.

(2)  P’de bir Riemannian metrigi acG, dT, : Tp — Tp demet doniigiimlerinin
timii izometriler olacak sekilde almyor.Bu durumda Hp = Vp© bir G-kararlt yatay
altdemettir. Esas bag VzeP’de T,(P) — V,(P) ortogonal projeksiyonudur. & ’de birV esas
bag1 ve Hp yatay altdemeti alinsin. H :1-V : T, — Hp projeksiyonunun g¢ekirdegi Vp’dir, V
ve H giicli demet dontigimleri oldugundan zeP, Z<£(P) ‘de

V. : £(P) — £(P) ve Hx : £(P) »> £(P)

(V+Z)(2) =V(Z(2)) ve (H» Z) (z) = H(Z(2)).

Hp’deki dikkesitlere yatay vektor alani denir. Yatay vektor alanlari modiilii £4(P)
ile gosterilir. Lie parantezi isleminde invaryant degildir. ts= Hp®Vp pargalanigindan
Z — (H+Z,V+Z) ile belirli £(P) = £4(P)® £v(P) direkt pargalamg: elde edilir. V operatorii,
G’nin etkisine goére equivaryant oldugundan H’da equivaryanttir. aeG, H» ve V-
izomorfizmlerle degismelidir. (T.)s : £P) — £(P)Z invaryant ise HsZ ve ViZ'de
invaryanttir. Dolayisiyla yukaridaki direkt pargalanig £4'(P) = £I(P)@£H(P) ve
£1P) = £@P)® £4(P) ile £4P) = £4(P)® £/(P) direkt pargalamsmna kisitlamr. $(B)-
modiillerinin 7 : £(P) —> £(B) 6rten homomorfizminde gek T« = £/(P) olddugundan 7.
bir 7t» : £5'(P) — £(B) izomorfizmine kisitlanabilir. A : £(B) — £4'(P) ters izomorfizmine V

esas bag1 igin yatay kaldirma izomorfizmi denir.
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Onerme 14 : X, X,€£(B) ile kaldirma izomorfizminde

)»([Xl, Xz]) =H*([>»X1, 7»X2])’d1r .

Ispat: X1, X2€£(B), T M([ X1, Xa])-[X1,X2]=0 oldugundan
ﬂtx([Xl,Xz]) = [Xl,Xz] = [TC*}»X1,TE*7\.X2] = TC*([ Xl,Xz]) “dir.
Dolayisiyla MX,X2]) - [AX1,AX5] dikeydir.  Buradan

A[X1,Xz2])= HsA([X1,X2]) = H([AX1,AX5]).00
2.8.2. Bag Formu

g esas demetinde V : Tp — Tp bir esas bag, PxE — Vp bir gicli demet -
izomorfizmi vardir. Bu izomorfizmin tersi ve V ile bir a : Tp — PxE giichi demet
dontigimii olugur. zeP, heE ile (z,h) - Zh(z) = (dAz)e(h) PxE——> Vp tanumlidir.

BeTP) icin a(B)=(z,(dA,)."V0) “dir. Dolayistyla, w P’de bir E-degerli 1-formu
icin w(z;0) = (dAy)™ (V20).

Tanim 73 : Yukaridaki w’ya V ile birlesmeli bag formu denir.
P uzerindeki her E-degerli f fonksiyon bir Zr dik vektor alani belirler. Ye£(P) ve

w(Y) fonksiyonu ile w’nin tamimindan Zyyy = V+Y ‘dir. w(Y)=0 < Y yataydir.

Onerme 15 : Bag formu su ozellikleri saglar:

(i) beE, i(hyw=h.

(i) ac G, T, w=(Ad a™)w.

Tersine o A'(P;E) bu sartlar: sagliyor ise g ’de bir tek esas bag, kendisi bag formu

olcak sekilde mevcuttur. w,G’nin adjoint temsiline gore equivaryanttir.

ispat : Yukarida bahsedilenlerle V bir esas bag, we A'(P;E) olsun.

() zeP, heE  (i(hw)(2) = W(zZu(2)) = (dA,) (dA)h =h.

(i) Tae Az = AzaoTa1 oldugundan acG, dT,o (dA,)e=(dAz,).0 Ada™. V-equivaryant
oldugundan acG ,zeP, yeTP) icin w(z.a;(dT.)y) = (Ada )y(zy) dir.
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Tersine p, P tizerinde E degerli bir 1-form olsun. Yukaridaki sartlari saglasin.
Buradan herbir p(z): TAP) — E bir lineer doénigimdir. zeP’de V: Tp — Tp
V(z) = (dA,).0p(z) olarak alinan doniigiimle V, p’yu veren tek esas bagdir. 0

Sonug¢ 3 :heE’de bag formu su bagintilar: saglar:

i(hyw =h ve B8(h)yw= - (adh) w.

P’de E degerli bir p 1-formu bu bagintilan saglasin G baglantili olsun. Bu durumda
p P’de bir 1-formdur.

Ispat: Onceki 6nermelerin bir sonucu olarak goriliir.
2.9. Esas Demette Egrilik

¢ esas demetinde bir esas bag V olsun. Karsilik gelen bag formu w , yatay
doniisim H ve kovaryant dig tirev V aliniyor. Buradaki kovaryant dis tiirev V bagi ile
birlesmeli H" yatay doniigiim ile soyle tammhidir ( A(P;W) vektor degerli dif formlar

uzay1):

Tanmm 74 : Bir V esas bag ile birlesmeli V kovaryant dig tirevi, V = H 08 olarak
verilen bir V : A(P;W) — A(P;W) lineer doniigiimiidir. Ag(P;W) temel formlar uzay
kovaryant dig tiireve gore invaryanttir.

2.9.1. Egrilik
V bagmin Q egrilik formu P tizerinde E-degerli Q =V, 2-formu olarak verilir.

Onerme 16 : Egrilik formu su 6zelliklere sahiptir:

(D heE,i(h)Q=0 = Qyatay.

(2) 2eG, T, O=(Ad 21)Q = Q equivaryant.

(3) Y1, Y, € £4(P) yatay vektor alanlann =  V«([ Y1, Y2])=-Zqy, vy dir.
Burada Z;, fe S(P;E) ile tiretilen dikey vektor alanidir



55

Ispat: (1) agik, (2) bag formunun ozelliklerinde belirtildi.Y;,Y> yatay oldugundan
w(Y1) = w(Yz) = O0’dir. Dolayisiyla Q(Y1,Y2) = ow(Y1,Y2) = -w([Y1,Y2]). Ye£(P),
VY =Z ) ‘den dolay: (3) gorilir.

Sonug 4 : Egrilik sifirdir ancak ve ancak herhangi iki yatay cisminin Lie garpimi
yataydir.

Ispat: Bakiniz [1].

E’deki Lie garpimiyla bir reel bilineer dontisiim

[,1:AMPE) xAP,E) — A(PE)
alinir, [W,W]EAZ(P;E) diferensiyel formu, @;, 2 T(P) i¢in

[w,wl(z; @1, 92) = 2[ W(z; 01) , W(z; 92)]
olarak alinir.

Onerme 17 : Egrilik formu igin;

1) Q=0w +% [w,w] ( Maurer-Cartan yap1 denklemi)

(2) V Q= 0 (Bianchi esitligi)

saglanir.
Ispat: Bakimz [1].
Sonug 5: fe$;(P;W) = V=Q (f)’dir.
2.10. g Esas Demetinde Weil Homomorfizmi

¢ esas demetinde, V esas bag olsun. Bag formu w, egrilik formu Q, yatay izdiigiim

H*, distiirev ise V alinacak.
2.10. 1. Coklineer Fonksiyonlar

hy, .. heE, Fe ®*E" E’de reel degerli k-lineer fonksiyon,
I'thy, ... h )=<T,h®.. Qh>
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veriliyor. Dolayisiyla
I's: APE) x ... x A(P;E) —— A(P)
déniigtimi belirlenir. v , ... ,wx € A(P;E) ‘lerle

F(\Vl s Yk ) =T (Wl PIRED ’Wk)
‘dan dolay1 I's basitce I" alinir.

Lemma 18: T} c®’E’ , T, € ®E ve I ® I, € QPN E" | ; eA(PE),
i=1,..,p+q igin
(T1®TI2) (Wi, oo sWprg) = T1(W1 5 - ;WA T2(Wpi1 5 .. ,Wptg) (30)

2.10.2. y Homomorfizmi

E" tizerindeki v E* simetrik cebiriile y:vE ——>  A(P) homomorfizmini
yazalim.

P iizerindeki egrilik formu E degerli bir 2-formdur. Bir I' € ®E’ lineer doniisimi

icin BAO)=T(Q,...Q) ile B: ®E" — > A(P) tammli olsun.

Lemma 19 :

(1) B bir cebir homomorfisidir.

(2) B(®E" ) < A™(P).

(3) m : ®E —— v E kanonik projeksiyonu ms(h;’ ® ...®h, )=h;Vv...v hy
olarak almsin. Biry : vE ——  A(P) homomorfisini saglayan . tizerindeki P faktorleri
ile

*

®E

w‘
T A(P) (B31)

S

Y
vE

semas1 degismelidir.
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Ispat: Bakiniz (1).
2.10.3. y ve B I¢in Belirli Formiil

Cok lineer fonksiyonlarin tanimu ile , TP(E) E’deki p-lineer fonksiyonlarin uzay: ile
®PE’ tammlanir. ['e TP(E) ve Z;c£(P) igin

1
BI)Zs,....Z2p) = o7 > € o HQUZoZo)s- -2 Zo(ap1,Z o)) (32)

oeS??

*

elde ederiz. B(I") sadece I"nun simetrik pargalarina baglidir. ®PE" e vPE

projeksiyonu T*(E) —— SP(E) dontigiimiine benzer olarak
() (hy, -...h )= Z T(hoqy, - ho) (33)

dir. Diger taraftan is; SP(E) ——> TP(E) igermesi bir vPE —— QPE’ doniisiimiine

benzer olarak
is(h1*\/...v hp*)=z hc;(l) R..R hc(p)* (34)
dir Dolayistyla I'ev P E' igin s iI=p!I dir. Buradan 'ev ? E’ ‘da
1 . 1 ) |
YI)=(— (7 (D)= )=(—)B (D)= (—=)E)(€2,...©2) (35)
p! p! p!
dir. Z;e£(P) i¢in I simetrik p-lineer fonksiyonu ile

1

2?

YL (Zs,....Zop)= Y €l QZogyZow), - UZoap-1). Zozp))) (36)

oes*

elde edilir.
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2.10.4. Weil Homomorfizmi

1 AB) —— A(P) doniigimii bir ©: AB)—=—> Ag(P) izomorfizmi olarak
diistiniilebilir (Burada A(P)’nin yatay ve invaryant formlarina femel jform denir ve Ap(P)
ile gosterilir). 7 oyg = y1 olacak sekilde bir tek ys : (v E) —— H(B) homomorfizmi
vardir ve 8 o yp=0 esitligini saglar.

¢ek 5=Z(B), Z(B) —— H(B) projeksiyonu ile yg homomorfizminden bir
h,: (VEY — H(B) (37)

cebir homomorfizmi elde edilir. h,( (v E") )c H®B) ‘dir. h, nin tanimlanmasi igin

sadece V esas bagi ile esas demete ihtiyag vardir.

Teorem 20 : h, cebir homomorfizmi bagin se¢iminden bagimsizdir. Dolayisiyla

f demeti i¢in invaryanttir.

Ispat : o esas demetinde w,wo , w; esas baglar ve Q, Qo ,Q; kargilik gelen esas
egrilikler olsun. @ x R =(PxR, nx 1 ,BxR ,G) esas demet, feS(R) fonksiyonunda f{t)=t
olsun.Bu durumda P x R tizerinde

w=wox (1-f)+wi xf
E-degerli 1-formu bir bag formudur. zeP, x €B, (v=0,1)

jo (z) = (z,0) h@=E1

io (x) = (x,0) i (x)=(x,1)
ile belirli j, : P —— PxR ve iv:B —> BxR birebirdir. Buradan jo ve j esas
demetlerin homomorfizmleridir. jo- Q =Qy ve ji Q =Q; oldugundan joo W =wp Ve
ji'w=w, ‘dir. wo ,w; ve w ile tanimli homomorfizmler (yo )1 , (1)1 vey1olsun.

Fo)=jo °om ve (1) 1501 omt
dir.Buradan (yo )= o oys ve (y1)B= iy oyg .Dolayisiyla hy = " h ve hy=i,"h ‘dur.
Fakati; ve ip homotopiktir. Dolayisiyla i;* =io"*dir. Buradan hy =h, elde edilir.
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Tanmm 75 : g esas demeti i¢in h,, cebir homomorfizmine Weil homomorfizmi
denir. gor h, altcebirine H(B)'nin karakteristik altcebiri ve elemanlarina da g igin
karakteristik sinif denir.

Ayrica,

(1) Z H®(B) degismeli cebirinin bir ileri altcebiri gor hy, dir.

14

(2) & demetinin sifir egrilikli bir bag varsa Weil homomorfizmi trivyal ve
karakteristik altcebiri pozitif dereceden sifirdir. g~ = (PxG ,np , P ,G ) carpim
demetinin Weil homomorfizmi trivyaldir.

(3) Gbaglantili, E'nin  VE" ‘daki temsili 6, (VE)=(E)s,
hi",...h, €E"ile

8(h)( hy'v...v hy) =- hy*v... vad(h) b v...vh, (38)

dir. Dolayisiyla  hg: (v Eo-o —> H(B) bir homomorfizmdir.
(4) G kompakt ve baglantili olsun. H(B) kohomoloji cebiri , (A(B),d) dereceli

diferensiyel cebiri ve h, Weil homomorfizmi ile belirlenir [1].

Teorem 21 : Aym G yapt grubuile ¢: g ——> @~ esas demetlerin bir
homomorfizmi, y : B —— B” bir indirgenmis dontisiim, hy, ve hy~ sirasiyla o ve o

demetlerinin Weil homomorfizmi olmak tizere

hpn H(B)

\j“’#

he H(B)
diyagrami degismelidir.

Ispat: Bakiiz [1].
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Sonu¢ 5 : hy‘nin (v * E) ‘va kisttlamgt h,*, (v 7 E')1=Z (M E" ) igin

J>0

m*oh, " =0"dir.

Ispat: p” =(PxG,np,P,G) sarpim demetinden g’ye T : PxG —> P homomorfizmi

taban manifoldlarinda w : P — G doniisimiini verir. p” trivyal ve 7 h, =h, =0

oldugundan h =0 ‘dir.

2.10.5. Bagin Degisimi

wo ve w; &’ de iki bag formu, 6 =w; —wy olsun. heE, 6 P’de E-degerli bir
esas 1-form, acG

i(h)6 = wi(Z1) - wo(Zy) = h-h =0

T. 6 =(Ad a™)®

B(h)6 = - (adh)b .

PxR ‘deki bag formu wile w=wox1+0 xf yazlabilir.v T'e(v ? E"); igin
(1) BT = (yo)I" = 8@ olacak sekilde bir @ A*" (B) vardir.

Burada @ soyle belirlenir: is:vPE" —— ®PE’ doniisimi kullanilarak E’de
p-lineer simetrik fonksiyonlarla v P E" tanimlamr. Fev ? E, y1,..y:cA(P;E) ile

<T, wlkv...vwrk> =[<y1..V1, ..., Yr... Y>>

notasyonu kullanilir.

Onerme 22 : Yukaridaki notasyon ve hipotezle , B’deki ® (2p-1)-formu,

(1)l = (0)sl’ = 8 (39
dir. Burada
. 1 i i 11 1 k
o= ——— <, 0v—= (VO)v— (= [6,8]v=(Q0)™> (40)
irjihapa ET2j+1 il Jt 2 k!

Ispat: Bakimiz [1].
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Sonu¢ 7: Q=0 egrilikli wo bag:1 ile g esas demetinde herhangi bir bag

formu w; ve 8 = w; — wg olsun.

To= Z !

<r,0viweyvilipeny> 1)
ivjop1t Pt il gt 2

olmak iizere I'e(vPE )igin (y))pl' =8P “dir.
2.10.6. h"," Homomorfizmi
B n-manifoldu tizerindeki bir o = (P, n, B, G) esas demeti,
hy: (VEY —> H(®B)
Weil homomorfizmi olsun. p>n igin H (B)=0 oldugundan h,, bir
h'," (v'E) ——H(B) (42)

homomorfizmine genisler. Agik olarak gorh”,” = gor h,, dir.

Ornek 20 . (Homojen uzaymn Weil homomorfizmi)

Bir G Lie grubunun bir H kapali altgrubu ve bir W vektér uzayinda H’in bir
gosterimi @ olsun. g = (G,7,G/H,H) esas demeti ve @’ye gore birlesmeli vektor demeti

X =(GxuW,d, G/H,W)
olsun. G ve H’in Lie cebirleri E ve F olsun. E’nin bir par¢alanigi H etkisinde F @ F=E
olsun. Burada p: E —— F projeksiyonunun ¢ekirdegi F;’dir. hke Folmak iizere Q
egriligi

Q(e;h,k)= - p({h.k])
ile g’de bir G - invaryant esas bagi belirlenebilir. Bu esas bag XK ’da bir Vx lineer bag:
belirler. Esas bag G - invaryant oldugundan , G’nin GxgW’daki dogal etkisi bag koruyan

demet doniisiimleridir.
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Vx lineer baginin R egriligi GxuyLw demetinde deger alir ve G’nin etkisi altinda
invaryanttir. Dolayistyla R tamamiyle R(8)eA’T x(G/H)' ® Ly ile belirlenir.

(@M =(@*(R)  ve  R(E(dm)h,(dm)k)=- O (p((h,k]))
elde edilir. Buradan hx homomorfizmi s6yle tammlamr: I'e(VPL w)ise hjeF,olmak iizere

hx(T), tek tiirlit belirli we A*P(G/H) diferensiyel formuyla belirlidir ve su esitligi saglar:

. -1 : :
(n w)(e;hl,...,th)=(2—p|)2 el'(@ (plhoqy,ho@)], ., @ (Plhoep-1),he(2p)] ). (43)

2.10.7. Demet Degerli Diferensiyel Formlar

P=M,t,BF) ve o’ =(N,p,B,H) reel vektor demetleri olsun. Bir manifold
Uzerindeki diferensiyel formlarin bir vektér demetindeki diferensiyel formlara
dontigimiini inceleyelim:

B’nin teget demeti tg, x’deki lifi Tx(B)x ... xT«(B) — Fx egri-simetrik p-lineer
doniigimleri igeren AP(tg; ) demetini disiinelim. B iizerindeki bir Q g-degerli p-formu
AP(1p; ) demetinde bir dikkesittir. V x B noktasinda bir Q(x) : Tx«(B) — Fx egri simetrik
p-lineer doniisimleri vardir. B iizerindeki ¢ -degerli p-formlar S(B) halkas: tizerinde bir
AP(B; ) modiilii olusturur, AP(B; ¢) = Sec AP(1g; £) ‘dir. Dolayisiyla A’(B; ) = Sec g
“dir.

g bir trivyal demet (M=BxF) ise bir g-degerli p-formu F vektor uzayinda
deger alan B iizerinde bir p-formudu, A’(B; g )= A?(B;F).

n

AB;p)=), A’B;p) (44)
=0
A(B) dereceli cebiri tizerinde A(B; ) bir dereceli sol modiildiir. Carpim iglemi
®cAP(B), Qe AYB; p), x €B, hieT«(B) igin
1

_ €, 006N, 1yseees Py ) )20 P,y P
((DA.Q)(X; hl; ,hp+q) — p!q! a;ﬁ o‘¢( 6] (p)) ( (p+1) (» q)) (45)

olarak tanimlidir.
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Lemma23:¢: o — &' bir demet doniigiimii , liflerde y : B — B’ izomorfizmine
kisitlaniyor olsun . g , g’ demetlerinin dualleri K, K’ olsun. Q* cA(B’K") ve
QeAB'; g') igin <*Q*,p*Q> = y*<Q* Q>

Ispat: ®,yeA(B'), peSecK’, peSec '’ olmak tzere Q*=OAp* Q=yAp olsun.
x €B, <¢* p*,0*p>(x ) = <@*«(p*(W(x))),0™ (p(w(x)))>
= <p*(W(x)),p(w(x))>
= (y*<p*,p>)(x).0

2.10.7.1. Lineer Baglar

Tamm 76: Bir ¢ demetinde bir flineer bag feS(B), peSecp igin
V(£p)=3fAp + f.Vp olarak tammli V: Secgp — A'(B; ) bir I'reel lineer doniigiimdiir.

B tizerindeki her X vektor alani igin Sec ¢ ’deki bir Vx operatorii
Vx=1(X)oV (46)
olarak verilir.

Ornekler 21 :
1. o trivyal olsun : (M=BxF), A(B;)=A(B;F) dir. Bu durumda

5 : $(B;F)— A'(B;F) 47
dis tiirevi g ’de bir lineer bagdir ve standart bag adin1 alir.
2. Teget demet: Bir M manifoldundaki bir lineer bag, 1 teget demetinde bir V
lineer bagdir. Boyle bir bag veridiginde bir S: £(B)x £(B) — £(B) doniigiimii

S(X,Y) = VY - VyX - [X,Y] (48)

olarak alinabilir, bir tp-degerli 2-formdur: SeA*B;ts) ve V’min torsiyonu olarak

adlandirilir,
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Onerme 24 : Her o vektor demetinin bir lineer bagi vardr.
Ispat: Bakimz [1].0

Ornekler 22 :
1. ’nin duali g* olsun. p*’da bir tek V* lineer bag: p*eSecgp*, peSecp ,

<V#p*,p> + <p*,Vp>=<p*,p> (49)

olarak tantmlidir. V*’a V’nin duali denir.
2. Whitney Toplami : p® g’ demetindeki bir V@OV, lineer bagi peSecp,
p’eSecg’ i¢in

(V@Y o)(p®p') = V @V pp’ (50)

olarak verilir. V, ve V- ‘nin direkt toplami adim alir. g ve ”da V, ve Vg’ ya dual

baglar V) ve V1 ise V1 @V o1 bagl V oDV o “na dualdir.
2.10.7.2. Egrilik
£(B) x £(B) x Secpp — Sec g donigiimii

X.Y,p)>(Vxo Vy-Vyo Vx -Vixy)p (51)

olarak verilir. S(B) iizerinde trilineer bir déniisimdiir. Dolay1styla
RX,Y)(p)=(Vxo Vy-Vyo Vx-Vixy)p (52)

esitligini saglayan bir tek Re A’(B;L ) 2-formu vardir ve V  lineer bagmmn egriligi adim

alir.

Onerme 25 : Egrilik formu asagidaki bagintilar saglar:

(1) yeAB; p), Vy=R(y) ve
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(2) Ap’deki bag V'’ ise V'R = 0 (Bianchi esitligi).
Ispat: Bakimz [1].

Ornekler 23.

1. Dual demetler: x €B, aeLgy, o0 —> o* olarak tanimli bir L, — L ,» giiglii demet
donigimi olsun. Q — O olrak tanimli A(B;L,) — A(B;L,») donigimi vardir. Bu
durumda V’ya dual g *’da V* bag igin egrilik R ,+= (R )* ‘dir.

2. Whitney toplam ve tensor garpim : @ ve ¢ "nin lineer baglar1 V, ve V. ve
egrilikleri Ry, ve R,y olsun.Bu durumda o @ g’ ve o ® g daki egrilikler

Rypop =Ruo®Ry, ve Rpep=Rp®1, +1,8R
olarak alinir.

Bir Bag i¢in Yatay Déniisiim
=M, n,B,F) reel vektor demetinde Ty nin Vy yatay altdemeti zeM noktasindaki
lifidir ve V(M) = g¢ek(dn), yazilir. (dn), : T.(M) — T(B) lineer donisiumleri bir

d7 :tm— (1) glglii demet donigtimii ve giiclii demet dontigiimlerinin bir

O0—-Vu =M —i’;»n*(tB) -0 (53)

dizisi VzeM’de bir kisa tam dizidir. zeM, v, : Tr(B) — TA(M) lineer d6niigiimlerinin bir
ailesi y:7m*(tB) — M gligli demet donisiimiine d 7 oy=1 ise, % igin bir yatay form adi
verilir.

$ icin bir yatay dontgiim y ise zeM’de T,(M) = gory,®V,(M) ‘dir. Dolayisiyla
gory, altuzaylan Ty nin bir Hyy yatay altdemetinin lifleridir. Simdi g’de bir V lineer
baginin bir yatay dontgim belirledigini gosterelim: VzeSecgp bir (x€B),
(dm)s: Tx(B) — TpM) lineer doniigiimleri belirler. jx : Fy — M igerme donigiimiinden
Fr=Tx(Frz) ve bir (djr), ‘1 bir lineer izomorfizm olarak w; : Fr,—=— V,(M) tanimlanir.
Buradan ¢’da bir lineer bag V ise VpeSecp (woV,)«(h) = wyo(Vp(x;h)) olarak verilen
(woVp)x : Tx(B) = V(M) lineer doniigtimlerini belirler.
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Onerme 16 : g’de bir lineer bag V olsun. g igin x €B, peSecp Yo =(dp)x —
(woV,)colacak sekilde birtek y yatay doniigiim vardir.

Ispat: Bakiz [1].

Tanimm 77 :y’ya V ile birlesmeli yatay doniisiim denir. Bu durumdaki Hy yatay
demetine V lineer bag ile birlesmeli yatay altdemet ad1 verilir.

Tv= Hy@Vy pargalamist k : Ty — Vu V ile birlesmeli dikey doniigiim adi verilir.
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2.11. Homojen Uzaylar

E Lie cebiri ile bir G Lie grubu alinmig olsun. KcG bir kapali altgrup, G/K sol
boliim grubunun elemanlar1 aeG ile aK formundadir ve G’nin bir altgrubudur.a —ak
projeksiyonu bir

n:G—> GK
duzgin dikkesit belirler. Boylece bir esas lif demetidir. (m(e)=€ alnir) Bu G/H

manifoldunu bir (diizgiin ) homojen uzay denir.

Teorem 27 : G bir Lie grup, H bir kapali altgrubu olsun.G/H homojen uzayi
lizerinde agagidaki sartlar: saglayan bir tek diizgiin yap1 vardir:

(1) ® : G > G/H projeksiyonu diizgindir;

(2) Herhangi bir M diizgiin manifoldu igin bir f : G/H — M doéntgimi dizgiindir
ancak ve ancak fom : G — M diizgiindir.

boyG/H = boyG-boyH.

Ispat:Bakiniz [1].

Sonug 6: Teorem 27 de (2) sart1 “ (2) * n : G — G/H ‘in bir yerel dikkesiti vardir”

ile degistirdigimizde teorem saglanir.
Ispat : Bir onceki teoremden agikca goriikiir.
Sonuc 7 : © : G — G/H bir diizgiin esas H-demetidir.
Ispat: m: G — G/H ‘i bir yerel dikkesiti oldugundan (G,7,G/H) bir esas H-

demetidir. Hatta burada yerel dikkesitler diizgiin oldugundan, bu demet bir diizgin lif

demetidir.
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Homojen Uzay Uzerinde Etki

G’nin bir kapali altgrubu ile sol bdliim gruplarimin homojen uzay1 G/K, G/K
tizerinde G’nin bir sol etkisi acG, x€G/K i¢in T(a,x) = ax olarak tanimlidir. G’nin
kendisi Gzerindeki sol etkileri ve T’ye gore = : G — G/K projeksiyonu equivaryanttir.

Benzer olarak sag bolim gruplarinda G’nin bir sag etkisi tamimlidir. K’nin
normalliyeni Nx = {x €G | xK=Kx }<G ile bir sag etki s: G/HxNx — G/K, x &G,
aeNk igin s(x,a) = xa ile tammlidir (aeNk oldugundan s iyi tanimhdir). Diizginlagi igin

su tablonun degismeli oldugu goérilmelidir:

GxNg 4> G
nd In
G/KxNg ——> G/K

n: G — G/K déniigiimii G’nin bir bélim manifoldunu verir. Ayrica diyagramdan w
projeksiyonu N ‘nin G ve G/K tizerindeki sa§ etkisi ile equivaryantr.

KcNg kapali normal altgrup oldugundan Ngx/K carpan grubu belirlenir.
s: G/K xNx —> G/K etkisi ve p : Ng —> Ng/K projeksiyonu ile agagidaki diyagram diizgiin

degismelidir:

GKxNg —— G/K

V4

G/K x Ng/K
Dolayisiyla G/K homojen uzay: iizerinde Ng/K’nin bir sag etkisi s oldugu gérilmiis olur.

Sonug 8: G bir Lie grup, H bir kapali altgrubu olsunM manifoldu H tizerinde
etkir olsun. Bu durumda G x gM bir diizgiin manifolddur ve GxuM — G/H bir diizgiin lif
demetidir. Lifi M’dir. Ayrica onceki sonuca gore esas H-demeti ile birlesmelidir.

Ispat : Sonug 7’den n : G — G/H bir diizgiin esas H-demetidir. GxzM — G/H lif
demeti © ile birlegmeli oldugundan, bu dontisimlerin dizglinliiZiinden dolay: birlesmeli

demet de diizgiindiir ve orjinali ile egtir. [i
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Sonug 9: G bir Lie grup, H bir kapali altgrubu olsun. n : G — G/H projeksiyonu
Lie gruplarinin bir homomorfisi oldugundan G/H bir Lie grubudur,

Ispat: G’deki bir carpim doniisimi o : GxG — G olsun. Buradan bir
o* : G/ Hx G/H — G/H doniigimii ve

GxG —%> G
TxTT *L \LTC
G/Hyx G/H — s G/H

diyagrami degismelidir. = : G — G/H uzerinde diizgiin yerel dikkesitler vardur.

Diyagramdan o* diizgiindiir. Herbir gH elemanini g'H esleyen doniisiim de diizgiindiir.

Sonug 10 : G bir Lie grup, H bir kapal: altgrubu olsun. Bu durumda G/H {izerinde

G’nin etkisi dizgindir.

ispat: GxG —*> G
idxm 4 In
GxG/H—2—G/H
n . G —> G/H ‘nin diizgiin yerel dikkesitleri oldugundan, yukaridaki diyagramdan ¢
diizglnddr.

2.11.1. Demetler ve Homojen Uzaylar

FcE, EF Lie cebirleri ile G Lie grubu ve bir K kapal altgrubu , e G’de birim
eleman , nx(e)=e, p=(P,n,B,G) ve px=(G,nx,G/K,K) esas demetleri ve G’nin G/K’daki
sol etkisi T: GxG/K —» G/K almyor.

2.11.2. Homojen Uzay Lifli Demetler
R esas etkisi ile p=(P,,B,G) esas demet, G’nin G/K’daki sol etkisi ile

t%“=(P X G(G/K)’p’B,G/K)
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birlesmeli demet olsun. P x ¢(G/K)=P/K alinir.

PxGK  q P/K

Tp P

A4

v

degismeli diyagramindan p(z)=q(z,€)ile p:P — P/K tammlanir.

Onerme 28 : R esas etkisinin K’ya kisitlanist (P,p,P/K.K) esas demetidir.
Bir G Lie grubunun bir kapah altgrubu H olsun. o=(P,n,B,G) esas demet,

(E=(GX HH/K’ p, G/H: H/K) ve p/\z(G;pa GX HE[/K,H/K)

sirastyla birlegsmeli demet ve esas demettir.

G’nin G/K uizerindeki sol etkisi faktorleri birer diffeomorfizm ( H’1n sol etkilerine

gore equivaryant)

GxsH/K — , G/K olan GxHK _— ____, GK

diizglin donigiimiine kisitlanir. Bu doniigiimlerle

E=(GK, p,G/KHK) ve ¢ =(G,pGKK)

demetlerini belirleriz. Burada aeG, p(aK)=aK ile (E standart esas demettir.
KcH normal altgrup. H/K ¢arpan grubunun G/K tizerindeki bir diizgiin serbest sag
etkisi; xeG, acHda x.a=xa alimr. Bu etki altinda H/K'min  orbitleri

=(G/K,p,G/H,H/K) demetindeki liflerle estir. (E bir esas H/K ~ demettir.

Sonu¢ 11 : (dn). : E —» T.(G/K) tirevinden bir E/F —=— T, (G/K) lineer

izomorfizmi elde edilir.
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Sonu¢ 12 : =®(0)=0 , 0,=a0=an(0) , 0,=T,00 olmak lizere VacG’de moc,= 1
olacak bi¢imde bir &, : O, — G diizgiin déniigiimii vardir.

T(a,eK)=T,(eK)=aeK=a.€ doniigiimi ile

GxG 1 G
) ln
IxT
T

GxGK— GK

diyagrami degigmelidir. G/K ,G’nin bir bolim manifoldudur.p diizgin oldugundan T
diizgiindiir. a,beG, x eG/K igin

(ab) x=a(bx) ve ex=x

ozelliklerine sahip T: GxG/K————> G/K doniigiimii G’nin G/K tizerindeki sol
etkisidir. G/K boliim uzay, a,beG igin p (n(a) ,n(b) =n(a,b) ¢arpim islemi ile bir gruptur.
G/K G’nin bir altmanifoldudur. p diizgiindiir. G/K’da ters iglem diizgiindiir. Dolayisiyla
G/K bir Lie grubudur. K’ya gore G’nin ¢arpan grubu adini alir.

Onerme 29 : Lie gruplanimin bir 6rten homomorfisi ¢ : G — H, ¢ek ¢=K

olsun. KcG bir kapali normal altgrup ve

G—eoe— H

A

G/K

Degismeli diyagramindan v : G/KK — H  donigimi Lie gruplarnin bir

izomorfizmidir.
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2.11.3. Homojen Uzay Tabanh Demetler

Bir N manifoldu iizerinde K sol etkir olsun. G’nin bir A : Gx (GxxN) = (GxkN)
sol etkisi ile
GxGxG —~— GxN
1xq¥ Vq
Gx(GxkN) ——  GxxN

diyagramu degigmelidir. T ile A, G’nin @ ile birlesmeli E=(GxkN,p,G/K, N) demeti
iizerinde bir etkisidir. G toplam ve taban uzaylarinda etkir. Projeksiyon equivaryanttir:

poA=To(1xp). Ne=p~'(&) olsun. acK, a.&=8 oldugundan A bir
K X Né E——————an Né
sol etkisine kisitlanir.q projeksiyonu bir

g :N Ne

=
K-equivaryant difeomorfizmine kisitlanabilir.
2.11.4. Homojen Uzay Tabanh Vektor Demetleri

Homojen uzay tabanh demetlerin sonuglarim vektor demetlerine uyguladigimizda :
Bir N vektor uzayinda K’mn herbir temsili G/K tuzerinde gx ile birlesmeli bir vektor
demeti olur.

K’nin bir temsili (veya G/K iizerinde G etkimig bir vektor demeti ) ile baglayarak
yukaridakiler ard arda uygulandiginda , bir temsil (veya G etkimig bir vektdr demeti) elde

edilir. Bunlar equivaryant (veya equivaryant ve giiglii ) olarak orjinallerine izomorftur.

Ornekler 24 :

(1) K’mun N°deki temsili trivial ise
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GXKN=G/K)<N ve (E=( G/KxN, P, G/K,N)

trivialdir.
(2)  K’nmin N’deki temsili G’nin N’deki temsiline genigler olsun. beG, yeN,
o(b,y) = (b, b™.y) ile ¢, Gx N ‘nin bir diffeomorfizmidir. K’nin GxN’deki joint etkisi Q,

G’npin a ile sag doniigtimii p,, acK ile @o(pax 1) = Q. ¢ elde edilir. Buradan

o G/KxN —= GXKN

bir diffeomorfizmdir. Hatta glicli demet izomorfizmidir. beG, zeG/K, yeN,
y(b.z,b.y)=b.y(z,y) dir.

2.11.5. Bir Homojen Uzaym Teget Uzay
FcE ,E,F Lie cebirleri ile G ve K Lie gruplardir.
E=(Gxx(EF), pe, G/K, E/F) ve n=(GxxF, py, GKF)

vektér demetleri olsun. G hem (E hem de m ‘da etkir. G’nin G/K’daki sol etkisi T, G’nin

Tox teget demetinde bir dT sol etkisini verir.

Onerme 30 : Yukaridaki hipotez ve notasyonla,
(1) &, 7ox’va giiglii ve equivaryant izomorftur.

(2) E®n vektor demeti trivialdir.

ispat:

(1) (dng). ile EffF——> T: (G/K) lineer izomorfizmi elde ederiz. ack,
TKoAa=Ta ok V€ TgoP.=Tx oldugundan

(dnk)e o Adg x(2)=dTao (dmk)e
elde ederiz. Bu izomorfizm Ad* ve dT’ye gore equivaryanttir. Homojen uzay tabanl:
vektor uzaylarinin 6zellikleri ile (E ve Tk arsinda giiglii ve equivaryant bir izomorfizm

vardir.
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(2) F - E — E/F dizisi K-equivaryant oldugundan 1 — GxkE — E gigli
demet doniigimlerinin bir dizisidir. VzeG/K igin O — F; = E; — (E/F); = O kisitlamasi
kisa tamdir.

poo= 1 olacak sekilde bir o : E — GxkE gigli demet donisimi vardir.
Dolayistyla bir giiglii demet izomorfizmi zeG/K, ¢€F, , ue(E/F),, o(u,v)=c(u)+i(v) ile

¢: E®n—> GxxkE
tanimlidir.

Diger taraftan K’nin E’de Adgx gosterimi ,G’nin bir gosteriminin bir kisitlamgidir,
Homojen uzay tabanli vektor demetlerinin 6rnegi ile G/K tizerinde GxkE trivial demettir.

Dolayisiyla (E®mn trivialdir.
2.11.6. Homojen Uzayin Kohomolojisi

9k =(G,7,G/K K) esas demet, K’'nin G tizerindeki esas etkisi ug, acK, geG igin
pk : GxK — G, ux(ga)y=ga ‘dir. Diger taraftan G’nin G ve G/K tizerindeki sol etkileri (n

equivaryant olmak izere)

(21,2)—> a1z ve (g1, 7g2) = 7(g1.82)
dir. Dolayistyla 7t bir

T A(GK) —  ALG)

homomorfisine kisitlanabilir. Hatta g bir esas demet oldugundan
T A(GK) —— ApG)

bir izomorfizmdir. Dolayisiyla 7,
i AG/K) —> As(G)n ALG)

izomorfizmlerine kisitlanabilir. K'nin G iizerindeki etkisi bir sag carpimdir. Karsilik olan
esas vektor alanlan keF, G iizerindeki Xx sol invaryant vektor alanlaridir. Dolayisiyla

A(G)’nin yatay ve invaryant altcebirleri
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A(Gro=[¢ek(i(X,)) ve A(G-r=[sek(p; -1).

keF ack
olarak verilir. Ag(G) taban cebiri bunlarin kesigimidir. 1. : AL(G) ——> AE’ izomorfizmi
heE, geG igin 710i(Xs) = ig(h)0t. esitligini saglar. Dolayisiyla 1,
ALG) NA(G)iro——> (AE)ir=0 ve AL(G)NA(G)k —=% 5 (AE k- izomorfizmlerine

oqe * ..
kisitlanabilir. Ty, ve = izomorfizmleri ile

A(G) «—— AG) —=—> AE®
x 7 n; T Tk
A(G/K) ¢— Af(G/K) ——=—> (AEJir=ox-1

degismeli diyagrami elde edilir. Buradan

A@G) «—— ALG) —“—> AE
x T n; T Tk
A(G/K) ¢— Af(G/K) ——=—> (AE)ir=008-0

yazilir.

Teorem 31 : Bir G kompakt baglantih Lie grubu ve K bir kapali baglantili
altgrubu olsun.

H(G) «—— Hy(G) —%—> H(E)
T ) Tks
H(G/K) «=—Hy(G/K) —WH((AE*)iF%, 0F=0)

degismeli diyagraminda tiim yatay doniisimler cebir izomorfizmidir.



76

2.11.7. Homojen Uzay Tabanh gk Esas Demetinde Baglar

#x=(G,7,G/K,K) esas demetinde © : G —» G/K diizgiin doniisimii G’nin sol
etkisine gore equivaryanttir. (G,m,G/K,K) esas demeti i¢in G-invaryant esas baglan
aragtiralim.

V bir G-invaryant esas bag olsun. e’deki dikey uzay V.(G) = ¢ek (dn). =F
olarak verildiginden V’nin E’ye V. kisitlamigi bir  V.:E —F  projeksiyonudur. Hatta

-1

V bir G-invaryant esas bag oldugundan acK igin Ad(a) oVe= L, e R oV, = V,o
Ad(a)’ dir.
Ozel olarak acK igin Ad(a) operatériine gore ¢ekV. kararhdir ve e’deki yatay

altuzaydir. Boylece bagdan bir yatay altuzay elde edilmis olur.

Onerme 32 :
oV — ¢ek V, donisimi G-invaryant esas baglar kiimesinden E’nin F’yi

biitiinleyen K-kararli altuzaylarinin kiitmesine bir birebir-6rtendir.

Ispat:
¢ekV. = F = ¢ekW.olacak sekilde iki bag VW olsun. gorV. = gorl, oldugundan
V.= W. elde edilir. G-invaryant oldugundan V' =W ‘dir. Dolayisiyla o birebirdir.

E =F,®F ile F’in timleyeni ve (acK, Ada’ya gore kararh bir altuzay F,cE olsun.
cekV. = F; olacak gekilde bir V. : E > F projeksiyonu ve V, Tg’de bir G-invaryant giiglii
demet dontgimii, geG igin Vg=Lg o Ve o L;‘ olsun. Bu durumda V; Lg(F) tizerinde bir
projeksiyondur.

7 equivaryant oldugundan Lg(=dAg) F’i g’deki dik uzaya izomorf resmeder.
acK, Ad(a)ya gore F, kararli oldugundan Ad(a)eV. = V.eRa .RacLgy = LgoR,
oldugundan geG, aeK RyeV; = Vza.oRa . Buradan V bir G-invaryant esas bagdir.

Tanmmla ¢ekV. =F; ve dolayistyla a 6rtendir.[]

Sonug 13 : (G,7,G/K K) esas demeti bir G-invaryant esas bag igerir ancak ve ancak
E =F,@ F olacak sekilde bir FCE K-kararli altuzay: vardir.
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Sonug 14 : K baglantili ise G-invaryant esas baglarla F,cE altuzaylar1 arasinda ,
heF (ad(h))F,cF; ve E =FOF olacak sekilde birebir esleme vardir.

Sonug 15 : K kompakt ise g« demetinin bir G-invaryant esas bag1 vardur.
2.11.8. Homojen Uzay Tabanh Esas Demette Egrilik Ve Weil Homomorfizmi

acK’da Ad(a) operatoriine gore F; kararli olmak tizere E’nin bir E = F,®F ayrigim1
vardir. p: E > F ve pi : E - F; projeksiyonlar olsun. Indirgenmis G-invaryant esas
bagina karsin T(G)’de p ve p; dikey ve yatay projeksiyonlardir. heE olmak tizere
w(e;h) = p(h) olacak sekilde A'(G;F)’deki tek sol invaryant 1-formu w egrilik formudur.

V’nin Q egrilik formunu hesapliyalim: Xy, Xy G iizerinde sol invaryant vektor

alanlart , w(Xy) , w(Xx) fonksiyonlart sol invaryant ve dolayisiyla sabit oldugundan

OW(Xn, Xi) = - w([Xp, Xi]) = - w (¢; [hk]) (54)

Benzer olarak % [w,w](Xn,Xi) = [w(e;h),w(e;k)] ‘dir. hkeE igin

Q(e;h,k) = [p(h),p(k)] — p((h,k]) (35)
olacak sekilde Q E degerli sol invaryant 2-formu tektir. Buradan h,keF, ise

Q(e;hk) = - p([h.k]) (56)
dir. Invaryant Weil homomorfizmi :

(he . r: (VF ) = Hi(G/K) (57)

Burada Te(VF')  igin, (h, ¢ @), bir tek ®eA¥(G/K) sol invaryant diferensiyel

formu ile temsil edilir. Bu diferensiyel form, h;eF, “igin;
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(-D*
. ST (Ph, 09,0502 D5 P Po ity » o
(D) ehy, ... ) = 2°K1 a;f B[y oy Dsvos PUPo 2ty s oy D) (58)

esitligini saglar ve (hy , )(I)’yu H(G/K)'da temsil eder.
2.12. Pontrjagin Siniflar

Bir reel vektor demeti g = (M,n,B,F) r-rankli ve bir karakteristik homomorfizm
h*, : (VL @ — H(B;C) ve GL(F) etkisinde vL'F cebirinin invaryant altcebiri (VL'p)
olsun.

oLy, r=boyF, k=1,..,r Cf e(v'L;), karakteristik katsayilar1 ile

CI@=1, Cf(®)=7CL(©...9) (59)
olmak tizere
det(8+A1)=> Cp(IM™ (60)
k=0

esitligini saglar. px(#), g’ nin kohomoloji simflary,
0s2k<t, p(p)=h'p(Cy, (61)
g ’nin Pontrjagin siflandir. Bu pu(%) cH¥*®B) smflariin reel oldugu gosterildi.

Pontrjagin simflar1 g demetinin karakteristik cebirini tiretir.

pi( ) siufi, g’de bir lineer bagin egriligi R olmak tizere;

= (_ l)k F
P G o) CF(R,...,R) (62)

px diferensiyel formu ile gosterilir.
Bu

p(@)=2, PP (63)
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sinifina g ’nin foplam Pontrjagin siniyft denir. po(g) = 1 oldugundan, p(g%) nin H(B)
cebirinde tersi vardir. q rankh bir trivyal demet € “in, sifir egrilikli bir bag1 oldugundan.
p (€Y =1dir.

Not : Pontrjagin siniflarinin bu tammi [8] ‘deki tamimdan (-1)* isareti ile farkldir.

Onerme 33 : Pontrjagin siniflar1 asagidaki ozelliklere sahiptir:
(1) Dogallik: Bir ¢: & — ' demet doniigiimii, taban manifoldlar1 arasinda bir

duzgiin v dontgiimi veren, liflerde izomorfizme kisitlanmir olsun.Bu durumda

p(p)= V' (p(p").
(2) Whitney toplami: H tipik lifi ile B tizerinde ikinci bir vektér demeti o'
olsun.Bu durumda

p(p @ p)=p(p).p(p")
ispat: Bakimz [17 .
Sonugl6 : @ €= P'® €’ olsun.Bu durumda p(p) = p(gp") ‘dir.

Sonug 17 : p®..® p@eP = " olsun.Bu durumda p(g) = 1’dir.

Sonug 18 : p® g’ trivivyal olsun. Bu durumda, p (p)=p (p’)" *dir.

2.12.1. Homojen Uzayda Pontrjagin Smiflar:

G bi kompakt baglantili Lie grubu ve H bir kapal: altgrubu olsun. G/H homojen
uzaymn Pontrjagin siniflari §oyle belirlenir: 7 : G — G/H projeksiyon olsun.

G ve H'in Lie cebirleri E ve F , E’de bir pozitif tanimli G-invaryant i¢garpim olsun.
E=F&F*, =Gx aFt ve #'= GxuF vektor demetleri G/H tizerinde belirlidir.

n=boy G, p=tou ve P®p'=e" oldugundan p(G/H) = p(p) =p(p’)
oldugu biliniyor. F’in F ve F**deki indirgenmis gosterimleri ad ve ad" alinarak, p : E — F

projeksiyonu ile
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a k
Pi(G/K) = h* p(Cax) = (‘7;))— hp(Ca) 63)

bagntisiyla homojen uzay tabanl birlesmeli vektor demetlerindeki Weil homomorfizmi

ozellikleri ile px(G/H) igin belirli bir @y g6sterimi elde edebiliriz. G/H tizerinde, heFt

(" Di)(eshy, .., ha)=

—1)k
(275)2(k 22)k (2k)| %kec CZk (ad—L p[hc(1)1 I1(:(2) ]’ sen adlp[hc(4k~1)’ ho’(4k) ]) (64)

bagintisini saglayan tek kapali invaryant 4k-formu @y’ dir.
Benzer olarak px( @) ‘da asagidaki sart1 saglayan yy kapal invaryant 4k-formu ile
gosterilir: heF

. ~1)*
(m yi(eh, ... ha)= (27:)2(" sz (Zk)!ZEO'CZk (adp[ha(l):ha(z)]n-n:adp[hamk—l)aha(4k) D (65)

Dolayisiyla p(G/I—I) ve p(G/H)™! Pontrjagin siiflan

@ = Z¢k ve Y= Z'//k (66)

diferensiyel formlar ile gosterilir.
Ayrica G/H yonlii ve (2m) ¢ift boyutlu olsun. G/H’in Pfaffian simfi asagidaki

sart1 saglayan tek tiirli belirli = diferensiyel formu ile gosterilir:

1

7 2(e;hy, . hom) =———
(&, .. ham) Q7)™ 2" m!

Z €, Pf(ad” plh, .y, hypy),....0d * P2 om1ys Poam D (67)



3. BULGULAR ve TARTISMA

Bu caligmanin amacit homojen uzaylardaki karakteristik simflar {izerinde ileride
yapilacak caligmalar ve aragtirmalar igin esas tamim ve teoremleri birarada diizenli bir
sekilde sunmaktir.

Karakteristik simiflar kavrami, manifoldlar tizerindeki vektdr alanlari iizerinde
Stiefel ve  Whitney’in 1935’deki g¢aligmalanyla olusturulmugtur. Bir kompakt M
manifoldu tizerinde  sifirdan farkli bir vektor alani inga etmek her zaman miimkiin
degildir. Bu sonlu sayisina kadar yapilabilir. Stiefel ve Whitney bu problemin bir
genellestirmesine caligtilar. 1942’de Pontrjagin, farkli bir yontemle bir kompakt
y6nlendirilmim M manifoldunun kohomoloji siniflar: ile galigts. Daha sonra S.S. Chern n
kompleks boyutlu bir kompakt kompleks analitik M manifoldu igin Chern siniflarini
tammladi. Bu siniflar kompleks vektor alanlarinin varlifina engeller olarak karakterize
edilebilir[14]. Singiiler kohomolojide, karakteristik siniflar vektor demetlerinin lineer
bagimsiz kesitlerinin belli bir sayisimi bulmadaki engeller olarak gosterilmigtir
Karakteristik siniflar diferensiyel geometride egrilik notasyonu ile yakindan ilgilidir.
deRham teoride, demet tizerindeki bir bag kohomoloji sinifini gosteren bir diferensiyel
form elde etmek igin kullanilir. Caligmamizin yaklagimi budur.

Esas olarak bir G/K homojen uzaymnin karakteristik simiflarimi agiklamayi
hedefledik. Bunun igin dnce genel demetlerdeki o6zelliklere yer verdikten sonra, lifi veya
taban uzayt G/H homojen uzay1 olan demetleri inceledik..

Diizgiin manifoldlar ve lif demetleri igin diferensiyel formlar ve deRham teorisine
yer verildi. G/H’mn teget demeti K’nin gosterimleri ile ele alindi. Her g vektor demetinin
bir V lineer bag1 oldugu ve bu bagmn g~ dual demetinde ve birlegmeli vektor demetindeki

bag1 belirledigine yer verildi. Bir reel vektdr demetinin F yapi grubunun bir lineer

N * N
doniigimiiniin  katsayilar1 kiimesi vL g’den alinan C’; kanonik elemanlart  ve

karakteristik homomorfizmle taban uzayinin kohomoloji siniflarina yer verildi.

Taban manifoldu B, yap1 grubu E Lie cebiri ile G Lie grubu olan bir demette

h: (VE"y —— H(B)
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kanonik homomorfizminin gérintisindeki kohomoloji siniflar1 bu demetin karakteristik

siniflaridir. Bir esas demette, esas bag, demetin toplam uzayinin tefet demetinin bir ‘yatay’

‘altdemetinden elde edilir. Bu bagdan, demetin egriliSi bulunur. E’de I invaryant simetrik

fonksiyonlar igin h(I') simfin1 temsil eden B’deki bir diferensiyel form, I'’nin herbir
bileséninin yerine egrilik formu alinarak belirlenebilmektedir. Bu h homomorfizminin
bagin segiminden bagimsiz ve demet igin invaryant oldugu goriilmektedir. Boylece bir o
reel vektdr demetinin Pontrjagin siniflari, Cx & komplekslestirmesinin Pfaffian siniflarina
es olur.

Son yillarda, karakteristik siniflar Gauge teori, dugiim (knot) degismezleri,
geometrik kuantizasyon, kapali egri (loop) gruplar1 ve sonsuz boyutlu geometrideki baz
esas objelerin ingasinda kullanildi. Son ¢aligmalar ozellikle  dugiimler igin Jones
polinomlarinin Witten’in ele alig tarzi ile, ikinci karakteristik siniflari belirlemistir.
Ornegin, bir bagli vektér demetinin Chern-Simons siniflar: bunlardandir[28].

Bu galigmanin iyi anlagilabilmesi i¢in demet, demette bag ve egrilik, kohomoloji

kavramlar1 ve bunlar arasindaki iligkilerin iyi bilinmesi gerekir.



4. SONUCLAR

1. Manifoldlarda ve homojen uzay tabanh  vektor demetlerinde deRham

komoholojisi incelendi.
' 2. Her g vektdr demetinin bir V lineer bag1 oldugu ve bu bagin @ dual demetinde

ve birlesmeli vektodr demetindeki bagi belirledigi goruldi.

3. Trivyal demetin sifir egrilikli bir bag1 oldugu, esas demette esas bagin, demetin
toplam uzayinin teget demetinin bir yatay alt demetinden elde edildigi goriildi.

4. Bir T invaryant simetrik fonksiyon igin h(I') simfi B’deki bir diferensiyel formla
gosterilebilmektedir.

5. Karakteristik (Weil) homomorfizminin bagin seciminden bagimsiz ve demet igin

invaryant oldugu goruldi.
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