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OZET

"Faber Polinomlari ve Yaklagim Ozellikleri” adli bu ¢alisma ¢ bélimden
olugmaktadir.

Birinci bolim diger bdlimlere hazirlik niteliinde olup; bu béliimde,
analitik fonksiyonlar, kompleks degiskenli fonksiyonlarin egrisel integrali,
fonksiyon dizileri ve fonksiyon serileri, diizglin yakinsaklik, kuvvet serileri, Taylor
serileri, Laurent serileri ve konform esdegerlilik ile ilgili bazi tanim ve teoremler
(ispatsiz) verildi.

ikinci bélimde, kompleks diizlemde sinirt bir Jordan egrisi olan bir B
kontiniumu igin n. dereceden F (z) Faber polinomlari tanitildi ve onlarin integral
gosterimleri verilerek, Faber polinomlan ve Faber polinomlarinin trevleri ile ilgili

o
bazi o6zellikler sunuldu. Ayrica B nin Ya F(z) Faber polinomlart serisi
n=0

tanimlanarak, bu tipten serilerin CB nin R>1 yaricaplt L, seviye ¢izgisi icinde
dizgin yakinsakligi ile L, seviye gizgisi iginde analitik olan bir fonksiyonunun
Faber polinomlarinin bir serisine acilabilecegi gosterildi.

Uciincii boliimde, yarikonform donisiim, yarikonform egri, yarikonform
yansima kavramlarinin bilinen tanimlan ile yankonform egri ile sinirli, sinirli bir
bélgede analitik ve kapaniginda sirekli fonksiyonlar igin Belyi integral gosterimi
verildikten sonra, bu gosterimden faydalanilarak CB nin R>1 yaricapl L; seviye

gizgisi iginde analitik bir fonksiyonun ianF,;(z) seklinde Faber polinomiarinin

o=}

tiirevlerinin bir serisine agilabilecegi gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Analitik fonksiyon, Konform doniisiim, Kontinium, Jordan
egrisi, Faber polinomlar, seviye ¢izgisi, yarikonform doniigiim, yairkonform egri,
yarikonform yansima, Belyi integral gosterimi



SUMMARY

This study entited as " Faber polynomials and their approximation
properties” consists of three chapters.

In the first chapter which is a preliminary form to the next ones some
definitions and theorems ( without proofs) concerning the analytic functions, line
integrals of complex valued functions, series of functions and sequece of
functions, uniform convergence, power series, Taylor series, Laurent series and
conformal equivalence are given.

In Chapter 2, the Faber polynomials F (z) of degree n for a continiuum B
on the complex plane with a Jordan boundary are introduced , and then by
giving their integral representations , some properties concerning the Faber
polynomials and their derivatives are presented. In addition, by defining Faber

polynomial series EanFn(z) for B it is shown that those types of series are

n=0
uniformiy convergent in the contour line L, , with radius R>1, of CB and that a
function which is analytic in the contour line L, can be expanded in a series of
Faber polynomials .

In Chapter 3, after giving the known definitions of a quasiconformal
mapping, a quasiconformal curve, a quasiconformal reflection, and also Belyi's
integral representation for functions which are analytic in a region G with
quasiconformal boundary and continious on G, it is proved that a function which
is analytic in the contour line L, of CB can be expanded in a series of the form

sa F(z).
n=1

Key Words: An analytic function, a conformal mapping, a continiuum, a Jordan
curve, Faber polynomials , a contour line, a quasiconformal mapping, a
quasiconformal curve, a quasiconformal reflection, Belyi's integral
representation.
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SEMBOL LISTESI

Dogal sayilar kiimesi.

Tam sayilar kimesi.

Reel sayilar kiimesi.

Kompieks sayilar kiimesi.

Genigletilmis kompleks sayilar kiimesi.
Her.

Vardir, mevcuttur.

Oyleki.

a noktasi A kiimesinin elemanidir.

a noktasi A kiimesinin elamani degildir.
A kiimesi B kiimesinin altindadir.

A kiimesi B kiimesini kapsar.

A kiimesinin B kiimesinden farki.

G kiimesinin kapanisi.

G nin sinir kiimesi.

G kiimesi Gizerinde tanimli analitik fonksiyoniarin kiimesi.
f ve g fonksiyonlarinin bilegkesi.

f fonksiyonunun U kiimesine kisitlanig:.
Tanim olarak esittir.

n fakltoriyel.

y Jordan egrisinin igi.

y Jordan egrisinin disi.

A kiimesinin en kiguk Ust sinirt.

A kiimesinin en blyik alt sinin.



1. GENEL BILGILER

Bu bdlimde, analitik fonsiyonlar hakkinda ilerideki ispatlarimizda

kullanilacak temel dzellikler ile ilgili tanim ve teoremier verilecektir.
1.1 Giris

Tanim 1: G,C-kompleks diizlemde agcik bir kiime, a €G ve f: G—C olsun.
lim f(z)~1(a)
z=e z-—-a
limiti mevcut ve sonlu ise f fonksiyonuna a G noktasinda tlrevlenebilir bir
fonksiyon denir[1].
im {2~ 1@) limitine,

f fonksiyonu a eG noktasinda tlirevlenebilir ise lim
z—a Z—2a

f nin a G noktasindaki tiirevi denir ve f’(a) ile gdsterilir.

Teorem 1: G € acik bir altkime, a €G ve £:G—C olsun. f fonksiyonun a eG
noktasinda tlrevienebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul a eG de siirekli ve
vz eG igin f(z)=fa)+(z-a)f (z) olacak sekilde bir tek f:G—C fonksiyonunun
olmasidir. Bu durumda £’ (a)=£" (a) dir{1].

Sirekli fonksiyonlarin ¢arpimt ve toplami slrekli oldugundan , f
fonksiyonu 2€G noktasinda tlrevlenebilir ise, teorem 1 den f nin aeG

noktasinda sirekli oldugu goérilir.

Teorem 2: GCC acik, 2aeG ve f,g:G—C,2€G noktasinda tirevienebilir iki
fonksiyon ise
i-) VA eC icin AM:G— € fonksiyonu a €G noktasinda tiirevienebilir ve
(NMf)'(a) = M"(a)



dir.
ii-) f+g, fo : G— € fonksiyonlan a €G noktasinda tirevienebilir ve
(f+g)(a)=1'(a)+g'(a),
(fg) (a) =1"(a)g(a)+1f(a)g’(a)
dir.
jii-) Vz €G igin g(z)=0 ise ;:G—-HD fonksiyonu, a €Gde tlirevienebilir ve
( {)' @)= f'(a)g<a>2—°f<a>g'<a)
g g (a)
dir[1].

Tecrem 3[ Zincir kurall]: G.EcC iki acik altkime, .G—E ve g:E—C olsun. f
fonksiyonu a G noktasinda ve g fonksiyonu f(a)eE noktasinda trevienebilir

ise gof:G— € bileske fonksiyonu aeG noktasinda tirevlenebilir ve
gofY(a)y=g'(f(a))f’(a)
dir[1].

Teorem 4: GoC aglk, z=x+iyeG ve f:G—C olsun. f fonksiyonu aeG

i)
nokiasinda tiirevienebilir ise f(a), 31(a) kismi tlrevieri mevcut olup; bu kismi
tarevier
f(a) = ot (a) - af(a)
ox ay

sartlarini saglar{2].

of(a) of
Tanim 2: GCC agik, f :G—C ve aeG olsun. f nin a noktasinda T(j—)—’—a—(g
kismi tlrevleri mevcut ise 61;(3) ve afa(_a ) asagidaki sekilde tanimlanir{2]:
Z Z )

of(a) _1faf(a) . af(a)
oz~ 2{ ax 3y



ve
of(a) _1f of(a) i af(a)
oz 2{ &x 3y
Teorem 5: f.G—C ,a G de tirevienebilir ise f’(a)= 61;(a) ve ai;(f )=0 dir.
Z yA

Tanim 3: G aglk, aeG ve f: G—C olsun. Uygun bir r>0 sayisi igin f

fonksiyonu, a merkezli ve r yaricapli D(a,r):= {z:lz——a(<r}<: G agik dairesinin

her noktasinda tiirevlenebilir ise f ye a noktasinda analitiktir denir[2].
ffonksiyonu G nin her noktasinda analitik ise f ye G de analitiktir denir.

G Gzerinde tanimli tim analitik fonksiyonlarin kiimesi H(G) ile gdsterilir.

Tanmm 4: ScC bir altkime ve f ;: S— olsun. SCG olan agik bir Gc€
altkimesi ve VzeS i¢in F(z)=f(z) olan G de analitik bir F:G—C fonksiyonu

bulunabilir ise f ye S Gizerinde analitiktir denir{2].

Tanim 5: GCC agik ve feH(G) olsun. Vze G igin f(z) degerini alan .G —C

fonksiyonuna f nin tiirevi denir{1].

Teorem 6: GCC bir bolge ve feH(G) olsun. VzeG igin {'(z)=0 ise f

fonksiyonu G de sabittir{1].

1.2 Kompleks Diizlemde Egriler

Tanim 6: a,beR ve a<b olsun. y:[a,b]—C siirekii bir fonksiyon ise y
fonksiyonuna kompleks diizlemde bir egri denir[3]. y(a) noktasina y egrisinin
baslangi¢ noktasi, y(b) noktasina vy egrisinin bitis noktasi ve

[v]:= {«/(t) 't <[a, b]}

nokta kiimesine y egrisinin izi adi verilir.



Kangikliga sebep olmadikea, [y] yerine cogu kez y yazilir.

Tanim 7: y:[a,b]—C, kompleks dizlemde verilen bir edri olsun.
y™:[a,b]—=C, v (t):=y(a +b-t), egrisine y egrisinin tersi denir[3].
Agik olarak v~ nin baglangi¢ noktasi, y nin bitig noktasi ve 4~ nin bitis

noktast y nin baglangi¢ noktasidir. Ayrica [ vy ] =[ v~ ] dir.

Tamm 8: y,:[a,b|>C ve +v,:[a,,b,]>C kompleks diizlemde

11(by) = v, (a,)kogulunu sadlayan iki egri olsun. y:[a,,b, +b, —a,|—C

qol 20 et
72(t+a2_b1)a te[b13b1+b2_a2]s

egrisine, v, egrisi ile v, egrisinin ¢arpimi denir ve y:=v, -y, ile gosterilir{3].

Tanimdan gortlyor Ki; [y, - v, |= [+, ] W]y, ] dir.

Tamim 9: y:[a,b]—>C kompleks diiziemde bir egri olsun.

i-) y(a)=y(b) ise, y egrisine bir kapali egri ,

ii-) V1,1, [a,b],t, =t,, igin ¥(t,) = ¥(t,) ise y edrisine bir basit egri,

fiir) V1,1, €a,b),t, 21, icin y(t,) = ¥(t,) ve y{a)=v(b) ise y egrisine
bir basit kapali egri veya bir Jordan egrisi ,

iv-) [a,b] kapali araliginin bir P={t,,t,,..,t,} parcalanigi bulunabilir
oyleki vk e{1,2....,n} icin ¥(t),(t,,,t,) araliklarinin her biri {izerinde siireki

threvienebilir ve lim y'(t) limy'(t) limitleri mevcut ise y egrisine parga-parca
t_'tk-1 ? t—)t; ?

surekli tirevienebilir bir egri denir[3].

Kolayca gosterilebilir ki; y:[a,b]—C parga-parca sirekli tirevienebilir

bir egri ise y~ egrisi de parca-parca siirekli tirevienebilirdir. Benzer sekilde



v, Kompleks diiziemde parga-parca sirekli tiirevienebilir iki egri ve v, -y,

tanimli ise, v, -y, parga-parca sirekli tirevlenebilir bir egridir.

Tanim 10: y:[a,b]—>C kompleks diizlemde bir egri ve P={to,t1,...,tn},[a,b]
kapalt araliginin bir parcalanisi olsun. go([a, b]), [a,b] kapali araliginin tim P
parcalaniginin kilmesive Pe p ([a,b]) icin £(P):= ibr(tk)—y(tk_l)l olsun.
k=i
{e(P):Pe #([a, b})} kiimesi astten sinirli ise v egrisine di¢llebilir bir edri ve
¢,:=Sup{£(P):P e #((a, b])} >0

sayisina v egrisinin uzuniugu denir[3].

Teorem 7: y:[a,b]>C, parga-parca siirekli tiirevienebilir bir egdri ise yegrisi

oletilebilir ve ¢,= [Ily’(t)|dt dir[3].

Teorem 8[Jordan egri teoremi]: vy kompleks diizlemde Jordan egrisi ise [y],
kompleks diizlemi, her birinin siniri [y] olan biri sinirli ve digeri sinirsiz olan

tam iki ayrik bélgeye ayinr3].

Bu bélgelerden,sinirh olan bdlgeye y nin igi denir ve 1(y) ile gosterilir.

Sinirsiz olan bélgeye ise y nin digt denir ve E(y) ile gosterilir.

Tanim 11: G, kompleks dizlemde acik bir kiime ve v:[a,bj—G sirekli bir

fonksiyon ise y ya G de bir egri denir.

Tanim 12: G, kompleks diizlemde bir bdlge olsun. G de alinan her T Jordan

egrisi i¢in I(1) <G ise G bdlgesine bir basit badlantili béige denir]3].

Tamim 13: y, kompleks diizlemde bir Jordan egrisi olsun. y {izerinde hareket

edildiginde, I(y) hareketlinin solunda kaliyor ise v egrisine pozitif



yonlendirilmig bir egri denir[4].

Tanim 14: Kompleks dizlemin kompakt ve baglantili bir K altkiimesine bir

kontinium denir[5].

Teorem 9: G, (C-kompleks diizleminde bir bdlge olsun. G béligesi basit
baglantilidir ancak ve ancak Co\G, Coeo:=C'\Aeo} genigletiimis kompleks

diizleminde baglantili ise[3].

Teorem 10: v kompleks diizlemde bir Jordan egrisi ise 1(y), € de basit

baglantili bir bolgedir; fakat E(v), € de basit baglantil bir bélge degildir{3].

1.3 Kompleks Degiskenli Fonksiyoniarin Egrisel integrali

Kompleks degiskenli fonksiyonlarin egrisel integrali, kompleks
fonksiyonlar teorisinin en &nemli kavramiarindan birisidir. Egrisel integrale
bagvuruimaksizin kompleks fonksiyonlar teorisindeki ¢ogu teoremlerin ispati
oldukea gagtiir. Ornek olarak, agik bir kiimede tanimli analitik bir fonksiyonun
tiirevinin siirekli olmasi ile istenilen her mertebeden tlirevinin olmasinin ispati,

buniardan birisidir.

Tanim 15: vy :[a,b]—C kompleks diiziemde parga-parca siirekli tirevienebilir
bir egri ve f(z), v Uzerinde tanimli siirekli bir fonksiyon ise
[ f(2)dz:= [PT(x(1) ¥ (t)dt

kompleks sayisina f nin vy egrisi Uzerinde edrisel integrali denir[3].



Teorem 11: y:[a;b]—>q3, parga-parga siirekli tiirevlenebilir bir egri ve f(z), y

Gzerinde tanimii strekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

) | f(z)dz=-] f(z)dz ,

ve

ii-) M2 0 ve Vzey igin [f(z)|< M ise

i f(z)dzis Mz, dir[3].

Tanmim 16: y,:[a,b]—>(C ve v,:[c,d]—C parg¢a-parga sirekli tirevlenebilir iki egri
olsun. Parga-par¢a strekli tirevienebilir, kesin monoton artan, ve y,oc7=1v,
kosulunu saglayan Uzerine bire-bir bir < :c,d]—[a,b] fonksiyonu varsa, v,

egrisine vy, edrisinin yeni bir parametrelenigi denir{2].

Teorem 12: v,, y, kompleks diizlemde parga-parga siirekli tiirevienebilir iki

egri ve f, [y,]u[,] Uzerinde tammli strekli bir fonksiyon olsun.
i~) v, egrisi ,v, in yeni bir parametrelenisi ise

J £(z)dz = | £(z)dz,

Y Y,
ve
i) v, -y, tanimhise
J.f(z)dz =Jf(z)dz + jf(z)dz
VY, Y Y2
dir[2].

Teorem 13: v, GeC bolgesinde parca-parca surekli tiirevienebilir bir egri ve

g€H(G) olsun. f{gov] —>ﬂ: stirekli bir fonksiyon ise

J f(w)dw =[f(g(2)g’(2)dz

344 Y

dir[3].



Tanim 17: GEC agik ve £:G =T olsun. Yz e G icin F/(z) = f(z) kosulunu

saglayan bir FEH(G) fonksiyonu varsa F fonksiyonuna f nin G de bir ilkeli

denir(3].

Teorem 14: f(z), GCT bolgesinde siirekli bir fonksiyon ve v, G de z, noktasini
z, noktasina birlestiren parca-parca sirekli tlirevienebilir bir egri olsun.

FEH(G),f nin G de bir ilkeli ise
[f(2)dz=F(z,)-F(z,)
dir[3].

Teorem 15: f{(z), GCT boigesinde sirekli bir fonksiyon olsun. £ nin G de bir

ilkeli varsa, G de olan her kapah parga-parca sirekli tirevlenebilr ¥ egrisi igin

[ f(z)dz=0
dir[3].

Teorem 16 [Cauchy integral Teoremi] : G&T bir bdlge ve fEH(G) olsun. v, G

de parga-parca sirekli tiirevienebilir bir Jordan egrisi ve I(y) < G ise

[f(z)dz=0

dir{3].

Teorem 17: v,,...,v, ve I kompleks dizlemde v, cI{T') ,k=1....,n,ve Vj#k

iciny;cE(y,) kosullarini sagdlayan parca-parga sirekli tirevienebilir pozitif

yonlendirilmis Jordan egrileri olsun. f, E(y,)N..nE(y,)NIT) kapanigini

iceren bir G bodlgesinde analitik bir fonksiyon ise

[f(z)dz =3 [f(z)dz

k=1 Y



dir[3].

Tecrem 18 [Cauchy Integrali Formilit]: GSC bir bdlge, f€EH(G) ve v, G de
I(v) = G olan pozitif yonlendirilmis parga-parga sirekli tirevlenebilir bir Jordan

egdrisi olsun. Bu taktirde ze I(vy) ise

o)=L f(c) g

4..7l'I

dir.

Ispat. £>0 keyfi olsun. zeI(y) ve f, zeI(y) noktasinda siirekli oldugundan
D(zd)cl(y) ve VY¢eD(zd) icin |f(¢)-f(z)|<e olacak sekilde bir

8=0(z,8) >0sayisi vardir. ¢:=8D(z,5) sinirl  pozitif yonlendirilirse; teorem17

ve 11 e gbre
l
ff“)dc £ )l mf@dr—f(z)]
- l ) -z |
f(H-1(2)
=|L | —=2—"d
ZmJ\ f 7z f
< g
dir.
(0
£>0 keyfi oldugundan f(z)_——— d¢ elde edilir.
2% ) -2

y

Teorem 19: v, kompleks diizlemde parca-parca sirekli tirevienebilir bir egri, £

{v1>C siirekli ve n bir pozitif tamsay1 olsun.

F,:C\[y]—=C fonksiyonu, Yze C\[y] igin



10

1 _,
Fo(z):= J(

olarak tanimlanirsa; F, fonksiyonu ¢\ [y] bolgesinde analitik ve

_fO 4

F’n(Z).'. n ( )n+1

dir[2].
Teorem 18 ve19 dan agik bir G kiimesinde analitik bir fonksiyonun G
de her mertebeden tirevienebilir oldugu gérilir ve turevier icin asagidaki

Cauchy Integral formaii elde edilir.

Teorem 20 [Tirevler icin Cauchy integral Formili]: GeC actk bir kiime ve
fEH(G) ise her n dogdal sayisi i¢in £ nin G de £*(2) tlrevi meveut ve I(v) < G

olan herhangi bir par¢a-parca siirekli tirevlenebilir Jordan egrisi icin zeI(y)

n) f(g-)
f( (Z) J‘(g. n+l

ise

dirf2].

Teorem 21: GCC acik, a€G ve feH(G) ise VzeG igin f(z)=f(a)+ (z—-a)f,(2)
olacak gekilde bir tek f, eH(G) fonksiyonu vardir.

Ispat. Teorem 1 e gore, a€G noktasinda stirekli , f’(a)=f,(a) ve VzeG

iginf(z)=f(a)+ (z—a)f,(z) kosgullarimi saglayan birtek f;:G —C fonksiyonu

vardir.
f(z)-1(a)
f1(2)={ z—a z#a

f’(a) ,Z=2
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ve f, G de analitik oldugundan f, e H(G\{a}) dir. a€G ve G acik oldugundan
3r> 05 D(a,r)= G dir. v:=9D(a,r) olsun. f, fonksiyonu, vy Uzerinde sirekli

oldugundan teorem 19 a gbére g:D(a,r)—>C,

g(z):= ;-,J‘fg:—l@dg‘, fonksiyonu D(a,r) de analitiktir. Diger
yia -7

taraftan teorem 18 ve 20 den kolayca gosterilebilir ki; V z eD(a,r) icin g(z)=f (z)

dir. Vze G igin £(z) mevcut oldugundan f, € H(G) dir.

Teorem 22 [Taylor Formili]: GCC agik, f€eH(G), a€G ve n€elN bir dogal say!
ise VzeG igin

f(z) =f(a)+ £770(a)

(a—-1)!

olacak gekilde bir tek f, e H(G) fonksiyonu vardir ve f, fonksiyonunun, r >0

f,( 2) (z=a)"" +(z-a)"f,(2)

(z—-a)+...+

icin D(a,r)c G ve y:= aﬁ(a r) pozitif ydnlendirilirse VzeD(a,r) igin
f £(¢)
= (¢-a)"(¢- z)
seklinde bir gbsterimi vardir{2].

Teorem 23: GCC bir bblge, fEH(G) ve a€G olsun. YneN igin f®(a)=0ise f
G de sabittir[2].

Tanim 18: GCC bir bélge, a€G ve fEH(G) olsun. fa)=0 ise a€G noktasina f

nin bir sifir yeri denir[2].

Tamim 19: GCT bir bdige, a€G ve fEH(G) olsun. f(a)=0 ve f# 0 ise teorem 23
e gore f®(a)#0 olacak sekilde en az bir k dogal sayisi vardir. f%(a)#0

kosulunu saglayan k dogal sayilarinin en kigigli m ile gosterilirse; a
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noktasina f fonksiyonunun m. mertebeden bir sifir yeri denir. m=1 ise a

noktasina f fonksiyonunun bir basit sifir yeri denir{2].

Tanimdan goraldyor ki, a noktasi f fonksiyonunun m. mertebeden bir

sifir yeriise f(a) =f’(a) =...=f™P(a) = 0ve f®(a)= 0 dr.

Teorem 24: GCC bir bolge, ac€G ve fEH(G) olsun. a noktasinin f nin m.

mertebeden bir sifir yeri olmasi igin gerek ve yeter kogul Vz€G igin

f(z)=(z-a)"g(z) ve g(a)#0 kosullarini saglayan bir tek geH(G) fonsiyonunun

bulunmasidir{3].
1.4 Analitik Fenksiyonlarin Yerel Topolojik Ozellikleri

Teocrem 25: GCC bir bolge z.€G ve fEH(G) olsun. z, nokiasi ff{z)
fonksiyonunun m. mertebeden bir sifir yeri ise 8, >0 sayilar bulunabilir dyleki
D(z,,e)CG ve VaeD(f(z,),0 )\{f(z,)} icin f(z)-a fonksiyonunun D(z,e \{z } agik

kiimesinde tam m tane farkli basit sifir yeri vardir[2].

Teorem 26 [A¢tk Donlstim Teoremi]: GCC bir bolge ve fEH(G), G de sabit
olmayan bir analitik fonsiyon ise VACG acik altkiimesi igin f{A) € € altkimesi

agiktir[2].

Teorem 27: GCC bir boige ve f€H(G) olsun. f fonksiyonu bire-bir ise VzeG
igin £’(z) # 0 dir.

ispat. Aksi halde f’(z,)=0 olacak sekilde en az bir z,€G noktasi vardir.
f’(z,) = 0 oldugundan z, noktasi f-f( z,) fonksiyonunun en az 2. mertebeden bir

sifir yeridir. z,, ~f( z,) fonksiyonunun m. mertebeden bir sifir yeri ise teorem 25
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e gobre; dve €>0 sayillan bulunabilir dyleki D(z,e)cG ve
VaeD(f(z,),6 \M{f(z,)} i¢in f(z)-a fonksiyonunun D(z,e)\{z,} a¢ik kiimesinde
tam m tane farkli basit sifir yeri vardir. Bu ise f nin bire-bir olmasi ile geligir. O

halde VzeG igin f'(z) # 0 dir.

Teorem 28 [Ters Donlglim Teoremi]: GCC bir bolge, z,€G ve fEH(G), G de
sabit olmayan bir analitk fonsiyon olsun. f(z,)#0 ise zeUcG ve
f(z,)eVCH(G) olacak sekilde iki aglk U, V alt kimeleri vardir oyleki
£l U:U— V lzerine bire-bir olup; (f{ U)™:V — U ters déniisiimi analitiktir

,yani VzeG igin (Y (£(2)) = L dir(3].

ve VweVigin (f1Y(w)= e
z

1
(£ (W)

Teorem 29 [Maksimum Modili Teoremi]: GCC bir béige ve £, G de analitik ve
sabit olmayan bir fonksiyon ise |f], maksimum degerini G nin bir i¢ noktasinda

alamaz[3].

Teorem 30 [Minimum Modil Teoremi]: GSC bir bélge ve aeG ve feH(G)
olsun. VzeG igin f(a)|<if(z)] ise ya fa)=0 dir veya f G de bir sabit

fonksiyondur{3].

1.5 Analitik Fonksiyonlarin Ayrik Singiiler Noktalan
Bir fonksiyonun analitik olmadidi bir noktaya o fonksiyonun bir singdler

noktasi adi verilir.

Tanim 20: GCC agik, a€G ve feH(G\{a}) ise a noktasina f nin G de bir aynk

singller noktasi denir2].
a€G, f nin G de bir singliler noktasi ise ya ﬁ_xp[f(z)|=+oo, veya lim f(z)

limiti mevcut ve sonludur, ya da lim f(z) limiti yoktur.
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Tanim 21: GCC acik ve a€G, £ nin G de bir ayrik singller noktasi olsun.

i-) im f(z) limiti mevecut ve sonlu ise a noktasina f nin bir kaldirilabilir

Z—8

singliler noktasi ,
ii-) li_xpjf(z)}=+eo ise a noktasina f nin bir kutup yeri veya bir kutup

noktasi ,
iii-) lim £(z) limiti meveut degil ise a noktasina £ nin bir esasli singiiler

noktasi denir{3].

Teorem 31 [Riemann Teoremil: GCC acik, a€G ve feH(G\{a}) olsun. a
noktasinin f nin bir kaldinlabilir singller noktasi olmasi igin gerek ve yeter
kosul VzeG\{a} icin g(z)=f(z)olacak sekilde bir tek geH(G) fonsiyonunun

bulunmasidir[3].

Teocrem 32: GgcC aclk, a€G ve f e H(G\{a}) olsun. a noktasinin f nin bir
kutup yeri olmasi icin gerek ve yeter kosul lim(z—a)"f(z)=A olacak sekilde
bir tek m=1 tam sayisi ve A#0 sayisinin mecut olmasidir{2].

m tamsayisina f nin a kutup yerinin mertebesi adi verilir ve aeG, f
nin mertebesi m olan bir kutup yeri ise, ae G noktasina f nin m. mertebeden

bir kutup yeri denir.

Teorem 33: GCC acik, a€ G ve feH(G\{a}) olsun. a noktasinin f nin m.

mentebeden bir kutup yeri olmast icin gerek ve yeter kosul, VzeG\{a} icin

f(z)=(—g(—z—))7_T ve g(a)20 olacak bicimde bir geH(G) fonksiyonunun
Z—a

bulunmasidir.
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ispat. a e G noktasi £ nin m. mertebeden bir kutup yeri ise teorem 32 ye gére
lim(z—-a)*f(z)=A#0 dir.

h:G—C fonksiyonu, VzeG igin

(z-2)™*f(z),z+a
0 ,Z=a

h(z).= {

olarak tanimianwrsa, ag¢ik olarak heH(G) olup; h(a)=h’(a)=0 ve
h”(a) =(m+2)(m+1)A#0 oldugundan, a noktasi ‘h fonksiyonunun 2.
mertebeden bir sifir yeridir. O halde teorem 24 e goére g(a)#0 ve VzeG igin
h(z) =(z—a)*g(z) kosullarini saglayan bir tek geH(G) fonksiyonu vardir ve bu g

fonksiyonu teoremin sartlarint saglar.

g(z)

Tersine olarak g(a)20 ve VzeG\{a} icin f(z)=( )
z—a

kosullarini
saglayan bir geH(G) fonksiyonu varsa, lim(z—a)™f(z)=g(a)#0 oldugundan

teorem 32 ye gore aeG noktasi, f fonksiyonunun m. mertebeden bir kutup

yeridir.

Teorem 34: GCU acik, 2€ G ve fe H(G\{a}) olsun. a noktasinin, £ nin m.

mertebeden bir kutup yeri olmasi igin gerek ve yeter kosul VzeG\{a} icin

f(z)= 4

+g(2) olacak gekilde bir geH(G) fonksiyonu ve a_#0
(z—-a)" zZ—a

olan a,,a,,...,a_ sabitlerinin olmasidir{3].

Tanim 22: GCC acik, aeG ve feH(G\{a}) olsun. v,G de bulunan pozitif

yonlendirilmis ve aeI(vy) olan par¢a-parga sirekli trevienebilir Jordan egrisi

ise teorem 17 ye gore -2-—1— 1£(z)dz integralinin dederi v dan bagme|zdir. yvdan
™y

bagimsiz olan bu sayiya, f fonksiyonunun a € G noktasindaki rezidiisii denir

ve
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Rez(f,a).= —Ljf(z)dz
2n ¥

ile gosterilir[2].

Teorem 35 [Rezidil Teoremi]: gcC acik, bir kiime ve 2,,3,,...,a, €G olsun.
feH(G\{a,,...,a_}) ve 7, G\{a,,a,,...,a,} de a,a,,...,a, €Il (y) olan herhangi bir

basit kapali ve parca-parca siirekli tirevienebilir pozitif ydnlendirilmis egri ise
[f(z)dz =2 T Re z(f,a,)
v k=1

dir[2].
1.6 Analitik Fonksiyonlarin Scnsuzdaki durumu

Tanim 23: >0 olmak Gzere £ C\D(0,r) de tanimli bir analitik fonksiyon ise
2:D(0,1/r)\{0} > T, g(w):=f(i), analitik bir fonksiyon ve 0 noktas! g nin bir ayrik
w

singller noktasidir.

i-) 0 noktasi g nin bir kaldirilabilir singiller noktasi ise eonoktasina f nin
bir kaldirilabilir singiiler noktasi,

ii-) 0 noktasi g nin m. mertebeden bir kutup yeri ise oc>noﬂktasma f nin m.
mertebeden bir kutup veri ,

lii-) 0 noktasi g nin bir esash singiiler noktasi ise o noktasina f nin bir
esasli singiler noktast

denir.
iv-) f fonksiyonu { e« FUC\D(0,r) de tanimi ve g(w):= f(—l-), 0 noktasinda
w

analitik ise f ye ©° noktasinda analitiktir denir{3].

Tanim 24: GCC_ agik ve f: G—C olsun. £, G nin her noktasinda analitik ise f
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ye G lzerinde analitiktir denir.
1.7 Fonksiyon Dizileri ve Fonksiyon Serileri[3]

Tanmim 25: {z_} bir kompleks say1 dizisi ve z, eC olsun. Ve >0 sayisina kargilik
vnell n=N(e), igin |z,~z/<e olacak sekilde bir N(s)elN dogal sayisi
bulunabilir ise , {z,} dizisine yakinsak ve z,€C sayisina {z,} dizisinin bir limiti
denir.

{z,} dizisi yakinsak ise limitin tek oldugu kolayca gdsterilir. {z,} dizisi

yakinsak ve z,€C noktasi {z_} dizisinin limiti ise lim z, = z, yazilir.

Yakinsak olmayan bir diziye iraksak bir dizi denir.

Tecrem 386: {z_ )} bir kompleks sayi dizisi olsun. {z,} dizisinin yakinsak olmasi

icin gerek ve yeter kosul Ye>0 sayisina karsilik V n,mell n ve m 2N(g), igin

|z.— z«/<€ olacak bigimde bir N(g ) dogal sayisinin bulunabilmesidir.

Tanim 26: {a,} bir kompleks dizi ise Vnel¥ icin s_ = iak ile tanimh {s,} dizisine
k=0
genel terimi a, olan bir kompleks seri denir ve f;ak ile gosterilir. s, sayisina
k=0

ise ¥ a, serisinin n. kismi toplami denir.
k=0

Tamim 27: Y a, bir serive s,, bu serinin n. kismi toplami olsun. lims =s ve
k=0 >0

s sonluise Y a, yakinsak ve s ye Y a, serisinin toplami denir. Y a,
k=0 k=0 k=0

serisi yakinsak ve toplami s ise 3 a, =s yazilr.
k=0

Yakinsak olmayan bir seriye iraksaktir denir.

Teorem 37: f‘,ak serisi yakinsak ise }‘imak =0 dir.
k=0 Yoo
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Tecrem 38: iak serisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kogul Ve>0
=0

Ya,|<e olan bir N(g)el¥
k=n+l

sayisina kargilik Vnell n>N(g) ve Vpel¥ igin

dogal sayisinin bulunabilmesidir.

Teorem 39 [Kargilagtirma testi: NelN ve Fu, ve ITv,, VkeN k>N, icin
k=0 k=0

0<u, <v, kosulunu saglayan iki seri olsun. Bu taktirde;

i~} 3 v, yakinsak ise 3 u, serisi yakinsaktir.
k=0 k=0

i) > u, serisi iraksak ise ¥ v, serisi iraksaktir.
k=0 k=0

Tanim 28: iak bir kompleks seri olsun. i(ak] serisi yakinsak ise }Eak
k=0 k=0 k=0

serisine mutlak yakinsaktir denir.

Teorem 40: Y a, serisi mutlak yakinsak ise 3 a, serisi yakinsak ve
k=0 k=0

= flakl
k=0

[

2

k=0
dir.

Teorem 41[Kok Testil: Ta, bir kompleks seri ve k_hﬁf k/la, |= L olsun.
k=0 —ee

Bu taktirde;
i-) L<1 ise seri mutlak yakinsaktir.
ii-) L>1 ise seri raksaktir.
iii-) L=1 ise serinin yakinsakli§i ve iraksakhd hakkinda bir sey

sdylenemez.

Tamm 29: iak ve ibk verilen iki kompleks seri olsun. Vnell icin genel
k=0 k=0

n had haid - - v A - . .
terimi c:= Y a;.b, ; olan Y ¢ serisine, T a, serisiile b, serisinin Cauchy
=0 n=0 k=0 k=0
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¢arpimi denir ve
(iak)*(ibk) = icn
k=0 k=0 n=0

yazilir.

Tecrem 42: f‘,ak ve f}bk mutlak yakinsak ve toplamlan sirasi ile A ve B olan
k=0 k=<0

iki kompleks seri ise (iak) *( ibk) serisi mutlak yakinsak ve
k=0

k=0

(E‘,ad*(ibd:A-B
k=0 k=0
dir.
Yakinsak iki serinin Cauchy carpiminin her zaman yakinsak olmasi
gerekmez. Omek olarak: é-;? ve n}';;,0(—1)".~—1—— serileri gdz 6nine

vn+1
alindiginda bu iki seri yakinsaktir. Fakat (}E Lﬂ) *( i'zlr) = i n; L serisi
n=0 n=0 n=0

yakinsak oldugu halde;

= 1 - 1 - a1 1
—-1° *[ ¥ (=1)° = S (=1
(EO( ) yn+1) (EB( ) y'n+1) E‘o( )(Eoy’k+1\ﬁ—k+l)

S LS N

serisi , lim ——— |
n—yoo i=oyk +1 \/n—k+1‘

# 0 oldugundan yakinsak degildir.

Tanim 30: SCC oimak tizere Vneld igin £,:53—C kompleks fonksiyonlarinin

olusturdugu {f,} dizisine ortak tanim klimesi § olan bir fonksiyon dizisi denir.

Tanim 31: {f}, ortak tanim kiimesi SCC olan bir fonksiyon dizisi ve Z €S
olsun. {f (z,)} dizisi yakinsak ise {f,} fonksiyon dizisine z,eS noktasinda

yakinsaktir denir. {f,} fonksiyon dizisi S nin her noktasinda yakinsak ise {f,}

fonksiyon dizisine SCT Gzerinde noktasal yakinsaktir denir.
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{f,}, ScC lzerinde noktasal yakinsak bir fonksiyon dizisi ise f :S—C,
VzeS igin f(z):=£n f,(z), fonksiyonuna {f,} fonksiyon dizisinin limiti denir.

Tamim 32: {f,}, ortak tanim kiimesi scC olan bir fonksiyon dizisi ve £:S—C

olsun. V&>0 sayisina kargilik VzeS ve VnelN,n>N(e), igin If.(2)-f(2)|< e
olacak gekilde bir N(g)el¥ dogal sayist bulunabilir ise, {f,} fonksiyon dizisine

. . S
ScC uzerinde f : S>C fonksiyonuna dizgin yakinsaktir denir ve f,=f
yazilir.

Tanimdan goriliyor ki; fn=s>f ise {f} dizisi S Gzerinde noktasal

yakinsaktir. Fakat bunun tersi genelde dogru degildir.

Tanim 33: {f,} ortak tanim kiimesi S olan bir fonksiyon dizisi ve f :S—C
olsun. VKCS kompakt kiimesi igin f,é:f ise {f } fonksiyon dizisine S Gzerinde

f ye hemen hemen diizgiin yakinsaktir denir.

Teorem 43: {f,}, ortak tanim kiimesi SCC olan bir fonksiyon dizisi olsun. {f }

dizisinin S Gzerinde diizgin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kogul Ve>0

sayisina kargilikVzeS ve Vn,mell,m ve n>N(g), igin |f,(2)-f,(2)| < olacak

sekilde bir N(z )elN dogal sayisinin bulunabilmesidir.

Teorem 44: Gc agik bir kime ve {f)}, G (zerinde tanimh siirekli
fonksiyonlarin bir dizisi olsun. {f;} dizisi G iizerinde £:G—C fonksiyonuna

hemen hemen diizgln yakinsak ise f fonksiyonu G Gzerinde streklidir.

Teorem 45: y, kompleks diizlemde parca parga sirekli tlirevienebilir bir egri

ve {f,}, v Gizerinde tanimh bir sirekli fonksiyon dizisi olsun. fn.—lf ise[f(z)dz
‘Y

mevcut ve
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lim [f (2)dz=[f(2)dz
ey 4

dir.

Teorem 46: GCC agik bir kime ve {f}, G lzerinde tanimli bir analitik
fonksiyon dizisi olsun. {f,} dizisi G lizerinde f :G—C fonksiyonuna hemen
hemen dlzgin yakinsak ise, f limit fonksiyonu G {zerinde analitik ve {f’}

dizisiG de f”’ tlrev fonksiyonuna hemen hemen diizgtin yakinsaktir.

Tanim 34: {f,} ortak tanim kiimesi ScT olan bir fonksiyon dizisi olsun. VnelN
i¢in s,:S—C fonksiyonlan VzeS igin s_(z):= ifk(z) olarak tanimlanirsa, {s}
k=0

fonksiyon dizisine S Gzerinde tanimhi genel terimi f, olan bir kompleks

- « - - o0 - - sps n oo - . E)
fonksiyon serisi denir ve T f, ile gosterilir. s,;:= 3. f, toplamina Xf, serisinin
k=0 k=0 k=0

n. kismi toplami denir.

Tanim 35: ‘}ifk , SCT Gzerinde tanimh bir fonksiyon serisi,s, = zu;fk bu serinin
k=0 k=0

n. kismi toplami ve f: S—>C olsun.

i-) {s,} dizisi S Ozerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsak ise ifk
k=0

fonksiyon serisine S zerinde noktasal yakinsak ve VzeS igin f(z):= ifk(z)
k=0
olarak tanimlanan f : S—C fonksiyonuna 3 f, serisinin limiti denir.
k=0

ii-) {s,} dizisi S Gzerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise }";fk
k=0

fonksiyon serisi S Uzerinde f fonksiyonuna diizgiin yvakinsaktir denir ve bu
o0 S

durum Y f, =1 ile gosterilir.
k=0

iii-) {s,} dizisi S nin her kompakt alt kiimesi izerinde f fonksiyonuna
diizgn yakinsak ise ifk fonksiyon serisine S {izerinde f fonksiyonuna hemen
k=0

hemen diizgiin yakinsaktir denir.



Teorem 47: ifk, ScC kiimesi lizerinde tanimli bir kompleks fonksiyon serisi
k=0

olsun. }Efk fonksiyon serisi S izerinde dizglin yakinsak olmasi i¢in gerek ve
k=0

yeter kosul Ve>0 sayisina kargilk VzeS ve Vn,pelN, n2N(g), igin
n+p
> H(2)

k=ntl

< ¢ olacak sekilde bir N(g )eN dogal sayisinin bulunabiimesidir.

Teorem 48: f;fk, GcC agik kiimesi Gzerinde tanimli bir fonksiyon serisi
k=0

olsun. vk eV icin f,:G — C fonksiyonlan surekli ve ifk serisi G Gizerinde bir
k=0

f:G — C fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsak ise f, G de siireklidir.

Teorem 48: y, kompleks dizlemde parga-parca siirekli tirevienebilir bir egri

b o Y
ve ¥f,, v Ozerinde tanimii bir siirekli fonksiyon serisi olsun. 3 f, =f ise
k=0 k=0

Jf(z)dz integrali meveut ve [f(z)dz= T [£ (2)dz dir.
¥ k=0 y

Y

Teorem 50: ‘Efk, GcC aglk kiimesi Uzerinde tanimii bir fonksiyon serisi
k=0

olsun. Yk el i¢in f,:G — C fonksiyonlar analitik ve ifk serisi G Uzerinde bir
k=0

f:G—C fonksiyonuna hemen hemen dizgiin yakinsak ise; f, G {zerinde

analitik, Vze G igin

f(z)= 3, (2)

k=0

ve ﬁfk'(z) serisi G de f’ ye hemen hemen diizgiin yakinsaktir.
k=0

Teorem 51 [Diizgiin Yakinsaklik Icin Weierstrass M-Testi]: f;fk , S Gzerinde
k=0

tanimhi bir fonksiyon serisi ve iMn yakinsak ve Ynell ve VzeS igin
n=0

}fn(z)| <M, ise f;fk fonksiyon serisi S {izerinde diizgin yakinsaktir.
k=0
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1.8 Kuvvet Serileri

Tanim 36: aeC, {a,} bir kompleks dizi ise ian(z—a)“ seklinde bir fonksiyon
n=0

serisine a merkezli ve a, katsayili bir kuvvet serisi denir{1].
Acik olarak; ian( z—a)" kuvvet serisi z= ae L noktasinda yakinsaktir.
n=0

Teorem 52 [Cauchy - Hadamard Teoremil: f‘,an( z—a)" verilen bir kuvvet
n=0

serisi olsun. Bu taktirde asagidaki sartlan saglayan bir tek 0<R <+

genigletiimis reel sayisi vardir.
i-) R=0ise f’, a_(z—a)" serisi yalniz z=a noktasinda yakinsaktir.
n=0

ii-) R=+c<ise }":an(z—a)“ serisi C de mutlak ve hemen hemen dlizgiin
n=0
yakinsaktir.
i) 0<R <+ ise ian( z—a)* serisi D(a;R) dairesinde mutlak ve
n=0
hemen hemen dizgiin yakinsaktr ve |z—a|>R olan VzeC nokiasinda
iraksaktir.
Ispat. R:= :_1—~ ise 0 <R < +oo dir ve istenilen sartlar saglar.
limz/a, |
i-) R=0 ise ian(z—a)" serisi yalniz a €eC noktasinda yakinsaktir.
n=0
Varsayalim ki, }Ean(z—a)“ serisi z, #a olan bir z, €T noktasinda yakinsak
n=0
olsun. %an(zo ~a)" yakinsak oldugundan teorem 37 ye gore lima_(z,—-a)" =0
n=0 N->0a

dir. Yakinsak olan her dizi sinirli oldugundan VnelV igin |a (z,~2)"|<M

olacak sekilde bir M>0 sayisi vardr. Vnel icin gffa,|SYM/|z, -3
oldugundan fimyfa,| < .

%3]

yani R 2|z, —a|>0 elde edilir ki, bu R=0 olmasi

ile celigir.



24

ii-) R=+c0ise }Ean(z—a)“ serisi C de mutlak ve hemen hemen dizgin
0=0

yakinsaktir.

KcC herhangibir kompakt altklime ise KcD(a,r) olacak sekilde bir r>0
sayisi vardir. R=+eo , fimyffa,| =inf{Sup{k la ik 2 n}:ne]N} Ve Ri=—"

“ 1 - 1
oldugundan; . >0 sayisina kargilik YneIN, n > N(r) igin sup{liﬂa:k P n} < >

olacak sekilde bir N(r)eIN sayisi vardir. Son esitsizlikten VzeK ve VnelV,
n2N(r) igin

a,(z—-a)" <2in elde edilir. Bu ise teorem 51 e gore, f‘,a,,(z—-a)n
=0

kuvvet serisinin K (zerinde mutlak ve diizglin yakinsak oldugunu gosterir.
iii-) 0<R <+ ise ian( z—a)" kuvvet serisi D(a,R) acik dairesinde
n=0

mutlak ve hemen hemen dlzgin yakinsaktir. KCD(a,R) herhangi bir kompakt

altkime ise KcIX(a,r) olacak sekilde bir 0< r <R sayisi vardir.

R*>0 sayisi 0<r<R"<R kosulunu saglayan bir say! ise -é—< li ve

l:ﬁﬁrd@ oldugundan Vnel, n>N(R’), igin g/la,| <i* olacak sekilde bir
R R

N(R")ell sayisi vardir. Son esitsizlikten VzeK ve Vnelln>N(R'), icin

ian(z-—a)“|<( Rr) elde edilir.O halde teorem 51 e gore ian(z—a)“ kuvvet
n=0

serisi , K Uzerinde diizgiin yakinsaktir.
z,&C, |z,—a|>R olan bir nokta ise Xa,(z,—-a)" serisinin iraksak
n=0

oldugunu gdsterelim. T a (z,—a)" yakinsak ise {a (z, —a)"} dizisi sinirli
n=0

oldugundan, ¥nel¥ icin ]a,,(z0 -a)"| £ M olacak gekilde bir M>0 sayisi vardir.

Son esitsizlikten |z, —a|<R elde edilir ve bu |z, —a|>R olmasi ile geligir. O

halde; |z,—a|>R ise, Ta,(z—a)" serisi iraksaktr.
n=0

Son olarak R nin tekligini gosterelim.0<R,,R, <+ sayilan teoremin
sartlarint saglayan iki sayi olsun. R, #R, ise R, <|z,—a|<R, olan bir z,eC

noktas! alindiginda R, <|z,—a| oldugundan ian(zo—a)“ serisi iraksaktir.
n=0
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|z, —a| <R, oldugundan ian(zo ~a)" serisi yakinsaktir. Bu ise bir geligkidir. O
n=0
halde R, =R, dir.
Tanim 37: ann(z—a)“ verilen bir kuvvet serisi iseR:= Ve o ile taniml
0< R <+eo genigletilmis reel sayisina i a_(z—-a)" kuvvet serisinin yakinsaklik
n=0

yarigap! denir.

Tanim 38: ian(z—a)“ yakinsaklik yaricapt 0<R <+eo olan bir kuvvet serisi
n=0

olsun. D(a,~):=C ise D(a,R) ac¢ik dairesine f;an(z—a)n kuvvet serisinin
n=0

yakinsaklik dairesi denir.
Cauchy-Hadamard teoremine goére, VzeD(a,R) igin f(z):= f‘, a,(z—a)" ise
n=0

ian(z-—a)“ kuvvet serisi D(a,R) Uzerinde f{z) ye mutlak ve hemen hemen
n=0
dizgin yakinsaktir. VnelN igin a_(z—a)”* fonksiyonlan D(a,R) de analitik

oldugundan, tecrem 50 ye gdre feH(D(a,R)) dir.

Teorem 53: f‘,an(z—a)n yakinsaklik yaricapt R>0 olan bir kuvvet serisi ve
n=0

VzeD(a,R) igin f(z):=F a (z—a)" ise ,Vkel ve VzeD(a,R) igin
=0

£® (z):= Ta(n-1)...(n—k +1a (z—a)**
o=k

(k)
O dr.
k!

dirve VkelN i¢ina, =

ispat. Teorem 50 den yararlanilarak tiimevarim ispat metodu ile yapilir.

Tanim 39: GcT agik bir altkime, aeG ve feH(G) olsun. VnelN igin

() -
an(f,a):=f—(%) ise Ya_(f,a)(z-a)" kuvvet serisine f nin a noktasindaki
n a=0
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Taylor serisi ve Pn(f,a):= f‘,ak(f, a)(z—a)* polinomuna f nin a noktasindaki n.
k=0

dereceden Taylor polinomu denir.

Teorem 54 [TaylorTeoremil: GCC agik, Ri=d(a,dG):=inf{|z—a|:zedG} ve
f e H(G) ise f nin a noktasindaki ¥a,(f,a)(z—a)* Taylor serisi D(a,R) de f ye
n=0

mutlak ve hemen hemen diizgiin yakinsaktir[2].

Tanim 40: 0<r<R <+ ve acC olsun. Q(a;r,R):={z:r<]z—a§<R} acik

altkimesine, a merkezli ve r, R yarigapli bir halka bolge denir.

Tanim 41: feH(Q(a;r,R) ) olsun. keZ bir tamsayi ise % fonksiyonu
Z—a

Q(a;r,R) halkasinda analitik oldugundan y, Q(a;r,R) de pozitif

yonlendirilmig parga-parga sirekli tirevienebilir herhangi bir basit kapah egri

f(2)

ise teorem 17 ye gore -il—_f(——dz integralinin degeri y egrisinden
™ z
Y

_a)k+1

bagimsizdir. VkeZ igin

1 f(z)
f,ay=—
(t,2) 2 ) (z—a)™!
Y
ise

T a(fa)z-a)"= Ta,(f,a)(z—a)* + Ta_ (f,a)(z—a)™
k=0 k=1

k=—o0

fonksiyon serisine, f nin a merkezli Laurent serisi, a,(f,a) katsayilarina f

nin Laurent katsayilari denir]2].

Teorem 55: fe H(Q(a;r,R)) ve r<r, < ]z—ai <R, <R olsun. y,,y, sirasiile
a merkezli ve 1, R, yarigapli pozitif ydnlendirilmis ¢emberler ise Vz e Q(a;r,R)

icin
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f(i') £($)
f(z).. &— z 27uj dt

?2

dir.

ispat. ze Q(a;r,R) keyfi , fakat sabit alinan bir nokta olsun. feH(Q(a;r,R))

oldugundan, g : Q(a;r,R) =»C,

f(H~-1(2)
g()y={ ¢-z #2
f’(Z) ,f=Z

fonksiyonu Q(a;r,R) halkasinda analitiktir. O halde teorem 17 ye gére

Je(Hde=]g()d¢
72 N

dir. Bu esitlikten

(2) = ff(” l.fi@dc
-z 27:1

Y2 R4

elde edilir.

Tecrem 56: feH(Q(a;r,R)) ise, f nin Zak(f a)(z-a)* Laurent serisi

k=moo

Q(a;r,R) halkasinda f ye noktasal yakinsaktir.

ispat. zeQ(a;r,R) keyii fakat sabit bir nokta ise r<r <]z—a}<R1 <R olacak

sekilde r, R, sayilarn vardir. y,,v, teorem 55 deki cemberler ise,
f(%;- l‘jf(i’)dr
-z 2 ) ¢~z

Y2 71

f(z)=—1—

dir. V¢ ey, igin,

~——l < 1 ve f, v, Uzerinde sinirli oldugundan teorem
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51 e gore; f} f(©)

w(z—-a)“ fonksiyon serisi v, Uzerinde diizglin yakinsak
k=0 -

ve
(¢ _= (O (2
-z wo(t— a)"“‘\

_ a)k

dir. Esitligin iki tarafi 2—1— ile carpilip; y, Gzerinde integral alinirsa , teorem 49
m

a gore
L -i@dr Sa,(La)z-a)*
Yz
elde edilir.
Benzer sekilde, f v, (izerinde sinirli ve V¢ e, igin {~a =] al I<1
Z—a Z—a

o RPRN 2o
ve zf(f)(f—k) serisi, v, Uzerinde _I® fonksiyonuna diizgin yakinsak

i (z—a) {—z
oldugundan

£

— e (‘-— —sde= Zak(f a)(z-a)™

elde edilir. Sonug olarak , zeQ(a;r,R) keyfi oldugundan VzeQ(a;r,R) igin
£(z) = Ta,(f,a)(z-2)* + Ta_,(f,a) (z-2)™®
k=0 k=1
dir.

Teorem 57: feH(Q(a;r,R)) ise f nin Eak(f a)(z—-a)* Laurent serisi

k==—oo

Q(a;r,R) halkasinda f ye hemen hemen diizgiin yakinsaktir.

Ispat. VzeQ(a;r,R) igin teorem 56 ya gore

f(z) = kﬁjoak(f,a)(z—a)k +éa_k(f, a)(z-a)®

dir.
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f(2)= Za,(fa)z-a)* | T(2)= gak(f,a)(z—a)"

f,(z):= l;Z.P-;',la_k(f,a)(z— a)™ S, (z):= k%a_k(f, a)(z—a)™

ise

f()=f(2)+15,(2)
ve

Zak(f a)(z—2a)* =T,(2)+85,(2)
dir.

KcQ(a;r,R) herhangi bir kompakt altkime ise, VzeK igin
r<p <|z—a|]<p<R olacak gekilde p,0* sayilan vardir. 5,R,>0 sayilar
r<p<p" ve p<R, <R olacak gekilde segilirse; v,,v, teorem 55 de tanimlanan
¢emberler olmak Gzere VzeKicin

(Z— a)n+1 f(g.)
27 (E=-2z)(¢—-a)™™

Y2

£(2)-T.(2)= d¢

ve

£(@)-5,(2) =~ (Z = Jf(c)(r 2" 4

dir. M, (£, R, ;= sup{ [f(O)s € € v, } Ve M(f,1):= sup{|f(©)]:¢ e v, } ise,Vze K

icin

T2 P
I.(2) T,,(Z)IS(RJ R, _p Ve (ER)

ve

lf:(z)—snm;s(f_a) M (£,5)
p ) (o*-1)

dir. Boylece VzeK igin
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(2] Lo 5] BEED
R o

£(2)- Sa(fa)z-a)"|s| 2 (0*-1,)
=~n 1 1

1

oy I -
elde edilir. 2 <1 ve -1 <1 oldugundan
1 P

fm (_p_)“ : Mz(f,R1)"“(£l*—)n 8o
=>+=l\R, / R ~p P (p*-1,)

dir. Sonug olarak ; Ve > 0 sayisina karsilik Yn e, n> N(e) ve VzeK igin

f(2)- $a,(f,a)(z—2)"

k=-n

<&

olacak gekilde bir N(¢) elN dogal sayisi vardir. O halde tanim 35 e gore £ nin
}Eak(f ,a)(z—a)* Laurent serisi, Q(a;r,R) halkasinda f ye hemen hemen

K=o

dizglin yakinsaktir.

Tanim 42: feH(Q(a;r,R)) ve VkeZ tamsayisl i¢in  a,(f,a) lar, £ nin a
noktasindaki Laurent katsayilarn ise f:a_k(f,a)(z—a)“‘ serisine f nin a
k=1

noktasindaki esas kismi denir[3].

Teorem 58: feH(Q(a;r,R)) ve VkeZ igin a,(f,a) lar, f nin a noktasindaki
Laurent katsayilar olsun. a noktasinin f nin m. mertebeden bir kutup yeri
olmasi igin gerek ve yeter kosul a_,(f,a)#0 ve VkeZ , k<-m, igin

a, (f,a) =0 olmasidir.

Ispat. v, Q(a;r,R) de pozitif yonlendirilmig par¢a parga sirekli trevienebilir

herhangibir Jordan egrisi ise, Yk <Z igin
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1 1(2)

2m ) (z—a)**
Y

ak (fa a) =

dir.
i-) a noktasi f nin m. mertebeden bir kutup yeri ise teorem 33 e gore
g(a)#0 ve VzeQ(a;r,R) igin f(z):z—gﬁ);; olacak sekilde bir geH(D(a,R))
Z—a

fonksiyonu vardir. O halde teorem 16, 18 ve 20 ye gore

1 £(z)

27 ) (z—a)
_ 1 g(2)

- 27Ei (Z_a)m+k+1
Y

ay (f,a)=

0 Jk<—m
={ g(a) 7k =-m
g™ (a)

,k>—
| (m+Kk)! o

dir.

ii-) a_ (f,a)#0 ve VkeZ, k<-m, icin a,(f,a)=0 ise a noktas! f nin m.
mertebeden bir kutup noktasidir.

VkeZ, k<-m , igin a,(f,a)=0 oldugundan teorem 56 ya gbre

VzeQ(a;r,R) icin

_ma,(fa) = ok
f(z)_zi(z—a)k +l§0ak(f,a)(z a)

dir. Bu ise lim(z—-a)"f(z)=a__(f,a)=0 oldugunu gosterir ve teorem 32 ye

gére a noktasi f nin m. mertebeden bir kutup yeridir.

Teorem 59: feH(Q(a;r,R)) ve VkeZ igin a,(f,a) lar, f nin a noktasindaki

Laurent katsayilan olsun. Yc_, (z—a)™+ Sc,(z—2)*, Q(ar,R) halkasinda f
k=1 k=0
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fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsak bir fonksiyon serisi ise Yk e@

icin ¢, =a, (f,a) dir.
1.9 Konfoerm Egdegerlilik ve Riemann Dénligiim Teoremi

Tanim 43: G, ve G,, kompleks dizleminde iki bolge ve f:G, - G, bire-bir
Orten ve analitik bir fonksiyon ise f déniisiimtine bir konform déniisiim denir.
G, bolgesini G, bolgesine resmeden bir konform doniisiim
bulunabilirse; G, bdlgesi G, bdlgesine konform esdegerdir denir.G, bolgesi G,
bolgesine konform esdeger ise, teorem 28 e gdre G, bdlgesi de G, bolgesine

konform esdegerdir{3].

Tecrem 60 [Riemann Dondislim Teoremi]:G, kompleks diizlemde G =C olan
basit baglantili bir bélge ve z, € G ise G yi U:={z |7 <1} agik birim dairesine

donistliren ve ¢(z,) =0, ¢’(z)>0 kosullarini saglayan bir tek ¢:G—U

konform dénlisiima vardir{3].
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2. TEORIK CALISMA [ FABER POLINOMLARI]

Bu bélimde kompleks dizlemde siniri bir Jordan egrisi olan bir B
kontiniumun n. dereceden F,(z) Faber polinomlarl tanimlanacak, Faber
polinomlarinin integral gosterimleri ile diger bazi 6zellikleri incelenecek ve 1.8
de verilen kuvvet serilerine benzer gekilde Faber polinomlan serisi
tanimlanacak ve bu serilerin yakinsakiik 6zellikleri incelenecektir. Bolim
icinde, U ile kompleks dizlemde acik birim dairesi, B ile kompleks dizlemde
sinirl bir Jordan egrisi olan bir kontinium, L ile B nin pozitif yénlendiriimig
sinirt vé CB ile B nin genigletiimis kompleks dizleme gdre butilinleyeni

gosterilecektir.

Teorem 61: B, kompleks diizlemde sinin bir Jordan egrisi olan bir kontinium

ise P(cc)=co Ve lim 2@ > 0 olacak sekilde bir ®:CB — cU konform doniigima

Z—yoo Z

vardir.

ispat. z, € B sabit bir nokta olsun. 7:CB— C, n(z)::—L, dénisimi CB

basit baglantii bolgesini C kompleks dlzleminde basit baglantili bir
G:=n(C B) bolgesine resmeden bir konform dénisimdir ve n(e)=0 dir.
Diger taraftan Riemann dénﬁg.ﬁm‘ teoremine gobre, G yi U acik birim dairesi
{izerine donistiiren ve ¢(0)=0, ¢’(0)>0 kosullarini gergekleyen bir tek ¢:G — U

konform dénisima vardir. y:U—CU, ¢(0)=c ve tz0 icin z;z(t):1

t ]
donisimi konform oldugundan; &:=ycpon:CB— cU ,®(2)= ——1-1——— ,
Z— Z0

> 0 kosullarini saglar.

®(z)

donisimi{ konformdur ve ®(ee)=eo , lim



34

2.1 Faber Pelinomliarinin Tanimi

Tamim 44: B, kompleks diizlemde siniri bir Jordan egrisi olan bir kontinium ve

®:CB — CU, teorem 61 deki sartlan saglayan konform ddnidglim olsun. ne IN
ise Hm *(@) > 0 oldugundan Iim z“@"(l) >0 dir. O halde teorem 32 ye gére;
YA

I z-0

7=0 noktasi, @“(1

) fonksiyonunun n. mertebeden bir kutup yeridir ve teorem
z

58 e gore, yeteri kadar kiigilk bir £ >0 sayisi icin Q(0;0,2) halkasindaki laurent

n 50 ®

serisi, a™ = 0 olmak (izere 5 Y, ¥8,,z° seklinde olup; Vze Q(0;0,2) icin
k=0 Z k=1

1 n (“) ®
@’{—): > +Z Bnkz

z k=0 Z

dir. Bu esitlikten Vze Q(O;l,+oo) icin
&g

®"(z) = za‘“’z s 3 Do (1)

k=1 Z
elde edilir ve sag yandaki seri, Q(O;l,+oo) halkasinda ®*(z) fonksiyonuna
£

hemen hemen diizgiin yakinsaktir.

F(z):=a®z"+..+a®z+al®
polinomuna B nin n. dereceden Faber polinomu denir[6],[7],[8].

Tanim 45: ®:CB— CU, teorem 61 deki sartlan saglayan konform dontgdm,
neIN ve F,, B nin n. dereceden Faber polinomu olsun. o :cB—C,
w, (z):= ®"(z) - F,(z) fonksiyonuna &" fonksiyonunun esas kismi denir. Agik
olarak gériliyor ki; w , fonksiyonu CB bdlgesinde analitiktir ve (1) e gore oo
noktast w_ nin en az 1. mertebeden bir sifir yeridir. Ote yandan w_ nin o0

noktas! komsulugundaki Laurent serisi ): s —2 olup; 3 8 — serisi yeteri kadar
k=1 k=1 Z
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biytk r >0 sayilar igin Q(0;r,+<<) halkasinda «_, ye hemen hemen diizgin

yakinsaktir ve Vz € Q(0;r,+ee) igin

w (=3 P @)
kel Z
dir. Ayrica Vzecp igin
F(2)=2"(2)~ ©,(2) @3)
dir. :
. = . . ®(2)
Bundan sonraki kisimlarda ®:CB—CU ile lim >0, @(co)=oo

Z—poo A

kosullarini saglayan konform dénlisiim ve W ile onun &™ tersi gosterilecektir.

Y™ 50 ve ¥(eo) = 0o Olup; ¥:C U—CB dénisiimi,

Acik olarak, lim

konformdur. Diger taraftan &,¥ donisimleri sirast ile CB ve cU (zerine

stirekli genigsletilebilir[3].

Tamim 48: R>1 olmak (zere CU de 0 merkezli R yaricapl v, ¢emberinin, CB

bolgesindeki Ly:=¥(vg):={ze CB:®(z)|=R}resmine R yaricapl bir seviye
cizgisi denir{7]. v, g¢emberi pozitif yonlendirilirse L, seviye gizgisi CB de

pozitif yonliidir. Diger taraftan R, >R, >1 ise Ly cI(Ly ) dir.
2.2 Faber Polinomlarinin integral Gésterimleri

Teorem 82: F,, B nin n. dereceden Faber polinomu ve R>1 olsun. Bu taktirde

i-) zeI(Ly ) ise

0= 5 [ £ @
m) {—z
i,
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ii-) ze E(Ly) ise
R(2)=2"2)+ f%_(—?dr 5)
P

dir.

Ispat. i-) zeI(L, ) ise, Cauchy integral formiilil ve (3) kullanilirsa

1 {E(©
= ——— _n__—d
E(2) 2m'f§‘—z ¢
Lp

F(Z)z“lya‘[ (c;—«; L8 4,

e [ e [0 ©

elde edilir. R”> R ise teorem 17 ye gore
Jw @u(8ye fw (Oge @

serisi L,

dir. R’>R sayisi yeteri kadar buyUk segilirse, (2) ye gére ):, 5”‘
k=1$ (& —Z

{izerinde @q.(8) fonksiyonuna diizgin yakinsak clacagindan teorem 49 a gére

(?—Z)
n(g‘) — Bnk
fc 2 "2 ch“(r 2t
Ly
kz=1 27nf§ “(¢-2) 4
=0 : (®)
dir. (6), (7) ve (8) den
_ 1 [
L@ [?_—ch
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elde ediir.
i) ze E(Ly) olsun. R">R ve >0 sayilan D(zr) c E(Ly)nI(L,,) olacak

sekilde secilsin. y(z,r),D(z,r) nin pozitif ydnlendirilmig sinin ise teorem 17 ye

f L (. f (4ot j ()4,
-z -z -z
Ly Ly

Y(ZJ)

gore

oldugundan , teorem 18 ve (4) den

o+

F,(2)=®"(2) + — j (o
2m ) ¢—z
Ly
elde edilir.

Teorem 63: R21ve zeI(L,) ise Yw e CD(0,R) igin

¥'w) oK@
W(w)~z icow"! ®

dir ve Z hi(2) serisi I(L )xCD(0,R) de hemen hemen diizgiin yakinsaktir.

k+1

ispat. zeI(L,) ise \I:I(, (w)

v(}e)

fonksiyonunun 1. mertebeden bir sifir yeri oldugundan,
\I'( Avi—z

fonksiyonu CD(0,R) de analitik ve w=0 noktasi

VW) nin oo noktasinin  bir komgulugundaki Laurent serisi ¥ A“lfj)
Y(w)—z k=0 W

seklinde olup; bu seri bu komgulukta :I;%,(;L) fonksiyonuna hemen hemen
W)—2

diizglin yakinsaktir. Yw e CD(0,R) igin

’ - A,
2 (10)

Y(w)—z =

oldugundan, ne IN igin
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w \Il’(w)= = w"A,(2)
Y(w)—-z =0 wt

(1)

dir. R’>R sayisi yeteri kadar biylk segilirse (11) in sag tarafindaki seri

v(0,R”)c CD(0,R) Gzerinde diizgiin yakinsak oldugundan teorem 13, 49,62

1 jwnxy'(w) dW=-—1— i w"A, (2) dw
2n V(w)~z 2w 0w

70,R) y(O,R)

ve

esitliginden ,¥n&IN igin

E(z)=A.(2) (12)

elde edilir. (10) ve (12) ifadelerinden

V(w) _ = E(2)
T(w)-z o w

dir. 3, F"gfl) serisinin I(L,)xCD(0,R) Gzerinde VW)

fonksiyonuna hemen
k=0 W V(w)—2z

hemen diizgin yakinsak oldugu gosterilirse ispat tamamilanir.
K,xK, < I(L, )xCD(0,R) herhangi bir kompakt alt kiime olsun.
r=d(K,,Lyx=inf{jz-¢t}zeK,,tely} ve Ry;:=d(0,K,):=inf{w}weK,}

ise >0 ve 1< R <R, dir. (4) esitligi ve teorem11 kullanilirsa V(z,w) e K;xK, igin

IFK('z)|_’ 1|1 (2" t, (RY

Kl | (B | 5 S o—— | —
| Wi | w27 | p—z 2zr R\ R,
Ly

serisi

elde edilir. 0<—1-§—<1 oldugundan Weierstrass M-testine gore 3 Fkn((i)
1 k=0 W

I(L; )xCD(0,R) Uzerinde hemen hemen diizgiin yakinsaktir.

Tecrem 64: R>1ve zeI(L;) ise Yw e CD(0,R) igin

Y'w) _ K@
(¥(w)-2) = wi!
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dir ve i Fkl((fl) serisi I(L; )xC D(0,R) de hemen hemen diizgiin yakinsaktr.
k=1 W
: . V' (w) . = o
Ispat. zeI(Ly) ise ————— fonksiyonu CD(0,R) de analitik ve w=0 noktas!
(¥(w)-1z) 4
i) . N
7T—T———2- onksiyonunun 2. mertebeden bir sifir yeri oldugundan,
¥l )-2)
__ ¥ ™) __inin %o noktasinin bir komsulugundaki Laurent serisi 3 k(2
(¥(w)—-z) k=l W
seklinde olup; bu seri bu komgulukta ¥ ()W) 7 fonksiyonuna hemen hemen
W)—Z

diizgin yakinsaktir. Yw e CD(0,R) igin

v'w) = A(2)

(F(w)—2)* =t W (19)

oldugundan, n€IN igin

w' v(w) - i w' A, (2)

(¥Y(wW)-2)> = w*! (14)

dir. R’”>R sayist yeteri kadar biiylk secilirse (14) in sag tarafindaki seri

v(0,R”) c CD(0,R) {izerinde diizgiin yakinsak oldugundan teorem 13, 49 ,19

ve 62 kullanlhrsav

_1_. f W) _1_ 3 WAU(D) ) 4o
2n ) (¥(w)-2z) 2 e owkt
b4

QO.R) Y(O.R")

esitliginden VneIN, n21, igin
F(2)=A,(2) (15)
elde edilir. (13) ve (15) ifadelerinden

viw) _=E@®
(¥(w)-2)* & w

oldugu gorulir.
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= F/(2) L - - W (w)
Son olarak ¥ %" serisinin I xC D(O,R) Uzerinde ———-

fonksiyonuna hemen hemen dizgiin yakinsak oldugu gosterilirse ispat
tamamianir.
K,xK, < I(Lg )xC D(0,R) herhangi bir kompakt alt kiime olsun.

ri=d(K, Ly :=inf{|lz—thze K, ,t e Ly }
ve

R;i=d(0.K, k=inf{jwiweK,}
ise =0 ve 1<R<R, dir. (4) esitligi, teorem 19 ve 11 kullanilirsa
V(z,w)eK,xK, i¢in
Rol_| 1 [ 1 (e il tm (R)k

Wl Wkt 5711_ (g‘—z)" " 27r*R, R_1

elde edilir. 0<§<1 oldugundan Weierstrass M-testine goére 2 () serisi
k=1

k+1
1 W

I(L; )xCD(0,R) lizerinde hemen hemen diizgiin yakinsaktir.

Teorem 65: {n |Fn(z)|} dizisi CB de |®(z)| fonksiyonuna hemen hemen dizgin

yakinsaktir.

ispat. K< CB herhangi bir kompakt alt kime olsun. p:=d(0,®(K)) ise
p>1'dir. r,R>0 sayilan 1 <r <R < p olacak sekilde segilirse; Kc E(Ly )< E(L,)
ve VzeX igin |®(z)|> R dir.Teorem 62 ye gére, Vze K igin
(0=t o | ik
2m

t-z
L

14

oldugundan, Vze KX i¢in

)= || £l

L,
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dir. O halde VzeK i¢in

LG P Bi (16)
le@r | 2mK,L)\R
dir. 0<% <1 oldugundan YneIN,n >N, igin
e]_,t T i 1
e T w ) <5 17
an(K,L,)(R) <2 (17)

olacak sgekilde bir NeIN sayist vardir. (16) ve (17) den VzeK ve
YnelN,n2N, igin

1 n 3 n

—2—|<I>(Z)l <[E,( z]<—|<I>(z)l (18)

elde edilir. Bu ise 3/[F,(z)| |=>|<I>(z | oldugunu gésterir ve ispat tamamlanir.

Teorem 686: {n |F;(z)|} dizisi CB de |®(z)| fonksiyonuna hemen hemen diizgiin

yakinsaktir.

ispat. K<CB herhangi bir kompakt alt kiime olsun. 1 <r <R < p sayilan

teorem 65 de oldugu gibi secilirse , teorem 62 ye goére VzeXK igin

(6,4

sz

R()=8"(2)+ 1 J

dir . Teorem 19 a gére VzeK igin
")

4 — n-1 r. i
F(z)=n®" (2)®'(z) + = _(f— 27
L,

d¢ (19)

elde edilir.
M;:=sup{|®(z)} ze K} , M,:=sup{|®’(z):ze K}, m,:=inf{|®(z);zeK}
ve m,:=inf{|®’(z)izeK}olsun. VzeK igin &(z)#20 , &’ (z)#0 ve sirekli

fonksiyonlarin modild kompakt kiimeler {zerinde maksimum ve minimum
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degerini aldidindan m,,m,,M,;,M, >0 dirf2]. Diger taraftan vzeXK igin
|®(z)|> R oldugundan (19) esitliginden VzeXK igin

R{

e — 0)
T 2znm,d*(X, L)\ R

nje’(2)|le@”

dir. 0< fr{_ <1 oldugundan,vneIN,n >N, igin

Rth T " 1
— = 21
2xﬁn12d2(K,L,)(R) <2 @1)

olacak sekilde bir NeIN sayisi vardir. (20) ve (21) den, VzeK ve

vnelN,n2>N, igin
1m, o " 3M, n
— 22 0@(2)]* <|F(z)| <=2 |
3 el <) <3 2 ale(z)

K
elde edilir. Bu ise n,/lF,f (2)]=>|®(z)| oldugunu gosterir ve ispat tamamlanir.

Teorem 87: r>1 ise

: f R@22),,_ L k=n (22)
2n) @"(z) 0, k#n

L

dir.

ispat. w,(z), ®*(z) nin esas kismi ise limw,(z)=0 oldugundan Ve >0 sayisi

icin bir l<r<R(e) sayisi bulunabilir o&yleki VweCD(0,R(g)) icin

oy (¥(W))| < & dir. Teorem 17 ye gore

1 JFk(z)éb’(z)dZ: 1 JFk(z)cb’(z)dz
2a ) &™'(z) 2 ®™(z)
Lr

G

oldugundan, (3) ve teorem 13 g6zdéniine alindiginda
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jF(z)@(z) 1 J‘q:“(z)@(z) 1 Jmk(z)cb'(z) dz
2

®™(z) 2 &"(z) 2@ & (z)
Lacy Lxco
J E.(2) 1<I> (2) dz = —  Jwldw — 1. wk(‘I'(IW))dW
24, ®™(z) 27u SDO.R(E) 27 e
IDOR(E)

dir. Son egitlikten teorem 11 e gore

k-n-1
Iw dwi<e
®™(2) 27 ()

{2; f (22, 1

, ve > 0 keyfi oldugundan

JFk(ﬂ F@Dy 1 ey
27 ™ (2) 27 BDORE)
elde edilir.
L k=
_1_ i wk-—n—ldw n
271 aDORE) 0, k#n

oldugundan ispat tamamianir.

2.3 Faber Polinomlar Serisi

Tanim 47: BCC, sinirt bir Jordan egrisi olan bir kontinium ve {F,(z)}, B nin

Faber Polinomlari dizisi ve {a,} bir kompleks say) dizisi ise

Xa,F,(2)
n=0

serisine B nin bir Faber polinomlar serisi denir{6].

Teorem 68: {a_}, li—ﬁn,/[anl =% ve R>1olan bir dizi ise ianFn(z) serisi I(Ly)
-0 n=0

de mutlak ve hemen hemen dlizgiin yakinsak ve E(L,) de Iraksaktir.
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ispat. KcI(Ly) herhangi bir kompakt altkime olsun. 1<R’<R sayisi
KcI(L,) olacak sgekilde segilsin. Teorem 29 a goére, VzeK igin
la,F,(z)| <]a,|F.(&)| olacak sekilde bir ¢, € L., noktasi vardir. Teorem 65 e

gbre

R G = Tl R

odugundan, teorem 41 ve 51den ianFn(z) serisinin K {zerinde mutlak ve
n=0

dizgiin yakinsak oldugu gériiliir.Son olarak f‘,anFn(z) serisinin E(L;) de
. n=0

iraksak oldugu gésterilirse ispat tamamlanir. z, € E(L, ) keyfi fakat sabit alinan

bir nokta olsun. 1I<R<R, ve z eL, olacak sekilde R,>0 sayisi vardur,

z, €CB oldugundan teorem 65 e gore lj—x_nlq[anFn(zo)]=% ve -I-{E‘>1
oldugundan teorem 41 e gore f‘,aan(zo) serisi Iraksaktir. z, e E(L,) keyfi
n={

oldugundan i a_F (z) serisi E{(L; ) de iraksaktir.
n={0

Teorem 69: {a_}, liz_ﬁ“n,/]an{=% ve R>1 olan bir kompleks say! dizisi

olsun.VzeI(L,) igin f(z):= Ta, F,(z) ise fe H(I(L,)) dirve 1 <r <R, VneIN
n=0

i¢in

_ 1 ff(z)tb'(z) dz
Y 2m) @*(z)

dir.
Ispat. Teorem 68 e gore, ian F,(z) serisi I(L,) de hemen hemen diizgiin
n=0

yakinsak oldugundan, teorem 50 ye gbre f e H(I(L;)) dir.

f(z) 2°(2)

@n-i-l(z

1< <r, <R olsun. » B(L,)NI(L,) yi igeren bir bolgede

analitik oldugundan, teorem 17 ye gore;
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Jf(z)@ (2 4, Jf(z)@’(z) dz
2m ) ®™(2) 27ciL & (z)
L,

1 7

dir. Bu 1<r<R ise, %fmdzintegralinin r den bagimsiz oldugunu
m

(bn-l-l ( Z)
L

gOsterir.
I<r<R olsun. f,aka(z), I(Ly) de f(z) ye hemen hemen dlzgin
k=0

yakinsak oldugundan iakw serisi L, (zerinde f(z—)?—gz—)
= - ®™(2) @™ (2)

’

fonksiyonuna dizgiin yakinsaktir. O halde, teorem 49 a gére

%a J (D) J‘f(z)cp (2 4,
20} @"(2) " 2 &™(2)
L

¢ 4

dir. Son esitlikten (22) gdz 6nlne alindiginda

N jf(z)q’ (Z)d
* 2m
[

(bn+1(Z)

elde edilir.

Tanim 48: R>1 ve fe H(I(L;)) olsun. 1 <r <R ise Vk eINigin teorem 17 ye

gore r den bagimsiz olan

f(z)d)(z)
2, () ——-f s

katsayilarina, f fonksiyonunun Faber katsayilari denir[6].

Teorem 70: R>1, f e H(I(L)) ve {a (f,F)}, f nin Faber katsayilar dizisi ise
i-} VzeI(Ly) igin
f(z)= Ta,(f, HE(2)
k=0

dir ve }'iak(f,F)Fk(z) serisi I(L,) de f fonksiyonuna hemen hemen dizgin
k=0

yakinsaktir.
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ii-) f;cka(z) Faber serisi I(L;) de f fonksiyonuna hemen hemen
k=0

dizgiin yakinsak ise Yk ¢IN igin
¢, =a,(f.F)
dir.

ispat. i-) zeI(L,) olsun. 1 <r<Rise, teorem 18 e gére

. f(f)
f(z)-— 2

Lr

a¢

dir. Teorem 13 g6z6nine alinirsa

¥'(w)
¥(w)—-z

elde edilir. Teorem 63 e gére 2 F (z)

k+1
=0 W

OB ffm W)L (23)

aD(0)
V'(w)

w)—z

serisi 6D(0.r) (zerinde

fonksiyonuna dizgin yakinsak ve f(¥(w)), 6D(0,r) 0zerinde sinirh
s f¥W) g F,(z), 8D(0,r) Gzerinde f(\If(w))‘;(f ‘;N) fonksiyonuna
w)-z

k+1

oldugundan; 2

dizgiin yakinsaktir. (23) esitligi ve teorem 49 dan f(z) = iak(f,F)Fk(z) elde
k=0

edilir.
KcI(Ly) -herhangi bir kompakt altklime ise, 1<, <R ve KcI(L,)
olacak gekilde bir 1, > 0 sayisi vardrr. r > 0 sayisi 1< 1, <r <Rolacak bicimde

segilirse;
£(O)2(¢)
(£.6)= o [ L W

'r

ve (4) e gbre YzeK igin )
k(Z)——‘J'(D (C)df

oldugundan ,M(r):=sup{|f(£)®"( [:(e L.} ise teorem 11 e gore
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M(r)zi’L’KLrl r k
o (£, DR (2)]< 474K L) (?)

elde edilir. 0<Z <1 oldugundan Weierstrass M-testine gére Eak(f,F) E.(2)
r k=0

serisi (L) Gizerinde f fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsaktir.
ii-) ick E (z) Faber serisi I(L;) lzerinde feH(I(L,)) fonksiyonuna
k=0

hemen hemen diizgiin yakinsak ise ick E(@ 2

serisi 1<r < Ricin L
=0 @ﬂ*-l(z) 9 ¥
) ®’(z)

. f(z
Uzerinde (

+1(Z

fonksiyonuna diizgiin yakinsak olacagindan teorem 49 ve

(22) esitligi kullanilirsa Vn € IN igin,

_ 1 f {2212 4, _, .5
2m) @*(2) N

elde edilir.
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3. BULGULAR

B C sinirt bir Jordan egrisi olan bir kontinium, ®:CB — CU teorem 61

in sartlarini sadlayan konform déniisim, ¥:=&" ve {F, (z)}, B nin Faber

polinomlan dizisi olsun.

Bu bélimde yarikonform dénistmler ve yarikonform egrilerin bilinen
tanimlart verildikten sonra; yarikonform bir egri ile swiirl, sinirth bir G

bélgesinde analitik ve G kapaniginda sirekli fonksiyonlarin Belyi integral

gosterimi verilecek ve bu gosterimden faydalanilarak; R>1 igin I(L;) de

analitik fonksiyonlarin, ianF;(z)§eklinde bir fonksiyon serisine agilabilecegi
n=1

ve tersine olarak, }?_‘,anF;(z) seklinde bir fonksiyon serisinin I(L;) de hemen
n=1

hemen dlizgin vakinsakligi incelenecektir.

3.1 Yarikonform Déniislimier ve Yarikenform Egriler

Tanim 49: A, Bc C iki bolge, f:A — B,Vze A igin 1,(2) :=|f,(2)] -]f;(z)F >0
sartini saglayan C' sinifindan bir homeomorfizm olsun.

I£.(2)| +|£,(2)]

2 <K<+
It (2)| - |£:(2)|
ise, f donlsimine A (zerinde taniml bir K-yarikonform dénisiim ve K>1

sayisina ise f nin yarikonformiuk katsayisi denir[9].

Tanimdan gortityor ki; f, A Gzerinde K- yarikonform ve k:=% ise
+

- f;(z)l .
VzeA igin —<k<1dir.

I£.(2)|

Ayrica f:A — B donlisimi konform ise vz e A igin £.(z) =0 oldugundan

f dénlisimi bir 1- yarikonform dénigamddr.
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Bundan sonra, aksi séylenmedik¢e tiim yarikonform déniisimlerin K-

yarikonform oldugu kabul edilecektir.

Tanim 50: vy, kompleks diizlemde bir Jordan egrisi olsun. y egrisi, kompleks
diizlemde tanimli bir yarikonform dénisiim altinda bir gemberin resmi ise; y

egrisine bir yarnikonform egri denir[10].

Tanim 51: y kémpleks dizlemde bir Jordan egrisi; y:C—C, I(y) yi E(y)
ya,E(y) yt I(y) ya donigstiiren ve Yzey icin y(2)=z kosulunu saglayan bir
dénistim olsun. y:C—C déniisimil, yarikonform ise; ydoniisiimine v

egrisine goére bir yarikonform yansima denir[11].

Teorem 71: y kompleks dizlemde bir Jordan egrisi olsun. y egrisine gore

yarikonform yansimanin mevcut olabiimesi igin gerek ve yeter kosul Jordan

egdrisinin yarikonform egri olmasidir{10].

Teorem 72 [ Belyi integral Gésterimi J: GEC, 8G sinirt bir yarikonform egri
olan sinirll bir bolge olsun. £, G de analitik ve G de siirekli bir fonksiyon ve

y:C—>C, aG sinirina gore bir yarikonform yansima ise; Vze G igin

1({ f(y(£)) 3y(D)
fizy=—— | | 28D IVS) 4
(Z) WJJ (g‘_z)z Y dos

ca

dir[11].

Teorem 73: G, genigletilmig kompleks diiziemde 3G sinin parga-parga sirekli
tirevienebilir Jordan egrisi olan basit baglantili bir bolge ve f(z), G Uzerinde
tanimli sirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. 8G pozitif ydnlendirilirse
Jf(z)dz, G SiINIRLlise,
1 — o
2| £(2)do, = [£(2)dzy B G SINIRSIZise.
G

G

dir[12].
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Teorem 74: GCT ,yarkonform bir egri ile sinirli ,sinirli bir bolge ve y, 4G

sinirina gore bir yarikonform yansima olsun. y déniisima, K- yarikonform ise;

fifyeofdo, <255

dir. Burada , k= 5—_—1 dir.
K+1

ispat. y, K- yarikonform oldugundan

Ii_? =Yelex, k=21
Vel |Y: K+1
ve
sm5i ] =l =l =~ -yPr>o
dir. Buradan,

[—(bg(olz—ly?(omdo

Iy ~ly,f

I lyg(r)}zdof-—- iy?(r)iz

cqg

_ A
@y

1 2 2
= l—mr[—(lygml ~ly: () )]do{

.
S i B ©ldos

¢ Alan(y(€G))
- 1-k?



51

elde edilir.

3.2 Faber Polinomlarinin Turevierinin Serisi

Teorem 75: R>1.feH(I(L,)), 1<r<R ve y/[(z),L, egrisine gbre bir

yarikonform yansima ise ,V k=0,1...., dogal sayisi i¢in

< .___]_._ a}’r(f) (I)’(f)
a,(f) := ”J;J;} £y () PY: ¢k+1(§.)d0§

sayilari r den bagimsizdir.

ispat. I(L,) bolgesi basit baglantili oldugundan, f nin I(L,) bélgesinde bir F

ilkel fonksiyonu vardir{3]. Vzel(L,) igin F(z)=f(z) oldugundan, teorem 73 e
gore; Yk €IN igin

a,(®) === J f Py, (en 28 S10 4o,

ac @)
i)
1 ® ],
) H oc[ @-(0 <I>“”(§)} 7
eI,
1 )
- j FO(6) prnds

dir. y,(¢) yarikonform yansimasi, L, zerinde sabit oldugundan

1 ()
n(6) = 5 | ROkt

elde edilir. Ve teorem 17 ye gbre, a,(f) katsayllan , 1<r <R olanr

sayilarindan bagimsizdir.
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Bundan sonra r>1 ise ; y (z) ile L, seviye ¢izgisine gore yarikonform

yansima gosterilecektir.

Teorem 76: R>1ve fe H(I(L,)), 1<R, <R, olmak lizere Vn €INigin

dyg (§) ®({)
az. (I)n+1(§_) ¢

a,(f)=—— | RENE)

T CI(LR|

(24)

ise
i-) Vzel(Ly ) igin

£(z)= Ta,(£)F(2)

n=1

dir ve ian(f)F;(z) serisi I(L;) de f fonksiyonuna hemen hemen dizgin

n=1

yakinsaktir.
ii-) f}an;(z) serisi I(L,) de f fonksiyonuna hemen hemen diizgin
o=l

yakinsak ise Vo eINigin ¢, =a (f) dir.

iii-) f nin L, Gzerinde kaldirilabilir singililer nokta oclmayan en az bir
singUler noktasi varsa
1

@Vlan(f)l R

dir ve ian(f)F;(z) serisi E(L; ) de iraksaktr.

n=]

iv-) Tersine olarak; {a,} , imy/la,| =% ve 1 <R olan bir kompleks sayi
dizisi ise ¥ a, F/(z) serisi I(L,) de hemen hemen dizgin yakinsak, E(L;) de
n=1

iraksaktir. VYzel(L,) i¢in f(z)=fj;lanF;(z) ise, feH(I(Ly)) dir ve f nin L,

Gizerinde kaldirilabilir singiiler nokta olmayan en az bir singiiler noktasi vardir.
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Ispat. i) zeI(L,) olsun. Bu durumda zeI(L; ) olacak sekilde bir 1<R, <R

sayisi vardir. Teorem 72 ye gore

f(zy=—L j J LROLAGH
(&- Z) ag-

CX(Lg,)

dir. ¢=¥(w) de@isken dontsimi yapilirsa

3yp (¥(W)) —— ¥ (W)
£(z) =~ vy 2 M ey W)
o= Gngx,) [YR‘( (W))] a¢ ) (F(w)- Z.)2 )

dir[13]. Teorem 64 e gore, ¥ F“(Zl) serisi CD(0,R,) bdigesinde —ig@—z—
a1 W (¥(w)—-2z)
fonksiyonuna duzgi]n yakinsaktir. Diger taraftan

]ay&(a? _¥’{w) fonksiyonu CD(O,R,) bolgesinde sinirli

ayR,( ( W

fyz, ((W))

E(2)

V(w ) n~ serisi ,CD(0,R,) Uzerinde

oldugundan; T (v, (¥(W))
n=1
]33’R, (¥(w))
at

M

q,( ) _ fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. O

VW) —— T
™ w2y

fyr, (¥(W))

halde

()= ?(—— Ity (¥ »]9—”—*‘—’%(—3\1'( " w)mz)

S T epoRry)

dir[13]. Sag tarafta w=®(¢) degisken déniigimil yapihirsa,

e (O ) . ),
f —_ f(y 1 do
()= 331( 2 TR O TR r}r,,(z)

f(z)= T a,(£)E(2)

n=1

elde edilir. (24) den R,,1<R, <R olan keyfi bir say1 olmak Gzere;

Iye () @O
= fy 1
la, (D= ‘ cx(jfLI (¥, () PYARFCIa
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<t ][ Rl

oldugundan , Holder esitsizligine [10] gbre
A P

) @)
|an(f){s; ‘” [f( R,(()){ g, Jf maﬁdoz

Cl(Lg,) Cllg)

3yR1(§‘)

dir. M,:= sup{[f (O el(Ly )} ise; ¥y, . K- yarikonform oldugundan,teorem 74 e

¢

gore
A %
1 ayR (?) y AlanI(L, )}* K-1
f L < M2 ——] ,k=——
T H £, o) s ' ( 1-K* ) K+1
CI(Lg, )
dir. £=¥(w) degdisken dénisimi ile
Jerf (?){ J f
I & ( g‘) |2n+2 2n+2
CI(Lg,) CD{OR,)
1 4
= Jj I.2n+1 drd0 nRIZn

[027]x[Ry +o2)

,VnelN igin a, katsayilan R, den bagimsiz oldugundan ve 1< R, < R keyfi

alindigindan

% 2]
2= Ml%(mfﬂgf‘ )) [ — u)

esitsizliginden
— 1
limajla | < — 25
N—o00 lan| R ( )

elde edilir.
K cI(Ly) herhangi bir kompakt altkiime olsun. Bu durumda K< I(Ly )

olacak sekilde bir R,, 1< R, <R, sayist bulunabilir. Teorem 298 a gére VzeK
icin
la,Fo(2)] <[a.Fo(¢0)
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olacak gekilde bir ¢, € L, noktasi vardir. (25) ve teorem 66 ya gore

im0l B g

oldugundan; teorem 41 ve 51den ' zanF;(z) serisinin K Gzerinde mutlak ve
n=]

diizgin yakinsak oldugu gorlir.
ii-) f;ckF,;(z) serisi I(Ly) Uzerinde feH(I(L,)) fonksiyonuna hemen
k=1

ay, (&) @(¢)
; 8{' q>n+1(g.)

hemen diizgiin Qakmsak ise 1<r<R ve nelN igin }EckF;(y,(g‘))
k=1

serisi CI(L,) Gzerinde f(y, (&) 8’;;?) ;‘:E% fonksiyonuna dilzgiin yakinsak
olacagindan
1 .,(c) ®¢) o 1 , ay. (&) _2(¢)
~ fJf( R(9) cbnﬂ(f) = JJ ECkF ¥.() PY: ¢n+1(())d‘7
CI{L,) CI{L,)
4 #'(¢)
—k}}lck( “‘)ffag[F( (K‘)) n+1( )
ciL,)

dir. Teorem 73 ve (24) formi'xlunden

a’n(f):'l}:ick JF (yr(g‘)) @nﬂ(f) g'
L
_2 1
_.kzﬂ J‘Fk(f) q)nﬂ(f
L

£ 4

dir. (22) esitligi g6z6niine alinirsa Vn€IN igin ¢, =a_(f) elde edilir.
ey |
ifi-) lim g/|a,(f)| < — Ise
) Bm g, (6] <5 1

i = <

olacak sekilde 1 <R <R, sayisi vardir. Buradan i-) dekine benzer bir yGntem
izlendiginde i‘an(f)F;(z) serisinin I(L, ) Uzerinde bir g analitik fonksiyonuna
n=1

hemen hemen diizgiin yakinsak oldugu ¢ikar ve bu fonksiyon I(L;) de f
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fonksiyonuna esittir. Yani VzeI(Ly) igin g(z) = f(z) dir. Son esitlikten z; €L, f
nin kaldirilabilir singiiler nokta olmayan bir singller noktasi ise;

lim f(z) = lim g(z) =g(z,)

I~>Zg 274
elde edilir . Bu ise, z, noktasinin f nin kaldirilabilir olmayan bir singiler

noktasi olmasi ile geligir. O halde

T 4 (6] =

dir.
Son olarak ian(f)Fg(z) serisinin E(L;) de iraksak oldugu gosterilirse

a=1
ispat tamamlanir. z, e E(L;) keyfi bir nokta ise 1<R<r ve z,eL, olacak

sekilde bir >0 sayisi vardir. z, € C B oldugundan teorem 66 ya gore

fim 3, (OE;(z0)] =

ve -lri>1 oldugundan teorem 41 e gore ian(f)F,;(zo) serisi Iraksaktir.
n=1
z, € E(L;) keyfi bir nokta oldugundan %an(f)F,;(z) serisi E(L;) de iraksaktir.
n=1
N 1. ... S -
iv- limg/ =— ise i-), iii-) de oldugu gibi F/(z) serisinin I(L,) de
)ﬂ__)m la‘n} R ) ) g g nglan n(Z) ( R)

hemen hemen dizgiin yakinsak ve E(L;) de iwraksak oldugu gosterilir.
Vzel(ly) igin f(z)=ganF;(z) ise gaan(z) serisi I(L;)de f fonksiyonuna
diizgiin yakinsaktir ve teorem 50 ye gbre f € H(I(L, ))dir.

Son olarak; f fonksivonunun L; Gzerinde kaldirilabilir singtler noktasi
olmayan en az bir singller noktasinin oldugu gdsterilirse ispat tamamlanir.
Aksi halde , f fonksiyonu L; (izerinde her noktada analitiktir veya fnin L,
Gzerinde en az bir kaldirilabilir singiiler noktasi vardir. O halde;1<R <R,
olmak Gizere gl I(L,)=f olacak sekilde bir ge H(I(Ly )) fonksiyonu vardir. i-)
den vzel(Ly ) igin

8(2)= Za,(8)F/(2)

ve
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e 1 1
Iim gfja, (g)| € —< = (26)
f—yo0 l I ]-.{1 R

dir. Diger taraftan VzeI(L; ) i¢in g(z) = f (2) oldugundan
o~ o 1
lim 3/la, ()] =m gla. ==
dir. Bu (26) ile geligir. O halde f nin L, Uzerinde kaldinlabilir singller nokta

olmayan en az bir singiler noktasi vardir.
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4. iIRDELEME

B sinirt bir Jordan egrisi olan bir kontinium ve {F,}, B nin Faber
polinomlan dizisi olsun . R>1 i¢in L, CB de bir seviye ¢izgisi ve feH(I(L;))

ise; I(Ly) basit baglantili oldugundan f nin I(L,) Uzerindeki ilkeli F ile
gosterilirse, teorém 70 e gore ian(F,F)Fn(z) serisi I(L;) de F fonksiyonuna

n=0

hemen hemen dizgin yakinsak oldugundan, teorem 50 @gd6zbnine
alindiginda ian(F,F)F;(z) serisi I(Ly) Uzerinde ¥’ =f fonksiyonuna hemen
n=1 .

hemen dizgin yakinsaktir. Dolayisiyla, I(L;) de analitik olan fonksiyonlara
ian F.(z) seklindeki fonksiyon serileri ile hemen hemen diizgiin yaklagim

n=}

problemi, teorem 50 ve 70 in bir sonucudur, ancak Katsayilar i¢in énce f nin
ilkelinin hesaplanmasina ve sonra bu ilkelin Faber katsayilarinin

hesaplanmasina ihtiya¢ vardir.
I(L,;) de analitik olan fonksiyonlara Belyi integral gosterimi ve Green
teoremi kullanilarak ianF;(z) seklindeki bir fonksiyon serisi ile I(L;) de
n=1 .

hemen hemen diizgiin yakinsakiigin teorem 76 da verilen ispatinda

katsayilarin direkt olarak f nin degerleri ile hesaplandigi goralir
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5. SONUGLAR

{E.} .sinirt bir Jordan egrisi olan bir B kontiniumun Faber polinomlari
dizisi ; @, teorem 61 in gartlarini saglayan konform dontstim ve R>1 igin L,
ler, CB de seviye ¢izgileri olsun.

1-) F, polinomlarinin I(L,) ve E(Ly) de sirasi ile (4) ve (5) esitlikleri ile
belirli integral gosterimleri verildi. |

2-) {qj[Fﬂ(z)l} ve {n [F;(z)(} dizilerinin CB de |®(z)| ye hemen hemen

diizgiin yakinsak oldugu gdsterildi.
3-) {a,}, imzja,|== olan bir kompleks dizi ise ¥ a_F (z) seklindeki
n—3oe R n=0

Faber polinomlan serisinin I(L;) de hemen hemen dizgiin yakinsak ve

E(Ly) de iraksak oldugu gosterildi. Ayrica I(L,) de analitik fonksiyonlarin,
bu bdlgede }E a, (f,F)F (z) seklinde Faber polinomlar serisine tek tirlii
n=0

acilabilecekleri gosterildi.
4-) feH(I(Ly)) icin a (f) katsayilant (23) ile tanimlandi§inda , Belyi
integral gosterimi ve Green teoremi yardimiyla f; a, (f)F.(z) serisinin I(Ly)
n=1

de f fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsak; f nin L, Uzerinde
kaldinlabilir singller nokta olmayan en az bir singiler noktasinin olmasi
halinde Iim x lan(f){=i1— ve ian(f)F;(z) serisinin E(L;) de raksak oldugu
| tad n=1
gOsterildi.
Tersine olarak; {a_}, li—m“n‘/)an|=%k0§ulunu sadlayan bir kompleks dizi

ise i a, F;(2) serisinin I(L,) de hemen hemen diizgiin yakinsak, E(L,) de
n=1
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raksak ve Vzel(L;) igin £f(z):= f: a, F(z) ise f nin L; {izerinde kaldinlabilir
ne={

singiiler nokta olmayan en az bir singiler noktasinin oldugu gosterildi.
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6. ONERILER

1-) G kompleks dizlemde sinin bir Jordan egrisi olan sinirll bdlge

{E.}, G nin Faber polinomlan dizisi ve H'(G) ,H(G) nin bir altsinifi olsun.

H'(G) bir normiu lineer uzay olarak géz' onine alindiginda H'(G) daki

fonksiyonlara { f_‘, akF,:(z)} seklindeki fonksiyon dizileri ile yaklagim problemi
k=1

3G sininnin ozelliklerine bagh olarak incelenebilir. 8G sininnin yarkonform
olmasi halinde bu tip problemler; G de analik ve G de siirekli olan
fonksiyonlarin A(G) uzayinda supremum normuna gore [14] de , G de analitik
fonksiyonlarin A*(G) Bergman uzayinda [15] de incelenmistir.

2-) @G, yarikonform sinirl iki baglantili bir bélge ve 02¢G olsun. +,T" iki

yari konform egri olmak Gizere aG=yUT, ycI(I'), ve {Fn},{f?n} sirasi ile I(T)

ve I(y) nin Faber polinomlar dizisi ise A(G) ve A*(G) uzaylarindaki

fonksiyonlara {iakF,;(zH iikﬁ‘;(‘;) } seklindeki bir fonksiyon dizisi ile
k=1 k=1

yaklasim problemi incelenebilir.
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