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OzZET

"Dlzglin 17-genin Pergel ve Cetvelle ingasi" adhi bu galisma (¢ bolGmden
olugmaktadir.

Birinci bdlimde cisim geniglemeleri ve cisim izomorfilerine ait tanim ve teoremier
(Ispatsiz) verilmigtir.

Ikinci bélomde her sonlu, normal ve aynilabilir bir cisim geniglemesinin tam
altcisimlerinin bir sonlu grubun altgruplan ile karakterize edilebilecegi ve dolayistyla s6zi
gegen cisim geniglemesinin tim alicisimlerini belirteme probleminin bir soniu grubun tim
altgruplarini belirleme problemine indirgenebilecedi gdsterilmigtir. Yine ayni bélimde, bir
cisim geniglemesinin Galois grubunun nasil bulunabilecegi aragtinimigtir,

Uglinch bolimde ise pergel-cetvel adimlarindan ne kastedildigi ve bu adimiarla ne tiir
geometrik gekiller inga edilebilecegi Gzerinde durulmustur. Son olarak da diizgiin 17-genin
ingas1 probleminin, f—’;— agisinin pergel ve cetvelle ingas: problemine denkiigi ele alinarak

Cos%% blyGkIGga ve dolayisiyla ?‘—7 agist Q(17) cisminde inga edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Cisim geniglemesi, ayrilabilir genigleme, ¢dzUlebilir grup, Galois
geniglemesi, Fermat asali, diizgiin Poligon.



SUMMARY

Construction of A Regular 17-gon by Compass and Ruler

This study entitied "Construction of A Regular 17-gon by Compass and Ruler"
consists of three chapters. N

Some definitions and theorems related with field extensions and field isomorphisms
are given in Chapter 1.

In Chapter 1, it has been shown that all subfields of every field extension which is
finite, normal and seperable can be characterized by subgroups of a finite group and so
the problem of determining all subfields extensions considered above is reduced to
determining all subgroups of a finite group. In addition how Galois group of a field
extension can be found is investigated in this chapter.

In Chapter 3, it has been discussed the meaning of ruler-compass steps and the type
of geometric figures which can be constructed by those steps. Finally, the quantity Co%

and so the angle % is constructed in the field Q{17) by taking into consideration the

equivalency of the problem of construction of a regular 17-gon to the construction of the
angle %1.‘,- by compass and ruler.

Key Words: Field extension, seperable extension, solvable group, Galois extension,
Fermat prime, regular Polygon.
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SEMBOL LISTESI

Dogal sayilar kiimesi
N U {0}

o

Tam sayilar kimesi
Modilo n kalan simiflar kimesi

N N Z 2

=3

»

N
3

Moddilo n asal kalan simfiar kiimesi

Asal sayilar kimesi
Rasyonel sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi

S 3 O

Kompleks sayilar kiimesi

Ddnhgtmler genel olarak kiigik Grek harfleri ile gdsterilecektir. Bir x donlgimi
altinda bir g elemaninin resmi igin g® (veya (g)x) yazilacaktir. Bu takdirde n ve p
doéniigimlerinin bilegkest

g™P = (g™)P veya (glnp = ((g))p
lle belirlenecektir. Bunun yaninda bileskesi yapilamayan bazi doéniOsimler notasyon
uyguniugu béklmundan kGglk veya bly(k latin harfleri ile gdsterilecek ve bu takdirde bir f
(benzer gekilde F) doéniigimd altinda a elemaninin resmi f(a) (benzer gekilde F(a)) ile
gOsterilecektir.

Vit



1. GENEL BILGILER

1.1 Girlg

Tamim1: S bir cisim ve (V,+) bir Abel grubu olmak (izere
o:8xV -V
donigima her aES ve VEV igin
(a,v)? =av
olarak verilsin. o donGgimi agagidaki gartlan gergeklerse V ye S (izerinde bir vektdr uzayi
veya kisaca S-uzay denir.

(V.1). (ab)v=a(bv) , a,bes, vev
(vV.2). (atb)v = av+bv

a(v+w) = av+aw , a,bes, vwev
(V.3). tv=v , VeV,

Tamim 2: V S Gzerinde bir vektdr uzayr ve U C V bir altkime olsun. U kiimesi, V de
tanimlanan vektdr toplamina ve skalerle garpima gbre bizzat S Gzerinde bir vektdr uzay ise,
U ya V nin bir altvektor uzay denir.

Teorem 1: V S Gzerinde bir vektdr uzay: ve U C V altkiime olsun. U nun V nin bir altvektér
uzayi olabilmesi igin gerek ve yeter kosul,

U-ucu, Sucu
verilmesidir.

Teorem 2: S Ozerindeki bir V vektdr uzayinin alt vektdr uzaylarinin keyfi bir ailesinin
arakesiti de V nin S Gzerindeki bir altvektdr uzayidir.

Tamm 3: V S (zerinde bir vektor uzayi olsun. Bir vV vektora, a, ....,anES Ve V4.V EV

olmak (lizere
n

V=a,Vy tet 8V, = '§1 av
soklinde yazilabiliyorsa, v vekidriine V1.0V, vektorlerinin bir S- lineer kombinezonu denir.

v1,...,vneV vektodrlerinin tim S-lineer kombinezonlarinin kGmesini



n
VyreeVp>= { i§1aivi ] aiES }
= Sv1 +...+Svn
n
= Sv.
i§1 !

lle gdsterelim.

Teorem 3: V S (izerinde bir vektor uzay! ve v,,....v,EV sonlu sayida vektorler olsun.
n
VgV =A{ k§1akvk { akES }

dir.

Tanmim 4: Bir n=0 ve v1,...,vnEV vektorleri
NVppeeVp> = \')
olacak gekilde mevcut iseler, V vektor uzayina sonlu Gretenli ve {v1,...,vn) kimesine de V

nin S Gzerindeki bir Gretici sistemi denir.

Tanim 5: V S Gzerinde bir vektor uzayi ve v1,...,vnEV (n=1) olsun.

n
i=1

ifadesinden a;=...=a =0 elde edilirse, ViV, Vvektdrlerine S (zerinde lineer bagimsiz

(aksi takdirde lineer bagimh) denir. 4
Bir MC V altkimesinin sonlu sayidaki vektériinden olugan her ViV (n21) vektor

takimi lineer bagimsiz ise, M kiimesine lineer bagimsiz (akti takdirde lineer bagimh) denir.

Tanim 6: V S Gizerinde bir vektdr uzay ve T=(v1,...,vn} CV (n=0) bir altkiime olsun. v ET

vektdrleri S Gzerinde lineer bagimsiz ve V vektor uzayim lretiyorlarsa, T kiimesine V nin S
Gzerindeki bir tabam (veya bir S-tabani) denir.

Teorem 4: V S {zerinde bir vektér uzayr ve V= <VyqpeaVp> (n21) olsun. Her vev
vektdrGnan v, vektérlerinin tektirld S-lineer kombinezonu olarak yazilabilmesi igin gerek ve

yeter kosgul, {v1,....vn} kimesinin V nin bir S-tabant olmasidir.
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Teorem 5:V S Gzerinde sonlu Gretenli bir vektdr uzay: olsun. Bu takdirde V vektdor uzayi
en az bir S-tabana sahiptir. V nin herhangi iki S-tabani ayni sayida vektdrden olusur.

Tamim 7: V S Gzerinde bir vektdr uzayt olsun. V sonlu dretenli, T V nin bir S-tabam ve
ITI=n ise, bu n sayisina V vektdr uzayinin boyutu denir ve

n= [V:S§]
yazilir. V vektor uzayr sonlu liretenli degilse, [V:S] = « yazilr.

TEOREM 6: V S Gizerinde bir vektor uzayi ve [V:S] = n <« olsun. Bu takdirde V nin n+1
vektdrinden meydana gelen her altkiimesi S (izerinde lineer bagimlidir ve V nin S {izerinde
lineer bagimsiz n vektdrinden meydana gelen her kiime V nin bir S-tabanini tegkil eder.

[V:S] = = olabilmesi igin gerek ve yeter kosul, V de keyfi sayida lineer bajimsiz
vektorlerin mevcut olmasidr.

@

Teorem 7: V= V1oV S {izerinde sonlu Orretenli bir vektor uzay: ve u1,...,urev S

Ozerinde lineer bagimsiz vektorler olsun. Bu takdirde
{u1,...,ur}CT

olacak gekilde V nin bir T S-tabani mevcuttur.

Teorem 8: V S lzerinde bir vektor uzayi ve U CV bir alt vektor uzayi olsun.
(a). [U:S]) < [V:S] verilir.
(b). [U:S]=[V:S] <> ifadesinden U=V elde edilir.

Teorem 9: (Boyut teoremi) L bir cisim, V L Gzerinde bir vektdr uzayi ve SCL altcismi
olsun.
(a). [V:S])=[ViL][L:S] verilir.
(b). {u1 um} L in bir S-tabani ve (v1 vV} V nin bir L-tabam ise,
T= {”I"j Li=l,...m ; j=l,...,n}

kimesi, V vektdr uzayinin bir S-tabanidr.

Ispat: V = {0) oldugund kabul edelim. [V:L] <« , [L:S] < olsun. Bu takdirde sadece (b)
yi ispat etmek yeterlidir. Zira (b) ifadesinden

[V:S] = mn = {V:L] [L:S] .
elde edilir. T kiimesi, V vekldr uzayinin L (zerindeki bir Gretici sistemidir. Zira keyfi bir veVv
elemanina mukabil a1,...,anEL elemanlari



n
v= \
2,8
olacak gekilde mevcutturlar. Bunun yaninda her a (i=1,...,n) elemanina mukabil biiES
elemaniar
m
a‘i= E bi-Ui

olacak gekilde mevcutturiar. Dolayisiyla
nm
V= b..u.v.
2 g i

elde edilir. T kiimesi S {izerinde lineer bagimsizdir. Zira ciiES olmak (izere
n m
Y ciuv; =0
=P=REN
olsun. Bu takdirde v; vektorleri L Gzerinde lineer bagimsiz olduklarindan

m
j=21 cijuj =0 ’ i=1,...,n

ve ul elemanian S zerinde lineer bagimsiz olduklarindan

°|j=0' i=1,...,n ; j=1,...m

elde edilir.
[ViL] = = olsun,
[V:§] = [V:L]
oldugundan [V:S] = « olup, (a) ifadesi dogrudur.
[L:S] =« olsun. Bu takdirde her kEN sayisiigin L in S Gzerinde lineer bagimsiz olan
bir {u,,...,u,} altkimesi mevcuttur. Her v&V- {0} igin
{u1v,...,ukv}

V nin S Gzerinde lineer bagimsiz bir altkimesidir. Dolayisiyla [V:S) = » olup (a) ifadesi
dogrudur.

1.2 Qoziilebilir Gruplar ve Simetrik Polinomlar

Tanmim 8: Bir G grubuna g¢bzllebilirdir denir : <«
() Nys N, i=1.2...n

() N_ /N, Abel, i=1,2,...n

kogullanini gergekleyen G nin altgruplarinin bir
G=N, 2N, 2... 2N ={e}



sonlu zinciri vardir.
Uyan 1: Her Abel grubu ¢dzilebilirdir.

Teorem 10: G sonlu bir grup olsun. G ¢bziilebilirdir ancak ve ancak
(i) NI <1Ni=1 , 1=1,2,....n

(m Ni-1/Ni asal mertebeden devirli, i=1,2,...,n

kogullarini gergekleyen G nin altgruplarinin bir
G=N, 2N, 2... 2N ={e}

sonlu zinciri vardir,

Teorem 11: G bir grup, H<G ve NaG olsun.

1. G ¢oziilebilir ise H ¢ozilebilirdir.

2. G gozilebilir ise G/N ¢dzllebilirdir.

3. N ve G/N g¢dzulebilir ise G ¢dzUlebilirdir.
Teorem 12: Her p-grup ¢dzalebilirdir.

Tanim 9: Bir i(x1,...,xn)eR[x1,....xn] polinomu, her n= (;‘)esn permiitasyonu igin

10X 0 X 1eees X 0) = 10X X g0 000X)

gergeklenirse, f(x,,....x,) polinomuna simetrik denir.

Tanim 10: x R[x1,...,xn] (zerinde bir belirsiz olmak {izere
n
g = JT (xx)
i=0

polinomu gdzdnine alinsin. Bu polinom

s= 3 Xyw¥Xon = X+ =l
JtEsn
1s1T<...<i<n
olmak Gzere
n
= AN gy =
g(x) = igo( 1) X", s, = 1
goklinde yazilabilir. Her neSn igin



n n
IT ex) = T1 (xx)
i=1 i=1

oldugundan si(x1....,xn) {i=1,...,n) ler simetrik polinomlardir. si(x1,....xn) polinomuna i inci

elemanter simetrik polinom denir.

Teorem 13: Her f(x1....,xn)€H[x1,...,xn] simetrik polinomuna mukabil

1(x1,...,xn) = g(s1,...,sn)

olmak Gizere, tektiirlii olarak belirli olan bir g(s1,...,sn) €R [s1 ,...,sn] polinomu mevcuttur,

1.3. Cisim Geniglemeleri
Tamim 11: L bir cisim, KC L altcisim ise L ye K nin bir geniglemesi denir.

Tamm 12: K bir cisim, L K nin bir geniglemesi ve T C L bir altkiime olsun.
(a). L cisminde, K altcismini ve T altklimesini ihtiva eden tim altcisimlerin arakesiti
K(T) ile gbsterilir. Agik olarak K(T), K altcismini ve T altkiimesini ihtiva eden en kigiik cisimdir:
KCKMCL.
K(T) ye, K ya T nin "katiimasi” ile elde edilen cisim denir. K(T) cisminin tegkil edilmesine de K
cismine T kiimesini "katma" denir.
(b). T={ty,...t }(n<x) ise,

K(T) = K(t,...t)

yazilir.
(c). BirteL igin
K(t) =L
ise, L @ K cisminin basit geniglemesi denir. Bu dzellije sahip her tEL elemanina, L cisminin
(K Gzerindeki) bir primitif elemant denir.

Tamim 13: K bir cisim, L K nin bir geniglemesi ve t€L olsun. K[x] polinomiar halkasinda t
yi kdk kabul eden sifirdan farkli f(x) polinomu varsa t ye K Gizerinde cebirsel eleman denir. K
Gzerinde cebirsel olmayan bir slemana, K {izerinde transandant eleman denir.

Uyari 2: Bundan bdyle aksi belirtimedigi stirece, K bir cisim ve x K {izerinde bir belirsiz
olsun. Bunun yaninda K cisminin herhangi bir geniglemesl Igin, x ayni zamanda bu
gonigleme Gzerinde de bir belirsiz olsun.
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Tanmim 14: t elemani K (zerinde cebirsel olsun. Sifir yerlerinden birisi t olan, K(x]
halkasinin en kiigiik dereceli monik polinomuna, t elemaninin K {izerindeki minimal polinomu
(veya indirgenemez polinomu) denir ve bu polinom

ind (t,K)
ile gbsterilir. ind (t,K) minimal polinomunun derecesine, t elemaninin K tizerindeki cebirsellik
derecesi denir ve bu derece [t:K] ile gdsterilir.

Teorem 14: t K (zerinde bir cebirsel eleman ve ind (t,K) = g(x) olsun.
(a). Bir {x)EK[x] polinomu igin {(t)=0 olabilmesi igin gerek ve yeter kogul, K[x] de
g(x) 1 1(x)
verilmasidir.
(b). Bir f(x)eK[x] polinomu igin
1(x) = g(x)
olabilmesi igin gerek ve yeter kogul, f(x) polinomunun K[x] de monik, indirgenemez ve f(t)=0
olmasidir. Ozellikle g(x)eK[x] polinomu t ve K ile tektiirlii olarak belirlidir.

Teorem 15: t K Gzerinde bir cebirsel eleman, Ind(t,K) = g(x) ve [t:K]=n olsun.

(a). K(t)=K]t] dir ve {1,!,...,t“‘1} sistemi, K(t) nin bir tabanidir:

Kt) =<1t 01 >,

-(Burada K(t) , K 0zerinde bir vektdr uzay: olarak gdzonlne aliniyor).

Ozellikle
[K(®) : K] = [tK]

verilir.

(b). K(t) = K[x]/<g(x)>

verilir.

Teorem 16: t K Ozerinde bir cebirsel eleman ve
= - n-1
Ind(t,K) = glx) =a, +ayx+...+a, x4 xn
olsun. Bunun yaninda K bir cisim ve L , K nin bir geniglemesi olmak {izere bir a : K —» K
izomorfisi verilmig olsun. y K Uzerinds bir belirsiz olmak tizere
a [0 4 - - -

g +ag ¥+..+a Y1+ YN =gly)El

yaziisin.

(8). o izomorfisinin bir B: K(t) — L genigletilmiginin mevcut olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosul, g-;(y) polinomunun L de en az bir sifir yerine sahip olmasidir.



(b). sy,...s, elemanlari g(y) polinomunun L deki farkh sifir yerieri olsunlar. Bu

takdirde a izomorfisinin tam r tane genigletilmigi vardir ve bunlar b,eK igin
(3 bt =38 5|+ It
ile belirlenen
B - K(t) — k(si) , BT
déntigamleridir, Ozellikle a. izomorfisinin By i B, genigletiimigleri, é(y) polinomunun L

deki Syq1nS; sifir yerlerine tektiirlli olarak tekabil ettirilebilir ve bu tekabiil

tpi = sj y Elear

ile belirlenir.
Ispat: o izomorfisinin K(t) Gzerine genigletilmigi B:K(t) — L olsun. Bu takdirde an=1

olmak (zere

n n _
o=gf =( ¥ atl) = D) & (1B = g(th)
=0

i=0
oldugundan, tBeL elemani g(y) polinomunun bir sifir yeridir. 1 =s elemaninin verilmesiyle
B ddnigimd tektlrld olarak belirlenmig olur. Zira keyfi bir beK(t) elemani, biEK olmak

Gizere
b= ; byt
seklinde oldugundan
bB=(3bthB=y b= ); b;s!
i i
elde edilir.
Tersine olarak bir s€L elemani {;(y) polinomunun bir sifir yeri olsun. Keyfi bir beK(t)

elemant b,€K olmak Gizere b=y, biti seklinde yazilabiir.
i
=V p%sl
bb = ? by's

ile tantimlanan B:K(t) — f((s) dontgiminiin bir izomorti ve B= a.{K(t) oldugu gdsterilebilir.
biEK olmak {izere

. o
(; bix')7=§ bi y
ile tamimianan y:K[x] = Kly] déntsima bir izomorfidir.

g(x)¥ = g(y)
oldugundan g(y)eklyl, indirgenemez bir monik polinomdur ve ayns zamanda



gly) = ind(s,K)
verilir.

(;bixi+<g(x)>)9= ; b?yi+< gly)>

fle tanimlanan
8:Klx]/<g(x)> — Klyl/< gly)>,

(3 biti W= ; bixi +<g(x) >
i

ile tanimlanan
¢ :K(t) = K[x]/<g(x)>
ve

(3 by's! ¥ =3 byl + < gly) >
ile tanimianan
W K(s) = Klyl/< gly)>
ddnigimleri birer izomortidir.
0w 1K) — Kis)
dénlsgdma bir izomorfidir ve 4)6‘11'1 { K=a dir. Dolayisiyla B = ¢6‘P'1 alinabilir.

Tawm 15: K Gzerinde ayn1 minimal polinoma sahip cebirsel elemanlara, K (izerinde
eglenik veya kisaca K- eglenik denir.

Teorem 17: svet K- eglenik elemanlar ise, K(s) ve K(t) cisimleri K- izomorftur. QOzellikie
bu K- izomorfi

; btf - ?bis'

ile verilir.

Teorem 18: g(x)EK[x] indirgenemez bir monik polinom olsun. Bu takdirde
g(x) = Ind(t,K)
olacak gekilde K lizerinde cebirsel olan bir t elemani mevcuttur.

Tamm 16: L cismi K nin bir geniglemesi olsun.

(a). L cisminin her elemam K {izerinde cebirsel ise, L e K cisminin bir cebirsel
geniglemesi (veya K {izerinde cebirsel) denir.

(b). [L:K] < ise, L @ K nin bir sonlu geniglemesi denir.



10

Teorem 19: Bir cismin her sonlu geniglemesl bir cebirsel geniglamedir.

Teorem 20:Bir K cisminin bir L--geniglemesinin-sonlu olabilmesi igin gerek ve yeter kogul,
K Gzerinde cebirsel olan t1 .....tneL elemanlarinin

L = K(t.‘ ,...,1n)

olacak gekilde mevcut olmasidir. Bu halde 6zellikle
L =Klty....1,]

verilir.

Tanim 17: {(x)EK[x] sabit olmayan bir polinom olsun. K nin agagidaki dzelliklere sahip bir
L geniglemesine, f(x) polinomunun K (izerindeki bir pargalayici cismi denir.
(a). 1(x) polinomu, L{x] halkasinda lineer polinomlarin bir garpimi seklinde yazilabilir.
(b). L cismi K nin (a) dzellijine sahip en dar geniglemesidir. Diger bir ifade ile KC U
olmak Gzere her U C L altcismi igin f(x) polinomu U[x] halkasinda lineer polinomlarin bir
carpimi geklinde yazilamaz.
Teorem 21: 1{(x)eK[x] sabit olmayan ve bag katsayisi ¢ olan bir polinom olsun. K nin bir L

geniglemesinin f(x) polinomunun K Gzerindeki bir pargalayici cismi olabilmesi i¢in gerek ve
yeter gart, t1 ,...,tneL elemaniarinin

n
f()=cJ] (x §) ve L=K(ty,...t)
j=1

olacak gekilde mevcut olmasidir.

Uyan 3: L bir f(x) polinomunun K {izerindeki bir pargalayici cismi olsun. Bu takdirde teorem
21 ve teorem 20 ye gdre, L K min bir sonlu geniglemesidir. Bunun yaninda KC U olmak
Uzere, her UC L altcismi igin f(x) polinomuhun U Gizerindeki pargalayici cismi de L dir. Zira

L= U(t1,....tn)
dir.
n -
Teorem 22: f{(x) = _E aixi €K[x] n inci dereceden bir polinom ve a : K — K bir izomorti
i=0

olsun. y K Gzerinde bir belirsiz olmak Gizere
n - -
D) a'yl=1(y) EKIy]
=0

yazilsin. {(x) polinomunun K Gzerindeki bir pargalayici cismi L ve f (y) polinomunun K
Gizerindeki bir pargalayici cismi L ise
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B=atl
olacak gekilde bir p:L — L izomorfisi mevcuttur.

Teorem 23: {(x)eK[x] sabit olmayan bir polinom olsun.
(a). t(x) polinomunun K Dzerinde en az bir pargalayict cismi mevcuttur.
{b). f(x) polinomunun K {zerindeki iki pargalayict cismi daima K- izomorftur.

Tanim 18: t K (zerinde bir cebirsel eleman ve L, ind(t,K) polinomunun K Gizerindeki bir
pargalayici cismi olsun. Bu takdirde =t olmak Gzere

n
ind(tK)= ] (x- tIELIX]

i=1
yazilabilir. {t1 e} C L alt kilmesine, t elemaninin K Gizerindeki egleniklerinin bir tam sistemi

denir.

Tanim 19: L K cisminin bir cebirsel geniglemesi olsun. L cisminde en az bir sifir yeri
bulunan her indirgenemez f(x)€K[x] polinomu, L[x] halkasimin lineer polinomlartnin bir
carpimi geklinde ise, L cismine K nin bir normal geniglemesi (veya K (izerinde normal) denir.

Teorem 24: K cisminin bir L geniglemesinin soniu ve normal olabilmesi igin gerek ve yeter
kogul , L cisminin K[x] halkasinin bir palinomunun K (zerindeki bir pargalayici cismi olmasidir.

Teorem 25: L cismi K nin bir normal genigiemesi olsun. Bu takdirde L cismi, K C U olmak
Gzere her U C L altcisminin de bir normal geniglemesidir.

Teorem 26: L cismi K nin bir sonlu geniglemesi ve
L= K(t1.....tn)

olsun. Bu takdirde

n

f(x) = [ Ind(t;,K)ELix]

i=1
polinomunun L (zerindeki her pargalayici cismi, L. cisminin K Gzerinde normal olan bir
geniglemesidir.

Tanim 20: xM-1eKix] (nEN) polinomunun K tzerindeki bir pargalayici cismi K(n) ile
gésterilsin. K(") cismine K 0zerinde bir n inci gember bdlen cisim denir. x"-1 polinomunun
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K(n) cismindeki sifir yerlerine, birim elemanin (veya kisaca 1 in) K tizerindeki n inci kokleri
denir. Bu koklerin kimesi B, ile gdsterilsin.

Teorem 27: KR(K)=p ve nEN olsun.
(a). pln veya n=p'm, (p,m)=1 olacak gekilde m,rEN sayillari mevcutsa, 1 in K

Gzerindeki her n inci kdk{ ayni zamanda 1 in K (izetindekl bir m inci kékGdr.
(b). pih ise, B, kimesi K(") cismindeki garpma iglemine gére n inci mertebeden bir

devirli gruptur.

Uyan 4: KM, xN-1eK[x] polinomunun K Gizerindeki bir pargalayici cismi oldugjundan
teorem 24 e gore, K(M) cismi K nin sonlu ve normal bir geniglemesidir ve dzellikle

(M) : K] < g(n)
verilir. Bunun yaninda teorem 19 a gore K(n) cismi K nin bir cebirsel geniglemesidir ve 1 in
K Gzerindeki her primitit n inci koko c igin

K(n) = K(c)

verilir. Ozellikle K=Q igin

[ : Q] = g(n)
verilir.

Tamim 21: xD-aeK[x] (neN) polinomunun K Gzerindeki bir pargalayict cismindeki
herhangi bir sifir yerini "'/; ile gésterelim. Wa elemanina, a mn K Gzerindeki bir n inci

kokd (veya a nin K Gzerindeki n eksponentli bir radikali) denir. x"-a polinomu K[x]
halkasinda indirgenemez ise, Ya elemanina K Gzerinde bir indirgenemez radikal denir.

Teorem 28: k(K)=p>0 olmak Ozere xN-acK[x] (a0, nEN) polinomu gdzdnine ahnsin.
n=p'm , meN , reN o+ (Pm)=1

olsun. x"-a polinamunun K Gzerindeki bir pargalayici cismi L ve VaeL tespit edilmig bir
radikal olsun. Bu takdirde L cismi 1 in K GOzerindeki tim m inci kdklerini ihtiva eder ve a

elemaninin L cismindeki farkli n inci kdklerinin tima, ¢ 1 in L deki bir primitif m inci kdko
olmak (izere

a d, i=0,1,..m1

seklindedir. Ozellikie
L=K(Va ,¢)

verilir.
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Teorem 29: pcP olmak Gzere xP-acK[x] polinomunun indirgenemez olabilmesi igin
gerek ve yeter kogul, bu polinomun K da bir sifir yerine sahip olmamasidir.

Tanim 22: f(x)K[x] sabit olmayan bir polinom ve L f(x) polinomunun K {zerindeki bir
pargalayici cismi olsun.
(a). f(x) polinomu L de sadece basit sifir yerlerine sahip ise, f(x) . e ayriabilir polinom
denir. Katli sifir yerlerine sahip bir polinoma ayrilamaz polinom denir.
(b). f(x) polinomunun L deki farkh sifir yerlerinin sayisina, f(x} polinomunun
indirgenmig derecesi denir ve bu derece
d? (x)

ile gosterilir.

Teorem 30: g(x)eK[x] indirgenemez bir polinom olsun.
(a). k(K)=0 ise, g(x) polinomu ayriabilirdir.
(b). k(K):p ise, g(x) polinomunun aynlamaz olabilmesi igin gerek ve yeter kosul, bir
h(x)eK[x] polinomu igin g(x) = h(X?) verilmesidir. r, bir {(x)eK[x] polinomu igin
g(x) = f(x")
olacak gekilde en bliyuk dogal say: olsun. Bu takdirde
dPg(x) = d%(x)
verilir ve g(x) polinomunun K Gzerindeki bir pargalayici cismindeki her sifir yerinin kathhgr p"
dir.

Tanim 23:

(a). t K Gzerinde bir cebirsel eleman olsun. ind(t,K) polinomu ayrilabilir ise, t ye K
Gizerinde ayrilabilir eleman ve ind(t,K) polinomu ayrilamaz ise, t ye K Gizerinde ayrilamaz
eleman denir. ind(1,K) polinomunun indirgenmis derecesine t elemaninin K zerindeki
indirgenmig derecesi denir ve bu derece

[t: K]I
ile de gosterilebilir.

(b). L K cisminin bir cebirsel geniglemesi olsun. L cisminin her elemam K {izerinde
aynlabilir ise, L cismine K nin bir ayrilabilir geniglemesi (veya L cismi K Gzerinde ayrilabilir)
denir. L cisminin her elemani K {izerinde ayniabilir dedil ise, L cismine K nin ayrilamaz
geniglemesi (veya L cismi K Dzerinde ayrilamaz) denir.
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Teorem 31: L K cisminin bir ayriabilir geniglemesi ve K C U oimak Gizere U C L keyfi bir
altcisim olsun. Bu takdirde L cismi U Gzerinde de ayrilabilirdir.

Teorem 32: Bir L cisminin K nin bir cebirsel geniglemesi olabiimesi igin gerek ve yeter
kosul, KCUCL olacak gekilde U cisimlerinin sayisinin sonlu olmasidir.

Teorem 3: (Primitif eleman teoreml) L cismi K nin sonlu bir geniglemesi ve
L= K(t1,...,l|,)

olsun. t1,...,trEL elemanlart K (zerinde ayrilabilir iseler, L cismi K Gizerinde bir primitif

elemana sahiptir.
1.4. Cisim lzomortilerl

Teorem 34: KC UC L cisim geniglemesi dyleki L K Gizerinde sonlu ve normal olsun. U
dan L nin bir geniglemesine her o K- izomoifisi L nin bir K-otomorfisine genigletilebilir.
Ozellikle US C L verilir.

ispat: ueU keyfi bir eleman olsun. U cismi K @zerinde cebirsel oldugundan ind(u,K)eK[x]

polinomu mevcuttur.
n
Ind(u,K) = g(x) = igoaixi , a=1

olsun. Bu takdirde
n n
0=g)?=( 3 aul)o = 2 a;(u®) = g(u®)
=0 =0

oldugundan, u® elemam da g(x) polinomunun bir sifir yeridir. L cismi K (izerinde normal
oldugundan g(x) polinomu L[x] halkasinin lineer polinomlarinin bir garpimi geklindedir. Buna
gore UCEL dir ve dolayisiyla U° C L elde edilir.

Teorem 24 e gore, L bir f(x)€K[x] polinomunun K Gzerindeki bir pargalayict cismidir.
teorem 22 ye gbre, o K-izomorfisi L cisminin bir K-otomorfisine genigletilebilir.

Teorem 36: KC LC M cisim geniglemesi verilsin. Oyleki IL:Kl<s ve M K (izerinde
normal olsun. L cisminin K zerinde normal olabilmesi igin gerek ve yeter kosul, L cismini M
cismi igine resmeden her K- izomorfisinin L in bir K-otomorfisi olmasidir.

Ispat: L K Gzerinde normal olsun. Bu takdirde teorem 34 e gdre, L cismini M in igine
resmeden her K-izomorfisi, L cisminin bir K- otomorfisidir.



15

L cismini M in igine resmeden her K-izomorf, L in bir K-otomorfisi olsun. g(x)eK[x] bir

indirgenemez monik polinom ve aEL bu polinomun bir sifir yeri olsun. [L:K]<= oldugundan
teorem 20 ye gbre, K lizerinde cebirsel olan sonlu sayida t1 ....,trEL elemanlarn

L= K(t.l,..,t‘,)
olacak gekilde mevcutturlar. M K Gzerinde normal oldugundan, M cismi
r
g(x) = ( [T Ind(t,.K) € Kix]
jm1
polinomunun K Gzerindeki bir Mo pargalayici cismini igerir. g(x) polinomunun Mo da

bulunan keyli bir b sifir yeri gdzoniine alinsin. Teorem 16 ya gore, aP=b olacak gekilde bir
B : K(a) — K(b)
K-izomorfisi mevcuttur. K C K(a) C Mo dir ve Mo cismi K Ozerinde sonlu ve normal

oldugundan teorem 34 e gobre, p izomorfisi M0 cisminin bir y K-otomorfisine genigletilebilir.

yiL ddnGgimi L cismini M igine resmeden bir K-izomorfidir ve kabule gore L cisminin bir K-
otomorfisidir. Dolayisiyla

b=ale L
elde edilir. Buna gbre g(x) polinomu L{x] halkasinin lineer polinomlarinin bir garpimi geklinde
yazilabilir. Dolayisiyla L, g(x) polinomunun K Gzerindeki bir pargalayict cismi oldugundan
teorem 24 e gore, L cismi K {izerinde normaldir.

Teorem 36: L cismi K nin sonlu bir geniglemesi ve
L= K(t1,...,lr)
olsun.
A Ind(y o Kty ) = K@ty D=my =
ve L cismini L in bir M geniglemesi igine resmeden tim K-izomorfilerin sayisi m ise
r

ms [] m
joet

verilir. Bu ifadedeki egitlik, M cisminin K Gizerinde normal olmasi halinde verilir.

Ispat: Ispat r Gizerinden timevarimla yapilacaktir. r=0 igin L=K oldugundan iddia
dogrudur. r>0 ve iddianin r-1 igin dogru oldugu kabu! edilsin. Bu takdirde
L' = K(ty,eonty )

cismini M geniglemesinin igine resmeden OgreeeiOpy ¢+ K lzomorfileri mevcut ve

ri
m'sn ml (1)

ot
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olsun. L=K(ty,....t, _4,t,) = L(t,) cismini M cismi igine resmeden K- izomortileri, o

déntglmierinin L Gzerine genigletilmigleri arasinda aranw.
06{01....,0m.}

bdyle bir K-izomorfi olsun:
ol L:L= L'(tr)-» M.

‘Bunun yaninda

g(x)=ind(t, L) = % axlelix] ve g(x) = % aiox‘EL‘U[x] olmak Gizere, g(x)

polinomunun L' Gzerindeki bir pargalayict cismi F ve é(x) polinomunun L'C Gzerindeki bir
pargalayicicismi-G olsun. Bu takdirde teorem 22 ye gbdre, o izomorfisi F cismini G cismine
resmeden bir K-izomortiye genigletilebilir. Dolayisiyla g(x) ve é(x) polinomlarinin indirgenmis
derecseleri egittir:
o o -
d; 9(x) = d; g(x).

Bu ortak indirgenmig derece m_ ve {;(x) polinomunun M cismindeki tarkh sifir

r
yerlerinin sayist m" olsun. Bu takdirde

m"sm, (2)

dir. L'(t,) = L cismini M cismi igine resmeden ve o donagiminan genigletilmisi olan K-

izomorfilerinin sayisi, teorem 16 (b) ye gére m" dir. o ddniiglimi igin m' sayida segenek
mimkin oldugundan (1) ve (2) ifadeleri yardimiyla L cismini M cismi igine
resmeden en fazla

(my ... mr_1) m, sayida K-izomorfinin mevcut oldugu elde edilir.

M cismi K {izerinde normal olsun. Bu takdirde
r
ms= H mi
fmd
ifadesi r e gbre timevarimla ispatlanir. r-1 igin iddia dogru olsun.
r1
m' = n mi .
=1
M cismi

r
IT Ind(t,KIEKIx]
jm1

polindmunun K Ozerindeki bir Mo pargalayici cismini ihtiva eder. L'[x] halkasinda

-

g(x) | lnd(trK)
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oldugundan g(x) polinomu Mo[x] halkasinin lineer polinomlarinin bir garpimi geklindedir. M0
cismi K {izerinde sonlu ve normal oldujundan teorem 34 e gére, o dénigimi M 0 cisminin

bir T K-otomortisine genigletilebilir. Teorem 16 (b) ye gore, T ddnisimi g(x) polinomunun
sthir yerlerini {;(x) polinomunun sifir yerlerine resmettiginden, é(x) polinomu M cisminde en
azm, farkh sayida sifir yerine sahiptir. Bunun yardimiyla (2) ifadesine gore

m" = m,
ve dolayistyla
r
ms= n
j=1 mj
elde edilir.

Uyan §5: Uyan 2 deki L cismini M cismi igine resmeden tim K-izomorfiler, teorem 16
yardimiyla su gekilde bulunur: Once K(ty) cismini M igine resmeden tim K- izomorfiler

bulunur. Bu izomorfilerin her birisi mimkan olan tim haller igin
K(ty) (t) = K(t,.t,)
Gzerine genigletilir. Bu genigletilmig izomorfilerin her birisi mimkiin olan tim haller igin
K(ty, 1)) (tg) = Kty .tt3)
Gzerine genigletilir ve bu isleme devam edilerek r adim sonunda
L =K(ty,...t))

cismini M igine resmeden tiim K--izomorfiler elde ediimig olur.

Tanim 24: Teorem 26 ya gore
L =K(ty,...1)
cisminin en az bir M geniglemesi, M K Gzerinde normal olacak gekilde mevcuttur. L cismini M
icine resmeden tim K-izomorfilerin sayist, teorem 36 ya gore
r
m= [] my
j=1
dir ve bu sayi, L cisminin K Gzerindeki t4...ut, Oretici elemanfarina bagh degildir. K ve L ile

tektlrll olarak belirli olan bu m sayisina, L cisminin K Gzerindeki indirgenmig derecesi (veya
ayrilabilirlik derecesi) denir ve bu derece

L: K]i
lle gosterilir.
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Teorem 37: K cisminin her L sonlu geniglemesi igin
L: K]i <[L:K]
verilir. Bu ifadedeki egitlik, ancak ve ancak L cisminin K Gzerinde ayrlabilir olmasi halinde

verilir.

lspat: L= K(ty,....t,) ve [tl:K(t1...,t]_1)]=n] . [tj:K(t1,...,ti_1)]i =m, =11
olsun. Bu takdirde teorem 9 (a) yardimiyla
r
[K(t1) 1 K] [K(t1,t2) : K(t1)] [K(t1,...,tr) : K(t1,...,tr_1)] =LKl = [] ni (3)
j=1
elde edilir.
L cismi K Gzerinde ayrilamaz olsun. Bu takdirde K Gzerinde ayrilamaz olan bir t€L
elemani mevcuttur, L = K(t,t1,...,tr) oldugundan, érnegin t=t, segcilebilir. my<n; ve j>1

icin mjs nj oldugundan (3) ifadesi ve teorem 36 yardimiyla

r r
(LK), = Il m < IT ny = [L:K]
=1 j=1
elde edilir.
L cismi K GOzerinde ayrilabilir olsun. Bu takdirde teorem 31 e gore, her t. elemani

]
K(t1,...,ti_1) Gzerinde aynilabilir oldugundan j=1....,r igin mi = ni ve (3) ifadesi ve teorem
36 yardimiyla
[LK] = [L:K]i
elde edilir.

Teorem 38: t] elemani K(t1,...,ti_1) (j=1,....,r) GOzerinde ayrilabilir ise K(t1,...,tr) cismi K

{izerinde ayrilabilirdir.
Ispat: iddianin ispati teorem 37 den elde edilir.

Tamim 25: L K cisminin bir geniglemesi ve L cisminin K (izerindeki ayrilabilir elemanlarinin
toma La ile gosterilsin. L a cismine K nin L deki ayrilabilir kapanig! denir.

Teorem 39: k(K)=p>0 ve L cismi K nin bir cebirsel geniglemesi oisun. Bu takdirde belL -
igin daima
U, =1,

verilir,
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ispat: b &L oldugu kabul edilebilir. Her t€L(b) - L elemaminin K tizerinde ayrilamaz
oldugunu godstermek, iddianin ispati igin yeterlidir. xP-bEL[x] polinomu teorem 29 a gore
indirgenemezdir ve teorem 30 (b) ye gdre ayrilamazdir. Ozellikle
ind (Vo .,L)=x-b ve [(Yb): =1 :u=p
dir. t£L oldugundan [L(t) : L] > 1 dir ve teorem 9 (a) ya gore
Lb) : 0 =) L Ly -1
oldugundan
(L) :Lp
verilir. Dolayisiyla
LY :L=p ve Lt)=L(¥b)

elde edilir. t elemaninin K Gzerinde ayrilabilir oldugu kabul edilsin. Bu takdirde teorem 31 e
gore, t elemani L {izerinde de ayrilabilirdir. Dolayisiyla teorem 38 @ gbre, L(t) cismi L in
ayrilabilir bir geniglemesidir. Bu sonug , % elemaninin L Gzerinde ayrilamaz olmasina
aykindw.

Bir L cismini diger bir M cismine resmeden tim doénGgtmlerin kimesini D(L,M) ile
gosterelim. o, pED(L,M) ve meM olmak Uzere her acL igin

a®tP=aC+aP ve aMo = mal

yardimiyla tanimlanan iglemlere goére, D(L,M) M @zerinde bir vektor uzayidir. Agagidaki
teorem yardimiyla, L cismini M igine resmeden sonlu ve ikiger tarzda farkli izomorfilerden
olugan her sistemin M Gzerinde lineer bagimsiz oldugu elde edilir.

Teorem 40: (Dedekind) L ve M iki cisim ve O 1ees0p €D(L,M) sonlu sayida ve ikiger
tarzda farkh izomorfiler olsunlar. Bu takdirde aieM (i=1,...,n) ler hepsi birden sifir olmayan

elemanlar olmak Gizere, her (a1,...,an) n- sirahsina mukabil bir tL elemani
n
3 at%i20
i=1

olacak gekilde mevcuttur.

Ispat: iddianin dogru olmadifi kabu! edilsin. Bu takdirde o izomorfileri uygun bir sekilde
numaralanarak rs n olmak (izere bir reN sayisi ve hepsi birden sifir olmayan a,.....aEM

elemanilar, her t€L igin

(o

4 i
at "=0 4
i.—%i “)
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olacak gekilde mevcutturlar. r sayisi, (4) ifadesini gergekleyen minimal sayi olarak segilsin.

[0}
r>1 dir. Zira, r=1 halinde (4) ifadesinden 1 120 elde edilir. 04%0, oldugundan bir s€L

o o
elemant s '# s ' olacak sekilde mevcuttur. (4) ifadesinde t yerine st yazilirsa
S g 0140
Yas 't =0 (5)
i=1

elde edilir. (1) ifadesi so" ile garpilir ve (5) ifadesinden ¢ikarilirsa, her t€L igin
as -8t ava (s 0 (6)
elde edilir.
a1(s01 s ' )20

oldugundan, (6) ifadesi r sayisinin minimal oluguna aykiridir.



2. TEORIK CALISMALAR (Galols Teorisi)
2.1 Galois Geniglemeleri

Tanim 26:
(a). L cismi K nin bir geniglemesi olsun. K C U olmak Gzere, bir UC L altcismine L
cisminin K Gzerindeki bir aracismi denir.
{(b). U, L cisminin K Gizerindeki bir aracismi olsun. L cisminin tim U-otomorfilerinin
kimesini
G(5)

ile gosterelim.

Uyan 6: Bir L cisminin tiim U-otomorfilerinin kiimesi G{( l'a), otomortilerin garpim (bilegkesi)

iglemine gore bir gruptur.

Tanim 27:
(a). Bir HC G( %) kompleksi gdzdniine alinsin. H kompleksinin her K-otomorfisi igin

sabit kalan acL. elemanlarinin kimesini S(H) ile gosterelim.
S(H) = {ala€l, V o€H igin a% = a).
L cisminin K Gizerinde bir aracismi olan S(H) cismine, L cisminde H kompleksine gdre sabit
kalan cisim denir.
(b). G( %) grubuna L cisminin K-otomorfiler grubu denir.

Uyan 7: U L cisminin K (izerindeki bir aracismi olsun. Bu takdirde her
oCG( )

icin oEG(%) oldugundan
L L
G({)=G(g)
dir. O halde L cisminin K (zerindeki her U aracismine G( }-k—) grubunun bir G( 1'6) altgrubu
tekabil ettirilebilir. Tersine olarak G( %) grubunun her H altgrubuna, L cisminin K
Gzerindeki bir S(H) aracismi tekabdl ettirilebilir. L cisminin K Gizerindeki aracisimleri ile G( 'l—'(-)

grubunun altgruplar arasinda tesis edilen bu tekabiiliin bire-bir olabilmesi igin
S(G(E) =K
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garti gereklidir.

Tamim 28: L cismi K nin sonlu bir geniglemesi olmak Gzere
L
S(G() =K

gergeklenirse, L cismine K nin bir Galois geniglemesi denir. G( %) grubuna da L cisminin K

Dzerindeki Galois grubu denir.

Teorem 41: L cismi K nin bir geniglemesi olsun. Bu takdirde agagidaki ifadeler birbirlerine
denktirier: '

(a). L cismi, K nin bir Galois geniglemesidir.

(b). L cismi, K nin sonlu, normal ve ayrilabilir bir geniglemesidir.

(c). L, K[x] halkasinin bir ayrilabilir polinomunun K Gzerindeki bir pargalayici cismidir.
(d). 1G( %) I={L: K] <® verilir.

Ispat:
(a). = (b). €L ve
ind(t,K) = g(x) €Kix]
olsun. g(x) polinomunun ayriabilir oldugunu ve bu polinomun L[x] halkasinin lineer
polinomiarinin bir carpimi geklinde yazilabildigini géstermek, iddianin ispat: igin yeterlidir. Her
oeG(%) icin t@ resim elemantar: arasinda farkl olanlar t1,....tr6L olsun}ar. Bu takdirde

(o}

g O :
t1,t2,...,tr €L

elemanlari, tat, elemanlarinin farkh bir sirada yazihigindan ibarettir. Doigylsuyla bir

' $
n= (l") e Sr

att

icin
=t =t
F‘ .
yazabiliriz. t=t olmak (izere

r r

h) =1 (x-t)= 3 axleLx, a =1
jm1 =0

polinomunu tegkil edelim. Her nES, igin

r r
I -t =TI et
I=1 =1

olup,
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Sj = §; (t.|,...,tf) y =T

elemanter simetrik polinomlar oimak (izere
a; = (-, I=1,..r

dir. Dolayisiyla o€G( %) igin

g
a =g, i=1,...,r

vorilir. Buradan
8,ES(G( %)) =K, i=t,.r

ve dolayisiyla h(x)EK[x] elde edilir. h(x) aynilabilir bir polinom ve t elemani h(x) polinomunun
bir sifir yeri oldugundan teorem 14 (a) ya gore, K[x] halkasinda

g(x) | h(x)
verilir. Buna gore g(x) ayrilabilir bir polinomdur ve bu polinom, L[x] halkasinin lineer
polinomlarinin bir garpimi geklindedir.

(b). = (c). Teorem 24 e gbre, L bir f(x)eK[x] polinomunun K (zerindeki bir
pargalayici cismidir. f(x) polinomunun K[x] halkasindaki farkhi ve indirgenemez monik
bdlenlerinin bir garpimi geklinde olan bir g(x)eK[x] polinomunu gézéniine alahm. L cismi K
Gzerinde ayrilabilir oldujundan, g(x) polinomu aynlabilirdir ve L cismi aynt zamanda g(x)
polinomunun K Gizerindeki bir pargalayici cismidir.

(c).= (d). L ayruabilir bir polinomun K Gizerinde bir pargalayici cismi oldugundan
teorem 21, 24 ve 38 e gore, L cismi K nin sonlu, normal ve ayrilabilir bir geniglemesidir.
Teorem 36 da M =L alinarak teorem 37 yardimiyla

1G(E) =LK} = [L: K]
elde edilir.
(d). = (a). KC S(G( %)) drr. S(G(,L(-)) C K oldugunu gdrmek igin su yol izlenir: M

cismi L in bir geniglemesi vo M K {izerinde normal olsun. L cismini M cismi i¢ine resmeden
K- izomorfilerinin sayist teorem 36 ve tanim 24 e gore [L : K]i dir. teorem 37 ye gore
[L:K]izlG(%)h_[L:K]z[L:K]i
oldugundan
LK) =[L:K]
olde edilr. Buna gore L cismini M igine resmedsn her K-izomorfi, L cisminin bir

K- otomorlfisidir ve L cismi K nin ayriabilir bir geniglemesidir. Teorem 35 e gore, L cismi K
Gzerinde normaldir. t€S(G( %)) olmak (izere

g(x) = ind(t,K) €K[x]
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-ve-sEL.—elemani g(x}—polinomunun-t deki keyli bir stfir yeri olsun. Teorem 17 ye gére t9 =s

fle belirlenen bir
o:K({t) = K(s)
K- izomorfisi mevcuttur. Teorem 34 e gbre o K-izomorfisi L cisminin bir t€G( -:'z)

K- otomorfisine genigletilebilir. Dolayisiyla
t=t'=s
elde edilir. L cismi K Ozerinde ayrilabilir oldugundan g(x) ayriabilir bir polinomdur. L cismi K
Gizerinde normal oldujundan g(x) polinomu L[x] halkasinin lineer polinomlarinin bir garpimi
geklindedir. Buna gore
g(x) = x - t €K]x]
ve dolayisiyla t€K dir. Bunun yardimiyla
S@(ENCK

elde edilir.
S(G( ) = K

oldujundan L cismi K nin bir Galois geniglemesidir.

Teorem 42: L cismi K nin bir Galois geniglemesi ve U C L, K Gzerinde bir aracisim olsun.
Bu takdirde L cismi aym zamanda U aracisminin de bir Galois geniglemesidir:
L
S(G( U)) =U.

Ispat: L cismi U aracisminin sonlu, normal ve ayrilabilir bir geniglemesi oldugundan teorem
41 e gobre, L cismi U nun bir Galois geniglemesidir.

Teorem 43: (Galois teorisinin esas teoremi) L cismi K nin bir Galois geniglemeéi,
L cisminin K {izerindeki tim aracisimlerinin kimesi U ve G( %('-) Galois grubunun tim

altgruplarinin kimesi H olsun.
(a). UeU igin
L
U-—- G( u)

tekablid, U kGmesini H kimesine resmeden bir bire-bir ve &rten dénligimdiir.
(b). HEH igin
H - S(H)
tekabtll, H kiamesini U kimesine resmeden bir bire-bir ve érten diinligimdr ve bu
ddndglim (a) daki ddnlGgimin inversidir.
(c). Her UcU ve her HeH igin



25

verilir.

Ispat: UEU olsun. Teorem 42 ye gdre, L cismi U aracisminin bir Galois geniglemesi
oldugundan
L
S@G(GH=U
verilir. Dolayisiyla teorem 41 e gore
IG(5) =1L U]

elde edilir.
HeH olsun. Teorem 41 ve 33 e gore, bir €L elemamni
L =K(t)
olacak gekilde mevcuttur. H = {01 on} (o1 =¢g) olsun ve
%
t =ti N i=1,...,n
olmak {izere
n n
ix)=1] (x t)= ianix"“ ey , a, =1
i=t =

polinomunu tegkil edelim. H bir grup oldugundan keyfi bir o€H igin = = (',‘t) €S, olmak

QOzere

Go=0 i=1,...,n

i’

yazilabilir. Her neSn igin

M o©=11 tety=TI (x-1)
i=t ! i=1 " i=1
olup,

si=si(t1 ,...,tn) , I=1,...,n

elemanter simetrik polinomlar olmak Gzere
g =(-s; , i=1,..n

dir. Dolayistyla her o€H igin

g
a =a

i i ’ '=1,...,n

verilir. Buna gore
a,ES(H) , i=1,...n

ve dolayisiyla
f(x) € S(H) [x]
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o odilic T 1 verdimnd
n= IHI = dO1(x) = dO Ind(t,S{H)) = [S(H)(V) : S(H)]
=[L:S(H)]=IG(—S%)I

yazilabilir. Buna gore

L
G( ) y<sH
verilir. Diger taraftan
L
Hs< G(m)
oldugundan
L -—
G( S )=H
elde edilir.

S(G(%)):U ve G(QTLH—))=H

itadelerinden teoremin {(a) ve (b) siklarinda sdzii gegen tekabillerden birisinin digerinin
inversi oldugu elde edilir. Dolayisiyla bu tekabiller bire-bir ve drten dontigGmierdir.
Her HEH igin teorem 9 (a) ve teorem 41 yardimiyla
o - sivir! = 160 & Ly
[S(H) : K] =L : K] [L :S(H)I"' = IG( K ) NG( S(H) )

= IG( %) LIHIFT = [G(-'-‘K-) “H]

elde edilir.

Teorem 44: L cismi K nin bir Galois geniglemesi, U ve V L cisminin K Gzerindeki iki
aracismi ve G(§) =H , G(&)=F olsun,

(a). UCV ile F<H denktir.

(b). G(Ur';—v)=<HUF>.
L
(c). G(U_(V_))=HnF'

Ispat:
(a). UC V den
L

F=G(V)se(-LJ)=H

elde edilir. Tersine olarak F s H dan
U=8SH)CS(F)=V
elde edilir.
(b). Hs <H U F> ve Fs<H U P> ifadelerinden (a) ya gore
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Si<HUFE) CU ve S(<HUF)CV
ve dolayisiyla
S(<HUF>) CUNV
yazilabilir. Bunun yardimiyla

L L )
Glgav) s Blgpumy)=HYP

elde edilir. Dijer taraftan <H U F> grubunun otomorfileri U N V cisminin elemanlarini da
sabit biraktigindan U NV C S(<H U F>) ve bunun yardimiyla

L L
0 <% gnv!

<HU F>=G( S[<H

elde edilir.
(c). HhF<sH ve HN F < F ifadelerinden (a) ya gore
U=SH)CS(HNF) ve V=S(F)CSHNF)
ve bu ifadeler yardimiyla da
UV)C S(HNF)

yazilabilir. Bunun yardimiyla
L ety
S(HNF) U(v)

elde edilir. Diger taraftan U C U(V) ve V C U(V) ifadelerinden (a) yardimiyla

HNF=G(

G(ﬁ,))se(%pu ve G(U:‘v))se('\-—,)=|=

yazilabilir. Buradan
L
G( W) sHNF

elde edilir.

Teorem 45: L cismi K nin bir Galois geniglemesi olsun. L cisminin K Gzerindeki her U
aracismi igin agagidaki ifadeler gergeklenir.
(a). Her o€G( %) igin

L. L,
G(Uo)—GG(U)O

verilir.

(b). U aracisminin K nin bir Galois geniglemesi olabilmesi igin gerek ve yeter kosul,

olmasidir. Bu halde

verilir.
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(a). Her oE€G( % ) igin
G(-&;—):{tltEG(%) . her ueU Igin (UO)T =o'}

=(v11€G(k) . herueU igin v =u)
= {ow™! 11€G( ) , her uEU igin uF=u)
= (oo 1 1€G( '-U-)}
=0 G(§ o™t
elde edilir.

(b). L cismi K Gzerinde ayrnilabilir oldugundan, teorem 31 e gore U aracismi de K
Gzerinde ayrilabilirdir. O halde U aracisminin K nin bir Galois geniglemesi olabilmesi igin
gerek ve yeter kosul, teorem 41 e gore U aracisminin K Gizerinde normal olmasidir. Diger
taraftan teorem 35 e gdre U aracisminin K (zerinde normal olabilmesi igin gerek ve yeter
kosgul, U cismini L cismi igine resmeden her o K- izomorfinin U cisminin bir K- otomorfisi

olmasidir. Bu gerek ve yeter kogul, U® = U olmasina denktir. Diger taraftan teorem 34 e
gore o K- izomorfisi L Gzerine genigletilebileceginden, o K- izomorfisi G( ll'—(-) grubunun

bir elemani olarak ele alinabilir. (a) ya gore, her o€G( ||:(-) igin

oG ot =G )
gergeklendiginden
G( ) 3Gl )

elde edilir. Teorem 35 e gore U aracismini L cismi igine resmeden her K- izomorfi, U
aracisminin bir K- otomorfisi oldugundan her oc€G( -k—) icin o} UeG( l—é—) dir. Buna gore her

oEG( l'K—) icin
flo)=0olU

ile belirlenen bir
EG(E) = G(2)
R K
ddnlgiimd tamimianabilir. Teorem 34 e gore G( LKl) nin her otomorfisi L in bir K- otomorfisine

genigletilebilecedinden, f drten bir dénligimdir. Her o,t€G( |'L<" icin

f{or) = ot{U = (o}V) (x{V) = {(0) f(x)
oldugundan f bir homomorfidir.

Cekf={010EG( k), f(a)=oU=¢)
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={0|0EG(LE),heruEU igih uw9=u}
=k
=G(g)

oldugundan gruplarin homomorfi teoremine gdre
U L L
Glic) = Glic)/ G()

elde edilir.

Teorem 46: L cismi K nin bir Galois geniglemesi olsun. L cisminin bir K- tabani {t,,....t )}

ve bir Hs G( %) altgrubu verilmig olsun. Bu takdirde H altgrubuna tekabil eden aracisim
B (t)= to , teL
HO= 2,
olmak Gzere
m
S(H) = i21 KB(4) = K(By(ty) ..., Bty

geklindedir.

ispat: M= {B(t) Itel } C L kimesini gozonine alalim. Her t€H ve teL igin

B, (t)*= toT = t% = B, (1)
HUT= 2,7 2, =B
oldugundan BH(t) € S(H) ve dolayisiyla

M C S(H)
elde edilir. Diger taraftan teorem 40 a gore BH(s) # 0 olacak gekilde bir sSL elemani

mevcuttur. Bu takdirde her ueS(H) igin
B, (B, (s)"1 us) = (B,y(s)1 us)° = B, ,(s)"1 us® = uB, (s)"1 s9=u
H™H o2 B o2 H HOT 2
oldujundan ueM ve dolayisiyla

S(H)ICM
elde edilir. O halde M = S(H) dir. Bunun yaninda

n m
L=% Ky ={Y at I«aieK)
i=1 i=1
oldujundan

m
S(H) =M =B 0 1L} =(B( 3 &) aEk)

m
=03 8B | 84S0
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.

K(By(t) s Byt )

elde edilir.
2.2 Galois Grubunun Belirlenmesi

Teorem 47: L cismi K nin bir Galois geniglemesi, t L cisminin K Gzerinde bir primitif
elemani ve t elemaninin K Gzerindeki eglenik elemanlarinin bir tam sistemi {t1,...,tm} b=t

olsun. Bu takdirde g ler

ile belirlenen dénligimler olmak Gzere
L
G( -K-) = {01 yooer om}
dir.

Ispat: Teorem 16 ya gore, L cismini kendi igine resmeden tam m tane K- izomorfi vardir.
Bu izomortiler

%
t =ti ’ i= 1,...,m

ile belirlenir. Zira her aEL elemani, x K Uzerinde bir belirsiz olmak @zere bir f(x)EK[x] igin
a=f(t) geklinde oldugundan

Oi Oi Oi
a ‘=) =4t )=f(ti), i=1,..m
elde edilir. Teorem 35 e gdre oiEG(-k-) (i=1,...,m) oldugundan
G(R) = {0y 1 O

elde edilir.

Teorem 48: neN ve k(K) | n olmak Gizere, K (zerindeki n inci gember bdlen cisim K(") K

nin bir Galois geniglemesidir ve
K(n)
‘ G(S)
Galois grubu Zn grubunun bir altgrubuna izomorftur. K = Q halinde
Q(n)

G(—Q—)u z

verilir.
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lspat: K(M), x"-1 polinomunun K Gzerindeki bir pargalayict cismi oldugundan, KM cismi

K nin bir Galois geniglemesidir ve 1 in K{N) cismindeki her ¢ primitif n inci kok{i olmak Gizere
KM = K(c)

dir. ¢ elemaninin K Gzerindeki eglenikleri, c elemaninin belli K- izomorf resimleri oldugundan,

¢ elemaninin her eslenigi de 1 in K (izerindeki bir primitif n inci kdkadar. Dolayisiyla

o k‘
c'=¢ ,kiEN, (ki,n)=1 , I=1,....m

olmak (izere
K(n)
G )= {og oy}
elde edilir.
(o)) m = l?i , i=1,..,m
ile belirienen
() .
w : G( —K--) - Zn

ddnigimind gézoénline alalim.

coio] y (coi)oj - (ckl)oi - (co] )ki - ckik

]
oldugundan

(oioi)n= k; = kiki =(oi)n(oi)n
elde edilir. Dolayisiyla & donlgimi bir homomorfidir.

gek n = {o; loiEG(K—:(ri) : (oibv:ii=i . le(t,..,m)) = (g}

oldugundan gruplarin homomorii teoremine gdre, x bir monomoridir.
K=Q igin uyan 4 e gére

[ : Q) = gfn) = 1Z, = IG( %) |
oldugundan
G Qc(al)) .z,
elde edilir.

Teorem 49: nEN ve R(K) I n olmak lizere B, C K olsun.

(a). L cismi, bir acK igin
L=K (%)
golkdinde olsun. Bu takdirde L cismi K nin bir Galois geniglemesidir ve G( % ) Galois grubu m

n sayisinin bir bdleni olmak Gzere, m incl mertebeden bir devirli gruptur. m=n olabilmesi igin
gerek ve yeter kogul, Ta radikalinin K Gzerinde indirgenemez olmasidir.
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{b). L cismi K nin bir Galois geniglemesi ve G( :‘k—) Galois grubu n inci mertebeden

bir devirli grup ise,
L=K(Ya)

olacak gekilde bir acK eleman mevcuttur.

Ispat: c€K elemant 1 in primitif n inci kdki olsun.
(a). a=0 kabul edilebilir. Teorem 28 e gore
x"-a= ﬁ (x-Ya ¢ eLix
i=1
oldugundan x"- a ayrilabilir bir polinomdur. L cismi bu polinomun K @izerindeki bir parcalayici
cismidir. Teorem 41 e gore, L cismi K nin bir Galois geniglemesidir. Va €L elemaninin K

Gzerindeki eglenikleri, x™- a polinomunun sifir yerleri oldugundan, ¢ iEK (j=1,...,m)

elemanlan 1 in farkli n inci kdkleri olmak Gzere

(Va)l=Yag, j=t...m
lle belirlenen o donagamleri G( :-'(-) Galois grubunu olugturur:
| Gl )= {0g s Op) -

(pa=cj, j=1..m
ile belirlenen
n :G(%) — Bn
ddnigimi gdzdnane alinsin.
Vo) 1% = (Vo) = (Y ) = o (Va) K = Va0

oldugundan

(ojok) n= c]ck = (ol) n (ok) n

elde edilir. Dolayisiyla # donigim@ bir homomorfidir. Gruplartn homomorti teoremine gore
G -:'?) Galois grubu, n inci mertebeden bir devili grup olan B,, nin bir altgrubuna izomorftur.

Dolayisiyla min elde edilir. m=n olabilmesi igin gerek ve yeter kogul,
[L:Kl=n
olmasidir. Bu gart ise
X a=lind(Va K)
veya Wa radikalinin K zerinde indirgenemez olmasina denkdtir.

(b). L cismi K nin bir Galois geniglemesi ve
G(%)=<o> , lol=n
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olsun. Bir ueL eleman igin
n -
t= ¥ ¢ yo!
i=1
ifadesini tegkil edelim. Teorem 40 a gbre, u elemani 120 olacak gekilde segilebilir. Bu
takdirde
n i n o 2 1,.gn-1
0= I =ct 3o =cHcu%+c2u®” +..4 10" 4y
i=1 i=1

n
=t 3 ot yott ooty
i=1

oldugundan her reN igin
o =cr
elde edilir. Buna gore, G( 'L(-) Galois grubunda t elemamini sabit birakan biricik eleman o%=¢
dir. Dolayisiyla
K(t) = vS(<e>) =L
elde edilir. Bunun yaninda a=t" olmak Gizere, reN igin
acr = (tn)o’ = (to')n =(c rt)n = (cn)-r th=th=g
oldujundan
aS(G( ) =K
ve buna gbre
L=K(Va)

elde edilir.

Teorem 50: meN , k(K) Im ve Bm C K olmak (zere L cismi K min bir Galois geniglemesi

olsun. {t1,....tr} bir teL elemaninin K Gzerindeki eglenikierinin bir tam sistemi olsun. Bu

m m
M=L ('\/t:.,..., tr)

cismi K nin bir Galois geniglemesidir.

takdirde

Ispat: iddianin ispati igin teorem 41 e gbore M cisminin, K[x] halkasinin bir ayrilabilir
polinomunun K Gzerindeki bir pargalayici cismi oldugunu gostermek yeterlidir.

r
hx)= [T (™ -t;) ELIx]
im1
polinomu gdzdnlne alinsin. Her xM - Y, polinomunun sifir yerleri, teorem 28 e gbre ¢ 1 in bir

primitif m inci kdk olmak (1zere
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m
'\/t—ic'" , jEte,m

seklinde olup, bu sifir yerleri birbirlerinden tarkhidilarDolayisiyla h(x) ayrlabilir bir polinomdur
ve M bu polunomun L Ozerindeki bir pargalayict cismidir. si(t1,...,tr) (i=1,...,r) elemanter

simetrik polinomlar olmak (1zere
h(x) = ﬁ (-1)is;(xmy 8,=1
=0
yazilabilir. Bunun yaninda
r
ind(t,K) = {[1 (x-t)= éo(q)i §;x"” i eKx)
oldugundan
h(x) € K[x]
elde edilir. Diger taraftan teorem 41 e godre L ayrilabilir bir f(x)eK[x] polinomunun K
Gzerindeki bir pargalayici cismidir. f(x)h(x)EK[x] polinomunun K[x] halkasindaki farkh
indirgenemez monik bolenlerinin garpimi g(x)EK[x] olsun. g(x) aymiabilir bir polinomdur ve M,
teorem 21 e gbre g(x) polinomunun K (izerindeki bir pargalayici cismidir.

Tanim 29: {(x)EK[x] sabit olmayan bir polinom ve L f(x) polinomunun K Gzerindeki bir
parcalayicit cismi olsun. f(x) polinomunun her sifir yeri, K nin ayni bir geniglemesinde (K
Gzerinde) radikallerle gosterilebilir ise, f(x) polinomuna K Gzerinde radikallerle ¢dzalebilir
(veya kisaca K iizerinde ¢ozilebilir) denir. Diger bir ifade ile L cisminin bir M geniglemesi,

mieN ve tieMi igin

m

Mi+1 = Mi ( ti ) . i=0,1,...,|’-1
olacak gekilde, M cisminin Mi altcisimlerinden olugan ve K ile baglayip M ile biten bir
KCM,CM,C .. CM =M

sonlu cisim serisi mevcut olacak gekilde elde edilebiliyor ise, f(x) polinomu K {izerinde

¢0zUlebilir denir. Her i igin "‘V;; radikali M' Ozerinde indirgenemez ise, f(x) polinomu K

Gzerinde indirgenemez radikallerle ¢dziilebilir denir.

Teorem 51: Bir ayrilabilir f(x)K[x] polinomu K Gzerinde ¢bziilebilir ise, f(x) polinomunun
K Gzerindeki Galois grubu da ¢dzlebilir bir gruptur.
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Ispat: k(K) = p ve L {(x) polinomunun K Gzerindeki bir parcalayict cismi olsun.

1. 'f(x) polinomu K Gzerinde gbzilebilir oldujundan L cisminin bir M geniglemesi ve

m
j .
Mi+1 = Mi ( V;i- ), tiEMi N miEN (I=0,1,...,l"1)
olmak (izere bir
K=M,CM,;C.. CM=M )]

cisim serisi mevcuttur. Burada m; sayilarinin asal oldugu kabul edilebilir. Zira mi="iki ise

n;k n
] i
\ﬁ= \/'—s

n
oldugundan Mi \( "\/;; ) cismi, MI ile Mi +1 cisimleri arasina sikigtinlarak tekrar (7)

geklindeki bir cisim serisi elde edilir:

wew | %) on ()

ll. (7) cisim serisinde m p (i=0,1,...,r-1) kabul edilebilir. Gergekten, p=0 igin iddia

dogrudur. p>0 olmak Gzere, bir
i€(0,1,...r-2}
icin gq€EP olmak {izere
m=p ve m ,=qp

olsun. Bu takdirde (7) cisim serisinde

(\h) (A A )
MiC Mt =M AN CMa = MUY N

(q # (q 4 (V—) '
MM \]‘m)c""i V'i+1) ) c
p
q p q
«[p P |
C M ( ‘i+1,\/'_i) ( N Vs )'Mi+2

tis1 EM; (% )

p _
e EM) =M,

altserisi yerine

altserisi yazilsin.

oldugundan
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dir ve dolayistyla elde edilen yeni seri (7) serisinin dzelliklerine sahip olan bir inceltilmig cisim
serisidir. Bu yeni seride M, cismine katilan radikalin eksponenti q olup, p den farklidir. Bu

isleme devam edilerek sonlu adim sonunda elde edilen inceltiimig serinin eksponenti p den
farkh radikalii terimleri M dan itibaren ardarda siralanmiglardir. Yeni cisim serisindeki katilan

radikallerin eksponentleri tekrar m; ler ile gosterilirse Osi<r, icin my#p ve r sj<r igin
ml = p olacak gekilde bir r, sayisi mevcuttur. K cisminin M deki ayrilabilir kapanigi olan Ma

cismi gbzoniine alinsin.
KCLC Ma cM

dir. Teorem 39 a gore

M, )g= (M, q)q == (Mg = My

oldugundan

M =(M ).CM
a roa I'o

elde edilir. Buna gdre yukarida sdzl gegen inceltilmig cisim serisinde M  yerine Mr
)

ahinabilir. O halde (7) cisim serisindeki terimlere ait m; (i=0,1,...,r-1) eksponentlerin p den
tarkh oldugu kabul edilebilir.

lil. Teorem 49 (a) nin tatbiki icin (7) serisinin terimlerine 1 In gerekli olan koékleri
katthr.

r
m= ] m;
i=0
ve ¢ 1 In M Gzerindeki bir primitif m inci kdki olsun.

M(c) =L, , i=0,1,...r

olmak (izere (7) serisinden
KCLOCL1C... CLr {(8)

. cisim serisi tegkil edilebilir. Burada

Lo =Kle), L, 4=L (n’\{/'-i) » Y€ (i=0,1,...,r-1)
dir.
IV. (8) cisim serisi, mevcut dzellikleri korunarak sonuncu terimi K nin bir Galois
geniglemesi olacak gekitde inceltilir. Bir iz 0 igin 4 cismi K nin bir Galois geniglemesi olsun.

Y elemaninin K (1zerindeki egleniklerinin bir tam sistemi =Y olmak Gzere
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{t“ yeees tini}

olsun. Bu takdirde

A ti] , j=1,....ni

radikalleri LI cismine ardarda katilarak L' - Li 1 araligindan

m m = m
LiCLi+1=Li( ‘n)c'-i( b1, 'iz)c

N A ,
c..C Li t" )y tini = Li+1

cisim serist elde edilir. Bu serinin sonuncu terimi olan L’i +

Galois geniglemesidir. Ayni iglem L'i 1 cismine tatbik edilebilir.

m.
i+] ,
'i+1)j s ]—1 gesey ni+1

radikalleri ardarda L'i 1 cismine katilarak K nin bir L"l +2 Galois genigiemesi elde edilir. Bu

1 cismi teorem 50 ye gdre K nin bir

isleme devam edilerek ((8) cisim serisinin belli araliklan genisletilerek ve dolayisiyla (8) serisi
inceltilerek) sonlu adim sonunda sonuncu terimi Lr , K nin bir Galois geniglemesi olacak

sekilde bir cisim serisi elde edilmis olur. O halde L, cisminin K nin bir Galois geniglemesi
oldugu kabul edilebilir. Bu takdirde (8) den
L, Ly Ly Ly
Gl = )>G —|>..>G—|>G|—|=(e} = E (9)
K L L L
(o) r-1 r

L
elde edilir. Teorem 48 e gore, Lo cismi K min bir Galois geniglemesidir ve G(ro) grubu

Abel'dir. Bunun yaninda teorem 45 (b) ye gére
L L L L L
c] Ry G(——r) ve G(-—') 1 Gl-L| « G(—o-)
L K K L K
(o] 0
olduundan
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bolim grubu Abel'dir. Teorem 49 (a) yagbre heri (O <sisr-1) igin L' +1 cismi Li nin bir

L
Galois geniglemesidir ve G[-i—ﬂ-) asal mertebeli bir devirli gruptur. Dolayisiyla teorem 45

L
(b) ye gbre
L L L L L
G|—| < 6| ve G|L| 1 a|—— --G—pfl , =0,1,...,r-1
Lise L L List L
oldugundan heri (0si<r-1) igin
L L
a|-f| 1 6| —-
Li Li+1
L
bblGm grubu da asal mertebeli bir devirli gruptur. Buna gbre (9) ifadesi G |(—| grubunun

K

L
faktorleri asal mertebeli devirli gruplar olan bir kompozisyon serisidir. Dolayisiyla G (?r)

¢cdzaleblilir bir gruptur. Diger taraftan teorem 45 (b) ye gore
L L
r r L
G(r) / G(r) = Glg)
Lr

dir ve G(—) grubu ¢dzilebilir oldugundan

| &4

grubu da ¢dzilebilirdir ve bu bblim grubuna izomorf olan G( Tli-) grubu ¢dziiebilirdir.



3. BULGULAR

3.1. Pergel ve Cetvelle Geometrik Ingalar

Galois teorisinin uygulama alanlarindan biri de geometridir. Geometride gbézénine
ahnan sekiller genellikle sonlu sayida noktalar yardimiyla belirlenir. Ornegin bir dogru iki
noktas ile, bir gember merkezi ve bir noktasi ile, bir konik odak noktalari ve bir noktast ile
v.b. belirlenir. Dolayisiyla diizlemde verilen bir takim sekiller (noktalar, dogrular veya
gemberler) yardimiyla bagka bir takim gekillerin ingasi problemi, verilen soniu sayida noktalar
yardimiyla belli sartlari gergekleyen sonlu sayida yeni noktalarin bulunmasi problemine
denktir.

Dider taraftan geometride, yalmiz pergel ve cetvel kullanilarak inga edilen gekillerin ayr
bir dnemi vardir. Oregin, yalniz pergel ve cetvel kullanilarak tig noktadan gegen gemberin,
G¢ yuksekligi bilinen tiggenin, i i¢ agi ortay bilinen tiggenin v.b. bulunmasi problemleri. Bu
problemlerden ilk ikisinin ¢6zimilerinin mimkin olmasi yaninda tGglinc problemin ¢éziimi
mamkan degildir [3).

Burada, diizlemde verilen sonlu sayida noktalar yardimiyla belli gartlari gergekieyen
soniu sayidaki yeni noktalarin, sonlu adimda ve her adimda yalniz pergel ve cetvel
kultanilarak nasil elde edilebilecegi cebirsel metodlar yardimiyla aragtirilacaktir.

Yukarida szl gegen pergel ve cetvelle yapilan adimlar (veya kisaca pergel - cetvel
adimlan), agagida belirtilen dort tipte olabilir. A,B ve C,D verilen farkli iki nokta cifti olsun.

fng
A N\{ g/c 10u
f
/
A ’ D 3 u
T2 .
‘ Ty
r

Grrrre———l

u v

Sekil 1. Pergel- cetvel adimlan

1. A ve B noktalarindan gegen dogru ile C ve D noktalarindan gegen dogrunun
kesisme noktasinin (mevcut olmasi halinde) belilenmesi.
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2. A ve B noktalarindan gegen dogru ile merkezi C de olan ve D noktasindan
gecen gemberin kesigme noktalarinin belirlenmesi.

3. Merkezi A da olan ve B noktasindan gegen gember ile merkezi C de olan ve D
noktasindan gegen gemberin kesigme noktalarinin belirlenmesi.

4. Belli yardimci noktalarin secilmesi. Bu noktalar diiziemde keyfi olarak segilir ve
geometrik ingada temel rol oynamazlar. Ancak bu noktalar geometrik inga igin diger
noktalar gibi hizmet ederler.

Yukaridaki geometrik ifadelerin cebirsel kargiliklarini elde etmek igin dizlemde
kartezyen koordinat sistemini gézonGine alalim. Analitik geometriden bilinen kurailar
yardimiyla pergel-cetvel adimlan, ilgili noktalarnin koordinatlan arasinda belli cebirsel ifadelerle
belirlenebilir ve daha sonra bu cebirsel ifadelerin cisim teorisindeki kargiliklart verilebilir.

Dazlemde bir kartezyen koordinat sistemi tespit edilmig- ve koordinat sisteminin
eksenleri (izerinde | dodru pargasi (uzunlugu birim olan dogru pargast) belilenmig olsun.

A, B, C, D noktalarinin koordinat gdsterimleri

A=(aj.a,) , B=(by,by) , C=(cyc,) . D=(dy.dy)
olsun.
I. A ve B noktalarindan gegen f dogrusu
fax+by=c, a=a2-b2 , b=b1-a1 , c=a2b1 -a1b2
seklindeki bir lineer denklemle belirlenir. Ozellikle a, b ve ¢ Kkatsayilar Q(a1, a,, b1 , b2)

cisminde bulunur. Benzer gekilde C ve D noktalarindan gegen g dogrusu
g:ax+by=c , a'= Cy d2 . b'=d1-c1 ' c'=c2d1-c1d2
seklindeki bir lineer denklem ile belirlenir. ', b' ve c¢' katsayilan Q(c1, o d1, d2) cisminde

bulunurtar. f ve g dogrularinin paralel olmadigi kabul edilebilir. Bu takdirde f ve g
dogrularinin kesigme noktalarinin koordinatlan Q(a, b, ¢, a', b', ¢') cisminde ve 6zeilikle

Ko = Qlay. @y, by, by, ¢4, 05, dy, dy)
cisminde bulunurlar.

Il. Merkezi C olan ve D noktasindan gegen u gemberi

2 2
u(x- R+ (y-coR =17 1y =(dy- 2 + (dy cp)?
geklinde bir kuadratik denklem ile belirlenir. f dogrusu ile u g¢emberinin kesigmesi halinde,

herbir kesigme noktasinin x koordinatlarini hesaplayalim. a 2 0 olsun. f in denklemi x

o' Yo
e gore ¢bziillir ve elde edilen ifade u nun denkleminde yerine yazilarak y igin bir kuadratik
denklem elde edilir ve bu denklem y ye gore ¢ozilerek
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¥oEQ(a, b, ¢, ¢, €y 1) (V)

olde edilir. Burada d, y ye gdre kuadratik denklemin diskriminantidir. Sonug¢ olarak deK o
olmak GOzere
o+ Yo €K (V)

elde edilir.
Bl. Merkezi A olan ve B noktasindan gegen v gemberi

v: (x- a1)2 +(y- a2)2 = rz . r22 = (b,- a1)2 +(by a2)2

goklinde bir kuadratik denklem ile belirlenir. u ve v gemberlerinin kesigmesi halinde herbir
kesigme noktasinin koordinatlart u ve v nin kuadratik denklemlerinden . dekine benzer

sekilde hesaplanabilir. Herbir kesigme noktasinin koordinatlari, bir deK0 igin Ko(‘\/a )

cisminde bulunur.
IV. Yardime: noktalar keyti segilebilecedinden bu noktalarin koordinatlari rasyonel
segilebilir. Dolayistyla yardimci noktalarin koordinatiarinin daima K0 cisminde bulundugunu

kabul edebiliriz.

Yukarida |, 11, lll ve IV de elde edilen sonuglar, agagidaki teoremin (a) sikkinin ispatini
tegkil eder.
Teorem 52:

(a). A1 . Am keyfl ve sonlu sayida noktalar, {a1 an} bu noktalarin

koordinatlarinin kiimesi ve A A1 ... A noktalarindan pergel ve cetvelle inga edilebilen

m
bir nokta olsun. Bu takdirde A noktasinin koordinatlari, Qay ..., a,) cisminden sonlu

sayida 2 eksponentli radikallerin (karekoklerin) ardarda katilmasiyla elde edilen L cisminde
bulunurlar. Diger bir ifade ile sonlu sayida d1 dr kompleks sayilan

d,€Q(ay ..., an,‘\/d_,...,'\/:i:; ) I ) T

ve

L= Q(a1 vors B '\/:i_ '\/::I-r )
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olmak Gizere mevcutturlar.

(b). Tersine olarak koordinatlari, Q(a1 an) cisminin (a) daki gibi bir
genislemesinde bulunan her nokta, A1 An noktalarindan pergel ve cetvelle inga
edilebilir.

Ispat: Bilindigi gibi, her kompleks sayi, reel ve sanal kisimlart koordinatlar alinarak
dizlemde bir nokta ile gdsterilebilir. O halde kompleks sayilar cisminde iki kompleks sayidan
rasyonel iglemlerle elde edilen kompleks sayiya ve bir kompleks sayinin karekok(i ahinarak
elde edilen kompleks saylya duzlemde tekabil eden noktalarin pergel ve cetvelle inga
edilebildigini gdstermek, iddianin ispati igin yeterlidir. iki kompleks sayinin toplamina (bzg.
farkina) dizlemde vektdr toplamt (bzg. farki) tekabiil eder. iki kompleks sayinin garpiminda
argiimanlar toplanir ve moduller carpilir. Kompleks sayilardaki boimede arglimanlarin farki
ahnmir ve modiller arasinda bdime yapilir. Bir kompleks sayinin karekokiiniin tegkilinde
argimanin yansi alinir ve modiliin karekok tegkil edilir. a,bER olsun. Bu takdirde

a+b, -a(a>0), ab, -;- (a2 0) ve ‘\/; (r>0)

reel sayilar: pergel ve cetvelle inga edilebilirler:

aob ao-b
{b<D) {b>0)

Sekil 2. a+b sayisinin ingasi.
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Sekil 3. - a sayisinin ingasi.

IR

ﬂo,m cl1,0) Ala,o0)

0, C,A,3 P,Q f: g|—>

3(b,0) Mlab,0)

M

$ekil 4. ab sayisinin ingasl.

\
\ IR

C(1,0)

Ala,l0)

[o.cATF.a]rs] —[]

Sekil 5. %(a: 0) sayisinin ingasi.



[ocR[ R [nM]w [Pin]—> [a]

Sekil 6.\/; (>0) sayisinin ingasi.

Teorem §3: A1 w» A soniu sayida noktalar ve {a1 an} bu noktatarin

m

koordinatlarinin kiimesi olsun. Bir A noktasinin A1 ,.-» A__ noktalarindan pergel ve cetvelle

m
inga edilebilmesi icin gerek ve yeter kogul, A noktasinin koordinatiarinin
[L: Qay ... a,)} =2K, keN

olacak gekilde Q(a, ...., a,) cisminin bir L Galois geniglemesinde bulunmalaridir.

ispat: A noktas A1 .+ A noktalarindan pergel ve cetvelle inga edilsin. Bu takdirde

m
teorem 52 ye gbre, A noktasinin koordinatiari K= C!(a1 an) cisminin agagidaki 6zellige

sahip bir L geniglemesinde bulunurlar.

Lisi =L (’\/(;i-) » g€l (i=0,1,....r-1)

olacak gekilde bir

K=L,CL,C.. CL,=L
cisim serisi mevcuttur. Bu cisim serisi sonuncu terimi L, cismi, K nin bir Galois geniglemesi
olacak gekilde inceltilebilir. Bir iz 0 igin L; cismi K nin bir Galois geniglemesi olsun. d;

elemaninin K {zerindeki egleniklerinin bir tam sistemi di1 = di olmak {zere {dn,...,diti}

radikalleri Li cismine ardarda katilarak Li C Li 4 araliyindan

L CL,q =4 ’\ldn )CLi(‘\/di ) ‘\ldiZ )C . L ’\/di e SO )

olsun. Bu takdirde



45

cisim serisi elde edilir. Bu serinin sonuncu terimi olan L', | cismi teorem 50 ye gbére K nin

bir Galois geniglemesidir. Ayni iglem L',q Cismine tatbik edilebilir.

Ny + Fletiyg

radikalleri ardarda L +1 cismine katilarak K nin bir L"i +2 Galois geniglemesi elde edilir. Bu
igleme devam edilerek sonlu adim sonunda sonuncu terimi L., K nin bir Galois geniglemesi

olacak gekilde bir cisim serisi elde edilmig olur.
[Li+1 : Li] =1 veya 2 , i=0,1,...,r-1

oldugundan boyut teoremine gore kEN olmak (izere

[L, K] = 2K
elde edilir.
A noktasinin koordinatlari , kEN olmak Gizere
[L:K] =2k
olacak gekilde K nin bir L Galois geniglemesinde bulunsun.
1G () 1=2

oldugundan G( -:2-) grubu bir 2-grup olup, ¢ozilebilirdir [2]. Dolayistyla
L
G(K)=G()(>G1 1>...(>Gs=E

kompozisyon serisinin tiim faktérlerinin mertebesi 2 dir. ilgili cisim serisi
K=K0CK1C CKs=L

olsun. Teorem 45 (b) ye gore bu cisim serisindeki Ki cismi Ki nin bir Galois

+1
geniglemesidir. Teorem 49 (b) ye gbre

Ki+1 = Ki ( di ) s diEKi (i=o,1,...,8'1)

elde edilir. Buna gére L cismi K dan sonlu sayida karekdklerin ardarda katiimas: ile elde

edilir. Dolayisiyla teorem 41 e gore, A noktasi A1 -+ A noktalarindan pergel ve cetvelle

m
inga edilebilir.

Teorem 54: nEN olmak Gizere her aginin n e bolinebilmesi igin gerek ve yeter kogul
n=2K  KkeN
olmasidir.

ispat: n=2K neN olsun. Bu takdirde verilen t acist pergel ve cetvelle k defa ikiye
bdllinerek, Z'—k agisi pergel ve cetvelle inga edilebilir.
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n sayisinin 2 nin bir kuvveti geklinde olmadigini kabul edelim. Her a agis! igin cosna
cosa ya gore Z Ozerinde n inci dereceden bir polinomdur. Dolayisiyla cos:]—

= n n-1 -
h(x) = ax" +ap xT ++agx+ag cost
geklinde bir n inci dereceden polinomun bir sitir yeridir. Burada aiEZ (i=0,...,n) ve x,

Q(cost) Gzerinde bir belirsizdir. cost sayisini mutlak dederi 1 den kiigik olan bir

transandant say: olarak segelim. Zira, bdyle en az bir transandant u sayist mevcuttur ve
u
[lul}+1

transandant sayisinin mutlak degeri 1 den kigiktar. h(x), cost belirsizine gore Z[x]
fizerinde bir primitif lineer polinomdur. Buna gore h(x) polinomu Z[cost,x] halkasinin bir asal
elemanidir ve dolayisiyla h(x) polinomu Q(cost)[x] halkasinda indirgenemezdir. Ozellikle

[Q(cost, cos :‘—) : Qcost)j = n

oldujundan teorem 53 e gore, (cos %-,0) noktasi (cost, 0) noktasindan pergel ve cetvelle

inga edilemez.

Tamim 30: Bir meN 5 igin

p=1+ 2(2™)
seklinde yazilabilen bir pEP sayisina, Fermat asal sayis! denir. m=0, 1, 2, 3, 4 igin
yukaridaki formda yazilan sayilar, sirasiyla 3, 5, 17, 257, 65537 olup timi asaldirlar.
Ancak, yukaridaki formda yazilan her say: asal degildir. Ornegin
14+ 2(25)
sayist 641 ile bolandr [5].

Teorem 55: n>2 olmak Ozere bir nEN igin dilzgiin n kogelinin pergel ve cetvelle inga
edilebilmesi igin gerek ve yeter kogul, meN o V@ Py . P farkli Fermat asal sayilari olmak

zere
k
n=2M [T p;
im1

olmasidr.

Ispat: n>2 olmak {izere bir nEN icin dizgin n kdgelinin pergel ve cetvelle ingasi
probiemi, ZT" agistnin pergel ve cetvelle ingasi problemine denktir. Buna gore (Cos %’5 ,0)
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noktasinin (1,0) noktasindan pergel ve cetvelle inga edilebilmesi igin gerek ve yeter kogul

aragtirilir. Aragtirilan cisim,
2n

2n .
= — +isin
C = CoSs n s n

olmak Ozere
U = Q(cos %—:—t— )=Q(c+c 1)

olup, bu cisim Q(c) n inci gember bolen cisminin bir altcismidir. Uyan 4 ve teorem
48 o gore, Q(c) =Q(M cismi Q nun bir Galois geniglemesidir.

@M : Q)= ¢(n)

o

Galois grubu Abel'dir. Dolayisiyla teorem 45 (b) ye gbre U cismi Q nun bir Galois

verilir ve

geniglemesidir. Diger taraftan x U {izerinde bir belirsiz olmak {izere
ind(c,U) = x2- {c + ¢ 1)x + 1€Ux]
oldugundan
2=[U(c) : U] = [Q(c) : U]
dir. Boyut teoremine gore verilen

[Q{c) : Q) =[Q(c) : U] [U:Q]
ifadesinden

u:q)= %ol

elde edilir. O halde dizglin n kdgelinin pergel ve cetvelle inga edilebilmesi igin gerek ve
yeter kogul, teorem 53 e gdre ¢(n) sayisinin 2 nin bir kuvveti geklinde olmastdir. Pq e

p,EP ikiger tarzda farkh asal sayiar olmak Gzere,

r .
n= |l p?' v (ny>0.,..., n>0)
jmd

olsun. Bu takdirde

r |
wm =TT @ 0!
jm1
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dir. @(n) sayisinin 2 nin bir kuvveti olabilmesi igin gerek ve yeter kogul, her tek asal faktor

pi igin nj =1 ve bir s€N igin
pj =14+28

olmasidir. Bdyle bir s sayisi da 2 nin bir kuvvetine egit olmahdir. Zira 24'b, b>1 olmak
Uzere a,beEN igin s = ab oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

P, = 2ab 4 1 = (284 1) (2ab-a.pab-2a, . 1)

oldugundan
1+ 28] P
elde edilir. Bu sonug pi nin bir asal sayi olmasina aykiridir. Dolayisiyla
r
n=2M [] P;
i=2

elde edilir. Burada P; ler Fermat asal sayilaridir.

$ekil 7. Dizgiin n koselinin ingast.
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3.2. Dizgin 17 Koselinin Ingasi

—cos2Z 4 isin2Z
c—C°s17 Sn17

olmak Gzere

N

JT
COoSs 75 =

-1 -
17 (c+cl)=d

N =

blyuklugini 17 inci gember bolen Q(17) = Q(c) cisminde pergel ve cetvelle inga edelim.

G(-Q%7-)') =G

grubunun kompozisyon serisinin faktérleri 2. mertebeden altgruplardir. Teorem 48 e gore

dir ve bu izomorfi oiEG olmak {izere

ile belirtenir ve

. .
c'=¢d, i=t1,..,16

verilir, 217 = <3> grubu devirli oldugundan G grubu da devirli olup Og=0 olmak Uzere

G=<o>, lol=16
dir. Bu takdirde G nin altgruplan

H = <o> , i=1,2, 4,8, 16

goklindedir [4]. Dolayisiyla G grubunun kompozisyon serisi
G=H, >H2>H4>H8>H16 =E
seklindedir. ilgili cisim serisi
Q =K, CK, CK,CKgCK,e=0l17)
olsun. Bu seri K, cisminden itibaren ardarda karekok katiimas: ile inga edilir. Teorem 55 in

ispatinda oldugu gibi
dOind (c, Q(d)) = 2
oldugundan
[Q(c) : Q(d)] = [Q(d)(c) : Q(d)] = 2
dir ve bunun yardimiyla
16= [Q(c) :Q] = [Q(c) : Q(d)] [Q(d)] : Q]
itadesinden
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[Qd):Q}=8
elde edilir. Bunun yaninda (K8 : Q] =8 oldugundan teorem 8 (b) ye gore Q(d) = K8 elde

edilir. Dolayisiyla sadece K2 ve K 4 aracisimlerini belirlemek yeterlidir.
QCK,CK, CQ(d)CQ(c)
teorem 46 ya gore

K; =Q(BHi(c). BHi(cz) BHi(c16)), i=2,4

ve B, = Bi olmak (izere

H,

16 16

i . n "
Bi(ci)= > ((‘J)("k = lz ds'k , i=2,4
kw1 k=1

verilir. Bunun yardimiyla

By(c) =By(c?) =B y(c4) = B,(cB) = B ,(c9) = B (c13) = B,(c1%) = B(c6)

=c+cl+c2+c2+ct+cd+cBicB
By(c®) = B 4(c%) = B(cB) = B(c”) = B (c10) = By(c1") = B,(c12) = B,(c'4)

=c3+c3+4cP+c0+c84+cB4c+c7
Bylc) = B4(c4) = B4(c13) = B4(c16) =c+clsct+cd

B4(c?) =B 4B =B} =B c15)=cZ+c2+B+cB
B4(c) =B 4D =B 4(c19) =B (c1) =B +c3+c5 +cB
B4(06) = B4(c7) = B4(c1°) = B4(c”) =cP+cbsc’+¢7

yazabiliriz. Bunlar yardimiyla

Ky =Q(By(c), Bo(A3)) , Ky=Q(Bylc), B4(c?), BycD), B 4(cB)

elde edilir.
Bz(c)oi resim elemanlar arasinda farkl olanlar Bz(c) ve Bz(c3) oldugundan

16
c=-1 10
i=21 (10)

oldugu gozoniinde bulundurularak

ind(Bz(c) . Q) = (x - By(c)) (x- Bz(ca)) =x2 +x-4
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elde edilir. Diger taraftan

= 21005 2% + cos % + cos BE 4 cos 16
Bz(c)_2(cos17+cos17+cos17+cos 17 )>0

oldujundan Bz(c) saylsi , x2+x- 4 polinomunun pozitif sifir yeridir. Dolayisiyia

Bdc):-%w@, By(c3) = - - AL

dir ve buradan da

Ky = Q(B,y(c)

elde edilir.
Her 1€G (9@-) =H, igin B,(c)® resim elemanlari arasinda farkli olanlar B,(c) ve
K
2

B4(cz) oldugundan (10) ifadesi gdzdniinde bulundurularak
ind(B4(c), Ky ) = (x - By(c)) (x - B,(c2) = x2 - By(c)x - 1

elde edilir. Diger taraftan

2005 2% 4 2005 8%
B4(c)-2cos17+2cos17>0

oldugundan B4(c) sayisl, x2- Bz(c) x- 1 polinomunun pozitit sifir yeridir:

B,(c) B,(c)
2\ 4 , 29 1.
Bylo)=—5—+3 82(02)+4 ve B,(c?) = "7 Bo(c?) +4.

Benzor gekilde, B,(c3) ve B ,(c) da x2- B,(c3) - 1 polinomunun sifir yerleri olup
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(c3) B 5(c?)
B4(c3) = 822 + %—'\/Bz(c3)2 +4, Byc®) = S5~ 24 /32(c3)2 +4

elde edilir.

Bunun yaninda

[Ky(B4(e) 1 Kyl = 2= [K, 1 K,

oldugundan
K4 = Kz(B4(c))
elde edilir.
Son olarak ind(d, K4) polinomu belirlenir. Her pEG(—Q-(Q)-) = H, icin dP resim
K
4

elemantar arasinda farkh olaniar d ve ¢4 + ¢4 dir. Dolayisiyla
ind(d,K4) = (x-d) (x- (c* + ¢™4)) = x2 - By (c)x + B,(c3)

elde edilir. Diger taraftan

_ 2n 8 _ 4, .4
d-2cos17>2cos17_c +C

oldujundan d sayis ind(d,K4) polinomunun maksimum sifir yeridir. Dolayisiyla

cos f—’% =3 (B,(0)+ \/ B,(c)2- 4B,(c3))

elde edilir.

Sonug olarak diizgin 17-genin cetvel ve pergelle ingasi bu gekilde elde edilen
formillerden ¢ikarihr:
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S~o -
——— — -

Sekil 8. cos f—’; buyUkiiganin pergel ve cetvelle ingasi
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Birbirine dik g ve h dogrusu ve onlarin kesim roktasi olan O merkezli keyfi segilmig
OA= OB birim yarigaph ¢gemberi gbzoniine alalim.
B,(c) ve Bz(c3) 0 Inga etmek igin dncelikle \/17 uzunlugunda bir dogru pargasina

ihtiyag vardir. Bunun igin OA dogru pargasi 4 e bélinerek bir C noktasi ve béylece

\/12+(%)2 = 1;«1—7

olan bir BC dogru pargast elde edilir. C merkezli BGC yarigaph gember yayt g dogrusunu

uzunlugu

D ve E noktalarinda keser. Buna gore OD ve OE nin uzunlukian

Y17 _BJo

dir.
B4(c) ve B,(c3) Un ingasinda éncelikle

2 2
N -\
) + ve 2 +

koklD ifadelerine ihtiyag vardir. Gergekte bu koklii ifadeler OBD ve OBE dik iiggenlerinden

BD ve BE dodru pargalarinin uzunlukian olarak bulunur. D merkezli ve BD yarigapli
gomber g dogrusunu F noktasinda keser. Buradan OF = OD + DF dogru pargasi

' 2
B,(c) B,(c)
22 + ( 22 ) +1 =B4(c)

uzunlukludur.

Buna paralel yolla E merkezli BE yarigapli gomber g dogrusunu G noktasinda keser.
OG = EG - EO dogru pargasinin uzunlugu

Y
+

(Bz«ﬁ)
> .

2 ) = By(cd)
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Son olarak d nin ingasi igin

kokli ifadesine ihtiyag vardir. Bunun igin OF dogru pargas! iki egit pargaya boéliinerek

B4(C)
2
pargast Gzerinde Tales gemberi olugturularak GJA dik Gggenindeki 0J yiksekliginin
uzunlugu ‘\/ 1.B,(c) = '\/a(c:’) olarak elde edilir.

uzunluklari olan OH ve HF dogru parcalarn elde edilir. Diger yandan AG dogru

J merkezli ve OH = HF yangaph gember yayr g dogrusunu K noktasinda keser.
OK dogru pargasi JOK dik Giggeninde uzunlugu

B (c))\2
\J(B - o

olan bir dik kenardir. HK dogru pargas! igin HK = HO + OK saglanir ve bunun

uzuniugu

B ,(c) B,(c)\2
42 + \/( 42 ) y 34(03) = c+c’1=20031&‘7-

21 . .
dir. Bunun yarnist, uzunlugu cos 17 olan aranan dogru pargasini verir.
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Sekll 9. Duzgin 17- gen.
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4. IRDELEME

K bir cisim, L K nin bir geniglemesi ve T C L bir altkime olsun. L nin hem Khem de T
yi icine alan en kiigik altcismine yeni L nin K U T yi kapsayan bitan altcisimlerinin arakesiti
olan altcisme K ya T kiimesini katarak elde edilen genigleme denir ve K(T) ile gosterilir.

T nin tek a 6Jesinden olugmas durumunda K(T) yerine K(a) gosterimi kullanilarak
buna K ya a y1 katmakla elde edilen genigleme denilir.

- Bu katmalar yardimiyla pergel ve cetvel adimlar arasindaki iligki agagidaki gekilde

verilir:

1. Gakigik olmayan dogrularin kesim noktasi (varsa) bu noktay: elde edinceye kadar
kullanilan noktalarin koordinatlarint igine alan en kiiglik cisim K, bunlaria birlikte kesim

noktasinin koordinatlarini da igine alan en kiiglik cisim K1 ise K0=K1 yani
Ky : Ko] =1=20
dir.

2. Bir dogruyla bir gemberin kesim noktalar elde edilinceye kadar kullanilan noktalarin
koordinatlarim igine alan en kiglk cisim Ko ve bunlarla birlikte kesim noktalarinin
koordinatiarimi da igine alan en kiigiik cisim K1 ise

Ky =K, (VA)
olup VA €K, iken [K K J=1=20 ve VA €K, iken [K, K, J=2 elde edi.

3. Pergel ve cetvel adimlarindan olan iki gemberin kesim noktalarinin belirlenmesi
problemlerinde de durum aynidr.

Daha da genel olarak su temel teorem verilerek katmalar yardimiyla bir noktanin yalmz
pergel ve cetvel kullanilarak elde edilebilmesi agagidaki sekilde ifade edilir:

A1, ooy Arn keyfi ve sonlu sayida noktalar, (a1 s 80} bu noktalarin koordinatlarinin

kiimesi ve A Ay ... A, noktalarindan pergel ve cetvelle inga edilebilen bir nokta olsun. Bu

m
taktirde A noktasinin koordinatlar, Q(a1 an) cisminden sonlu sayida 2 eksponentli

radikallerin (karakoklerin) ardarda katiimasiyla elde edilen L cisminde bulunurlar. Diger bir
ifade ile sonlu sayida d1 yoeor dr kompleks sayilari

diEQ(a1,...,an,'\/d—,...,‘\/;;) , I=1,..r
L =Q(a1 R '\/d_ ‘\/:1—',)

Tersine olarak koordinatlar, Q(a1,....an) cisminin yukaridaki gibi bir geniglemesinde

ve

olmak {izere mevcutturiar.

bulunan her nokta, Aq.....A,, noktalanndan pergel ve cetvelle inga edilebilir.
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5. SONUGLAR

(1) Bir K cisminin verilen bir sonlu geniglemesinin tim K-izomorfileri belirlenmeye ¢ahgild.
Once normal geniglemeler gézoniine alinarak, bir normal geniglemenin bir K-otomorfisinin,
bu geniglemenin bir altcisminin bir K-izomorfisinin genigletilmigi olarak elde edilebilecegi
gOsterildi.

(2) Her soniu, normal ve ayrilabilir bir cisim geniglemesinin tim altcisimlerinin belli bir sonlu
grubun altgruplari ile karakterize edilebilecegdi ve dolayisiyla s6z0 gegen cisim
geniglemesinin tim altcisimlerini belileme probleminin bir sonlu grubun tum altgruplarini
belirleme problemine indirgensebilecedi gosterildi.

(3) Bir Galois grubunun altgruplarina tekabiil eden aracisimlerin nasil bulunabilecegi
gosterildi.

(4) K cisim ve L cismi K nin bir Galois geniglemesi olmak (izere
a) L cisminin K Gzerindeki bir primitif elemaninin veriimesi,
b) L cisminin K (izerindeki bir Gretici sisteminin verilmesi,

c) L cisminin bir ayrilabilir polinomun K Gzerindeki bir pargalayict cismi olarak veriimesi
hallerinde G( %) Galois grubunun nasil bulunabilecedi aragtinidi.

(5) Pergel ve cetvel kullanmanin ne demek oldugu Gzerinde durularak pergel ve cetvel
adinlari sonucu {retilen yeni noktalarin koordinatiari ile eskilerin koordinatlar1 arasindaki
baginti cebirsel ifadelerle belirlenerek daha sonra bu cebirsel ifadelerin cisim teorisindeki
kargihiklan verildi.

(6) n>2 olmak Gzere nEN igin diizglin n kdselinin pergel ve cetvelle inga edilebilmesi igin
gerek ve yeter kogullar ispatiandi. Bu kogullar altinda diizgiin 17-gen pergel ve cetvelle inga
edildi.
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6. ONERILER

(Richolet (1832) tarafindan "De resolutine algebraica aequationis x2°7 =1, sive de
divisione circuli per bisectionam anguli septies repetitam in partes 257 inter se asquales
commentatio coronata® bagh§) altinda Crelle's Journal da diizgiin 257-genin bir ingasi
yayinlanmigtir. Fakat 65537 genin ingasi hakkinda herhangi bir belgeye rastlanilmamasina
ragmen Profesér Hermes'in on yilimi bu probleme harcadigi ve dokiimanlan Géttingen de
sakladid) ileri sGriimektedir [7]. Bu konu izerinde galigmalar yapilabilir.
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