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OzZET

Gosterim Teorisi, Cayle'yin 1854 de gbstermis oldugu "Her sonlu G
grubunun G kiimesi iizerindeki simetrik gruba gdmiilebilir" teorisiyle baslar.
Bu adim matematikcilere her sonlu grubun keyfi bir K-cismi {izerindeki
tersinir kare matrislerin grubu i¢ine dOnilislimlerin var olabilecegi fikrini
vermigtir. Sonlu bir grubun Remark Ayrisimindaki ayrisamaz bilesenleri, G
nin ayrisamaz gisterimleri ile izomrofi hari¢ ayni olarak karsimiza cikar.
Bu adimla baglayan temel soru, bir sonlu grubun ayrigamaz gdsterimlerinin
saylsl hakkinda fikir edinmektir., Problem iki adimda ele alinmistir.

(K)=0 olmasi durumunda 1854 de Cayley tarafindan atilan ilk adim
glinlimlizde "adi gbsterim” teoresi adini almistir. Bu adimda ") 4 el
durumunda KG grup cebirinin yapisi, Wedderburn yapi teoremi ve Maschke
Teoreminin sonucu ile tam olarak belirlenmistir.

KK) | 16! olmasi durumunda KG grup cebirinin yapisi tam olarak
karakterize edilememistir. R.BRAUER tarafindan gekillenen adim giiniimiizde
"modlilar gdsterim teorisi" veya "BRAUER teori" olarak gelmistir. Bu konuda
temel bir calisma niteligi tasiyan D.G. Hfman'in 1954 deki "p-
karakteristiklte ayrisamaz gSsterimler" adli ¢alismasi biiyiik Sneme sahiptir.
Glinkdi p-sylow altgruplarin ayrisamaz gbsterimleri ile G grubunun ayrisamaz
gosterimleri arasindaki iliskiyi acikladigindan bu calismayi giiniimiiz
lojigiyle tanitacagiz. Bu ¢alismanin tanitimini ii¢ bdliimde derledik. Ancak
Esas 1Ideal BBlgesi {izerindeki modiillerin vapisini okuyucu tarafindan
bilindigini kabul ediyoruz .

I. BSliimde D.G. Higmanin calismasinin takibi icin gerekli &n bilgiler
ve "adi gBsterim teorisi” nin yapisini D.L ,(33) H,TW (93], kaynaklarindan
derledik. Krull-Remark Schmidt Teoremini (1.7.4) vererek Artinian cebirler
tizerindeki sonlu ‘iiretenli modiillerin ayrisamaz modiillerden olusan Remark
ayrigimlarini inceledik. Artinian cebirler {izerindeki ayrisamaz modiiller
genel olarak basit modiil olmadiklari i¢in yaribasit cebirler {iizerinde
verilen Schur Lemma'sina paralel olarak her. ayrisamaz modiile endomorfiler
cebirinin lokal olmasi durumunda karakterize ettik. G nin mertebesi sonlu
oldugunda KG grup cebiri Artinian olacagindan KG nin yapisini belirlemek
icin Artinian cebirleri bu bdliimde derledik. Bu bOliimiin sonunda birim
elemanli Artinian F cebir A nin F-g8sterimlerinin l_z_lg(A,F) kategori ile
A-sol modiillerin p\M kategorisi arasindaki kategorik denkligin 8zelliklerini



inceledik. Bundan yararlanarak sonlu bir G grubunun F-gBsterimlerini FG grup
cebirinin F gOsterimleri yardimiyla elde ettik. ’ )

IT. BSliimde Artinianm cebirler iizerindeki projektif modiilié.fin yapisinl
inceledik. Artinian cebirler {izerindeki esas ayrisamaz modiiller projektif
olup cebirin yapisini tanimada biiylik Oneme sahiptir. Ayrisamaz projektif
A-modiillerin kategorisi ile basit A/J(A)-modiillerin kategorileri arasindaki
kategorik denklik (2.1.4) ile belirlendi. Wedderburu yapi teoreminin
Artinian cebirlere bilinen sekli ile geénellestirme; P,Q€ yM esas ayrisamaz
modiiller Syleki ,M(P,Q) # O ve P # Q olacak bigimde mevcut olabileceginden
ortadan kalkmistir. Bu noktada yeni bir yapiya ihtiyag vardir. Bu yapi bir
Artinian cebirin quiveridir. A cebirin quiverini [ (A) ile gdsterecek
olursak A nin yapisi [T(A) nin yapisi ile karakterize edilir. Bu b8liimiin .
sonunda Artinian cebirlerin sonlu ve sonsuz gdsterim tipi kavramlari
verildi. . .

III. BSlitndmodillerin "Tensor Garpwu = ve'ihémdﬁhﬁﬁ% Modiller "C vedig, O
kaynagindan derlenerek yazildi. Bu b8liim D.G. Higman'in c¢alismasi icin
temel teskil eder. Burada KG K-cebirinin p~Sylow altgruplari {izerindeki
ayrisamaz modiilleri G 'nin ayrisamaz modiillerine indiiklenisi derlendi. Bu
bdliimde ¢alismayli net olarak belirleyen teorem (3.2.3) ile verildi. Son
olarak konuyla ilgili bizce ilginc olan problemleri ¢Bzerek bitirdik.

!
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SUMMARY

The theory of representations starts with Cayley's theory which states
that every finite group G can be embedded into a symetric group on G.

This basis had leaded to the mathematicions that there would be
transformations from every finite group into a group of invertible square
matrices on an arbitrary field K.Indecomposéble components of a finite group
in Remark's décomposition stands for the same with didecomposable
representations of G except isomorphic cases. The fundgmental question
originated from this idea is to get an idea about the number of
indecomposable representations. This problem have been dwelt on two stages.

In the case W(K)=0, the first information given by Cayley in 1854 has
been known as "Ordinary Representation Theory'" today. In this case if

KK)\lG| , the structure of the group algebra KG had been determined as a
result of weddenburn's structure theorem and Maschke's Theorem. If KK)| |G|
the structure of the group algebra KG has not been characterized exactly.
In case of K(K)l lcl , what R.Brauer developed 1s known as '"Modulary
Representations Theory" or "Brauer's Theory". In this subject, the paper of
D.G.HIGMAN enfitled "Indecomposable Representation at Characteristic-p" has
been of more importance., We will introduce thes work of D,G,HIGMAN in terms
of todays mathematical logical concepts for it describes the relation between
indecomposable representation of p-sylow subgroups and decomposable
representations of the group G. We have compiled this study into three
chapters. Yet, we assume that the reader is aware of structures of Modules
Over ve Principal Ideal Domain.

In the first Chapter, we have gathered the background information and
the structure of-the simple representation theory needed to follow HIGMAN's
work from the sources (DORNHOFF,L.(1971), HUNGERDFORD,T.W. (1987), PIERCE,
R.S. (1982)). We examined Remark's decompositions composed of finitely
generated dindecomposable modules on Artinian algebras by stating Krull-
Remark-Schmedt theorem (Theorem 1.1.64 since indecomposable modules on
Artinian algebras are not simple modules in general.

In case that the algebra of endomorphism is local, we have characterized
indecomposable modules as being parallel to Schur's Lemma givén on semisimple

algebras, we set Artinian algebras in thes chapter in order to determine the

VII



structure of the group algebra KG since the KG group algebra will be an
Artinian algebra in case that the order of the group G is finite. At the end
of this Chapter we investigated the properties of categorial equivalence
between the category R(A,F) of F-representations of an Artinian F-algebra
A with unity and the category‘gg of left A-modules., Using this we obtained
the F-representations of a finite group G by using the F-representations of
the group algebra FG.

In the second Chapter, we have studied the structure of projective
modules over Artinian algebras. Principal 1indecomposable modules over
Artinian algebras are projective modules and thus they are of maro
importance. The equivalency between the category indecomposable projective
A-modules and the simple A/fj(A)-modules has been characterized in Theorem
2.1.4, The program of generalizing the wedderburn Structure Theorem td
Artinian algebras breaks down Chiefly because of the exitence of principal
indecomposable modules Pand Q that are not isomorphic, but AQ(P,Q)#O. At this
stage a new structure is required, and it dis the guiver of on Artinian
algebra. If the guiver of algebra A is shown by U(A), the structure of A is
characterized by the structure of rKA).‘In the last fort of this Chapter,
it has been given the concept of finite and infinite representation types
of Artinian algebras.

In the third Chapter, Tensor Products of Modules and Induced Modules
have been given by compiling from the source (Curtis, C.W., REINER,I.
(1962)), This chapter is the main basis for D.G.HIGMAN's work and on
extension of indecomposable modules of K-algebra KG on p-bylow subgroups into
indecomposable modules of a group G has been investigated. Also theorem which
describes this work clearly has been given by theorem (3.2.3). Finally, we
have completed °this work by ~solving some interesting problems-in our

orpinion-related with subject.
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BOLOM I
1. KATEGORILER VE FUNKTORLAR

Bir kategori mnesnelerin bir X sinifi ve asagidaki iki Ozellikle
verilir,

(i) X nin nesnelerinin her bir (A,B) ikilisi dig¢in bir MorIK(A,B) kiimesi
vardir 8yle ki (A,B)#(C,D) nesne ikilileri icin '

Mor (A,B) ) Mor (C,D) =@

verilir. Mor (A,B) mnin elemanlarina A dan B ye morfiler denir. uEMor]K(A,B)
ise WA —> B veya A S5 B notasyonlarindan biri ile gdsterilir.
(ii) X nin nesnelerinin her bir (A,B,C) {icliisii icin bileske adi1 verilen
bir
Mor (A,B)xMorg (B,C) —> Mor(A,C) ((w,[3) —> [3%)

donilislimii agagidaki Szellikleri gerceklemek {izere mevcuttur.
(I) o:A—> B, B:B —> ¢, §:C—> D morfiler ise
¥PX) = (3P (1.1.1)

dir.
(II) K nin her B nesnesi i¢in bir 1g:B —= B morfisi X: A — B,
(S:B —= C keyfi morfiler icin

g =0, (N=f3 ' (1.1.2)
olacak bicimde mevcuttur.
Nesneleri genel olarak A,B,C,... ve morfileri «,3 s Y seee ile
glsterecegiz.

x:A->B morfisine bie denllilche  dewiie  :e—pBir 3:B—> A  morfisi
afi= 13 ve [Fu=lA (1.1.3)

olacak bicimde mevcuttur. Bu durumda A ile B nesnelerine denktir denir ve
£SB  ile gBsterilir. Acik olarak "=" bagintisi K kategorisinde bir denklik
bagintisidir.

K nin nesnelerinin kiimesini %( ve Mory(A,B) kimesini JK(A,B)

ile glsterecegiz.



K ve IL iki kategori olsun. K dan IL ye bir F kovaryant funktoru F,
re Fy doniisiimlerinden olugan ve agsagidaki sartlari saglayan bir F=(F,,Fy)
1ontistm ciftidir. .

(1) A,B €K ve  YEK(A,B) icin Fy@) €LL(F,(A),F,(B)) (1.1.4)
iir.

(11) A,B,C €K , « €K(A,B) ve (3€K(B,C) icin
Fy(3a ) = Fy([3)Py(®) (1.1.5)

dir.
(iii) Her A Eg icin FM(IA) = ch (A) (1.1.6)

dir.
X, I, M kategoriler

F=(F ,Fy):K —> L T=(T,,Ty): L —> M

kovaryant funktorlar ise TF=(T F,,TyFy): K —— M e bir kovaryant
funktor oldufu agiktir.

Her K kategorisi ig¢in 1_11K?(A):=A ile lkoﬁ——-é .]E( d8niisiimi ve deg(A,B)
igin Iy(w )= ile morfiler tanimlanirsa llK(llKo’lM)‘]K —_— K bir
kovaryant funktordur. Buna idantik kovaryant funktor denir.

XK, I iki kategori ve F:K ———> 1L bir kovaryant funktor olsun.

F kovaryant funktoruna izomorfi deniri=s——0r3T:IL —> XK kovaryant

funktoru &yle ki
IF=1p ve FI =13 (1.1.7)

dir. Bu durumda’ K ile I. kategorilerine denktir denir ve K = IL ile

gisterilir.

Kategorilere ait O8rnekleri ilerleyen konularimizda verecegiz.
2. MODULLER VE HOMOMORFILER

Bu bBliimde modiil, modil homomorfilerinin tanimlari ve &zelliklerdi
verilecektir.

Bir R halkasi iki ikili iglemli "+", "." bir kiime dyle ki (R,+) bir
Abel grubu, (R,.) bir yari grup ve iki yanli distributif &zelligini
gercekleyen bir kiimedir. (R,.) islemine gSre birim eleman varsa bunu 1g=
ile gOsterip birim elemanli halka diye adlandiracagiz. Aksi s8ylenmedikge

biitiin halkalarimiz birim elemanli alinacak.



Bir M R-sol modiild (M,+) bir Abel grubu ve
RxM —=> M ((r,m) ~> rm)
skaler dOniigiimii asagidakl 8zellikleri gergekleyecek bigimde mevcuttur.

r,r;,r9 €R, m,mj,my €EM olmak {izere,

(1) (ryerg)m = 11 (rym) (1.2.1)
(11) r(mptmy)=rmy+rmy (rj+ry)m=rijmtrymy

(iii) (1.m = m)

son kosul ile M ye {initer R-sol modiil denir.

Aksi sGylenmedik¢e blitlin modiiller tiniter alinacaktir,
(1.2.1) kosullar1 MxR ——> M ((m,r) ——> mr)

dSniisimi ile safdan verilirse M ye R-saf modiil diyecegiz.

Biitlin R-sol(sa§) modiillerin kiimesini pM(Mg) ile gisterelim.

M €gM ve N(M,+) nin bir alt grubu R-sol modiil ise N ye M nin bir R-
altmodiilii veya kisaca altmodiili denir. N nin biitiin altmodiillerinin kiimesini
f\(AM) veya kisaca AM) ile gbsterelim. N M nin bir ralt‘modiilﬁ ise (M/N,+)
faktdr grubunun R ile soldan etkisini asagida acgiklayalim. r € R, meEM

r.(mN) := rmN

skaler dbniigiimi ile M/N €gM oldufu aciktir. M/N faktdr grubu ile olusturulan
R-sol modiile M nin N'ye gdre faktdr modiilii denir.
R,R' halkalar :R
grup homomorfileri ( p(1)=1) ise
Yye R den R' ye bir (liniter) halka homomorfisi denir. Bu durumda

> R' dniiglimi "+", "."” islemlerine gdre yari

RxR'! —> R! ((r,xr'") ——> Y(or' (1.2.2)

R'xR —> R' (r',1) —> 1’ @(r)
skaler carpimlari ile R' R-sol modil ve R-sag modiil olduklari D min halka
homomorfisi olmasindan aciktir,

M ERng s PR —> R' halka homomorfisi olsun.
rER, m €M igin

r.m:= go(r)m

ile M nin R ile soldan etkisi aciklansin bu skaler carpim ile M nin R-sol
modiil oldugu aciktir. Bu Ozelliklerden dolayi R bir halka ise (1.2.2) de
p=1g alinarak R R-sol ve sa§ modiil yapilir. Bunma R regiler R-sol(sag)



nodiil denir. R halkasi regiiler R-sol(sag) modiil yapisi ile ele aldigimizda
PR(RC®) ile gBsterecegiz.

'{(’R)K,_ AR kimelerinin “elemankimasirasiyla R nin sol ve sag idealleri denir
ve At(R),' AER) kilmeleri ile gdsterilir. A(R)=Ar(R) N Al(R) kiimesinin
elemanlarina R nin idealleri denir.

M,N ER& ve LP:M
pye R—modiil homomorfisi denir <> Her r R, m €M i¢in

> N (+) bir grup homomorfisi olsum.

Y(rm) = rig(m)
dir. '
imkP={ g(m | mEM }eam , Rertp={ meM! m)=0 } EAM)
kiimelerine >51ra31y1a p1in resmi ve {Pnin cekirdegi denir.

P ye R-epimorfi (monomorfi) denir :&>
im P = N (Ker\p=0)
dir.

\pye R-izomorfi denir:e¢=s Y R-epimorfi ve monomorfidir. Bu durumda

M®N yazilair.
M,N €gM icin RM(M,N) ile M den N'e biitiin R-modiil homomorfilerini

gbsterelim.
\pn\yERg(M,N), m €M olmak lizere

P+l (m) = P + ~y(m)
ile fanlmlanan P+ M,t) — (N,+) ©bir Abel grup homomorfisidir. Bu
islemle ( RM(M,N),+) bir Abel grubu olacagi agiktar.
M=N”V 9 w eR&(M,M), mEM Olsun.

(P)@ = P (~n(m)
ile tanimlanan \p:M —> M dOniislimii bir R-modiil homomorfisi oldugu agiktir.
Bu iki disleme gﬁfe RM(M,M) 1y birim elemanli bir halkadir. Bu halkaya M nin

endomorfiler halkasi denir ve kisaca pM(M) ile gSsterilir.
M eRg icin asagida tanimlayacagimiz islemle gM(M) nin M iUzerindeki

sagdan etkisini aciklayalim.
n€M; PELMM) olmak Uzere
m.A\p = gp(m)

ile tanimlansin. Bu skaler carpim ile M EgMpe R':=pM(M) oldugu kolaylikla
gbsterilir. Daha fazla olarak her



r%R, n€M, Y ERMM) icin
T. (m\9)=r. \,P(m)= \p(rm)=(rm) \p ' (1.2.3)

5ze1ligini gercekler. Bu kogullarda M ye R-gM(M) ikili modil denir.
R,S halkalar, MERM(\MgS olsun.
M'e R-S ikili modiil denir:&— Her r€R, m €M, s €S icin

r.(ms) = (rm)s

iir. Biitiin R-S ikili modiillerin kiimesini R.gs ile gbsterilim. R-R- ikili
nodlile kisaca R~ikili modiil denir.
R-modiil deyince aksi s8ylenmedikce daima R-sol modiil kastedilecektir.
M €M icin (M,+) ve (R,+) nin birim elemanlarini "o" ile
Bsterecegiz. }
R bir halka olsun

(1) R ye komutatif halka denir:&=> Her f,r' €R icin rr'=r'r dir.

(i1) r€R ye sifir bblen denir &=> Jr' €R\{ 0} &8yle ki rr'=r'r=0
irr. (Burada R#0 kabul edilecektir.)

(iii) R ye sifir bBlensiz halka denir =0 R de biricik sifar

i8lendir.

(iv) R ye tamlik bBlgesi denir &— Rl > 2 sifir bSlensiz ve

\

zomutatiftir.

13
(v) a €R ye sol(sag) tersinir :<=>R birim elemanli ve Sa',a" €R Oyle
i a'a=1(aa"=1)
iir.
(vi) a ER ye tersinir eleman denir:&= a sol ve sag tersinir. Tersinir
‘lemanlarin olusturdugu kiimeyi U(R) dile gdsterelim.

(vii) R ye carpik cisim (bBlme halkasi) denir:&=>H>2 ve UR)=R\{ o0

i1ir.
(viii) R ye cisim denir:&—> R komutatif carpik cisimdir.

(ix) K bir cisim ise gM nin elemanlarina K-vektdr veya K-lineer uzay
ienir, Nx¥) nin elemanlarina da K-alt(vektdr) uzaylari diyece§iz.
Bu calismamizda aksi sBylenmedikce K daima bir cisim olarak alinacaktir.
M €gM icin 0:={ 0} » M EAN(M) olduklari acgiktir.
u altmodiillere M nin tiri.vial altmodlillerl denir.

M,N;P €pM , ERMM,N), ~pERM(N,P) olsun.



Bu taktirde her m éﬁ icin
(v ) (@:=¥ (P(m))
ile tanimlansin. Buna gbre
HOLDEHWGP) —> MOLE)  ((pots) —>FP ) (1.2.4)

déniisiimi iyi tanimlidir ve kategori taniminda (I) Ozelligini gercekler. Bu
bilgiler 1g181 altinda nesneleri gM nin elemanlari olan ve her (M,N) nesne

ciftleri igin

Morg(NLN) = '.Rg(M,N) kiimesi tanimlanirsa gM nesneler kiimesi bir
kategoridir. Her M€gM icin ly birim morfidir.
MERY ve {M1iE€I JAQ@)  olsun. Bu taktirde

Qx"‘ € AW
oldugu aciktir. Bu altmodiile {Miiiel} ailesinin arakesiti denir. XCM

bir alt kiime olsun. M nin X kiimesini iceren tiim altmodiillerinin arakesitine
X ile iiretilen altmodiil denir ve <<X> ile g8sterilir. Bir sonlu kime ile
{iretilen modiile sonlu {iretenli modiil, bir tek eleman tarafindan iiretilen
modiile devirli modiil denir. Sonlu iiretenli R-sol (sag, R-S ikili) modiillerin

kiimesini
f (mf £ 5
M Mg » Rgs) ile gdsterilecektir.
MEgM , XCM olsun. Bu taktirde,

{%ri}{i,‘ | ry ER, net]N*=]N\{0} ’ xiGX } N X#0
1=

<X> = (1.2.5)
0 » X=0
oldugu aciktir.
{mil i€ JoAm igin
<U>€ AM
X
altmodiiliine {Mi 1 eI} ailesinin toplami denir ve ZMi ile
1€l

gsterilir.

(1.2.5) ile

M'j. =x_ mhil Aj_eA s T Aie MAi-: » 1t GIN*}
: 12 ' ‘
oldugu kolaylikla elde edilir.



M= §’Mi ve her j€I 1icin
M; 0 2»«1 =0 (1.2.6)

ise M ye & My tiGI} ailesinin bir (ic) direkt toplami denir ve M= @ My
61
yazilir. I —{_1,2,...,n’l ise :

n
Mi = EMIL :EMive % g Mi
ile gbsterecegiz.

M ER_I\__I_ olsun.

(i) X.:= {, X]1sXQseee ,xny M altkiimesine R-serbest veya lineer
bagimsizdir denir :"ﬁ‘:riER, irixi = O@rfo (i=1,2,...,n) ] (1.2.7) _
=1

dir.

(ii) XCM altkiimesine R-serbest (lineer bagimsiz) dir denir:&—>X in
her sonlu altkiimesi ,R—serbest(ﬂh'iw b)agahmst) dir.

(1ii) X R-serbest ve <X>= M ise X'e M nin bir R-bazi denir.

MERM, N,N' € A(M) olsun.

N ye M nin direkt terimi (faktdrii) denir :<=>M=N@N' dir.
M ye direkt ayrisamaz R-modiil denir:$=> 0 ve M M nin yegane direkt

terimidir.
A nin her elemani direkt terim ise [AM)'e komplimentlenebilir

denir.
(A, €) bdliimsel (kismi) siralanmis bir kiime olsun. Her a,bEA icin

Sup‘_a,b} = avb ve inf{_ a,bj = aab

mevcut ise A ya bir kafes denir. .
A ya tam kafes denir:<=>Her g3ACA  1cin Supﬁl\ﬁ} , 'Inf{/\,s} meveuttur,

A’[\' . iki kafes ve f: N\ ———>A ' bir tam esleme olsun.
£ yé kafes izomorfi denir.€=> Her a,b€/\ icin
f(avb) = f(a) v £f(b) ve f(aab)=f(a)A £(b)

dir. Bu tanimlara gbre MEgM ise (]\(M),C) bdliimsel siralanmig bir kiimedir.
Bu siralamaya gdre AM) bir tam kafestir. Gercekten {Ni lie I}cﬁCM) ise

sup | Ndier | = 'Eni ve tnf{ mt1€1 § - o
1 €
oldugundan iddia aciktir.

‘Modiil homomorfileri icin tanimlardan hemen elde edilebilen baz1
8zellikleri asagida siralayabiliriz.



e
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(1.2.8)

M,N,P ERg xERM(M,N), BE RM(N,P) olsun. 5.

0 B »of monomorfi, (epimorfi) ise ﬁ& monomorfi (epimorfi) dir.

(2) Be{~ monomorfi (epimorfi) ise o monomorfi (ﬁ epimorfi) dar.

(3) UEAM), VE AWM ise
w( 1M = V0ing ,  oflL(X (U)) = U+Kerd
Ker (B )= "t (Rer3), 1m(@X )=((Inx )

dir.
Modiiller Icin izomorfi Teoremleri :

(1.2.9)

(1) M,N €gM, O ERM(N,M) ise N/Ker™® = Im
dir.

(11) N,N' €EA@)  ise N'+N/N = N'AN'(I1N)

dir.

(111) N,N' € A , NCON' ise N'/N€ AM/N)  ve(W/N) py /i)

dir.
(1.2.10)
MERYM » N,N' €A , M= N @N' dise M/N ¥ N' dar.
(1.2.11)

M,N,PERM ,- WERMM,N), BERMN,P) , AEMMP) ve =[x
Bu taktirde asagidakiler dogrudur.

(1) ﬁ'l(im?\) = Imot + Kerﬁ » ®(Rera) = Imo ) Rer(l dir.

(2) »epimorfi ise Imo +Ker(3 =N
A monomorfi ise Imq ﬂKerB =0
Alzomorfi ise Z'[m‘(x@(e.rﬁ =N

dir.

I#0 {Miii €1 },CR& ailesi verilsin.

= M/N'

olsun.



M=:[_‘ My =‘_ x: I — UM “her £1€1I icin o) €My, ¥ bir dﬁnﬁsﬁm}
i€T 1
kiimesine lMil fEI} ailesinin kartezyen carpimi denir. Simdi M {izerinde

bir R-modiil yapisi ag¢iklayalim.
€M dcin my:=Q(i) ve oA=(¥(i));jex =.(mi)i€I=(mi)

notasyonlari tanimlansin. (mi),’ (ni) .EM, r:€R olsun.

(my) + (ng) = (my + ny)

r(mi) = (rmi)
islemleri ile M=QMieRg oldugu aciktir. (m;)EM icin

des(my) ={ i€1 | my # 0} c I

altkiimesine (m;) nin desteéi denir.

W, ={ (my)€ [_]Mi\ des(my) sonlu kime }€ AC[ Pty
iel iel
oldugu aglktlr. I—lMi ([_J M; ) modiiliine sLM ji € IJ ailesinin direkt

carpimi (direkt toplanu) denir.
M iMiii €1 } ailesinin direkt carpimi olsun. Her €I icin
TBS(mi)) =

ile tanimlanan f&M——> M, doniisimti bir R-modiil epimorfisi oldugu

aciktir. T\' ya o .projeksiyon denir.

My € Mb( icin
ore(IB
g =

olmak lizere,

I (Oy ) = (mu(ﬁ )
ile tamimlanan - 10( My — M ddniisiimll bir R-modiil monomorfisidir. Bu
homomorfiye . injeksiyon denir.
Modiillefin 8zel secimi icin asafidaki notasyonlari verelim.

(1) Her xel icin M, =M ise I—_IMi=MI , Lhy -w@
- {eX iel

ile gbsterilecek

) 1={ 1,2,...,nj icin =ﬂM ﬂM

|€I. 1 er i=1

ile g8sterilecek.
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Her €I igin

b, O ) ® My ve l;EiMi oM,

oldugundan l__kﬂi Jerine @M; yazacagiz.
el 1€l X
MeR.g serbest R-modiil denir : &= 3 XCM &yle ki
X M nin bir R~ bazidir.

(1.2.10)
M R-serbest modiil < M; ®°R olmak ﬁzerg M =1%Mi
(1.2.11)
{Miiie I }CR;_I T, i‘i sirasiyla 1, projeksiyon ve injeksiyonlar
olsun. Bu taktirde asagidakiler doérudux:'. ‘
(1) Her 4,j €I dcin T & = Eij'iMi’i

dir.

(ii I i 1’2”"’11 ise : 'jl[j 1
dlIo

(1.2.12)

R bir halka ise R{)  kartinali {I] olan bir baza sahip serbest R-

modiildiir.

(1.2.13)

Her R-modiil bir serbest R-modiiliin epimorf resmidir.

-

3. TAM DizZILER, ARTINIAN VE NOETHERIAN MODULLER:

MM €N ve QERMOLN) e MOLM") olsun.
M' 4 > M ¥ . M ((?,\Y) modiil homomorfilerinin ikilisine tamdir

denirg=sKer \Jr = Imi{p

0 —= M _“E_, M disizi tamdir:&—> P R-monomorfi

M-Y—» M' — 0_ dizisi tamdir:&—=>+vR-epimorfi

dir.
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0 > M' - P > ML M' —— 0 dizisine RMde tamdir denir:¢&
Inp =Kery , 1 monomorfi, - epimorfi dir. Bu durumda (1.2.9) ile
M/imp ¥ M" dir. s,

NE A ve 'UN(m):=m+N
dbniigtimii Vy:M —— M/N bir R-modiil kanonik epimorfidir. Buna gdre

v
0———>N—LN—>MNM/N > 0

rY

de bir tam dizidir.
0—M-_¥P .y ¥ w0 tam dizisine parcalanabilir denir; ¢
3 3] €R§(M",M) Oyleki “'{&IM" dair.

(1.3.1)
0 > M' > M — M — 0 g de bir tam dizi olsun.
f f
MjM" eR'rg_ ise MERM

dir. Ancak tersi gemel olarak dogru degildir.

(1.3.2)

M EgM N;EAM (i=1,2,...,n) ise
N 1ﬁN{ N n ,
>(ﬂ\Ni -/ MLE V. S ggFM/Ni) R “ch){=(m+N1,...,m+Nn)

1=

0

dizisi tamdir. ~ in genel olarak Srten olmasi gerekmez.
Bir M €M modiiline Artinian (Noetherian) denir®&Asagidaki  denk

sartlardan birini gercekler.

- (1) A(M) 1in bos olmayan her altkiimesi " "  bagintisina gdre bir

minimal (maksimal) elemana sahiptir.
(1i) AM) de azalan (artan) her zincir sonludur. Yani;
Her M} D My>... MCMc.... )
M nin azalan (artan) altmodiillerinin zinciri icin 3 n € N* &8yle ki her
120 dcin My = Mgy

dir.
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(1.3.3)

M €gM olsun.
M Noetheriandir&=> Her NE AM) dicin N sonlu liretenlidir.

Ispat ¢

M Noetherian bir R-modiil ve NE€ A(M) olsun. N, N nin sonlu iiretenli
altmodiillerinin maksimal elemani olsun. Her n €N icin N +Rh = N/
oldugundan N = N, elde edilir. Bu ise N nin sonlu {iretenli oldugunu verir.
Tersine olarak M M)— ... AM) de keyfi bir artan zincix:' olsun. Bu
taktirde M, = }é‘};{n €M) dir. Buradan Hipotezden 3 mj,m9,...,m, €My "
6yle ki M, =<mgy,mj,...,m;>> dir. BSylece Jn € n* 8yle ki mieM)\‘n‘
(4=1,2,...,n) dir. Sonu¢ olarak her 120 dcin My, = Mo o4d oldugu

aciktir, Dolayisiyla denklik tamamlanir,

(1.3.4)

0 > M' > M > M' ——= 0 g de bir tam dizi olsun.

M Artinian (Noetherian)®&—>M',M" Artinian (Noetherian) dair.

Ispat :

s> M Artinian ise M' nun Artinian oldugu aciktair. {,M;;} n@NCA(M" )
de azalan bir zincir ise {.\fl (MH)A}néiNE: A M) de azalan bir zincirdir.
Buradan 3 m €N" 6yle ki her 1 2 0 ic¢in

~L o) = o)
iir. Buradan (1.2.8) ile her 10 dicin M) = Mpy oldugu kolaylikla
38riiliir. Dolayisiyla M" Artimiandir. .
==t M}M" artinian ve {Mn} agN< ANM)  keyfi bir azalan zincir

’>lsun. Buradan
{fv(Mn) {n em jopA@) ve {@1 ) | nem}c A"
:incirlerdir. Hipotezden 3n EN* Byle ki her 120 icin
VL) = W) ve GO = P (M)
i1r. Buradan (1.2.8) ve dizinin tamligindan
MtTulgy <My ting v Imp( My = fmip (1M

ldugu agiktir. Dolayisiyla M Artinian bir R-modiildiir.

azalan

oetherin olmasi durumu benzer sekilde yapilar.
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(1.3.5)

M;E M (1€ i€ n) o;Lsun. Bu taktirde;

éMi Artinian (Noetherian)&— My (1€ ig n) Artinial (Noetherian) dir. -
=4 .

Ispat :

' T

dizisi gM de tam oldugundan (1.3.4) ile iddia n=2 olmasi durumunda agiktir.

i;idiayl tamamlamak ic¢in n {izerinden tiimevarim uygulayarak ispat tamamlanar,
ME \M Mje/N(M) (4¢1i<&n) olmak iizere
0=MEME ... M, =M

sonlu zincirine M de bir seri denir. M; (0< ig n)'e bu serinin terimleri,
Mt /My (i<n)'e serinin faktdrleri denir.

ME p\M olsun.
M ye basit modiil denir<e=> M # 0 ve ,/\(M) = {O,M'}’ dir.
T = (M0, 0, ] s = N,,Nj,...0Ny ] M de iki seri olsun.

S ye T nin bir inceltilmigidir %= T CS
dir. S ye bir esas denir:éﬁ’ S nin tiim faktSBrleri basittir.

S ile T serilerine denktir denir:‘@} S 4dle T nin - sifir olmayan
faktSrleri degigik bir sirada izomorftur. Schreier Teoremi i1le bir R~
modiiliin iki serisinin daima bir denk inceltilmisléri vardir, Jordan-
Holder Teoremi ile iki esas serinin denk olacagi gbsterilir. Buradan bir esas
seriye sahip R-modiiliin biitiin esas serilerinin faktSrlerinin sayilari aynidir.

Bu sayiya M modiiliiniin uzunlugu denir ve {(M) ile gSsterilir.
(1.3.6)

0 # MERM bir esas seriye sahiptir.&

M artinian ve Noetheriandir.

ispat ==

f()=n olsun. Buradan /(M) de azalan veya artan her zincir en fazla

ntl elemanlidir. Buradan M Artinian ve Noetheriandir.
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M Noetherian ise INESN (M) Byle ki M/N basittir. (1.3.4) ve

0 > N > M > My —> 0 s} -~ bir tam dizi oldugundan

N Noetheriandir. Buradan yine benzer islemler N iizerinden uygulanirsa

{Mn}ne]N M,4+1/M, basit R-modiil olacak bicimde bulunabilir. M
Artinian oldugundan bu zincir bir yerde o olacaktir. Buradan M bir esas

seriye sahiptir. M€ M icin basitce asafidakileri yazabiliriz.
M=0&S1(M)=0 ve M basit&= L(M)=1 ‘ (1.3.7)

R birim elemanli ve komutatif bir halka olsun.
A ya bir R-cebirc denir#zpi) A€ M {initer modiil

ii) A birim elemanli bir halka

iii) Her a,b € A,reR icin r(a.b)=(ra)b

dir. A bir R-cebir ve A nin merkezi
Z(A) = S_XSA l her a€A ic¢in xa=ax}

olsun. Bu taktirde R —> Z(A) (r —> r.l,) donlisiimi bir liniter halka
homomorfisidir. Tersine A birim elemanli bir halka ve R den Z(A) ya bir
initer halka homomorfisi varsa (l1.2.2) ile A bir R~cebir yapilir. Bu bilgiler
neticesinde A bir K-cebir ise KE€A kabul edebiliriz. Zorn'Lemmasi ile her
K-cebiri serbesttir. Daha fazla olarak her K-cebirinin keyfi iki K-bazinin
kardinali ayni oldugundan , tektilirli olarak belliddir. Bu calismamizda bazi
tektlirli olan K-bazin kardinalini [A:K] ile gdsterecegiz. "R-cebir"
ifasedinde R nin Onemi yok ise kisaca cebir diyecegiz.

A,B R-cebirler ve 6:A ——> B {initer halka homomorfisi olsun.

© R-cebir homomorfisi (epimorfisi), monomorfisi) dir:&=p

6 €gM(A,B) (epimorfi, monomorfi) dur.

© R-cebir izomorfisidir : &> © R-cebir epimorfisi .ve monomorfisidir.
Bu durumda A ® B ile gdsterilir. '

A bir R-cebir, BCA olsun.
B A nin bir R-altcebiri dir :&B bir R-cebirdir.

Aj,Ay,...A, R-cebirler ise ;@iAieRg modiliini asagidaki gibi bir
R-cebir yapabiliriz.

(a 4 ,ooo,an), (bl,bz,ooo,bn) e @Ai igin
1292

(al ’32, s e ,an) . (bl ,bz, ee e ’bn)=(alcb1 ’aZsz, LI Y ,anobn) ile tanlm]_anan
' '
igsleme gdre @®A;. “bir R-cebirdir.
1z
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Bunu Aj+Ayt...#A,  ile gBsterecefiz.

A,B R~cebirler 8: A > B R-cebir homomorfisi olsun.
Ker@ ={ aeA\ 8(a)=0 3 alt kiimesine © min §élclrde§i denir.
-Ker@c A(A) oldufu aciktir. A bir R-cebix;, 1€/A\(A) olsun.
Bu taktirde A,y faktdr halkasi r €R, atI€A/y icin

r(atl):=ratl
ile bir R-cebirdir. A/I R-cebix:ine faktdr cebiri denir. Her a«=A icin
¥(a):= atl dbniigtimi “V:A —— A{I) yve Kery '=I olan bir R-cebir
epimorfisidir. Buna kanonik epimorfi denir.
MEA& °(€A§(M) ve r €R olsun.
(ret)(m) := r. (m)

yardimiyla roceA_lV,[_(M) elemanlarl aciklansin. Bu islemlere gdre A},_;(M) bir
R-cebirdir. )

(1.3.8) A bir R-cebir ise A ¥ 4M(°A) (R-cebir plarak) dir.

Ispat :
Her ac A igin 7%(\3):=ba ile 2, EAI;;I;(OA) elemanlarini tanimlayalim.

() = Y(1p)
donlistimi = ~p :pM(°A) ——> A bir R-cebir izomorfisi tanimlar gercekten
in bir R-cebir monom‘orfisi oldugu aciktir. a&€A igin l(an alinirsa
~(P) =Y(1) = a oldugu elde edilir. Buradan ~Y bir R-cebir izomorfisidir.
@ : A——» B R-cebir homomorfisi ve MEgM olsun.
meM, acA icin

a.m := 8(a).m (1.3.9)

islemi ile A nin M iizerindeki soldan etkisi aciklansain.
Buradan MGAI_Q_ oldugu aciktir. Bu sekilde elde edilen M e M modiiliini oM

ile gBsterelim.
MepM ve X& M olsun.

anny (X) =Qa€A \ aX=0}§:A altkiimesine X in annilat8ri denir.
anmy (M & /\.(A) oldugu aciktir.

M modiiliine sadiktir denir:&=> ann(M) =0
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(1.3.10)
A,B R-cebirler , 08:A —> B R-cebir epimorfisi N& s olsun. Bu
taktirde dMegM Byle ki
N=9M é—-‘> Kerf < annA(N)

dir.

Ispat ::= Aciktir.

&=: Her beB icin @ epimorfi oldugundan Jap,&A Syle ki
8(ap)=b dir. Her me&N, beB icin

bm := apm

ile B nin N tizerindeki etkisi aciklansin. Bu modiil ¢carpimi ile
KerGQaﬁnA(N) oldugundan N bir B-modiil ve gN=N oldugu aciktuir.

(1.3.11)

A bir R-cebir IE/N(A), N & A/ ve VUiA > A/I  kanonik R-cebir

epimorfisi olsun. Bu taktirde,
N sadiktir <=5 ann {q;N)=I
dir, .
ispat : (1.3.10) da 0=V alinarak ispat yapll\lr.
ME M yarbasittir :&% M basit modiillerin direkt toplamidir.

A bir R-cebir, MEAY(A) olsun.
M minimal :$& ME/\.(PA) basit modiildiir.
M maksimal :&» ®Ajy A-basit modiil

(1.3.12)

Ne M , N#0 dicin asagidakiler denktir.

(i) N basittir.

(11) Her ne N\{0} icin N=Ap

(i11) Mend(A) maksimal 8yle ki N = ©OA/M
dir.

ispat : -
()& (41)  ve (dii) =3 (i) olduklari aciktir.



(1) = (iii) O#ne N olsun. Her xe€ A icin 6(x)=xn ile tanimlanan
6:A —— N doniistimi (i) ile Ortendir. Buradan (1.2.9) (1) ile
OA/KerG N ‘elde edilir. Ker® = M dersek tanimdan M‘nln maksimal oldugu

aciktir.

(1.3.13)

N,Me M ve Qeg(N,M)\{O} icin asafidaki {i¢ 8zellik schur Lemmasi
diye bilinir.

(i) N basit ise ¢ monomorfi,

(ii) M basit ise ¢ epimorfi.
(11i)M,N basit ise $ bir izomorfizm,

ispat : Kerpe/N(N) ve Imbpesr(M) olduklari kullanilarak hemen elde
edilir.

(1.3.14)

NEpM yaribasit ise agagidakiler denktir.
(1) N basit modiil
(11) pM(N) R-b&lme cebiri

(1ii) N direkt ayrigamazdir.
ispat :

(1): = (1i) (1.3.13) den elde edilir.

(11) =5 (111) N=N;@®N, olsun. TI, € M(N)pe TI{=II; oldugundan II;=0
veya II;&€ U(Alf—i(N)) dir. Buradan KerII,=0 veya ly =TT; elde edilir. Buradan
N=N, veya N=N; dir.

Sonu¢ olarak N;=0 veya N,=0 dir. Dolayisiyla N ayrisamazdir.

(ii1) ==> (1) ~asagidaki teoremle elde edilir.

(4.3.15) :
- M€k icin asagidaki kosullar denktir.

(i) M yaribasittir

(11) M= >N !

. NeN\®)
N baszit

(1id) /\ (M) komplimentlenebilir kafes.
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ispat :

(i):‘@(ii) tan;uidan aciktair.

(11)=p(1) " M= DN; (her i€1 icin Nj basit) olsun. Zorn
€1

Lemmasisya JJCI maksimal altkiime Syle ki M'= 2 Ny toplami direkt
toplamdir. I=J ise ispat biter. O halde INJ#0 c‘;?sun. Her 1€INJ icin
M'(1 N;€ A(Ny) oldugundan Ny NM' =0  veya Ny \M'=N; dir. J maksimal
altkiime oldugundan N;(]M' = N; dir. Yani her 1€INJ icin N; C M’ ve
buradan M=M' elde edilir. Dolayisiyla M yaribasittair,

(111) = (1)

I. Adim : Her NEA (M) icin A(N) komplimentlenebilir oldugunu -

gdsterelim. WE A (N) ise IW'E AM) OByle ki M = WEOW' dir. Buradan
N=WQPMW'NIN) elde edilir. Bdylece /MN) in komplimentlenebilir oldufu
elde edilir.

II. Adim : Her NQ/\(M)\iOk icin N nin bir basit 8ltmodiil icerdigini
gbsterelim.

0#n,€ N ve N,€NAN), n,& N, kosulunu  gercekleyen  maksimal
altmoddfl olsun. I. adimdan dolay:i ZN;j€ /\(N) ©Oyleki N=N,@N; dir. N
basit de§il ise I. Adimdan dolayi  ZIN,,N3€/\(N;) Oyleki N;=Ny(PNj
N,#0, N3#0 olacak bigimde vardir. Buradan
N=N{D No@PN3 ve N =(N,DNy) (N, DN3) elde edilir.
né&? N, oldugundan n,& N @V, veya n,¢ NSfDN3 elde edilirki bu n &N, olan

N altmodiiliinlin maksimal ~olmasi ile c¢elisir. O halde Ny basit olmak

o
zorundadir.

NEAM) M nin biitiin basit altmodiillerinin direkt toplami olsun.
(1i1) ile IWEANAM) byle ki M=N@W dir. N nin tanimi ve IL. Adim ile W=0

olmak zorundadir. O halde M=N ve M yaribasittir.

(11) => (ii1)

M= ZNi‘ ve peA(M)‘ keyfi verilsin. Zorn Lemmasi ile
eI

SMy+P = % M; ®p

olacak gekilde JCTI maksimal altkiimesi vardir.

~

M= @M @P ~ olsun.
ey
I = J ise ispat biter. O halde INJ#0 ve i€IN\J keyfi verilsin.

J maksimal oldugundan M' nNi#O dir. O halde M' [IN;=N; ve M'2N; elde edilir.
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Sonug olarak M=M; ve P M nin direkt faktdriidiir. Buradan A(M)
komplimentlenébilirdir.

(1.3.16)
M €,M yaribasit ise her NE AM) dcin N ve M/N yaribasittir.

ispat : (1.3.15) I. Adim ile A@) komplimentlenebilir oldugundan

-

N yaribasittir. Benzer sekilde A(M/N) nin komplimentlenebilir oldugu elde

edilerek M/y nin yaribasit oldugu gdriilir.

(1.3.17)

Yaribasit modiillerin direkt toplamida yaribasittir.

Ispat :

(1.3.15) ve tanimin sonucudur.
(1.3.18)

M =EN; , b t, M(N,M w  db
% i NE zg asi ve O(GA‘-‘-,( )\{o's se
Nibosd

[

3 j €I Byleki M

dir.

(NS (B Ny )
eI\

Ispat :

(1.3.15) ile 3 JCI &yleki M= O((N)@(.@JNi) .
i€

"R

N basit oldugundan |I\J =1 veJ =I\[J] elde edilir. Buradan

M= DD N; )
EINEL

dir. Schur Lemmasi ile N.g oA(N) = M/@Ni
i€y

dir.
A4 kategorisindeki  basit  A-modiillerin  dizomorfi  siniflarinin

temsilciler sistemi {,Ni },ier olsun. Her Mepg icin
M(1) = > N
~
N = Ni
NE AM) basit

ile tanimlansin.



(1.3.19)

MGA:_g yaribasit ise M= l@M(i) dar.

Ispat : v
M;:=@ N;: N.¥Nicin M=@M 1dugu acaiktir. K.={i | Ni: EN:
i J@Kiij Nij¥Micin @My oldugu agikeir. K; {a Ny 5N5

M;C M(1) dar. N; S NEAM) olsun. Mj := BN

M=M®M ve TI:M-— M} ayrisimla ilgili projeksiyon olsun.
(3.1.18) ile TI(N)=0 ve buradan NCM; elde edilir. Sonuc olarak
M(i)C My  olup M;=M(1) dir. BSylece M= C—?JM(:[) elde edilir.

¢

(1.3.20)

M,M' €M yaribasit modiiller ve PEAMMM") . dise her i € J icin

PM(1) < M'(1)  dir .

Ispat :

(1.3.18) den agiktar.

(1.3.21)
M,M'€ )M yaribasit modiiller,

olsun. Bu taktirde

M M€ Her 1€J icin ng = my

dir.

Ispat :

& Trivialdir.

=3 p:M —— M' A-modiil izomorfisi olsun. (1.3.19) ile

WM(L)) = M (1)
dir. 1i€J keyfi verilsin. n;=0 ise M'(i)=1p(0) =0 oldugundan m;=0 dir.
M
ng=m» 1 olsun. Buradan M(i)=d® Nij dir.
=4
M'(1) = @N}; ise her k€K 1< j<m icin
kEK
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Nig N ¥N;  ve IKl=m dir. (1.3.18) ile ter Syleki
PO @ (, MM (D) = PNy )OPN D .. S Nypy)
kel .

dir. Sonuc olarak

Ny ONjp @ .o @ Ny 1 ¥ QN @ Ny @ .o DNy g) ¥ M(i)/‘P(Nig;“ik
. LeT

elde edilir. Induksiyonla m-1= I\\{l} elde edilerek my = nj sonucuna
varilir. Eger m; sonlu ise benzer tartismayi qfl tizerinde yaparak my=ny4

elde edilir. O halde m; ve ny yi sonsuz kabul edebiliriz. (1.3.12) ile
M) =@ M'(i) =@ Au =n; , =m
@ Ay D Aug K = ng i 1

N 1
seklinde yazilir. P(L):={L'CL ||Ll<e% } ve her k€K icin xytua=4Z€L, Oy,
'R

\l:“\(ﬁo

olsun. Buradan her keK icin Q(k)=L; yardimiyla tanimlanan ﬁ:K.._,P(L)
dOntistimii 8rtendir. Buradan

L= LJL; ve my=lt}¢ ZEJL; §;K(JRQO\=IK\= nj
kek keK

-

elde edilir. Benzer tartismalar L {izerinde yapilirsa ny ¢ m; elde edilerek
(Rungertord, T/ (1280 8. ) ile my = ny oldugu gdriiliir.

(1.3.22)

MEPM yaribasit ise asagidakiler denktir.

(i) M sonlu tane basit modiiliin direkt toplamidir.
(ii) MArtiniandir.

(i1i) M Noetheriandir.

(iv) M bir esas seriye sahiptir.

1spat :

(1.3.6) ile (iv)&>(ii) ve (iii) elde edilir. (1.3.5) ve (1.3.6) ile
(i) den (ii), (iii) ve (iv) elde edilir. M yaribasit oldugundan basit
modiillerin direkt toplami seklinde yazilabilir. Buradan (ii) veya (iii) dogru
ise (i) elde edilir. BBylece ispat tamamlanir.

MEM icin N{n| NEAQD)' ve My basit] EAQ)  altmodiline M nin
radikali denir ve rady(M) ile gdsterilir.
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Tanimdan gdriilliyor ki M M/y basit olacak sekilde bir N altmodiiliine sahip
degil ise rad,(M)= Mdar.

(1.3.23)

ME M icin asagidakiler dogrudur.

(1) NE AM) rady (M/N)=0 1ise rady(M) C N

(11) rady(M/raq, (M))=0

dair.

»

Ispat :

W Ay =) MeAm! rvew ], ) ve
(A (M/N), . ) kafeslerini gdzdniine alalim. N'€ AN(M) icin
fF(N') = N'/N déniisiimii ile
f: AN(M) >/\(M/N) bir kafes izomorfitammlar. Buracan (1) gerceklenir.
(ii) ise (i) ile elde edilir.

(1.3.24)

MEM yaribasit ise rady(M)=0 dar.

r3

Ispat :

NE A (M) basit olsun. (1.3.15) ile IN'E€E A(M) Byleki M=N' @ N dir.
M/yt basit oldugundan rady MG N' elde edilir. M basit modiillerin direkt
toplami olduundan radA(M) =0 elde edilir.

(1.3.25)

M EpM olsun.

MGAgf yaribasit & M Artinian ve rady(M)=0
dir.

Ispat :

=—>(1.3.24) ve (1.3.22) ile elde edilir.
<——: M yaribasit degil ise M artinian oldugundan g N€E Aan minimal
8yleki N yaribasit degil. (1.3.4) ile N Artiniandir. Bunun sonucu olarak
N' € A(N) b&yleki N' basittir. rady(M)=0 oldugundan JV eAmy maksimal

8yleki V(IN'=0 dir. Buradan ¥=V@ N’ elde edilir.
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Ayrica N=N{1V @ N' elde edilir. N nin minimallifinden N{]V yaribasit modiil
ve N' basit oldugundan N yaribasit elde edilir. Bu ise N nin secimine
aykiridir. O halde M yaribasittir. (1.3.22) ile M(EAgf oldugu aciktir.

4. YARIBASIT CEBIRLER

A bir R-cebir olsun.
A ya R-sol yaribasit cebir denir : &> CA €M yaribasittir.
A ya R-sol Artinian (Noetherian) cebir d;nir s e=>
A € pM Artinian (Noetherian) dir. Benzer tanimlar R-sag cebirler icin

verilir.
Her A cebiri sonlu liretenli oldugu agiktar.

(1.4.1)

A sol yaribasit R-cebir ise A minimal sol ideallerin direkt toplami

geklinde yazilabilir.

Ispét H

(1.3.25) ve (1.3.22) ile hemen elde edilir.

(1.4.2)

Bir R-cebir A yaribasittir:*=>>A sol Artinian ve rad,(®A)=0
dir.
ispat :

©A sonlu {iretenli oldugundan (1.3.25) ile ispat tamamlanir.

(1.4.3)

A bir K-cebir, }A:K[<°° olsun
K-cebir A sol(sag) yaribasit £—= rad,(°A)=0

dir.

Ispat :

h:Klcoo ve ALMASA(W®) oldugundan A sol Artinian cebirdir.
Buradan (1.4.2) ile ispat tamamlanir.

(1.4.4)

A sol yaribasit bir R-cebir olsun. Bu taktirde her M€ pM yaribasittuir.
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fistelik basit A-modiiller A nin minimal sol ideallerine izomorf ve biitlin

minimal sol idealler basittir.

Ispat :

'MGAI"_L_ keyfi verilsin. (1.2.13) ileJ F QAQ serbest Ve we AF) 35(2%
Fru ¥y .dir. (1.2.10) ve (1.3.17) 1ile F/y nin yaribasit oldugu agiktar.
Buradan M yaribasittir. M€, M basit modil ise (1.3.12) ile inN' € /‘E(A)
maksimal Oyleki M = OAp/N' dir. A yaribasit cebir oldugundan 3N e/\?(A)
yleki N@N' = A ve %Ayt ¥ N alacafindan M ¥ N elde edilir. Minimal

sol ideallerin basit olacagi aciktir.

(1.4.5)

'A,B R-cebirler, 8: A———> B bir R-cebir epimorfisi olsun. A

yaribasit cebir ise B yaribasit cebirdir.

3

Ispat :

B epM oldugundan B A-yaribasit modiildiir,
Ker® =anny(B) oldufu aciktir.

B =.@1 Ny (NyE A(AB), N; basit ) olarak yazilsin.
1€
annA(Ni) D amnny(B) = Kerf: olduklarindan Ny G pd Dbasittir. Buradan B
yaribasittir.
(104.6)
A bir R-cebir A=A,@A; ve M E AQ(AI) olsun. Bu taktirde asagidakiler
dogrudur.

(1) M€ l\f(A)

(i11) p\M(M,A) = AM(yA1) = A MM A7)
W) A = AW

(v) ME A‘ (A) minimaldir <= M 6/\(A.1) minimaldair.

) uin( A1) = minAa)Uminc ) aar.

Ispat :

(1) den (v)'e kadar istenen 8zellikler basit olarak elde edilir. NGA(A)
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minimal olsun. A4N CAi@N (i=1,2) oldugundan A;N=N veya AyN=N olmak
zorundadir. Buradan N=Alﬂ NCA; veya N=Azﬂ NCA,; elde edilir. Dolayisiyla
NEMin(]\E (41)) U Min (AQ(AZ)) dir. (v)'den esitlik kolaylikla. elde edilir.

(1.4.7)

Ay,A; sol yaribasit R-cebir ise A 3 Ay, sol yaribasit R-cebirdir.

Ispat :

(1.4.6) den aciktair.

(1.4.8)

. 1
A bir R-cebir, N€ A(A) minimal ve x€ A ise Nx=0 veya Nx TN

dir.

Ispat :
'x€A icin P(n)=nx dbniisiimli \P:N —— Nx bir A modiil epimorfisidir.
N basit oldugundan Schur Lemmasi ile Nx=0 veya Nx ¥ N elde edilir.

(1.4.9)

\ ‘
A bir R-cebir,N€ A(A) 8yleki NK=0 (k>0) olsun. P€ zM basit ise NP=0
dir. Ustelik NCrad,(®A) dir.

ispat :
P basit oldugundan NP=0 veya NP=P dir.

NP = P ise P=NP=N2P=,,.=NKpP= p=0
elde edilir ki bu P nin bas'ltllél ile gelisir. O halde NP={ dir. M€A (4)
maksimal ise N.(°A/M)=0 olacagindan NCM dir. Buradan NCrady(°A)

elde edilir.

(1.4.10)
4
A sol yaribasit bir R-cebir, N;,N; € A() minimal ise asagidakiler
denktir.
) N TN
(11) NoN; # 0

(111) I x€A Byleki Nyx ¥ N

dir.
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Ispat :-

()= (iii) (I):Nl —> Ny izomorfi olsunm. Buradan

PN =Ny 91 )=NF # 0 |
oldugundan Nsz,’x # 0 dar.

(11):=>(111) NjN#0 ise 3Ix; € N; Byle ki Nyx#0
dir. Nox € \(N;) oldugundan

N =Nox  ve (1.4.8) ile NiN,x=N; elde edilir.

(iii)y=(1.4. 8)_ ile aciktir.
(1.4.11)

A sol yaribasit cebir ise M de basit modiillerin  izomorfi
siniflarinin sinif teksilciler sistemi sonludur.

Ispat :
: ) ¢ e n '
A yaribasit ise 1l.4.1 ile Nie NQA) mipimal olmak {izere A=@Ni dir.
. . 4=3
ME M basit ise (1.4.4) ile

dne /_éA) minimal Syle ki M ¥ N dar.
A yaribasit oldufundan JN'E j{(A) byle ki ©9A =N@N' dir. (1.3.22)
ile J1<ign &yle ki M ¥ N; dir. Buradan J1& 1€ n Oyleki M ¥ Ny
elde edilir,

A bir R-cebir olsun.

A ya basit cebir deniri & A#0 ve /\(A)=i O,A}

dir.
(1.4.12)

A bir basit cebir olsun. Bu taktirde asaéldaki‘kosullar denktir.
(1) A yaribasittir. |
(i1) A sol Artinian

(141) Min ( A(A), @ # 4

ispat :

(1)=—>(11) (1.4.2) den aciktir.

.
(i1)==>(iii) A€ A(A) A#0 oldugundan Min( A(A),)#f dir.
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t
(1ii1)=>(1) NE AQ) minimal olsun. Buradan A basit cebir
oldugundan A=NA =}Nx elde edilir. Ancak Nx#0 ise (1.4.8) den Nx ¥ N

olacagindan Nx basit moduldur. Buradan (1.3.15) ile A yaribasit cebirdir.

(1.4.13)

A bir sol yaribasit cebir olsun. Bu taktirde asagidakiler denktir.
(1) A basit cebirdir.

(ii) A pin biitiin minimal sol idealleri izomorftur.

(i1i) Biitiin basit A-modiiller izomorftur.

ispat :

(11y==>(1i1) (1.4.4) den agiktlr.

t
(1)=— (ii) A basit cebir, Nl,NZG /\(A) minimal olsunlar.
Bu taktirde N;NyA=A oldugundan NNo#0 dir. (1.4.10) ile Nj Y Ny elde
edilir.

| ¢
(ii)== (1) J E[\_(A)\\ 0} olsun. Buradan 3 N€ A (A) minimal 8yleki
NcJ dir. A yaribasit cebir oldugundan (1.4.10) ile A = E,Nx < J elde
edilir. Buradan A=J olup A basit cebirdir. g

5. MATRISLER VE HOMOMORFILER

A bir R-cebir ve M;,Mp,...,M; € aY¥ olsun.

AM(M]_ ,Mz) ’ AM—(MZ ’Ml) .. .Am(Mn,Mi)
AUCIRY LR

AMOM ML), AM(Mp, M) . AM(M M)

‘={ ['\Pij] l ¥ij€ [A&(MjaMi)] 1< i,jgn}
[1[313} > [\\Jij] e [AL’[(Mj ’Mi)] » MER olmak {izere
fp] + Prad == [Pug + Y

[ [ra = [T i
Apr] = [20sy)

ile tanimlanan iglemlere gire [Al;i(Mj ,Mi)] bir R-cebirdir.
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(1.5.1)

M:=éM1, l£2j¢n dcin T(j:M —_— Mj, ij :Mj —_— M  sirasiyla j.
=4
projeksiyonlar ve injeksiyonlar olsun. A MMM — [AM(Mj,Miﬂ
Q(KP)F[_TH‘PL}: } -d6niiglimii bir R-cebir izomorfisidir.

Ispat :

¢ nin R-cebir homomorfisi oldugu agiktair.

(3: [AQ__(Mj,MiZJ —> MMM, [3 [_gp ii]) = Eii Py 1y dOniistim
bir R-cebir homomorfisidir ve 0{(3=id dir.

lﬁg(mj,_mi)] ve @ =id
Buradan o¢ bir R-cebir izomorfisidir.

(1.5.2)

A bir R-cebir, ME& M olsun. Bu taktirde

M@0 =M (WMD)

dir.
ispat :
(1.5.1)'e gbre AM((—BQM) £ [Al;_i(MSJ = M, (QM(®)) dir.
(1.5.3)
A bir R-cebir M pM n-elemanli bir baza sahip A-modiil ise

AMGD ¥ M (A)

dir.
Ispat : (1240) ile M >@ WA yazilabilir. (1.5.2) ile
A & MO nh) ¥ u (uDYE ¥ (W)

elde edilir.
(1.5.4)

-
A bir R-cebir &Mi | 1gign }C___‘_AM J?Byleki her 4 <i,jg< n (i#j) icin

AMOL M)=0  dse Aﬁzﬁb&) ¥ MM)F AMM)F. L ML) dir.
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Ispat : 5 ] AM(Mp) 0
(1.5.1)'e glre Ag( '@‘Mi ¥ [_AQ(Mlei)J = i .
0 T AMOM,)
MM .MM

(1.5.5) (Weddevburn Yapi Teoremi)

A sol (sag) yaribasit R-cebir olsun.

1)  dnp,ng,...sny el ve Dy,D9s4045Dp, R-b81me cebirleri  Byleki
~ F
AT 4+ 3y (D)
1

ii) (i) kosulunu gercekleyen (nj,Dy) (1<i<r) ikilileri A ile
izomorfi haric tek tiirlidir. Yami; (nj,D;) ¥ (1y,Dy):&» ny=n; ve Dy = Dy
dir.

(11i) Tersine olarak ny €N*, D; (l£i<r) R-bdlme cebiri ise

r
F M.n (D4) sol (sag) yaribasittir.
lB‘

Ispat H

i): (1.4.11)'e gdre izomorf olmayan minimal sol idealler sonludur.

-

Bunlar Nj,Np,...,N. ise A x4 (@niN ), Mji=@ngN; diyelim. Ny ¥ Ny(i#j)

oldugundan AM(Mj?_Mi)=0 (i#j) dar. (1.5.4) ile Ag__%( M‘ni(AM-(Ni)) dir.
N; ler basit modil oldugundan (1.3.13) ile Dj:= AM(N;) bSlme cebirdir.

ii) A ¥ + A;, A; ler basit Syleki Ay gMni(Ci)jCi b8lme cebiri olarak
verilsin. (1. 4 10) ve problem ( 6 ) dile 3Py %) minimal Py & Ay
idealinin m; kopyesinin direkt toplamina izomorf ve C; = QA(Pi)_AM(Pi)) dir.
Her bir Ay A nin Py yi iceren bir sol ideali oldugundan ({400) ile her (i#j)
icin Pi¥’Pj dir. Problem ( 6 ) ile r=s ve uygun bir siralama ile mi=ni,
Pi Ny ve Cq ¥ pAM(Py) = AM(Ny D) ¥ Dy elde edilir.

iy
iii) Problem ( & ) ve (1.4.7) ile ;l-‘ M.ni(Di) sol(sag) yaribasittir.

(1.5.6)

‘A sol(sag) Artinian R-cebir olsun. A basitjfir@ Aln >0 D bSlme cebiri
8yleki A ¥ M_ (D) dir. Burada D izomorfi hari¢ tek tiirliidiir.
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Ispat :

(1.4.12), (1.54) ve problem ( 6) ile aciktzir. .
Bazi K cisimleri icin [A:K]¢ oo bir b51me cebiri ise A
komutatiftir. Bu durumda yapi teoremi sonlu boyutlu cebirler hakkinda Dy

lerin cisim olm531 gerektigi sonucunu verir. Bu sonuc K-cebirsel kapali

oldugu zaman optimumdur.

(1.5.7) ' : \

K cebirsel kapali bir cisim D K-bSlme cebiri Oyleki E)K J<oo ise D=K

dir.

Ispat :
‘_D:KJ=m ve t€D olsun. JIgy s 5045 qmeK(g o #0)" 6yleki
[24) T

t1=0 dir. Buradan lgind(t!K)=f (X)EKx] minimal polinom  &yleki
X . :
f(t)=0 dir. K cebirsel kapali oldugundan f£(x)=x-a seklindedir. f(t)=0"
oldugundan t=a€ K elde edilir. ‘

(1.5.8)

K cebirsel kapali bir cisim ve [A:K](Oobir K-cebir olsun. Bu taktirde
‘ " '
A yaribasittir. & Jll<ngnx ... o, Oyleki A% + My, (K)

A basittir &S N >0 byleki lA:K, =n? olmak iizere A g'Mn(K) dir.

Ispat :

(1.5.4), (1.5.6) ve (1.5.7) den aciktir.

(1.5.9) (Maschke Teoremi)

G sonlu bir grup, K bir cisim olsun. Bu taktirde KG grup cebiri
yaribasittir.<> R(®) 4 l¢| dir.

Ispat ¢

B .
ve /N(KG) ise Ne N\ (gKG) Byleki KG=V @ N (K-vektdr uzayi olarak)
M:KG — V projeksiyonu Kerm =N dir. K da IGIJ mevcut oldugundan

™ k¢ —> KG, T(*(x):=Té—‘- g%(} g"lT‘c (gx)

ile tanimlanan. ddnilisiim KG~modiil homomorfisidir. x&V ise
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T(*(X) -l—é—l zg'l'\‘((gx) IG[ gg gx = — lelx = x

elde edilir. Buradan TI* lv=id, dir. y€KG g6 ise T (gy) € V oldugundan

Mgl ol 2 gl Ti(ey) € V elde edilir. Buradan V=TI*(KG) ve

2 - T*  sonucu ile KG= TEe) ® (1- M) (KG)=V@® (1- TT¥) IKG)

elde edilir. Buradan [\Q (KG) komplimentlenebilirdir. ({345 ) den KG
yaribasittir. "—>" K(K),‘ G| =n olsun. Buradan her x€G icin n.x=0 dir.

e:=~% x € KG \iO} ve her yEG ig¢in ey=e olup e2=0 dir. N:=KGe diyelim.
Ne % ke)N{0} ve N2=0 dir. [KG:K]=IG[<®C oldujundan  KG  Artinian
cebirdir. Buradan (1.4.9) ile O#Ngrad(KsKG)' elde edilir ki bu sonuc¢ ile
K-cebir KG yaribasit degildir.

Xc)=20 1}’ |G| oldugundan sonlu bir grubun klasik grup gdsterimlerinde
¢G grup cebiri kullanilir. EGer K cebirsel kapal1 ve R(K) J’lGl ise Maschke
Teoremi ile J ni€]N (i=1,2,...,5r) Byleki

KG ¥ 5; Mni(K) olacak sekilde elde edilir. Buradaki niQIN* sayilarina
G nin indirgenemez gdsterimlérinin dereceleri denir. Diger bir ifade ile nj(lg
i r) ler basit KG modiillerin K boyutlaridir. K cebirsel kapali bir cisim
olmak fizere ®R(K) ¥ 6l ise fyukarldaki r dogal sayisi G deki eslenik
siniflarinin sayisidir. Gercekten KG = + Mn (K) oldugundan

Z(KG) ‘=”‘+ Z(Mni(K)) 2’3} K:¥Prk oldufundan [Z(KG):K ]J=r elde edilir.
=t 3% ,

Ki,K95.44,Ky G nin farkli eslenik siniflari olsun. Ci:=§x elemani he?
X
geG igin g“l cig=cy oldugundan cgy €Z(KG) elde edilir.{‘glficz,...,cn} K-

lineer bagimsiz

Eagg €EZ(KG) ve h€G olsun . Bu taktirde

3€eG .
= h o -1 5 =
Zagg = Z agg" = Eahgh g oldufundan a;, = ap.pty dir. (h&6)
qe6 Jeq SeG ‘
Buradan
m m ‘

g agg = ‘Eagi § g = ;agici oldugundan {cl,cz,...,cr,%

G = Qek; '

Z(KG) nin K-tabanidir. Buradan r=m elde edilir.
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6. ARTINIAN CEBIRLER VE AYRISAMAZ MODULLER

(1.6.1)

Ml ,M2 GAQ’ VeAh-{s(Ml ’MZ) ise Y (rad (AMI) g rad (AMZ) ve

r? (m-l-ra;i A(M1)):= ~Y(m) + rady(My) yardimiyla tanimlanan

i M1/ rad(, M) > Mp/rad(,m,) donisimi bir A-modiil homomorfisidir.

Ispat :

NGA(MZ) ise qi(m+‘t"1 (N)):="t(m)+N yardimiyla tanimlanan
Q:Ml/"\’-l(N) — M,/y donlisimi bir A-modiil homomorfisidir. Buma gire N_
maksimal ise "(-"1 (N)=M; veya .Mllrf‘-l(N) v My N basit oldugundan
radf,M;) €Y 1(N) elde edilir. Buradan ~P(rad(yM;)) C rad(yMy) elde edilir.

nin A-modiil homomorfisi oldugu aciktir.

(1.6.2)

A bir R-cebir |A]>] ise radgA€N(A)\{ A} dir.

Ispat :

Her x€A i¢in A —— A(y —» yx) ile A nin bir A-endomorfisi
tanimlanir. (1.6.1) ile (radpA)x ¢ radpA dir. Buradan radAAEA(A)(\Ar(A)=./S(A)
o0ldugu elde edilir. A birim elemanli oldugundan Zorn Lemmasi ile A nin bir

M maksimal ideali elde edilir. Bu ise radyA#A olacagini verir.

(1.6.3)

A sol Artinian R-cebir ise A/radAA yaribasit R-cebirdir.

°

Ispat :

"A sol Artinian oldugundan (1.3.4), (1.3.13) ile A/radAA sol Artinian
R-cebir ve radA(OA/radA(oA))=0 ‘dir. (1.3.25) ile %ad(AA) A-yaribasittir.
(1.3.10) wve (l.4.4) ile OA/radA(A)-—modiil olarak yaraibasittir. Buradan
A/radAA yaribasit R-cebirdir.

(1,6.4)

ME )M ise (radpA)M C rad (M) dir.
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Ispat :
Her meM icin . i¢in A —— M(x — Xxm) bir A-modiil
homomorfisi ve (1.6.1) den (rad(,A))N| C rad(pM) dir. Buradan

rad(,A) .M < rad(M) dir.
(106.5)

ME M ve ueM ise asafidakiler denktir.

ue rad(AM)

ii) Ne (M), AutN=M ise N=M dir.

Ispat :

(1): = (ii) Bir NE/\(M) icin AutN=M ve N#M oisun. Buradan u€ N
dir. Zorn Lemmasi ile JP2 N maksimal Syleki u&P dir. M/P basit oldugundan
rad(,M)& P dir. Bu ise u ¢ rad(yM) celigkisini verir.

(1.6.6) (Modiiller icin ﬁakayama Lemmasi)

Me M, Pe/\M) asagidaki kosulu gerceklesin.
+ N =M kosulunu gercekleyen tiim N€ /\(M) icin N=M dir. (1)
Bu taktirde P Crads(M) dir. Tersine olarak P veya M sonlu iiretenli ise (1)

kosulu gerceklenir,

Ispat :
u€ P \rad(yM) ise (1.6.5) ile INE /\M) Syleki

N#M=AutN  P+N=M elde edileceginden (1) gerceklenmesi halinde PCSrad(yM)

iir.
Tersine olarak P. veya M sonlu ‘L«“Fefml'i,NeA(M MP=M olacak sekilde verilsin.

1 sonlu {iretenli ise 3 Qe/\(P) sonlu diretenli oylekih

QHN=M dir. Q:= § Auj olsun. (1.6.5) ile M= > Aug+N = 2 Aug+N

=4

=1
eesseem Au +N=N ve M=N elde edilir. Buradan (1) kosulu gerceklenir.

(1.6.7) (Cebirler icin Nakayama Lemmasi)

1
A bir R-cebir ve PE€ /\ (A) ise asagidaki kosullar denktir.
e

1) Pcrady (°A)
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11) Me ME ve NE /\(M) OByleki MPM=M ise N=M dir.
iii) 6 ={1+x Ixep }QU(A) dir.

Ispat :

(1) = (i) x€ P keyfi verilsin. y=I+x ise l=y-x€EAy+P=A elde
edilir. (ii) den €A sonlu iiretenli oldugundan Ay=A ve 8zellikle
1= = Z(1+x) = z+zx dir. Buradan x€P ve P€ /\. (A) oldugundan
z=1-zx € G dir. Buradan G nin her elemani sa§ inverse sahip oldugundan G bir
gruptur ve GeU(A) elde edilir.

(111) =¥ (1) xeP ve x¢rady(°A) ise IN€/N(A) maksimal Byleki
x¢ N dir. Buradan. NgNtAx=A ve l=axin ve l-ax €6 oldugundan
n€ A® elde edilir. Yani N=A olup bu N in maksimalligi ile celisir. O halde ~
P radA(oA). dir.

(1.6.8)

Me M ve (radyA)M=M ise M=0 dir.
ispat :
(1.6.7) de P=rad,(®A) ve N=0 alinarak elde edilir.

Bu sonu¢ birim elemanli R-cebir A nin radikalinin basit A-modiillerin

annilat8rlerinin arakesiti oldufunu sSyler.
(1.6.2) ve (1.6.7) ile rady(°A) < rady (A°) dir.

Yad(sa) =rad (L) '€ A(A)' ya A nin jacobson radikali denir.
(1.6.9)

J(A)'—mN mN = xeA| yeA icin I+yx € ©(A) ]’
NeA(A) N€Ar(A)

N maksimal, N maksimal

—,:E{XGA | veA icin 1+yek3(A) }
dir. '
Bundan sonra bir R-cebir A mnin radikalinden Jacobson radikali

anlagilacaktir.
(1.6.10)

A bir R-cebir, MeAth) UAT(a) dyleki, her x€M igin
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I+x € J(A) 1ise M C J(A) dir. Daha fazla olarak rady(A;y) =0 ise

M= J(a) dir.

Ispat :
(14323) (i) ve (1.6.7) den aciktar.

A bir R-cebir ve a€A olsun. a'ya nilpotentir denir:<=>Jn>0

8yleki a' =0 dar.

dir.

(1.6.11)

A bir R-cebir ve MEA 4a) VAN (A) ve herx€eM nilpotent ise MC J(A)

- -

Ispat :

X0 ise (1+x) ( 2 (-1 = ﬁ (-x)1(1+x)= =1 oldugundan x €A} elde

~edilir. O halde (1. 6 10) ile ispat aglktlr.

(1.6.12)

A,B R-cebirler olsun.
1) @:A ——> B R-cebir epimorfisi ise 6(J(A)S J(B) .

ii) J(A+B) = J(a) + J(B) dir.

Ispat :
1) (4.3.40) ve (1.6.1) ile 8( J(A))E rad(,B)Xc rad(gB)= J(B) dir.

ii) nle-i-B —> A ve W2: AiBB——> B projeksiyonlari R-cebir

epimorfileri oldugundan J(A—T—B)=(T[1+ le)( J(_A-i—B))c_;: ] (A)+ J(B) dir. Diger
yandan x€ J(A), &E J(B) keyfi elemanlar ise (1.6.9) ile
(lA,lB)+(x1y)€U(F§+B) elde edilir. Buradan (1.6.10) ile

J(A)4F(B)S J(A4B) dur. Dolayisiyla J(AtB) = J(A)}J(B) dir.

(1.6.13)

A sol (sag) Artinian R-cebir ise Jk >0 Oyleki J(A)k = 0 olur.

Ispat :

J(A) D J(A) 29 e & | k., .... azalan zinciri sonlu oldugundan

Jk>0 Byleki J(AYK = xAYKFL dir. Eger J(A)K # 0 ise



\A:={MA((A) | M£0, J(A)M=M }SJ (A)%  oldugundan \A #¢ dir.
L eMin(\A, €) olsun. Buradan L#0 ve J(A)L=L oldugundan J(A)kL=L

v . L
elde edilir. Jx€L dyleki J(A)kx#0, J(A) kxe\A ve JPYxe L
oldugundan J (A)kx=L ve L=Ax elde edilir. Buradan L sonlu iiretenlidir ve

J(A)L=L oldugundan (1.6.8) ile L=0 elde edilirki bu L& \A olmasi ile

celisir. O halde J(A)k--o dar.

(1.6.14)

A sol (sag) Artinian R-cebir MSA(A) UAT(A) ise agagidakiler

denktir.
MEJ(A) &ty k> 0 Syleki MK=0&=> M in her elemani nilpotenttir.

-

Ispat :

(1.6.11) ve (1.6.13) 4ile hemen gdriiliir.

(1.6.15)

A sol (sag) Artinién' R-cebir, M€ )M Artinian ise M Notheriadir.

Ispat :
A Artinian oldugundan (1.6.3) ile Arga) yaribasittir.

Vii= J(A)IME/N(M) elemanlar: icin  (1.6.13) dle Jk > 0 Byleki
Vk=0 dir. ’

Vi+1=J(A)V;& Vi oldugundan Vifvg € Acal  dir. (1.6.6) ile
Vi/Vi+ 1 yaribasittir. Daha fazla olarak Vj Vit Artinian oldugundan
(1.3.22) 1ile esas seriye sahiptir. Buna gdre bu esas seriler ile M de bir
esas seri elde edilir. Buradan (1.3.6) ile M Notheriandir. Sonuc olarak

agagidaki Szellik verilebilir.
(1.6.16)
A bir R-cebir olsun. A sol (sag) Artinian ise A sol (sag) Notheriandir.
(1.6.17)

A Artinian bir R-cebir, ME&)M ise agagidakiler denktir.

£
M Artinian <M Noetherian &= Me,M dir.



Ispat :

£
Denklik icin (1.6.15) : ve (1.3.4 ) ile sadece ME& p\M-

i¢in M in Artinian oldugunu gdstermek yeterlidir. M sonlu tretenli ise
fea) .
M= > An; seklindedir. ~Y:AP

=t

doniistimti A-modiil epimorfisidir. Buradan (1.2.9) ile A%/ .= M ve (1.3.4),
(1.3.5) ile M Artinian oldufu elde edilir.
K bir cisim n>0 ve <= [o(ijfeMn(K) olmak lizere

> M, .q’(alvaa---san):= ﬁl aqmy

1=l

n
trex:= 2 4 €K elemanina o< nin izi denir. Asagidaki sonu¢ bu

tanim ile hemé;‘ elde edilir.

(1.6.18) -

K bir cisim ve n>0 olsun. Bu taktirde tr:M ;(K) — K tr(o():=trex
ddnilislimi K-lineerdir. Daha fazla olarak problem ( 5 ) ile o< nilpotent ise

tre¢= 0 dir.

(1.6.19)

Mn(K), K-cebiri nilpotent elemanlar tarafindan iiretilemez.

>

Ispat :

Aksi halde Jexj,=X9,...,e¢y € M, (K) ‘nilpotent elemanlar dyleki
Skk:= [Fik'é'ka = a1<><1+a2<>(2+...+ ape<n Ve 1=tr( ekk)= Eaitr ( O(i)

ve (1.6.18) ile 1= % aj0 = 0 celigkisi elde edilir. O halde iddia
: 1=
dogrudur. ‘

(1.6.20)

A sonla boyutlu K-cebir, B A nin nilpotent e].éinanlar tarafindan

iretilen carpima kapali bir K-altuzayi ise Jk >0 8yleki BX=0 dir.

Ispat :

I. adim : K nin cebirsel kapali oldugunu kabul edebiliriz.Gercekten,
X]sX9sese3Xy A nin bir K-tabani olsun. cijkeK S8yleki

. , iz
K-vektOr uzay: i{izerindeki X§X4:= i CjjkXk ©Carpimi ile A" bir F-cebir dir.

kst

n ™
X4X3 = Z 1 ik¥k dir. F-2K nin cebirsel kapanisi olsun. A':=( Fxy
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Daha fazla olarak AC (A')K bir altcebirdir. Diger yandan B':=FB icin

B & (B')g altcebirdir. B nilpotent elemanlar tarafindan K-uzay olarak
iitetildiéiﬁden‘ B' F-uzay olarak nilpotent elemanlar tarafindan #retilir.
BSylece (B')‘k=0 ise BX=0 olacagindan K yi1 cebirsel kapali alabiliriz.

I[.Adlm' : BEN(A) dir. BEA(BHK.1,) oldugunu gOstermek yeterlidir.

Bu ise B nin carpima kapali olmasindan elde edilir.

I1T1.Adim : A yaribasit ise B=0 olduBunu gOstermek yeterlidir. Eger A
yaribasit degil ise (1.6.2) ile JAY#0  wve A/J(A) yaribasittir.

B+J(A) /J(A)e- /\ (A/j(A) ve B+J(A)/J (A) B nin epimorf resmi oldugundan
nilpotent elemanlar tararindan {iretilir. Su halde III. Adim B+J(A)=J(A)
yani. BCJ(A) ve (1;6.14) ile Jk >0 O&yleki Bk=0 dair. Dolayisiyla A nin
yaribasit ;)lduéunu kabul edebiliriz,

(1.5.7) ile Ja; & Mp (K) I igt olmak fzere A & ‘Alﬁi-AZ-'l-...-i-At
yazabiliriz. Jr4:A —> A; 1. projeksiyon olsun, Her 1<i<tcicin
T[i(B)e[\_(Ai) oldugundan JT4(B)=0 veya T(;(B)=A; dir. A; nilpotent

elemanlar tarafindan liretilmedifinden T4 (B)=0 oimalldlr. Buradan
Bgﬁ Ker T14=0 ve B=0 elde edilir.

" K bir cisim G sonlu bir grup olsun. Eger R(E)X¥ G ise Maschke Teoremi
ile  J(F/G)=0 dir. Bizim amacimiz  k(F) l |G} oldugu zaman  J(FG) ne
olduguni. beliflemeye ¢ahsmalkdiv,

(1.6.21)

F bir cisim R(F)=p >0, G sonlu bir grup ve HZG p-sylow altgrup ise
J (FG)= 2 FG(x~1) dir. Daha fazla olarak G bir p-grup ise

xex-\\{,}
J(FG) = S F(x-1) dir.
XeGN 1
Ispat :

A:=FG olsun. V:G —— G/H kanonik epimorfi olmak lizere

Y( 2 ayx):= 2 a,¥(x) yardimiyla tanimlanan V:FG — FoH)
g
d'dniis{imﬁrfi?i F-cebir zpimorfisi oldugu ac¢iktir, {yiH ‘ 1 Sigm} H nin G
deki sol yansiniflarinin bir tam sistemi olsun.

Y(y) =vulyy) & yey;iH

dir. Buradan dolayi z= 2 ayy €FG olmak {izere
$ea
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m
V(z)= § § ayix)'\:)(yi) oldugu kolaylikla elde edilir., Uzellikle

V(z)=0 ise her l< i<m icin anitx—o ve ay =- 2 ay,X dir.

Aen - ®a H\il‘{ !

z= 2 > 1G-1) = ( 2 ay ¥y1) ( S (x-1)ea- 2 (x-1)

21 Xe st =t xen\i] LN
elde edilir. Tersine olarak

zeA > (x-1) ise WU(2)ET(A) @(x)-T(1))=0

XEHW
oldugundan Ke:‘lf =A } (x-l) =J dir. Buradan JE€ A(FG) ve A/J'E'F(G/H)
‘oldugu (4.2.8) ile agﬁct\lr. H p—sylow altgrup oldugundan p *F/Hl ve Maschke
Teoremi ile J(F(G/H))=0 oldugu elde edilerek J(A/J)=0 elde edilir.
Buradan‘ (13.23) (1) ile J:J(A), B:= z F(x-1) kiimesi carpima kapali

bir F-altuzaydir. X N -

\HL.=Pn ise (x-l)Pn=xPr.l—l=1-1=0 oldugundan B nilpotent elemanlar
tarafindan iiretilir. FG sonlu boyutlu bir F-cebir oldugundan (1.6.20) ile
Ak >0 Byleki BX=0 dir. J=FGB oldugundan JK=0 elde edilir. (1.6.14) dile

J < J(A) oldugu gdriiliir. Sonuc olarak J(FG)= gFG (x-1) dir.
1%
Eger G sonlu bir p-grup ve xEG\{ll ise her y€G ic¢in

y(x-1)=(yx-1)+(x-1) oldugundan J(FG)= ZF(x—l) elde edilir. Bu durumda
xee\t
. FG = F_ + J(FG)

~dir.

7. AYRISAMAZ MODﬁI.LER

Bu paragraftaki amacimiz yaribasit cebirlerden daha genel cebirléri
incelemektir. Wedderburun Yapi Teoreminin bir genellestirmesi ile birlikte
ayrisamaz modiillerin endomorfiler cebiri dilinde schur Lemmasi karakterize
edilecektir. Kisaca yaribasit cebirler icin sdylenenler Artinian cebirlere

adapte edilecektir.
(1.701)

ME M Artinian veya Notherian ise M ayrigamaz A-sol modiillerin sonlu
bir direkt toplami seklinde yazilir.

Ispat :

‘M=0 dise M= @ N; -oldugundan iddia dogrudur. O halde M#0 kabul
legf
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.edebiliriz. ispati M in Artinian olmasi durumunda yapalim.
me:={ Ne AD| M0 ve IN'E AW  Byleki M=N@N']

oldugundan AP  dir. 0 halde Min(\A ,C)#0 dir. NjeMin (W ,C)
olsun. Buradan Nj ayrlsamaz ve AN € A(M) 8yleki M=N; @ Nt dir. Eger N#0
ise benzer islemler N i¢in tekrarlanarak 3 N, ayrisamaz Syleki
Nl=N2(—DN2 elde edilir. N!ON2D ... kesin azalan zinciri bir yerde sifir
olmalidir. O halde 3 k >0 &yleki N0 dir.

Su halde M=N; @ N, @ ...@ Ny elde edilir.

Eger M Notherian ise 0€\é\ { NE AQD| N#M ve IN’ G/\(M) M=N ® N'}
oldugundan \A\#ﬁ dir. Buradan Mak(\' ©)#¢ duir.

Ny €Mak(\MY, ) dse INI@AQD)  Byleki M=N; @ N ve ¥ minimaldir. O_
halde N ayrigamazdir. Eger NI%C) benzer islemler ile N;=N, @ Nz, N2
ayrigamaz ve No#N; dir. O halde I\]‘1 N + N ... kesin artan bir zincir
oldugundan J4>0 &yleki Nt=M ve N;=0 dar.

Su halde M=N! + 2@ ... ® N elde edilerek iddia tamamlanmis olur.

Basit modiillerin ayrisamaz olduklari aciktir. Tersi yaribasit cebirler
tizerindeki modiiller i¢in dogrudur. Basit modiillerin schur Lemmasi ile yapilan
karakteyizasyonhna‘ benzer bir karakterizasyonla ayrisamaz modiiller icin
endomorfiler cebirini kullanarak elde edecegiz.

A bir R-cebir olsun A/J(A) R-b81lme cebiri- ise A ya lokal cebir denir.
A lokal cebir ise 1,#0 olacagi aciktir.

(1.7.2)

A bir R-cebir (A#0) ise asagidakiler denktir.
i) A lokal cebirdir.

11) A \JA) < J(A)

1i1) (A \U(A),+) kapalidir.

Ispat :
1) == i1) x ¢J(A) ise TJy€A Byleki (x+J(A)). (y+I(A)) = 1+J(A)

=(y+J(A)) (x+J(A)) dar. Bu ise l-xy, l-yx €EJ(A) oldugunu verir. (1.6.9)
dan xy=l+(xy-1), yx=1+(yx-1) € U(A) dir. Buradan x sol, sag tersinir
dolayisiyla tersinirdir. Buradan A\ U(A) < J(A) dir.

1i) = 1i1) xyy€ A\U(A) ise x,y€ J(A) ve J(A) ideal oldufundan
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xty EJ(A) ve x+y¢U(A) elde edilir. O halde x+y € ANU(A) ve (A\U(A) +)
kapalidair,

iii)==21i) x+J(A) # J(A) ise x ¢J(A) oldugundan 3 y,z . € A  Byleki
I+xy, ltyx ¢U(A) (1.6.9) dir. Fakat 1¢A\U(A) oldugundan xy,yx € U(A)
olmalidir. Buradan x tersinirdir. O halde Jz€A Oyleki xz=zx=1 ve

x + J(a) €U0

elde edilir.
(1.7.3)

NE M ve pM(N) lokal cebir ise N#0 ve N ayrisamazdir.

Ispat :

idy#0 oldugundan N#d dir. Eger N=N1(-BN2 ise Tij, T, projeksiyonlari
icin TMy+T, = idy € U(AM(N)) oldugundan (1.7.2) ye gbre TI; veya
i 2€U(4M(N)) olmalidir.. Buradan dolay:i T;=idy veya 'IT2=idN dir. Dolayisiyla
No=0 veya N;=0 elde edilir. Yani N ayrigamazdir.

(1.7.4)

1) A bir R-cebir, MEpM ve PE,M(M) olsun.

i) M Artinian ise Jng€ n* byleki her n»n, icin M=Ker( kpn)+im( \On)

.ii) M Artinian ve \Qmonomorfi ise 9 otomorfidir.

iii) M Notherian ise Jn, ¢ N* Syleki her mn; yn, icin

0 = Rer( ) () timce" '

iv) M Notherian ve (0 epimorfi ise |9 otomorfidir.

2) MgpM Artinian, Notherian ve Q€ M(M) ise

1)3 n € N* Byleki her n »n, icin M=Ker(@") @ im (@M

ii) P otomorfidir < meonomorﬁ.é:? \pendomorfidir.

i1i) 3P)Q EAM) Byleki (PP ve Y(QCQ, PlP:P —> P
otomorfi ve LplQ:Q————-> Q nilpotenttir.

Ispat :

(1) i) Her ngIN dg¢in Im( \pn)E AM) oldugundan Imp :Dim(kpa') 3 N
im{P)>... azalan zinciri ve M Artinian oldugundan 3J n, >0 Byleki
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heér n»n, icin Im (Lp'n)=im(gpno) dir. Buradan her n2n, icin
im( kpzn)=im( kpn) ve (12.9) ile \pn(im( \'on))= gﬁl(M) ‘ ~
dir. Yine (4.2.9) ile Im( (pn)+Ker (-\pn)=M elde edilir.

ii) M Artinian .ve ) monomorfi ise (1.2.8) ile \pn mohomorfi ve (i)
den M=Im( tpn°)=l'[mLp elde edilir ki buradan \p epimorfidir. \pmonomorfi
ve epimorfi oldugundan (Potomorfidir.

iii) Kenpc Ker( Lpz-) C...cCKRer({g®) ... artan zinciri ve M notherian
oldugundan Jn, € N*  Byleki her n >»n, icin Ker (’tpn)=Ker( \Ono) dir.
Ozellikle her n>n, dicin Ker( \pn) = Ker( \pzn) ve (1.2.6) ile

Rer (@)= HRer ( @), FReryg))= (™™ Rerg™))=Im(@"Kex ()
elde edilir. Fakat @‘(Ker @)=0 oldugundan her n »n, icin

0 = Ker( Lpn) Nim( @™
elde edilir.

iv) M Notherian ve (pepimorfi ise (1.2.8) ile \Pn epimorfidir.

Buradan iii) ile Ker( an)=0 ve Ker(P )=0 olacagindan (p monomorfidir.
Dolayisiyla ( otomorfidir.

2) (1) ve 4i) (1) den hemen elde edilir.
iii) (i) de P:=im( kpno), Q:=Ker(kpn°) alalim.
Y (P)=Im( kpnO-H) oldugundan (p(P)=P kPlP‘:P —— P epimorfi ve
P(® Q=M ve M Notherian olduéundaﬁ (1.3.4) ile P Notherian ve (1) den lPl_P bir
otomorfidir. Lpno(Q)= kPno(Ker( \pn"))= \Dno( \pno)'l )= Im( Lpno) N 0=0
oldugundan ( \pLQ‘)n°=0 yani LplQ nilpotenttir. :

(1.7.5)

M € M Artinian ve Notherian olsun. Bu taktirde M ayrigamazdir &\MM)
lokal cebirdir.

ispat :

"e==> " M ayrigamaz ise (1.7.4) ile kpeAgI__(M) nilpotent veya
birimdir. (1.7.2) ile AQ(M) lokal cebirdir.
w==>" (1,7.3) den aciktir.
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-(1.7.6) ( KRWLL ~REMARK —~SCHMIDT TEOREMI)
n ol

MepM ve M=2OV; =@ Wy OByleki her 1<i<n, 1<K m icin
1=4 J=q .

AM(V1), AM(W;) lokal cebirler ise n=m ve I H€s, Syleki V4 & We(1) dir.

ispat :
Ty M~ Vg, 1g:V; — M, TH:M — Wy LWy — M ilgild
i. pro_'jeksiyonlar ve injeksiyonlar olsunlar. (4.1. M ) ile TLi —I«:IV1 ve

1dyr 2 dir.

Buradan

idy =M1, =T z (¥ Ty M= i T Tyl -

elde edilir. AI;;(V ) lokal cebir oldugundan (1 7 2) yegbred 1 ¢ §< m

Gyleki ﬁli!IL«‘f.iEU(A_I:g(VI)) dir. Bunu '!T‘ilﬂ‘ (41 ile yer degistirelim.
o= Tlil olarak tanimlanirsa ®(V{)CW; oldugu aciktir. Simdi
M= Q(Vy) @@ Vi) oldugunu gésterelim. v€ ¥ (Vy)] vy 1ise 3V1€ V; Oyleki
v=U (V, } . ve vE& EVi dir. Buradan v—'n"l il(Vl), v E
i=2 i‘Z.

0 =T,(N)= “111 11 11, 071) ve T 11T111 otomorfi oldufundan v;=0 yani v=0
oldugu elde edilir. vEM keyfi olsun. Ju € V4 8yleki

t
ﬂl(V)= nl ii ﬂ‘lil(u) dir. ﬁl(v—ii nl'il(U))=0 ige W= &1 (U) ezvi yani

veav) + Evi elde edilir. Dolaylslyla M= x(Vy) @ z vy dir.

A ‘_

X (Vy) ©W; oldugundan W= &(Vy) @ ( Evi N Wl) ve (1.7.3) ile Wy
ayrigsamaz oldugundan (V{)=0 veya z MOy =0 dit
' Tr’ - =2
Ty 13 "¢ 1;  birim oldugundan O((Vl)#O zvi ﬂWl-O ve Wi= O(V]) elde
edilir. Su halde i=2
"
=W ® E V4 dir. Buradan
\"’l n
Ewi M/w Evi
9=z 1 i=2
sonucuna varilir. Min(njm) {iizerinden indiiksiyonla w=n ve J €S, Syleki

Vi = Wls(i) dir.
(1.7.7)

M €pM Artinian ve Notherian olsun. Bu taktirde My € AN 1 1 £n
ayrisamaz olmak lizere M—éMi ayrisimi izomorfi haric tektiirlidiir.
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ispat :

(1.7.1), (1.7.5) ve (1.7.6) ile hemen gdriiliir.

8. CEBIRLERIN GUOSTERIMLERI

A bir F-cebir ve 0:A
vya A nin bir F-cebir gﬁsteriﬁi denir. nE]N* dogal sayisina O gOsteriminin
derecesi denir ve d%9 ile gdsterilir. Ker8=0 ise 8 ya-gadik gdsterim denir.
G sadik gdsterim ise JA:F|< Q0 olacagi aciktir. A nin biitlin F-cebir

> M,(F) (6#0) bir F-cebir homomorfisi ise ©

gbsterimlerinin kiimesini R(A,F) ile gBsterecegiz.

85~ ER(A,F) d%=n, d%=m ve \Mpyny(F) matrisi her x € A  icin
® O (x)=VY(x)X ise O ya 0 'ile ~}'1 kenetliyor denir.
R( 8 =={& € Mpvn (F)\& .8 ile ~\f y1 kenetliyor } olsun. Buna gOlre

XER(O,N ), [FER(WVSX)  ise R(8,X) oldugu aciktir. BSylece R(A,F)

yukaridaki matris carpimi islemi ile bir kategori olusturur.

8, VER(A,F) gOsterimlerine denktir denir:&=% 6, €R(A,F)
kategorisinde denk objelerdir ve bu © SN ile gBsterilir. Acik olarak 6%y

ise JX € M,(F) 8yleki her x€ A igin 8(x)= u‘l—\y(xw(: dir. G8sterimlerin
denkligi. R(A,F) de bir denklik bagintisidir. .
0 ER(A,F) d%=n ve Mg:={ [@.mp,....,my I¢| myeF 1<ign }

ile tanimlanan Mg F-vektdr uzayidir. a€aA, Enl,mz,...,mat €& ‘Mg icin

< .. t -
a. [mp,mps...,mg] - = 8(a) [my,mpse..smy]

ile A nin Mg tiizerindeki soldan etkisi aciklanirsa MBGAM dir.

Her bir Q€R(6,y) 1icin "Ju(Eml’mZ"":mn] 5= «a. [ml,mz,...,mﬂt - ile

Mf Mg —> M. tamimlansin. Bu taktirde HA,EAQ(MQ’Ma}/) dir. O halde
F=Q?0,Fm), ‘Fp(8) :=Mg, Fy(X ):=H0( ile F:R(A,F) —> M tanimlansin. F=(F0,FM)

bir kovaryant funtordur. Bu funktorun asagidaki 8zellikleri vardir.
(1.8.1)
A bir F-cebir ve 0, GQ\‘(.A,F) olsun.
.i‘) X3 E;(G,‘\r) ve Mg “B ise Q=03 dir.

11) PEMMg,My ) ised X ER(O,yy) Oyleki Hu=9  dir.
N dir.

111) N€pM Syleki |N:F| =n<oco ise 36 €R(A,F) Byleki Mg
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iv) 8 ;Y ER(A,F), 6 ¥y o= My ¥ My dir.

v) A F-cebir, \AF‘ =n<op ise 31 @ €ER(A,F) sadik gdsterim 8yleki
d%0=n dir.

ispat :
1) . l.h=l-‘ﬁ ise her [mj,my,...,m) € Mg igin
o([tnl,mz, e ,m[at o= B [ml,mz, cee ,m.n] t ve sonu¢ olarak ( =[3 elde
edilir.

11) P € MMy ’M\Y) ise ! Mg — M\‘/ K—lineer' dSniisiimdiir, Buradan
a . t + .
BKEmen(F) Syleki \p( [mpsmpseeesmy] )=Q o [mp,mp,.c,m]” ~ ... (*)
p A-modiil homomorfisi oldugundan

t . + (% t .
(Xe(X) [ml,mz,...,mn] "=uox [ml,mz,...,mrﬂ- o '=)\p(X[m1,m2,...,mn'l

= Xa \_p( [_ml,mz,...,mn] t)'-"X.(X [ml,mz,...,m.[ﬂt

=V(x) S [my,mp,...,my ]t
ve ®O(X)=WY(x)X oldugu elde edilir. Dolayisiyla (€ R(6,V) dir.

iii) Ng M, [N:K] =N ¢eo {.u ,u,2,...,un’k N nin  F-tabani  olsun.
Buradan a€ A, u;EN icin auy = oMy e seklinde yazilabilir. Buradan
X(a):%uj] ile tanimlanan 2 A — M,(F) doniislimiiniin R-cebir
homomorfisi oldugu kolaylikla elde edilir. Buradan XER(A,F) dir.

w)
1m=§ ')“sut;"-e N ve Q(m):‘:{. 9‘]_’ 9\2’-0033\[1 ] t
i=L )

donlislimi ile Q:N Ea—— MX— bir F-lineer ddniisiimdiir.

(b GAI;;_(NJ“\X_) birebir ve O8rtem oldugu kolaylikla gOsterilir. Dolayisiyla
N 2 MX dir.

iv) ®ER(B,4/) tersinir ise llu'.l = ( ¥y y~1 oldugundan (ii) dile
Mg ¥ M‘*ﬁj 8 ay
elde edilir.

(v) (iii) den ©A T Mg ve d%= lA:Fl =n <esve Ker@=ann, (Mg)=0 elde
edilir.

G sonlu bir grup GL(n;F) = U(M,(F)) ve

-
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8: G —> GL(n,F) bir dOniisiim olsun.

6 ya G nin bir F-gisterimi denir£—> 6 bir grup homomorfisidir. n E]N*'e
6 gbsteriminin derecesi denir ve d°@ ile gdsterilir. Bir G grubunun
biitiin F-gdsterimlerinin kimesini R(G,F) ile gSsterelim. Yani R(G,F)={ 6 (@
G nin bir F- g8sterimi } dir.

d%=n d°~ =m,8,\y € R(G,F) olsun. Q€M (F) ve her g€G icin
x8(g) =V(g)a
ise O ya 6 ile "V dOniisiimlerini kenetleniyor denir.

R(O,v):={% I8 ¢ 110~ dontsimlerini kenetliyor § kimesi iizerinde
X € RMO,V), (3 ERGY,X) icin (o ER(8,X) _

doniigiimii ile =FB(G,F) bir kategori yapilar.
A=F& bir F-cebir, Y, e € R(A,F) ve €R(8,y) olsun.
To(e):=ei 6, Ty(X):=0 ile tanimlanan

T=(T,,Ty) :R(A,F) ——> R(G,F)  dinlistimlinin bir izomorf: kovaryant

funktor oldugu aciktir.
d®°6=n, d°W=m, 8,~y € R(A,F) olsun. Her x€A icin
9(x) 0
(0 ®V)(x):=
0 V(%)
doniistimii 1le © @VER(A,F) oldugu kolaylikla gisterilir.

dolg- @y)=d°@ + d%y dir. 6By gbésterimine 6 ile~y gdsterimlerinin
direkt toplami denir. 6 €R(A,F) olsun.

8 ya ayrisamaz deniré—>8;,80€R(A,F) ve 8 = 8; D8y ise
91.=0 veya 6,=0 dir. Ayrisamaz olmayan gSsterimlere ayrisabilir denir.

(1.8.2)

A bir F-cebir, 8,~y€R(A,F) ise asagidakiler dogrudur.

1) My@y TNy @ M.,

(i1) @ ayrigsamaz&—> Mg € pM ayrlsamazdlr:

iii)  J1>V2se++sV ER(A,F) ayrigamaz modiiller Syleki
8EV OV, @D ... BV, - atr.
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(iV) ’\Vl @ vz @ aew @wr =X1 ®XZ® oes (-BXS s '\Vi’ ’Xj e&(A;F)
(1< i€ r, 1<£j<s) ayrisamaz ise

r=s ve 310 €S, OByleki -~ = Xﬁ(i) dir.

3

Ispat :
(i) [)15 )2,---,)11 ]t < Mgs [p]_’ “2:---: Mm ]tGM.\‘, d°Q=n, OA\V=m
olmak iizere ’

Lp([al,ﬁz,...,a\n]t s [ uls “2’..., um ]t):=[>\l, 22,...,)\]1, (.11,“2..,“,]1

ile Q:Mg@M‘P———)v MQ@“{/ d8niisimi  bir A-modiil izomorfisi  oldugu .
kolaylikla gdsterilir. Dolayisiyla Mgy ®M‘\P= Mg @y dir.
(i1) (1.8.1) ve (1) ile aciktir.

-

(1ii) d%=n ve 6 ER(A,F) "~ ise [Mgy:F| =nwove My Aritinandir. (1.7.1)
ile 3Ni € .A(Me) ayrisamaz modiiller Byleki Mg= é—)Ni dir. Ny € A(Mg)
oldugundan Ny bir F-vekt8r uzayidir. Burad lNi.F[ < n dir. (1.8.1) ile
3 ~; CRA(A,F) &yleki N ¥ M~y; ve (i1) den Y3 ayrisamazdir. Buradan;
r
20 M ve (1) ile My = Mé-)'\}’i dir. (1.8.1) den

i=4

=t
o = lde edilir.
@ixyi elde e ir
(iv) 91, VY €R(A,F) (1€i<r , 1€<j<s) ayrigsamaz gdsterimle Syleki
.
® o; = @w olsun. (i) ve (1.8.1) ile (+) Mgy - @y, elde eailir.
= d= &
(1.7.7) ile r=s ve I §E€Sp byleki Mg = m&i) ve (1.8.1) ile-
05 =¥ §i)  elde edilir.

(1.8.3) A F-cebir ©ER(A,F) ise asagidaki kosullar denktir.

'\Vl (x) 0
(1) 3 V1,V ER(AF) ve Y(x) = Syleki

* Vo (%)
0 ¥y dar.
(i1) 3 X €R(A,F), d°X < d9 O #0 8yleki O€R(O,X) dir.

(111) Mg € aAM basit degil.

Ispat :

L= (1) X:=np = [1:0] €Mpenry N 0]
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alinarak elde edilir.

(11)=> (iii) K#0 ise Mg ——> M, sifir olmayan bir
homomorfidir. EBer Mg basit ise d%= [Me:FI< [M*:Flad"x_ ve d% < d%
celigkisi elde edilir. O halde My basit degildir. '

(111)==>(i) Mg -basit olmasin. Buradan J N E/\(Me)\{ o,Me}

olacak bigcimde vardar, {ur+l sUryosece ,unS N nin bir F-tabani ve
{“1 sUD s es UpsUpyyseselly 3 MG nin bir F-tabani olsun.

x €A, ful,uz,...,un'f: € Mg olsun.
x. [u3,ugseeesup] t = X(x) [ul,uz,. eesuy ] t
ile tanimlanan X:A ——> M, (F) doniiglimi ¢ 484) (dii) dile bir F-cebir

homomorfisi ve Mg = M,  dir. Buradan X€R(A,F) dir. Fakat NE€/My)
oldugundan 1€ i€ r<j<n igin o(ji=‘o dir. Dolayisiyla

-

(%)= formundadir.
* ey (x)
(1.8.3) un kosullarinin en az birini gerceklemeyen © € R(A,F)

gosterimine indirgenemez (basit) g&sterim denir.-
(1.8.4)

N €pM olsun.

N basit ise N ayrigamaz ve J(A) ann(yN) duir.

Tersi A nin sol(sag) artinian olmasi durumunda dogrudur.

Ispat ¢

N basit ise N nin ayrigamaz oldugu aciktir. (1.6.4) ile
J(A)NCrad(yN)=0 dir. Buradan J(A)Cann(nN) elde edilir.

‘Tersine A sol(sag) Artinian cebir, J(A)C ann(pN) ve N ayrigsamaz
olsun. (1.3.40) ile NEA/J(A)M dir. (1.6.3) ve (l.b.4 ) ile
NEA/J(A)ﬁ_ yaribasit modiildiir. (1.3.14) ile N basit A/q(p) - modiil ve(l.4.
ile N basit A-modiildiir.

(1.8.4) A yaribasit F-cebir, 6 €R(A,F) olsun.

0 ayrisamazdiré— 6 indirgenemezdir.

.
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ispat :

(1.8.3) dile acaktir.
(1.8.5)

A sol Artinian bir F-cebir olsun.

(i) A nin indirgenemez gBsterimlerinin ayrik siniflarinin sayis:

A/J(A) yaribasit cebirinin basit cebirlere parcalanisinin sayisidir.

(1i) F cebirsel kapali lA:Fi(oo ise A nin denk olmayan indirgenemez
gisterimlerinin sayisinin ZAs .2 ) dir.
1538 ‘

Ispat :

-

(1) (1.8.4) ile basit A—modullerln sinifi ile basit A/J( A) moduller1n~
siniflari arasinda birebir bir tekabul kurulur. (1.5.5) ile A/J(A) 'T‘Ai
i=l
A;  basit A/J(A) -modiil, olarak‘ yazilabilir. (l.4.4) ile her basit A/J(A)~
modiil A/J(A’) nin bir minimal sol idealine izomorfdir. (1.4.41) dile 1
l4<icr Byleki A; nin minimal sol ideallerine izomorftur. (1.443) ile A; deki

biitin minimal sol idealler izomorf oldugundan ~-basit modlillerin

A/
J(A)
izomorf olmayanlarinin sayisi en fazla r tanedir.

(11) A sonlu boyutlu bir F-cebir ve F cebirsel kapali bir (1.5.7) ile
L

IZ(A/J(A)) —] ve A/J(A) ¥ ‘4—‘ Mn (F) olarak elde edilmis idi. Buradan
(i) ile A nin denk olmayan indlrgenemez gOsterimlerinin sayisi lZ(A/J(A)) F[
olarak elde edilir.



BOLOM II

1. ARTINIAN CEBIRLER ZERINDEKI PROJEKTIF MODULLER

Artinian cebirler {izerindeki ayrisamaz modiiller cebirinin yapisini
tanimada &nemli rol oynar. Onlar regiiler sol modiiliin direk terimleridir.
Bunun i¢in Artinial cebirler {izerindeki projektif modiillerin yapisini

incelemek zorunludur.
PE M modiliine projektif modiil deniric—=>"3 M€ N serbest  Syleki
M=N®N' ve NE P

(2.1.1)

N,M,3PSM olsun. Bu taktirde asagidakiler birbirine denktir.
(1) P projektif modiildiir.
(11) 6 € M(N,M) epimorfi ise her \peAg(P,M) icin HYG AM(P,N)  Oyleki
=8y
dir. Diger bir ifade ile;
BV ) =0\ yardimiyla tanimlanan
B: \M(P,N) ——> AM(P,M) dbniigiimii bir R-epimorfidir.

(111) N €y ve 0:N —— P A-modiil epimorfisi ise

3QE Y Byleki Q ¥ P ve N=Rer8® Q

dir.

Ispat :

(1)==X(ii) P projektif modiil ise J FE M serbest Syleki F P'ye izomorf
olan bir direkt terim icerir. Bu sebeple P'yi F nin direkt terimi olarak
kabul etmemiz genellifi bozmaz. O halde 3Q E/\(F) 8yleki F=P @ Q dar.
T[P: F —— P projeksiyon olsun. X F nin bir A tabani olsun. 6 8rten

oldugundan her x€X icin e-lkpnp(,g“#;z dir. Secme aksiyomuyla

-
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8% (x) = PTH(x)
placak big¢imde X:X —= N bir dbniistim vardir., X F nin bir A-bazi
oldugundan X X den F ye asagidaki gibi genisletilebilir. a= Eax.x

(sonlu toplam {izerinden) XEX
X(a)i= > ayX(x)
x€X -
yardimiyla 3 :F — N A-modiil homomorfisi oldugu agiktir. 86X = \pj‘[p

ve ~Y:= -7—(.J,P olarak gdzdniine alindiginda 6= elde edilir.

(ii)—> (iii) 6:N —— P bir A-modiil epimorfisi olsun. (ii) den
H‘X:P—ﬁ N A-modil homomorfisi Syleki 62X =1, . dir. (1.2.8) den
N=Kerd @ ImX  dir. Q:=Im¥ tanimlamirsa Q = N/Kereg imO=P elde edilerek
ispat tamamlanir.

(111)=> (1) (1.2.12) den JF € M serbest Syleki 6:F — P bir
A~modiil epimorfisidir. (iii) den IM' EA(F) OByleki M' @ KRerf=F dir.
Buradan M'¥ F/yg..p 2 P elde edilir. Tanimdan P projektif bir modiildiir.

(2.1.2)

A bir R-cebir olsun.

(a) M EpM serbest ise M projektiftir.

(b) Projektif modiillerin direkt toplamida projektiftir.
(¢) Bir projektif modiiliin direkt terimide projektiftir.

(d) A sol yaribasit &<=pHer M €pM icin M projektiftir.

Ispat :
(a) Tanimdan agik.

(b) {.Mi 116 I} projektif modiillerin bir ailesi olsun. M:= @I My
i€
N',N" gaM ve 8€ AQ(N;N") epimorfi olsun. Y EAMM,N")  keyfi verilsin. Her
k €1 icin My lar projektif oldugundan (2.1.1) (ii) ile Pip=6 Xy olacak
bicimde  Xy:M, —> N' A-modiil homomorfileri vardir. Buradand X :M — N
Syleki ~ Xy=dy dar. (Bk.z[ 1) Sonuc olarak (OX) Lp=6%, = @iy

oldugundan 68X = elde edilir. Buradan (2.1.1) (ii) den M projektiftir.

(c) P projektif P=P' @ P" ve 6€ M(N,M) epimorfi olsun. \p:P'——>N
keyfi bir A-modiil homomorfisi ise P projektif oldugundan JX :P — N Oyleki

G'X = LPHP'

*
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dir. X:=X7J{ v ile tanimlanan :P' ——> N A-modiil homomorfisi 6X={
kosulunu gerge}zler. Buradan (2.1.1) den P' projektiftir.

(d) =—=

A sol yaribasit olsun. M €M keyfi verilsin. Buradan (l.4.4) ile M
yaribasittir. Dolayisiyla 3N; € A(A) minimal Syleki M g%Ni dir. {lAk A
nin bir A-tabani oldugundan serbesttir. (a) ile °A projektiftir. (c) ile her
i€ I icin Nj projektiftig. (b) ile M nin projektif oldugu elde edilir.

=

N ¢ /{(A) keyfi verilsin. 7J:A > OA/N bir ka%onik epimorfidir.
Hipotezden O©A/N projektif oldufundan (2.1.1) ile J N'€ A(A) &yleki
A=KerV@ N' dir. Ker U=N oldufundan N direkt terimdir. Buradan [\ (A) -
komplimentlenebilirdir. (1.3.15) ile ©A yaribasittir.

Simdi P,Q € AM olmak {izere Ag(P,Q) ile

AM(P/ ,Q/ )
A s Y 3@
arasindaki iliskiyi arastiralim,

A sol Artinian P,Q projektif modiil oldugu zaman aralarindaki iliski c¢ok
yakindir. Mg M ise

M/J (A)ME-AI,Q ﬂlg}%(A) oldugundan 'AM._(P/J(A)p,Q/J (A)Q) =A/J(A)_M_(P/am9,Q/-MmQ )

oldugu aciktir.
A bir R-cebir, I € A(A) ve PEM olsun.
Fo(P):=P/1p » ve QPEM(P,Q) icin Fy(y):=0
P(IP) = 1Y (P)CIQ oldugundan q;(p+11>):=gp('e)+lq

ile tanimlanan dBniistim acik olarak A/I-modlil homomorfisidir. Bu doniigiimler

ile
F= (FosFy): pM —> M
kategorileri arasinda bir kovaryant funktor oldugu gdriiliir. Daha fazla olarak
Up:P —> P/1p kanonik projeksiyonlar ise
‘\JQ:Q — Q/IQ 'UQ\P=FM((P)'\JP:)

dir. Diger deyisle asagidaki diyagram komutatiftir.
IP
Y “Fu(p)= 19

Q —,U—Q'* Q/1Q
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(2.1.3)

Veriler (2.1.2) deki gibi olmak iizere

olacak bicimde €: pM(P,Q) ———> A/II_—'.I(P/IP’Q/IQ) doniistimli vardir. 6 yi1
0(P,Q) 1ile gbsterecek olursak asagidaki Szellikler gerceklenir.

(1) Qe A¥PEQ 5, ~yepMN,P)  ise
8N, Q) (goy) = 8(F,Q) (PIB(N,P) (V)

dir.

(1i) e(p,P): Ali(P) > A/I E(P/IEL‘) R-cebir homomorfisidir.

(iii) P projektif 6(P,Q) R-modiil epimorfisidir.

Ispat

OL\{?)} P ile tanimlansin. T e A g(P/IP,Q/IQ) oldugu aciktir. (1)
ve (i1) bu ddniisiimle kolaylikla elde edilir.

]

(iii) \P* EA/I-Q(P/IP’Q/IQ) keyfi verilsin. P projektif ve
'UQ:Q —_— Q/IQ kanonik epimorfi oldugundan (2.1.1) (ii) ile
. " o
1 VP —= Q Byleki Y= VU,
dir. Buradan 6(P,Q) (\p)= 6 elde edilerek ispat tamamlanir.

(2.1.4)

A sol Artinian R-cebir,P,Q €pM projektif olsun.

(1) AQ(P)/J&&@)/) Y Al3a) M(P/3(a)p) (R-cebir olarak)

(11) B ¥ Q€=2/y (AP~ Q/3/a)q
(ii1) PEA(A) direk terim olsun.

P ayrisamazdir ¢€=>P/J (A)PGA/J (A)‘M‘—‘ basittir.

Ispat :
Notasyon kisaligi icin J=J(A) 3A=A/J, P=P/;p

olarak alinirsa (2.1.3) ile 8=6(P,P):pM(P) —> M (P) bir R-cebir
epimorfisidir.
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\p €KRer8 olsun. Buradan 9(9)=0 yani Up P=0 dir. Dolayisiyla
0] (P)CKer'Up=JP dir. A Artinian oldugundan Jk > 0 &yleki Jk=0 dir.
Buradan (pk=0 elde edilerek {§ nin nilpotent oldufu gBdsterilir. (1.6.11)
ile Ker® CJ(yM(P)) elde edilir. Difer yandan X yaribasit oldugundan P
yarbasit A-modiildiir. Problem ( ) ile J(zM(P))=0 dir.

Buradan J(Aa(P)/KerB )=0 ve (1.3.24) ile J(pM (P))CKere sonucuna varilarak
J(pM(P))=Ker® oldugu elde edilir.
Dolayisiyla  sM(P) /J(ﬁg(P) )"\—') M(P)
elde edilir.
(1i) A sol Artinian cebir, P,Q £pM projektif modiil olsun.
= \PE M(P,Q) izomorfi ise © nin funktorial bzelliginden G(kp'l)-e(kp)"l
Szenidllolin olup G(Lp ) € p\M(P,Q) izomorfidir.

&—=: Tersine olarak ¥:P ——> Q bir A-izomorfi verilsin. P,Q
projektif oldufundan (2.1.3) (ii) ile 3 tp,yr Syleki 0=8(P,Q3(p)=X ve
8(P,Q) (V) =2l dir.

9(""@) = l'p ve G(Lp'\{/) =

olduklari aciktir. Buradan (i) ile LP’\P‘-lQ ET(pM(Q) ve y/gp—lpe J(pM(P)) elde

edilir. (1.6.9) ile  PEUMQ)) ve  ~yPp EV(AMQ)) elde  edilir.
Buradan (1.2.5) ile lp nin epimorfi ve monomorfi oldugu elde edilirek ispat

tamamlanir.

(1i1) ?GI\%A) direkt terim olsun. (1.3.6) dile P Artinian ve

Noetheriandir. (1.7.5) ile P ayrisamazdir&=> \M(P) lokal cebirdire=>
AM(?),mbolme cebiridir <—==7P basittir. (Burada i ya]vtlbasit cebir ve Schur

lemmasy kullanildi).
OA in ayrisamaz direkt terimlerine esas ayrlsamaé s0l A-modiiller denir.

(2.1.5)

A sol Artinian bir R-cebir ]-\(OA) A nin esas ayrigsamaz A~modiillerinin
ve ]S(A},g) ilede basit A_modiillerin izomorfi siniflarini gOsterelim. Bu
taktirde A(OA) A () (kiime anlaminda) dir.

Ispat @

H(P):=P ile tanimlanan H: ]\:("A) — ]\- (M) donlisiimiiniin  birebir wve

Brten oldugunu gdsterelim.
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A sol Artinian oldugundan ©A, Artinian ve Noetheriandir.
(1.3.6), (1.7.1) ile 3Pi (1€ i< n) esas ayrigsamaz modiiller &yleki
n - B

OA = @Pi seklinde yazilir. Dolayisiyla P '-—!@Fi elde edilir.

- Ne A@D) ise (1.4.4), (1.4.11) ile J1< ign Byleki N = P; elde
edilir. Buradan H(P;)=N elde edilir. Dolayisiyla H Srten ve (2.1.4) (ii) ile
H birebirdir.

(2.1.6) (Yapi Teoremi)

A sol Artinian bir R-cebir olsun. Bu taktirde her P € M projektif modiil
be
esas ayrigamaz A—modiilleriﬁ‘;direkt toplamina izomorftur. Bu izomorfi direkt

térimlerin izomorfisi haric olmak iizere tek tiirliidiir.

Ispat :

P projektif olsun. X yaribasit oldugundan ?=P/J‘(A)P €xM yaribasittir.

Buradan

IN;(1eI) Ny 6 AP) basit Byleki

? ='®Ni
€T
dir. (2.1.5) ile her i €I icin JP; €M esas ayrigamaz OSyleki N; ¥ P, dir.

Buradan P g'@-fi ve sonu¢ olarak P = @i elde edilir.
1€ X i€l :

(2.1.4) ile P g@lPi elde edilérek iddianin birinci kismi tamamlanmis olur.
§

Eger @Pi =@ Q5 Pis Q (i€1, jEJ) esas ayrisamaz modiiller ise

i€t Jeg ,
@F; =@®Q; . ve (2.1.4) ile Qi, Py (L1 €I, JEI)
€T b odeg ]

basit A-modiillerdir. (1.3.21) ile 8: I —— J- birebir ve O&rten Oyleki
P 66(1) dir. (2.1.4) ile Pi gAQﬁ(i) elde edilerek ispat tamamlanir.
Agagidaki sonuclari hemen elde edebiliriz.

(2.1.7)

A sol Artinian bir R-cebir olsun.

(1) P €M ayrisamaz, projektif ise P bir esas ayrisamaz A-modiile
izomorftur. Ozellikle ayrisamaz projektif modiiller devirlidir.

(i) P ayrlsamaz)projektif A-modiil ve NE A(P)\{P} ise NCJ(A)P dir.
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Ispat :

¢
(1) (2.1.6) ile 3JP'€ A(A) esas ayrigamaz modiil Syleki
PP veP &P

iir. P' basit oldugundan devirlidir. Buradan 'f',devirlidiri. 3% €PF Gyleki
=<X > dir. Dolayisiyla P=J(A)P+<x> ve (1.6.7) ile P=<x> olarak elde edilir.

(11) NELI(A)P ise N+I(A)P/J(A)P € A(P/J(A)P)\\oﬁ ve P/J(A)P basit
‘1dugundan

N+J(A)P/J(A)P = P/J(A)P ve N+J(A)P=P

1de edilir. (1.6.7) ile N=P celiskisi elde edilecefinden N J(A)P olmak
orundadir.
A bir R~cebir olsun.

e €R de idempotenttir : &~ el=e
e idempotentine pirimitifdir denimg&==f € A idempotenti O0#fte ef=fe=f

lacak bigimde yoktur.
(2.1.8)

4
A bir R-cebir, PE A(A) olsun.
(1) e€A idempotent ve P=A& olsun.

P= 1(%5. Q4 ise dJe; €A (I<ig<m) Oyleki Q;€ /\l(ﬂ)

eiej= 5ijei , eje~eey=ey Ve Qf"AQi
ir,
(i1) P direkt faktSrdiir&=>J]e € A idempotent Syleki P=Ae dir.

(ii1) P ayrisamaz&=De=fi+f, , f:f:= O4.f 1€1,3j<2 ise £f1=0 veya
172 itj ijti 1
=0 dir.

ispat :
wm
(1) P=Ae =@ Q; olsun. Dolayisiyla Jej€Q; (1€i<m) Byleki
v
= ey dir. x€Qy ise X€EP ve Ix' € A Syleki x=x"e
lacagglhg‘ldan x=xe dir. Bunun sonucu olarak her 1 <i<m icin ey = eey ve

“Xe= -} xey elde edilerek
t=1 m il
x~xei=§ xes€ Q1 (E Q) =0
d=4 - ";'5
-nucu ile x=xe?é Aej; neticesine varilir. Buradan,
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Q;C Ag T AQicQ‘olduéundan Qi=Ae; dir. Yukaridaki x yerine e; alinarak her
1<€1,j€ m (i#j) igin ’

eiej=0 ve ei=e_.%

oldugu gdriilir. Sonuc olarak her 1< 1i,j<m icin
eiej= 6ijei Ve Qi=Aei

elde edilir.

(11)
== P ayrisamaz olsun. Efer e pirimitif degil ise O#e#f, ef=fe=f
olacak gekilde ©bir f idempotent elemani vardir. eji=e-f, e,z=f 1ile
tanimlanirsa e}fei AeyCP (i=1,2) ve P=Ae1@Ae2,Aei#0 (i=1,2) elde edilir.
&= e=ejtey, ejey= 6ijei (i=1,2) ise e,;=0 veya e9=0 olsun. Eer P
ayrigabilir ise P;#0 (i=1,2) olmak iizere P=P; @ P, dir. (i) ileJ e; € Py
Gyleki e=e;te, ejey= Gijei ve Pj=Ae; dir. Hipotezden e;=0 veya ey=0 dir.
Buradan P;=0 veya P»=0 dir. Bu ise P;#0 (i=1,2) olmasi ile celigir. O halde

(ii1i) deki ifadeler birbirine denktir.

(2.1.9)

A bir R-cebir olsun.
L
(i) P€ A(A) direkt faktdr ve MEA’M_ olsun. Bu taktirde
e aul | wen ]

dir.
(ii) e,fE A idempotentler olsun. Bu taktirde

It

AM(AE,AR) ¥ eAf (R-modil) ve gM(Re)2ede (R.cebiv)dy Bzellikle A sol (sap)
Artinian R-cebir ise eAe de sol(sd}) Artinian  R__ cebirdir,

Ispat :

(1) u€M icin H,;(a)=au yardimiyla tanimlanan AptA ——> M bir A-

modiil homomorfisidir. Buradan
{agdr ! ven | cmew

oldugu aciktair. Tersine‘“olarak‘?' éAg(P,M) ise (2_.1.8) (1i) dile P=Ae olacak
bicimde bir ‘e idempotent elemani vardir. Buradan 1{)=>~ e)lP z oldugu
kolaylikla elde edilir. Somuc olarak sM(P,M)={ Ae| ue M |

elde edilir. - .
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(11), (1) ile pM(Ae,Af)={ 2, ¢|ae laeA} oldugu aciktir. Ancak
A flAe =Ag.plAe oldugundan
(e a8) ={ Agzelaelaea ]
:lde edilir. Q€A & icinm
W(eaf) =D ¢lhe

rardimiyla tanimlanan ~Y:eAf ——  jM(Ae,Af) dOniislimli istenen Ozellifi
rercekler. §Simdi A sol Artinian oldugunda eAe nin sol Artinian oldugunu
:sterelim.

N €/<(eAe) ise AI‘I,,,,E.J{(A) oldugu agiktir. e € eAe R-cebirinin birim

=lemani oldugundan

eN=Ne=N dir. _
(AN)=eAeNCN ve N=eNC-eAN oldugundan N=eAN dir. Buradan her N € A(eAe)
-¢in

\V.V (N) = AN Q ;
‘le Vi N(eAe) ——  N\(A) dbniisiimiiniin birebir oldugu aciktir. Bu ise

*Ae nin artinian oldugunu verir. Asagidaki sonuglari verebiliriz.

(2.1.10)

A bir R-cebir, P=Ae direkt terim ve M E pM olsun. Bu taktirde
:gagidakiler denktir.

(1) pM(P,M)#0

(i1) PM#0

(iii) eM#0

-

Ispat :

(2.1.9) dan agaktir.

(2.1.11)

A sol Artinian R-cebir, e,f€ A pirimitif idempotentler P=Ae, Q=Af, P%’({
se a asagidakiler denktir.

(1) sAM(P,Q)#0
(1i) PJI(A)Q#0

(iii) eJ(A)f#0
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Ispat :
AV
PJ(A)Q=AeJ(A)Af=AeJ(A)f oldugundan (ii) dile (diii) denktir. P#Q ise
M’ B
(2.1.4) ile: P/J(A)J’Q/J(;A)Q e A’M basit ve P/J(A)P 4/‘ Q/J(A)Q dir.

0# P € AM(P,Q) 1ise PE A/J(A)I:___i(%;i](A)P,Q/J(A)Q)olduéundan (1813) ile@=0
dir. Buradan Q(P) C J(A)Q elde edilir. O#Imyp =Plpte) CPIMQ = = dir.
Tersine olarak 0#eJ(A)fCeAf ise (2.1.10) ile pM(P,Q)#0 olacagindan (iii)
ile (1) nin denk olduklari elde edilerek ispat tamamlanir.

Dikkat edilirse Artinian cebirler {izerinde Wedderburn Yapi Teoremi
tasinamiyor. Clinki 8yle P,Q ayrisamaz modiilleri bulunabilir ki P # Q oldugu
halde zM(P,Q) #0 olabiliyor.

A sol Artinian R-cebir, €1s€e95+.+5eCA pirimitif idempotentler &yleki
Pi=Aey (i=1,2,...,n) dizomorf olmayan esés ayrisamaz A-modiillerin bir tam~
sistemi olsun. Bu taktirde A nin bir yonlii quiveri T(A)=(V,E) ikilisidir.
Burada
v={ €15€9340. ,en} kenarlarin kiimesi ve
E = {_(ei,ej) | e1J(A) e;#0 }kﬁsel'erin kiilmesi olarak aliniyor.

E(A)=(VI,E1), 7[(A)=(V3,Ep) A mnin iki quiveri olsun. ,fl (A) ile 2[-2(A)
quiverlerine denktir denir = §:V;—— V, birebir, Srten 8ylek?
(ei,ej)e E; ise ( §(ey), ﬁ(ej))e Ey dzir. :rl_(A), :E(A) quiverleri denk ise
1.}I(A)=:r2(A) yazilir.

(2.1.12)

'[‘_(A) kenarlarin kiimesindeki pirimitif didempotentlerin seciminden
bagimsizdir. Daha fazla olarak A,B R-cebirler A¥ B ise '.Jt—(A)=1RB) dir.

Ispat :
e,ei,if,i:"i pirimitif idempotentler Syleki
Ae ¥ Ae' , Af T Af'

olsun. Bu taktirde eJ(A)ff0 <= e'J(A)E'#0 dir. Gercekten Af * Af' ise
J(A)E ¥ J(A)E' dir. Buradan  yM(Ae,J(A)E)ZpM(Ae',J(A)f') elde edilerek
(2.1.10) ile  @J(A)f # 0&=> e'J(A)E' # 0
oldugu elde edilir. Bu sonu¢ bizi iddianin dogruluguna gdtiiriir.

A yaribasit cebir ise acik olarak F(A)=(V;@#) dir. Bunun terside
dogrudur. Kenarlarin kiimesi tek elemanls -ise A/J(A) basit cebirdir. Eger
A cebiri komutatif ise k8selerin \é&m%si ﬁ@jj.ﬂjil bastt  formundadir,
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Artinian Cebirlerin Yapisi

A bir R-cebir olsun. A ya Asil cebir denir:=—> A/ J(A) basit cebirdir.

(2.1.13)

A bir sol Artinian Asil cebir ise biitiin esas ayrisamaz A-modiiller
izomorftur. Daha fazla olarak 3! n > 0,8:lokal cebiri (izomorfi haric tek
tiirld) Syleki A ¥ M (B) duir.

Ispat :

A sol Artinian Asal cebir ise A/J(A) basit, ve yaribasit cebirdir.
(4 4-13) ile biitiin basit A/j(py-modiiller izomorftur. (2.1.5) ile biitiin esas
ayrigamaz modiiller izomorftur. Sonuc olarak J P esas ayrisamaz A-modiil
Syleki °A =@ nP dir. (1.5.2) ile
B:= pM(P) olmak lizere Op = Mn(B_) dir. A Artinian ve Noetherian oldugundan
(1.25 ) ile B lokal cebirdir. (2.1.8) ile Je € A pirimitif idempotent Syleki
P=Ae dir. (2.1.9) ile AM(Ae)  Artiniandir. C lokal cebir olmak izere
Mp(C)=A" ¥ A ise ‘problem(6)ile A’ ﬁé}Aeii ve C= %¢§%¥ AM(A" €49)  dir.
A' £ esas ayrisamaz A'-modiil dir. Krull-Schmid Teoremi ile m=n ve C¥B elde
edilir. |

Bu teoremin terside dogrudur. Bunu J(M,(B))=M_ (J(B)) olmasi ile hemen
elde. edebiliriz. Genel olarak Artinian cebirlerin Asil cebir olmalari
gerekmez. Artinian cebirlerin quiverlerin geometrik yapilari cebirler

hakkinda bize fikir verirler.
,,l’1= (Vl ’El) ,~ T2=(V2,E2) > Vlﬂ V2=¢ ise

ryfy = (V1 V2, Ej () Ep) quiverine I'y ve [, quiverinin ayrik birlesimi

denir.
I=(V,E), v=V; |J V; quiveri verilmis ise

T=(V{,E N (VyxV)) 3! (V9,E (1(V9xVy)) quiverlerinin ayrik birlesimleri
biciminde yazilir. Bu durumda bir kenari Vj de diger kenari Vz'de olan bir
kbse yoktur. Bir F quiveri bos olmayan 1iki ~quiverin ayrik birlegimi
biciminde yazilamiyorsa quivere baélantlallz quiver denir. Bu quiverin tiim
kbgelerinin kenarlar ile birbirine bagli oldugunu sdyler.

Bununla birlikte asagidaki teoremlerle her quiveri denklik haric olmak

izere baglantisiz quiverlerin ayrik birlesimleri olarak tektilirli yazacagiz.
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(2.1.14)

A=B+C Artinian cebir ise fa)= [ (B) ) [(c)

dir.

-

Ispat :
r(B)=(V1,E1)’ r(c)'_‘(Vz’EZ) V]_= {_el,ez,...,ens

Vy = ifl,fz,...,fmg olsun. Burada ej;ej,...,e, Ve f15£95.0.,f, sirasiyla
B ve C nin pirimitif idempotentlerin bir tam sistemi olsun. Buradan ei,fj

(1€i<n, 1<Lj€m) A da pirimitif idempotentlerdir. Daha fazla olarak
Aej=Be;, Af;=Bf, (1€i€n) , 1£i<m)
ayrigamaz A-modiillerdir. 1 ng, mj >0 dogal sayilari 8yleki

OB'@(@niBei) ve OC"@(@ma' Cf)

=
dir. Buradan °A=°B @ C = @ @ njhey) @(—B (®m§ Af3)
elde edilir. Krull-Schmidt Teoremi ile her ‘esas ayrigamaz A-modiil icin 3|
I<ign, KKm Byleki P = Aei veya P = Afj dir. (1.6.12) ile J(A)=J(B)+J(C)
oldugundan her (1,3) igino:eiJ(A)fg=fa‘ﬂ(A)e'd1r. Daha fazla olarak

e{J(A)ep#0&=> eI (B)ey#0
£33 (A) g &= £33 (C)F 40
dir. Buradan [(A)=(V; ) V2,E; UE9) = r(B)U ()

elde edilir.

(2.1.15)

A bir sol Artinian cebir, fa)= Fl ) rz ise 3 B,C R-cebirleri
Syleki T®)=1T;, To)= r2 olmak tizere T1(A)= [ (B) 0] () ve =B+C
dir. |

ispat :

Yl = (\/1,1‘31), r2=(V2,E2) olmak {izere
Y(A)=(V1 U Vo9,E; UE2) olsun. Buradan

OA=( G—) P;) @ ( @ Q; ) A nin esas ayrisamaz modiillerden olusan bir
pargalanlsl olsun. Her Her ef€ Vi ve ve f€Vy icin 3 1<€ig n, 1< j€&m
Byleki ~
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" i
Ae ¥ Py ve Af ¥ Qq dir. B:=@P;, C:=[@Q
1 ded

ile tanimlansin. Buradan EjCV;xVy, E;CVyxV,) olduundan (2.1.11) ile her
I i< n, 1< j< m i¢in ’

AM(P1,Q4) "*Al;i(Qj »P4)=0

dir. Sonuc¢ olarak A};L_(B,C)=AI_'I=(C,B)=0 oldugundan B ve C A nin idealleridir.
Buradan A=BC dir.

e €V, ise Ae=Be ayrisamaz B-modiildiir. e' €V; ve e'#e ise Be ¥ Be'
oldugu aciktir. Buradan V; in elemanlari B i¢in pirimitif idempotentlerin bir
tam sistemidir. Benzer sekilde V5 nin C ig¢in pirimitif idempotentlerin bir
tam sistemi oldugu gsterilir. Buradan T(B)= Vl ve r(C)=T1 elde
edilerek ispat tamamlanir.

A # 0 bir sol Artinian cebir olsun.

A bir Blokdur :&> [(A) baglanti|li quiver.

(2.1.16)

A sol Artinian bir R-cebir olsun. Bu taktirde agagidakiler dogrudur.
(i) A Bloklarain carpimi olarak birtek sekilde yazailir.

(ii) Her blok ayrisamaz bir cebirdir.

Ispat :

i I (A) quiverini baglantl‘i quiverlerin ayrik birlesimi olarak
V)= Yl g Vz SICERNC) Ty ygzallm. (2.1.15) ile B; sol Artinian cebirler
S8yleki ]-(Bi)= T i ve A=i=-i-1 B; dar. " r(Bi)= {-i baélantl.ll. quiverler
oldugundan By cebirleri Bloktur.

(ii) (2.1.15) ile Bloklarin cebir olarak ayrisamaz olduklari agiktir.

A bir R-cebir olsun.

A ya indirgenmistir denir:&> A/ JCA) sonlu tane bSlme cebirinin direkt
toplamidir. Bu bbliimde verilem bir sol Artinian R-cebir A di¢in A ile
tektlirliik belirli bir B temel cebirinin varligini gdsterelim. Bu bSliimde A
daima sol Artinian bir R~cebiri gdsterilecektir. |

(2.1.17)

P1,Py,...,P, ‘esas ayrisamaz A-modiiller ve

PO, ~.
1=



bo

slsun. Bu taktirde;
AM(P) indirgenmis cebirdir <= Her 1< ij4n (i#j icin Pi'¥Pj dir.

Ispat :

P projektif olduundan (2.1.4) ile

n
&~ - .
APA )T AgE/3a)2)= ¥ (D Pi/sarpy )
dir. Yine (2.1.4) ile Pj/J(A)P; basit A/J(A)—modiildiir. Buradan Ag/J‘AM(P))
btlme cebirlerinin direkt toplamidar.
her 1<1i,j<n (i#j) icin _ dgin Pi/J(:AsiPi ¥ Pj/J(A)Pj dar (2.1.4)
ile her. 1 <i,j¢n (i#j) icin Pi'aé‘Pj dir.

(2.1.18) -

A bir R-cebir, PEA‘(A) direkt terim olsun. P; ayrisamaz A-modiiller

n
ve P=(@® P; ise agafidakiler denktir.
i=4 ' '

(1) P;ycayp sadik Ajjyay-modiildir.
(ii) PA=A
(iii) Her esas ayrigamaz A-modiil bir veya birden cok Pj ye izomorftur,

Ispat :
(ii) kosulu A/J(A) (P+J(A)/J(A)) = A/7(A) ile denk oldugu " aciktir.

(111) kosulu ile her basit A;jp)-modiil M igin d1 ¢ 1€ n  Byleki
ME Pi/J(A)Pi kosulu ile denktir.

0 halde dispati J(A)=0 yani A nin yaribasit olmasi durumunda
yapabiliriz.

(1) == (i1)

OA = PA@® Q olsun. Q#0 ise ©A Artinian olduundan IN € A(Q)\-{ O-Q
byleki NP=0 ve\ N minimaldir. Buradan NCannp(P)=0 elde edilirki bu ise N
nin minimal olmasi ile celisir. O halde Q=0 ve A=PA elde edilir.

(11) =~ (dii) .

PA=A ve M €pM ayrisamaz olsun. °A yaribasit oldugundan (4.3.5) ile BNE[\(?\')

minimal Syleki MEN dir. Buradan NE A (PA) minimaldir. ‘

P=Ae, Pjy=Aej, e=ejtept...te,, ejeq= Gijei (11,5 €n)

olacak bicimde vardir.



(PA)N0 oldugundan Szellikle eN#0 dir. Buradan 4 1<€ig< n 8yleki e NAD
>lup PyN#0 dir. Py, N minimal P4;N#0 oldugundan (1.4.10) dan Pi ¥ N dir.
3uradan 31< i<n icin M 2 Py elde edilir.

(iid) s=> (i1)

OA=PA@ Q olsun. Q#0 ise 3_N e \NQ \{ 0} Syleki N minimaldir. (iii)
den . 31<1i<n 8yleki N¥P; dir. (4.440) dile PyN£0 olup PNAO elde
edilir. Bu ise PAﬂ(_)=0 olmasi ile ¢elisir. O halde Q=0 yani PA=A dar.

(i1)==> (1)
ag€ annp(P) olsun. O halde aP=0 ve aPA=0 dir. Buradan aA=0 olup 1€ A
oldugundan a=0 elde edilir. Bu sonugla P sadik bir A-modiildir.

(2.1.19)

A sol Artinian bir R-cebir. P € A(°A) Byleki
(1) PE N(PA) direkt terimdir.

(ii) PA=A |

(1i1i) Al;(P) indirgenmis cebirdir.

(1), (ii), (iii) kosullarini gercekleyen PEA(CA) izomorfi haric
tektiirlidir.

Ispat ¢

OA Artinian cebir oldugundan Al (A) yarlbasit ve Artiniandar.
{P1.%5,.--.Fn § A(4/5(a)) daki minimal ve basit modillerin izomorfi
siniflarinin sinif temsilcileri olsunm. (1.4.11) ile JFPg esas ayrisamaz

modiilleri Byleki
Pi ] Pi/J(A)Pi (1¢ i¢ n)

dir. P =(® P; olsun. Buna gire (2.1.17) ile AM(P) temel cebirdir. Acik
olarak b8yle bir P izomorfi haric tektiirliidiir. Onermedeki (i), (ii),(iii)
kosullarini gercekleyen P g /§(A) olsun, Bu taktirde B:=M_ (P) ye A nin
temel cebiri denir. P izomorfi hari¢ tek tiirlii oldugundan B izomorfi haric

tek tiirliidiir.
Ornek

A yaribasit cebir olsun. (1.5.5) ile dJn; > 0, D; bdlme cebirleri
Syleki Ay = Mﬂ; (D) ve A=Aj+Ay+...+A. dir. Her 1< 1< r dcin Ajler basit
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oldugundan PyC A4 direkt terim 6yléki Dy ® AM(Py) dir. Burada Py ler basit
A-modiiller 8yleki A min direkt terimleridir.
n . . -
P:=@ P; olsun. Buradan Pﬁ=A ve AQ(P) ¥ Dy+Dy+.. 4D, indirgenmistir.

Sonu¢ olarak pM (P) A nin temel cebiridir.

(2.1.20)

A sol Artinian R-cebir B Anin temel cebiri olmak {izere asagidaki
kosullar ‘gerceklenir.

(1) B sol Artiniandir.

1) Iy A) —A®B) icafes izomorfi Syleki ~}(J(A))=I(B),
I3:I ¢ AA)  dcin W(I1.I9)="(I1)."Y(I9) ve

(111) T() = T(®)
dir. ’

Ispat :

Py,Pys...,P, esas ayrisamaz A-sol modillerin izomorfi siniflarinin

sinlf temsilcilerinin bir tam kiimesi olmak iizere
. .
P=@®P
=4
olsun. Bu taktirde (2.1.19) ile PE A(A) direkt terim, PA=A ve pM(P)=B A

nin, temel cebiridir. (2.1.8) ile e,ej,egs...;e, idempotent elemanlara

P=Ae, e=ejteot...te, ejeq= ﬁijej (1 <1i,j «r) olacak beigimde vardir.

(2.1.19) ile B=pM(P)=pM(Ae) 2 eAe R-cebir izomoirfisidir. N € AN(ehe) ise
ANG/{(A) dir. (2.1.9) ile N —> AN dOniislimii /\(eAe) ile /{(A) arasinda

-1rayl koruyan bir donlisimdiir. Uzellikle A sol Artinian ise B 2 eAe
51dugundan B sol Artiniandir.

Benzer gekilde J€ A (eAe) AJEA(A) ve I€A(A) ise ele€ A\ (eAe)
iir. Daha fazla olarak JCeAe olduéundan

eAJAe=eAeJeAe=BJB=J ve  AeleAe=AecATAeA=AIA=I

i1r. B8ylece her JEA(ehe), IE€ A\ (A) icin
\p(J) :=AJA '\\r(I)=eIe

rardimiyla tanimlanan Lp:/\(eAe) —>N4), '\}/ :AA) — Alele)
iniisimleri, WPy=1a(a) » \WP=1 A (ehe)  Ozelliklerini gercekledikleri
:¢1ktir.~y nin kafes izomorfi oldugu aciktir. {istelik
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~(I1I5)=eIljIje=eljAeAlje=(eIje) (elge) =¥ (I1)V(I,y)
Iar.

J) =My ERTORIAR
MeA (9A) NeA (°B)
CA/M basit OB/N basit.
s>lduklara bilindifine gdre her M€ A(CPA),°A/M basit modiilii icin
\y(M)el\l (B) 937-V(M) basittir. Bunun terside dofrudur. Buradan V(I (A))=J(B)
2lde edilir. '
§imdi [ (A)= T(B) oldufunu gdsterelim.

eP ¥ B oldugundan eP=B olarak alabiliriz. Buradan B=eP= eP.

n
9
=1 1

ePy=eAe;=Bey ayrisamazdir.
M(Be;) = esBe; = ejAe; ¥ ,M(Aes) = sM(P;) 1lokal cebirdir.
Az i 1i°%1 ieey A i As\Hq

Eger Bey ¥ Bey ise (2.1.9) dan Aey = Aey

dir. Buradan i=j elde edilir. Dolayisiyla

Bey, bez,...,Ber esas ayrisamaz B-sol modiillerin izomorfi siniflarinin
-ini1f temsilcilerinin tam sistemidir. Béylece [(B) ile T(A) ayni
2]5€95...5€,] kBse kiimelerine sahiptir.

eiJ(B)ej=eieJ(A)eej=eiJ(A)ej oldugundan T(A)=[(B) dar.

A sol Artinian bir R-cebir olsun.
i ya sonlu gdsterimlerin tipine sahiptir denirx=>Sonlu firetenli izomorf
>lmayan ayrisamaz A-sol modiillerin sayisi sonludur.

Sonlu gOsterim tipine sahip olmayan bir R-cebire sonsuz gsterim tipine
ahiptir denir.
1sol ArtinidNn yaribasit cebir ise (1.3.23) , (l.4.11) ile A sonlu gbsterim
‘ipine sahiptir.



BULOM III
1. MODULLERIN TENSUR CARPIMI VE INDUKLENMIS MODULLER

M€ Mg, NegM ve F MxN tizerindeki serbest Abelyen grup olsun. H, mj,myE&M

¥ nl,nzeN, r€R olmak lizere;
(mj+m9,n7) ~ (mjsny) ~ (my,ny)
(my,ny+ny) - (m,my) - (mp,my) (3.1.1) 7
(mjr,ny) - (my,rny)

bicimindeki elemanlarin iirettifi alt grup olsun. F/H faktdr grubuna M ve

N nin tensOr carpimi denir.

ve M RN:=F/ H-

ile g8sterilir. (m,n)+H:=m8®n yazarsak
M@RNA{' m@n\ m.EM, n€EN S>

oldugu agiktir. m,mj,my EM, n,nj,ny €N, r €R ise agagidaki &zellikler
(3.1.1) ile hemen elde edilir.

m @ (n;+ny)=n@ n;+m ® ny

(my+my) ®1 = my @ omy @n ~ (3.1.2)
mr @ n=m @ rn
Mg Mg, NERM ve P bir Abel grubu olsun. Bir f:MxN — P d8niigtimii

asagidaki Bzellikleri gercekliyor ise f'e bir R-demge d8nilg8wmii denir. r€R,
miEM, nieN (i‘=1,2)

(1) f(m1+m2,n1)=f(ml,n1)+f(m2,n1)
(ii) f(ml,n1+n2)=f(m1,n1)+f(m1,n2)

(1i1) f(mj.r,ny)=f(mj,r.ny)
(3.1.3)

McMp ve NggM, F ﬁxN tizerindeki serbest Abelyen grup ve



V:F —— F /H:=M® RN ile tanimlanan kanonik grup epimorfisi olsun,
(m,n)€ MxN i(m,n):=m@ n bic¢iminde tanimlanan i=Yoipy,nN:MxN —> M & gN

ddniistimii bir R-denge doniisiimiidiir. Buna doéai denge dSniisiimil denir.

Ispat :

(3.1.2) 86zelliklerinin . acik bir sonucudur.

(3.1.4)

ME Mp,NECRM ve P keyfi bir Abel grubu olsun. Bu taktirde her
f:MXN —— P denge dOniisiimi i¢in hoi=f olacak bigcimde bir tek h.'LM@RN — P

grup homomorfisi vardir. Burada i (3.1.3) de verilen R~denge dOniisiimiidiir.

-

Ispat :

P bir Abel grup, f:MxXN —> P bir R-denge ddniisliimi olsun. (F,iyuy)
serbest abe‘l grubu oldugu icin goiygn=f olacak bigimdé bir tek g:F — P
grup homomorfisi wvardir. f bir R-denge d8nilisiimi oldufundan H € Kerg dir.
Buradan hdy=g olacak bicimde bir hiM@ gN —> P grup homomorfisi wvardir.

Buradan
f=goiMXN= (h&?\)) iMxN=h0% :.[.MXN=hOi

elde edilir. g nin tek tiirlii olusundan h nin tekligi elde edilir.

(3.1.5)

Mj_e MR’ Nie Rﬁ, (i=1,2) fe:ﬁR(Ml ,Mz) g ER}A(N]_ ,Nz) olsun. Bu taktirde
h(m@ n):=f(m) @ g(n)

yardimiyla tanimlanan h:M; ® Nl._-aM @ N Swéwv\\gs\a *ah\m\ahan ClQ\'\uSuh_‘

b Jiup hormomarfisiah ¢
ispa: :

t(m,n)=f(m) @ g(n) yardimiyla tanimlanan t:M;xN; —> My @ RN
ddniisiimii 'bir R~denge doniisiimiidiir. Dolayisiyla (3.1.4) den bir tek

h:M) ® RNl o M ® RN2 grup homomorfisi
hoi=t olacak biglmde vardir. (3.1.4) de verilen h homomorfisine f ile g

homomorfilerinin tensdr carplml denir ve f@g ile gbsterilir.

(3.1.6)
M;,Mp € A(M), MMy, M=M; DM, ve Neﬁg ise



bY

e

MRN=M @N®M, @N (grup izomorfisi)

dir.

ispat :

)Ti:M—4r——>Mi (i=1,2) i. projeksiyonlar olsun. Buradan (#2441 ) ile
T+Tp)# ve T3 T(4= 6ij Wy (i=1,2)
dair.

0i:=73 ® 1 (i=1,2) dbniistimleri M @ gN nin grup endomorfileridir.
Daha fazla olarak '

91+92=1 ve €i9j= Gijgi (i=1 ,2)
olduklari agaktir. Ti:=ImBi olarak tanimlanirsa
M@ gh=T; @ T,

oldugu aciktir. Simdi Ty s Mj ® gN oldugunu gisterelim.

i:MxN —— M @ gN dogal denge dbniisiimii olsun. M;xNCMxN oldugundan
1= xN:M) x N MON bir D-denge  donlislimidir

T (M)=M; oidugundan T; in tanimindan 1i;(€M;xN) Ty in gerenidir. Simdi
i; in M) ® gN dicin dogal denge doniislimii oldugunu gBsterelim. P bir Abel
grubu ve g:MjxN —> P bir denge ddniisiimii olsun. .

M@® gN

MxN

M xN—> P
T(lxl g

diyagrami ve (3.1.4) ile g*:M®RN — P dOniiglimii
g*i=go( Tyx1)
olacak bicimde tektiirlii mevcuttur.
81:= 8*.L Tl
ile tanimlanan g;:T; —> P dOnilislimi bir grup homomorfisidir. Daha fazla

olarak her mj€ My, n€N icin
(gpd1) (mp,n)=gyifm; ,n)=g” (1(m} ,n)) =g, (T;x1) ((my ,n) )=g(mj sn)

oldugundan gypij=g elde edilir. (1.3.4) ile M; ® gN tensSr carpimi izomorfi
hari¢ tektiirlii oldugundan T; e M; ® RN elde edilir.
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Benzer bicimde T, = M, @RN elde edilir. Sonu¢ olarak
M@gN = Tl@ T2 M @RN@M2®RN (Sagdan dis direkt toplam)

dir.
(3.1.7)

M e, ve NEgl olsun. s€ES, mEM, n€N icin

s(m@ n):=sm@n
ile S nin M@RN tizerinde agiklanan etkisi ile M® RN S-sol modiildiir.

Ispat :

SES, (m,n) @MxN icin
le

ig(m,n):=sm@n

ile i :MxN —> M @ gN dOniislimii bir R-denge doniistimiidiir. (3.1.4) ile

1

§s(m @ n)=sm @n olacak bicimde bir KM@ N —> M @ gN'e grup
homomorfisi vardir. Bunu kullanarak M@RN Abel grubunun S ile soldan etkisi
S-sol modiil Szelliklerini gercekler. Buradan M & gN S-solmodiildiir.

(3.1.8)

NEgM ise RN = gN
dair.

Ispat :
REgMR oldugundan R @ gN R-sol modiildiir. Her r €R, n€N ig¢in
h(r,n):=rn

yardimiyla tanimlanan h:RxN ——> N ddniisiimi bir R—denge déniiglimiidiir. (3.1.4)
ile £(r ® n)=h(r,n)=rn olacak bicimde bir tek f£: R@N —3N grup

homomorfisi vardir. Ute yandan her n N icin

V(@n) =1@n

yardimiyla WY:N —> R®RN ddniiglimii bir grup homomorfisidir. Ayrica '\yf=11@RN
ve £~y =1y oldugu kolaylikla elde edilir. Buradan f bir grup izomorfisidir.

f nin R-modiil homomorfisi oldugu aciktar.
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(3.1.9)

LEMR s Mcglg ve Nes;r;g olsun. Bu taktirde

CORD @ sN =L@ rM® W)

-

dir.

ispat :

(3.1.7) ile L ® gMEMg ve M® gNEgRM olduklari aciktir. O halde
CEME sy 4 LEORME gN) anlamlidirlar. Her €L, m €M, ngEN
icin

et @) ®n)=(® @@ n)

Bl® @@=t @n) ®x
yardimiyla .tanlmlanan

LM @N— L@ gM@ gN)

B: LORM@ M) — L@ gM) @ N
dbniistimlerinin grup homomorfileri olduklari aciktir. Ayrica

NB =1} @ 12“"@5&"3 ve @o&=1(L@ LN

oldugundan (¥ bir grup izomorfisidir.

(3.1.10)

M,N K-vektdr uzaylari olsun. Bu taktirde M K-K ikili modiildir. k€KX,
m@nﬁM@KN icin
km@n) =km@n
ile K nin M@ gN iizerindeki etkisi aciklansin. Buna gdre M@ gxN K-vektdr

uzayidir.
Eger S(mi‘ lgigr }ve }-ni]( 1s ig s} sirasiyla M ve N nin iki
K-bazi ise | n; ® njl ls¢igr, 1g¢3ig 375 M@ gN nin bir K-bazidir.

Ispat :
Yukarida tanimlanan K nin M® kN lzerindeki etkisi ile M®KN nin bir
K-vektdr uzayi oldugu aciktir. M= é Km; oldufu aciktir. (3.1.6), (3.1.8)
t={
ile

y-
M@NEO®N dir.
=4



Buradan  [M@® gN:K| =[M:K[[N:K‘=r.s dir. (3.1.2) ile M@N nin her elemam

Uss(mg @ nyg)
1:—’21’ 134 3

l<jgr
seklindé yazilabilir. M@gN nin K-boyutlu r.s oldugundan

{_mi(r_'()nj I l€ixsr, l<jss } M® gN nin K-bazidir.

M,N K-vektdr uzayi ise M (® gN yerine kisaca M@ N yazilir.

Genel olarak m€M m#0, n €N »n#0 icin m @ n=0 olabilir. AncakWi€E M
bir baz elemani ve n €N icin m(®@ n=0 ise n=0 olmak zorundadir. ‘

G bir sonlugrup H <G bir altgrup ve K bir cisim olsun. Buradan KH
KG nin bir ailtcebiridir. Sonu¢ olarak KG KH-KH ikilimodiildiir. ME gyM olsun.
Bu taktirde '

ME:=KG @ g
(3.1.7) ile KG-sol modiildiir. Burada meM, a€XG, g€G dicin

g.(a®@m) = ga@mn
ile G nin MC {izerindeki etkisi aciklansin. Bu taktirde lineer olarak G nin
etkisi KG ye genisletilir. KG-modiil M® ye M ile indiiklenmis modiil denir.

VisVoexn! » o€gat(Vy,Vy) idcin

o(G== 1@
ile tanimlansin. Bu taktirde (XG ech(Vle ’VZG) oldugu aciktir. NE€gcM ise
Ng N nin Operatdr b8lgesini KH ya kisitlayarak elde edilen modiili
gbsterecek olursak NygEgyM dar.

(3.1.11)

K bir cisim, G bir grup, H<G bir altgrup olsun. VisVo,V gl ve

W E Kutl_(\/‘ N,)

T (V):=v¢  IF(a):= of
ile tanimlanan ]F:=(]F°,IFM):KH§ _ kct d8niisiimii bir kovaryant

funktordur.

(2) Vg (1=1,2,3) , ot €xa(V},V2) s [3 Exli(V,V3) olsun.  Bu
taktirde ( ﬁu )G = BG uG

dir.
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o E
(b) O >V » Vo V3 3 0 gplM-kategorisinde bir tam dizi
ise 6
co® ¢ B
0 >V > Vo > Vg > 0 kg kategorisinde bir tam
dizdidir.
. G ~ G o G
(c) Eger o bir monomorfi ise VZ/VZG = V3 = (Vz/vl)
dir.
ispat :

(a) a€KG, v €V; olsun.
([fo(G)<a®v1>=BG<1®oo<a®v1)=[§(a®o«vl>>=(1®@ (a@0(v1))=a®(30) (v1) -
oldugundan ([30 )G=6r§; of elde edilir.

G G G
() O -V o > Vo > V3 > 0 ke de tam dizi oldugunu

gbstermek igin asafidakileri gbstermek gerekir.
(i) [XG monomorfi
G _ G
(ii) Im o Ker@
(iii) P? epimorfi

T G n1n H daki bir sol transversali olsun. Buradan r.-[G H] olmak
lizere G= Ut ;8 ve G nin her elemani k&H, t;€T (Il <i< r) olmak iizere
t't‘k seklinde tektlirli yazilir. Burada ty=1 olarak alinacaktir. Buradan

KG= @ t(KH)
t€T

seklinde yazilir. Buradan (3.1.6) ile
MG =@ (t(kH M
@T‘( (KH) & gptt)

elde edilir. PEKH, meM ¢t€T icin
tb@ m:= t ® bm

yazimi ile MC= -@T t ®M olarak yazilabilir.
bEKH ve t€T icin tb —> b dontisiimi  1le KHt ¥ KH KH-modiil
izomorfisidir. (3.1.8) ile

t(KH) @)t = KE@ g = M
dir. Buradan ]MGK) =[c:H] IMKl oldugu elde edilir. Daha fazla olarak MC
nin her elemani t ® up bir tek olarak yazilir. Eger W ,mo,...,mg

M nin bir K-bazi irs.e"'e
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{t ® my bt €T, 1< i¢ s} MC nin bir K-bazidir.

Nj,Ny €gg ve KQKHQ(VPV?_) icin iIm \60 ve Ker KG y1 olugturalim,
Yukaridaki tartisma ile

N§ =@T(t @Ny) (i=1,2)

oldugunu elde ettik.
t®n. €K G i =0 dar.
+.ezr ® n; €Xer ¥ se %@‘6 (ng)

Buradan yine 8nceki tartisma ile her t €T icin ‘G(nt)=0 elde edilir.
Buradan her t€T icin n €Ker§ dir. Bu sonucla

Ker BG S (Rer ¥ )G elde edilir. (Ker Jj )G CKer UG oldugu agiktir.
Dolayisiyla Ker EG=(Ker D’)G elde edilir. Benzer sekilde Im UG=(im U)G
elde edilir. Bu ara yardimci Ozellikleri kullanarak (ii), (i), (iii) ya

- gBsterelim.

im=Ker B oldugundan Im uG=(im o) G= (KerB )6=Ker BG elde  edilerek

(i1) gdsterilir. o, monomorfi oldugundan

Ker %= (Rer 0)®=KC ® gy Kerl = KG ® gy0=0
o G . .
oldugundan (¢ monomorfisidir. Imﬁ =V, oldugundan

. R G
Im r§3 = (ImB)G=V2 elde edilir. Buradan BG epimorfidir. Dolayisiyla
(1), (iii) elde edilir. Sonuc olarak ,

¢ o® ¢ [F

G
0 > Vy > Vo > V3 —> 0 g de bir tam dizidir.

G : G
Ly:=1R:KC @ gl — KC @ xpM'e 1M (a @m)=dxly(m)=a@ m
G
oldugundan IM = IMG elde edilir. Buradan (a) Ozelligi ile IF nin bir

kovaryant funktor oldugu agiktir.
G G G
(c) o monomorfi ise vz/vl 2 vy Vl/VZG = V3 2 (VZ/Vl) elde

edilir.

(3.1.12)

G bir grup, H<G bir alt grup ve T H nin G deki sol transversali
olsun. (Yani her x€G icin xHNT|= 1)

a) Her V€ygyM ve vEV icin

Nv):=1@v

G
ile tanimlanan NV —> (V )y dOniisiimi bir KH-monomorfidir. Daha fazla
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olarak V; (VG)H nin bir direkt fakt8riine izomorftur.

b) WeEgelt wtéW olmak iizere

}(t@ we)):= Z towg
1 €T
ile tanimlanan E:(WH)G ——> W - dOniisimii bir KG-epimorfidir. Dagha fazla

olarak
(Rer £)g @ N(Wy) = (W) Sy
c) WEgeM ve wEW olmak lizere

U 1= 2, t@® tlw

t€T
ile tanimlanan {3 W—> (Wy)®  doniistimi bir KG-monomorfidir. j. T

transversalinin seciminden bagimsizdir. Daha fazla olarak ( WMN(W))y;

((WH)G)H nin bir direkt terimidir ve her w&€W dicin (€[ ) (w) = \G:H\. W
G

dir. Ayrica [G:I-ﬂ K da tersinir ise (Wy) = (W) @ Kerf dir.

Ispat :

(2) VEV ve TN(v)=I@=0 dsun. (3.1.8) deki tartismadan v=0 elde

edilir. buradan Y] bir monomorfidir. V= Eei-)r\t% ®V olmak iizere
41

=1®V @ v oldugu (3.1.2) den agiktar.
t¢€ H, ve k€H icin kt=t1k1 t1€ T, k1€ B t- ¢H olacak gsekilde mevcuttur.
Buradan her h€H, t€T, v€ V} igin
h(t ® v)=ht ®V‘=tlhl ® v=tg ® hl\le"%f‘

dir. Bu zellikle V' guM oldufu aciktir.
Ozellikle 1®V (VG)H nin direkt terimidir. Fakat V NV)=1 & V ile
KH-izomorfizm oldugundan (a) elde edilir.

(b) gEG olsun. Her t€T icin gt=tjh; t;€ T, hj€ H olacak gekilde

vardir. Buradan

(St @w) = S gt@w=> tih @u=>. t' @ hywl
te T teT teT tiT

elde edilir.

E£@(S t®w))~E( > t' @ (' Logthw= 2 t'e"lgew,
tET t'e T t'eT
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> gtwt-gz tve=g £ (£@ wy))
te T teT

ile € bir KG-epimorfisidir. (W) (N1Ker§l = 0 oldufu aciktir. Ayrica
H

z t®@we - ( z tw,) @ 1€ Ker€
te T te€T

oldugundan
(Vg 2 (Rer& )y ® N(Wy)
elde edilir.

(¢) T' G nin H daki baska bir sol transversali olsun. Buradan‘her

t€T icin t=t'u, t'€T', u€H olacak bigimde bulunabilir. Buradan

S t@trle > tu@F =2, '@ upuplt =2 v @ 'Ly

teET t'eT! t'eT’ t'eT’

-

elde edilir. Buradan |l segilen  tramsversalin sec¢iminden bagimsizdir.

Her g€ G ic¢in

wen= > t@tlen=2. gelt) ® (g le) lwmg > g le@g D lv
teT teET €T

= g (W)

oldugundan (A bir KG-modiil homomorfisidir. Buradan

(P& =@ t@wy ve
teT

=@ t® wy € gpM modild H(Wg) nin bir komplimentidir. Diger
L teT]
bir degisle

pG) = z t@® t-l w € “(W) nw’
teT

ise w=0 dir. Ote yandan |TNH=1{ 1; oldugundan
S t@v -2, t@®tlLwEw
t€T

teT
oldugundan
(W) &)y = W' @ (g
elde edilir. Diger yandan
EHIW) = > tt~lwv= [G:H]. w
¢ 'J' ( +€T [ ]

elde edilir. Eger [G:H[€ U(F) ise ¢':= [(G:H| —'18



77

yvazilirsa u_g‘=1 dir. Buradan (1.2.11) ile
(W) <Im D Rer €' = (W) @ Ker€

elde edilir.
§ 2. P> 0 KAREKTERISTIKTE AYRISAMAZ GUSTERIMLER

(3.2.1) Huppart B_ Blackburn,N (4222)

K . (R(K)=p> 0) bir cisim ve G devirli olmayan bir p-grup olsun. Bu
taktirde her n € N\l OS i¢in X-boyutlr: 2n+l olan ayrisamaz KG-modiil

vardar.

Ispat :

Her devirli olmayan p-grup icin G/Ht-\—-> Ax A ,|Al=P4 olacak bicimde
bir faktSr grubuna haiz oldugunu gdsterelim. Bunu G nin mertebesi #izerinden
indiiksiyonla yapacagiz. G nin Abel grubu olmasi durumunda Elemanter b&lme
teoreminden istenen Ozellik hemen elde edilir. ESer G Abel degil ise
Z(G) A G ve G/Z(G) devirli degildir. Buradan ‘G/Z(Gﬂ £ \G\ oldugundan

31€46/z(c) syleki

Clayy, AT lal- 7

dair. <
VY: G —— G/Z(G) kanonik grup epimorfisi ic¢in H:= jjl(L)<1G olarak
alinirsa

6/ g(G/z(G)\}y (; ©/z(cy ) Faxa
z(6

elde edilir.

(> rg-g):=z . y(g)
ge G g€EG

yardimiyla tanimlanan U:KG —> K(G/H) doniisiimi bir K~cebir epimorfisi
oldugu aciktir. Buradan (4.2.2.) ile her K(G/y) modil bir KG-modiil
yvapilabileceginden G y1 (p,p) tipinde kabul edebiliriz. Yani;

G=<gd>x<gyy lggl =p (i=1,2)
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olsun. A€ IN, n>0 \V:K{= 2n+l olan bir K-vektdr uzayi verilsin.

{vo,vl seee sV W] sWos s e, Wy ; V nin bir K-bazi olsun.
giwi=wytvy 1<£i€n, gowy=wydvy g l1€i<n
g1vi=vy 0<ign, govy=vy 0 £1i<&n

ile G nin V lizerindeki soldan etkisi agiklansin. Bunu lineer olarak KG

ye

genisletebiliriz. Dolayisiyla V€ gcM yapilir. $imdi V nin ayrisamaz KG-

modiil oldugunu gdsterelim.

(=KW sWse e sWyD olmak {izere T:V ——> W K-projeksiyon olsun. Buradan

RerNl=<v,,vy,e..,vy>  dir. (grl)w =vy (gp-1) wy=vj_], 1<¢i<n oldugundan,

(81-1) W dan<vy,Vvo,...,vy> "e ve @z—l)Wdan(vo,vl,...,vn_1> ‘e

birer K-izomorfi belirlerler.
Eger V ayrigabilir ise 3 VisVo EA(V)\{ O} Syleki

V=V, ®V,
dir. mny:= ‘ﬂ(Vi):K‘ (i=1,2) ile tanimlansin. Buradan

W =30(V) =T1(V])+ T(Vg)
oldugundan

n= [W:K| € |M(V)):R| + [TV:K| = npimy
elde edilir.

Wi k|4 [vy:K| =[Vik|=20+1 ¢ 2(nj+ny)+1 < (2n7+1) +(20p+1)

oldugu aciktir. Buradan 3§ 1£1<£2 Oyleki

Vi:Kl| < 2n:+1
i i

Vi AV NRexI) = TU(V) ve Pt(ve):K \=ni
;1dugundan ‘Vi (\KerjI :K\ { nytl dir. Fakat,
(81-1)Vy + (gp-1)V; C Vi N\KerX
¢ ' dugurdan

(L (g1-DVi+(gy-1)V4:K ‘ £ nyg

d c. Daha fazla olarak her v&V icin v- TI(V) €< V,5V]s.e.sV,d> oldugundan

h: - g€ G igin

(g—1) (v~ 173 (v))=0
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dir. Buradan her g€G icin (g-1)v=(g-1) TT(v) elde edilir.

Buradan
(81-1) TV3)+(gp-1) TN;) C(g-1IVy+(gp-1IVy
olacagindan
| (g1-1) TV )+(gyp-1) T vy) k| ¢nyg
elde edilir.
(g2-1) T(Y;) C(g;-1) T{(Vi) ve "nj>0 oldugundan 3 kgn Syleki
TUV1) Coipe s Sgepls e e s sWd
dir. Burada k bu kosulu gercekleyen en biiyilk dogal sayi olsun. Buradan
Awe TUVy) Byleki w=cpwpt...tc w, ve cp#0 dir.
(gz—l)‘w=ckvk_l+. cete vt ¢ {VgseeosVnd

dir. Fakat (g)-1) TUVi) C<VpseeesVp> olmasi ile celigir.

0 halde ggM kategorisinde 1,3,5,7,... K-boyutlu ayrisamaz KG-modiiller
bulunur. Buradan KG K-cebiri sonsuz glsterim tipine ;sa\r\ipdir.

Devirli p-gruplari ig¢in durum farklidir. Bu Ozelligi incelemeden Snce

p-gruplarin grup cebiri icin genel bazi sonuclarini gOsterelim.
(3.2.2)

K ( k(XK)=p>0) olan bir cisim ve G bir p~grup olsun.
(a) Basit KG-modiillerin sayisi bir tanedir.
® Jke)={ Srg| 2.r=0 |
) 8e(§
dir ve J(KG) KG nin biricik maksimal idealidir.

(¢) T KG mnin 8z sol idelali ise KG/1 € ycM ayrisamazdir. Ozellikle

tek liretenli serbest KG-modiiller ayrisamazdir.

(d) KG bir tek minimal sol ideale sahiptir. Bu

e = Z g olmak lizere Ke
BEG
dir.
(e) KG nin sifirdan farkli her altmodiilli ayrisamazdir,
ispat :

~
n

(a) (1.6.21) ile KG=K.lg @ J(KG) oldugundan KG/J(KG) K olup
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X6/ 1 ke) € gcM basittir. Buradan J(KG) maksimal idealdir. J(KG) maksimal
sol (sag) ideallerin arekesiti oldugundan J(XG) biricik maksimal idealdir.
(1.8.4) ile basit KG-modiillerin sayisi bir tektir, '

() P( > rge )i 2. 1,

gEG gEG

yardimiyla tanimlanan \p:KG ——— K d0niiglimi bir K-cebir epimorfisidir.

Ker (p = r.g r,g=0 te A(KG) olup KG/ =K
lp {g%:G g l g%G g } Ker\p

dir. Buradan J(KG/Keer) =0 ve JG)(C Ker )
elde edilir. (1) ile J(KG) maksimal oldugundan J(KG)=Ker\{) elde edilir.

(c) KG/I nin biricik maksimal altmodiilii J(KG)/I oldugundan (a) ile
KG/1 gl ayrisamazdair.

(D) I, KG nin minimal sol ideali ise (a) ile G nin I {izerindeki
gdsterimi birimdir. Buradan 3 e € KG Oyleki her g€ G icin ge=e ve I=Ke '
dir.

e= Z rg*g* ise her g€G icin e=RQe oldugundan

g6
e= % o« = ge =§ r %88 = >, Tyt = *2 roxg”
g€t geG t€EG g€t

— g l.-= Yo » g €G dir.

Buradan 3 r€K Syleki To#=T (g*e G) dir. Sonuc olarak e=r 2. g elde
edilir. Buradan I=Ke dzir. gec

(e) L KG nin sifirdan farkli bir altmodiili olsun. Eger L ayrisabilir
ise 3 Ll,LZ#O olmak iizere L=L; @Lz olarak yazilsin. (d) ile bir tek

I minimal sol ideali bulunabileceginden
ICL; ve ICLy dir. Buradan O0#ICTIj}I; celiskisi elde edilir.
0 halde L ayrisamaz KG~modiildiir.

(3.2.3)

G=< g> sonlu devirli grup ve K bir cisim olsun.
(a) Her ayrisamaz KG-modiil KG nin bir epimorf resmidir.

(b) R(K)=p> 0 ve G-bir p-grup (‘G\=pn, n> 0 olsun.
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(1) Her 1¢ 1i¢p® dcin KG, |KG/y:K|=1 olan tam bir tame M
altmodiiliine sahiptir. Daha fazla olarak M=J(KG)1 olup J(RG)I= (g-1)1 dair.

(11) 1¢4i¢p™ dgin V;:=KG/j(ggyl olsun. Bu taktirde V; |V | =1

olan bir ayrigamaz KG-modil ve Vj,
gvl=V1) ng=Vj+Vj_l (jzz’s,...’i)

olacak sekilde bir { VisVosens ,v:d K~bazina sahiptir.

14

(iii) Her ayrisamaz KG-modiil V icin 3 1< ig p? Byleki VIV dir.

Ispat :
VeEgcM ayrisamaz olsun. g€G, veV
B(v)=gv

ile G:V ——> V K-lineer dOniisiimi tanimlansin. t K-{lizerinde belirsiz

olmak tizere f(t)€eXK([ t], veVv dcin
f(t) .v=£(@®)v

ile tanimlanan skaler doniisiim ile V Kf{t]- modiil olacagi aciktir,

Kftl esas ideal bdlgesi (Her ideali devirli) oldugundan V devirli
K{t] altmodiillerin direkt toplamidir. [ J1.Fakat bir K[t] altmodiil KG-
altmodiil olarak ayni oldugundan ve V ayrigsamaz XKG-modiil oldufundan V
devirli KG-modiildiir. V=<a> olsun. Buradan r €KG, ic¢cin

\P(r):=ra
donilisiimii dile \P:KG —— V ye bir KG-epimorfidir.
m m

() ol 2 aiti):= 1_20 .at_gi yardimiyla tanimlanan O :K[t]—— KG
ddnlistimli bir K-‘-zcoebir epimo;:fisidir. KerQl =<(t—1)Pn> oldugu aciktir.
Buradan (1.2.9) ile

KG = KYtl/((t—l)Pn>

dir. BSylece KG nin her altmodiiliine karsilik K[t] de <(t—1)pn> cl
kosulunu gercekleyecek gsekilde bir ideale karsilik getirilir. K[t] esas
ideal bSlgesi oldugundan

JE(ERIE] £(t) | (.-1)P" Gyleki I=< £(t)
dir. Buradan] 1¢ i< p® 8yleki f(t)=(t—1)i) ve I=<(t-1)%y dir. Buradan

(1) = < (g-1)1y= R6(g-1)1 elde edilir.
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2y

(1.6.21) ile J(RG) = Z K(gi-1) dir.
\=4
Fakat gi 1= (i k) (g-1) oldugundan J(KG)=KG(g-1) elde edilir. BBylece

KG nin altmodulleri
Ke(g-1D1 = ge)l 1<2i4p?
olarak elde edilmis olur. Dolayisiyla

. = 40¢(+_131v=
%6/ 5 gy 1K1 = IRIED oy ya ekl = @®Ce-D =1

elde edilir. BOylece (i) nin ispati tamamlanmis olur. (3.2.2)(c) ile
v;=KG /J o) ayrigamaz KG-modiildiir.

vy =1+ (k6) 1, vj:=(g-1)i’j 351525000 ,i-1
ile tapamlansin. [vl,vz,...vi} Vi nin bir K-tabani oldugu kolaylikla
elde edilir. Ayrica

gV1=V1, ng=Vj+Vj_1 j=2’3, soo ,i'—l
oldugu aciktar.

Q(:L:I.:‘L) VEgeM ayrisamaz olsun. (a) ile V = KG/y; olacak sekilde bir
wWEA(KG) vardir. Buradan (i) ile

J1cicp® Syleki W-KG(g-1)1

dir.BSylece V = KG/ =V; elde edilir.
(3.2.3) Huppert B Rlackburn, N. (1982 .

K (k(K)=p> 0) bir cisim ve P G mnin bir p-sylow altgrubu olsun.

(1) P devirli degil ise istenen her dogal sayidan biiyiik ayrisamaz KG-
modiil vardzir.

(ii) P devirli ise ayrisamaz KG-modlillerin sayisi en fazla |G
mertebesi kadardir. Ustelik her ayrisamaz KG-modiil KG nin bir epimorf

resmidir.

Ispat :

(i) P devirli degil ise (3.2.1) dile her n»0 icin
|Vn:K[= 2ntl  olan ayrigsamaz KP-modlil vardir. (3.1.2)(a) dle V, (VS)P
nin bir direkt terimine KP-izomorfiktir. Buradan Krull-schmidt teoremi ile
iwe /\(Vn}\ ‘ayrisamaz direkt faktsr dyJ.eki Vi W? nin bir direkt faktdriine

izomorfikt ir . Buradan
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W:k| ¥ 1vn:g| =2n+1
elde edilir.

(ii) P devirli ise (3.2.3) ile 3 vi,vp,..., }Vi:K | =i ayrisamaz
KP-modiiller wvardir Oyleki her ayrisamaz KP-modiil bunlardan birine
izomorftur. Her ayrisamaz KG-modiil V icin 3 j ¢ [V:Ki 8yleki V,Vg nin bir
direkt faktc'ii'ﬁ ile izomorfiktir. Gergekten, P G nin p;-sylow altgrubu
oldugundan [G:P] nin K da tersi vardir, (3.1.2)(c) 1ile V (Vg) nin bir
direkt terimine izomorftur.

U; ler ayrisamaz KP-modiiller olmak {izere Vp= é-? U; seklinde yazilsin.
Krull-Schmidt Teoremi ile 3 1 < i <s Byleki V U; nin bir direkt terimi
ile izomorfiktir.

[v:xl > IUi:K| oldugu aciktir. Bul(:;adan V i<l V:K| olmak iizere ij; nin
bir direkt terimi ile izomorftur.. Vj nin ayrisamaz direkt faktOrlerinin
izomorf olmayanlarin sayisi en fazla [G:P] oldugundan

[V? K| = [c :P].3 dir. Buradan ayrisamaz KG-modlillerin sayisi en
fazla |G| kadardir. Yani KG K-cebiri sonlu gBsterim tipine sahiptir.
(3.2.3) ile her VjG KP-nin bir epimorf resmidir. (3.1.8) deki kovaryant
funktor ile her Vj KP6¢ nin bir epimorf resmidir. Ancak KP¢ ¥ K¢

oldugundan V? KG-nin bir epimorf resmidir.



PROBLEMLER

1-) G devirli olmayan bir p-sylow altgruba sahip olan bir sonlu grup ise
keyfi her derecede bir gdsterime haizdir. K (R(K)=p> 0) olan bir cisim

olarak aliniyor.
Cozim

H=<a> x <b> , lal={b =p olan bir grup icin bunu gdstermek yeter.

I, 0 0 z
A:=8(a):= B:=0(b):=6(a)+ N ED)
0 Ix 0 JpxD
0 1 0 1 0 1
C:= z:=( 010...0], J,:= 01 ve D:=
0 1 .°.1 0 O
0

olarak tanimlansin. Buna gbre ©€R(H,K) oldugu aciktir.
6(a)e(b) = 68(b)A(a)

oldugu tanimlarindan kontrol edilerek gosterilir. k(K)=p) 0 oldugundan

O(a)P = G(b)P =1

dir. Simdi biz O gBsteriminin ayrisamaz oldugunu gbsterelim. (1.5.7),
(1.8.1), (1.8.2) ve R(FG,F) ¥ R(G,F) &zelliklerini kullanarak A ve B ile
degismeli olan her matrisin nilpotent veya birim (tersinir) oldugunu
gOstermek yeterlidir.

e X
N R |
E= X:=[x3x9...x5] x4= [ %] x9]
14 E'
. i
y1 y1
Y:= 2’2 yi:= i E':= [Eij] Eij 2.
: yz 2'\21“

Yn

(*) A= faij-l ve B= [biJ] ol&a}k lizere AxB = [aijB]= [aij (by1)] matrisine A ile
B matrisinin tensorgarpam denir.
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dereceden matrisler olarak verilsin.

0 z
B-A =
0 J kD

oldugu aciktir. Efer E A ve B matrisleri ile degismeli olsun. Buradan AE=EA
ve BE=EB dir. Buradan E,

0

A-I=
I,xD

matrisi ilede degismelidir. Buradan
(I,%D)Y = 0,X(I,%D)=0, E'(I,%D)=(I,xD)E’

i t
dir. Birinci denkhﬁﬂen Dy =0 elde edildiginden yié={y1 O] dir, Buradan
1 2
Y=[y] 0yy 0...y; 01F elde edilir.
. i
Tknici denklemden xyD=0 elde edildiginden xi=§?0 xz-] dir. Buradan

1
X =[ 0%30...0x5 1 €8]

elde edilir. Uciincii denklemden E;;D=DEy4 oldugundan

eij *
eij
formundadar. 0 7
E B ile degismeli oldugundan E B-A=
JnkD

ilede de§ismelidir. Buradan _
X(J,%D)=0, 2zE'=eZ ve (J XD)E'=YZ+E'(J,xD)

elde edilir. Birinci denklemden
ej] = e, €q = e]j3 = ... = ey, = 0
elde edilir. Ikinci denklemden

E;;0=D1 7 E4D=D, D
1% Ve B3P0y 17541 2 ¢ig n)

E,1D=0 i« i¢<n , Dy, =0
elde edilir. Buradan

e1=yi™l . eyy=e 1-1§-1 24i4n
e
e =0 ve yg =0 14&ign
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a) i¢j ise

13 = €1,y-14¢4" O

b) j(i eij = en,‘im_‘ =0

elde edilir. Buradan i#j icin esj=0 ve ¥3=0 (1< i<n) dir. Daha fazla
olarak eji=e, (i=1,2,...,n) dir. Buradan asagidakilere sahibiz.

Y=C0O0...01¢ 11
0 * e *

Eij= (i?éj) ’ Eii"" 111
0 0 0 e

(1), (I1) wve (III) ile E nin birinci siitiinli, her c¢ift siitiin ve 1l.satir
digsinda her tek satirin sifir olmayan elemani diogonal {izerinde e olarak elde~

edilir. Buradan detE=e2n+1 olarak elde edilir.

(1) e=0 ise E2=0° oldugundan E nilpotentdir.

2nrtl
e

(ii) e#0 ise #0 ve detE#0 oldugundan EEU(M2n+1(F)) elde edilir.

2-) F bir cisim R(F)=p> 0 ve H=<a>x<b> |al=lbl=p olsun. £€F
keyfi verilsin,

11 [1 €
7 0(a):= 8_ (b)=
¢ 01 € 0 1

ile tanimlanan g :H ——> My (F) donilisiimii H nin bir gdsterimidir.
gs ¢ €F olsun.
%)

g~ 8> t=¢

dir.

&= Acaiktair,
6 =8 i €M, (F) - "2 Syleki

= e = ¢! se J & 9 & = Q& & yle

1 %22

0, (a)X=KBc1(a) v 6, (D)X= (P) ve & terisinirdir.
[1 L% %y i % Jpo1]
0 1l |¥3; Xy %1 %92 J 0 1 ]
Il 51 [0‘11 %2] % X ]J1oe]
0 1 |%; & % %y o 1y

e
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esitliklerinden elde edilebilen bagintilari elde edelim.
61 4%1= %1 B2 +%2= 11 4% My 1= g6
oy, +EXpp= Ap1 € +012, o= Koy 'y
¥99= %11 0p1=0,  Edyy=Xp; £7, |
det o =&qy Kpp= Ky # 0  olacagindan E=E&' elde edilir.
3-) G=<a> x<b> k(K)=p> 0 bir cisim, |a] =|bj=p olsun.
\V:K‘ =3 {vl,vz,V3} K-tabani olsun.
avi=vi (i=1,2) bVi=Vi (i=1,2)
aV3=V1+V3 bV3=V2+V3

ile tanimlanirsa VE€geM dir. Buradan

a' 0 b’
(1) gMwv)zilo a' c¢'f | a',b',c'€K
0 o0 -

(i1) N=¢b> dise V=< vd> ®<vy, D v nin ayrisamaz KN-
N~ 1 22 V3 N

modiillerinin bir parcalanisidir,
COziim
AE€EgM(V) keyfi verilsin.
x(Vy)= &yvy+ Opupt X3vg
0(Vg)= fyvi+ Bavat B3vs
OU(V3)= ¥yvi+ vyt I3vq olarak yazilir.

A(avy)=aX(vy) oldufundan  &(vj)=a X(vjy) dir. Buradan &3=0
olarak elde edilir.

x(avy)=a ®(vy) oldufundan o((vl' =a (VZ__: dir. Buradan @ 3=0 olarak
elde edilir.

Alavy)=a KX (v3) X(vyitvg)=aX (v3) dvp)+ oL (vy)=a L (v3) dir.

o+ Y= Y+ X3 =¥ 3
oyt X2= XZ = D(2= 0(3=0 elde edilir.
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®K(bV3)=b A(V3) => &K(V,+V3)=b X(V3) => ol(Va)+ &K(V3)=b xX(Vg)

dir. Buradan  (;+ 31=3 1 (31=0
Baot ¥p= Bt ¥3\
B3+ ¥3=¥3 B2=¥ 3

0(1= (;2= X3=:al
= Dl= o¢p=ex3= £3=0 olsun. Buradan
Xl=:b1, \62=:c'

i 0 b]
() = 0 al ¢ ile tanimlanirsa
0 al
10 bl
6: gcd(V) — 0 al ¢! | at,pliclex ] =:W déniistni
0 a~
bir izomorfidir.
- K-
W=FKIP |0 K
0] oldugundan
.
JW) = 0 K
OJ olup W ¥R dir
L /J(W) 3

Buradan ggM(V) /3(x Gﬁ(v))g K cisimdir.

Buradan geM(V) 1lokal cebirdir. (1.7.3) dile V KG-modiil ayrigamazdir.
Ancak Ne<b> ise <V;> , <V,,Vp € Ay)\ {0} dr.

Ayrica Vg= <VP@®<V,,V3Y-  oldugundan Vy ayrisabilir KN-modiildiir. <V;> ve
{V,,V3> {iin KN-modiil olarak ayrigamaz olduklari K-iizerindeki boyutlarindan

aciktir,
4-) K k(K)=p>0 bir sonsuz cisim, G= <a) x<b> fal = |bl = p olsun.
Bu taktirde KG-sonsuz gdsterim tipine haizder.

COzim

£€K \{ 0‘ keyfi verilsin.
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8

ayrigabilirse 3 6;,09€R(G,K) §,0;#0 &yleki F:E =6, @ 6, dir.
2=d°9€ =d90,+d°0,) oldugundan d°8,=d®0@,=1 olmak zorundadir. Buradan

a1 0
8 (a)=
0 bl

formunda bir matris olacagindan bu bir ¢eliskidir. Buradan K sonsuz

problem 2 deki gibi tanimlansin. Eger 98 gosterimleri

oldugundan problem (2) ile I;(C,K) da ayrigamaz gOsterimlerin sayis:
sonsuzdur. R(G,K) & R(KG,K) oldugundan R(KG,K) de ayrisamaz gbsterimlerin
sayisi sonsuzdur. (1.8.3) ile KG-cebiri sonsuz gOsterim tipine sahiptir.

5-) F bir cisim k(F)=0 olsun.

a) A sonlu boyutlu bir F-cebir, 6 €R(A,F), x€A olsun.
'Xe(x)=tr(9(x)) ile tanimlanan Xg: A —> F doniisiimii F-
lineerdir. Bu F-lineer doniisiimiine 8 ile iiretilen karakter denir.

(1) ¥g € gM(A,F)  ve Xg(lp)=d° dar.
(11) xg (I(A))=0
(111) 8yy ER(A;F), 6 By = ¥g =X

(iv) 0 — N —M —P —> 0 M {izerinde tam dizi ve A-modlil olarak
sonlu boyutlu iseler Xy= 'XN+ Xp oldugunu gBsteriniz. Burada M sonlu boyutlu
oldugundan 3 6 € R(A,F) ©8yleki Mg ¥ M dir. 7(9 = XM ile gBsteriyoruz.

(v) M birsonlu boyutlu A-modiil ise 3 N yaribasit A-modiil Syleki

X(A)=({ XG ie 6;(A,F)}) (grup olarak iiretilen) altgrubu tanimlayalim.
(vi) X(A)=<{ Xg 16  indirgenemez })

(vii) X(A/ ¥x (4

1(a)?
(viii) A = BJ-(: ise X(A) T X(B) ® X(C)

(1x) XM, (F) = z
(x) F cebirsel kapali ise X(A) indirgenemez gdsterimler ile elde edilen

k/arakterlerin iirettigi bir serbest Z-modiildiir.

- b) F cebirsel kapali bir cisim 6,y € R(A,F) indirgenemez ve
®ERMO,W)(N#0) ise] c€F Oyleki o=CI , n=d°@ duir.

.
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Céziimler: (a) -
(1) a,be€ A, reF, 6(a)=[aij] 6(b)=fbij] olsun.
Xg(a+rb)= .. =tr(68(atrb))=tr(6(a)+rd(b))
n
=tr( [aij+rbij ])= i(aii+rbii)= iaﬁj Z ii='x9(a)+r'x9 (b)
‘ -y

=1 =4
elde edilir. Buradan xg efM(A,F) elde edilir.
Xg(14)=tr(6(1,))=tr(I,)=n=4°0  oldugu aciktir. (Burada 6 F-cebir

homomorfisi oldugundan 6(1,)=I, oldugunu kullandik)

(ii) Unce a €A nilpotent ise tr(8(a))=0 oldugunu gdsterelim. }A:Fl=n
oldugundan A= WV1sVoseessVpd [vl 3V9seee ,vng F-tabani olsun. Buradan

XEpM(A) ise  ol(Vy):= a.ii\ﬁ bi¢iminde yazilabilir.
J={
Y(x):= [ «
ile tanimlanirsa ~y:gM(A) —— M (F) dOnilisliminlin bir F-cebir izomorfisi
oldugu agiktir. a €A nilpotent ise 6(a) €M, (F) de nilpotenttir. Buradan
3 T €gM(A) nilpotent Syleki ~(T)=6(a) dar.

Simdi T(wy)=0, T(\)Vi) € <Wp ¥ s e e W 1D (i=2,...,1) kosullarina
gercekleyen bir {xl,xz,...,xn} F-tabaninin  bulunabilecegini  g8sterelim.
T=0 ise A nin her F-tabani bu 8zelligi saglar.

T#0 olsun. T nilpotent oldugundan gkelN* Byleki TR0 ve T
%40 oldugundan 3 x]€ A OByleki Tk(xl)#O dir. w1:=Tk(x1) olarak

tanimlanirsa {wl} lineer bagimsizdar.
Wi:=<wy> olsun. Wj=A ise ispat biter. O halde W1¥A kabul edebiliriz.

k+1=0 dir.

T(A)CW; ise A min [wl} '{ dceren her tabani istenen kosulu gercekler.
T(A)¢ W; olarak kabul edebiliriz. Buradan3] x; € A  Byleki T(x)§ W
dir. Buradan iT(xl),wll F-lineer bagimsizdar. Tnl(x2)¢W1 ve
n1+1(x2)€W1 olsun. ¥y:=T 1(x2) ile tanimlanirsa T(Wp)E Wi=<W> elde

edilir. Buradan

{wl,wz, - ,Wi} T(wj) € CW]sWpseesWyo] > (1 £€j<1i) kosulunu gercekleyen
lineer bagimsiz bir kiime olsun.,

Wi= <W{sW9,...,Ww;> = A ise ispat biter. O halde W;#A kabu edebiliriz.

T(A)CW; ise {Wl sWsees ,wi} yi diceren A nin her F-tabani istenen
kosulu gercekler. O halde T(A)§ Wy olarak alinabilir.d x N +1€ A OByleki
T(xi+1) € <wy,wp,...,wyd dir.

n +1
T i(xi+1) E<W, 000w Ve T (x

bi¢imde secilsin.

i+1) €<wy,Wy,...,W;d olacak

-
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i
wi+1:='1‘ni(xi+1) olarak alinirsa T(wi+1) € (W sWoseuesWyid> Ve

{wl sW9seeesWisWip1 ] lineer bagimsizdir. |A:F| < oo oldugundan bu isleme devam
edilirek sonlu adimda A nin bir tabanina ulasilir.

T(w;)=0, T(Wi) € < wi,Wys.easwi 1) (1=2,3,..,n) olsun.
T(Wl) =0
T(wa) = o9

T(w3) = 3w+ Apgw

T(wy)= Apgwyt Rgpwote e ot Ao ¥ -1 dir. Buradand A€M (F) tersinir
matrisi Oyleki
[0 0 0...0] 0 0 0...0
QIZ 0 0 “se 0 nz 0 0 es e 0

'V(T)=A. 13 '}_23 0...0 .A_l dir. B:= 113 2.23 0 ... 0

}ln A2n A3n +-- O Mn A2n 13n" E OA

simdi  ¥g(a) = tré(a) = tr(~(D))=tr(aBA™1) dar.
tr(AB)=tr(BA) oldugu aciktir. Buradan tr(ABA=1)=tr(A(A~1B))=trB=0

elde edilir. Dolayisiyla ’Xe(a)=0 cesseceses (*)

dir. |A:F|<cooldugundan A sol(sag) Artinian bir cebirdir. (1.6.13) ile
d k>0 Odyleki J(A)k=0 dir. Buradan J(A) nin her elemani nilpotentdar.
(*) ile her a€J(A) icin Xg(a)=0 dir. Buradan XG(J(A))=0 elde edilir.

(ii1) € =¥ dise JXEM (F) (n=d) &yleki

Her a€A icin 6(a)= &1-walo(a) dir. Buradan tr@(a))=tr ~y (a) elde
edileceginden Ze(a)=7ﬁy(a) elde edilir. Yani Xe=7L,Y dir.

(iv) N,M,P€,M sonlu boyutlu oldugundan
3 ee R(A,F) Syleki Mg M NEAM) kabul edebiliriz.

{ur+1’ ur_'_z,...,un] N nin bir F-tabani ve {ul’uz’“"ur’ur+1""’unf
M nin bir F-tabani olsun. (1.8.3) deki ispat kopya edilerek N = My ve

P=My> Moyy byleki 6 =~ ve her x€ A ig¢in
l(X) 0
W (x)=
* W (x)

dir. Buradan tr VY(x)=tr ‘?I (x)+tr '\{lz(x) dir. Buradan
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(i11) ile Xy= 'XN""XP elde edilir.

(v) M sonlu boyutlu sol A-modiil oldugundan M Artinian bir A-modiildiir.
M yaribasit ise N=M alinarak ispat tamamlanir. M yaribasit olmasin 1.3.25
ile rady(M)#0 dir. (1.3.23) ile radA(M/fadA(M3=0 dir. Buradan M/radA(M)

Artinian oldugundan (1.3.23) ile M/rad(M) Yaribasittir. |A:F| ¢ 00 oldugundan
A .sol- Artinian bir F-cebirdir. Buradan rad,(M)=J(A)M dir. Fakat (ii) ile
8 ER(A,F) igin XG(J (A))—O dir. Buradan N:=rad,(M) ile tanimlanirsa
Ay=0 dir. 0 — NN M NyM/N— 0 tamdizi oldugundan  (iv) ile
Xy = Xou ) elde edilir.

(vi)

—

6 R(A,F) olsun. Buradan ]MQ:Fléoo oldugundan (v) iled N yaribasit
A-modiil Byleki Xg=Xy dair.

N Artinian A-modiil oldugundan N=@ Ni(NiGA(N)) (basit modiil) olacak
bicimde yazilir (1.3.22), (1.8.1), (1.8.3) ile 3 ©4 € R(A,F) 8yleki Ny=Mgy
ve N M, dir. (1.8.2) ile = 8; @ 68; @ ... @ @, elde edilir. Niler
basit oldugundan 64 ler basit gBsterimlerdir. XN— 1«1, 7(61+...+ XG oldugu

aciktir. Buradan X(A)—({D(e [ 8 indirgenemez (basit) gosterim]>d1r.

(vii) V: A — A/J(A) kanonik F-cebir epimorfisi olsun.
B €R(A/J(A),F) icin B:=80v € R(A,F) oldugu agiktir. O halde ~y(8)=6
ddniligimii ~/:R(A/J(A),F) —> R(A,F) bir grup izomorfisi oldufu aciktir.

(vii) 0 €R(A,F) icin Y( X9)=( Xg } B, Xgio C) ile tanimlanan
~:X(A) — X(B) @X(C) d¥niisiimli bir grup izomorfisidir.

(ix) M,(F) yaribasit bir F-cebirdir. Problem(6) ve (1.4.13) ile biitiin
minimal sol idealler izomorftur. (vi) ile ¥X(M,(F)) devirlidir. Buradan
3 6 €R(A,F) (A:=M,(F)) indirgenemez Syleki X(A)=< Xg> dir. d%=n olsun.
meZ ve mXg=0 olsun. Buradan mXQ(lA)=mn =0, k(F)=0 oldugundan
mn=0 = m=0 elde edilir. O halde X(A) sonsuz devirli bir gruptur.
Buradan X(A) © Z dir.

(x) F cebirsel kapali olsun. Buradan A/J(A) ¥ Mn ® + 1'1.1.12(F)+...+M[1 (F)
dir. X(A) ¥ X(4J(4)) =@ XMy, (M) = fé z
elde edilir. Buradan X(A) Z- serbest modiildiir.

(b) 6,~y indirgenemez oldugundan Mg, Mq, basit modiillerdir. ol #0
oldugundan My € ,M(Mg, M,&)\ i, 0‘ dir. Buradan (1.3.13) ile Mg s np ve X
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tersinirdir. F cebirsel kapali oldugundan AQ(MQ)=F.§M9 formundadir,
Buradan J ¢ €F O8yleki X=cI  dir.

6-) A:=M,(D) (D bir bSlme cebiri) olsun. Ekk== [ Sik'sjk]

Np:=A £kk ile tanimlansin. Bu taktirde
(1) Ny €1{(A) minimal
(ii) A= @ Ny
(1ii) Her (i#j) icin Ny T Ny
(6v) %A basit ve yaribasit cebir.
(v) AMON;) ¥ D
Coziim
Epis= [ 3ix- SH] ile tanimlansin. Acik olarak
Eij' grs =-Ejr gis oldugunu biliyoruz. Ni€_/\q a) oldu{;u aciktir.
® =[2] €M (D) keyfi olsun. Bu taktirde
K= % Zik Ejk
dir. Bundan dolayi
oy = d.zazji €31
dir. Buradan

[}
Ny= @.{ D %1 ve A=@ N; (D-modiil olarak) elde edilir.
Zj940 olmak Hizere @= z,, gki ise keyfi bir w, €D icin

(tZ Ve 231 e = g we Eei €Ny (
yani 09‘(5 EN; ise A@=N; dir. (1.3.12) dile Ny basittir. Daha fazla
(a¥]
olarak Nj=A gjj = A( gji Sij)':Ni gij dir. (1.4.8) ile Ny = N; elde edilir.
A nin yaribasit oldugu aciktir. (1.4.11) ve (1.4.13) ile A basit cebirdir.

Buradan (i) den (iv) e kadar olan kisim elde edilir. Her z€D icin

‘)Z(D() =p.z

yardimiyla tanimlanirsa A, € M(N;) dir. Her bir z €D icin A(z):= A, ile
A: D —> pM(N;) dOniisini monomorfidir. WEAM(N;) icin V( &9)=@ €44
diyelim.

PCELHN=PC D= gii‘P ( 911)= 4 B €i4=2 Sii dir. Buradan

TEma
(P =3\z elde edilir. Yani D ¥ A_Lg(Ni) dlr,

-
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7-) A bir komutatif Artinian R-cebir ise agafidakiler denktir.
(i) A sonlu gOsterim tipine sahiptir.

- 5 2 . A '
(i1) Ay R-cebirler dyleki Ai/J(Ai) cisim, lJ(Ai)/J(Ai) . AS(QJ)i <
Bim&kﬁzere !
AY¥A day+ ...+
dir.
(1ii) Fy:=A4/J3(A;) cisimleri ve niE]N olmak {izere
AY FTR ety 4Ll 4 FCE) ony
dir.
Cozim
(1)=> (i1): A sonlu gdsterim tipine sBhip olsun. Bu taktirde (1.7.1)
[
iled Q.. (l¢ 1< r) esas ayrisamaz A-modiil olmak {izere OA= @\ Q; seklinde
yazilir. (243 ) diled e; €A  pirimitif idempotentleri &yleki  Qi3Aey
seklindedir. A sonlu g8sterim tipine sahip oldugundan biitiin esas ayrigsamaz
A-modiiller (izomorf olmayan) bunlardir.

Q4 ¥’Qj (i%1) ve A komutatif

oldugundan, (2.4.44.) ile Ag(qi,qj)=0 (1#3) dir. Ayrica Qi=Ae; A komutatif
oldugundan idealdir. ey €Q; de birim elemandir. Q; R-cebirdir. Bunlari Ay

ile gbsterelim. Buradan
-~ . - »
A=A1+A2+..c+Ar

elde edilir. Ai/J(Ai) basit A/J A) ~modiildiir. Ay komutatif oldugundan

Ai/J(Ai) cisimdir. J(Ai)/J(Ai) Ai/J(Ai)—modul olarak diigiinebiliriz.

J(Ai)/J(Ai)z A; Artinian oldugundan sonlu boyutlu bir Ai/J(Ai)—vektSr
uzaydar.
- 2 2 otp
0 halde J(Ai)/J(Ai)Z. <aj+J(A{)4, .5 ay + J(A)S Ai/J(Ai) vektdr

uzayl olarak verilsin. Buradan

n
IA/IB%= { D (A I I | A ea, ]

n 1=1
12} '
elde edilir. Buradan

J(Ag) =<ag,...,a,) + J(ap)2
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elde edilir. M=J(A), N=<aj,...,ap> secilerek Nakayama Lemmasi ile
J(Ay)= <ajsag,...ray> elde edilir. Buradan
J(Ai) =<al,az,--o,a-n_l>+ Aia-n
dir. a, €J(A{) oldugundan (1.6.5) ile
J(Ai) = <a1,az,..., an_1>
elde edilir. Bdylece (n~1) adimda J(A{)=<a;> elde edilir. Bdylece
IJ(Ai)/J(Ai)zzAi/J(Ai)‘gl dir.
(i1) = (iii)
AS Ay + e A, Ai/J(Ai)=:Fi cisim ve} (J(Ai)/J(Ai)z :Fi' £1 olsun.

a) Eger [J(Ag) 5, y2:F1| =0 dse J(Ap=J(AD? dir. A Aritinian
i
oldugundan A; 1ler Artiniandir. Buradan J (A{) Artinian ve J (A{) sonlu
{iretenlidir. Buradan cebirler icin Nakayama Lemmasinda M=J (Ai) ve N=0 alinarak

J(Ai)=0 elde edilir. O halde

h
f ( "Z ai ti):=ao
=9
yardimiyla tanimlanan f :Fi[ t] > Ay dénlislimi bir Fy-cebir

epimorfisidir. Burada J(Aj)=0 oldugundan Fj=A; dlabiliriz. Buradan
Kef=¢t > oldugu aciktir.

Sonuc olarak Aj S Fi[tj/<t> elde edilir.

b J :F L4 = .
) i (Ai) b(Ai) 2 i ' 1 olsun
BuradanZ] a€J(4;) Oyleki

J(Ai) /J(Ai)z = <a+J(Ai)2> Ay /J(Ai)—vektﬁr uzayi olarak. Buradan

- {sarrap? | aea]
elde edilir. Buradan
J(Ag) =< ad>+ J(a;)?
dir. Cebirler icin Nakayama Lemmasi ile

J(A;) =<a)> elde edilir. A; Aritinian oldugundan J(A;) nilpotenttir,
Buradan -} n> 0 O8yleki

albo ve a%Fl#0 dir. . f(X)€ F;C1) icin
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N(E£)) = £(a)

yardimyla ~y:F;{t] —> A; doniismi bir Fy-cebir epimorfisidir.
f(t)=t™ polinomu a yi1 sifir yeri kabul eden minimal polinom oldufundan

Kery=<¢t™> dir. Buradan

=4
elde edilir. Buradan I ny€N Jyleki
o :
dir. Buradan
N - »
A= Fylt] /<{“‘>+ oot Flel, npy
elde edilir.
(1ii):=> (1)
Ave B Artinian cebirler olmak iizere
A + B sonlu gdsterim tipine sahiptir &

A ve B sonlu gdsterim tipine sahiptir.
Bunu gUstermek zor degildir. O halde

Her 1< igcr icin F4ltd /<tnf) cebirinin sonlu gdsterim tipine Sa:hlp

oldugunu gdstermek yeterlidir.
V(E(t))=£(t) Kty

yardimiyla tanimlanan V:F;[t] —— F;[t] /< £79S donlislimi bir Fi-cebir
epimorfisidir. :

R
Br= Fyl tl/ce iy
ile tanimlansin.

V €M sonlu iiretenli ve ayrisamaz olsun. ( 122 ) ile VE M sonlu

tiretenli ve ayrisamazdir.

LongERFoD, TwisESas ideal BBlgesi {izerindeki modiillerin temel teormi ile

3 pEFL t] asal eleman Byleki

VERq Filt] / (pn

i '
dir. Buradan am:lFi [t}V= annﬁztﬁ‘: E} 13‘) anny il ti]V € A(Fi Lt ] )

oldugundan 4 f£(t) €F;It] dyleki

annFittiI =< g(t) > -dir. Buradan
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g(E)V =0 ve W(g(t))V=(g(t)+<t 13V =10
= (g(r) +< > )(Fi(t)/<pn>)=o

Buradan (g(t) +< ™13 ) (1+ ¢p2>) = g()+ P> = (p™> ve g (£E <P dir.
Buddan M\ gt)  olde edierek

elde edilir.

anngppiy -V = anngey (F; ]/ ) =¢p®
ret) -V = amnpg} £ (Filel/ ) o) = <P™>
elde edilir.
’Bi nin bir tek maksimal ideali oldugundan Bilokal cebirdir. Dolayisiyla

anmy (V) CJ(A) =<t /<tni> dir. PN ({ni) GannA(V) oldugundan

Pty eced /“ni)
Buradan tlpn dir. t ve p asal elemanlar oldugundan r€ U(Filf tl ) olmak

elde edilerek pR€ <t> oldugu  goriiliir.

tizere t=rp dir. Buradan

oo ian = n- = " n

oo Al F;HSV) VA S annFi[t] (Fi\ tl/ <th)
elde edilir. tW=(t'4+ ¢t%3)V=0 oldugundan

n B o

+ ig anngit ti]V=< tn@ dir. Buradan to l t ': yani p¢ng; elde edilir. Sonug
olarak her VE€,M ayrisamaz ve sonlu iliretenli modil icgind n £ k Syleki
v 2 Fittl/ < ¢ dir. Buradan izomorf olmayan ayrisamaz ve sonlu {iretenli

modiillerin sayisi sonludur. Yani B;sonlu gbsterim tipine sahiptir.
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