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OZET

Genelde dogal olaylarin ¢ogu dogrusal olmayan sistemlerin davranislarina benzer.
Dogrusal sistemlerin davramgini kestirmek kolay olmasina ragmen, dogrusal olmayan
sistemlerin davramigim kestirmek, hele kaotik davramg gosteriyorsa, oldukca zordur.

Caligmada, ilk olarak dogrusal ve dogrusal olmayan sistemlerin tanimlar
yaninda, bir sistemin kararliligi ve diverjans kavramlan verildi. Kaos icin evrensel olan
yollar belirtilerek bilinen temel kaotik analiz yontemlerinden Lyapunov spektrumlarina,
Kolmogorov entropisine, Lyapunov ve fraktal boyutlarina, zaman serilerine, Poincare
haritalarina ve gli¢ spektrumlarina kisaca deginildi.

Daha sonra, kaotik Van der Pol-Duffing osilatérinin (VPDO) davramslar,
bilinen kaotik analiz yontemleri ile incelendi ve bu gesit sistemlerle gizli haberlesmenin
yapilabilirligi arastirildi. Pecora ve Carroll’un Rossler ve Lorenz sistemlerini kullanarak
senkronizasyona getirdikleri yaklasim, 3-boyutlu VPDO’ne uygulandi. Daha sonra,
eldeki sistemle birden fazla bilginin bir anda kargi tarafa iletilmesi icin, sistemin
boyutu 4, 5, 6, 7 ve 8¢ yiikseltilerek elde edilen alt sistemlerin kaotik analizleri yapilarak
senkronizayon sonuglari bilgisayar benzetileri ile dogrulandi. Sistem boyutu ile
Kolmogorov entropisi arasinda uygun matematiksel bir bagmnti elde edildi. Olusturulan
yiksek boyutlu VPDO sistemlerinde, bir veya birden fazla degiskenle siirme
durumlarinda cevap alt sistemlerinin kararliliklan igin uygun Lyapunov fonksiyonlar
bulundu.

Son olarak, 3-boyutlu Lorenz ve VPDO sistemlerinin birbirleri ile senkron

olduklart gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Kaos, Garip Ceker, Lyapunov Ustelleri, Lyapunov ve Fraktal
Boyut, Periyot Ciftlenimleme, Poincare Haritasi, Entropi,
Kolmogorov Entropisi, Ana Sistem, Siiren Alt Sistem, Cevap
Alt Sistemi.



SUMMARY

Synchronizing Multiple-Dimensional Chaotic Systems and Using Them in
Communication
In general, most of natural phenomenon looks like the dynamic behavior of nonlinear

systems. Although it is easy to predict the behavior of linear systems, to predict that of
nonlinear systems becomes rather diffucult, especially where it exibits chaos.

In this work, first an introduction to linear and nonlinear system characteristics,
the concepts stability and divergence are discussed in detail. Some known routes by
which a nonlinear system can proceed to chaos are introduced, and to further illuminate
the routes an outline of some additional system analysis methods such as Lyapunov
spectrum, Kolmogorov entropy, Lyapunov and fractal dimensions, time series, Poincare
maps, and power spectrum are presented.

After, the behavior of chaotic Van der Pol-Duffing oscillators (VPDO), selected
as a sample chaotic dynamic system is investigated using known chaotic analysis
methods, and then applied to the communication field to achieve more secure communi-
cation. Since such communication requires synchronization of transmitter with receiver
the method proposed by Pecora and Carroll for synchronizing Rossler and Lorenz
systems is applied to the 3-dimensional VPDO. To allow the transmission of more than
one information at the same time, the dimension of the system used is increased to
produce several driving signal, each of which is for one information. So, the drive system
is divided into several subsystems to increase the dimension up to 4, 5, 6, 7, or 8, and the
synchronization results are verified by the computer simulation. In addition, derived is a
robust relationship between system dimension and Kolmogorov entropy. In multi-
dimensional VPDO systems made apropriate Lyapunov functions have been found to
establish the stabilization of response subsystems of the systems used in the case where
there are one or more driving varibles.

Finally, it has been shown that synchronization between 3-dimensional Lorenz
and VPDO systems are achieved using single state variable.

Key Words: Chaos, Strange Attractor, Lyapunov Exponents, Lyapunov and
Fractal Dimension, Period-Doubling, Poincare Map, Entropy,
Kolmogorov Entropy, Master System, Drive Subsystem, Slave
Subsystem.
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1. GENEL BILGILER -
1.1. Giris

Hayatta kargilagilan her problem, bilim ve teknolojide zamanla saglanan
gelismelerle agilabilecektir. Buna ornek olarak, 1831 yilinda Faraday, o frekans: ile
dik olarak titresen siglagmis su dalgalarm gozleyerek, «v2 frekansh alt harmonikleri
kesfetti. Daha sonralari, Lord Rayleigh bu deneyi tekrarladi ve “Theory of Sound”
(1877) adli makalesinde yaptift ¢alismalart agikladi. Faraday’dan 150 yil sonra, aym
deney gelisen modern tekniklerle Keolian tarafindan tekrar yapilarak Faraday’in sonuglar
dogrulandi.

Kalp atiglant elektrik devreleri ile benzer davramslar gosterdikleri igin
1920°li yillarda Van der Pol tarafindan modellendi. Bundan 20 yil sonra yariletken
teknolojisinde temel bir gelisme olarak kabul edilen Hall olayr ile iletkenlerdeki
akim tasiyicilarimin gesitleri belirlendi ve bunu izleyen yillarda tranzistorlu elektrik
devreleri ve takip eden yillarda gok kiigiik hacim isgal eden yamiletken yongalarin ve
hatta kaotik yongalarin da bulunmasi bilgisayarlarda ve diger teknolojik aletlerde hacim
ve hiz bakimindan énemli gelismelere yol agmustir.

1963 yilinda meteoroloji bilgini E. N. Lorenz, atmosfer olaylarimi  agikhiga
kavusturmak igin, basit bir matematik modelle sayisal gozlemlerini yayinladi (Lorenz,
1963). Daha sonraki yillarda ii¢ tane diferansiyel denklemin olusturdugu ve kendi ad ile
sdylenen bu model, dogrusal olmayan sistemlerin modern anlamda aragtirilanlarn ilkini
olusturmaktadir. 1971 yilinda D. Ruelle ve F. Takens, kayipl sistemlerde “garip ¢eker”
(“strange attractor”) ismini ilk kullananlar oldu (Eckmann,1985; Schuster, 1988). 1975
yilinda kaos kelimesi Li ve Yorke tarafindan ortaya atildi. 1976’da R. M. May, karmagik
sistemlerin periyot ¢iftlenimi (period doubling bifurcation) ile kaosa girebileceklerini
gosterdi (May, 1976). Daha sonra bunu evrensel bir sabit olarak isimlendiren ve kendi
adi ile anilan Feigenbaum oldu (Feigenbaum,1980).

Kaotik dinamigin varhg: Poincare, Birkhoff, Cartwright, Littlewood, Levinson,

Smale, Kolmogorov ve onun 6grencileri ile diger arastirmacilarin birgok énemli katkilar



ile matematik literatirinde tartigtldi. Dogadaki her sistemin bir elektrik devre karsilii
kolayca bulundugundan dolayi, gergek sistemlerin gosterdikleri davramslar elektrik
devreleri Uizerinde izlenmektedir. Dogrusal olmayan iki denklemden meydana gelen Van
der Pol (1889-1959) denklemi elektrik devrelerinde, mekanik sistemlerin harmonik
osilasyonlarinda ve kalp atislarinda uygulama alant bulmaktadir. Diger énemli, dogrusal
olmayan denklem de Duffing denklemidir. Van der Pol denkleminin esas: elektrik
titresimlerine dayamrken, Duffing denklemi mekanik titresimlerinde birgok uygulama
alan1 bulmaktadir. Bu sebeple c¢aligma kaotik Van der Pol-Duffing osilatérii tizerinde
yapilmustir. Kaotik hareketlerin agikca gorildigi alanlart asagidaki gibi siralamak
miimkiindiir (Rasband,1990).

1. Turbilans, kaotik davramgin goérildigli  deterministik sistemlerin  klasik
bir ornegidir. Turbilansa gegis problemi yetmisli ve seksenli yillarda cesitli kigiler
tarafindan aragtirildi. Rayleigh-Bernard yogunlasmasi olarak adlandinlan akigkanlardaki
termal yogusma, turbiilansa diger bir Ornektir. Lorenz’in kaotik hareketlerdeki ilk
uygulamas: tiirbulansla iligkili idi. Lorenz modeli tarihsel olarak 6nemli olup, Lorenz
denklemleri kaotik dinamikler i¢in 6nemli 6rneklerden biridir.

2. Stpersonik panel kanatlari, stipersonik hizhi ugaklar ve roketler kaotik teknikle
incelendi. ,

3. Baz1 kimyasal reaksiyonlardan, ozellikle Belousof-Zhabotinsky reaksiyonu
kaotik dinamikleri ortaya koydugu igin gok énemlidir.

4. Optiksel olarak iki kararli lazer bosluklan birgok kisi tarafindan seksenli
yillarin baginda incelendi. Bu tarihlerde siirekli bir dalga lazerinde kaosa iligkin bir¢ok
olgtimler yapildi.

5. Zor olarak yapilan kalp atislart veya anormal kalp atiglart Glass ve arkadaslan
tarafindan tartisildi. Kalbin dinamiklerine ilave olarak, kalbin ger¢ek yapisi fraktal olarak
adlandirilan kendine benzer geometrik yapilarin birkag tekrarina sahiptir. Fraktal yapilar,
dogrusal olmayan dinamiklerin ortak bir sonucudur. Kalbin biyimesine ve gelismesine
iligkin hareketler hentiz bilinmemektedir. Fraktal yapilar kalbin damar sisteminde
ayrintili olarak mevcuttur. Bundan baska kalbin kendi kendine olan atmalar diizensiz bir
fraktal gebeke yolu ile karinciklara taginir. Fizyolojide boyle birgok fraktal yapimn oldugu
bilinmektedir.



6. Kaotik dinamikleri agiklayan dogrusal olmayan devrelerin bircok drnekleri
vardir. En tamnmug 6rneklerden biri, dogrusal olmayan titresimlerin bir modeli olan ve
Van der Pol tarafindan tanimlanan osilatérdir. Dogrusal olmayan devreler tizerinde ok
sayida calisma yapilmug ve tartisilmus, bunlarin sonucunda, dogrusal olmayan sistemlerin
modellenmesi saglanmig ve onlara esdeger anolog devreler tretilmigtir .

7. Ekolojik ve biyolojik biiytime dinamikleri, kaotik dinamiklerin varhim ortaya
koyan dinamik bir sistemin birer basit ve 6gretici 6rnekleridir. Boyle bir denklem yildan
yila ¢akismayan biyolojik buyumelerin degisimlerini tammlar. Bu denkleme ve onun
Onemine May isaret etmistir.

8. Uyarilmus elastik sistemlerin titresimleri, ¢ift-kuyulu potansiyel sistemler igin
deneysel ornekler sagladi. Bu sistemler, deneysel ve teorik olarak bir¢ok kisi tarafindan
incelenmisgtir.

9. Kaotik dinamik modeller ters dondurilmils jeomagnetik alanin temsili igin
onerildi ve incelendi.

10. Kaotik dinamik davramsin birgok ¢esidi basit plazma sistemlerinde arastirildi.

11. Birgcok arastirmaci, beyin tarafindan bilgilerin islenmesinde kaotik sinirsel
faaliyetlerin 6nemli rol oynadigim EEG verilerine dayanarak ¢ne stirmiistiir. Buna iliskin
bilgiler Nicolis (1995)’de gorulebilir. Beyindeki sinir igaretlerinin kaotik olduklar

bilinmektedir, ve bu yiizden onlarin potansiyel senkronizasyonlar arastirilmaya degerdir.

1.2. Calismanin Amaci

Bir elektrik devresi, devre paremetrelerinin yavas degisimi altinda ya bir osilator
veya bir yikselteg olarak ¢alisabilir. Parametrelerin kritik bir degeri, devre dinamiklerinin
dallanmas: olarak adlandirilir. Sisteme ait parametre uzayinda, dallanma degerlerinin bir
kiimesi biliniyorsa, buradan optimum islem kosullarinda ¢alisabilen bir osilator
tasarlanabilir. Dogrusal olmayan devre dinamiginde ilgilenilen problemlerden bir
tanesi, parametre uzayindaki dallanma degerleri kiimesinin arastinlmasidir.

Kaotik isaretler genis banth ve giriltiye benzer oldugu igin, gizli haberlesmede
kullanilmasina olanak saglamaktadir. Ayrica sistem kontroliiniin bu c¢esit isaretlerle

yapilabilecegi son yillarda yapilan ilging arastirmalar sayesinde gorilmiistiir.



Kaotik igaretler gizli haberlesmede ilk olarak basit tirden 3-boyutlu dogrusal
olmayan terimli Lorenz ve Rossler sistemlerinde kullanildi (Pecora, 1990). Daha sonraki
bir ¢aligmada 3-boyutlu VPDO’ 11 kullamidi (Murali, 1993).

Bu tezde bir anda birden fazla mesajin iletilmesi amaglandi. Bu amac
gerceklestirmek icin yiiksek boyutlu kaotik sistemlerin olusturulmas: kag¢inilmaz oldu. 3-
boyutlu kaotik VPDO devresinde durum degiskeni olarak davranan kondansatér veya
bobin gibi elemanlarin sayilarimn artirilmasi ile daha yiiksek boyutlu, 6regin 4, 5, 6, 7,
ve 8-boyutlu kaotik VPDO denklemleri olusturuldu.

Elektrik devrelerinde enerji depolayan kondansatér ve bobin gibi devre
elemanlannin sinursiz bir sekilde gogaltilmasi ile sonsuz enerjili sistemlerin olusturulmasin
sinirlayan entropi kavramu ile sistem boyutu arasinda uygun bir baginti elde edildi.

Birden ¢ok pozitif Lyapunov ustelli sistemler hiperkaotik olarak adlandirilir. Bu
sistemler bir pozitif Lyapunov ustelli 3-boyutlu sistemlere gore gizli haberlesmede daha
givenilir olarak kullanilmaktadir (Tamasevicius, 1997). Yiksek boyutlu VPDO ile bir
anda 2, 3, ve 4 mesajin iletilmesi iglemi bilgisayar benzetileri ile gergeklestirildi. Bu
islemler yapilirken cevap alt sistemlerinin asimtotik kararl olmalan i¢in, kendileri pozitif
tammbi ve tiirevleri negatif olan Lyapunov fonksiyonlar: bulundu. Aym zamanda cevap alt
sistemlerinin asimtotik kararh olmalan ve senkronizasyonun saglanmasmin 6nemli bir
kriteri olan cevap alt sistemlerinin negatif Lyapunov ustellerine sahip olduklar gosterildi.

Ayrica, bu c¢alismada 3-boyutlu Lorenz ve VPDO sistemleri arasinda
senkronizasyon isleminin yapilabilecegi bilgisayar benzetileri ile gosterildi. Bu iglem,

uygun bir Lyapunov fonksiyonu bulunarak dogrulandi.



1.3. Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Sistemler

Pratik olarak dogada dogrusal sistem yoktur, fakat ¢oziimlerinin giicligiinden
dolayr dogrusal olmayan sistemler daha kolay olsun diye ¢ogu kez dogrusallagtirilarak

coziimlenmeye ¢aligitimistir. Buna 6rnek olarak, Ohm yasasi verilebilir.

V =RI (D

Burada V gerilim, R direng ve 1 de akimdir. Akimin alternatif oldugu varsayilirsa

asagidaki bigimde yazilabilir.

I = ACost + BCosmyt (2)

Gergek sistemlerde (1) denkleminin verdigi sonuglan elde etmek mimkin degildir.

Cinkii gercekte, akimla gerilim arasinda

V =Rol + R, (3)

denklemiyle verilen dogrusal olmayan bir iliski s6z konusudur. Burada @, ve @
frekanslarina ilave olarak, V gerilimi 2wy, 2a» ve o + oy frekanslanm da igermelidir.
Buradaki R; katsayist dogrusal olmayan bir katsay: olarak etkisini gostermektedir (Bai-
Lin, 1990).

1.3.1. Dogrusal Sistemlerin Kararhilik Analizleri

Cisimlerin hareketleri genellikle diferansiyel denklemler vasitasityla incelenir.
Cozimlerin kararliik ve kararsizliklarini ¢6ziim fonksiyonlarimin davranslan ile elde
ederiz. Fakat bircok problemde, 6rnegin dogrusal olmayan problemlerde diferansiyel
denklemin ¢Oziimii ¢ok zor olabilir. Bu gibi durumlarda diferansiyel denklemin

tammladig hareketin kararli veya kararsiz olup olmadig: hakkinda diferansiyel denklemin



Lyapunov kriterleri vasitasiyla bilgi edinilebilir. Zamanla degismeyen dogrusal sistemlerin
asimtotik kararhliklarinin aragtirilmasimn birgok yolu vardir. Ornegin siirekli zamanl: bir

sistem asagidaki gibi verilmig olsun.

) @

Béoyle bir sistemin orijininin asimtotik kararlliginin gerek ve yeter kosulu, A
katsayilar matrisinin biitin 6z degerlerinin negatif reel kisimlara sahip olmalaridir.
Zamanla degigmeyen dogrusal sistemlerin Lyapunov anlamundaki kararliiklarinin
arastirilmast igin (4) denklemi ile verilen sistemi diigtinelim. Burada x, n boyutlu bir
durum vekto6rii ve A da nxn boyutlu sabit bir matristir. A’nin tekil olmadigim (katsayilar
matrisinin determinant: sifirdan farkll) kabul edelim. Buradan sadece x = 0, bir denge
durumudur. Zamanla deSismeyen dogrusal bir sistemin denge durumunun kararlih@

Lyapunov’un ikinci yonteminin kullamimasi ile arastirilabilir.

1.3.2. Lyapunov’un Kararhlik Kriteri

A. M. Lyapunov (1857-1918), dinamik bir sistemin kararlilk yontemini
genellestirilmis enerji diistincesine dayanarak gelistirdi (Shinners, 1992). Lyapunov
dogrusal olmayan sistemlerin kararlii§imn incelenmesini iki simfa ayirdi. Birinci yontem
sistemin diferansiyel denklemlerinin ¢oziilebilirligine dayandirilmustir. Sistemin kararlilig
veya kararsizhig bu ¢odziimlerden belirlenebilir. Lyapunov’un ilk yaklagimi olarak bilinen
bu yaklasim, dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in ¢nemli birsey
soylemez. Bununla beraber, Lyapunov kendi ilk yonteminde belirttigi gibi, sistemin
¢ozimind bir seri seklinde elde ettikten sonra, ikinci yontem kullanilarak kararliik
hakkinda bilgi edinilebilir. Lyapunov, kararhiik bilgisinden sik¢a yararlanarak dogrusal
olmayan diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢6ziimlerini sagladi.

Lyapunov’un ik yontemini gdstermek icin, bir M noktasimn civarinda dogrusal
olmamamn tek bir degere sahip oldugu (yani hi¢ bir histerisizin olmadigi) ve her
dereceden tirevlerin mevcut oldugunu kabul edelim. Dogrusal olmayan, y = f(x)

fonksiyonu asagidaki gibi Taylor serisine agilsin.



d"y
dx"

dy, 1 d’y 1 "
yzy(MH(x—M)(E)M+E(X_M)2(E?)M+"'+;?(X"M)( )y £ ()

Bu serinin ilk iki terimi, dogrusaligin saglanamadig: nokta civarinda dogrusal yaklagiklig:
temsil etmektedir. Lyapunov sunu sagladi: Dogrusal yaklagikligin diferansiyel
denklemlerine kars: gelen karakteristik denklemin koklerinin gergel kistmlarinin sifirdan
farkli olmalan durumunda; dogrusal yaklagikligin denklemleri dogrusal olmayan bir
sistemin kararlilig1 sorusuna daima dogru yamt verir. Bu teoremi su sekilde dzetlemek
mumkiindir: Dogrusal olmayan bir denklemin, dogrusal bir yaklagmi kullaniir ve
buradan da ilgili sistemin kararhihigt tamimlanir. Dogrusallagtirilmig  karakteristik
denklemin koklerinin igaretlerine bakilarak, sistem hakkinda agagida 6zetlenen sonuglara
varilir,

1. Kokler negatif ise, hareket ilgili nokta civarinda kararlidir.

2. Koklerden her hangi birinin gergel kisimlarindan biri pozitif ise, hareket ilgili
nokta civarinda kararsizdir.

3. Koklerin gergel kisimlar sifir ise, tartisiimaya deger bir durum yoktur.
Burada sunu vurgulamakta yarar vardir; Lyapunov’un ilk yontemi denge noktasimn yakin

civarinda kararliliklar belirlemede kullanilir.
1.3.3. Lyapunov’un ikinci Yéntemi

Bu yontem, sistemin davramglarini tanimlayan diferansiyel denklemin ¢oziimiine
sahip olmadan, sistemin kararhligmi tammlamada kullanilir. Asimtotik kararlihin
aragtinlmasinda  faydalanilan tekniklerden birisi de Lyapunov fonksiyonlarnin
kullanilmasidir. Lyapunov fonksiyonlan yiiksek boyutlu kaotik sistemleri olusturmak igin
kullamlmaktadir (Sano, 1985). Lyapunov’un ikinci yonteminde, belli 6zelliklere sahip
kinetik ve potansiyel enerjilerin toplamina benzeyecek sekilde durum degiskenlerinden bir
fonksiyon olusturulur ve fonksiyonun zamana gore tirevi aliur. Olusturulan fonksiyonun
tiirevi, sistemin yOriingeleri boyunca negatif ise, sisteme asimtotik kararlidir denir. Bu
yonteme Ornek olmak iizere direng , kondansatér, ve bobinden olusmus elektriksel bir
devre Sekil 1’de, ve yay, kitle, ve susturucudan olusmus mekanik bir diizen Sekil 2¢de

gosterilmistir.



Sekil 1’de verilen RLC devresinin Lyapunov kararliligi arastirilsin. Bu sistemi
yoneten denklem q yiikiine gore ikinci mertebeden olup asagidaki gibi yazilabilir (Chen,
1968).

d’q Rdq 1

PR AT Veh (®)
Asagidaki

X1 =4

_dq (7

Xp =1= dt
dontsimler yardimiyla

X=X,

. 1 R (8)

XZ = —EXI —EXZ

yazilabilir. Pozitif tamml ve tiirevi negatif olan Lyapunov fonksiyonu deneme-yanilma

yontemiyle asagidaki gibi segilsin.

1 1
E=3Lx3 +—2€x% 9)
B11%

Sekil 1. Bir RLC devresi.



Fonksiyonun tirevi alimp ve uygun degerler yerlerine yazildiginda asagidaki ifade elde
edilir.

. | S
E—E:LXZXZ +EX1X1
. 1 R
E—LXz(—LCXl_LX2)+CX1X2 (10)
E~——éx1x2 —Rx% +EXiX2
E=-Rx} <0

(10) denkleminden de goruldugu gibi, enerji fonksiyonuna karsilik gelen ve Lyapunov
fonksiyonu olarak secilen (9) denkleminin zamana gore tlirevi negatifticr ve bu da,
sistemin orijinine karsilik gelir.

(9) ve (10) denklemlerinden de gorildigu gibi, Lyapunov’un asimtotik kararlilik
teoreminin iki kosulu olan enerjinin pozitif tammli ve tiirevinin negatif olma kosullan
saglanmaktadir. (10) denklemi, R direnci ile orantilt olarak enerjinin veya giiciin degisim
hizimt gostermektedir.

Sekil 2°de yay, kiitle ve susturucudan olusmus sistem asagida verilen diferansiyel

denklemle temsil edilir (Shinners, 1992).

d*y(@®) _dy@) ~
M e +B ” + Ky(t) = f () (1D)

M=K =B =1 ve f{t) = 0 olarak alindiginda (11) denklemi asagidaki sekli alir.

O+ +y(H) =0 (12)

Durum degiskenleri agagidaki gibi tamumlamirsa,

X1 () =y(t)
X, (1) = y(1).

(13)
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‘ M

y(t) v l
St

Sekil 2. Kuvvet altindaki yay, kutle ve susturucudan olusmus bir sistem.

olur. Bu sistem iki tane birinci mertebeden diferansiyel denklemle tanimlanir.

X (1) =x, (0 =y(t)

. (14)
%, (1) = —x, (1) = X, ()
Baslangi¢ kosullan
0)=1
O (15)
%,(0)=0
seklinde secilirse bu basit sistem kolaylikla ¢oziilebilir.
x, (1) =1.15exp(—t/2)Sin(0.866t + 1 / 3) (16)

x,(t) =—=1.15exp(~t/2)Sin(0.866¢).
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(), %(t)
1
%1
Pl
t
25 ()
-1k

Sekil 3. Yay, kiitle ve susturucudan olusan bir sistemin durum
degiskenlerinin zamanla degisimi.

X2(t)

| L

x1(t)

Sekil 4. Yay, kitle ve susturucudan olusan sistemin faz diizlemindeki durum
degiskenleri.

(16) denklemlerinin zamanla olan degisimleri Sekil 3’te ve faz diizlemindeki
degisimleri de Sekil 4’te ¢izilmistir. Bu sekiller boyle basit bir mekaniksel sistemin
dinamiklerini ve kararliigim biitiiniiyle belirler, ve ayrica sistemin kararli oldugunu da
gosterir.

Simdi bu basit sisteme, enerji bakimindan bakalim. Sistemde depolanmis enerji
veya buna kargt gelen kendisi pozitif tanimli ve tiirevi negatif olan Lyapunov fonksiyonu

agsagidaki gibi segilmis olsun.

E(t) = %Kx%(m%Mx%(t) (17
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Bu 6rnegimizde K = M = 1 olarak alindiginda,
E()=3x} (0 +3x3() (18)
elde edilir. Bu toplam enerji, susturucuda 1st olarak asagidaki hizda kaybolur.
E(t) = =Bx, (xy (1) =—Bx3 (1) (19)
B=1 oldugu i¢in asagidaki ifade elde edilir.
E(t) = -x2(t) €0 (20)

(18) denklemi, x,(t)x,(t) dizleminde sabit olarak depo edilmis enerji egrisini tammlar.
Agikca bu enerji egrileri, boyle basit drnekler icin Sekil 5 de goriildiigi gibi ¢emberlerdir.
(20) denkleminin diger dnemli bir gozlemi, enerjideki degisim daima negatiftir ve bu
sebepten dolayr Sekil 5’deki ¢emberler gegen zamanla kiigiilmektedir. (16) denklemleri,
(18) ve (20) denklemlerinde uygun yerlere yazildiklarinda E ve E’min zamanla olan
degisimleri asagidaki gibi elde edilir.

E =0.667¢™ (sin”(0.866¢) + Sin” (0.866¢ + 1 / 3))

) (21)
E =-1.333¢™Sin*(0.866¢).

E ve E’mn zamanla olan degisimi Sekil 6’da gosterilmistir. Sekil 5 ve 6’nin
karsilastirilmas ile gorillmektedir ki, sistemde depolanan toplam enerji, zaman sonsuza
yaklagtiginda sifira yaklasir. Bu da, sistemin asimtotik kararh oldugunu gosterir.
Bununla orijini kaplayan bir R durum bolgesi igerisinde herhangi bir x(t) noktasindan
orijine geri doniiliir.

Dogrusal olmayan sistemlerin kararhligi, durum vektoriiniin giris tiirii ve genligi
ile degisen 6zel bir durum uzayma baghdir. Bundan dolayi, dogrusal olmayan sistemlerin
kararlilig1 asagidaki gibi bolgesel olarak da siniflandinlabilir.

1. Yerel veya kiigiik bolgedeki kararlilik,
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2. Sonlu kararhlik,

3. Genel veya buyiik bolgedeki kararhlik.

Dogrusal olmayan bir sistem, uygulanan kiigiik bir uyarmadan sonra hep aym
nokta civarinda kaliyorsa, yerel olarak kararhdir denir. Sonlu kararlihk, sonlu boyutlara
sahip bir R bolgesindeki herhangi bir x(t) noktasindan, hep aym noktaya sistemin
doniisiini gosterir. Eger R bolgesi tiim sonlu bir durum uzayin kapsarsa, o sisteme genel
kararlidir denir. Bu incelemeler, agagidaki gibi secilen enerji fonksiyonuna dayanilarak

yapilir.

Sekil 5. Faz diizleminde sabit enerji yiizeylerinin zamanla olan azalmalar.

A

E(t), E(t)
\
t

\w—_'__-_._.—-_;:—

E(t)

Sekil 6. Enerji ve enerji azalmasiun zamanla degigimi .
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E(t) = %x%(t) +%x§(t) (22)

Bu fonksiyon ¢ok ilging iki 6zellige sahiptir. Bunlarin birincisi, x;(t) ve xo(t)’nin sifirdan
farkli biitiin degerleri i¢in fonksiyonun pozitif olmasidir. Ikincisi de x,(t) = xo(t) = O
oldugunda fonksiyonun sifira esit olmasidir. Bu o6zelliklere sahip olan bir fonksiyon
pozitif tanimlt olarak adlandirilir. x,(t) x,(t) diizlemine tguncii boyut olarak E(t)’mn ilave
edilmesi ile pozitif tanimli olan E(x;,x;) fonksiyonu $ekil 7’de gosterildigi gibi 3-boyutlu
bir kiire ylizeyidir.

Lyapunov kararhlik teoremi simdi, n-boyutlu durum uzayma uygulanabilir. n.
mertebeden bir dinamik sistem igin pozitif tammlt bir E(t) fonksiyonu bulunabiliyor ve
sistemin yoriingesi boyunca zamana gore tlirevi negatif oluyorsa, ilgili sistem igin
asimtotik kararhi oldugu soylenir. Genelde pozitif tanumli fonksiyonu bulmak kolaydur,
fakat yoriingeler boyunca E(t) < 0 olacak sekilde bir fonksiyonun bulunmast ¢ok zordur.

Lyapunov’un ikinci yonteminin saglanmast Sekil 7’deki faz diazlemi incelenerek
gorilebilir. Sabit E(t) egrileri C,, C; ve C; egrileri ile gosterildi. P baslangi¢ durumunda,

bu ikinci mertebeden faz yoringeleri agagidaki durum denklemleri ile tanimlanir.

X, (1) =F (x,,x,)

) 23

X, (1) =F,(x,,X;) (23)
Pozitif tammli E(t) fonksiyonu asagidaki gibi verilsin.

E(t) = a?x? () + bx3 (1) (24)

Burada a ve b bilinmeyen katsayilardir. E(t) buyiklugu ardisik olarak daha bityiik sabit

degerler alir.
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E()=0,C, G, G, - (25)

Burada 0<C;<Cy<Cs< - dir. (24) denkleminin sonuglari, asagidaki denklem kiimesini

verir.

azxf b 2=o,
a’x’ +b? x2=C2,

E(t) = 0 oldugunda, (26) denklemi faz dizleminin orijinini gosterir; diger degerler igin
denklemler faz dizleminde elipsleri tammlar. Sekil 8’den de goriildigii gibi, her bir

sonradan gelen elips kendinden &nce gelenleri icerir. E(t) fonksiyonunun zamana gore

tiirevi
dE(t) _ OE(t) dx, +9E(t) dx, 27
dt ox, dt ox, dt
veya
e aaEif)xmwai(t) k2 (1) 28)
olarak yazilabilir. (23) denklemi, (28) denkleminde yerine yazilirsa
dI::iEt) ai(t)ﬁ( X1 %)+ aE()Fz(Xl’XZ) (29)

bagintist elde edilir. Gosterildigi gibi, (24) denkleminin kismu tiirevi almrsa, (29)
denklemi asagidaki gibi yeniden yazilabilir.

dE(t
—%:ZaleFl(Xl,X2)+2b2X2F2(X1,X2) (30)
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dE@) negatif ise, sistemin davranig1 kendi P baslangic noktasindan E(t)’nin daha kiigik
t

degerleri yoninde ve orijine (merkeze) dogru hareket etmelidir. Sistem bu takdirde

asimtotik olarak kararli olacaktir.

Etf

X0
Xt

Sekil 7. Pozitif tanimlt bir fonksiyonun gésterimi.

Sekil 8. Lyapunov kararlilik kriterinin saglanmas.
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Bir baska 6rnek olarak denklemleri asagidaki sekilde verilmis olan yoriingede
donen bir uzay araciin  davranisi incelensin (Anand, 1974).

Lo, +(I,-1))o,0, =-Bo

X

Lo, +({, -1,)0,0, =-Bo G1)

z

Lo, +dI,-1,)o,0, =-Bo,

Burada I, Iy, I, eylemsizlikleri, B pozitif susturucu sabitini ve @, ,®, ,®, ise agisal hzlar

gostermektedir. Bu ornekte (0, O, 0) noktasmn asimtotik olarak kararli oldugunu

gosterelim. Bunun igin Lyapunov fonksiyonu agagidaki gibi diisiindilsiin.
1
=5 (Log +1y0) +1,07) (32)

E fonksiyonu ox ,@, ve , ‘nin bitin degerleri igin pozitif oldugundan dolay1, pozitif

tanumh olup ve sadece (0,0, 0) nokta‘smda sifirdir. Bu fonksiyon igin E olusturulur
E=L o0, +1,0,0, +1,0,0, (33)
ve uygun degerler yerlerine yazilirsa agagidaki sonuca ulastlir.
E=—(0] + 0, +05) < 0. (34)
Sistem igin segilen ve (32) denklemi ile verilen Lyapunov fonksiyonunun zamana gére
turevi sadece (0, 0, 0) noktasinda sifirdir ve (34) denkleminin sonucuna gére de sistem
asimtotik olarak kararlidir.
1.3.4. Dinamik Sistemlerin Sayisal Coziimleri
Dinamik sistemlerin zamanla olan gelisimlerini anlamak, sistemi tanimlayan

diferansiyel denklemi veya denklem sistemini analitik veya sayisal olarak ¢dzmekle

miimkiindiir. Analitik ¢oziimii bulunamayan birinci, ikinci veya daha yiiksek mertebeli tek
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degiskenli veya ¢ok degiskenli dogrusal olmayan denklemlerle verilen sistemler, denklem
sisteminin ozelligine bagl olarak degisik sayisal yontemlerle ¢oziilebilir. Bu yontemlerden
etkili, kararli, programlanmas: kolay, yiiksek dereceli tiirev gerektirmeyen bir tanesi
Runge-Kutta yontemidir (Haken, 1985; Lambert, 1977; Mathews, 1992).

Dinamik bir sistem a<t<b araliginda

y(a) = o
y@)=c; (35)

y* @) =0,

baslangi¢ kosullarina sahip ve m. mertebeden tiirevle,

yr () =£t,y,y,...,y") (36)

seklinde ifade edilen bir hareket denklemine sahipse,

u =y
u, =y’
2 =Y 37)

— {m-1)
U, =Yy

doniisimleri ve u(a) = oy, Ux(a) = 0, ..., Un(a) = oy baslangic kosullan ile seklinde

U =u,
uj = U,
(38)
’ —
um—l - um

’

u, =f(t,u;,u,,...,u,)

birinci mertebe denklem sistemine indirgenebilir. Sonugta y(t) ¢oziimii u; degiskeninin
elde edilmesi anlamina gelir. Her bir birinci mertebe diferansiyel denklemi ¢ézmek icin

kullanilabilecek 6.mertebe Runge-Kutta yontemi tek adim ile baglayabilen bir yontemdir.
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h adim uzunlugu olmak iizere x = X, , X = X, + /2 ve X = x,, +h ‘da hesaplanan egimlerin
agirlikli ortalamast kullambir. 6. mertebe Runge-Kutta yontemi igin tekrarli (successive)
olan iglemler
25 1408 2197 1
g =u k, + k,+ k,-—-k
B =0T 016 T 565 2 T 4104 T 5

seklinde verilir. Burada

k, =hf(t;,u;)

h 1
k, =hf(t; +—,u; +=k
2 (1 4 4 I)

3h 3 9
k, =hf(t, +—,u. +—k, +=—k
3 (1 8 ux 32 1 32 2)
39
1<4=hf(ti+12h,ui+1932k1_7200 2+7296k3) 39
13 2197 2197 2197

439 3680 845

ks = hf(t, +h,u, +——k, =8k, + - K
5 (1 U, 216 1 2 513 3 1104 4)

ke =hE(t + 20, =2k 42k, ot 1 190y Ly

- 2 27 2565 ° 4104 * 40

seklindedir ve hata mertebesi b’ dir.

1.3.5. Kayip ve Diverjans

Sekil 9 da gosterildigi gibi, x ve y degiskenlerinin (xz, ys) ve (Xa, Va)
koordinatlan ile belirlenen kiigiik bir alandaki baglangi¢ koordinatlar ile bir inceleme
baslatdsin (Hilborn, 1994).

Boyle bir alanin degisim orami agagidaki gibi hesaplanir.

A=(xy=x,)(¥p—¥4) (40)

dA

— =0 —x (a0 ¥8) = Fr G YOI+ UG y,0) = Fixas 70X = ) (A1)

Burada kullarulan zaman gelisim denklemleri agagidaki gibidir.
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*= filx, ) “2)
y=f(x)
Taylor serisi agthmi kullanilirsa,
df,
fl(xs’)’A)=f1(xA,yA)+(xB“xA)a_x'*'"' (43)

benzer ifadeler f, iginde yazilir ve bu seri agilimlart (41) denkleminde yerine koyulup A

ile boliindiikten sonra agagidaki ifade elde edilir.

Adt ox oy

(44)

Baslangi¢ kosullarim igeren bir alamin genisleme veya buyumesi, zaman gelisim
fonksiyonlariin kismu tiirevleri ile tammlanir. (44) denkleminin sag tarafi negatif ise
baslangigtaki faz uzayr alam sifira dogru kugiiliir, ve bu yiizden sistemin kayipli oldugu
sOylenir. Dinamik sisteme ait yoriingeler, geometrik boyutu, orijinal uzay boyutundan
kiigiik olan bir ¢ekiciye donisiir. Iki durumlu uzay boyutlari igin, gekici bir nokta veya bir
egri olabilir. n-boyutlu durum igin, durum uzayinda baslangi¢ kosullarimin n-boyutlu V

hacminin gelisimi agagidaki denklemle verilir.

Ya

¥Ys

» X
Xa XB

Sekil 9. x, y degiskenli durum uzayinda baslangi¢ kosullar ile belirlenen bir
dikdortgen.
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1aV & o,
—_— = —L=d; 45
var e (4

Yukaridaki esitligin sag tarafi, f, fonksiyon kiimesinin diverjanst olarak adlandirilir.
div(f) <0 olmast durumunda, baslangi¢ kosullarinin belirledigi baslangic hacmi, orijinal
durum uzay1 boyutundan daha az boyutlu olan bir geometrik bélgeye déniisiir, ve bu
durum uzaymin en az bir gekictye sahip oldugu séylenir.

n-boyutlu dinamik bir sistem igin diverjans ifadesi asagidaki sekilde verilebilir

(Hilborn, 1994; Shaw,1981).

N
divF(x) = o + o, el (46)

Bir sistemin toplam enerjisi ile diverjanst arasindaki iligkiyi ortaya koymak igin,
ornek olarak zorlanmamus Duffing osilatériinin faz uzaymin (47) denklemi ile verilen

genel yapist incelensin (Wiggins, 1990).
¥-x+8&x+x*=0 ; 47

(47) denklemi aym zamanda birinci mertebeden bir denklem sistemi bigiminde asagidaki

gibi yazilabilir.

x=y,
y=x—x"~dy. (48)

Bdyle bir denklem sisteminin (x,y) = (0,0) ve (£1,0) seklinde olan g belirli noktasi, (48)
denklemlerinin sag taraflar1 sifira esitlenerek bulunur ve 8>0 igin sistem, kapali bir
yoriingeye sahip degildir. 6=0 igin zorlanmamusg, sénimsiiz Duffing osilatorii bir ilk
integrale veya fonksiyonun seviye egrileri sistemin yoriingelerini veren bagimh

degiskenlerin bir fonksiyonuna sahiptir. Daha fiziksel terimlerle ifade edilirse,
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zorlanmamug sOnimsiiz Duffing osilatorii yoringeler tlizerinde sabit bir enemi
fonksiyonuna sahip korunumlu bir sistemdir. Bu durum asagidaki gibi agiklanabilir: (47)

denklem sisteminde &0 alimp ve butin terimler x ile garpilirsa

XX —xx+xx>=0

d x2 2 4 (49)

bulunur. Bundan dolay:

.2
%2 x* x*

7——2—+—4—=E=sabit (50)
veya
2 2 4
y X X '
H(X,y)=E=—i———7+‘Z‘ (51)

seklinde yazilir. Bu, zorlanmamus séniimsiiz Duffing osilatoriinin bir ilk integrali veya

2 2 4
birim kiitleye sahip bir sistem icin y? terimi kinetik enerji ve V(x)=-0 4

2 4
potansiyel enerji olarak duistiniliirse, E sistemin toplam enerjine karst diiger. Bu sebepten
dolay1 bu fonksiyonun seviye egrileri, boyle bir sistemin faz uzayimn genel yapisin verir.

Genelde bir serbestlik dereceli problemlerde (6rnegin iki boyutlu faz uzayindaki
vektor alanlan) sahip olunan ilk integral, sistemin kinetik ve potansiyel enerjilerinin
toplamu olarak dusiinilir. Zorlanmams sonimstiz Duffing osilatériintin ilk integrali

H(x, y) ile gosterilsin. Boyle bir sistem ger¢cek Hamiltoniyen sistem olarak dastinildagi

i¢in agagida verilen Hamiltoniyen denklemlerini saglamalidir.

(52)
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(51) Hamiltoniyen ifadesi veya sistemin toplam enerjisi, (52) Hamiltoniyen
denklemlerinde yerine yazilirsa, sistemin korunumlu oldugu asagidaki gibi kolayca

goriiliir.

dH OJHdx JHdy OJH . 0JH .
— e = R ——
dt  ox dt oy dt  ox dy
dH

o =(—x+x3)y+y(x—x3)=—xy+x3y+xy—x3y=0 (33)
daH _
dt

(53) denkleminde Hamiltoniyenin zamanla olan degisiminin sifir olmas:, kendisinin sabit
olmasina karsiik gelir. Buda sistemin korunumlu oldugunu gésterir. Korunumlu

sistemlerin diverjanslar her zaman sifirdir.

1.4. Dogrusal Olmayan Sistemlerin Kaotik Incelenmesi

1.4.1. Kaosa Siiriiklenme

Dogadaki dogrusal sistemler, gegen zamanla hi¢ bir yeni bilgi iiretmezken,
dogrusal olmayan sistemler zaman gelisimlerinde daima yeni bilgiler wretir (Farmer,
1982). Buna Ornek olmak tzere, laminar ve turbilansh akiglar arasindaki fark
gosterilebilir. Laminar akigta, sistemin hareketi siur ve baslangig kosullan ile belirlenir,
ve akis tarafindan yeni bilgi tretilmez, ve bu nedenle genelde hareket tahmin edilebilir.
Diger taraftan tirbilansh akista, akis kendi kendine surekli bilgi iiretir ve bu gergek,
tahmin edilebilirligi ve terslenebilirligi imkansiz hale getiric. Bu 6zelliginden dolays,
dogrusal olmayan sistemler glinimiizdeki ilging arastrma konulari arasindadir. Boyle
sistemler hakkinda bilgi edinmek i¢in sistemin komsu yoriingelerinin tistel kapanma ve
uzaklasmalarma (Lyapunov Ustellerine), Kolmogorov entropisine, g¢ekicinin fraktal
boyutuna, sistem degiskenlerinin zamanla olan gelisimlerine ve Poincare haritalarina

bakilmalidir (Hilborn, 1994; Rosenstein, 1993).
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Kaos normal olarak diizen veya tahmin edilebilirligin yoklugu veya rastgele
kuvvetlerin sonucu olmayan dinamik sistemdeki dogrusal olmamadan dolay: diizensiz ve
tahmin edilemez davranslardir. Boylece hava durumu, duman pargaciklarimn yiikselmesi
veya market stoklamasinin kaotik oldugu soylenebilir. Kaos ¢alismalarimin beklenmedik
iki strprizi vardir: (1) kaotik davramigin her yerde olmast ve (2) kaos yollarimn
evrenselligidir. Kaos olarak adlandinlan davramis, uzun yillar énce giines sisteminin
kararlilig1 probleminde, matematik¢i Henri Poincare tarafindan meshur (¢ cisim problemi
ile ortaya konulmustu.

Bir sistemin kaosa nasil gectigini anlamak igin su sorunun sorulmast uygundur.
Dogrusal olmayan bir sistemin davranusi, sistem igin var olan kontrol parametresine veya
parametrelerine bagl olarak nasil degisir?

Kaosun miimkin birkag yolu burada kisaca agiklanacaktir. Ilk olarak kaosun
evrensel bir yolunun olmadig soylenebilir. Bununla beraber, kaotik duruma ulagsmadan
once farklt kararsizliklarm zengin bir hiyerarsisinin oldugu bilinmektedir.

Sistemin enerjisi, Reynolds sayisi veya bir laserin gii¢ pompast gibi, kontrol
parametreleri arttif1 zaman, sistemin oy, , @, ... frekanslarinin sayilar tedricen artar.
Akigkanlar dinamiginde bu olay Landau-Hopf resmi olarak adlandirthr. Bu resimde
akiskamn turbiilans durumu, osilasyon frekanslar arasindaki basit olmayan bir iligki -
yardimiyla sonsuz sayidaki osilasyonla karakterize edilir (Bai-Lin, 1990; Grassberger,
1984; Kawakam, 1984).

Kaotik davramgin bir boyuttaki 6rnegi géz 6ninde bulundurulsun. Bir boyutlu
olan ve lojistik denklem olarak bilinen ifade agagidaki sekilde verilmektedir (Varma,

1991).

xn+1 = rxn (1 - xn) (54)

Burada x, sistemin bir degigkeni, r ise bir kontrol parametresi olup xe(0,1) ve re(0,4)
degerlerini almaktadir. r parametresi degistirildiginde, adi gegen sistem 2" bigiminde
periyot ¢iftleme yolu ile kaosa siiriiklenmektedir. r<1 durumunda biitiin yigiimalar sifira
yaklagir. 1<r<3 igin y1gilmalar ya monoton olarak bir noktaya kapanacaklar ya da artan r
ile belirli bir degerde osilasyona neden olacaktir. 3<r<3.5 de sistem iki periyotlu, r = 3.5

igin dort periyotlu ve r = 3.56 igin de sekiz periyotlu bir osilasyona ugramaktadir. Artan r
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degeri ile sistemin davramgt daha karmagik olacak, fakat r =383 civannda tekrar
periyodik davramglar gozlenirken; » =4 igin sistemin davramg tamamen tahmin edilemez
bir durum goéstermektedir. Iste boyle bir davrams kaotik olarak adlandinlabilir. Periyot
¢iftleme ile gergeklesen kaos yolu literatiirde 2" seklinde verilmekte olup Sekil 10°da
sematik olarak gosterilmigtir.

Kaosun en meshur yolu, periyot ¢iftleme yoludur. Bu olay esasta tek periyotlu
titresime sahip bir sistemin, Ornegin r gibi bir parametresinin degisiminin belirli
degerlerinde periyodun ¢iftlenerek 2T, 4T, ... gibi davramglar gostermesi seklinde ortaya
¢tkar. Bu olaymn en onemli karakteristigi r degerleri i¢in bir ayarlama kuralimin olmasidir.

r,

1> 7, V€ r,., parametre degerleri, periyot ¢iftlenmesi igin kritik degerler ise, n—so i¢in

L7l o 5 = 4.6692016 (55)
rn+l - rn

degeri saglanir. & sayisi Feigenbaum sayisi olarak bilinir. Sekil 10°da, r kontrol
parametresinin deger artisina bagl olarak belirli degerlerde osilasyonlanin periyodu
ciftlesir. Bu geg¢is tirtinin evrenselligi Feigenbaum tarafindan arastirildi ve kendi adi ile
anillan evrensel sabitin degeri Tablo 1’de gorildigi gibi 4.668002 olarak bulundu
(Feigenbaum, 1980). Periyot ¢iftleme ile kaosa girisin ikinci 6rnegi, trigonometrik
fonksiyonla elde edilmig ve sonuglar Tablo 2’de verilmistir.

Kaos i¢in ikinci bir yol su sekilde tammlanabilir. Sistemin bir parametresi a
degerinden b degerine gegis yapti§t zaman, bir garip ¢ekici yok olabilir, buradan tersine
olarak parametre b den a ya gegtiginde ¢ekici tekrar ortaya gikabilir. Béylece bir garip
¢ekicinin aniden ortaya ¢ikmast mimkin bir kaos yoludur (Grebogi, 1983; Pastor-
Di1az,1995).

Kaosun diger bir yolu bir olaym araliklarla olusmasidir (intermittency). Bu
durumda, tipik fiziksel nicelik belli bir siire durgun kalirken, belli zaman periyotlarinda
aniden kaotik patlamalar gosterir, daha sonra tekrar durgun bir duruma ulagilir; fakat belli

bir zaman sonra bir bagka kaotik patlama gosterir ve bu olay boyle devam eder.
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Sekil 10. Bir sistemin kaos yollarindan birisi olan 2" seklindeki evrensel

I3 I'4

kaos yolunun sematik olarak gosterimi.

Tablo 1. Lojistik haritada (x,,, = rx, (1— x,)) 2" seklindeki dallanmalara

karst gelen r parametresinin degerleri (Lundqvist,1988).

I; 1/8; Evrensel Feigenbaum
Sayist ( §,)
2% | 3.44949 | 0.2105 47514799
27 | 3.54409 | 0.2148 4.656199
2% | 3.56440 | 0.2142 4.668106
2° | 3.56875 | 0.2144 4.668847
25| 3.56969 | 0.2142 4.668002

Periyot c¢iftlemeye bir baska Ornek,
denklem olup asagidaki ifade ile verilmektedir (Ahmet,

kalp atiglarimin benzetiminde kullanilan

1993; Casdagl,

Courtemanche, 1989; Glass, 1983; Mackey, 1977).

Xy =X, +T +bSin(2mx,)

Bu trigonometrik fonksiyonda b genlik ve t benzeti periyodu olarak adlandiriimaktadir.

Benzetilerde b + T =1 kogulunun saglanmasi ¢nemlidir.
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Tablo 2. Trigonometrik bir fonksiyon i¢in b genlik parametresine
ait dallanma degerleri (Kindikoglu, 1998).

T, b, 1/8; 5,

2% 10.424998 | 0.575001 | 0.272648 | 3.667732
2% 10.418182 | 0.581817 | 0.272086 | 3.675302
2% 10.416327 | 0.583672 | 0.272008 | 3.676357

2° 10.415822 | 0.584177 | 0.272000 | 3.676459

Bu trigonometrik fonksiyonun temsil ettigi sistem, 2' dallanmaya karst gelen T
degerinde iki kararl, 2* ‘ye karst gelen T degerinde dort kararli, 2° ‘e karsi gelen 1
degerinde sekiz kararli durumda bulunuyor ve bdyle devam edildiginde periyot ¢iftleme
yontemi ile sistemin kaosa gittigi gozlenmektedir. Tablo 2°deki degerler x(0) = 0.05
baslangi¢ kosulu ile hesaplanmug ve az sayidaki iterasyonlardan sonra kararh bir durum
elde edilmistir.

Kaotik davranigin 3-boyuttaki 6rnegt igin Lorenz sistemi incelensin. Atmosferdeki
karisim olaylanm agikliga kavusturmak icin 1963 yilinda akigkan sistemlerin Navier-
Stokes denklemlerinden yararlanarak hipotezini gelistiren E. N. Lorenz g tane birinci
dereceden diferansiyel denklemle olusturdugu dogrusal olmayan sistemini (E-8)’de
verilmistir(Lorenz, 1963; Khayat, 1995).

Lorenz denklemlerinde x akiskanin akisini, y yikselen ve algalan akis elemanlar
arasindaki sicaklik farkim karakterize ederken, z ise dikey sicaklik profilinin denge
noktasindan bozulmasi ile orantiidir. Ayrica ¢ ve b ayarlanabilir parametrelerdir ve
bunlar sira ile 10 ve 8/3 degerlerint alirken, r’min ¢esitli degerleri i¢in intermittency
(araliklarla olugma) ve kriz gibi kaotik gegisler gozlenmigtir. Daha sonraki yillarda bu
sistem, diger birgok aragtirici tarafindan gerek matematiksel yonden ve gerekse de,
sistemin elektrik devre kargili31 olusturularak ayrintili olarak aragtirma konusu olmus ve
halen daha arastinlmaktadir. Bunlardan birinin sonuglarmi su  sekilde siralamak
miimkiindiir.

1. r'nin 166.0 ve 166.2 arasinda, r = 166.0’a kars1 diigen periyodik ¢ekiciden

r =166.2’ye karst diigen kaotik ¢ekiciye olan bir intermittency (araliklarla
olugma) gecisi gdzlenmigtir.

tc« YU"(SR;’-I )3}""‘ g r’}'pg" vv,
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2. r =24.06’nn asagisindaki degerlerde iki tane periyodik gekici vardir.
r’nin degeri 24.06’mn Uzerine ¢ikanldiginda biri kaotik ve diger ikisi
periyodik olan ti¢ ¢ekici gozlenmistir (Grebogi, 1987).
3-boyutlu Lorenz sisteminin xy, xz ve yz kaotik faz gériinamleri Sekil 11 (a), (b)
ve (c)’de ¢izilmigtir. Ay sisteme ait ve 0 =16, r = 40 ve b =1/8 parametre degerleri i¢in
periyodik bir ¢ekici Sekil 11 (d)’de goriilmektedir. Aynt zamanda Bonhoeffer-Van der Pol

(BVP) osilatortine ait kaotik faz gériintimii Sekil 12°de verilmistir.
1.4.2. Baslangi¢c Kosullarina Duyar Bagimhihk

Bir ¢ekicinin dinamiklerine ve baglangi¢ kosullarina duyar bagimlilik tstel bigimde
etki ediyorsa, o gekici kaotiktir denir. Iki yoriinge tizerinde aralarinda A(0) kadar fark
bulﬁnan biri x;(0) ve digeri x2(0) = x,(0) + A(0) olan komsu iki baglangi¢ kosulu gdzodniine
alinsin. Belli bir t siiresi sonunda bu iki yoriinge tizerinde vanlan noktalar x;(t) ve x,(t)
olsun. Bu t siiresi sonunda yoringe arasindaki fark A(t) = x,(t) - x,(t) dir. Eger | AO)l =0
giderken biiytik t’ler i¢in yorungeler siurli kalip, ¢oziimler arasmdaki }A(t)f farks, A(0)
vektoriindeki  tipik bir yonlenme ile istel olarak buyiiyorsa (  6rnegin,
A /] AO)] ~exp(ht), h>0 ), o zaman boyle bir sistemun baglangic kosullarina duyar
bagimh oldugu ve bunun sonucu olarak kaotik oldugu soylenir. Baslangig kosullarinin bu
duyar bagimlilig: Sekil 13°de gosterilmistir.

Ornek olarak lojistik denklem incelensin. Burada r = 2.5 ve x’in baslangic degerleri
sirastyla x,(0) = 0.700000000 ve x,(0) = 0.700000001 alnarak iki sayisal hesaplama
yapilmistir. Sonuglar Sekil 14‘te gosterilmistir. En azindan ilk otuz iterasyonda (n = 30)
sonuglar arasinda bir farkin olmadig1 gozlenirken, n = 39°dan sonra, baslangic degerleri
arasindaki farkm 1/10° kadar kiigiik olmasina karsilik, sonuglar arasindaki fark oldukga
biytimistir (Thornton, 1995). Bir bagka 6rnek olarak da, dinamik bir sistemin baslangig
kosullarina duyarli oldugunu gostermek igin (xo, yo) = (0, 0) ve (x},y4)= (0.00001, 0)
baglangic kogullu iki yoriingenin (xo, ¥o), (X1, y»)... ve (x},¥5), (X],y!)... zaman
gelisimleri hesaplanmus olsun. Bu baslangig kosullan altinda sistemin zamanla degisimi
Sekil 15’te gosterilmistir (Vieira, 1992). Sekl 15 (a) ve (b) sistemin bu iki baslangic
kosuluna gore degisimini gosterirken, Sekil 15 (c) ise bu iki degisim arasindaki fark:

4

gostermektedir. x¢ ve x| zaman gelisimlerinin baslangiglart birbirlerinden ayirt



29

edilemezken, belli bir iterasyondan sonra gelisimler arasindaki fark kendisini

gostermektedir (Peitgen, 1992).

60

40 -
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20 -

-40

40

T
40 20 20 10 0 10 20 30 40
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-60 -40 20 0 20 40 60

(d)

Sekil 11. 3-boyutlu Lorenz sistemine ait (a) xy, (b) xz, (c) yz (kaotik) ve(d) xy
(periyodik) faz gorintimleri. Bu sekillerde o =16 , r = 40, b = 4 (kaotik)
ve b = 1/8 (periyodik) fiziksel parametreleri ve H = 0.001 adim
uzunlugu kullanilarak ¢izilmigtir.
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20 . 0.5

Sekil 12. BVP osilatériine ait faz goriinimi.

x2(7)

A(r)

X1 (1)
x2(0)

A

x1(0)

Sekil 13, Faz uzayinda komsu iki yoriingenin zamanla geligimleri.

Surekli dinamik sistemlerin benzetileri i¢in yaygin yol, birinci dereceden

diferansiyel denklemlerdir. Boyle n tane bagimsiz degiskenli bir sistem n tane birbirine
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Sekil 14. Komsu iki yoriingenin baslangic kosullarinda 10°® kadarlik bir
farkin olmasy, kisa bir zaman sonra hissedilir boyutlara ulagir.

X=—(y+z)
y=x+ay (57)
2=b+z(x-C)

bagh diferansiyel denklemle tanimlamir. Boyle denklemlerde kaosun gdzitkmesi igin iki
kosul olmalidir (Bai-Lin, 1990).

1. Denklemlerin sag taraflarinda en az bir tane dogrusal olmayan terim,

2. En az ii¢ tane bagimsiz degisken olmalidir.

Basit kaotik diferansiyel denklem sistemini incelemek amaciyla, Rossler
denklemlerini incelemek uygundur (Wolf, 1985). Bu sistemde sadece z ve xX’in garpimm
seklindeki bif tane basit ¢esit dogrusal olmayan terim vardir. Bu yapi, kaotik davrams
gosteren en basit diferansiyel denklem modellerinden birisidir. C sabitinin farkh degerleri
igin (57) denklem sistemine iligkin yoriingelerin xy-diizlemindeki izdiistimleri Sekil 16da
gosterilmistir. C artirilinca; yortngeler bir maksimumlu basit bir limit ¢evrimden (limit
cycle) kalkarak, iki maksimumlu bir limit cevrimden gectikten sonra dort maksimumlu bir

limit gevrimine doner, ve devam edilirse C = 5°te artik herhangi bir goriinebilen
periyodiklik kalmaz.
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Bu sistem, C parametresinin artan degerleri ile periyot ¢iftlenimi seklinde kaosa
girmektedir. Bu kritik parametre degeri C>4.233 olarak hesaplénnnstlr. Bu parametre
degerinde sistemin Lyapunov Usteli sifirdan buyiik bir deger almaktadir ve bu mimkiin bir
kaos yoludur (Bai-Lin, 1990; Rietmen, \1989). Fark denklemlerine benzer olarak, n tane
birbirine bagh birinci dereceden diferansiyel denklem sisteminin n tane Lyapunov usteli
vardir. Bu istellerle ilgili kaos kriteri, en az bir Gstelin sifirdan biiyik ve toplamlarinin

negatif olmasidir.
1.4.3. Lyapunov Ustelleri (Spektrumu)

Kaotik davramsa izin veren Ui¢ veya daha buyiik boyutlu durum uzayinn 6nemli bir
ozelligi, sisteme ait durum uzayr yorungelerinin birbirlerini kesmeden ve aymt gekilde
birbirlerini tekrarlamadan sinirlt bir uzay bolgesinde kalmalaridir. Agik¢a boyle yoringeler
geometrik bir ¢ekici ile sonlanmaktadir. Gergekte boyle gekiciler garip ¢eki¢i olarak
adlandirilir. Cekici tizerindeki davrams kaotik ise, yani ¢ekici tizerindeki komsu yoriingeler
ortalamada ustel olarak birbirlerinden sapiyorlarsa, boyle c¢ekiciler kaotik olarak
adlandinlir. Birgok yazar, garip ¢ekici ve kaotik ¢ekici terimlerini birbirleri yerine
kullanmaktadir. n boyutlu faz uzayinda siirekli bir dinamik sistemin verildigi kabul edilsin.
Boyle bir sistemde, baslangi¢ kosullarina bagh olarak sonsuz kiigiik n boyutlu bir kiirenin
uzun zaman davramslan gozlenirse, sistem akiginin yerel bozulmasindan dolayt n-boyutlu
bir elipsoid seklini alacaktir. A, ile gosterilen i. bir boyutlu Lyapunov iisteli, elipsoidin Pi(t)
ana ekseni cinsinden agagidaki gibi tammlanir (Farmer, 1982; Gencay, 1992; Wolf,1985;
Zeng, 1991; Yavas ve Akkas, 1996).

. 1. P()
=lim~log —2. 58
MR 0 G8)

Burada A; en buylikten en kiigiige dogru siralanir. Boylece Lyapunov stelleri, faz

uzayindaki farkli yonlerin genisleme ve sikigmast ile ilgilidir. Burada dikkat edilmesi

gereken durum, elipsoidin dogrusal boyu oMt kadar, ilk iki ana ekseni ile tammlanan

2(}.{*‘)\,2 +)\.3)[

alanm 2™+ kadar ve ilk {i¢ ana eksen ile tarumlanan hacimin de kadar ve
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Sekil 15. Dinamik bir sistemin baglangig kosullarina duyarliligi. (2) (xo, yo) =
(0,0) baslangig kosulu igin degisim. (b) (xj,yg )=(0.00001, 0)
baslangi¢ kosulu igin degisim. (c) Bu iki degisim arasindaki fark.
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Sekil 16. (57) denklem sistemi ile verilen Rossler sisteminin dort farkli C degeri

i¢in xy-faz ¢izimleri. Bu gekillerde a = 0.2 ve b = 0.2 parametre
degerleri kullamlmugtir,

v.s. biiyiimesidir (Peitgen, 1992; Wolf, 1985). Bu ozellik tistellerin spektrumunun diger bir

tammuni verir; ve ilk j tane Gstelin toplami, bir j hacim elemaninin uzun sireli astel bilyiime

hizi ile tammlanir.
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Sistemin kaosta olmasi igin en az bir pozitif istelin olmast ve butiin istellerin
toplamlarinin negatif olmast gerekir. (54) denklemi ile verilen bir boyutlu sistemde, r
parametresinin fonksiyonu olarak Lyapunov istelinin degisimi Sekil 17’de verilmistir.
sekilden de goriildiigii gibi A>0 kaos igin gereklidir. Aymt zamanda bu durum sistemin
baslangig kosullarina bagimliigimt da icermektedir. Sekilde 17°de r; ve r; ile gdsterilen
parametre degerlerinde, ilgili sistem bir kararll durumdan iki kararli ve iki kararl
durumdan dort kararli duruma gecerken; r. parametre degerinde de tamamen
periyodikligini kaybedip kontrolu yapilamayan bir davrams gostermektedir. r = 4 igin
sistem kaostadir.

3-boyutlu dinamik sistemlerin analizlerinde karsilagilan Lyapunov spektrumlar
asagidaki gibi siralanir (Farmer, 1982; Froyland, 1984; Russel, 1980; Wolf, 1985).

1. (-, -, -) : sabit bir nokta

2. (0, -, -): limit (sinirl) gevrim

3. (0, 0, 0): iki-torus

4. (+, 0, -): garip cekici

Yukarida igaretleri ile verilen Lyapunov spektrumlarinin anlamlarini kisaca verelim.

(-, -, -): Sistem akigt her yonil ile biiziilecek ve ilgili sistem sifir boyutlu bir nokta
cekicisi ile sonlanacak.

(0, -, -): Akis altindaki sistem sadece bir yonde degismeye ugramadan, diger iki
yonde olusacak biiztilmelerle bir boyutlu siirh bir ¢ekiciye yaklasacaktir.

(0, 0, -): Incelenmekte olan sistem, iki yonde bir degigime ugramazken, Ugiincii
yonde bir buzilmeye ugrayarak, sistemin faz uzayr 2-torus diye adlandirilan sanki
periyodik bir gekici ile sonuglanur. Bu gesit hareketler bir ve iki boyutlu durum uzaylarinda
godzitkmezler ve hareket iki farkli frekansa sahip olup, asla kendisini tekrarlamaz.

3-boyutlu kaotik sistemlerin sahip olduklar Lyapunov spektrumu (+, 0, -) seklinde
olup, bu tstellerin iterasyon sayilan ile degisimleri $ekil 18’de verilmistir. 20-30 milyon
iterasyondan sonra Ustellerin kararll bir degisim sergiledikleri sekilden goriilmektedir
(Grassberger, 1983).

4-boyutlu dinamik sistemlerin Lyapunov spektrumtari (+, +, 0, -), (+, 0, 0, -) ve (+,
0, -, -) seklinde siralanabilir (Farmer, 1982; Yavag ve Akkas, 1996). Dinamik sistemlerin

Lyapunov spektrumlarinda iki pozitif dstelin bulunmas, sistemin davrangmin hiperkaos
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100

Sekil 18. 3-boyutlu Lorenz sisteminde 6zel parametre degerleri
igin Lyapunov tstellerinin kararlihig: (Grassberger, 1983).

Tablo 3. Siirekli otonom sistem gekigilerinin spektral gesitler (Baier, 1991),

Boyut(N) | Cekicinin boyutu | Lyapunov iisteli | Cekicinin boyutu(D)
| Denge durumu - 0
2 Sinirh gevrim 0,- 1
3 Torus T* 0,0, - 2
Kaos C' +,0, - 2<D<3
4 Hipertorus T 0,0,0, - 3
Kaos T’ +,0,0, - 3<D<4
Hiperkaos CZ ++,0, - 3<D<4
N Denge durumu - 0
Smrlt gevrim 0-.. 1
(N-1) torus 0..-.. 1
(N-2) torus 0. - (ktD) <D<N

olarak adlandinimasinin nedenidir (Baier, 1991; Kapitanik, 1991; Lai, 1997). Tablo 3’te
gorilen N topolojik boyut, D simirl kiimenin gekici veya fraktal (Hausdorff) boyutudur.

Hiperkaotik davranig igerisinde bulunan 4-boyutlu Rossler sistemine ait Lyapunov
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spektrumu (+, +, 0, -) seklinde olup, Tablo 3 ve Tablo 5’te gosterilmistir. Yukarida ve
¢esitli Tablolarda verilen Lyapunov spektrumlannin isaretleri fiziksel olarak su sekilde
agiklanabilir:

+ : Cekici tizerindeki geniglemeyi gosterir,

_: Cekici tizerindeki biiziilmeyi (sikigsmayi) gosterir,

0 : Cekici tzerinde herhangi bir degisiklige neden olmaz.

Ortasindan mesnetlenmis kiitlesiz bir gubuga ikinci bir kiitlesiz cubuk bu mesnet
noktasindan baglanmig ve bu ikinci ¢ubugun diger ucu baska bir mesnet noktasina
yerlestirilmis bir mekanik sistem incelensin. Her iki gubuk kendi mesnet noktalari etrafinda
dondiiriilebilmektedir. Ortasindan mesnetlenmis ¢ubugun uglarinda esit kitlelerin oldugu,
ortasinda ise bagka bir kiitlenin bulundugu ve bir ugundan da belirli araliklarla darbelendigi
varsayihyor. Cift rotor olarak bilinen boyle bir mekaniksel diizen 4-boyutlu bir sistem
olusturur. Bu sistemin zaman geligimini tamimlayan 4-boyutlu haritasi f; kontrol
parametresinin (sabit siddetli periyodik kuvvet) fonksiyonu olarak Sekil 19’da

gosterilmistir (Romeiras,1992).

3.0 —

2.0

1.0

0.0+

-1.0+

-2.0F

-3.0 | L |
6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

fo

Sekil 19. Kaotik ¢ekicilere iliskin Lyapunov istellerinin ve Lyapunov boyutunun
sistem parametresi ile degisimi (Romeiras,1992).




40
1.4.4. Kolmogorov Entropisi

Tahmin edilebilir (integre edilebilir) sistemler ileriye donuk gelismelerinde yeni
bilgiler iiretmezler ve bu sebepten dolayr entropileri sifirdir. Bunun yamnda, kaotik
dinamik sistemler yeni 6lg¢iimlerle stirekli bilgi tiretirler ve entropileri pozitiftir (Farmer,
1982). Fizikte entropi, bir sistemin girilebilir durumlarimin (sistemle ilgili yararlanilabilen
makroskobik bilgi ile ¢elismeksizin, bir sistemin i¢inde bulunabilecegi herhangi bir
mikrodurum) logaritmasi olarak tammlanirken, olasilik teorisinde entropi, deneylerin
performasyonunda yok edilen belirsizlik veya kazamilan bilginin bir 6lgiisidir (Benettin,
1976; Young, 1983). Enerjisi mikemmel dagilmis molekiler bir sistem termodinamik
anlamda oliidtir. Bunun yaninda farklt molekdler enerji dagilimina sahip bir sistem mekanik
is yapabilme olanagina sahiptir. Molekiiler seviyede entropi kavramu diizenlilik kavramu ile
siki stkiya iligkilidir. Bir durum ne kadar diizensiz ise entropisi de o kadar bilytiktiir. Buna
ornek olmak tizere suyun bilindigi gibi kati, sivi ve buhar fazlani g6z Oniinde
bulundurulsun. Sivt ve buhar fazlarna ilskin entropi degerleri h(siv1) = 1.3062 (kJ/kgK),
h(buhar) = 7.3554 (kJ/kgK) (Cambel, 1993) dir. Bu sonuglardan da gorildigi gibi
entropisi buyiik olan buhar fazli sistem daha ¢ok diizensizlige sahiptir . Entropi, Lyapunov
tstellerine benzeyen ve sistemin kaos’ta olup olmadigint belirleyen diger dnemli fiziksel bir
buytiklizktar. Kayiph dinamik sistemlerin, bilgi ile iliskili olan en temel 6zelliklerinden biri
Kolmogorov entropisidir. Bir T aninda sistemin bir yoriingesinin € duyarhlikla gézlenmesi
ile kazanilan I(g,T) bilgisi entropi ile iliskilidir. Kolmogorov entropisi ¢ok uzun yapilan
gézlemlerin sonucunda elde edilir. Bunu matematiksel olarak asagidaki gibi vermek

miimkiindiir (Farmer, 1983; Hilborn, 1994, Jacobs, 1989; Rosenstein, 1993).

) . I,
he =limlim T (59)

€0 T oo

Buradaki € duyarliligi x durum vektoriiniin her hangi bir koordinatimn bir 6lgiimdeki
belirsizligidir. Diizenli deterministik hareketlerde Kolmogorov entropisi sifir ve rastgele
giiriiltitye neden olan sistemlerde sonsuzdur. Kaotik sistemlerde de sifirdan biiytik sonlu

bir deger almaktadir. Genelde kaotik sistemlerde Kolmogorov entropisi, Oseledec ve
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Piesin’in matematiksel sonuglarma dayanan ve pozitif Lyapunov ustellerin toplamlan

olarak tarumlanan asagidaki ifade ile verilir.

he =Y A (60)

3

Vi

v —

3,20

G. Benettin ve arkadaslari, gravitasyonel potansiyellerle birbirlerine baglanan bir
boyutlu N tane paralel tabakadan meydana gelmis, yani N serbestlik dereceli sistemlerdeki
caligmada, Kolmogorov entropisinin serbestlik derecesi ile dogrusal olarak arttigim
gosterdiler (Benettin, 1979). Mackey-Glass ve Henon sistemlerini ornek alan P.
Grassberger ve 1. Procaccia’nin galigmalarinda da Kolmogorov entropisinin artan sistem
boyutu ile siirekli artmayip sonlu bir limit degerine yaklastigr gosterilmigtir (Grassberger,
1983). Bu iki ayr1 ¢aligmadaki entropi degerleri, sistemler basit dereceden kaotiklige sahip
olduklar i¢in, kugiik degerli olup, bunlarin sayisal degerleri ky (Henon) = 0.325 ve hg
(Mackey-Glass denklemi) = 0.008 dir.

Bu sistemlerle ilgili olarak, Kolmogorov entropisi ile sistem boyutu arasindaki
degisim Sekil 20°‘de verilmistir. Bir bagka calisjma da Antoni M. Correig tarafindan
Antartika’da Ocak-Subat 1990 periyodunu igeren ve olaylar arasinda ortalama 136 dakika
olan 546 veriden olugsmus sismik kayitlarin tizerinde yapilmis ve bu kayitlarin analizinden
elde edilmis sonuglar Sekil 21°de verilmigtir (Correig, 1997). Bu ¢alisma ile artan sistem
boyutu ile sonlu bir Kolmogorov entropisi elde edilmistir. Ayrica, degisik boyutlu
sistemlerde pozitif Lyapunov Ustellerin toplamlari olarak verilen Kolmogorov entropileri

Tablo 4’te verilmistir.
1.4.5. Fraktal ve Lyapunov Boyut

Fraktal boyutun kesin bir tanimini vermeden once, fraktal yapilart karakterize eden nitel
ozellikler ilk olarak tammlanmalidir. Ik ozellik kendine benzerligi vurgulanmalidir.
Tekrarlanmig biiytitmelerde fraktal yapilar genellikle hep aym gozikirler ve fraktal
yapilarin 6lgek degismez yapilar olduklan sdylenir. Bulutlar kiire geklinde degildir, daglar
koni geklinde degildir, aga¢ kabugu yumusak degildir ve ne de simsek dogru boyunca
ilerler (Bai-Lin, 1990).
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Sekil 20. Sistem boyutu ile Kolmogorov entropisinin degisimi. (a) Mackey-
Glass denklemi, (b) Henon haritas: (Grassberger, 1983).
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Sekil 21. Sismik kayitlardan elde edilen sonuglar igin Kolmogorov
entropisinin sistem boyutu ile degigimi (Correig, 1997) .

Tablo 4. Degisik sistemlerin Lyapunov tistelleri ve bunlarla iligkili olan A,

11

(Kolmogorov entropileri) D,, (Kaplan — Yorke) Lyapunov boyutlar

(Sano, 1985).
Sistem

Lyapunov iistelleri

Henon haritast
(a=14,b=0.3)

0.417
-1.58
hg_f—-" 0417, D&_y_ = 126

Lorenz denklemlert
(r=40,c=16,b=4)

1.37
0.00
-22.37
hl(. = 137, DKX =2.06

Rossler denklemleri
(a=b=02,c=57)

0.069
-0.0002
4978
hy = 0.069, Dyy = 2.01

Mackey-Glass denklemleri
(a=02,b=0.1,c=10,T =30)

0.0071
0.0027
0.000
-0.0167
-0.0245
h_}g = 0.0098, DKX =3.54
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Dogada belli kisitlamalar igerisinde arastirilan sistemlerin boyutu tam sayilarla ifade
edilir. Fakat gercege yakin sistemlerde bu durumun bulunmasi mimkin degildir. Ciinki
gergek sistemlerde kayip vardir. Bunun agik bir 6rnegi turbiilansh akislarda goértilmektedir.
Bir akiskan akmig oldugu uzay bolgesini tam anlamiyla doldurarak akmaz, bunun sonucu
olarak calisilan sistemin gergek boyutu daima, bulunulan uzayin boyutundan kugukttr.

Kayipl: sistemlerin belirlenmelerinde boyut kavramut énemli bir yer tutmaktadir, ve
boyutun tanimi da gesitli sekillerde yapilnustir. Tam sayr olmayan kesirli boyutlarin en
basiti fraktal boyut olup, en rahat Cantor kiimesi olarak adlandirilan yap: ile agiklanabilir.
Bu is i¢in birim uzunluklu bir gubuk alinarak iig esit pargaya boliniip ortadaki kisim atilir.
Ikinci asamada, geriye kalan pargalara benzer islem uygulanir. Sonugta sonlu uzunluklu ve
sonsuz saylda noktadan olusmusg bir kime elde edilir. Béyle bir kiimenin fraktal boyutu,
asagidaki sekilde ifade edilir (Crawford, 1984; Feder, 1989; Jocobs, 1989; Rietmen, 1989;
Yavas ve Akkas, 1995).

In2
D, =——=0.6309 61

1-boyutlu sistemlerde fraktal boyut sifirdan biyikk birden kiigik, 2-boyutlu
sistemlerde ikiden kugtk, birden buyiiktir. Kayipl sistemlerin geometrik yapilarinin
agiklanmasinda Onemli yer tutan boyut kavramuna, ¢esitli arastirmacilar kigik farklarla
yeni tammlamalar getirmiglerdir. Bunlardan en fazla kullamlam ve yiiksek boyutlu
sistemlerde daha iyt sonuglar vereni Kaplan-Yorke varsayimudir. Bu varsayima gore

hesaplanan boyut asagidaki ifade ile verilmektedir (Crutchfield, 1980; Wolf, 1985).

$r
D, =j+ =

’ P (62)

Jj+1

j j+1
Burada j bir tam sayidir ve Z A, >0ile 2 A; <0 kosullan saglamalidir.

i=1 i=1
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Tablo 5. Degisik boyutlu gesitli sistemlerde sistem parametrelerinin
degerleri, Lyapunov tstelleri ve Lyapunov boyutlar

Parametre Lyapunov Lyapunov
Sistem Degerleri Spektrumu Boyutu
Henon (Wolf, 1985)
Xpe =1—ax, +y, A, =0603
a=14b=03 Dy =1.26
Yne! = bxn+1 }\,2 =-2.34
Rossler-kaos (Wolf, 1985)
X=-(y+2) A, =013
=015b=02
§=x+ay a (1)013,b 0 A, =000 Dy=2.01
7=b+2z(x—c) e= Ay =-141
Lorenz (Wolf, 1985)
Xx=0(y—x A, =216
(ol G =16;R = 4592 :
y=x(r—z)—vy b= 40 A, =000 Dy =2.07
z=xy-bz o Ay =-324
Rossler-hiperkaos (Wolf, 1985)
y=x+ay+w a=025b=3.0 A, =0.03
D, =3.005
;=b+xz ¢=0.05d=0.5 A, =0.00
W=cw—dz A, =-39.0
Zorlanmig Toda (Yavag ve Akkas, 1996)
xX=y c=0.1 A, =0104
y=—cy+1l-exp(—x)+ fSin(wt) @=0.6, A, =000 Dp =243
b=w f=31 Ay =-0236

Tablo 5°te siralanmug olan sistemler igin hesaplanan Lyapunov boyutlari Kaplan-

Yorke yontemine gore hesaplanmustir. Bu sistemlerden ilk doérdi Wolf (1985)’tan ve

besincisi Yavas (1992)’tan alinmigtir.

1.4.6. Zaman Serileri

Insan ve hayvanin biyolojik fonksiyonlarnin bir ¢ogu ile bazt dogal olaylar

( 6rnegin atmosferik olaylar, yer sarsintilarn ve gesitli hastaliklarin yayiiumi gibi) zaman
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serileri yardimu ile analiz edilebilir. Bunun esasi zamanin fonksiyonu olarak basing veya
hacim gibi belirli bir degiskenin kaydedilmis grafigine dayanir. Bir elektrokardiyagram
(EKG)’da ve electroencephalogram (EEG)’da gerilim degisimleri zamana gore c¢izilir.
Sekil 22(a)’da normal bir insandan alinan EEG isaretlerinin zamanla degisimleri
gorilirken, Sekil 22(b)’de hasta bir insandan alinan ve diizensiz olarak adlandirilan EEG

isaretleri gorilmektedir.

ol AR et

(a)

(b)
Sekil 22. (a) Normal, (b) Hasta bir insan i¢in EEG isaretleri.

3-boyutlu kaotik Lorenz sisteminde o =16, r = 40 ve b =4 parametre degerleri

icin x ve y durum degiskenlerinin zaman goriinumleri Sekil 23°te gizilmistir.

1.4.7. Poincare Haritalar:

Poincare haritalart ik  olarak, ¢iftlesmis iki osilatorin (Henon-Heiles)
baglanmasinda ortaya konuldu. Burada faz uzayindaki bir yoriinge aym faz uzayindaki bir
dizlem tzerine izdusurtlir. Bu durum $ekil 24°de goriilmektedir. Boyle bir izdiisiimde,
diizenli hareketler igin, sabit enerjili bir yoringenin izdisiima kapali bir egridir ve sistemin

enerjisi yavag degistiginde, yavag degisen bir egri elde edilir. Yeterince yiiksek
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enerjilerdeki sistem kaotik olur ve bunun Poincare haritasi izole olmug noktalarin rastgele

dagilms bir gorinimindedir (Lundqvist, 1988). Yari periyodik sistemlerin olmast
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(b)

Sekil 23. Kaotik Lorenz sistemi igin (a) x ve (b) y durum

degiskenlerinin zamanla gelisimleri.
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durumunda, diizlemle olan kesigimler kapali bir egri {izerine disen noktalara neden olur.
Kaotik bir bolgede, bir diizlemle olan kesisimle bir sonraki arasindaki iligki tahmin
edilemez. Boylece, basit her hangi bir egri Gizerine diismeyen noktalarin kiimesi diizlem
tizerinde diizensiz bir sekle karst diiser (Nicolis, 1995; Sanz-Serna, 1994; Thornton, 1995,
Karaesmen, 1992).

Kaotik hareketin karakteristik bir ¢zelligi, faz uzayindaki komsu noktalardan gegen
egriler, dizenli harekette oldugu gibi kapanmazlar, tersine ustel olarak ayrilirlar. Bu
durum ayn: zamanda baslangic kosullarina oldukga duyarlt olmay: gésterir.

Cok serbestlik derecesine sahip sistemlerin, ¢ok boyutlu faz uzayindaki yoriinge
hareketlerinin Poincare haritalart ile tartigilmast ¢ok pratik degildir. Genel olarak Poincare
haritalarmin kullamimasinda n boyutlu bir faz uzayi, (n-1) boyutlu hiper bir diizlemle
kesilir, fakat onlarn analitik olarak arastiriimast ¢ok zordur. Bundan dolayi, bir veya iki
boyutlu haritali basit sistemlerin arastirilmast daha iyi sonuglar vermektedir. Poincare
haritalan sistemlerin biittin dinamiklerini icermeseler bile, kaotik hareketin kaos yolu gibi
bazi dnemli ézelliklerinin anlasiimasinda olduk¢a faydalidir.

Bonhoeffer-Van der Pol (BVP) osilatorine ait Poincare haritast Sekil 25°de

gosterilmistir (Rajaserkar, 1993).

Sekil 24. Dinamik bir sisteme ait Poincare haritasinin gosterimi (Ott,1981).

1.4.8. Gii¢ Spektrumu

Herhangi bir x(t) fonksiyonu periyodik bilesenlerin st Uste gelmesi ile

olusturulabilir. x(t) periyodik ise, spektrum frekanslari, temel frekansin tam katlar olan
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salimimlarin dogrusal birlesimi olarak ifade edilir. Bu birlesim Fourier serisini olusturur.

x(t) periyodik degilse, stirekli frekanslt salimmlarin bir birlegimi ile temsil edilebilir. Boyle

-0.10
Y ¥
1, ' ' - " )
~
’
'q‘
e
ln._“.‘. -“H
-0.60 i

-1.10 -0.85

Sekil 25. BVP osilatoriine ait Poincare haritas: (Rajaserker, 1993).

bir spektrum ise Fourier dontisimiini verir. Karmagtk ve ¢ok periyotlu davrans ile kaos
arasindaki aymm yapmak igin, denklemi agagida verilen x(t) isaretinin Fourier

doniisiminden sik¢a yararlanilir (Carroll, 1993; Lundqvist,1988; Yavas ve Akkas, 1995).
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x(®) = [ dt exp(iot)x(t) 71)

Fourier doniigiimii genelde kompleks degerli bir fonksiyon oldugu i¢in, doniisimiin

modiil karesi gergel degerli fonksiyon olarak kullantir. Gug spektrumu asagidaki ifade ile
verilir.

p() =|x(w)|’ (72)

Rossler sistemine ait ve 4096 veriden olusmus giig spektrumu Sekil 26°da
goriilmektedir (Carroll, 1993).

1S(@)1®

400 600 800 1000
f (keyfi birim)

Sekil 26. Rssler sistemine ait gii¢ spektrumu (Carroll, 1993).
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1.4.9. Senkronizasyon

Kaotik sistemlerin senkronizasyonu hakkinda kisa bilgi asagida verilmeye

caligilacaktir. Dinamik bir sistem asagidaki diferansiyel denklemle tammlansim.

a(t) = £(u) (73)

Bu sistem « = (v,w) seklinde iki alt sisteme boélinsiin

v=g(v,w) (74)
w=h(v,w) (75)
Burada V=(Uy,.e . iy), g=(fj(u),....f (), W= (U, s U, ) VE

h=(f ;1 (W,....f,(0) . u; degiskenlerinin yeniden dizenlenmesi v,w,g,h’mn aldig
degerlerden 6nce oldugu igin bolme iglemi tamamen keyfidir. Ilk cevap sistemi, w sistemi
ile ayni olan yeni bir w’ alt sistemi ile olusturulabilir. Bu amagla h fonksiyonunda v’ yerine
v degisken takimu koyulur, ve bu yeni sisteme (74) ve (75) denklemleri eklenerek

asagidaki sistem bulunur.

V=g, w),
w=h(v,w), (76)
W= h(v,w).

(73) denklemi ile yonetilen sistem ana (master) sistem olarak diisinilsiin. Bu
sistem birbirinden bagimsiz olan v ve w gibi iki alt sisteme boliinsiin. Bu iki alt sistem
(74) ve (75) denklemleri ile verilebilir. Cevap alt sistemi asagida verilen iki alt sistemle
yonetilir.

V=y )
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W =h(v,w) (78)

(78) denklemi w icin (75) denklemine oldukca benzer olmakla beraber
wvew farkh baslangic kosullarma sahiptir. Boylece ana sistem (74) ve (75)
denklemlerinden, cevap sistemi ise (77) ve (78) denklemlerinden meydana gelmistir.
Yukarndaki ifadeler E-8 denklemi ile verilen Lorenz sistemine uygulandiginda asagidaki

sonuglar elde edilir (He, 1992).

V=y=x=x (79)

w=m (80)

Z

w'=H (81)
Z

g=0(y—x) (82)
y l:rx— y— xz::| (83)
xy—bz

(80) cevap alt sistemi asagidaki gibi yazilabilir.

AR

w’' cevap alt sistemi, w cevap alt sisteminin biitin degiskenleri iizerine s isareti
konularak (84) denklemi ile verilebilir. Simdi Gsstiz ve Usli degiskenler arasindaki fark
yildiz sembolu ile temsil edilsin, yani y  =y-y" ve z" =z-7  olsun. Bu durumda

asagidaki denklem elde edilir.



53

W= P } = {_ - X}P } (85)
Z,* ‘r _b Zt

Bir cevap alt sisteminin asimtotik kararlilifini test etmenin pratik
yollarindan birisi, kendisi pozitif tammli ve tirevi negatif olan uygun bir Lyapunov
fonksiyonu bulmaktir. Aym zamanda bu fonksiyon, sistemin toplam enerjisine

karsilik gelmektedir. Simdi Lyapunov fonksiyonu asagidaki gibi se¢ilsin.

E=1t
2

(Y +z"7) (86)
(86) denkleminde zamana gore tirev alip, uygun degerler yerlerine yazildiginda

asagidaki sonuca ulaglir.

E:y*}.)* +Z*Z.*
E:y*(—y* —xz*)-}—z*(xy*-—bz*) (87)
E=-y?-b77 <0

(87) denklemi sadece sistemin orijininde gegerlidir, ve bu sebepten dolayr (80)
cevap alt sistemi asimtotik olarak kararlidir.

Cevap sistemi ne zaman kararli bir alt sistemdir? Bu soruya yanit
verebilmek i¢in, §oyle bir yol izlenir. w(#)’nin w(0) baslangic kosullu bir
yoriingesinin oldugunu ve t=0 da w’(0) komsulugundan baslayan bir yoringe
distniilsin. Bu kosullar altinda Aw(t)=|w(t)—w'(t)[—->0 mudir? Bu durum

vektor alanlan kullanilarak agagidaki gibi ifade edilir.

AW = h(v,w) = h(v,w")

Aw = D, _h(v,w)Aw+ O(v,w). (88)
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Burada D h, cevap degiskenlerine gore cevap vektor alanimn Jakobiyenidir ve O(v,w)

ise yiiksek dereceden terimleri ihtiva etmektedir. Kiiclik Aw’min limit degerinde

yukandaki denklem asagidaki gibi ifade edilir

Aw = D, h(v, w)Aw. (89)

Normal olarak, w(r) sabit (belirli nokta) veya periyodik bir yorungeyi temsil ettigi zaman
D, h’in 6z degerleri belirlenebilir ve bu yolla w(#) 'nin kararlihg: belirlenebilir. Bununla

beraber w sistemi v kaotik isaretleriyle striilmek istenir ve bu basit ¢oziimler ¢alismaz.
Bunun bir ¢6ziimii, Lyapunov Ustellerini hesaplamakla bulunur. Bu nicelikler, ¢ekici
tizerinde ortalanmig yortinge boyunca kiigiik yerdegistirmelerin genisleme veya sikismasin
tamimlayan ustellerdir (Carroll, 1991; Farmer, 1982; Pecora, 1991; Wolf, 1985) . Diger bir
deyisle bu usteller yoriingedeki kiigiik yerdegistirmelerin, kararli veya kararsiz yonlerde
olup olmadiklarini ifade ederler. Eger kararli bir alt sistem i¢in araniyorsa, tim kiigiik
bozulmalar tstel olarak sifira gidecek sekilde bu Ustellerin negatif olmas: istenebilir. Bu
hesaplama (89) denkleminin («,v,w) sistemi boyunca integrasyonu ile yapilir.

3-boyutlu Lorenz ve Rossler sistemlerinin tek degiskenle siriilmeleri durumun,
cevap alt sistemlerinin kararli olmalart igin, bitin Lyapunov istellerinin negatif olduklart
Tablo 6°da verilmistir (Guemez, 1995). (E-9) denklemi ile verilen 5-boyutlu Lorenz
sisteminin tek degiskenle strilmesi durumunda, senkronizasyonun saglandigi Sekil 27de
verilmistir (He, 1992). Bu senkronizasyonun matematiksel olarak saglanmasmin énemli
gOstergesi i¢in kendisi pozitif tammli ve turevi negatif olan Lyapunov fonksiyonu
asagidaki gibi alinmistir.

1 * * * *
E= E(ch2 + XX+ X

(8)0,2)0) (90)

- _ *2 *) *2 *
E=-x," - px;" —ax;” —8x;" <0

E <0 olmasi, cevap alt sisteminin asimtotik kararli oldugunu ve ana sistemle senkron

oldugunu gosterir.
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1. 4. 10. Kuadratik Form

Homojen polinom tipinde ve kuadratik yapida olan Lyapunov fonksiyonlari

asagidaki gibi verilir.

poand 2 Y 2 «ae . 2
E=a,x +2a,xx, +2a,xx; ++2a,xx, +anx; +2a,,x,%, - +2a, x,x, + ta,,x,

oD

(91) denklemi x,,x,,---,x, degiskenleri i¢in kuadratik sekil olarak adlandinlir. (91)

denklemi daha kisa bigimde asagidaki gibi yazilabilir.

E=iiaijx,.xj (92)

i=l j=l

Kuadratik bi¢im, matris gosterimi ile agsagidaki bi¢imde yazilabilir.

]a21azz"'a2n X (93)

...............

Simetrik [ai]. J matrisi, kuadratik bi¢imin matrisi olarak adlandirilr.

n degisken durumunda E =[x] [aih] [x] gercel , simetrik ve kuadratik bicimi,

agsagidaki kosul saglandiginda pozitif yari tanimh olarak adlandinlr.

ia..x.x. >0 (%4)

i
i,j=1
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burada x,, x,,--,x, ’in gergel degerleri igin butiin sonlu degerlerde (93) ifadesi gegerlidir.

N degiskenli bir £ = [x]T [b,.j Ix] gercel simetrik kuadratik bicim, agagidaki kosul

saglandiginda pozitif tammli olarak adlandinlir. Bu kosula gére [x] [b,.j Ix] yart tammlt

olmali ve buna ilaveteni=1, 2, ..., n olmak Uzere yalniz x, =0 i¢in
Zbu XX, (95)
i, j=1
olmalidir.
d

o [x]=[A]x] bigimli bir dogrusal sisteme iliskin Lyapunov fonksiyonun segiminde
4

asagidaki yol izlenebilir. Kuadratik bi¢cimli olduklar i¢in asagidaki fonksiyon segilebilir.

= [x[ [a]x]= Za,j XX (96)

i,j=1

Burada belirli olmayan elemanlar [a] ile gosterildi. Ornegin ikinci dereceden bir sistem igin

[a] asagidaki sekli alir.

{
d
i

\:an anjl 97)
Qy, Oy

(96) denkleminin zamana gore tiirevi alinirsa,
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9 AT e (o )2

d& dt

(98)
=T {aT lal+ faTall]
E fonksiyonu negatif tanimh olacak sekilde sinirlanir, yani
[x]r {[A]T [a]+ [a][A]Ix] =negatif tammli (99)

veya kisaca

la]a)+[A] [a]=[-1] (100)

yazilabilir.

[a] matrisinin her bir elemaninn degeri tammlandiktan sonra [a]’min isaret

taumlihg test edilir. [a] pozitif tauml ise, [x] [a][x] ilgili sistem igin Lyapunov
fonksiyonudur.
Lyapunov fonksiyonun bulunmasina iliskin olarak Sekil 1’de verilen RLC devresi

g6z ontinde bulundurulsun. Devredeki fiziksel parametre degerleri R =10 Q, L = 1mH ve

C= Ilg UF olarak alimrsa devreyi tammlayan denklem sistemi agsagidaki sekilde yazilabilir.

af, .

o TR

ar (10D
—d—;— =x, =—16x, —10x,.

(101) denklem sistemi, matris bigiminde agagidaki gibi yazilir.
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X, _ 0 1 X, (102)
X, -16 -10|| x,

(102) denklem sistemi i¢in Lyapunov fonksiyonu asagidaki bigimde secilmis olsun.

{ﬁ (X):’T{a“ a, :l{fl (X)J[XI ]

E=[x1,x2

fz (x) a,a, fz (x) || X,
o—16|a,a, |0 1 X,

Gt e g [
1-10} a,a,, | —16-10] x,

(100) bagintisi bu sistem i¢in uygulanirsa,

a,a, (|0 1 N 0-16|a,a,| |-10 (104)
a,a, |—16-10| |[1-10] a,a,, 0 -1

bulunur. Bu matrissel denklemin ¢dziimiinden

(103)

372
ay =753

320

1
a,, =— 105
12 32 ( )
L7
2320

bulunur. Bu degerler (103) bagntisinda yerine koyulursa
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E=lx.5]%" % (106)
8 117/20] x,

bulunur. Burada

l68/5|>0

68/5 8 S
8 117720

oldugu i¢in E(x) fonksiyonu pozitif tanimlidir. Ayrica asagidaki —ng— ifadesi incelenirse

negatif tanimh oldugu kolayca goriilebilir.

dE _ e, {— 256 160}?1 } b

dr ~160-101 || x,

Bu yiizden (102) sistemi asimtotik kararlidir.

Tablo 6. 3-boyutlu Lorenz ve Rassler sistemlerinde degisik alt sistemler
icin Lyapunov tstelleri (Giiemez, 1995).

Sistem Siiren alt sistem Lyvapunov listeller:

Loernz (o =10,r =28, b =8/3) o y(t) (-1.8003,-1.86663,-10.000)

Rossler (a=b=0.2, ¢ =4.6) ay(t) (-0.0583, -0.1234, -4.2432)
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Sekil 27. 5-boyutlu Lorenz sisteminin x, durum degiskeni ile stiriilmesi
durumunda, t — e igin x—x” farkinin sifira gitmesi (He, 1992).



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1.1. 3-boyutlu Van der Pol-Duffing Osilatorii (VPDO)

Simulasyonunu yapilmaya g¢alisilan iki kuyulu kaotik VPDO, dogrusal olmayan

Langevin denklemi ile asagidaki gibi verilmektedir (King, 1992, Gomes, 1992).
d
mi+ e+ = £(1) (108)
dx

Burada y sontim sabiti, y iki kuyu potansiyeli ve f(t) rasgele kuvvet veya beyaz giiriiltii
olarak yorumlanmaktadir.

Kaotik VPDO devresinin fiziksel yapisi Sekil 28‘de gosterilmistir. Devre N ile
gosterilen dogrusal olmayan negatif direng, diyot ve iglemsel yiikselteglerin bir kiimesinden
olusmustur. Dogrusal olmayan bir elemanin akim-gerilim iligkisi asagidaki ifade ile

verilmektedir.

I, (V)=y+aV+bV? (109)

Burada a<0 ve b>0 dir. Devre diigtimlerine Kirchoff’un akimlar yasasi uygulanirsa asagida

goriilen denklem sistemi kolayca elde edilir.

Xy =X — X, — X, (110)
X3 =Bx,

Durum degiskenler1 tizerindeki noktalar zamana gore tiirevi gostermektedir. x;, X, ve X3
sirast ile C, ve C, kapasitelerinin uglarindaki gerilimleri ve L bobininin i¢inden gegen akima
kargilik gelmektedir. Burada devre parametreleri m ve B daima pozitif olacak sekilde

asagidaki gibi vertlir,
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A Sekil 28. 3-boyutlu kaotik VPDO sisteminin
_L devre diyagramu. (a) Osilatoriin esdeger devresi.
= %LPL (Kullanulan ~ devre  elemanlar1  C;=0.001uF,
T C,=0.1puF, L=100mH(15€ dc direnci), r=20kQ2
N dir) (b) Devredeki dogrusal olmayan negatif
- direncin yapisi. Bu dogrusalsizhk I1N4148
diyotlarinin bir dizisi ile belirlenir. Negatif direncin
dogrusal kismu i¢in 7611 islemsel yiikselteci ve
direngler kullanilarak a”' = -10kQ’luk bir direng
elde edilir. (c) Katlama parametrelerini kontrol
etmek i¢in kullanidlan (b)’deki yukseltece eklenen
o devre.

4x7

Bl
L g}

4k7

NN TR NN

B W) B N
LB ail 43 4!
R

m=C,/Cy, a=-(l+ar), B=C,r*/L, p=(br)"?v (111)

1 ile ¢ift kuyunun goreceli derinligi kontrol edilir ve katlanmamalarini saglar. w = 0
oldugunda kuyular esit olasilia sahiptir, ve osilator sisteminin boyutsuz hale getirilmisg

denklemleri asagidaki gibi verilir.

X, =-m(x; —0X; —X;,)

Xy =X, =X, =Xy (112)

X3 =Px,

3-boyutlu VPDO x,, x; ve x5 durum degiskenlerine ait zaman gelisimleri Sekil 29
(a)-(c)’de wverilmistir. Bu sekiller incelendiginde hig bir periyodikligin olmadig:
goriilmektedir. Aynt sisteme ait faz gériinimleri de Sekil 30(a)-(c)’de ¢izilmistir. Her iki
duruma iliskin sekillerde m = 100, o = 0.33148572 ve B = 300 fiziksel parametre degerleri
ve H = 0.001 adim uzunlugu kullamlmigtir. (112) sisteminin periyodik ¢ekicileri de Sekil
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31(a)-(c)’de goriilmektedir. Bu durumdaki fiziksel parametreler m= 100, ¢ = 0.11 ve B =
300 olup adim uzunlugu H = 0.001 olarak alinmistir.

Kayiplt sistemlerde, sistemin diverjanst negatif sabit bir deger almaktadir
(Karaesmen, 1992). 3-boyutlu kaotik Lorenz ve VPDO sistemlerinin vektdr alanlarinin

diverjanslan agagidaki gibi elde edilir.
divF(x) =-(c+1+b) (113)
divF(x) = -3mx; +oam-— 1 (114)

(113) denkleminden de goriildiigi gibi Lorenz sisteminin diverjanst sadece sistemin fiziksel
parametrelerine bagli olurken; (114) denkleminde VPDO diverjans ifadesi fiziksel
parametrelerin yamnda, sistemin bir denge (dinlenme) noktasim da igermektedir. Bu
diverjans ifadesi Lorenz sisteminde G = 16, b = 4 parametre degerleri igin divF(x) = -21
olarak hesaplanirken (Shimada,1979), VPDO m ve « sistem i¢in parametrelerini ve x;
denge noktasimt da igermektedir. Sistemin ilging davramglan o fiziksel parametrsinin
degisik degerlerinde gozlendi. m=100 ve x, = -0.59 olarak alindiginda, (114) denklemi o

sistem parametresinin bir fonksiyonu olarak agagidaki gibi elde edilmektedir.

divE(x) = -105.43+100c, (115)

Tablo 7. 3-boyutlu kaotik VPDO Lyapunov iistellerinin H adim uzunlugu ile
degisimi

H divF (X) }\.1 7\,2 7\,3 2)\4<0
0.01 -72.281428 2.46 3.23 | -66.85 | -60.16
0.001] -72.281428 2.16 0.44 | -72.29 | -71.69
0.0001 | -72.281428 2.13 0.04 | -73.30 | -71.13
0.00001 | -72.281428 2.13 0.00 | -73.55 | -71.42




64

2
1.
X; 0

-1

_2 .

g0~ 100 110 120 130 140 150 380
Zaman
(a)

015
0.10 -
0.05
X 000 -
0.05 4
-0.10
0.15

0 100 110 1%2 130 140 180 180

X; 0-

g0 100 110 120 130 140 150 160
Zaman

(©

Sekil 29. 3-boyutlu kaotik VPDO (a) x;, (b) x; ve (¢) X3’lin zamanla olan
gelisimleri. Bu zaman serilerinde m = 100, o = 0.33148572 ve 3
= 300 fiziksel parametre degerleri ile H = 0.001 adim uzunlugu
kullaminugtir,
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-0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15

(¢)
Sekil 30. 3-boyutlu kaotik VPDO sisteminde XX, X;X3 Ve X;X3'iin faz
gorantimleri. Bu gekiller m = 100, o = 0.33148572 ve B = 300

fiziksel parametre degerleri ile H = 0.001 adim uzunlugu
kullamlarak ¢izilmigtir.

Sistemin davramslarinda 6nemli etkisi olan ¢ parametresi o0 = 0.33148572 olarak
alimirsa, diverjansin matematiksel degeri divF(x) = -72.281428 olarak elde edilir. Aym
zamanda bu deger H=0.001 adim uzunlugundaki sistemin en kiigitk Lyapunov tsteline
karsilik gelmektedir. Degisik H adim uzunluklarinda Lyapunov iistellerinin degerleri Tablo
7’de verilmigtir. Tabloda diverjansin degeri, en kiigiik Lyapunov tisteline H = 0.001 adim

uzunlugunda esitlenebilmistir.
2.1.2. 3-boyutlu Sistemlerde Lyapunov Spektrumu

Dinamik bir sistemin Lyapunov tstelleri, komsu yoriingelerin birbirlerinden iistel
olarak ayniimalarinin veya yaklagmalarinin bir olgiisii olarak tanimlanir. 3-boyutlu kaotik
sistemler sadece (+, 0, -) bi¢imindeki Lyapunov spektrumuna sahiptir. 3-boyutlu kaotik

VPDO ait Lyapunov spektrumlart Alan WOLF un gelistirdigi program kullamlarak elde
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edildi. Ayn1 program, 3-boyutlu Lorenz ve Rossler sistemlerine de uygulanarak, literatiirde

verilen sonuglara ve Tablo 4 ve Tablo 5’tekilere yakin degerler elde edilmisgtir.

X, 97

30 —

-10

-20

-30 T 1 T )

Xy
(b)
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30

20
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X3 0

-10 4

-30 T T T !

(©)

Sekil 31. 3-boyutlu periyodik VPDO sisteminde (a) x;Xz, (b) X;X3 ve (c) x,x3’lin
faz gortintmleri. Bu sekiller m = 100, a = 0.11, B = 300 fiziksel parametre
degerleri ile H = 0.001 adim uzunlugu kullanilarak ¢izilmistir.

3-boyutlu Lorenz ve Rossler sistemleri, iki durum degiskeninin g¢arpimlan
bi¢iminde dogrusal olmayan basit tirden terimler icermektedir. Bunun yaminda burada
kullanilan 3-boyutlu VPDO sistemi xf seklinde yitksek dereceden dogrusal olmayan bir
terim igermektedir. Basit dogrusal olmayan terimli sistemlerde Lyapunov spektrumu H =
0.001 adim uzunlugunda elde edilirken, 3-boyutlu kaotik VPDO de, x13 gibi terimden
dolay, (+, 0, -) bigimindeki Lyapunov spektrumu H = 0.00001 adim uzunlugunda elde
edilebildi. Buna benzer bir ¢aliyjma (Kapitanik, 1991)de bulunabilir. Aynca degisik
karakterdeki dogrusal olmayan terimlerin varhigy, istenilen sonuglara ulagmada farkh sayida
iterasyonlar1 gerekli kilmaktadir. Yani 3-boyutlu Lorenz ve Rossler sistemlerinde 20-30
milyon iterasyonla yetinilirken, 3-boyutlu VPDO’de yapilan iterasyon sayist 200 milyonla
olurken, 8-boyutlu VPDO’deki tipik iterasyon sayist 800 milyon olmustur. 3, 4 ve 5-
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boyutlu VPDO’lerinde belli fiziksel parametre degerlerinde elde edilmis Lyapunov

tstelleri, Kolmogorov entropileri ve Lyapunov boyutlart Tablo 8’de verilmistitir.

Tablo 8. 3, 4 ve 5-boyutlu VPDO’lerine ait sistem parametreleri, Lyapunov
ustelleri, Lyapunov boyutlar ve Kolmogorov entropileri

3-boyutlu VPDO (kaos)

=2.13
% =-m(x) —ax, — x,), m =100 flq—ooo
X, =X —X, — Xy, B =300 ;: '7355 D, =2.02
%, = Br,. o =0.33148572 T
he =2.13
4-boyutlu VPDO (hiperkaos)
_ ; A =213
).c1 =-m(x; —ox,)+ x,, m =100 7, =043
¥ T H TR T p =300 A, =0.00 D, =3.03
%, = P,, ¢=033148572 '
. 4 T 1
X, ==X, + X, —dx,. d =125 b =245
5-boyutlu VPDO (hiperkaos)
=213
X1=—m(x13—axl—xz)+x5, )ﬂ
, 100 A, =0.44
X, =X — X, =X, =
2T y A, =0.00
X, = fx,, B =300 AU D, =4.03
¢ = —x> o =033148572 ¢
B TR Ay ==7552
B ETH T AT A he =2.48

2.1.3. VPDO’de Poincare Haritas:

3-boyutlu VPDO sistemi igin kaotik ve periyodik hareket durumlarma karsihk
gelen Poincare haritalari Sekil 32 (a) ve (b)’de verilmigtir. Dinamik sistemlerin
davranglarint modellemede kullarulan strekli (x = f(x)) ve ayrik (x,,; = f(x,)) zamanl
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢ozimlerini yapip ve bunlarla ilgili gesitli geometrik
sekillerin (zaman serileri, faz gériintimleri ve Poincare haritalar) olugturulmalarinda yaygin
olarak kullanilan PHASER (Kogak,1986) programindan yararlanildi. Kullanilan algoritma
Runge-Kutta olup, bu program, adim uzunlugu H = 0.015, fiziksel parametreler m = 100,
B =300 ve o = 0.33148572 (kaotik), o = 0. 11 (periyodik), baslangi¢ kosullart da x; = -
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0.987, x; = -0.007 ve x3 = -0.876 (kaotik) ve x; = -0.59, x;, = 0.00 ve x;3 = 0.479
(periyodik) olarak kullanilmuistir. Her iki sekil i¢in de yeterince biyiik zaman ayrilmustir.

| (a)

(b)

Sekil 32. 3-boyutlu VPDO sistemine ait Poincare haritalart. (a) Kaotik durum, (b)
Periyodik durum.

Ornegin, kaotik durum icin programun icra siiresi 5000 saniye iken periyodik durumda 600
saniyelik bir zaman periyodu kullanilmugtir.

Sekil 32 (a), Sekil 24 ve Sekil 25’de ilgili sistemlere ait Poincare haritalari,
noktalarn rastgele bir dagihimindan meydana gelmistir. Boyle gorinimler digik
boyutlardaki dinamik sistemlerin kaosta olmalarinin énemli bir gostergesidir. Buna karstlik
Sekil 32 (b)'deki gorunimde, 3-boyutlu VPDO sistemine ait Poincare haritasi tek bir
noktadan meydana gelmistir. Boyle bir Poincare haritast sistemin kararli bir durumuna

karsilik gelmektedir.
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2.1.4. VPDO’de Gii¢ Spektrumu

3-boyutlu VPDO sisteminin kaotik ve periyodik durumlar igin gii¢ spektrumlan
Sekil 33(a) ve (b)’de verilmistir. Tamamuyla periyodik olmayan kaotik hareket, diisiik
frekanslarda surekli genis bir spektruma sahip iken, ¢ok periyotlu hareket durumunda, her
bir frekansa karsi gelen ¢izgilerin keskin bir spektrumu s6z konusudur. Bu sekildeki
spektrumlar 16384 veriden olusmus olup, verilerin olusturulmasinda Runge-Kutta yéntemi

kullanilmis ve adim uzunlugu olarak da H = 0.001 alinmustir.
2.1.5. Lyapunov Ustelleri ile Poincare Alanlar1 Arasindaki Miski

Bir dinamik sistem igin A, en biiyiilk Lyapunov iisteli ve A, de en kiiglik Lyapunov
tisteli olarak kabul edilirse; verilen bir At zaman aralifinda sistemin faz uzayr alanimin bu

ustellerle degisimi asagidaki ifade ile verilmektedir (By Jiin-Po,1991).
Ay = Ay 2R R0 (116)

Kayipli dinamik sistemlerde Lyapunov ustellerinin toplamy, sénim katsayilar: ile
orantilidir. Aynt baslangig kosullarma karsilik gelen ardigik Poincare alanlari asagidaki

esitligi saglar.

A =Aye™™ (117)
(116) ve (117) denklemleri birlestirildiginde asagida yazilan ifadeye ulasilir.

x1+x2=-11 =-1.4427C (118)

n2

Boylece Lyapunov iistellerinin dogrulugunun kontrolii igin kullanilabilecek bir sonug elde
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Sekil 33. 3-boyutlu VPDO sistemine ait gii¢ spektrumlar.

(a) Kaotik, (b) Peryodik gekici durumlart.
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edilmis olur. C = 0 durumu Hamiltoniyen sistemlerin akislarina ve faz uzay: elemanlaninin
sikistinlamazligina  karst gelen ve asagida verilen Lioville teoremini ifade eder

(Shaw,1981;0tt, 1993; Sanz-Serna, 1994).
—+——=0 (119)

Bu kosulun saglanmasi, A, = A, olmasm gerektirir. Boyle bir durumda Lyapunov

iistelleri i¢in, asagidaki sonug elde edilir (By Jiin-Po, 1991; Yavas, 1995).
A, +h, =0 (120)

Boyle cekicilerin Lyapunov boyutu D = 2 olarak bulunmaktadir.

Sekil 34’te C kararlilik sabitinin H adim uzunlugu ile olan degisimi gortlmektedir.
Bu degisim 3-boyutlu Lorenz sisteminde hemen hemen sabit olurken, 3-boyutlu VPDO’de
ayni degisim kiigiik adim uzunluklarinda elde edilebilmistir. Bu farkliligm esas nedeni, ilgili

sistemlerin igerdikleri dogrusal olmayan terimlerden kaynaklanmaktadir.

55

50 ¢ Van der Pol-Duffing sistemi

45

40

35 —

30 —

25

Lorenz sistemi

20 =

186

10 ! {
1.e-5 1.e-4 1.e-3 1.e-2 &

H P
Sekil 34. 3-boyutlu kaotik Lorenz ve VPDO sistemleri igin .
Lyapunov ustelinin dogrulugunu gosteren degisim.

e

<
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2.2. Yiiksek Boyutlu Sistemlerin Olusturulmasi

Aynt iki kaotik sistem faz uzayinda hemen hemen aym baslangi¢ kosullar ile baslasalar bile,
faz uzayindaki yorungeleri birbirlerinden uzaklasir. Bu uzaklagma baglangi¢ kosullari ayni olsa bile
goriiliir (He, 1992).

Kaotik isaretlerin haberlesme sistemlerinde kullanidmasi amacina paralel olarak,
haberlesmede bir anda tek bir mesajin iletilmesi zaman ve ekonomik bakimdan verimli bir islem
degildir. Bu problemi ortadan kaldirmak i¢in, yitksek boyutlu sistemlerin teskil edilmesi zorunlu
olmustur. Kaotik isaretlerin guriiltiiye benzer ve genis bantli olmalarindan dolayl, boyle
sistemlerden haberlesmede yararlanmak kagmulmazdir. ki pozitif Lyapunov ustelli hiperkaotik
sistemlerle haberlesme yapilmasi, bir pozitif Lyapunov istelli dusiik seviyeli kaotik sistemlerle
yapimasindan daha giivenilirdir (Tamasevicius, 1997). Bu gesit sistemleri olustururken dikkat

edilmesi gereken noktalar asagida verilmistir(He, 1992; Giliemez, 1995):

1.Sistemin negatif sabit bir diverjansa sahip olmast; bu kosul kayipl bir sisteme
giden adimdir,
2.Sistemin denge noktalari ve bunlara kars: gelen Jakobiyen ve 6zdegerleri hesaplanmali

ve bu denge noktalarimin hig birinin kararli olmadigindan emin olunmalidir.

Yukardaki kosullar saglayacak sekilde 4, 5, 6, 7, 8-boyutlu kaotik VPDO sistemleri Sekil
28(a)’daki devre dikkate alinarak olusturulmug ve bunlardan 5 (Yazic1, 1995) ve 8-boyutlu olanlar

asagida verilmistir.

X, =-mx; +0omx, + mx, +X;,

X, =X =X, — Xy,

X5 = PBx,, (121)
X, =—X] +X,,

Xg ==X — X4 — X5,

veE
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|

%, =—mX; +0mx, + mx, + X,,
X, =X, —X,—X
X3 =BX2:

C 3
X, ==X, +X5+X;,

3

, (122)
Xy ==X, =X, = X5,

X¢ = —X, —X; — 99X,
s 3
X, ==X +X,,

Xy ==X, =X, —12x,.

Bunun yaninda yuksek boyutlu sistemlerde, kaotik analiz i¢in dnemli olan entropi kavraminin
sistem boyutu ile nasil degisti§ine bakmak i¢in 2-boyutlu kaotik VPDO sistemi de olusturuldu.
Uzerinde ¢alisilan biitiin sistemler ekler kisminda verilmistir.

Boyle sistemlerin denge noktalar, sistemlerdeki denklemlerin sag taraflari sifira esitlenerek
elde edilen denklemlerin ¢oziimlerinden bulunur. Bu denge noktalarina karst gelen 6z degerler ise
sistemin Jakobiyeninden elde edilir. (121) ve (122) sistemlerinin Jakobiyen matrisleri sirasiyla

(123) ve (124) denklemlerinde verilmistir.

2

=3mxj +om m O 0 1
1 -1 -1 0 0
JF;
Jx)=—"= 0 B 0 0 0 (123)
aXi 2
0 0 0 -3x |
I 0 -1 -1
-mx{+om m O 0 1 0 0 0
1 -1 -1 0 0 0 0 0
0 o 0 0 o0 0
2
0 3x; 1 0 1 0
I(x)=—t= 4 (124)
X -1 00 -1 -1 0 0 0
0 -1 -1 0O -9 0 0
0 0 0 0 0 3% 1
) -1 0 -1 0 0 0 -12
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(121) denklem sisteminden ve Jakobiyen matrisinden elde edilen sirasiyla denge noktalar ve 6z

degerler Tablo 9‘da goriilmektedir.

Tablo 9. (121) denklem sisteminin denge noktalart ve Jakobiyenin d6zdegerleri

Denklem sisteminin kokleri Jakobiyenin 6z degerleri

X Xy X3 X4 Xs

0.00 [0.00 |0.00 ]0.00 |0.00 |-70.77 |-1.58%16.741 | -43.60+0.87i
0.59 |0.00 {059 048 {0.11 |-70.77 |-0.8540.971 |0.18%17.15i
-0.59 [0.00 |-0.59 |048 |0.11 |-70.77 |-0.85+0.99i |0.18+17.15i

2.2.1. Sistemin Diverjansi
Kaotik sistemlerde dikkat edilmesi gereken en ¢nemli nokta, sistemin kayiph olmast i¢in
sabit ve negatif diverjansa sahip olmasidir. (121) ve (122) sistemlerinin diverjanslari asagida
oldugu gibi hesaplanabilir.
divF(x) = —3mx? +om—3x2 —2 (125)
divF(x) = -3mx? +om—3x3 - x2 - 23 (126)
(125) ve (126) denklemlerinden de goriildugu gibi, diverjans ifadeleri x;, x4 ve x; denge noktalar
ile oo ve m fiziksel sistem parametrelerine bagldir. 3-boyuttu kaotik VPDO sisteminin kaotik
analizinden de bilindigi gibi, sistemin ilging davramslar o‘min degisik degerlerinde gozlenmektedir.
Bundan dolayr, m = 100 fiziksel parametre degeri ve Tablo 9°daki denge noktalarmin degerleri
kullanilarak, (125) ve (126) denklemleri asagidaki bigimde yazilabilir.

divF(x) = -107.118323 + 100t (127)

divF(x)=-127.9175 + 100a (128)
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Tablo 10. 2, 3,4, 5, 6, 7, 8-boyutlu kaotik VPDO « fiziksel sistem parametresine
baglt olarak sistemin diverjans ile en kiigiik Lyapunov tistelinin gakistirilmast

H D o divF(x) En kiictik
Lyp.lsteli
0.001 2 0.28973 -68.3260 -68.3265
0.001 3 0.33148572 -72.2814 -72.2946
0.001 4 0.3434000 -75.66 -75.671
0.001 5 0.33478194 -73.6401 -73.6401
0.001 6 0.31930000 -77.8186 -77.8285
0.001 7 0.33213850 -78.00544 -78.0541
0.001 8 0.39051 -88.8665 -88.8518

(127) ve (128) denklemlerinde diverjans ifadeleri sadece o sistem parametresinin bir
fonksiyonu olmaktadir. Her iki sistem i¢in, Lyapunov spektrumlarimn elde edilmesinde kullanilan
dort adimhi Runge-Kutta yonteminde, H = 0.001 adim uzunlugunda elde edilen en kigiik
Lyapunov ustelleri, 5 ve 8-boyutlu sistemler igin sirastyla o = 0.33478194 ve 0=0.39049895
degerlerinde, sistemlerin diverjanslarina esitlenmistir. Bu sonuglar biitiin sistemleri kapsayacak
sekilde Tablo 10’da verilmistir. Bu ¢akistirma islemi, daha dusik dereceli kaotik terim iceren
sistemlere gore daha fazla sayidaki iterasyonlarla elde edilmistir. Yapilan iterasyon sayis: ortalama
olarak 800 10° mertebesindedir. (121) sistemine ait X;Xz, X4X; ve X4X, e iliskin faz goriniimleri

Sekil 35’te verilmistir.

2.2.2. Lyapunov Ustelleri ve Kolmogorov Entropisi

Lyapunov lstellerinden yararlanilarak hesaplanan boyut ve entropi kaotik ¢ekici iizerinde
global olan degismezlerdir. ki gekici aynt boyut ve entropiye sahip olsa bile, farkli dinamiklerle
karakterize edilebilirler (Bai, Lin, 1990). Ornegin 3-boyutlu Lorenz sistemine ait gekici icin sistem
dinamiklerinin kaotik oldugu degerler ¢ = 10.0, r =28.0, b = 8/3 (Lorenz, 1963), 6 = 16.0, r
=40.0, b = 4 (Shimada, 1979), ¢ = 10.0, r =60.0, b = 8/3 (He, 1992) ve 6 = 16.0,r = 4592, b =
4.0 (Wolf, 1985) seklinde siralanabilir. 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8-boyutlu kaotik VPDO sistemlerinde
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Lyapunov istelleri, 3-boyutlu sistemler icin kullamlan ve 2.1.2 kisminda bahsedilen programda,

boyut artirim ve dogrusallagtirma kisimlarinda uygun degisiklikler yapilarak elde edilmeye ¢alisild:.

015 -
0.10
0.05 4
X, 000
006

010

015 . :

—4
e

(a)

0.15 -
0.10 -
0.05 -]

XZ 0.00
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,, 4
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(©)

Sekil 35. 5-boyutlu kaotik VPDO sisteminde (a) XXz, (b) x4x; ve (c) x4x;’in faz
goriniimleri. Bu sekiller m = 100, B = 300 ve o= 033478194 fiziksel
parametre degerleri ve H = 0.001 adim uzunlugu kullanilarak ¢izilmigtir.

30 -75.645
- 75650
20 - -75.655
-~ -75.660
Aias 0 - 75665 ;.\."4
- -75.670

0 - - 75 675

- -75.680

0 200 400 600 800 1000

Zaman (x105)

Sekil 36. 4-boyutlu kaotik VPDO sisteminde 6zel parametre degerleri igin
Lyapunov tistellerinin kararliligt
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4-boyutlu kaottk VPDO sistemi igin Lyapunov ustellerinin kararhiliklan Sekil 36’da
verilmistir. Bu sekilden de gortildigu gibi, Lyapunov spektrumu (+, +, 0, -) seklindedir, ve béyle
bir spektruma hiperkaos adi verilir. Sekil 36 ve Sekil 18’in kargilagtirimasindan 2.2.1 kismunda
bahsedilen su 6nemli sonucu gormek mumkindur. Lorenz sisteminde steller kisa bir zaman
icerisinde kararlt yaptya ulasirken, VPDO’de bu durum biiyiik sayidaki iterasyonlan gerektirmistir.
Bunun nedeni, ilgili sistemlerin farkli ézellikteki dogrusal olmayan terimleri (xy ve x,° gibi)
icermeleridir. Ustellerin kararli bir yapiya ulagmalari, igerilen kaotiklik derecesi ile yakindan
iligkilidir.

3-boyutlu sistemlerin kaotik analizlerinde agiklandigi gibi, bir sistemin Kolmogorov
entropisi pozitif Lyapunov ustellerin toplamudir. Sistem boyutunun 3’ten 4, 5, 6, 7 ve 8’e
¢ikarilmasinda entropinin, artan sistem boyutu ile azaldigi gozlendi. Bu degisim Sekil 37 (a)’'da
gosterilmistir. Kolmogorov entropisinin sistem boyutuna baglihigi, Sekil 37(a)’dan yararlanarak

hg (D) =D/ (A +BD) bagmtisiyla verilebilir.

he (D) = D (129)
—0.172971359 + 0.446849555D

(129) bagmtisinin tammladig egri Sekil 37(b)’de verilmigtir. (129) denkleminde D—yeo
limitine yaklagtiginda hx = 2.237659336= NG gibi sonlu bir deger almaktadir. Burada olusturulan

degisik boyutlu sistemlerin belli sabit enerjilerde olmalarina dikkat edildi. Yani, kinetik ve
potansiyel enerjilerin toplamlar: olarak tamimlanan sistem diverjanst belli degerleri aldi. Benzer bir
calisma Grassberger tarafindan yapimis ve buldugu sonug Sekil 20°de verilmistir. Bu sekilden
gortlecegi gibi, boyut artinca Kolmogorov entropisi belli bir limit degerine (hx = 0.325 ve hg =
0.008) yaklagmaktadir. Bir baska caliyma da Antoni M. Correig tarafindan yapilmis olup, sonug
Sekil 21’de verilmistir. Yuksek dereceden kaotiklige sahip, VPDO sisteminde, Kolmogorov
entropisinin limit degeri, diger ¢aligmalara nazaran yukarda verildigi gibi oldukga yiiksektir. Bunun
en 6nemli nedeni, galigtlan sistemlerde yiiksek dereceden (x’lii) kaotik terimlerin olmas: veya

biyitk diverjansa sahip olmalarindan kaynaklanmaktadir.
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Kaplan-Yorke varsayimina gore hesaplanmig Lyapunov boyutu ve pozitif Lyapunov
ustellerin toplamlar olan Kolmogorov entropileri birlikte Tablo 11 ve 12°de verilmistir. Tablo
12’den de goruldugu gibi, en uygun sonuglar H = 0.001 adim uzunlugunda elde edilmistir. Adim
uzunlugu kigilunce, denklemlerin S ¢6zim alanlart da kigiilmektedir. Bu ise istenmeyen bir
durumdur. Tersine biyiik adim uzunluklarinda, ¢6ziim alani genigledigl i¢in yine istenmeyen
sonuglarla karsilagiimaktadir. Literatiirdeki 3-boyutlu Lorenz ve Réssler sistemleri igin verilen
sonuglara ancak H = 0.001 adim uzunlugunda ulagilabilmigtir. Adim uzunluklari ve bunlara kars:
gelen ¢dziim alanlarimin sembolik gosterimleri Sekil 38’de gosterilmistir. Buradan da gorildiigu
gibi, en uygun adim uzunlugu problemin igerdigi dogrusal olmayan terimin yapisina siki bir sekilde
baghdir. Ciinkil 3-boyutlu kaotik sistemlerin (+, 0, -) seklindeki Lyapunov spektrumu, 3-boyutlu
Lorenz sistemi igin H = 0.001 adim uzunlugunda elde edilirken (Wolf, 1985), aym spektrum farkh
kaotik yaptya sahip olan yine 3-boyutlu VPDO sisteminde ancak H = 0.00001 adim uzunlugunda
elde edilmistir. Degisik sistemler i¢in hesaplanmus Lyapunov  Ustelleri ve  bunlardan
yararlanilarak hesaplanan Kolmogorov entropileri ve fraktal boyutlar1 Tablo 4’te verilmistir (Sano,

1985).

Tablo 11. 2, 3,4, 5, 6,7, 8-boyutlu kaotik VPDO sisteminde Kolmogorov entropisinin
benzeti, teorik degerleri ve Lyapunov boyutunun H = 0.001 adim uzunlugunda
sistem boyutu ile olan degisimi

D 2 3 4 5 6 7 8
hx(Benz) 27289 2.6014 2.5125 24795 2.3824 2.3550 2.3006
hg(Teo) 2.7749 2.5694 2.4776 2.4256 2.3922 2.3688 2.3516
Ahg 0.046 0.032 0.034 0.053 0.009 0.013 0.015
Dy 1.03 2.03 3.033 4.033 5.030 6.030 7.025

Tablo 12. 5-boyutlu kaotik VPDO’de A, (Lyapunov iistelleri), D, (K — Y) (Lyapunov

boyutu) ve £, (Kolmogorov entropisi)’mn H(adm uzunlugu), N(iterasyon

sayist) ve S (alan genisligi) ile olan iligkisi

H N (10% | S(Alan) | A, A A A As hy D_

102 95 95x10* | 3.27 2.36 0.00 | 0.00 -68.10 5.63 |4.08
107 200 25107 2.06 0.44 0.00 | 0.00 -73.64 2.50 |4.03
10" 200 210 2.03 0.04 0.00 |0.00 -74.68 207 |4.02
10” 330 3300 2.05 0.01 0.00 | 0.00 -75.02 205 |4.02
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2.7

2.5

h,(Kolmogorov Entr.)

2.3 -

2.2 T T T T i T T 1

D(Sistem Boyutu)

(a)

2.8 —

hK(KoImogorov Entr.)

2.3 —

2.2 T T T T T 1
0 20 40 60 80 100
D(Sistem Boyutu)

(b)

Sekil 37. Kaotik VPDO sisteminde, sistem boyutu ile Kolmogorov entropisinin degigimi.
(a) Benzeti (simulation) sonuglar (b) Sayisal (niimerik) sonuglar.
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y(0)

Sekil 38. Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde kullanilan
en uygun adim uzunluklarinin segimi.

2.2.3. Tek Degiskenle Siirme

(121) sisteminin x, degiskeni ile siirilmesi (Yazici, 1995)'de agiklanmistir. Ayrica, ayni
sistemin x, degiskeni ile siiriilmesi igin olusturulan cevap alt sistemi asagidaki gibi tanimlanabilir.

.y ’3 ’ ’
x| =-mx]” + omx, + mx, + x;,

X, =X — X, = X5, (130)

cr 73 ’
x4 -——x4 +X5,

.I_ 4 ’ ’
X5 ==X, —X; — X;.

(130) denklem sisteminde degisken gibi gorilen x,, artik bir durum degiskeni olmayip, sistemde
bir parametre olarak iglem gormektedir. Stiren ve cevap sistemlerin dinamik degigkenleri arasindaki
farklart yildiz sembolii ile gosterirsek; yani x; =x, —x/, x, =x,-Xx,, X, =X, —X, Ve

x5 = xg — x; seklinde bir degisken doniisiimi yapilirsa, agagidaki sistem elde edilmis olur.
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X =m{a~k)x +mx; +x;,

X, =x —x,
2 1 2 (131)

- %

— k * *
Xy, ==kyx, + x5,

*

. — * * *
X ==X — X, — X,.

Burada k, =x] +xx +x/°20 ve k, =x}+x,x,+x;’20 dir. Ana ve cevap alt sistemler
arasinda senkronizasyonun saglanmasi i¢in (131) sisteminin her bir durum degiskeninin zaman
gelisimleri kisa bir zaman igerisinde sifir olmalidir. Bu durum Sekil 39°da gosterilmistir. Benzer
olarak (121) sisteminin sadece x,ile stiriilmesi durumunda x, — x|, x, —x;, X, —X, Ve X, — X,
farklarimin kisa strede sifira gittikleri Sekil 40°da gortlmektedir. Benzer bir ¢aligma 1.4.9.
kisminda, (E-9) denklemi ile verilen 5-boyutlu Lorenz sisteminin tek degiskenle strtlmesi ile
gerceklestirilen benzeti sonucu Sekil 27°de verilmistir.

(131) cevap alt sisteminin kararlilig igin, kendisi pozitif tamimh ve tiirevi negatif olan

uygun bir Lyapunov fonksiyonu asagidaki gibi segilebilir.

E:%uf+ghwf+@% (132)

(132) denkleminin zamana gore turevi almp, ilgili degerler yerlerine yazildiginda, asagidaki ifade

elde edilir.
E=m(o—k)x? +101x]x; — x2 —k,x}* —x2 <0 (133)

2

kosulu saglandiginda (133) denklemi gecerli olmaktadir. £ =0 ifadesi

Burada m(a —k,) <

sadece sistemin orijininde gecerlidir (Cuomo, 1993; He, 1992; John, 1994; Lai, 1993). (133)
denkleminin saglanmasindan dolayr (130) cevap alt sistemi asimtotik olarak kararlidir. Boylece
(121) ana sistemi ile (130) cevap alt sistemi birbirlerine senkron olur. Yani iissiiz ve iislit durum

degiskenleri arasindaki farklar kisa sirede sifira gider.
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sz
B t (sn) I
t(sn
} ¥ T ; > I ) ( :
B 2 4 6 8 - 2 4 6 3
s X3
B 4 g t(sm) I 2 4 6 t (sn)
\E\h—_—.‘_/_,_._{-—'—'— 1 4’ { 1 1 _:>

Sekil 39. 5-boyutlu kaotik VPDO sisteminin x, durum degiskeni ile stiriilmesinde

X =X, X, —x,, X, —X, v& x. —x. farklarimn sifira gitmeleri
1 1o X T Xy Xy T Xy s 5 g .

(121) sisteminin, diger x, , x,, x,ve x, degiskenleri ile ayri ayn stiriilmeleri durumunda,

olusan 4-boyutlu cevap alt sistemlerinin kararliliklari igin butin alt Lyapunov istelleri negatif
olmalidir (Pecora, 1992; Carroll, 1994). Bu ustellerle ilgili sonuglar, ve cevap alt sistemlerin
kararliliklar: igin kendileri pozitif tanimh ve tiirevleri negatif olan Lyapunov fonksiyonlart Tablo

13’te gorilmektedir. Benzer bir ¢alismamn sonuglart Tablo 4‘te verilmistir.

2.2.4. 2-degiskenle Siirme

Yiiksek boyutlu sistemlerin olusturulmasindaki esas amag, bir anda birden fazla bilgiyi karst
tarafa iletmektir. x,x,,x,,x, ve x; degiskenlerinden olusan ilk ana sistem, bu bes degiskenin ikili

kombinasyonlart ile olusturulan siiren alt  sistemler, geriye kalan degiskenleri iceren cevap
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A X

i i t(sn)
MMMMMAMAMM“_ t(j_nl N ;

s

- t(sn) -

Sekil 40. 5-boyutlu kaotik VPDO sisteminin x, durum degiskeni ile siiriilmesinde
Xy =Xy, X3 — X3, X, =X, ve x5 —x; farklarinin sifira gitmeleri.

alt sistemlerin kararliliklart igin kendileri pozitif taumli ve tarevleri negatif olan Lyapunov
fonksiyonlari ve hepsi negatif olan Lyapunov ustelleri Tablo 14’de goriilmektedir. Ornek olarak, 5-
boyutlu VPDO sistemi, x, ve x5 degiskenleri ile ayni anda surtldigu varsayilsin, diger bir deyisle
bir anda iki mesaj iletilmis olsun. Bdyle bir durumda olusan cevap alt sistemi agagida oldugu gibi

yazilabilir.



87

Tablo 13. (121) sisteminin tek degiskenle surilmesi durumunda, meydana gelen kararl
alt sistemler. Tablodaki degerler m = 100, o =0.33478194, 8 =300

fiziksel parametreleri ve x, =-0.59, x, =0.00,x, =-0.59, x, =0.479
ve x; =0.11 baslangig kosullanyla elde edilmistir.

Siiren Cevap alt Lyapunov fonksiyonlar Lyapunov
alt sistern ___ sistemi ve tilrevleri tstelleri
X, Xyy Xy, Xy, Xs E= —12~(x;2 +x7 +x +x) -0.74, -0.04, -0.92, 0.0
E=-x2+(B-Dx;x; —kx?—x2<0
(B-1°
(k, 2 <0)
1 *2 *) * *7
x, X, X5, Xy s X E= E(xl“ + XX+ X -94.8, 0.0, -0.96, 0.0
E=m(—k)x” —k,x; —x<0
(k, >a)
X, X;s Xy Xy s Xs E = %(xfz + x4 X+ 1) -1.05, -504.6, -2.39, 0.0
E=m(a—-k)x*+101x x; —x;7 —k,x* —x <0
101°
(m(or—k,) < )
4
1 * * * *
X, Xy s Xy s Xgs Xg E= E()cl2 + X7+ x4 x) -0.61, 0.0, -905.8, 0.0

7= m(o =k )x;” +101x x; — x;7 +299x; x; — x5 <0

4
k) >
(m(a~k,) > 2992)

X5 Xys Xy, Xy E= %(x;2 +x7+x+x7)  -0.69,-0.22, -126.2, 0.0

E=m(a—k)x* +101x x; +299x;x; — x;* —k,x;> <0

4
)

(k,m(x—k,) > 5997

. 3 ’

X, =-mx,” +omx| +mx, + X,
.7

x; = fx,,

-/__ 73
X, ==-x, +Xxs.

(134)
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2.2.3. kismunda yapilan degisken déntusimiine benzer bir doniigiimle asagidaki denklem sistemi

elde edilebilir.

x =m(o—k)x/, (135)

.o K *
X, =k,x,.

Burada &, =x/+xx +x°20 ve k, =x, +x,x, +x,” 20 olarak tammlanir. (135) sisteminin

asimtotik kararlihgs i¢in asagidaki Lyapunov fonksiyonu segilsin.
1 o =
E:E(x1 +x,7) (136)

Bu fonksiyonun zamana gore tiirevi alimip, uygun degerler yerlerine yazilirsa asagidaki ifade elde

edilir.
E=m(a—k)x* —k,x]><0 (137)

(137) denkleminde k,m(c—k,) <0 kosulunun saglanmas: durumunda, (135) cevap alt sistemi

asimtotik olarak kararlidir.

2.2.5. 3-degiskenle Siirme

Aym anda birden fazla bilgiyi karsi tarafa iletmek igin daha once gelistirilen S-boyutlu

sistemden yararlamlacaktir. Bu sistem x,,x; ve x5 gibi 3-degiskenle ayni anda siiriilmiis olsun. Bu

durumda olusacak 2-boyutlu cevap alt sistemi asagidaki gibidir.

X, =X, — Xy = X5, (138)

A ’3
X, =—X, + Xs.
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Tablo 14. 2-degiskenle siirme durumunda olusan 3-degiskenli cevap alt

sistemleri
Siiren alt  Cevap alt Lyapunov fonksiyonlart Lyapunov
sistemi sisterni ve tiirevleri gstelleri
1 L *
X, X, Xy, Xy, Xs E= E(x42 +x; -0.76, -0.76, -1.26
E=-kx]-x2<0, (k >0)
1 * * *
X, %, Xy, Xy, X E= ;(xf +x7+x57) -0.72,-0.72, -1.45
Foox? ki —x2 <0, (k>0
=-x, —kx, —x"<0, (k>0)
1 . . . .
X, X, Xy, X3, X E= —7—(ch2 +x7 +x7 -0.72, -0.60, -1.04
E=-x]+299x,x; —x;> <0
1 * * *
X, Xs Xy, Xy, %, E= —2—(ch2 +x;7 + %)) -0.72, -0.54, -2.15
E=—-x]+299xx; —k,x;" <0, (k, >0)
]- * * *
Xy X X;» XgsXs Eza(xl2 +x;7+x7) -1.20, -1.20, -90.22
E=m(a-k)x* —k,x; = x> <0, (mk,(ct —k,) < 0)
1 * * *
Xy, X, X, X3, Xs E:E(x‘z +x37 4 x7) -1.46, 0.00, -91.32
E=m(a~k)x*~x <0, (ma-k)<0)
1 * *
Xy, X X, Xy, X, 5= E(X‘z +x; -4.70, 0.00, -74.16
E=m(a-k)x*—k,x; <0, (kym(a—k,)<0)
1 * * *
X3, X, X)Xy s X E=5(x12 +x7 +x57) -1.05, -1.44, -500.26
E=ma-k)x*+101x x; ~ x> = x> €0
101°
(m(at—ky) > )
1 *2 *2
Xy, Xs X, X,5,X, E= E(xl +x,"+x,7) -0.10, -1.04, -504.20
E=ma—k)x*+101x x; —x;7 —k,x;> <0
101
(m(o = k) > )
1 . *2 *2
Xy, Xs X, Xg, Xy E= E(x1 +x,7+x57) -0.69, -0.23, -124.43

E=m(a~k)x* +101x] x; — x,2 +299x;x; <0

4
(m(oe—k,) > ~2~9§2—)
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(138) denklem sistemindeki x,,x; ve x, sistem degiskenleri birer parametre olarak

degerlendirilmektedir. Kisim 2.2.3.’te yapilan diizenlemeye benzer olarak (138) denklem sistemi

yeniden diizenlenirse

(139)

D *
x, =—kx,

bulunur. (139) denklem sisteminin kararlilig igin, kendisi pozitif tanimli ve tiirevi negatif olan

uygun bir Lyapunov fonksiyonu asagidaki gibi segilsin.
1 . )
E=5()c2 +x,%) (140)

E enerjisinin zamana gore tiirevi alinip, ilgili degerler yerlerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir.
E=-x"~kx; <0, (k >0) (141)

E =0 durumu orijini gosterir ve E ’nin negatif olmast sistemin kararl oldugunun 6nemli bir
gostergesidir (He, 1992; Cuomo, 1993). S-boyutlu sistemde, diger degiskenlerin tcli
kombinasyonlart ile stirme durumunda benzer iglemler yapildi ve bulunan sonuclar Tablo 15°te
ozetlendi. Bu tablodan da goruldagi gibi, cevap alt sistemlerin kararliliklar i¢in matematiksel
olarak kendileri pozitif tammli ve tiirevleri negatif olan Lyapunov fonksiyonlarinin bulunmalart
yaninda, tim Lyapunov ustellerinin de negatif olduklari dogrulandi. Tablodaki Lyapunov istelleri

m =100, =300 ve «=0.33478194 fiziksel parametre degerlerinde ve x, =-0.59 x, =0.00
x, =-0.59,x, =0.479 ve x; =0.11 baslangi¢ kosullart ile elde edilmigtir.

3-degiskenle siirme durumunda, siiren alt sistemlerin kaotiklik kosulu, sisteme ait en az bir
pozitif Lyapunov istelinin olmasi ve iistellerin toplamlarinin negatifligine dayanir (Farmer, 1982;

Varma, 1991; Wolf, 1985; Yavas, 1996). Bununla ilgili sonuglar Tablo 16’de ézetlenmistir.
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Tablo 15. 3-degiskenle siirme durumunda olugan 2-degiskenli cevap alt sistemleri

Siiren Cevap alt Lyapunov fonksiyonlar Lyapunov
alt sistem sisterni ve tiirevleri tstelleri
X)y Xy, X, Xy, X; E= %(xf +x7%) -0.72,-0.72
E=-kx?*-x*<0, (k >0)
X, %5, X, X3, Xs E= %(xgz +x70) -0.02, -1.46
E=-x><0
X,y Xy, Xg Xy, X, E = %(xzz +x,7) 0.00,-0.0083
E=~kx}
Xy, Xy, X, X, , Xs E=%(xl*2 +x37) -1.44, -87.49
E=ma—k)x>-x><0, (mo—k)<0)
Xy Xy, Xs X, X, E:—;—(x;‘2 +x;7) -0.15, -94.30
E=ma—k)x*—k,x;> <0, (mk,(c—k,) < 0)
Xy, Xy, Xg Xy, X, E=%(x1*2+x;2) -1.34,-143.28
E=m(a—k)x*+101x x; ~ x> <0
o
4
Xy, Xy, Xs X, X, = —;—(x;'2 +x} 0.00, -95.55

E=m(o-k)x* <0, (k, > )

X5 Xy 5 Xs Xys Xy E= -;—(xzz +x; -0.76, -0.32
E=-x+299x;x; <0

Xpy Xy, X5 Xy, X, E=—12—(x;2+x22) -0.15, -1.44
E=—x?-kx?<0, (k >0)

X;5 Xy, X, Xy 5 X E= -;-(xgz +x; -1.44,-1.44

E=-x?-x"<0
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Tablo 16. 3-degiskenle siirme durumunda, siiren alt sistemlerin kaotik olmalarim
saglayan Lyapunov iistelleri

Siiren sistem A, A, A 2/1,. <0
XX s 1.88 0.46 -79.10 -76.74
X%, X, 8.89 692 -1808.29 ~1806.30
X)Xy, X 9.33 -1.33 -1889.45 -1881.45
Xy X0 X, 4473 -13.83 -65.45 -34.45
Xy) Xy, Xs 64.86 0.22 -66.49 -1.41
g0 Xy Xs 7.12 0.09 -10.80 -3.59

Tablodaki biiyiikliikler m=100,=300 ve o =0.33478194 fiziksel parametre
degerlerinde ve x; =-0.59,x, =0.00,x; =-0.59,x, =0.479 ve x, =0.11 baslangi¢c kosullar ile

elde edilmistir.

2.2.6. 4-degiskenle Siirme

(122) denklem sistemi, x,,x;,x,ve x, degiskenleri ile ayni anda stirilmis olsun. Olusacak

herhangi bir 4-boyutlu cevap alt sistemi asagidaki denklemle verilebilir.

« 7 4 ’ (142)

(142) denklem sisteminde goziiken x,,x; ve x, durum degiskenleri parametre olarak islem
gormektedir. Kisim 2.2.3 ’teki benzer diizenleme yapildiginda (143) denklem sistemi elde edilir.

.*— ¥*

Xy =X,

. % * *

X, ==k x, +x

4 144 59

. . . (143)
Xy ==X, —Xs,

. X * * *
Xg ==X, =X, —12x.
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(142) cevap alt sisteminin kararliligs i¢in, kendisi pozitif tanimh ve tiirevi negatif olan bir Lyapunov

fonksiyonu agagidaki gibi segilsin.
1 *2 *2 *2 %2
E=—2—(x2 +x, X+ xg) (144)

(144) denkleminin zamana gore tirevini alip ilgili degerler yerlerine yazildiginda asagidaki ifade

elde edilir.

*Q *2 *2 *7 * * * %
E=-x,"~kx, —x;"—12x —x;x; —x,x;, <0 (145)

(145) denklemi £, <% kosulu saglandiginda gegerli olup, bu kogsulla (142) cevap alt sistemi

asimtotik kararli olur.
Yukarida verilen senkronizasyon kosullari, segilen 6rnek sistemler i¢in bilgisayar benzetileri
kullanilarak dogrulandi. Ornegin 8-boyutlu VPDOsistemi x,, x,,x, ve x, degiskenleri ile aym anda

stirildiigiinde (yani ayn: anda dort mesajin iletilmesi durumunda) meydana gelen alt sistemler (142)
denklemleri ile verilmektedir. Kisim 2.2.3.’teki diizenlemelerin sonucunda, (142) cevap alt sistemi
elde edilmis oldu. Bu sistemde H =0.001,k, =0.75alindiginda x;,x; ve x; veya onlarin
esdegerleri olan (x, —x),(x; —x}) ve (x; —x;) farklarmin zamanla olan degisimleri kisa bir

zaman igerisinde sifira gittigi Sekil 41 (a) ve (b)’den goériilmektedir.

2.2.7. 3-boyutlu Lorenz ve VPDO Sistemlerinin Senkronizasyonu

Senkronizasyon cazip bir olaydir. Bunun genellestirilmig gosterimi Sekil 42°de verilmistir.
Bu kistmda farkh iki kaotik sistemin birbirlerinden ¢ikanlmas: ile bilesik bir sistem elde ediliyor.
Olusturulan bu bilesik sisteme Pecora ve Carroll’un senkronizasyon yéntemi uygulaniyor. (E-8) ve

(112) denklemleri ile verilen 3-boyutlu Lorenz ve VPDO sistemleri gz 6niinde bulundurulsun. Bu
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Sekil 41. 8-boyutlu VPDO sisteminde siiren ve cevap sistemlerin senkronizasyonu.

denklemlerde x=x, —~x,, y=y_—y, ve z=2z —z, seklinde bir degisken déniisimii

yapilirsa, 3-boyutlu bilesik bir sistem elde edilir.

X = mx’ — (6 + om)X + (6 — m)y
y=(-Dx-(x-1z (146)
z=(x—B)y—-bz

(146) bilesik sistemi sira ile x, y ve z durum degiskenlerinin her biri ile ayn ayn siiriilmesi

durumunda, geriye kalan diger iki degiskenle olusturulan cevap alt sistemler sirasiyla asagida

oldugu gibi elde edilir.

Stiren alt | ——
sistem
Cevap alt
sistemi
Ana sisrem Cevap sistemi

Sekil 42. Ana ve cevap sistemlerinin blok diyagramu.
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V' =(r-Dx—-(x-1z’

147
2’ =(x-Py -b aan

% =mx’”? - (6 +omx’+(c—-m)y’

148
vy =(r-Dx"-(x"-Dz (148)

Burada x" =x—-x" , y =y~y’ ve z' =z—2z" seklinde bir doniisum yapilirsa agagida yazilan

yeni sistemler elde edilmis olur.

=m0 (149)
2 =(x=-B)y -b

%" =(km-0c-om)x (150)
.Z* =yx* —-bZ*

i =(km—0—-om)x +(c-m)y” (151)

yr=(r-l-2)x

(149-151) sistemlerine ait kendileri pozitif tammlt ve tiirevleri negatif olan uygun

Lyapunov fonksiyonlar agagidaki gibi segilebilir.

1 )

E=2(7+27) (152)
1

E==—2-(x*2 +2z7) (153)

1
E:E(x*z +y?) (154)
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(152-154) denklemlerinin zamana gore tiirevleri alindiktan sonra ilgili degerler yerlerine yazilirsa

asagidaki sonuglar elde edilir.

E=(1-B)y'z" -b:7 <0 (155)
E=(km-o—om)x +yx"z" —=bz"? <0 (156)
E=(km-o-amx? +(c+r-m-1-2)x"y* <0 (157)

Bu bilesik sistemlerin birbirlerine senkron olduklart Sekil 43(a)-(b)’den goriilmektedir.
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Sekil 43. Birlestirilmig 3-boyutlu Lorenz ve VPDO sistemlerinin x durum degiskeni ile
slirilmesi durumunda, (a) y-y” ve (b) z-z’ farklarinn sifira gitmeler;.



3. SONUCLAR

Giiniimtzde gizli haberlesme degisik yontemlerle yapilabilmesine ragmen, son
gelismeler gizli haberleymenin  kaotik yontemle daha giivenilir bigimde
yapilabilecegini gostermistir. Pecora ve Carroll gizli haberlesmede, basit tiirden
kaotik terim iceren 3-boyutlu Lorenz ve Réssler sistemlerini, R. He ve I. G. Vaidya 5-
boyutlu Lorenz sistemini , K. Murali ve M. Lakshmanan ise 3-boyutlu VPDO
sistemini ve hatta A. Tamasevicius hiperkaotik sistemleri tek degiskenle siirme
durumlarinda kullandilar.

Haberlesme sistemlerinde g6z 6niinde bulundurulacak en dnemli noktalardan
biri; iletisimi saglayacak birimin kapasitesidir. Yani ayni anda birden fazla haberin
iletilmesi durumudur. Diistk boyutlu sistemler bir anda birden fazla iletisim olanag:
saglayamadigindan ylksek boyutlu kaotik sistemlerin olusturulmas: bir zorunluluk
olmustur.

Ayrica, gizli haberlesmenin esas amact iletilen bilginin baskasi tarafindan her
hangi bir yolla kolayca ¢oziimlenip anlasilamamasidir. Boyle bilgi tagima islemi tek
pozitif Lyapunov istelli kaotik sistemlerden ziyade, iki pozitif Lyapunov iistelli
hiperkaotik sistemlerle yapilabilecegi gosterildi.

Bu amagla, Pecora ve Carroll’un senkronizasyona getirdikleri yaklasim bu
caligmada 3-boyutlu Lorenz ve VPDO sistemlerine uygulandi ve literattirle uyumlu
sonuglar elde edildi. Aynt anda ¢ok sayida haber iletebilmek amaciyla 4, 5, 6, 7 ve 8-
boyutlu kaottk VPDO sistemleri olusturuldu. Bu sistemlerin kaotik davrams
gostermeleri igin, negatif diverjansa sahip olmalari saglandi.

Yiksek boyutlu sistemlerin kaotik analizlerinde, disik boyutlu sistemlerde iyi
sonuglar veren Poincare haritalart kullanilmamaktadir. Bunun yaninda, yiiksek
boyutlu sistemlerde 6nemli bir kaotiklik kosulu, sifirdan bityiik sonlu bir Kolmogorov
entropisinin varligidir. Bu amagla, olusturulan sistemlerin boyutlart ile Kolmogorov

entropisi arasinda uygun bir ilski bulundu ve sonsuz boyutlu sistemlerin olmasi
durumunda /5 gibi sonlu bir Kolmogorov entropisi elde edildi.

Gurultiye benzer olmalarindan dolayi, kaotik isaretler gizli haberlesme ve
sistem kontrolinde kullanilmaktadir. Bununla beraber bugiine kadar bu konuda

yapilan galigmalar sadece bir mesajin iletilmesini gostermistir. Bu galismada 1, 2, 3 ve
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4 mesajin birlikte iletilmesi igin uygun kaotik sistemler olusturulmus ve elde edilen
siren alt sistemlerin kaotiklik, cevap alt sistemlerin ise kararlilik kosullart
arastinilmistir.  Aynt zamanda 3-boyutlu VPDO sistemi ile 3-boyutlu Lorenz

sistemlerinin birbirleri ile senkron ¢alisabilecekleri gosterildi.



4. ONERILER

Bu ¢alismada, kaotik sistemlerle gizli haberlegmenin yapilabilirligi bilgisayar
benzetileri ile gosterildi. Burada benzetili arastirmasi yapilan sistemlerin elektrik
devre karsiliklart kurularak olavlarin fiziksel olarak dogrulanmas: bir bagka calisma
ile yapilabilir.

Bir ¢ok sistem gibi kaotik davranis gosteren hava durum tahminlerinin tarim,
sanayi ve turizm bakimindan biytk énemi vardir. Bu amagla meteoroloji istasyonla-
rindan elde edilecek sicaklik, yagis, v.s. gibi kayitlar bilinen kaotik analiz yontemleri
(Lyapunov ustelleri) ile analiz edilerek daha dogru tahminlerin yapilmast saglanabilir.

Ayrica, kalp atiglarini en iyt modelleyen (56) denklemi daha ayrintih bi¢imde
incelenerek, belli hastaliklara (kalp rahatsizliklari) karst gelen uygun parametre ve
baslangi¢ kosullarinin bulunup, saglikl insan kalbinin verdigi davramslar arasinda bir
iliskinin kurulmasi saglanabilir.

Dinamik bir sistem gibi digtiniilen timor biiyiimesi insan viicudunun gesitli
kistmlarinda goriilmektedir. Tumor buyumesi hastadan hastaya farklilik gosterir.
Farkli parametrelere karsi gelecek sekilde cesitli tiimor buyiimeleri matematiksel

olarak modellenebilir.
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6. EKLER

Bu béliim ¢alismanin kosullanini saglayagak sekilde olusturulan algak ve yitksek boyutlu
kaotik VPDO denklem sistemlerini icermektedir. Caligmanin uygun yerlerinde de agiklandig gibi,
degisik boyutlardaki sistemler olusturulurken su kriterler goz 6niinde bulunduruldu (He, 1992):

1. Sistemlerin negatif diverjansh olmalar,

2. Sistemlerin jakobiyenlerinden elde edilen denge (rest) noktalarinin tamaminin kararsiz

olduklanindan emin olunmaly,

3. En kugiik Lyapunov ustellerinin sistem diverjansina karsilk gelmeleri seklinde

siralanabilir.

Bu kosullan saglayagak sekilde olusturulan 2, 3, 4, S, 6, 7, 8-boyutlu kaotik Van der Pol-

Duffing osilator sistemleri sirasi ile asagida oldugu gibidir.

X, =-mx; +omx, +1985+x,

: (E-1)
X, =—x, —2875-X%,
X, =—mx’ +omx, + mx,
X, =X, =X, —X, (E-2)
X, = Px,
X, =—mx; +0mx, +mx, +X,
X, =X; — X, =X,
1 2 (E—3)

X3 = sz

X, =-X, +x; —125x,

X, =-mx, +0mx, +mx, +X,

Ky =X =X 7 Xy

X, =Bx, (E-4)
: 3

Xy ==X, + X5

X5 ==X, —X, —025x;
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X, =—mx; +0mx, +mx, +x,
X, =0875+x%, —x, ~X,
= Bx,
X, =%, —Xi - X, (E-5)
X5 =X, =X, = 5X;

X, =—mX, +0mx, +mx, +X,

X, =X, =X, —=X; —X;

%5 =Px,
X, =X, =X, — X, (E-6)
X, ==X, =X, —5x;

L3
X, ==X, X5 +X, E-7)
Xs ==X =X, =X

Xg ==X, = X; — 9%,

: 3

X, ==X +X,

Xy =—X, — X, —12x,

Denklem sistemlerinin her birinde goziiken m, B ve o fiziksel sistem parametreleri, bolim
4’de tammlandigs gibi olup; m = 100, B = 300 sabit degerleri kullanilirken o igin boyle bir segim
yapilamadi. Bunun en 6nemli nedeni, sistemlerin diverjanslarimin hesaplanmasinda bu parametre
agikca kendisini gostermesidir ve sistem ilging olan davranislanm bunun degisik degerlerinde

gostermektedir.
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Kaotik davrams gosteren sistemlerin modern anlamdaki ilk o6rnegi, 3-boyutlu Lorenz
sistemidir. Bu sistem birinci dereceden ve basit tiirden dogrusal olmayan terim igeren Ug¢ tane

diferansiyel denklemden olusmus sistem asagidaki sekilde verilir.

x=0(y-x),
Yy=rx—xz—y, (E-8)
Z=xy-bz.

Pecora ve Carroll'un senkronizasyonunu gerceklestirmek i¢in He (1992) tarafindan

olusturulan 5-boyutlu Lorenz sistemi asagidaki denklem sistemi ile verilmektedir.

X =0(x, —x)+ x5,

Xy = PX; — X, — X X3,

Xy = x,%, = fixs, (E-9)
X, =—x2+x5,

Xs ==X —x, — 8x;.
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