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ÇalıĢmamızda, bulut servisler üzerinden eriĢilen kuantum iĢlemcilere klasik bilgisa-

yar kullanarak eriĢim sağlayıp, döteronun bağlanma enerjisini çok küçük bir sapma ile he-

saplandık. Döteronun Hamiltonyenini yazarken Pionsuz Efektif Alan Teorisini kullandık. 

Döteron için tam bağlanma enerjisi ölçümünü bilinen değerleriyle kıyaslanarak iki nük-

leonlu bir sistemin kuantum bilgisayar uygulamasını, üç-kubit üzerinde incelendik. Bu tez; 

nükleer yapı hesaplamaların kuantum bilgisayarda yapılabileceğini gösteren bir çalıĢma 

olup nükleer yapı hesaplarının kuantum bilgisayara nasıl aktarıldığını açıklamaktadır.  

 

 

Anahtar Kelimeler: Kuantum Bilgisayar, Kuantum Hesaplama Teorisi, Döteron, nükleer 

yapı, bağlanma enerjisi,   
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 In our study, we provided access to the quantum processors accessed via cloud ser-

vices using a conventional computer, and detected the deuterium's binding energy with a 

very small deviation. We used the Pionless Theory of Effective Field when writing Hamil-

tonian of deuteron. We compared quantum computer application of a two-nucleon system 

on three-cubits by comparing the exact binding energy measurement for deuteron with 

known values. This thesis; A study showing how nuclear structure calculations can be done 

on a quantum computer and how nuclear structure calculations are transferred to a quan-

tum computer. 

 

 

Key Word: Quantum computer, kuantum computing theory, deuteron, nuclear structure, 

binding energy  
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1. GENEL BĠLGĠLER 

 

1.1. GiriĢ 

 

Kuantum mekaniğinin bilgisayar üzerimdeki hesaplamalardaki etkisinin önemini ilk 

olarak Feynman ortaya koymuĢtur. Klasik bilgisayarların hesaplama kabiliyetinin, kuan-

tum mekaniği altında çalıĢan sistemler üzerinde doğru ama gerçekten uzak çözümler yapa-

bileceğini, bu durumun çözülmesi için, sonsuz olasılıkla çalıĢabilecek ve bu sonsuz olasılı-

ğı son derece rastgele üretebilecek bir makinanın, evrensel fiziği simüle edebileceğini ön-

gördü. Bu yaklaĢımı, kuantum mekaniği kavramlarına uyan, üstelik temelde kuantum me-

kaniği yasalarının öngörüleri gibi davranıĢ sergileyen bilgisayarların önünü açtı. Feynman, 

1982 yılında INTERNATIONAL JOURNAL OF THEORETICAL PHYSICS‟de yayımla-

nan SIMULATING PHYSICS WITH COMPUTERS isimli makalesinde kuantum bilgisa-

yarlar için düĢünsel bir temel atmıĢ oldu [1].  

 1995 yılına gelindiğinde, kuantum hesaplama teorisi üzerine ilk önemli adım Peter 

SHOR tarafından atıldı. Shor, PHYSICAL REVIEW A‟da yayımlanan SCHEME FOR 

REDUCING DECOHERENCE IN QUANTUM COMPUTER MEMORY isimli makale-

sinde kuantum mekaniği kullanılarak geliĢtirdiği bir algoritmadan söz etti. Algoritma kuan-

tum mekaniği yasalarının bünyesinde barındıran bir hesaplama yöntemini kullanarak, kla-

sik hesaplamalardaki aramaları düzenliyordu [2]. Ġkinci önemli adım ise 2001 yılında Lov 

GROVER tarafından atıldı. Grover, Shor gibi bir algoritma geliĢtirdiği ve PHYSICAL 

RESEARCH‟da yayımlanan FORM SCHRÖINGER‟S EQUATION TO THE QUANTUM 

SEARCH ALGORITHM isimli makalesinde özel bir genlik yükseltme fonksiyonu tanım-

layarak, kuantum hesaplama teorisine kahin (oracle) kavramını ekledi. Bu kavram sayesin-

de arama iĢlemlerine önemli bir kolaylık getiren Grover, klasik bilgisayarlara kuantum 

mekaniği kavramlarının eklenmesi sürecine önemli bir katkı sağlamıĢ oldu [3]. 

 Klasik bilgisayarlar üzerinde bu algoritmalar ve bazı temel kuantum mekaniği 

fonksiyonlarının kullanılması ile sağlanan geliĢmelere bir örnek olarak, ülkemizde, Kara-

deniz Teknik Üniversitesi‟nde yapılan bir çalıĢma olan ACCELERATING SHOR‟S FAC-

TORIZASTION ALGORITHM ON GPUs isimli ve 2018 yılında CANADIAN JOURNAL 

OF PHYSICS‟de yayımlanan makaleyle, Ġbrahim SAVRAN, Mehmet DEMĠRCĠ, Ahmet 
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Hakan YILMAZ, kuantum mekaniğinin klasik bilgisayarlardaki hızlandırma iĢlevini göz-

lemlemeyi baĢardılar [4]. 

Son birkaç yıldır yapılan çalıĢmalar, IBM, Google gibi firmaların kuantum bilgisaya-

rı donanımsal olarak üretmelerinden kaynaklı olarak değiĢiklik göstermektedir. Artık ça-

lıĢmalar teorik kalmayarak, gerçek bir kuantum bilgisayar üzerinde çalıĢtırılabilmektedir. 

Bu çalıĢmalardan biri 2010 yılında NATURE CHEMISTRY‟de yayımlanan TOWARDS 

QUANTUM CHEMISTRY ON A QUANTUM COMPUTER isimli makaledir. Bu maka-

lede hidrojen üzerinde kuantum kimyası hesaplamalarının kuantum bilgisayarlara aktarılıp, 

simüle edilmesiyle ilgilenilmiĢtir [5]. Daha sonra 2018 yılında Oak Üniversitesi‟nde yine 

öncü bir çalıĢma yapıldı. PHYSICAL REVIEW‟da yayımlanan E.F.Dumitrescu ve ekininn 

hazırladığı CLOUD QUANTUM COMPUTING OF AN ATOMIC NUCLEUS isimli bu 

makalede nükleer fiziğin önemli bir konusu olan, döteronun bağlanma enerji gerçek kuan-

tum bilgisayar olan IBM-Q üzerinde yapmayı baĢardılar [14].  

Biz de bu çalıĢmayı örnek aldık ve adımlarını tekrarlayıp uygulamayı çalıĢtırmayı 

baĢardık.  Bu çalıĢmada parametreler üzerinde bazı açısal değiĢimler yaparak hesabı tekrar-

ladık ve bir adım daha öteye taĢıdık. ÇalıĢmamız Türkiye‟de kuantum bilgisayarlar üzerine 

yapılan ve genelde bir literatür taramasından ibaret olan diğer çalıĢmaların aksine, bulut 

eriĢim üzerinden kuantum bilgisayara bağlanarak, bu bilgisayarda döteronun bağlanma 

enerjisinin hamiltonyen hesabı olan bir kuantum mekaniği probleminin çalıĢtırılması açı-

sından bir ilktir. Bu çalıĢma, önümüzdeki dönemde bu nükleer problemin çalıĢtırılması 

adımlarını kullanarak, baĢka problemleri de kuantum bilgisayar üzerinde çalıĢtırabilmemiz 

açısından öncü olacaktır. 

 

1.2. Kuantum Mekanik Postulatları 

 

Postulatlar bir aksiyomlar setidir ve kanıtlanamamıĢtır ancak deneysel gözlemlerle 

tutarlıdırlar. Bu normların asgari setini neyin oluĢturduğu konusunda standart yoktur ve 

bakıĢ açımıza göre çok fazla Ģeye bağlıdırlar.  

 

1.2.1. Birinci Postulat 

Fiziksel durumlar, fiziksel sistem tartıĢması altında tam bir tanımlaması sağlanan du-

rum vektörleri tarafından temsil edilir. Bunlar Hilbert Uzayı olarak bilinen bir soyut uzay 
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içerisinde tanımlı vektörlerdir. Bir Hilbert uzayı kompleks sayıların alanı üzerinde tanım-

lanan normlanmıĢ bir lineer vektör uzayıdır. Bir durum Dirac notasyonunda bir ket tarafın-

dan gösterilir [6]. Hilbert uzayında bir ıĢın tarafından tanımlanan vektörlerden oluĢmuĢ, 

skaler bir çarpım faktörü ile birbirinden farklı, genelde kompleks olan fiziksel bir durum-

dur. Bir ket vektörüne karĢılık gelen ve kendi ikili uzayında bra vektörü olarak bilinen 

uzayda bir vektör vardır.    ⟩ durumuna karĢılık gelen   ⟨   vektörüdür. Aynı uzayda 

aĢağıdaki özelliklere sahip olan   ⟩ vektörüyle   ⟩ vektörünün bir iç çarpımını tanımlaya-

lım: 

1. Pozitiflik: ⟨   ⟩    , eĢitsizliği   ⟩ geçersiz(boĢ) bir vektör olduğunda geçerli-

dir. 

2. Lineerlik: ⟨         ⟩   ⟨    ⟩   ⟨    ⟩  

3. ⟨   ⟩‟ın kompleks eĢleniği anti simetriktir ve ⟨   ⟩   ⟨   ⟩ olur. Bu durumda 

⟨   ⟩ bir gerçek sayıdır. Tüm sıfır olmayan vektörler   ⟩ için ⟨   ⟩    olarak normalize 

edilebilir. 

4. Schwartz EĢitsizliği:  ⟨   ⟩    ⟨   ⟩⟨   ⟩ 

Hilbert uzayının boyutları sonlu ya da sonsuz olabilir.  (Hilbert uzayının bir özelliği 

normda tam set olmasıdır.) 

Durumlar seti *   ⟩+             burada d uzayın boyutudur ve baz vektör seti 

olarak adlandırılır. Eğer set lineer vektör uzayında yayılırsa, diğer bir deyiĢle, eğer bir key-

fi   ⟩ durumu    ⟩‟nin lineer bir süper-pozisyonu olarak ifade edilebilirse, 

 

  ⟩  ∑     ⟩

 

 (1.1) 

 

yazılır. Burada    katsayıları genelde komplekstir. Genellikle ortanormal olması için 

temel vektör alınır ve 

 

⟨  |  ⟩      (1.2) 

 

yazılır. Baz vektör bu Ģekilde seçilirse,  
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    ⟨    ⟩ (1.3) 

 

alınır. Kuantum mekaniğinin Kopenhag Yorumu’na göre,     
  olasılığının,   ⟩ durumu-

nun    ⟩ noktasındaki olasılığı olduğu varsayılmaktadır [7]. 

 

1.2.2. Ġkinci Postulat 

 

Konum, momentum, enerji ve bunun gibi fiziksel gözlenebilirler lineer ve öz-ek iĢ-

lemciler (Hermityen iĢlemciler olarak adlandırılır) olarak temsil edilebilirler ve özdeğerleri 

reeldir. Kendine bitiĢik iĢlemciler ise gerçek özdeğerlere sahiptir. ĠĢlemciler Hilbert uza-

yında kendi üzerine haritalanır, yani eğer   ⟩ Hilbert uzayında bir vektör ve bu vektör üze-

rine  ̂ iĢlemcisi etki ederse,  ̂  ⟩ bu uzayda baĢka bir vektördür. Aynı Ģekilde bir  ̂ iĢlem-

cisi sola, bir bra vektörü üzerine etki ederek, ikili uzaydaki diğer bir bra vektörü ⟨   ̂„nü 

verir. Bu iĢlemciler aĢağıdaki özelliklere sahiptir; 

1. Lineerlik: Eğer   ve   kompleks skalerler ise, aĢağıdaki denklemi yazarız; 

 

 ̂(   ⟩     ⟩)    ̂  ⟩    ̂  ⟩ (1.4) 

 

( “zaman tersinir” iĢlemcisinden kaynaklı bir istisna vardır, sağdaki katsayılar onların 

kompleks eĢlenikleri tarafından değiĢtirilebilir.) 

2. Bir  ̂ birim iĢlemci özelliğine sahiptir;   ̂  ⟩    ⟩   

3.  ̂ ve  ̂ gibi iki iĢlemcinin iç çarpımı da bir iĢlemcidir. Diğer bir deyiĢle hem  ̂ ̂ 

hem de  ̂ ̂ bir iĢlemcidir. Bunun yanında genelde  ̂ ̂   ̂ ̂ olur. ĠĢlemci iç çarpımı birle-

Ģim özelliğine, diğer bir deyiĢle  ̂( ̂ ̂)  ( ̂ ̂) ̂ özeliğine sahip olur. ĠĢlemci toplamı 

hem bra değiĢimli hem de birleĢim özelliğine sahiptir, yani,  ̂   ̂   ̂   ̂ ve  ̂  

( ̂   ̂)  ( ̂   ̂)   ̂ olur. Eğer bir  ̂ ̂   ̂ ̂    ̂ gibi bir  ̂ iĢlemcisi varsa,  ̂ iĢlem-

cisi  ̂ „nın tersidir denir ve  ̂   ̂    Ģeklinde yazılır. 

4. Bir iĢlemcinin eĢleniği: Bir  ̂ iĢlemcisinin hermityen eĢleniğini tanımlayalım ve bu 

iliĢkiyi  ̂  ile gösterelim; 
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, ̂  ⟩-  ⟨   ̂  (1.5) 

 

Bu durumda keyfi   ⟩ ve   ⟩ vektörleri için aĢağıdaki denklemi yazabiliriz [8]; 

 

⟨   ̂  ⟩  ⟨   ̂ ⟩  ⟨ ̂    ⟩ (1.6) 

 

ya da 

 

⟨   ̂  ⟩  ⟨   ̂   ⟩ (1.7) 

 

yazılabilir. Eğer  ̂    ⟩⟨   ise  ̂    ⟩⟨   olur. Eğer bir iĢlemci  ̂   ̂  Ģeklindeyse 

öz-ek hermityendir.  ̂ ̂‟nin hermityen eĢleniği ( ̂ ̂)   ̂  ̂  dir. ġunu not edelim ki  

 ̂      ̂ hermityen olsa bile  ̂ ̂ iĢlemcisi hermityen değildir. ( ̂ ̂    ̂ ̂) ve  ( ̂ ̂   ̂ ̂) 

hermityendir. Kuantum mekaniğinin ikinci postulatına göre bir   ⟩ durumu  ̂ tarafından 

tanımlanan bir gözlenebilir için   özdeğerine sahiptir. Eğer sadece ve sadece   ⟩ durumu 

 ̂„nın   özdeğerli bir özdurumu ise; 

 

 ̂  ⟩     ⟩ (1.8) 

 

olur.  ̂‟nın özdurumları,   Hilbert uzayı için tam ortonormal bir baz oluĢturur. Eğer { ̂ }, 

   özdeğerlerine sahip olan özvektör üzerine  ̂‟nın orgotonal yansımasıysa; 

 

 ̂  ∑  

 

 ̂  

 

(1.9) 

yazılır. Yansıma iĢlemcileri aĢağıdaki bağıntıları sağlar; 

 

 ̂  ̂       ̂  (1.10) 

 ̂ 
   ̂  (1.11) 

 

Denklem (1.10) Spektral Teoremi’nin bir ifadesidir [7]. Bir  ̂ iĢlemcisinin    ⟩ ve 

  ⟩„leri aynı normlara sahip   ̂  ⟩    ⟩ olduğunu varsayalım. Bu durumda; 



6 
 

 

⟨   ̂  ̂  ⟩   ⟨   ⟩  ⟨   ⟩ (1.12) 

 

yazarız. Böylece; 

 

 ̂  ̂   ̂ (1.13) 

 

olur. Böyle bir iĢlemci kuantum mekaniğinde yaygın bir özel yeri bir birim işlemci olarak 

adlandırılır.  

 

1.2.3. Üçüncü Postulat 

 

Zamanla birimsel geliĢen bir kuantum durumu Schrödinger denklemiyle verilen za-

mandaki değiĢim; 

 

  
 

  
   ( )⟩   ̂  ( )⟩ (1.14) 

 

⟨ ( )  durumuna karĢılık gelen denklem ise; 

 

   
 

  
 ⟨ ( )  ⟨ ( )  ̂ 

(1.15) 

 

ile verilir. ⟨ ( )  ( )⟩ iç çarpımının zaman ile değiĢmediği görülür ve aĢağıda görüldüğü 

gibi değiĢim birimseldir. Bir zamanla değiĢim iĢlemcisi  ̂(    ) „ı tanımlayalım; 

 

  ( )⟩   ̂(    )   (  )⟩ (1.16) 

 

 ̂(     )   ̂ olduğuna dikkat edelim. Ayrıca aĢağıdaki bağıntıyı yazarız;  

 

| ( )⟩   ̂(    )|  (  )⟩   ̂(    ) ̂(     )  (  )⟩ (1.17) 

 

Bu durum; 
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 ̂(    )   ̂(    ) ̂(     ) (1.18) 

 

sonucunu verir. ⟨ ( )  ( )⟩  ⟨ (  )  (  )⟩ olduğunda; 

 

⟨ ( )  ( )⟩  ⟨ (  )| ̂
 (    ) ̂(    )  (  )⟩ (1.19) 

  

elde edilir. Böylece; 

 

 ̂ (    ) ̂(    )   ̂ (1.20) 

 

    ‟dan         „ye bir durumun zaman evrimini düĢünelim. Schrödinger denkle-

minden aĢağıdaki ifadeyi yazarız; 

 

| (    )⟩  (  
 

 
 ̂  *|  ( )⟩ (1.21) 

 

 ̂ hermityen olduğu için,   
 

 
 ̂   ,    basamağı için birimseldir. Kısa adımlarda 

sonlu bir zaman evrimi elde edebiliriz ve eğer  ̂ zamana bağlılığı belirgin değilse aĢağıda-

ki gibi yazarız. 

 

 ̂(    )     4  
 ̂

 
(    )5 

(1.22) 

 

1.2.4. Dördüncü Postulat 

 

A gözleminin sonucu  ̂ iĢlemcisinin bir   özdeğeridir. Ölçümden hemen sonra, kuan-

tum durumu bu özdeğere uyan özdurum için devam ediyor olabilir. Eğer ölçümden önce 

sistem durumu   ⟩ olsaydı ölçüm sonucu aĢağıdaki olasılıkla    olacaktır; 

 

⟨      ⟩         ⟩    (1.23) 

 

Hesaplamadan hemen sonraki durum Ģudur; 
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    ⟩

 ⟨      ⟩ 
   

 (1.24) 

 

Bunun zamanla geliĢen bir kuantum durumunda doğal bir ikilik olduğuna dikkat ede-

lim. Öte yandan, bir yandan Schrödinger denkleminin doğrusallığı, ölçülmediğinde duru-

mun birimsel olarak geliĢtiğini gösterirken, öte yandan ölçüm postulatı yalnızca muhtemel 

çıktı sonuçlarını belirleyen olasılıklıdır [7]. 

 

1.2.5. BeĢinci Postulat 

 

Eğer  ̂ ve  ̂ , a ve b gibi iki klasik gözlenebilire karĢılık gelen iki hermityen iĢlemci 

ise,  ̂ ve  ̂‟nin sıra değiĢimi aĢağıdaki gibidir; 

 

[ ̂  ̂]     ̂ (1.25) 

 

Burada  ̂, a ve b değiĢkenlerinin klasik Poisson bağıntısı c={a,b} olarak tanımlanan, 

klasik bir değiĢkene karĢılık gelen iĢlemcisi ise c‟dir,   ise Planck sabitidir. 

 

1.3. Kubit 

 

Ġki mümkün değerden sadece birini alabilen bit hem klasik hem de kuantum hesap-

lamanın en küçük bilgi taĢıyıcısıdır. Kuantum bit genellikle qbit olarak adlandırılır. Bir 

klasik bitten ayırt etmek için bu tez boyunca kubit olarak adlandıracağız. Kuantum hesap-

lamanın özel bir kavrayıĢında kubitleri fiziksel durumları ile belirleyeceğiz. Soyut nesneler 

olarak kubitleri iĢlemek hesaplama açısından kullanıĢlıdır. Bu durum kuantum hesaplama-

nın matematiksel bir çalıĢma sahasını düzenlemek için bağımsız özel bir fiziksel platforma 

izni verir. En küçük Hilbert uzayı iki boyutludur. Bu uzaydaki temel birim vektör Ģöyle 

verilir; 

 

  ⟩  (
 

 
*          ⟩  (

 

 
* (1.26) 
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Bu uzayda genel bir normalize vektör herhangi bir   ⟩     ⟩     ⟩ Ģeklinde olup, 

olasılıklar toplamı            ‟dir. Bir kubit bu uzayda her   ⟩ durumudur. Temel 

vektörler   ⟩ ve   ⟩ olup ve bilişimsel temel durumlar olarak adlandırılır [8,9].  

Eğer   ⟩ durumunun bir ölçümü hesaplama temelinde yapılırsa,      olasılığıyla   ⟩ 

ve      olasılığıyla   ⟩ sonucunu elde ederiz. a veya b „nin sıfır olması dıĢında, bir ölçüm 

  ⟩ veya   ⟩‟e giden durumların çökmesine neden olur. Tek bir ölçüm a ya da b‟yi belirle-

yemez.   ⟩ hakkında bilgi almanın yolu aynı ölçümlerden yapılan istatistiksel sonuçlar ve 

benzer sistemlerin büyük sayıda özdeĢ kopyalarının hazırlamaktır. Böyle olsa bile bu sade-

ce a ve b‟nin büyüklükleri hakkında bilgi verecektir ve onların bağıl fazları hakkında bilgi 

veremeyecektir.  

Bu durum kubitlerin kuantum mekaniksel davranıĢlarına bir örnek teĢkil eder. Kubit-

lerin birkaç fiziksel anlamından bahsedelim; 

1.   ⟩ fotonun dikey bir polarizasyonu olan   ⟩ durumunu ve   ⟩ fotonun yatay bir 

polarizasyonu olan   ⟩ durumunu gösterir. Alternatif olarak,   ⟩ durumu olarak 

    de yataya polarize olan bir foton ve   ⟩ durumu için      „de polarize olan bir 

foton alınabilir.   ⟩      ⟩ „yi temsil eden formüller Ģu Ģekildedir; 

 

  ⟩  
 

√ 
(  ⟩    ⟩) 

  ⟩  
 

√ 
(  ⟩    ⟩) 

 

(1.27) 

 

2. Keyfi olarak z eksenin de tanımlanmıĢ olan bir manyetik alandaki bir elektronun 

spin durumu bu iki durum için alınabilir. 

3.   ⟩ durumunu atomik bir sistemin taban durumu olarak ve   ⟩ durumunu bu sis-

temin uyarılmıĢ biri durumu olarak alabiliriz.  

 

Bilgi iĢleme süreci için bu iki durumdan daha fazlası ile kuantum sistemi kullanma-

nın mümkün olabileceğini söylemek önemlidir. Üç farklı temel durumlu bir kuantum sis-

teme kutrit denilir. Kutrit üç durumun tüm özelliklerini içinde barındırabilir. Kubitler üze-

rinde saklanan bilgi boyut sayısıyla iliĢkilidir.  

Boyut geniĢledikçe, süperpoze kubit durumlarının olasılıkları da büyür. Bu geniĢ ola-

sılık dağılımı kubitleri klasik bitlerden ayıran en önemli özelliklerden biridir.  
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1.3.1. Bloch Küresi Üzerinde Kubit Temsili 

 

  
 

 
 cebiri hakkındaki bazı temel gerçekleri tekrar edelim. Eğer   ⟩ ve   ⟩ sırasıyla 

spin yukarı ve spin aĢağı durumlarıyla temsil edilirse, spin iĢlemcilerini Ģu Ģekilde sunabili-

riz; 

 

   
 

 
(  ⟩⟨     ⟩⟨  ) 

   
  

 
(  ⟩⟨     ⟩⟨  ) 

   
 

 
(  ⟩⟨     ⟩⟨  ) 

 

 

 

(1.28) 

 

Bunlara uyan matris temsileri ise Ģu Ģekildedir; 

 

   
 

 
.
  
  

/ 

   
 

 
.
   
  

/ 

   
 

 
.
  
   

/ 

 

 

(1.29) 

 

    ⃗  ̂ „nin özdeğeri olduğuna dikkat edelim. Buradaki  ̂ yönü  
 

 
 olan herhangi 

keyfi bir yön ve Bloch vektör’ü olarak bilinen gerçek bir birim vektördür.  ̂ küresel koor-

dinatlardaki bileĢenleri  ̂(   )  (                      ) olur ve bu durumda    

matrisi Ģöyle olur; 

 

    ⃗  ̂  
 

 
(

                      
                       

* (1.30) 

 

Özdeğerlerin 
 

 
  olduğu görülür, burada, 

 

(        )  ,(        )  (        ) -    (1.31) 
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olur. Bu denklem      „i verir.  
 

 
  özdeğeri için normalize özvektör; 

 

  (   )⟩  (
   

 

 

      
 

 

,     
 

 
   ⟩        

 

 
   ⟩ 

 

(1.32) 

 

ile verilir. 

 

 

  

 

 

 

 

 

Geometrik olarak Bloch Küresi‟ni birim kürenin yüzeyi üzerindeki keyfi bir durum 

gibi temsil edebiliriz. Bu küre üzerinde alınan bir noktanın küresel ordinatları (   ) vardır 

ve her bir (   ) değeri bir  (   ) ket vektörüdür. Kolayca görüleceği gibi kürenin kuzey 

kutbu (     ),   ⟩ durumunu temsil eder ve güney kutbu da (       ),   ⟩ du-

rumunu temsil eder. Bu nokta    ekseni üzerinde küre ile kesiĢirse (         ), 

durum vektörü 
 

√ 
(  ⟩    ⟩) olur ve nokta     ekseni üzerinde küre ile kesiĢiyorsa 

(         ), durum vektörü 
 

√ 
(  ⟩    ⟩) olur. 

Bir kubitin içereceği bilgi prensipte sonsuz miktardadır, çünkü  ‟nın ikili geniĢleme-

si sonsuz haneli sayı içerebilir. Bununla birlikte, ne zaman kubit gözlenmek istenirse (he-

saplama temelinde) ya 0 ya da 1 durumuna çökecektir. Bir durumun   ⟩         ⟩ duru-

mundan birinde gözlendiğini varsayalım ve   ⟩ durumuna sahip olalım. Ölçümden sonra da 

bu durum devam edecektir. Ancak eğer, kubiti ölçmezsek sistem bu bilgiyi koruyacaktır. 

 

ġekil 1. Bloch Küresi 
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Spinin z bileĢenini ölçtüğümüzü düĢünelim. Eğer orijinal durum   (   )⟩ olsaydı, bekle-

nen değer Ģu olurdu [7,9];  

 

⟨ (   )     (   )⟩  (   
 

 
       

 

 
* .

  
   

/(
   

 

 

      
 

 

, 

                                               

 

(1.33) 

 

Ancak, bu bize xy düzlemindeki bileĢeni hakkında hiçbir Ģey söylemeyecektir. 

  ⟩‟nin belirlenmesi için üç bileĢenin belirlenmesi gerekir. 〈  〉    〈  〉„den,         belir-

lenebilir ancak    iĢareti hala bilinmeyecektir.  

 

1.3.2. BirleĢik Sistem 

 

BirleĢik bir sistem A ve B gibi iki alt sistemden oluĢsun. A‟nın Hilbert uzayı    ve 

B‟nin Hilbert uzayı    olsun. BirleĢik sistem uzayı           olur. *  ⟩ + ,   „da 

bir kök ve *  ⟩ +,   ‟de bir kök olsun.     „nin kökünü birleĢik bir *    ⟩  + setiyle 

tanımlayalım. Bu kök için ortanormallik iliĢkisini yazalım; 

 

⟨       ⟩                (1.34) 

 

Bu birleĢik uzayda, birleĢik sistem durumu üzerinde etki eden bir       iĢlemcisini 

tanımlayalım; 

 

         ⟩       ⟩      ⟩  ∑(  )     ⟩(  )     ⟩ (1.35) 

 

Ġki kubitlik bir sistemi dikkate alalım. Klasik bitlere karĢılık gelen ifadeler, 00, 01, 10 

ve 11 Ģeklindedir. Ġki kubitlik bir sistemin kuantum durumları ise, 

 

  ⟩        ⟩        ⟩        ⟩        ⟩ (1.36) 

 

olup aĢağıdaki koĢul da sağlanır; 
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    (1.37) 

 

Ġlk kubiti ölçtüğümüzü varsayalım ve 0 olsun (     
       

  olasılıkla). Ölçüm sonrası 

durum; 

 

  ⟩  
      ⟩        ⟩

√              
 (1.38) 

 

olur. Burada, tüm iki kubit durumlarının tek bir kubit durumunun bir ürünü olarak yazıla-

mayacağını belirtelim. Böyle bir durum; 

 

    ⟩  
   ⟩     ⟩

√  
 (1.39) 

 

olur. Bu Bell Durumları olarak bilinen bir kümenin üyesidir. Üst durumun ilk kubitini ölç-

tüğümüzü varsayalım. Eğer 0 alırsak, ölçüm sonrası durum    ⟩  olurdu (ki bu durum 0,5 

olasılıkla elde edilir). Ġlk kubitin sonuçları ikinci kubiti de belirler. Bu gösteriyor ki ölçüm 

çıktıları birbiriyle bağlantılıdır.  

 

1.4. ĠzdüĢüm ĠĢlemcisi 

 

Bir izdüĢüm iĢlemcisini temel    ⟩ vektörünü     ⟩⟨    ifadesini verecek Ģekilde ta-

nımlarız. Keyfi bir   ⟩ durumuna etki eden bu iĢlemci, bileĢeni    ⟩ boyunca yansıtır böy-

lece   ⟩      ⟩ ,   ⟩ için ortogonaldir.  

Ġz düĢüm iĢlemcisi aĢağıdaki özelliklere sahiptir; 

a) EĢ kuvvetlilik:   
     

b) Ortogonallik :                 

c) Tamlık : ∑       

 

1.4.1. Spektral Teoremi 

 

Spektral teoremi tüm normal matrisler için uygulanabilir ve bu matrisler         

ifadesini sağlayacak Ģekildedirler. ġüphesiz, hermityen matrisleri normaldir ve bu teorem 
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onlara kolayca uygulanabilir. Genelde, normal matrislerin özdeğerleri gerçek olmak zo-

runda değildir ve bu nedenle, aksi durumunun mutlaka doğru olması gerekmez. Diğer bir 

deyiĢle tüm normal matrisler hermityen değildir. Eğer normal bir matris gerçek bir özdeğe-

re sahipse, farklı özdeğerlere ait özvektörler ortogonaldir. Normal bir matris spektral ay-

rıĢması açısından [7]; 

 

 ̂  ∑     ⟩⟨   

 

 (1.40) 

 

olarak yazılabilir. Burada *   ⟩+ karĢılık gelen özdeğerlere etiketlenmiĢ A‟nın normalleĢti-

rilmiĢ özvektörleridir denir. Bunu takiben tamlık bağıntısı   ∑    ⟩⟨     olur ve bu, 

 

     ∑    ⟩⟨    ∑     ⟩⟨   

  

 (1.41) 

 

ifadesini vermektedir.    ⟩⟨    ,    ⟩ vektörü yönündeki izdüĢüm iĢlemcisi olduğuna dikkat 

edelim.  ̂‟nın etkisi skaler bir   ‟nin çarpımlarının eğdeğeri olan *  + tarafından bir boyut-

lu uzayda yayılmıĢtır.  ̂‟nın özuzayında izdüĢüm iĢlemcisi için bir ifade tanımlayalım. Bu 

 ̂ normal bir matris ve; 

 

*  +      {     ⟩ (      )} (1.42) 

 

özdeğer ve dejenere bir   „ya uyan özvektör olacaktır. Eğer uzay n boyutluysa, ∑    

   ∑       ifadesine ulaĢırız.    uzayında bir izdüĢüm iĢlemcisi; 

 

   
∏ ( ̂     ̂)   

∏ (     )   
 (1.43) 

 

 olur. Eğer    ,      ⟩ üzerine etki ederse,  

 

       ⟩  
∏ ( ̂     ̂)     ⟩   

∏ (     )   

 
∏ (     )   

∏ (     )   
     ⟩       ⟩ (1.44) 
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olur. Diğer yandan, (   ) farklı bir özdeğere ait bir durum üzerine etki ediyorsa, 

 

       ⟩  
∏ ( ̂     ̂)     ⟩   

∏ (     )   

 
∏ (     )   

∏ (     )   
     ⟩    

 

(1.45) 

pay sıfır olur çünkü terimlerden biri     olur. Böylece    ∑      ⟩⟨     
  
    ,   ‟nın 

özuzayında izdüĢüm iĢlemcisidir.  

 

1.4.2. Pozitif ĠĢlemci 

 

Bir iĢlemcinin pozitif yarı tanımlı olduğu söylenir; eğer her   ⟩     için 〈   ̂  〉  

  ise bunu düĢünmemiz mümkündür. Bir pozitif iĢlemci sadece negatif olmayan özdeğerle-

re sahip olan hermityendir.  

 

1.4.3. Bir ĠĢlemcinin Kutupsal AyrıĢması 

 

Eğer bir  ̂ iĢlemcisini temsil eden matris tekil değil ise,  ̂ ifadesi U birim iĢlemcisi-

nin bir ürünü ve pozitif bir iĢlemci olarak tanımlanır. 

Bu tür iki pozitif iĢlemci J ve K olsun. Birincisi sol ayrıĢmayı ve ikincisi sağ ayrıĢ-

mayı sağlasın. 

 

        (1.46) 

 

burada   √    ve   √    olur. √    pozitif bir iĢlemci olduğundan (hermityen 

olduğundan) spektral ayrıĢmaya sahiptir; 

 

  ∑    ⟩⟨  

 

 (1.47) 

 

buradaki     .   ⟩     ⟩ olduğundan ⟨     ⟩    
  olur. Burada     ,      dır.  

   ⟩  
  ⟩

  
 

   ⟩

  
  olsun böylece    ⟩ normalize olsun.  

Bunlar ayrıca ortogonaldir.     için; 
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⟨  |  ⟩  
 

    
〈 |   | 〉  

 

    
〈      〉    (1.48) 

 

olur. Son bağıntı sıfırdır, çünkü   ⟩,    ‟nin özdurumudur. ġimdi *   ⟩+‟yi geniĢletmek için  

Gram-Schmidt yöntemini kullanıyoruz böylece ortonormal bir baz oluĢtururuz [7]. 

   ∑    ⟩   olsun.      olduğunda; 

 

      ⟩       ⟩       ⟩     ⟩     ⟩ (1.49) 

 

elde ederiz. Bu durumda      ,       ,              sonucunu verir. Eğer   

tersinirse,         tarafından verilen   ayrıca   eĢitliğini belirler. Bu süreç kutupsal 

ayrıĢma olarak adlandırılır çünkü               ,      formuna sahiptir [7]. 

 

1.4.4. Tekil Değer AyrıĢması 

 

  kompleks elemanı bir     matrisi olsun.  ‟yı        olarak ayrıĢtırmak 

mümkün olabilir. Burada   ve   birim matrislerdir diğer bir deyiĢle            

      ‟lik,   ise    ‟lik bir kare matristir. 

  ise pozitif yarı tanımlı köĢegen elemanları olan    ‟lik bir matristir.   tekil değer mat-

risi olarak bilinir. Eğer   gerçek bir matris ise,   ve   ortogonal matrislerdir.  

     olsun, burada   birimseldir.   pozitif olduğundan uniter   matrisi tarafından 

köĢegenleĢtirilebilir ve hermityendir.        olsun, burada   negatif değildir ve reeldir. 

Bu nedenle,         olur.   ve   birimsel olduğundan      ve     ifadelerini 

aĢağıdaki gibi tanımlarız. 

 

       (1.50) 

 

1.5. Kuantum Mekaniğinde Yoğunluk Matris Formülasyonu 

 

Baz vektörleri *  ⟩   ⟩+ ile iki boyutlu Hilbert uzayını dikkate alalım. Bu tür sistem-

lerden çok sayıda hazırladığımızı varsayalım. Burada üyelerin her birini aĢağıdaki iki du-

rumdan birinde ifade edelim; 
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  ⟩     ⟩     ⟩,    ⟩     ⟩     ⟩ (1.51) 

 

Burada                      ‟dir. Böylece, eğer   ⟩ durumunda bir sistem seçer-

sek ve *  ⟩   ⟩+ bazında bir ölçüm yaparsak,   ⟩ durumunu      olasılıkla bulabiliriz. Aynı 

Ģekilde   ⟩ durumunu      olasılıkla bulabiliriz.  

ġimdi, tarafımızca hazırlanan   tane sistemden    tane sistem   ⟩ durumundadır ve 

   sayıda sistem ise   ⟩ durumundadır ve        ‟dir. Eğer   sistem topluluğundan 

rastgele bir sistem seçersek, seçilen   ⟩ durumundaki sistem         olasılığına ve   ⟩ 

durumundaki sistemde  
  

 
     olasılığına sahip olur. Bu olasılıklar topluluk seviye-

sinde iĢ gören sadece klasik olasılıklardır. Bununla birlikte, sistemler seçildikten sonra, 

ölçüm olasılıkları kuantum mekaniğinin Born yorumuyla tanımlanır. Bu daha önce çalıĢtı-

ğımız kuantum mekaniği kurallarımızı düzeltmemiz gereken açık bir sistem örneğidir 

[6,9].  

Ġkinci bir örnek düĢünelim. Ġlgilendiğimiz sistemi A sistemi olarak, çevre ile iletiĢi-

me geçen sistemi B sistemi olarak adlandıralım. Eğer sistem faktörlerinin birleĢtirilmiĢ 

durumu A sistemi ile B sisteminin bir ürünüyse, diğer bir deyiĢle; 

 

    ⟩     ⟩    ⟩ (1.52) 

 

ise, çevresel etki ihmal edilebilir çünkü verilen her   iĢlemcisi sadece A sistemi üzerinde 

etkili olup, B sistemi üzerinde değildir. Bu durumda 

 

⟨         ⟩  ⟨       ⟩ (1.53) 

 

olur. Böyle bir durumda, A sisteminin bir saf durumda olduğu söylenir. Bununla birlikte, 

eğer ilgili sistemin durumu çevreden bağımsız değilse, çevrenin etkisi çarpanlara ayrıla-

maz. “Çevre” kelimesi büyük bir sistemin varlığını ortaya koyar; biri Hilbert uzayı   ‟ya 

ve diğeri   ‟ye ait kubitlerden iki bitlik bir sistem düĢünülebilir.       birleĢik uza-

yında bir durum düĢünelim; 

 

  ⟩     ⟩    ⟩     ⟩    ⟩  (1.54) 
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olsun. A ve B kubitlerinin bağlantılı olduklarına dikkat edelim, A kubitini ölçtüğümüzde A 

sisteminin bazları *  ⟩   ⟩+ bulunabilir.      olasılığı ile   ⟩ durumunu bulacağız. Bu du-

rumda, durum   ⟩    ⟩ ‟ye çökebilir. B sisteminin kesin bir durumda olduğuna dikkat 

edelim. Aynısı   ⟩  ölçümü için de geçerlidir. Sistem A karışık bir durumda olarak adlan-

dırılır. KarıĢık durumla ilgilenirken  (aynı zamanda saf durum) daha uygun bir formalizm 

Yoğunluk Matrisi tarafından sağlanır.  

 

1.5.1. Yoğunluk Matrisi 

 

B sistemine olan etkilerine bakılmaksızın, A sisteminin genel bir ölçümüne bakalım. 

      Ģeklinde bir ölçüm iĢlemcisi olsun. Daha sonra; 

 

⟨           ⟩   ,  ⟨    ⟨     ⟨     ⟨    (     )-,    ⟩    ⟩  

                                            ⟩    ⟩ -             

                                          ⟨        ⟩      ⟨        ⟩  

                                      〈  〉    (    ) 

 

(1.55) 

elde edilir. Burada    iĢlemcisi yoğunluk iĢlemcisi ya da yoğunluk matrisidir, 

 

         ⟩ ⟨          ⟩ ⟨     (1.56) 

 

Ģeklinde yazılabilir ve    iĢlemcisi sadece A kubitine etki eder.   ‟yı            

      özel bir olasılığında meydana gelen tüm durumların mümkün bir kuantum topluluğu 

olarak yorumlayabiliriz. Böylece, yukarıda, iki farklı durum hakkında; 

 

1.   ⟩  ve   ⟩  durumlarının tutarlı bir süper-pozisyonu gösterir. 

2. Önceden belirlenmiĢ ve belirli bir olasılık ile meydana gelen   ⟩ ve   ⟩ durumla-

rında bir süper-pozisyon olasılığı sonuçlarını elde ettik.  

 

Ayrımı görmek için bu iki farklı durumdaki    „nın ölçümünü düĢünelim. 
 

√ 
(  ⟩  

  ⟩) süperpozisyonunu ele alalım.   ‟nın beklenen değeri bu durumda Ģöyle verilir; 
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〈  〉  
 

 
(⟨   ⟨  ) (  ⟩    ⟩) 

          
 

 
(⟨   ⟨  ) ,   ⟩⟨     ⟩⟨   - (  ⟩    ⟩) 

          
 

 
(⟨   ⟨  ) (⟨   ⟨  )     

(1.57) 

 

Diğer yandan,     olasılığıyla meydana gelen   ⟩ ve   ⟩ durumları topluluğunu dü-

Ģünürsek, 〈  〉  
 

 
(⟨     ⟩  ⟨     ⟩)    sonucunu elde ederiz. Bu durumda yoğunluk 

matrisi; 

 

  
 

 
(  ⟩⟨     ⟩⟨  )  

 

 
 (1.58) 

 

olur. Böylece 

 

〈  〉    (   )  
 

 
  (  )    (1.59) 

 

yazarız. Bu durumda yoğunluk iĢlemcisi bir ortalama iĢlemcidir ve bir sistemi tanımlamak 

için, saf hal durumunda olmasına gerek yoktur. Ama saf durumun istatistiksel bir karıĢımı 

olabilir. Ġlk olarak sistemin saf hal de olduğu durumla baĢlayalım. *   ⟩+,   ⟩  ∑      ⟩  

ile verilen   ⟩ durumu terimlerinde ve sistemin Hilbert uzayında bir baz olsun. Bunun ka-

rıĢım durumu değil, saf durum olduğuna dikkate edelim. Bu durumdaki bir  ̂ iĢlemcisinin 

beklenen değeri; 

 

〈 〉  ⟨ | ̂| ⟩  ∑  
   

  

    
(1.60) 

 

ile verilir. Burada     ⟨  | ̂|  ⟩,    ⟨  | ⟩ ve    
  ⟨    ⟩„dir ve 

 

  
    ⟨    ⟩⟨  | ⟩  ⟨  | ⟩⟨    ⟩  ⟨  |(  ⟩⟨  )|  ⟩  ⟨  | ̂|  ⟩ (1.61) 

 

olur ve buradan;  
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 ̂    ⟩⟨   (1.62) 

 

tanımı yapılır.   ⟩ durumu için sadece izdüĢüm iĢlemcisi olan saf durum için yoğunluk 

matrisidir. Yoğunluk matrisi cinsinden  ̂‟nın beklenen değeri Ģu Ģekilde yazılabilir; 

 

〈 ̂〉  ∑⟨  | ̂|  ⟩

  

    
(1.63) 

 

Yukarıdaki beklenen değeri aĢağıdaki gibi yeniden yazabiliriz, 

 

〈 ̂〉  ∑⟨  | ⟩⟨ |  ⟩

  

⟨  | ̂|  ⟩  ∑⟨  | ̂|  ⟩

  

⟨  | ̂|  ⟩  ∑⟨  | ̂ ̂|  ⟩

 

 

〈 ̂〉     ̂ ̂ 

 

(1.64) 

 

Son adımda, toplamı   üzerinden gerçekleĢtirmek için tamlık bağıntısını kullandık.  ̂‟nin 

izi aĢağıdaki gibi hesaplanır. Ġz herhangi baz da hesaplanabildiğinde; 

 

    ∑⟨    ̂   ⟩

 

 ∑⟨    ⟩⟨    ⟩

 

 
(1.65) 

 

elde edilir. Yoğunluk iĢlemcisi zamanla nasıl değiĢtiğini inceleyelim:   ⟩ durumunun Sch-

rödinger denklemini sağladığı, 

 

  
 

  
  ⟩     ⟩ 

   
 

  
⟨   ⟨    

(1.66) 

 

(1.67) 

 

ifadelerine sahibiz. Böylece; 

 

    ⟩⟨   (  
 

  
  ⟩* ⟨     ⟩ (  

 

  
⟨  *     ⟩⟨     ⟩⟨    

    ⟩⟨   ,   - 

 

(1.68) 
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elde ederiz. Böylece yoğunluk matrisi istatistiği Liouville denklemini sağlar, 

 

  
 

  
 ̂  ,   - (1.69) 

 

  bir iĢlemci olmasına rağmen, kuantum mekaniksel etkinin Heisenberg denklemini 

sağlamadığına dikkat edelim.  

Bunun nedeni ise yoğunluk iĢlemcisinin, bir iĢlemcinin matematiksel yapısına sahip 

herhangi basit ve gözlenebilir tarafından temsil edilemediğidir. Yoğunluk iĢlemcisi 

     ⟩⟨   açıkça hermityendir. Dahası, 

 

   (  ⟩⟨  )(  ⟩⟨  )    ⟩ ̂⟨     (1.70) 

 

ifadesini sağlar ve bu sadece saf haller için geçerlidir ve buradan 

 

           (1.71) 

 

bağıntısını yazarız.  

Aynı zamanda   bir pozitif işlemcidir; çünkü keyfi bir   ⟩ durumu için; 

 

⟨     ⟩  ⟨   ⟩⟨   ⟩   ⟨   ⟩   (1.72) 

 

yazılır.   hermityen iĢlemci olduğunda spektral bir ayrıĢmayı kullanabiliriz; 

 

  ∑    ⟩⟨  

 

 (1.73) 

 

  bir pozitif iĢlemci olduğu için, özdeğerler negatif değildir.       olduğundan, 

 

∑  

 

   
(1.74) 

 

ifadesini yazarız [7].  
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1.5.2. KarıĢık Hal Yoğunluk Matrisi 

 

Eğer bir saf durum yerine, klasik    olasılığıyla çeĢitli   ⟩ durumlarında bulunabilen 

sistemler topluluğu varsa,  yoğunluk iĢlemcisini aĢağıdaki bağıntıyla tanımlarız, 

 

  ∑    

 

 ∑     ⟩

 

⟨    (1.75) 

 

   ⟩ durumunun ortogonal olması gerekmez. Yoğunluk iĢlemcisinin özellikleri aĢağıdaki 

gibidir; 

 

(i)      

(ii)   pozitif bir iĢlemcidir 

(iii)   ( ) =1 

(iv) 〈 〉    (  ) 

(v) Liouville denklemini sağlar   
 

  
  = ,   - 

 

1.5.3. Yoğunluk Matrisi ve Bloch Küresi 

 

Spin 1/2 durumuna uyan yoğunluk matrisini dikkate alalım. Bloch küresi üzerindeki 

bir kubit durumu ile iliĢki olan bir noktayı hatırlayalım. Doğal olarak Bloch küresi üzerin-

deki her nokta için bir yoğunluk matrisini tam olarak iliĢkilendirebiliriz. Bu durum    öz-

durumları dikkate alınarak görülebilir. Burada  ̂ birim vektörü olmak üzere; 

 

(                      ) (1.76) 

 

koordinatlarına sahiptir. Özdurumlar; 

 

  ⟩  (
   

 

 

      
 

 

, 

 

(1.77) 
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ile verilir. KarĢılık gelen yoğunluk matrisi     ⟩⟨   kullanılarak hesaplanabilir. Böyle-

ce; 

 

    ⟩⟨   (
    

 

 
       

 

 
   

 

 

      
 

 
   

 

 
    

 

 

,  (             
            

* 

 

     
 

 
  

 

 
        .

  
  

/  
 

 
        .

   
  

/  
 

 
    .

  
   

/ 

 

  
 

 
(   ̂  ⃗) 

 

 

 

 

(1.78) 

 

yazarız. Bloch küresi ile karıĢık durum için bir yoğunluk matrisi iliĢkisi mümkündür. Sa-

dece bu tür noktalar kürenin içindedir ve saf haller için olduğu gibi üzerinde değildir. Çün-

kü herhangi bir     birim matrisi ve üç Pauli matrisi       ve    cinsinden yazılabilir. 

Bu durumda; 

 

  
 

 
(   ⃗  ⃗) (1.79) 

 

olur.     birim bir matrisi için   (  )    ve    ( )    olduğu için   ( )   ‟dir. Bu-

radaki  ⃗ vektörüne Block vektörü denir. AĢağıdaki bağıntıları yazalım; 

 

     (   ) 

      
 

 
  .  (                )/ 

      
  

 
  (  

 ) 

   
  

 
      

 

 

 

 

(1.80) 

 

Yukarıda Pauli matrislerinin         ,   
    özelliklerini kullandık ve biliyoruz 

ki    „nin izi sıfırdır. Yukarıdaki sonuç,   ,    ve    sırasıyla    ,    ve    beklenen de-

ğerlerine sahip olduğunu gösteriyor. ġimdi    „nin izini hesaplayalım:  
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  (  )    [
 

 
(   ⃗  ) ] 

               
 

 
  [     

   
    

   
    

   
                    ] 

               
 

 
[    

    
    

 ] 

  (  )  
      

 
 

 

 

 

 

(1.81) 

 

Yukarıda   (  )    ve   (  
 )    ( )    durumlarını kullandık. Böylece karıĢık 

durumlar için,     merkezi ile arasındaki mesafe 1‟den az olması gerekir ve bundan dolayı 

karıĢık durumlar Block küresinin içinde yer almaktadır.  Saf durumu   ⟩  
 

 
(  ⟩    ⟩) 

ve istatistiksel karıĢımı %50   ⟩ durumunda, %50   ⟩ durumunda olan sistem arasındaki 

fark nedir? Saf hal için,   ⟩ durumu Bloch küresi üzerinde           ile bulunur, 

çünkü durum Ģöyle bir matris ile temsil edilir; 

 

 .
 

 
  /  (

   (
 

 
)

       (
 

 
)
)  

 

√ 
(  ⟩    ⟩) (1.82) 

 

Eğer bu durumu Block küresinde y-ekseni etrafında      kadar döndürürsek, durum 

kuzey kutbuna, diğer bir deyiĢle,    ⟩ durumuna gider. Ölçümde   ⟩ durumunu birim olası-

lıkla alırız. ġimdi yukarıdaki karıĢıma sahip olduğumuzda ne yapacağımızı düĢünelim. 

Bloch küresini y-ekseni ile      derece döndürülmesi ekvator için   ⟩ durumu  
 

√ 
(  ⟩  

  ⟩) durumunu alır. Benzer olarak   ⟩ durumu 
 

√ 
(  ⟩    ⟩) olur. Bundan dolayı aynı 

dönmeden önceki durumda olduğu gibi ölçümde   ⟩ durumu %50 olasılıkla ve   ⟩ durumu 

%50 olasılıkla alınır. KarıĢık durum Block küresinin orijininde bulunur ve dolayısıyla yu-

karıda açıklanan rotasyonda değiĢmez. Yoğunluk matrisi fiziksel bir durumu benzersiz 

(özgün) olarak temsil edip edemediğini inceleyelim. KarıĢık durum için, cevap hayırdır. 

Yukarıda verilen 50-50 karıĢımını düĢünelim. Yoğunluk matrisi; 

 

  
 

 
(  ⟩⟨     ⟩⟨  )  

 

 
 (1.83) 
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olur. Bu durumda yoğunluk matrisi %50 olasılıkla   ⟩  
 

 
(  ⟩    ⟩) durumunda ve di-

ğer %50 olasılıkla   ⟩  
 

 
(  ⟩    ⟩)  durumundan oluĢan farklı bir karıĢım düĢünelim. 

Yoğunluk matrisi bir önceki durumda olduğu gibi çalıĢır. Yoğunluk matrisinin elementleri 

aĢağıdaki gibi yorumlanır. Eğer bir sistem   yoğunluk matrisiyle tanımlanırsa,  bir   ⟩ 

durumunda bulunma olasılığı 〈  〉 ile verilir, burada      ⟩⟨   ,   ⟩ durumu için izdü-

Ģüm iĢlemcisidir. Bir   ⟩     ⟩     ⟩ saf durumu düĢünelim. Bu durumun   ⟩ duru-

munda bulunma olasılığı ⟨      ⟩       olur. Keyfi bir durum için yoğunluk matrisiyle 

tanımlanır, 

 

     (   )    0.
  
  

/ .
      

      
/1 

     .
      

  
/      

    

 
 

 

(1.84) 

 

Aynı Ģekilde,   ⟩ durumunun bulunma olasılığı Ģöyle verilir;  

 

       
    

 
 (1.85) 

 

Sistemin belli bir durumda bulunma olasılığı yoğunluk matrisinin köĢegen elemanla-

rıyla verilir. KöĢegen dıĢındaki elemanlar durumlar arası uyumu verir. Bir      saf du-

rumuna dikkat edelim.  

Spektral teoremi kullanılarak,   ∑      ⟩⟨     durumu    ∑   
    ⟩⟨     olur. 

     olduğundan    
     ve böylece,             olur. 

   ( )    olduğundan bazı     „ler için       ve     için sıfır olur. KarıĢık 

bir durum için, bununla birlikte        ile    bir saf durum yoğunluk matrisi olur ve 

   ∑            elde ederiz.  „nin izi hala 1‟dir (iz her bazda hesaplanabilir). 

 

  ( )  ∑∑  ⟨  |  ⟩⟨  |  ⟩

  

 ∑  ⟨  |  ⟩⟨  |  ⟩

  

 

  ( )  ∑  ⟨     ⟩

 

 ∑  

 

   

 

(1.86) 
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burada son fakat ilk adımda tamlık bağıntısını kullandık. Ama karıĢık bir durum için 

  ‟nin izi genellikle birden küçüktür ve aĢağıdaki gibi gösterilebilir; 

 

  ( )  ∑∑    ⟨  |    |  ⟩

   

 ∑    ⟨     ⟩⟨  |  ⟩⟨  |  ⟩

   

 

  ( )  ∑  
 ⟨     ⟩⟨     ⟩

  

 ∑  
 

 

   

 

(1.87) 

 

Burada eĢitlik sadece    bire eĢit ve diğerleri sıfır olduğu zaman, diğer bir deyiĢle saf bir 

durumda uygulanabilir. Böylece karıĢık durum için   (  )    ( ) olur [6,9].  

 

1.5.4. Yoğunluk Matrisi Cinsinden Kuantum Mekaniği Postulatları  

 

Yoğunluk matrisi formülasyonunun avantajının açık bir sistemin tanımını sağlamak 

için öncekinin becerisinde yatan durum vektörü tanımlaması üzerinde olduğunu gördük. 

Bunun nedeni ise: bizim sistemimizin ilgisi genellikle çevreyle iliĢkili olan bir alt sistem 

olmasındandır. Bu durumlarda, sistem altındaki inceleme ile bir vektör ortaklığı mümkün 

değildir. Yoğunluk matrisi, diğer yandan, hem kapalı sistem hem de açık sistem ile ilgili 

olabilir. Bu yüzden, kuantum postulatlarını yoğunluk matrisi bakımından yeniden formüle 

etmek gereklidir.  

1. Bir kuantum sistem bir birim ize sahip pozitif bir işlemci olan ve sistemin durum 

uzayı üzerinde etki eden,   yoğunluk matrisi tarafından tamamen tanımlanabilir. 

2. Kapalı bir sistem birimsel olarak geliĢir; 

 

 ( )   (    ) (  ) 
 (    ) (1.88) 

 

3. Bir ölçümün çıktısı istatikseldir, sadece mümkün çıktıları iĢlemcisinin özdeğeri  

  ‟ı temsil ettiği gözlenebilir ve bu ölçümün olasılığı ise;  

 

 ( )    (⟨    ⟩⟨   ⟩)   ⟨    ⟩   (1.89) 

 

ile verilir. 
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  ∑     ⟩⟨    ‟li bir karıĢık durum için, açıkça Ģu Ģekilde gözlenebilir:  

 

 ( )  ∑   ⟨    ⟩  

 

 ∑  

 

⟨     ⟩⟨     ⟩  ⟨       ⟩ (1.90) 

 

Bununla birlikte, son ifade   (    ⟩⟨   )    (   ) „e eĢit olur burada 

      ⟩⟨    ,    ⟩ özdurumu için izdüĢüm iĢlemcisidir.  

4. Sistemin ölçüm sonrası durumu Ģöyle verilir;  

 

 (  )  
 

 (  )
   ⟩⟨   ⟨       ⟩⟨    (1.91) 

 

Her durum postulatı gibi, ölçüm sonrası durumun da aĢağıdaki gibi verildiğine 

dikkat edelim;  

 

    ⟩

√⟨       ⟩
 

    ⟩

√  

 (1.92) 

 

1.5.5. ĠndirgenmiĢ Yoğunluk Matrisi  

 

Daha önce bahsedildiği gibi çoğu kez, ilgili sistemimiz A birbiriyle etkileĢen daha 

büyük bir sistemin bir parçasıdır. Kuantum koordinat iliĢkileri ilgili sistemimiz içinde var 

olan çevre ile etkileĢimin bir sonucu olarak çözülecektir. Eğer sistemin geri kalanı (A+ 

çevre B olarak etiketleyelim) yoğunluk matrisiyle tanımlanırsa, A‟nın özellikleri çevrenin 

izi üzerinden kısmi iz alınarak elde edilir. ĠndirgenmiĢ yoğunluk matrisinin temel kavram-

larını bir bitlik sistem olan A ve ayrıca bir bitlik sistem olan B ile göstereceğiz. Sadece A 

sistemi üzerinde ölçüm yapmak istediğimizde görmek için, birleĢik (A+B) sistemde bir 

ölçüm yapmıĢ gibi iĢlerin nasıl değiĢeceği, tek bir yoğunluk matrisi     tarafından tanım-

lanan A sistemi için indirgenmiş yoğunluk matrisi Ģu Ģekilde tanımlanır; 

 

      ( 
  ) (1.93) 

 

burada    , B üzerindeki kısmı izdir, Ģu Ģekilde tanımlanır; 
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  (   ⟩⟨       ⟩⟨   )     ⟩⟨     (   ⟩⟨   ) (1.94) 

  

burada *     + B‟nin (saf) durumlarıdır. ġimdi, 

 

     ⟩⟨    ∑⟨    ⟩⟨    ⟩

 

 ⟨     ⟩ 
(1.95) 

 

ĠndirgenmiĢ yoğunluk matrisinin A sisteminin için istatistiksel uygun ölçümü sağladığını 

göreceğiz. Neden birleĢik sistemle uğraĢırken kısmi ize ihtiyacımız olduğunu cevaplaya-

lım.  , sistem A'da gözlemlenebilir olurken,  ̃, AB sisteminde yapılan aynı ölçüm olur. 

 ̃       olduğunu göstereceğiz. Bizim birleĢik sistemimiz   ⟩   ⟩ durumunda 

verilmiĢ olsun, burada   ⟩, A‟nın bir özdurumu ve   ⟩ keyfi bir B durumudur. BirleĢik 

sistemde bir ölçüm yaptığımız varsayalım. Eğer    ,  ‟nin özuzayı üzerindeki   ⟩ için 

izdüĢümüdür.  ̃ için izdüĢüm       olsun. Böylece, 

 

 ̃  ∑           
 

 (1.96) 

 

olur.     veya      ile ölçüm sonucunu hesaplayıp hesaplamadığımızda aynı sonucu alma-

lıyız, ve Ģuna sahip olmalıyız; 

 

  (   )    (    ̃)    ((    )   ) (1.97) 

 

Eğer       (   ) alırsak, yukarıdaki denklem sağlanır.  

 

1.5.6. Schmidt AyrıĢması Yöntemi ve Schmidt Sayıları 

 

      birleĢik uzayındaki keyfi bir vektör açıkça    için {   
 ⟩} ortonormal bir 

baz ve    için {   
 ⟩} ortonormal bir baz cinsinden ifade edilebilir.  

 

  ⟩  ∑       
 ⟩     

 ⟩

   

 (1.98) 
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    ‟nin katsayıları genelde komplekstir ve √     
      formundadır. Eğer   ,   boyutlu 

ve   ,   boyutluysa bu birleĢik sistem    boyutludur.  

Schmidt ayrıĢması bize, genellikle {   
 ⟩} ve {   

 ⟩} bir baz çiftini bulabileceğimizi söyler. 

Dolayısıyla bütün çarpma terimleri   ⟩ açılımında yok olur ve sonra; 

 

  ⟩  ∑√     
 ̃⟩     

 ̃⟩

 

 (1.99) 

 

ifadesine sahip oluruz. Yani tüm √   katsayıları gerçektir ve uzayın boyutu     (   )‟dir.  

   
 ̃⟩  ∑        

 ⟩  ifadesini tanımlayalım.   ⟩  ∑    
 ̃⟩     

 ̃⟩  olmak üzere    
 ̃⟩ seti 

ne ortogonal ne de normalize olmayabileceğini belirtelim. Ancak, genelliği kaybetmeden 

   
 ̃⟩ bazını   ‟nın bu bazda ortogonal olacak Ģekilde seçebiliriz. Böylece, 

 

   ∑  

 

   
 ⟩⟨  

   (1.100) 

 

olur. Ancak    „yı birleĢik sistemin yoğunluk matrisinden ifadelendirilmiĢ indirgenmiĢ bir 

yoğunluk matrisi olarak hesaplayabiliriz.  

 

             (  ⟩   ⟨    ) 

           *∑(   
 ⟩     

 ⟩)(⟨  
   ⟨  

  )

   

+ 

        ∑(   
 ⟩⟨  

   )   (   
 ̃⟩⟨  

 ̃ )

   

 (   
 ⟩⟨  

   ) (⟨  
 ̃   

 ̃⟩) 

(1.101) 

 

burada,   (   
 ̃⟩⟨  

 ̃ )  ⟨  
 ̃   

 ̃⟩ ifadesini kullandık. Bununla birlikte,    için (??) ifadesi 

kullanılır. Sonuçta; 

 

∑  

 

   
 ⟩⟨  

   ∑(   
 ⟩⟨  

   ) (⟨  
 ̃   

 ̃⟩)

   

 (1.102) 
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elde edilir. Bu ise ⟨  
 ̃   

 ̃⟩        olduğunu göstermektedir. Diğer bir deyiĢle, yeni baz 

ortogonaldir.     olduğunu varsayalım. 

Bu durumda olacak Ģekilde normalize edebiliriz ve; 

 

   
 ̃⟩  

 

√  

   
 ̃⟩ (1.103) 

  ⟩   ∑  

 

  ⟩     
 ̃⟩ (1.104) 

 

yazılır.   ‟yi elde etmek almak için A üzerinde kısmi iz alabiliriz; 

 

      (    ⟩⟨    ) 

           (∑√    (   
 ⟩⟨  

   )  (   
 ̃⟩⟨  

 ̃ )

   

) 

   ∑  

 

   
 ⟩⟨  

   

(1.105) 

 

olur. Bu bize gösterir ki    ve    ‟nin sıfır olmayan özdeğerlere sahip olduğunu gösterir. 

Bu    ve     özdeğerleri sıfırdan farklı olabilecek aynı boyuta sahip olacağı anlamına 

gelmez.    ve    ‟nin sıfır olmayan özdeğerleri Schmidt Sayısı olarak bilinir. Eğer bir du-

rum ayrılabilir ise, Schmidt sayısı 1„dir.  

 

1.5.7. Arıtma 

 

Bize bir karıĢık durum veren saf bir durumun kısmi izinin alınmasını gördük. Bunun 

karĢıtının da doğru olduğu ve karıĢık durum yoğunluk matrisini veren bir kısmi iz durumu-

na sahip bir saf durum yoğunluk matrisini bulunduğu süreç arıtma olarak adlandırılır.  

   ∑       ⟩⟨    ,    Hilbert uzayında A‟nın yoğunluk matrisi olsun. Ġkinci bir Hil-

bert uzayı    sunalım ki    ile aynı boyutlara sahip olsun.  

 

  ⟩  ∑√     ⟩     ⟩

 

 (1.106) 
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Ġfadesini tanımlayalım. Burada *   ⟩+ ,    „de ortonormal bir bazdır. Bu durumda, 

 

     ⟩⟨      ∑√    

   

   ⟩ ⟨       ⟩  ⟨      

                     ∑√       ⟩ 
   

⟨     ⟨     ⟩ 

                     ∑√       ⟩ 
   

⟨          ∑  

 

   ⟩     

 

(1.107) 

elde edilir [7]. 

 

1.6. Çoklu Kubit Durumları ve Kuantum Kapıları 

 

1.6.1. BirleĢik Sistemler 

 

A ve B‟nin birleĢik bir sistemin iki alt sisteminden oluĢtuğunu varsayalım. A‟nın 

Hilbert uzayı    ve B‟nin hilbert uzayı    olsun. BirleĢik sistemin uzayı       

    olsun. *  ⟩ +,     „da bir baz ve *  ⟩ +,    ‟de bir baz olsun.     bazının bileĢik 

seti *    ⟩  + olarak tanımlanır. Baz için ortonormallik iliĢkisi, 

 

⟨     
      ⟩              (1.108) 

 

olur. Bu birleĢik uzayda bileĢik sistemin üzerinde etki eden,       olmak üzere bir 

iĢlemci tanımlayalım; 

 

         ⟩       ⟩      ⟩  ∑(  )     ⟩(  )     ⟩ (1.109) 

 

olur. Ġki kubitli sisteme bakalım. Klasik bitler 00,01,10 ve 11 gibidir. Ġki kubit için kuan-

tum durumu ise; 

 

  ⟩        ⟩        ⟩        ⟩        ⟩ (1.110) 
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olur ve olasılıklar toplamı, 

 

     
       

       
       

    (1.111) 

 

olmalıdır. Ġlk kubiti ölçtüğümüzü ve 0 bulduğumuzu varsayalım (     
       

  olasılık-

la). Bu durumda ölçülen durum; 

 

   ⟩  
      ⟩        ⟩

√             
 (1.112) 

 

olur. Her iki kubit durumunun, tek bir kubit durumunun ürünü olarak yazılamayabileceğine 

dikkat edelim. Bu tür durumların özellikle önemli bir kümesi Bell durumları olarak bilir ve 

aĢağıdaki gibi verilir; 

 

   ⟩  
   ⟩     ⟩

√ 
 (1.113) 

   ⟩  
   ⟩     ⟩

√ 
 (1.114) 

   ⟩  
   ⟩     ⟩

√ 
 (1.115) 

   ⟩  
   ⟩     ⟩

√ 
 (1.116) 

 

Yukarıdaki durumdan birinin ilk kubitini ölçtüğümüzü varsayalım, yani,    ⟩ olsun. Eğer 

ölçümün bir sonucu olarak 0 bulursak, bu sadece    ⟩ bileĢeninden gelebilir, bu bileĢen 

sistemin normalleĢtirilmiĢ ölçüm sonrası hali olacaktır. Ancak, bu ölçümün bir sonucu ola-

rak, ölçmememize rağmen, ikinci kubitin durumunun   ⟩ olduğu belirlenir. Bu ölçüm so-

nuçlarının korelasyonudur.  Bu durum dolanıklık olarak bilinir [7,8].  

 

1.6.2. Ġki Kubit Uzayında Matris Bazı  

 

Görüyoruz ki, bir kubit için    Hilbert uzayında durumlar, bir sütun vektörü ile ta-

nımlanabilir. Bu uzayda mümkün bazlardan biri, hesaplamalı baz: 
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  ⟩  .
 
 
/       ⟩  .

 
 
/ (1.117) 

  

olur. Daha yüksek boyutlar için bir baz tanımlamasında bu kullanılabilir. Örneğin, iki kubit 

durumu için hesaplamalı baz, bir kubit baz durumunun ürünü olan matristen aĢağıdaki gibi 

elde edilir: 

 

   ⟩   ⟩    ⟩  .
 
 
/ .

 
 
/  (

 
 
 
 

) (1.118) 

   ⟩   ⟩    ⟩  .
 
 
/ .

 
 
/  (

 
 
 
 

) (1.119) 

   ⟩   ⟩    ⟩  .
 
 
/ .

 
 
/  (

 
 
 
 

) (1.120) 

   ⟩   ⟩    ⟩  .
 
 
/ .

 
 
/  (

 
 
 
 

) (1.121) 

 

Bu n-kubit için genelleĢtirilebilir ve bir n-kubit durumu; 

 

             ⟩     ⟩     ⟩    ⟩ (1.122) 

 

olarak tanımlanabilir. Burada her    katsayısı 0 ya da 1 değerini alır. Böylece bir durum 

eĢzamanlı olarak    durumun lineer bir kombinasyonu olabilir ve    miktarda bilgi içere-

bilir. Ancak, daha sonra bu bilgilerin çoğunun gizli kaldığını ve ölçümün sadece n-kubitlik 

bilgiyi açığa çıkardığını göreceğiz. 

Ölçüm kuantum bilgi bileĢenleri için oldukça önemlidir, çünkü klasik teorinin aksine 

sonuçlar olasılıksal olabilir. Yukarında tanımlanan ölçüm cihazlarımızın basitçe hazırlan-

dığı hesaplamalı bazda ölçümden sık sık bahsediyoruz. Ancak, Hilbert uzayında bir bazın 

sadece hesaplamalı olmasına gerek yoktur. Her vektör seti bir baz formunda keyfi bir du-

rum açısından ifade edilebilir.   ‟de   ⟩ ve   ⟩ durumları hesaplamalı bazda tanımlayabili-

riz. Ancak, genel bir        durumumuz varsa, bu baz üzerinde tekrarlanan bir ölçüm 

bize      ve     hakkında bilgi verebilir ama her göreli faz durumu ile iki kompleks katsayı 



34 
 

 

hakkında bilgi veremez. Eğer, bununla birlikte, bu durumun bir ölçümünü köşegen baz 

olarak adlandırılan ve 2
 

√ 
.
 
 
/  

 

√ 
.

 
  

/3 olarak alınan baz vektörleri üzerinde yaparsak, 

göreli faz hakkında bazı bilgileri iyi bir Ģekilde ortaya çıkartabilir.  

 

1.6.3. Tek Kubit Kapıları 

 

Kubitlerin, klasik bitlere uyan gerekli mantık elemanlarını, yani, bir kuantum durumu 

üzerindeki etkilerin aynı Hilbert uzayında diğer bir durumu veren mantık kapılarını tartıĢa-

lım. Durum, bazı evrensel mantık kapılarını inĢa ederken ihtiyaç duyduğumuz (NOR ve 

NAND gibi) ve her boole fonksiyonunu ifade edebilen klasik duruma çok benzer. Kuan-

tum bilgisayarları aynı zamanda, sadece birkaç kapı elamanına ihtiyaç duyar. Bu klasik ve 

kuantum arasındaki çok belirgin bir farktır.  Kuantum dünyasında, durumlar birimselliği  

geliĢtirir (ölçüm zamanının beklenmesi) ve bu nedenle, kapılar onların birimsellik ve tersi-

nir iĢlemcilerini gerçekleĢtirmelidir. (Klasik hesaplama aynı zamanda, kapılardan biri, ya-

ni, NOT kapısı tersinirdir ama hepsi değil.)  

Klasik bilgisayardaki gibi, giriĢ ve çıkıĢ için kayıt yapılır. Bu kayıtların depolama 

kapasiteleri durumların lineer kombinasyonlarıdır. Hesaplama yapılırken, kahin (ancilla) 

olarak adlandırılacak bazı ek kayıtlara ihtiyacımız olacaktır. Birim iĢlemciler bir kuantum 

durumunun birimini korur.  

Tek kubit durumunun Bloch küresi olarak adlandırılan birim kürede geometrik ola-

rak tanımlandığını tekrar edebiliriz. Birim iĢlemciler bir vektörün uzunluğunu kapsadığın-

dan, bu iĢlemciler Block küresi üzerindeki bir noktayı aynı küre üzerindeki diğer bir nok-

taya alır. Bunun anlamı, küre üzerindeki katı dönmeleri ve küre üzerindeki yansımalar ko-

runur. Matris gösterimi açısından, durum aĢağıdaki gibidir: Çünkü iĢlemciler (
  

  *  bir du-

rumunu veren  .
 
 / durumunda gerçekleĢecektir. ĠĢlemcilerin durumlar üzerindeki etkileri 

2x2‟lik bir matris olarak verilecektir.  

 

         (    ̂   ⃗  ) (1.123) 

 

ifadesi 2x2‟lik matris formunda tanımlanabilir. Burada   ve   reel sayılardır,  ̂ uzayda bir 

birim vektördür ve  ⃗ ise Pauli vektör bileĢenidir.  
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   .
  
  

/ (1.124) 

   .
   
  

/ (1.125) 

   .
  
   

/ (1.126) 

 

Bunu kanıtlamak için, aĢağıdaki adımları izleyelim. Matris aĢağıdaki gibi olsun: 

 

  .
  
  

/ (1.127) 

 

Burada a,b,c,d genelde komplekstir. Herhangi 2x2‟lik bir matrisin, birim matris   ve yuka-

rıda verilen Pauli matrislerinin lineer bir kombinasyonu olarak yazılabileceğine dikkat ede-

lim. Matris 

 

                     (1.128) 

 

olarak yazılır. Ġfade aĢağıdaki gibi geniĢletilir. 

 

    (    
      

      
      

 )  

               ,    
    

     (    
      

 )-   

               ,    
    

     (    
      

 )-   

               ,    
    

     (    
      

 )-   

(1.129) 

 

Burada   
    ve               iliĢkilerinin kullandık. Bu ifadenin birim matris olması 

için, ifadeler aĢağıdaki gibi olmalıdır; 

 

    
      

      
      

    (1.130) 

    
    

     (    
      

 )    (1.131) 

    
    

     (    
      

 )    (1.132) 

    
    

     (    
      

 )    (1.133) 

 

Bu denklemler, aĢağıdaki ifadeleri seçersek karĢılanabilir; 
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         (   ) (1.134) 

           (   )   (1.135) 

           (   )   (1.136) 

           (   )   (1.137) 

 

burada    
    

     
    olur. Klasik NOT kapısı tersinir bir kapıdır. Bunun kuantum 

karĢılığı,   ⟩ durumunu   ⟩„e dönüĢtürür ve bu tersine süreci Pauli    matrisi sağlar. Bu 

kapı bir X-kapısı olarak adlandırılır ve bu kapının matris temsili ise; 

 

     .
  
  

/ (1.138) 

 

ile verilir. NOT kapısı klasik bilgisayarda mümkün olan, tek kubit kapısıdır. Ancak, kuan-

tum durumların doğası gereği, burada diğer olasılıklar da vardır.  

Bu bir faz kapısıdır. Faz kapısı   ⟩ durumu üzerine etki ederek onu değiĢtirmez ancak   ⟩ 

durumuna etki ettiğinde    ⟩ durumunu verir. 

 

                  ⟩    ⟩           ⟩       ⟩ (1.139) 

 

Matris gösterimine uyan iĢlemci Pauli    matrisi tarafından verilir ve bu kapı Z-kapısı ola-

rak bilinir.  

 

     .
  
   

/ (1.140) 

 

Genelde, tek kubit durumları için seçici bir faz iĢlemcisinden bahsedilebilir. Bu seçicilik 

  ⟩ durumunu değiĢtirmezken,   ⟩ durumu  ‟nın bir fazını verir. 

 

  ⟩    ⟩       ⟩       ⟩ (1.141) 

 

bu ifadeye uyan matris gösterimi; 

 

 ( )  .
  
    / (1.142) 
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olur. Z-kapısı     ile yukarıdakilerin özel bir durumudur. Burada kuantum hesaplama 

için önemli birkaç özel faz durumu daha vardır, bunlardan biri T-kapısıdır ve       için 

matris gösterimi; 

 

          (
  

  
  

 ⁄
*  (1.143) 

 

olur. Ġlginç biçimde, bu kapı ayrıca     kapısı olarak bilinir, bu terminolojinin nedeni, 

eğer  
  

 ⁄  „in genel bir faz faktörünü götürürse, kapının yapısı 

 

 

 
           ( 

      
      

* (1.144) 

 

gibi olacağından dolayıdır. Diğer olasılıklar bir yüzeyde dönmeyi içerir. Örnek olarak z-

ekseni etrafında dönme iĢlemcisi 

 

.
         
        

/ (1.145) 

 

dönme matrisi ile verilir [7,8].  

 

1.6.4. Hadamard Kapısı 

 

En önemli tek kubit kapılarından biri de bir Hadamard kapısıdır çünkü bu kapı   ⟩ ya 

da   ⟩ kubitleri üzerine etki eder ve onları aĢağıdaki gibi karıĢtırır; 

 

  ⟩    ⟩  
  ⟩    ⟩

√ 
     ⟩    ⟩  

  ⟩    ⟩

√ 
 (1.146) 

 

Gördüğümüz her durum Bloch küresi üzerinde farklı bir konuma sahiptir.  

Hadamard kapısının tek kubit durumu üzerinde ekvator yüzeyinin bir yansıması Ģeklinde 

izlenen y-ekseni üzerinde     kadar döndürülebilir. Bir dönüĢte, dönme yönünün saatin 

tersi yönünde alındığı hatırlanabilir. Böylece     ile y-ekseni etrafında bir dönüĢ verildi-

ğinde,   ⟩ ve   ⟩ durumları sırasıyla   ⟩ ve   ⟩ konumlarına gelir ve bunun için de Ha-
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damard kapısı gereklidir. Ancak, Hadamard kapısının   ⟩ durumu üzerine uygulandığında 

  ⟩ durumunu vermesi ve aynı Ģekilde   ⟩ durumu üzerine uygulandığında   ⟩ durumunu 

vermesi gerekir. Ancak, yukarıdaki dönüĢ bu iki konumun yerini alır. 

Ekvator düzlemindeki yansıma, o düzlemdeki durumları etkilemeden bu ikisi için doğru 

konumları verecektir.  

 

 

           

   ġekil 2. Hadamard Kapısının Block Küresi üzerinde gösterimi 

 

Hadamard kapısının matris gösterimi aĢağıdaki gibidir [6,9]. 

 

          
 

√ 
.
  
   

/ (1.147) 

 

1.6.5.  Ġki Kubit Kapıları 

 

Klasik hesaplamada NAND kapısı evrensel kapı olarak etki eder ve her boole iĢlem-

cisi tek baĢına NAND kapısı kullanılarak gerçekleĢtirilebilir. Aynı Ģekilde, tüm kuantum 

iĢlemciler tek baĢına bir iki kubitlik kapı ve tek kubit kapılarının bir alt kümesi kullanılarak 

keyfi hassasiyet derecesiyle gerçekleĢtirilebilir. Ġkili kubit kapısı, Kontrol NOT ya da kısa-

ca CNOT kapısı olan, evrensel  kapı setinin bir üyesidir. Bu kapı iki giriĢ alır; bir kontrol 

ve bir hedef. Kontrol bit 0 olduğunda, hedef bit değiĢmeden kalacaktır ama kontrol bit 1 

olduğunda hedef bit çevrilecektir.  
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      ġekil 3. Ġki kubit üzerinde CNOT kapısı 

 

Böylece kontrol kapısının etkisi aĢağıdaki gibi olur; 

 

  ⟩    ⟩    ⟩    ⟩ 

  ⟩    ⟩    ⟩    ̃⟩ 

 

(1.148) 

burada  ̃,  ‟nin tamamlamak için kalır. Ġki kubit için baz olan hesaplamalı baz ile, CNOT 

kapısı için matris gösterimi; 

 

(

  
  

    
  
  

  
  

    
  
  

) 

 

(1.149) 

 

olarak verilir. Daha önce Bell bazından bahsettik. Bir hadamard kapısı ve bir CNOT kapısı 

kullanan kuantum devresi tasarlayabiliriz. 

 

 

 

          ġekil 4. Bell durumundaki bir kuantum devresi  
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CNOT kapısının Bell durumu için dolanıklık sağladığına dikkat edelim.   ⟩    ⟩ ile 

baĢlayan ilk durumu bir hadamard kapısına maruz bıraktık. Bu kontrol bitini  
  ⟩   ⟩

√ 
  duru-

muna çevirir. Böylece, iki kubit durumu  
 

√ 
(   ⟩     ⟩) ile verilir, hala çarpanlara ayrı-

labilirdir ve dolayısıyla dolanık değildir. Ancak, CNOT kapısı bu iki kubit durumu için 

uygulandığında Bell durumu 
 

√ 
(   ⟩     ⟩) halini alır. Çünkü ilk terim değiĢmediğinden 

ikinci terim kontrol biti 1, hedef ise 0 olur. Bir ikili kubit kapısı kullanıĢlı bir SWAP kapı-

sıdır ve iki durumu temsil eder: 

 

    ⟩    ⟩    ⟩    ⟩ (1.150) 

 

Bu kapının iĢlemci gösterimi, 

 

      ⟩⟨       ⟩⟨       ⟩⟨       ⟩⟨    (1.151) 

 

olur. Kapının Ģematik diyagramı aĢağıdaki gibidir [7], 

 

 

        

   ġekil 5. Bell durumunun Ģematik gösterimi 

 

1.6.6. Üç Kubit Kapısı 

 

Bazı üç kubit kapıları çok gerekli olmamasına rağmen, yine de bir Ģekilde tanımlana-

bilir. Kontrol-Kontrol NOT ya da CCNOT kapısı diye bilinen bir kapı, iki kubiti kontrol 

ve üçüncü kubiti hedef olmak üzere üç kubite sahiptir. Bu durumda hedef biti sadece her 

iki kontrol biti 1 olduğu zaman döndürür. Bu kapı geri çevrilebilir ve klasik kapılarla taklit 

edilebilirdir. Ancak, bu klasik durumlardaki uygulamalarda çöp birikimi nedeniyle kullanı-

lamaz. Bu kapı ayrıca Toffoli Kapısı olarak bilinir. Bir CCNOT kapısı aĢağıdaki gibi gös-

terilir; 
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   ġekil 6. Toffoli Kapısı 

 

Bu gösterimde   sembolü 2 modül ekleme iĢlemi için konulmuĢtur. Bu kapı için iĢlemci 

temsili; 

 

          ⟩⟨       ⟩⟨       ⟩⟨         ⟩⟨      (1.152) 

 

olur. Burada iĢlemci yukarıdaki iĢlemin yazılı olduğu sırada üç kubit üzerine etki eder, 

yani, AND sadece 1 alanı hedeflerini üzerine iĢler. Daha sonra sadece hedef bit döndürü-

lür. Toffoli kapısının gerçek tablosu aĢağıdaki gibidir;  

 

                   Tablo 1. Toffoli kapısının çalıĢma durumu 

 

               

0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 1 

0 1 0 0 1 0 

0 1 1 0 1 1 

1 0 0 1 0 0 

1 0 1 1 0 1 

1 1 0 1 1 1 

1 1 1 1 1 0 
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CCNOT kapısının matris gösterimi ise, 8x8‟li bir matris ile verilir; 

 

(

 
 
 
 
 

  
  

    
  
  

    
  
  

    
  
  

  
  

    
  
  

    
  
  

    
  
  

  
  

    
  
  

    
  
  

    
  
  

  
  

    
  
  

    
  
  

    
  
  )

 
 
 
 
 

 

 

 

(1.153) 

 

Yine bir baĢka üç kubit kapısı kullanıĢlı kontrol Swap (CSWAP) kapısıdır. Bu kapı eğer 

kontrol bit 1 ise, iki hedef bitini değiĢtirir. Ġki eĢ değer Ģematik kapı gösterimi aĢağıdaki 

gibidir; 

 

 

    

                     ġekil 7. CSWAP kapısı  

 

Bu kapı ayrıca Fredkin Gate olarak bilinir. Fredkin kapısının gerçek tablosu aĢağıdaki gi-

bidir; 

 

                                              Tablo 2. CSWAP (Fredkin Gate) kapısının çalıĢma durumu 

 

               

0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 1 

0 1 0 0 1 0 

0 1 1 0 1 1 

1 0 0 1 0 0 

1 0 1 1 1 0 

1 1 0 1 0 1 

1 1 1 1 1 1 
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1.7. Kuantum Bilgi ve Hesaplamada Kuantum Devreleri  

 

Bazı kapılar boole iĢlemcileri tarafından ifade edilebilen “Evrensel Kapılar” olarak 

düĢünülebilir. Bu bazı evrensel kapı setleri aĢağıdaki gibi ifade edilir [7]; 

 

1. Tüm tek kubit kapıları ve CNOT kapısı 

2. CNOT, Hadamard, T kapısı ve X kapısı 

3. Toffoli ve Hadamard 

 

Bir kuantum devresi girdileri, bu girdileri kuantum devreye maruz bırakmayı, çıktı 

almayı ve çıktının ölçümünü yapmayı içerir. Devre, kuantum kayıtları üzerinde, kuantum 

iĢlemcilerin ardaĢık uygulamalarını oluĢturur. Kuantum kayıtlar genelde, kuantum durum-

ların lineer kombinasyonlarıdır. ġemada kuantum devreleri, klasik bir devrede tellere ben-

zeyen düz çizgiler ile bağlanırlar.  Bununla birlikte, Ģemada iĢlem sağdan sola doğru bir 

yol izler. Bağlantı fiziksel tellere ihtiyaç duymaz ancak fiber bağlantılara ya da kablosuz 

bağlantı elemanlarına ihtiyaç duyar. Kapılar içlerinde sembollerin bulunduğu bloklarla 

temsil edilir. Klasik devrelerin aksine, döngüye yani geri bildirime izin verilmez diğer bir 

deyiĢle, mantık akıĢı tek yönlüdür. FAN-IN iĢlemcisi (kapının tek bir çıkıĢa yol açmak için 

birden fazla girdi aldığı durumlarda) geri çevrilebilir olmayan iĢlemlere izin vermez. Aynı 

Ģekilde FAN-OUT iĢlemcisi de  (bir çıkıĢın birden fazla yüke bağlı olduğu) esas olarak 

aynı çıktının kopyalanması, Kopyalama Yok Teoremin ihlali anlamına geleceğinden, buna 

izin vermez. Açıkça belirtilmediği sürece, kubitler hesaplamalı bazdadır [7,9]. 

  

1.7.1. Klasik Mantık Kapılarının Uygulanması 

 

NOT kapısı basitçe, bir X-Kapısı olarak temsil edilir. XOR ya da eklenen 2 modül, 

sadece hedef kayıtta çıktı olan iki girdi için XOR‟un sonuçları ile CNOT kapısıdır. Ġki al-

ternatif devre, aĢağıdaki XOR kapısını üretmek içindir ve biri için CNOT diğeri için ise 

CCNOT kapısı kullanılır.  

 

 

             

             ġekil 8. NOT kapısı 
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CCNOT kapısını kullanan klasik AND gösterilebilir. Burada iki girdi, iki kontrol bi-

tidir. Hedef baĢlangıçta bit 0 olarak ayarlanır, böylece AND iĢleminin sonucu hedef kay-

dında ortaya çıkar.  

 

 

 

        ġekil 9. CCNOT kapısı  

 

Bir Half-Adder ve Full-Adder devreleri için, kuantum devreleri verelim. Half adder 

durumunda, iki tek bit, bir kayıtta eklenmenin sonucu ve sadece eklenen her bir bit 1 oldu-

ğunda, bir baĢka kayıtta depolandığında ortaya çıkan olası bir taĢıma sonucu eklenir. Devre 

bir CCNOT ve CNOT kapısı kullanır.  

Hedef bit, baĢlangıçta 0 olarak ayarlı kaynağın taĢınması sonucundadır. Toplam 

kontrol kayıtlarının birinin içinde ki çıktıdır. (hedef ve CNOT kapı kontrolünü değiĢtirerek 

ikisini birden kullanabilirdik). 

 

 

 

                     ġekil 10. CCNOT ve CNOT kapılarının bir kuantum devresinde kullanımı 

 

Full-Adder devresi önceki adımdan    ile beraber    ve    iki bitine sahiptir. Toplam, 

ilk iki bitten birine göre depolanırken, bir sonraki seviyeye     , baĢlangıçta 0'a ayarlanan 

bir kahin (ancilla) bitinde depolanır. 
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          ġekil 11. Full-Adder devresi 

 

1.7.2. Kahin (Oracle) 

 

Kuantum hesaplamanın gerekli bir bileĢeni Kahin (Oracle) olarak bilinir. Bir kahin 

klasik bilgisayardaki bir altyordama ihtiyaç vardır. Benzer bir yolla, bir bilgisayarda bir 

fonksiyonun hesaplanması, bir kahin tarafından yapılır ve fonksiyonun hesaplanması için 

birim dönüĢümler hakkında bilgiye sahip olmak gerekir.  

Kahin, girdi olarak iĢlevin hesaplanması için gerekli verileri alan ve iĢlevin değerini 

baĢlangıçta   ⟩ ifadesine kadar olan bir hedef kayıt defterine veren bir kara kutu gibidir. 

Burada dikkat edilmesi gereken bazı noktalar vardır. Ġlk olarak, paralellik sayesinde kahin 

girdilerin büyük bir sayısı için fonksiyon aynı anda hesaplanabilir. Bunun yanında, fonksi-

yonun bir ölçümü yapıldığında, hesaplanan fonksiyonlar arasından rastgele bir çıktı alına-

bilir. Girdi yazmacı filtrelenmiĢ iĢleve karĢılık gelen tüm bu durumların doğrusal bir kom-

binasyonunu içerebilir. Ayrıca, eğer hedef yazmacı 1‟e ayarlanırsa, fonksiyonun kendisi 

yerine fonksiyonun tamamlayıcısı alınabilir.  

 

 

 

   ġekil 12. Kuantum devresi üzerinde bir Kahin (Oracle) gösterimi 
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Bir örnek olarak, herhangi bir n-kubit giriĢine karĢılık gelen belirli bir iĢlevi hesap-

lamak istediğimizi varsayalım.      ⟩    ⟩   olarak kurulan bir giriĢ yazmacı ile baĢ-

layabilir. Bu boĢ durumların her biri bir Hadamard kapısı vasıtasıyla geçilirse, n-kubitli baz 

durumunun düzgün doğrusal kombinasyonunu aĢağıdaki gibi buluruz [7]; 

 

  ⟩     ⟩    ⟩   ⟩  
  ⟩    ⟩

√ 
 

  ⟩    ⟩

√ 
 

  ⟩    ⟩

√ 
 

              
 

√  
∑  ⟩

 

 

(1.154) 

 

Eğer bu kehanette beslenirse, fonksiyon n-kubit hesaplamalı bazının tüm durumları için 

eĢzamanlı hesaplanabilecektir.  

 

1.7.3. Bir Kuantum Yazmacının Durumu 

 

Klasik bir Turing makinesinde, bir yazmacın durumu herhangi bir zaman da sabitle-

nir. Örnek olarak, eğer 3 bitlik bir yazmaç düĢünürsek, durumların her biri: 000, 001, 010, 

011, 100, 101, 110 ve 111 olabilir. Kıyas yoluyla, n-bitlik bir klasik yazmaç,    değerleri-

nin biri tarafından tanımlanan durumların herhangi bir anında olabilir.  

Aksine, n-bitlik bir kuantum yazmaç tüm bu durumlarda aynı anda olabilir. Kuantum yaz-

macın durumu    boyutlu kompleks uzayda bir vektördür. Tek kubitin genel durumu *   + 

baz vektörü açısından aĢağıdaki gibi yazılır: 

 

   ⟩     ⟩     ⟩ (1.155) 

 

burada             olur. Ġki boyutlu Hilbert uzayında bir vektöre bakılabilir. n-kubitin 

genellemesi basittir.    boyutlu kompleks vektör uzayının belirtilen bazı olan ket *  +, 

keyfi bir   ⟩ ile aĢağıdaki gibi ifade edilebilir; 

 

  ⟩  ∑      ⟩

    

   

 (1.156) 

 

burada    ,   „inci baz durumu için kompleks yük faktörüdür ve 
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∑     
 

    

   

   (1.157) 

 

ile verilir. Böylece n-kubit ile bir kuantum yazmaç    kompleks sayılarının belirlenmesini 

gerektirir.    durumlarının süperpozisyonunun depolanan durumlarının olasılığı aynı za-

manda üstel olarak büyük miktarda bilgi klasik bilgisayarın aynı boyutlu yazmacıyla karĢı-

laĢtırıldığında bir kuantum bilgisayar belleğinde saklanabilir.  

 

1.7.4. Kuantum Paralellik 

 

Bir hesaplama, bir   girdisini alıp, bir  ( ) çıktısını üretmeyi gerektirir. Kuantum 

bilgisayarda, bu iĢlemler birimsel iĢlemcilerle yapılır. Eğer girdi n kubite sahip ve çıktı m 

kubit olursa; 

 

 ( )  *   +  *   +  (1.158) 

 

olur. Gerçek hesaplamanın birçok yazmacı kullanmayı gerektirmesine rağmen, n-kubitlik 

bir girdi yazmacı ve m-kubitlik bir çıktı yazmacı birlikte hesaplamanın sürecini gösterece-

ğiz. Hesaplamanın süreci: 

 

 *  ⟩   ⟩ +    ⟩   ( )⟩  (1.159) 

 

ile gösterilir. Burada   ⟩  çıktı yazmacının ilk boĢ durumunu gösterir. Bir   iĢleminin bir 

girdi yazmacı üzerinde    durumunun bir süperpozisyonunu içermesi gerekir. 

 ( )‟in hesaplanması tek bir hesaplama adımında yapılır ve   ( ) değeri tüm girdi değer-

lerine uyar, yani; 

 

 (∑  ⟩  ⟩

 

+  ∑  ⟩  ( )⟩ (1.160) 

 

tüm  ( ) değerleri hakkında bilgi içerir.  
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Bu klasik paralel bir bilgisayarda olandan farklıdır, burada iĢlemler problemi hesap-

laması birbirinden bağımsız olarak yapılabilecek farklı bölümlere bölerek yapılır. Farklı 

iĢlemciler tarafından böyle paralel hesaplamanın sonucu daha sonra sorunun nihai çözü-

müne ulaĢmak için birleĢtirilir.  

Kuantum mekaniğinde, paralellik bir seri makinedeki paralel hesaplamada olduğu 

gibidir ve doğaldır. Fonksiyonların değerlendirmesi bir kahin tarafından yapılır, bu kahin 

esasen bir siyah kutudur ve bu siyah kutu klasik bir alt programa benzeyen hesaplama de-

taylarını gizler. 

 

1.7.5. Dalga Fonksiyonunun ÇöküĢü ve Ölçme Süreci 

 

Bir  ( ) fonksiyonu hesaplaması yapıldıktan sonra, verilen bir   ⟩‟e uyan  (  ⟩)‟in 

değerinin bilinmesi istenir. Klasik bilgisayarda, bu değeri çıktıdan kolayca okuyabiliriz. 

Değer okuma süreci herhangi bir Ģekilde çıktı yazmacını bozmaz.  

Diğer yandan, bir kuantum bilgisayarda, bunu yapmanın açık bir yolu yoktur, ölçme 

süreci yapılırken, gözlenebilir öz ketlerden birinin ölçülmesi sistemi bozar.   ⟩ girdi duru-

mu,     
  olasılıkla    ⟩ durumunun çeĢitli durumlarının lineer bir kombinasyonu oldu-

ğunda, bir ölçüm yapılır,     
  olasılıkla  (  ⟩) durumu bulunur. Belirli durumun ne ol-

duğunun tahmin edilmesinin bir yolu olmadığı için, durum, ölçümün bir sonucu olarak 

çökebilir. Durum rasgele bir girdili bir klasik bilgisayarda yapılan hesaptan farklı değildir.  

 

1.7.6. Dolanıklık 

 

Eğer çıktı yazmacının bir ölçümü yapılırsa,     olarak bilinen   girdi değerlerin-

den sadece birine uyan   ( )⟩‟nin değerinin m kubitleri geri gelecektir. n-kubit girdi yaz-

macı bazı   çıktılarını veren   değerlerinin tümünün bir süperpozisyonuna sahip olacaktır. 

Fonksiyonun bire-bir olması durumunda,   çıktısıyla sonuçlanan  ‟in değerini alacaktır.  

Kuvvetle bağlı yani dolanık olan m bit çıktı yazmacı ve n bit girdi yazmacı gerçekte yuka-

rıdakinin bir sonucudur. Her iki yazmacın içeriğinin bir ölçümü yapıldığında, diğer yaz-

maçların içeriği karĢılık gelen değere çökebilir. Bu durum, durumların birbirleriyle etkileĢ-

tiği ve sonuç durumlarını etkilediği anlamına gelmektedir. Kuantum mekaniğinin önemli 

bir sonucu olan dolanıklık, kuantum bilgisayarda da aynı davranıĢı sergilemektedir. 
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1.7.7. Kuantum Kopya Yok (No-Cloning) Teorisi 

 

Her bir yazmacın ölçümünün yapılmasından önce, iki yazmacın birkaç özdeĢ kopyası 

yapılırsa, kopyalar üzerinde ölçüm sürecinin tekrarlanmasıyla ilgilendiğimiz   ⟩ durumu 

için  ( )‟in değerini alabiliriz. Bununla birlikte, kuantum kopya yok (no-cloning) teorisine 

göre, keyfi bir kuantum durumu kopyalanamaz [8].  
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2. YAPILAN ÇALIġMALAR 

 

2.1. Programın Hazırlanması 

 

Kuantum bilgisayarlarda hesaplama yapmak için bulut eriĢim yöntemlerinin kulla-

nımı yaygındır. Donanım olarak geliĢmiĢ, büyük ve maliyetli yapılara sahip olan bu bilgi-

sayarlar için üretici olan firmalar bulut eriĢim yöntemiyle bilgisayarlar üzerinde hesaplama 

yapmak isteyen kullanıcılara olanak tanımakta ve bilgisayarların geliĢmesine katkı sağla-

maktadır.  

ÇalıĢmamızda bu bulut eriĢimini IBM-Q bilgisayarı üzerine yönlendirerek hesapla-

mamızı Python-3 temelinde hazırladık. Ubuntu‟da Python-3 kurduktan sonra Qiskirt üze-

rinde API-key yardımı ile IBM-Q bağlantımızı kullanarak, IBM kuantum bilgisayarında 

hesaplama kabiliyetini test ettik.  

 

 

 

   ġekil 13. ÇalıĢma akıĢ diyagramı 
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Hamiltonyen hesabı için gerekli olan XACC çatısı altında VQE bandını kurduk ve 

ExaTENSOR (tensör cebrinin programda çalıĢtırılabilmesi için gerekli olan matematik 

kütüphanesi [10] iĢlemcisi altında döteryum için hamiltonyen hesaplarını gerçekleĢtirdik. 

Programı tamamlamak için bulut eriĢimini sistem içerisine bütünleĢtirip NQVM üzerinde 

sanal hesaplamaların, gerçek kuantum bilgisayar ile uyumunu gözlemledik.  

 

 

 

ġekil 14. Döteron Hamilyonteninin ikinci durumu için aldığımız çıktı 

 

2.2. Efektif Alan Teorisi  

 

YaklaĢık      ‟den daha büyük kütleli hadronların kompleks spektrumlarını yani 

nükleon enerjilerini açıklayan düĢük enerji, nükleer fiziğin ideal bir çalıĢma aracı olarak 

ortaya çıkmıĢtır. DüĢük enerji, hadronik fiziğin efektif alanının baĢarılı bir uygulamasına 

örnek olarak kiral (chiral) pertürbasyon teorisini gösterebiliriz.  

Efektif alan teorileri kuvvetli etkileĢme fiziği ile ilgili bir standarttır. Ana fikir ilgili 

serbestlik derecelerinin yaratan ve yok eden kuantum [11] kromo-dinamik alanların simet-

risi dıĢında ilgili en genel lagranjyeni oluĢturmaktır. Efektif lagrenjyenden ortaya çıkan 

terimlerin sayısını sınırlandıran kuvvet ile açılım Ģemasını içerir. Pionun kendisini kendi 

etkileĢmelerinin açılımı için kullanılan efektif lagrenjyen durumunda tipik momentum 

kuvvetinde (    )   kütlesi mertebesinde tipik hadronik skalaya bölünür. Artan mertebe-

de dallanma diyagramı gerek iki türevi veya verteksdeki hafif kuark kütle matrisinin bir 

terimini içerir. Bir sonraki mertebede, dallanma seviyesinde dört türev iĢlemcisinin hepsini 

içerir ve aynı zamanda vertekslerdeki ilgili iĢlemcilerin halka diyagramlarını vb. içerir. Bu 

pertürbatif açılım kiral pertürbasyon teorisi olarak bilir ve nükleon–pion etkileĢimlerine 

uygulanmaktadır. Bununla beraber nükleer fiziğe kiral pertürbasyon teorisini uygulama 

çabaları bir takım problemlerin oraya çıkmasına neden olmaktadır. Örneğin bir    ve     
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nükleon nükleon (NN) saçılma genliklerinde büyük saçılma mesafeleri gibi zorluklarla 

karĢılaĢılmaktadır.  

Pionsuz efektif alan teorisi ise çok hafif çekirdeklerin yapı ve reaksiyonlarını tanım-

lamak için kullanılır. Efektif alan teorisinin bu türü halo çekirdekleri ve seyreltik fermi 

gazlarını incelemek için de uygulanmaktadır.  

 

2.3. Osilatör Bazında Pionsuz Efektif Alan Teorisi 

 

Pionsuz efektif alan teorisi Ģu makalelerde [11,13] ayrıntısıyla verilmiĢtir. Pionsuz 

efektif alan teorisinde nötronlar ve protonlar ilgili serbestlik derecelerine sahip olup ayrıl-

ma skalası pion kütlesiyle verilir. Boyut analizini yapacak olursak momentum uzayındaki 

nükleon nükleon (NN) etkileĢimleri, 

 

   
  ( ⃗⃗   ⃗⃗)        ⃗   ⃗  

   
  ( ⃗⃗   ⃗⃗)     

     
  (   

     
 ) ⃗   ⃗  

                             

 ⃗   ⃗ 

 
 ( ⃗  ⃗⃗)    ( ⃗   ⃗) ( ⃗   ⃗)    ( ⃗   ⃗⃗) ( ⃗   ⃗⃗) 

 

(2.1) 

ile verilir. Burada yaklaĢık  ⃗⃗  ve  ⃗⃗ sırasıyla giden ve gelen bağıl rölatif momentumlar olup 

momentum transferi için  ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗  ve ortalama momentum için  ⃗⃗  ( ⃗⃗   ⃗⃗)   değer-

lerini yazarız. DüĢük enerji katsayıları (LEC)    olarak gösterilmiĢtir. Zayıf bağlı döteron 

ve daha sıkı bağlı di-nötrondan dolayı tekli ve üçlü   dalgalarındaki büyük saçılma uzun-

lukları          ile gösterilen baĢka bir küçük momentum skalasının varlığını ifade 

eder ve bu Kaplan-Savage-Wise (KSW) kuvvet hesaplamasına yol açar. Tekli ve üçlü   

kısmi dalgalarındaki sıralı terimlerin düĢük enerji katsayıları      yerine     skalasıyla 

verilen uygun saçılma uzunluğuyla orantılı olma durumu beklenmekteydi çünkü aksi tak-

tirde pion kütle setleri skalayı bozacaktı. her iki   dalgasının düĢük enerji katsayılarının 

doğal olmayan boyutları onların, bir sonra gelen sıralı terim düzeltmelerinin farklı bir ele 

alınıĢını gerektirir. Böylece bir sonra gelen sıralı terimde girilen geri kalan etkileĢmeler 

boyut analizinde KSW hesaplamasıyla ele alınır. Bir sonra gelen sıralı terim (NLO) pion-

suz efektif alan teorisi için sadece sıralı mertebe (LO) potansiyelli denklem (2.2) ve  NLO 

potansiyelleri denklem (2.3),    dalgalarını, 
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   (    )      
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  ⃗⃗/ 

(2.3) 

 

ile verilir. Pionsuz efektif alan teorisi döteronun bağlanma enerjisinin yeniden elde edilme-

sinde ve N-N (nükleon nükleon) saçılması için efektif menzil açılımında kullanılabilir; 

 

      ( )   
 

  
 

 

 
   

    (2.4) 

 

Bu   dalgasının saçılma genliği    olarak ve efektif menzil değeri    olarak tanımlar. Pion-

suz efektif alan teorisi sıralı terimde saçılma uzunluğunu ve bir sonra gelen sıralı terimde 

efektif menzili verir. 

 

       
  

     
∑ ⃗   ⃗ 
   

 (2.5) 

 

2.4. Kuantum Bilgisayar Üzerinde Atomik Nükleonların Hesaplanması 

 

2.4.1. Hamiltonyen ve Uzay Modeli 

 

Pionsuz efektif alan teorisini kullanarak hazırlanan döteryumun Hamiltonyeni, 

 

   ∑ ⟨   (   )  ⟩  
    

   

      

 (2.6) 

 

olarak yazılır [14]. Burada iĢlemciler   
          harmonik osilatör   dalgasının   ⟩ duru-

munda bir döteryumu yaratıp yok etme iĢlemcileridir. Kinetik ve potansiyel enerjinin belir-

lenmesi için türetilen matris elemanları, 
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(2.7) 

 

⟨      ⟩      
   

  
 (2.8) 

 

olur. Burada   boyut bazı için,                    ve                olur. 

         ve potansiyel bir morötesi kesme olan           değerine sahiptir. Bu 

değer          olan bağlı durum momentumundan iyi ayrılmıĢtır.  

 

2.4.2. VQE Algoritması 

 

Varyasyonel kuantum özdeğer çözümleyicisi (VQE:Variational Quantum Eigensol-

ver)  bir kuantum/klasik hibrit algoritma olup çoğu kez büyük H matrisinin özdeğerlerini 

bulmak için kullanılır.  

Bu hibrit algoritma klasik bir optimizasyon halkasının içerisinde çalıĢan bir kuantum 

alt programdır. Bu kuantum alt program iki temel adıma sahiptir [15]:  

 Kuantum durumunu hazırlanması   (   ( )⟩ 

 

 ⟨ (   ( )) | |  (   ( ))⟩ beklenen değerinin ölçülmesi 

 

Varyasyon prensibi bu beklenen değeri sağlar ve daima H‟nin en küçük özdeğerinden 

daha büyük olur. Bu iliĢki bize bu özdeğerin optimizasyon halkasında çalıĢması için klasik 

hesaplamayı kullanmamıza izin verir:  

1. Anzast parametreleri    ( )‟yı değiĢtirerek beklenen değeri minimize etmek için 

lineer olmayan klasik bir optimizasyonu kullanmak, 

 

2. Uygun değer bulununcaya kadar iterasyona devam etmek. 

Pratikte VQE kuantum alt programlarının    ( ) parametre setini baz alır ve uygun 

bir baz da ölçüm serisini gerçekleĢtirir.  
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2.4.3. UCC : Birimsel ÇiftlenmiĢ Küme YaklaĢımı  

 

UCC (Unitary Coupled Cluster) yaklaĢımı kuantum kimyasındaki çiftlenmiĢ küme 

yönteminin benzer bir yaklaĢımdır ve çoğu kez kuantum bilgisayarlarıyla bir moleküler 

sistemin hesaplanmasına uygulanır. En sık kullanılan tercih UCC tekilleri ve çiftleri yakla-

Ģımıdır ve 

 

               ⟩   ( ⃗)   ⟩ 
 

 ( ⃗)     . ( ⃗)    ( ⃗)/ 

 

 ( ⃗)  ∑     
    

 

 
∑       

   
 

      

     

 

 

(2.9) 

ifadeleri ile temsil edilir. Burada HF sistemi Hartriee-Fock  durumudur. Bu yaklaĢım 

çoğu kez verilen bir moleküler hamiltonyenin taban durumu için iyi bir yöntemdir. Çünkü 

moleküldeki elektron düzeltmelerinin varlığını çok iyi bir Ģekilde tespit etmektedir [16]. 

 

2.4.4. Kubitler Üzerinde Döteron Modellemesi 

 

Kuantum bilgisayarları Pauli matrisleri üzerinde modellenen kubitler ile çalıĢmakta-

dır (bir q kubiti üzerindeki Pauli matrisleri         ).  

Döteryumun yaratılma ve yok edilme iĢlemcileri aĢağıda verilen Jordan-Wigner dö-

nüĢümleri; 
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(2.10) 

kullanılarak Pauli matrislerinden türetilebilir [17], 
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+ (      ) 

 

(2.11) 

 

Spin yukarı    ⟩ durumu,   ⟩ durumundaki döteryumun 0‟ını spin aĢağı    ⟩ durumu ise 

1‟ini temsil eder. Tek parçacık durumuyla ilgilendiğimiz için pertürbasyon altında simetri-

nin bir rolü bulunmaz. Döteryumun taban durum enerjisini hesaplamak için bu durum dik-

kate alınır.         için Hamiltonyenin taban durum enerjisinin değerlerini hesaplayıp, 

enerjiyi sonsuz boyutlu uzaya yansıtmak için kullanılır.            (    )    ve 

taban durum enerjisi    ⟨      ⟩             değerlerini denklem (2.7)‟den elde 

ederiz. Burada   özdeĢlik iĢlemi temsil eder [14]. 

      için; 

 

                                            (         ) (2.12) 

            (    )  (         ) (2.13) 

 

bulunur. Hamiltonyenimizin üçgensel yapısının bağlı kubitlerin doğrusal bir zincirine ve-

rimli bir Ģekilde uygulanabileceği ve bu mevcut tasarımlara uygun olduğu görülmektedir. 

   Hamilyonyeninin similasyonu     açılarına ve  ‟de lineer olan devre derinliğine 

ihtiyaç duyar. Sonsuz uzayda ekstrapolasyon için, Lüscher denklemine harmonik osilatör 

varyantını taban durum enerjisi için uygulayalım. Bu durumda taban durum enerjisi için, 

 

    
    

  
4   

  

 
      

   

 
     5 

            
      

 
4  

  

 
 

  

   
      

 5       

 

(2.14) 

 

yazılır. Burada    eĢitliğinin sonlu temel sonucu için          (  ) ile birlikte kü-

çük üstel düzeltmeler vardır. Denklem (2.14)‟de    ( ),   boyutlu sonlu baz için etkin 

katı-kuyu yarı çapı,   bağlı durum momentumu,   asimtotik normalizasyon katsayısı ve    

ise etkili alan parametresidir [14]. 
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         için;          osilatör temeli üzerinde, etkin katı-kuyu yarı-çapı  ( )  

                                    değerlerini alır ve     için, 

 

 ( )  √(    )   (  ) (2.15) 

 

ifadesine sahiptir. Taban durum enerjileri   ‟ler,       durumları için     ifadelerinin 

ayarlanmasıyla ilk  (     ) ve daha sonraki  (        ) düzeltmelere tabi tutularak be-

lirlenir.  

 

 

 

ġekil 15. H2 için yazılan kodun bir bölümü 

 

    dahil edildiği zaman taban durum enerjisi ayrıca    düzeltmelerini de içerir ve daha 

küçük  (     ) düzeltmesini sağlar. Bu ekstrapolasyon tablo 3‟de, matris köĢegenleĢti-

rilmesinden gelen    enerjileri ile birlikte gösterilmektedir.  

 

2.4.5. Varyasyonel Dalga Fonksiyonu 

 

Kuantum hesaplamada bir Hamiltonyenin taban durum enerjisinin toplanması için 

yaygın bir yaklaĢım olan UCC yaklaĢımıyla VQE algoritması peĢ peĢe kullanılır [15,16]. 

Denklem (2.12) ve (2.13) ifadelerinde Hamiltonyeni tanımlamak için bu ifadeleri kullan-

dık. Ġki ve üç yörüngeyi dolanıklaĢtıran birimsel iĢlemcileri tanımlayalım.  
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  /    

 
 
(         ) 

(2.16) 

 (   )    .  
 
     

 
  /  .  

 
     

 
  /    

 
 
(         )  

 
 
(             ) 

(2.17) 

 

Denklem (2.17)‟in ikinci bölümünde, üstlerin çarpımı olarak toplamın üstelini tanımladık 

ve atılan yüksek mertebeli sıra değiĢimlerin ilk çarpım durumuna      ⟩ etkilerinin önem-

siz olduğunu gördük. 

 ( ) ve  (   ) ifadeleri daha da basitleĢtirilebilir çünkü denklem (2.16)‟deki gibi bir 

kubitin   ekseni üzerindeki dönmesi, iki boyutlu alt uzaya da uygulanabilir (   ⟩    ⟩). 

Aynı Ģekilde denklem (2.17)‟de alt uzay içinde yer alan ilk dönme dıĢında, yukarıdaki ar-

güman ile basitleĢtirilebilir (    ⟩     ⟩).  

 

 

 

ġekil 16. Kuantum bilgisayarda yazılan kodun devre Ģeması (a) Ġki Hamiltonyen durumu  

               için -  (b) Üç Hamiltonyen durumu için 

 

2.4.6. Kuantum Hesaplama 

 

Dalga fonksiyonu yaklaĢımımız için Hamiltonyenin beklenen değerini minimize 

eden kuantum klasik hibrit algoritması VQE‟yi kullandık. Bu yaklaĢım, Hamiltenyenin 

beklenen değeri, değiĢken bir dalga fonksiyonuna bağlı olarak bir kuantum iĢlemcisi üze-

rinde doğrudan değerlendirilir. Yani Hamiltonyende görünen her Pauli teriminin beklenen 

değeri kuantum çipi üzerinde ölçülür.  

Kuantum mekaniksel ölçümler, istenmeyen ses giriĢleri (gürültü) de dahil olmak üze-

re tamamen izole sistemler olmalarına rağmen rastlantısaldır. Bu rastlantısallığı önlemek 

için QX5 (19Q) cihazındaki her ölçüm çok kez tekrarlanır. Örneğin, IBM gurubu yaptığı 
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bir çalıĢmada Beltz molekülü için yüzden fazla Pauli terimi kullandı ve hesaplamayı en az 

    kez tekrarlayarak bu molekülü 6 kubit ile incelediler [14]. 

Bizim hesaplamalarımız ise bu hesaplamalar ile iki kubit üzerinde    molekülü için 

yapılan hesap arasında bir yerde bulunmaktadır. Ġstatistiksel hatalara ek olarak, deneysel 

beklenti değerlerini değiĢtirerek ve yeniden ölçeklendirerek sistematik ölçüm hatalarını 

iĢleme dahil etmiĢ olduk. Elde ettiğimiz sonuçlar QX5 için sırasıyla 16 ve 19 süper-iletken 

kubit içeren19Q çiplerine bulut eriĢimiyle gerçekleĢtirildi. Burada bir kubit üç komĢu kubi-

te bağlıdır. Denklem (2.14) ile verilen Hamiltonyen, her bir kubit için sadece iki bağıntı 

gerektirdiğinden bu yapı iĢlemlerimiz için doğrudur. 

 

 

            

            ġekil 17. IBM Kuantum Bilgisasyarı [15] 
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3. BULGULAR VE ĠRDELEME 

 

ġekil (14) üst tabloda 〈  〉, Ģekil (14) alt tabloda QX5 için   varyasyonel paramete-

resinin fonksiyonu olarak    Hamiltonyenine giren dört Pauli teriminin beklenen değerleri 

gösterilmektedir. Ölçümün özellikle enerjinin değiĢken minimum değeri civarında kesin 

sonuçlara yakın olduğu görülmektedir.  

Bulut eriĢimi ve bazen meydana gelen ağ kesintileri enerji düzeyinin VQE ile enerji 

yüzeyinin doğrudan minimizasyonunu çok zorlaĢtırdı. Bunun yerine minimum enerjileri 

 

  
                   

  
                   

 

(2.18) 

olan minimum seviyeye yakın bir değere yerleĢtirerek belirledik.  

Genel olarak QX5 ve 19Q kuantum devreleri ile elde edilen sonuçlarını eski cihazda 

daha büyük eriĢim süreleri olduğu düĢüldüğünde kalite ve farkların oluĢturduğu görülebi-

lir. Bağımsız sonuçların her iki devre alanında birleĢtirilmesi, 

 

                  (2.19) 

 

sonucunu vermektedir. Bu enerji bireysel sonuçların yanı sıra belirsizlikler içerisinde 

          ‟lik gerçek enerji değeri ile aynı seviyededir (Tablo 3). Sonsuz uzay sonuçla-

rını elde etmek için enerjileri  

 

                                      (2.20) 

 

değerine ayarladık.   ve   „yı denklem (2.14)‟daki ekstrapolasyon formülünün önemli ve 

daha az önemli terimlerini ayarlamak için kullandık.  

    
    

  
 Tablo 3.‟deki ilk ve daha sonraki ekstrapolasyon mertebesinde gösterilmiĢtir. 

Bu sonuçlar tam köĢegenleĢtirmeden elde edilen sonuçlarla belirsizlikler içerisinde uyum-

ludur. Bunlara ilaveten  (       ) sonucuna karĢılık gelen döteronun taban enerji duru-

mu olan          ‟den %2 oranında farklıdır. 
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Uyumu kontrol etmek için     durumunu dikkate aldık. Bu kuantum hesaplamala-

rının sadece QX5 üzerinde gerçekleĢtirdik. Denklem (2.13)  Hamiltonyenin minimum ener-

jisini bulmak için iki açıyı optimize ettik. Kuantum devresi üzerindeki enerji beklenen de-

ğerini hesaplayarak bu minimum değeri sisteme uygulayacak Ģekilde belirledik. 

 

Tablo 3. Matris köĢegenleĢtirmesinden gelen döteronun enerji değerleri tab-

lonun üst bölümünde verilmiĢtir. Alt tabloda ise kuantum hesaplama yönte-

mi ile kuantum bilgisayarda hesaplanan döteronun bağlanma enerji değerleri 

verilmiĢtir. N=2,3 kullanılan kubit sayısıdır. Diğer sütunlar döndürme du-

rumları ile gerçek değere ulaĢmak için kullanılan parametrelerdir. 

 

Köşegenleştirmeden Gelen Gerçek   

N     (     )  (       )  (     ) 

2 -1,749 -2,39 -2,19   

3 -2,046 -2,33 -2,2 -2,21 

Kuantum Hesaplamadan Gelen E 

N     (     )  (       )  (     ) 

2 -1,74 -2,38 -2,18   

3 -2,08 -2,35 -2,21 -2,28 

 

Bu minimizasyon problemi belirgin bir Ģekilde     için olandan daha çarpıcıdır. 

Çünkü artan sayıdaki kontrollü not (CNOT) kapıları daha fazla gürültü ve hata vermekte-

dir. Ortaya çıkan hataları düzeltmek için sıfır-gürültü ekstrapolasyon hibrit kuantum-klasik 

hata yok etme tekniklerini kullandık. Sıfır-gürültü ekstrapolasyonu için Hamilton beklenen 

değeri 〈 ̂〉, 〈 ̂〉( ) gürültüsüz limitine, iki kubit CNOT iĢlemcisiyle gürültüyü uyararak 

ekstrapole ettik. Gerçek dolanık hata modelinden dolayı bu iyi yapılandırılamaz ve bir ge-

nel iki kubit sistematik olmayan hata kanalını varsayalım.   ( )  (   )  
  

 
 Burada   

yoğunluk matrisini göstermekte olup her bir CNOT için bir uygulamayı takip etmektedir. 

Bizim orijinal devremizdeki her bir CNOT kapısı için CNOT kapıları (gürültü özdeĢlik 

kapıları) çiftlerini ekleyerek   hata oranını yapay olarak azalttık. Burada   CNOT kapı 

tekrarlarının sayısı olmak üzere tüm gürültü modelimiz    ile böylece parametrize edildi. 
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ġekil 18. Grafikte Hamiltoyenin teoriden gelen beklenen değeri ile kubit üzerinde alın bek- 

               lenen değerin döndürülmelerinin karĢılaĢtırılması, alt tabloda ise Pauli kapılarının 

               döndürme altında beklenen değerlerinin karĢılaĢtırılması gösterilmiĢtir. 
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4. SONUÇLAR 

 

Gürültü beklenen değerler seti 〈 ̂〉( ) deneysel olarak tanımlandı ve yine aynı ifade-

nin gürültüsüz benzerini 〈 ̂〉( ) tahmin etmek içi kullanıldı [32]. Ġki kubit Pauli bazında 

Krause ayrıĢtırma yöntemi sistematik olmayan hata kanalını CNOT iĢlemini kendi üzerine 

Pauli grubunu haritalar. Gürültü kanalının sıra değiĢimli olduğunu ve CNOT iĢlemcileriyle 

sıra değiĢtiğini belirtelim.    tane CNOT uygulandıktan sonra gürültü kanalı (  iĢlemcisiy-

le gösterildi), 

 

  ( )  (    )             (  ) (2.21) 

 

haline gelir [14]. Verilen bir Küçük CNOT hata oranı için kuadratik katkılar göz ardı edi-

lebilir ve 〈 ̂〉( )  〈 ̂〉( )     formunun lineer regresyonu   〈 ̂〉( )   eğimine sahip-

tir ve bu ifade gürültüsüz beklenen değerleri verir. 

Minimum enerji değerini                  olarak bulduk ve bu belirsizlikler 

içerisindeki tam sonuçla uyumludur. 

 

 

 

    ġekil 18. Hamiltonyen-3 için yazılan kodun bir bölümü 
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    sonuçlarını dahil ettiğimizde ve denklem(2.14) ektrapolasyonunu uyguladı-

ğımızda sonsuz uzay enerjisini buluruz. Sonuçlar tablo 3.‟ün alt kısmında gösterdik.  Ekst-

rapole edilmiĢ enerjilerin en düĢük iki mertebedeki tam sonuçlarla uyum içerisinde oldu-

ğunu görmekteyiz. Bununla beraber  (     ) için ekstrapolle edilmiĢ enerji %3‟den daha 

büyük olmayan bağlanma enerjisi değerini vermektedir. Kuantum hesaplamadaki bu düĢük 

fark, gerçek kuantum makinasının dıĢ etmenlerden etkilenmesinden kaynaklandığını dü-

Ģünmekteyiz.  

Fermiyonlar için N tekil parçacığı içeren bir Hilbert uzayı N tane kubit içerir ve ge-

nel iki cisim Hamiltonyeni    pauli terimi içerecektir. Böylece dalga fonksiyonu hazır-

lanması     mertebesinde olacaktır. Bu durumda hatası düzeltilmiĢ kubitler üzerindeki tam 

birimsel çiftlenmiĢ küme hesaplamaları için mertebe belirlemek karmaĢık hesaplar gerek-

tirmektedir. 



1 
 

 

5. ÖNERĠLER 

 

 Döterondan baĢka nükleer yapıların da enerji hesapları kuantum bilgisayar üze-

rinde yapılabilir. 

 Hamiltonyen arttırılarak alınan sonuçların kesinliği geliĢtirilebilir. 

 Artan Hamiltonyen hesabının doğuracağı çok sayıdaki Pauli matrisi için düzen-

leme yapılarak, matrislerin haritalanma süreçleri geliĢtirilebilir. 

 Kuantum mekaniksel problemler yine kuantum bilgisayar devreleri üzerine kod-

lanarak, geliĢmiĢ hesaplar üretilebilir. 
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