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ONSOZ

Déteronun baglanma enerjisinin kuantum hesaplama teorisiyle, bir kuantum bilgi-
sayar lizerinde hesaplanmasina yonelik yaptigim bu ¢alismamda, yardimlarini esirgeme-
yen, ¢alismamin ve kariyerimin gelismesinde ¢ok onemli katkilar1 bulunan, insani degerleri
ve Ozverili ¢alisma prensipleriyle her zaman 6rnek aldigim ve alacagim, yol gostericim,
degerli hocam, danismanim, Fizik Bolimi Boliim Bagkani Prof. Dr. Ahmet Hakan YIL-
MAZ’a, ¢alismamin gelismesi ve basarili olabilmesi i¢in bana 6nemli yardimlari dokunan,
tez ¢caligmamin tamamlanmasinda bilgi ve goriisleriyle bana yol gosteren Bilgisayar Mii-
hendisligi Boliimii’nden degerli hocam Dr. Ogr. Uyesi Ibrahim SAVRAN’a, calismam ve
egitimimde bana kol kanat geren, her zaman yanimdan oldugunu hissettirmekten bir an
olsun vazgegmeyen Kimya Bolim Baskani saygi deger hocam Prof. Dr. Sevil SAVAS-
KAN YILMAZ’a, ayrica yardimlarmdan dolayr Dr. Ogr. Uyesi Mehmet DEMIRCI’ye,
yine ¢aligmamda katki ve destegini hicbir zaman esirgemeyen Ars. Gor. Zehra Merve Ci-
NAN’a, degerli ekip arkadasim Ars. Gor. Burcu EROL’a , goniilden tesekkiir ve siikranla-
rimi sunarim.

Ayrica birlikte ¢calismaktan onur duydugum KTU Fizik Béliimiindeki tiim degerli
hocalarima ve arastirma gorevlisi arkadaslarima tesekkiirlerimi sunarim.

Egitimimin bu asamaya gelmesinde onemli katkilarini hi¢cbir zaman unutmayaca-
gim Sn.Nadir ULU’ya goniilden tesekkiirlerimi sunarim.

Cevremde bana katkilarinmi esirgemeyen, dostluk ve ilgilerini her zaman hissettigim
tiim dostlarima tesekkiirlerimi sunarim.

Son olarak, bu zorlu siiregte hep yanimda olan, anlayis ve sabrini esirgemeyen sev-
gili esim Selin’e, degerli Pekgeer ailesine ve bugiinlere gelmemdeki emekleri son derece
onemli olan, sevgi ve ilgilerini esirgemeyen, yol gosteren ve biiyiik bir gii¢ olarak stirekli

arkamda duran anneme ve babama sonsuz saygi ve sevgilerimi sunarim.
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Yiiksek Lisans Tezi

OZET

DOTERONUN BAGLANMA ENERJISININ KUANTUM HESAPLAMA TEORISI ILE
INCELENMESI

Taylan BASKAN
Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Ensititiisii
Fizik Anabilim Dali
Danisman: Prof.Dr. Ahmet Hakan YILMAZ
2020, 67 Sayfa

Calismamizda, bulut servisler tizerinden erisilen kuantum islemcilere klasik bilgisa-
yar kullanarak erigsim saglayip, doteronun baglanma enerjisini ¢ok kiigiik bir sapma ile he-
saplandik. Déteronun Hamiltonyenini yazarken Pionsuz Efektif Alan Teorisini kullandik.
Déteron igin tam baglanma enerjisi 6lglimiinii bilinen degerleriyle kiyaslanarak iki niik-
leonlu bir sistemin kuantum bilgisayar uygulamasini, ti¢-kubit iizerinde incelendik. Bu tez;
niikleer yap1 hesaplamalarin kuantum bilgisayarda yapilabilecegini gosteren bir calisma

olup niikleer yap1 hesaplarinin kuantum bilgisayara nasil aktarildigini agiklamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Kuantum Bilgisayar, Kuantum Hesaplama Teorisi, Doteron, niikleer
yap1, baglanma enerjisi,
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Master Thesis
SUMMARY

EXAMINE OF DEUTERON BINDING ENERGY WITH QUANTUM COMPUTING
THEORY

Taylan BASKAN
Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Physics Graduate Program
Supervisor: Prof.Dr. Ahmet Hakan YILMAZ
2020, 67 Pages

In our study, we provided access to the quantum processors accessed via cloud ser-
vices using a conventional computer, and detected the deuterium's binding energy with a
very small deviation. We used the Pionless Theory of Effective Field when writing Hamil-
tonian of deuteron. We compared quantum computer application of a two-nucleon system
on three-cubits by comparing the exact binding energy measurement for deuteron with
known values. This thesis; A study showing how nuclear structure calculations can be done
on a quantum computer and how nuclear structure calculations are transferred to a quan-

tum computer.

Key Word: Quantum computer, kuantum computing theory, deuteron, nuclear structure,
binding energy
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Kuantum mekaniginin bilgisayar iizerimdeki hesaplamalardaki etkisinin dnemini ilk
olarak Feynman ortaya koymustur. Klasik bilgisayarlarin hesaplama kabiliyetinin, kuan-
tum mekanigi altinda ¢alisan sistemler iizerinde dogru ama gergekten uzak ¢éziimler yapa-
bilecegini, bu durumun ¢o6ziilmesi i¢in, sonsuz olasilikla ¢alisabilecek ve bu sonsuz olasili-
&1 son derece rastgele iiretebilecek bir makinanin, evrensel fizigi simiile edebilecegini 6n-
gordii. Bu yaklasimi, kuantum mekanigi kavramlarina uyan, listelik temelde kuantum me-
kanigi yasalarinin 6ngoriileri gibi davranis sergileyen bilgisayarlarin 6niinii acti. Feynman,
1982 yilinda INTERNATIONAL JOURNAL OF THEORETICAL PHYSICS’de yayimla-
nan SIMULATING PHYSICS WITH COMPUTERS isimli makalesinde kuantum bilgisa-
yarlar i¢in diisiinsel bir temel atmis oldu [1].

1995 yilina gelindiginde, kuantum hesaplama teorisi lizerine ilk 6énemli adim Peter
SHOR tarafindan atildi. Shor, PHYSICAL REVIEW A’da yayimlanan SCHEME FOR
REDUCING DECOHERENCE IN QUANTUM COMPUTER MEMORY isimli makale-
sinde kuantum mekanigi kullanilarak gelistirdigi bir algoritmadan soz etti. Algoritma kuan-
tum mekanigi yasalarinin biinyesinde barindiran bir hesaplama yontemini kullanarak, kla-
sik hesaplamalardaki aramalar1 diizenliyordu [2]. Ikinci énemli adim ise 2001 yilinda Lov
GROVER tarafindan atildi. Grover, Shor gibi bir algoritma gelistirdigi ve PHYSICAL
RESEARCH’da yayimlanan FORM SCHROINGER’S EQUATION TO THE QUANTUM
SEARCH ALGORITHM isimli makalesinde 6zel bir genlik yilikseltme fonksiyonu tanim-
layarak, kuantum hesaplama teorisine kahin (oracle) kavramini ekledi. Bu kavram sayesin-
de arama islemlerine onemli bir kolaylik getiren Grover, klasik bilgisayarlara kuantum
mekanigi kavramlarinin eklenmesi siirecine 6nemli bir katki saglamis oldu [3].

Klasik bilgisayarlar iizerinde bu algoritmalar ve bazi temel kuantum mekanigi
fonksiyonlarmin kullanilmasi ile saglanan gelismelere bir 6rnek olarak, tilkemizde, Kara-
deniz Teknik Universitesi’nde yapilan bir ¢alisma olan ACCELERATING SHOR’S FAC-
TORIZASTION ALGORITHM ON GPUs isimli ve 2018 yilinda CANADIAN JOURNAL
OF PHYSICS’de yayimlanan makaleyle, ibrahim SAVRAN, Mehmet DEMIRCI, Ahmet



Hakan YILMAZ, kuantum mekaniginin klasik bilgisayarlardaki hizlandirma islevini goz-
lemlemeyi basardilar [4].

Son birkag yildir yapilan ¢alismalar, IBM, Google gibi firmalarin kuantum bilgisaya-
r1 donanimsal olarak iiretmelerinden kaynakli olarak degisiklik gostermektedir. Artik ¢a-
lismalar teorik kalmayarak, gercek bir kuantum bilgisayar {lizerinde ¢aligtirilabilmektedir.
Bu calismalardan biri 2010 yilinda NATURE CHEMISTRY de yayimlanan TOWARDS
QUANTUM CHEMISTRY ON A QUANTUM COMPUTER isimli makaledir. Bu maka-
lede hidrojen tlizerinde kuantum kimyas1 hesaplamalarinin kuantum bilgisayarlara aktarilip,
simiile edilmesiyle ilgilenilmistir [5]. Daha sonra 2018 yilinda Oak Universitesi’nde yine
oncii bir ¢alisma yapildi. PHYSICAL REVIEW’da yayimlanan E.F.Dumitrescu ve ekininn
hazirladigt CLOUD QUANTUM COMPUTING OF AN ATOMIC NUCLEUS isimli bu
makalede niikleer fizigin 6nemli bir konusu olan, déteronun baglanma enerji gercek kuan-
tum bilgisayar olan IBM-Q tizerinde yapmay1 basardilar [14].

Biz de bu ¢alismay1 6rnek aldik ve adimlarini tekrarlayip uygulamayr ¢alistirmay1
basardik. Bu calismada parametreler {izerinde bazi agisal degisimler yaparak hesab1 tekrar-
ladik ve bir adim daha 6teye tasidik. Calismamiz Tiirkiye’de kuantum bilgisayarlar tizerine
yapilan ve genelde bir literatiir taramasindan ibaret olan diger ¢alismalarin aksine, bulut
erigim iizerinden kuantum bilgisayara baglanarak, bu bilgisayarda doteronun baglanma
enerjisinin hamiltonyen hesabi olan bir kuantum mekanigi probleminin calistirilmasi agi-
sindan bir ilktir. Bu ¢alisma, oniimiizdeki donemde bu niikleer problemin ¢aligtirilmasi
adimlarini kullanarak, bagka problemleri de kuantum bilgisayar iizerinde ¢alistirabilmemiz

agisindan oncii olacaktir.

1.2. Kuantum Mekanik Postulatlari

Postulatlar bir aksiyomlar setidir ve kanitlanamamistir ancak deneysel gozlemlerle
tutarlidirlar. Bu normlarin asgari setini neyin olusturdugu konusunda standart yoktur ve

bakis acimiza gore ¢ok fazla seye baghidirlar.

1.2.1. Birinci Postulat

Fiziksel durumlar, fiziksel sistem tartigmasi altinda tam bir tanimlamasi saglanan du-

rum vektorleri tarafindan temsil edilir. Bunlar Hilbert Uzay: olarak bilinen bir soyut uzay



icerisinde tanimli vektorlerdir. Bir Hilbert uzay1 kompleks sayilarin alani iizerinde tanim-
lanan normlanmus bir lineer vektdr uzayidir. Bir durum Dirac notasyonunda bir ket tarafin-
dan gosterilir [6]. Hilbert uzayinda bir 1s1n tarafindan tanimlanan vektorlerden olusmus,
skaler bir ¢carpim faktorii ile birbirinden farkli, genelde kompleks olan fiziksel bir durum-
dur. Bir ket vektoriine karsilik gelen ve kendi ikili uzayinda bra vektorii olarak bilinen
uzayda bir vektor vardir. c|i) durumuna karsilik gelen c*(y| vektoriidiir. Ayni uzayda
asagidaki 6zelliklere sahip olan |¢@) vektoriiyle |) vektoriiniin bir i¢ ¢arpimini tanimlaya-

Iim:

1. Pozitiflik: (¥|y) = 0, esitsizligi |P) gegersiz(bos) bir vektor oldugunda gegerli-
dir.

2. Lineerlik: {(@|ap; + b,) = alplipq) + b{pls).

3. (Y|@) m kompleks eslenigi anti simetriktir ve (|@)* = (@|y) olur. Bu durumda
(Y[) bir gergek sayidir. Tiim sifir olmayan vektorler |¢) igin (|yp) = 1 olarak normalize
edilebilir.

4. Schwartz Esitsizligi: |[(Y|@)|” < lYXelp)

Hilbert uzaymin boyutlari sonlu ya da sonsuz olabilir. (Hilbert uzayinin bir 6zelligi
normda tam set olmasidir.)

Durumlar seti {|e,)},n = 1,2,3,...d, burada d uzayin boyutudur ve baz vektor seti
olarak adlandirilir. Eger set lineer vektor uzayinda yayilirsa, diger bir deyisle, eger bir key-

fi |y) durumu |e,, )’ nin lineer bir siiper-pozisyonu olarak ifade edilebilirse,

l¥) = 2 anlen) (1.1)

n

yazilir. Burada a,, katsayilar1 genelde komplekstir. Genellikle ortanormal olmasi i¢in

temel vektor alinir ve
(eilej) = 6 (1.2)

yazilir. Baz vektor bu sekilde secilirse,



an = (en|) (1.3)

alinir. Kuantum mekaniginin Kopenhag Yorumu’'na gore, |a,|? olasiiginin, |3) durumu-

nun |e,) noktasindaki olasiligi oldugu varsayilmaktadir [7].
1.2.2. ikinci Postulat

Konum, momentum, enerji ve bunun gibi fiziksel gozlenebilirler lineer ve 6z-ek is-
lemciler (Hermityen islemciler olarak adlandirilir) olarak temsil edilebilirler ve 6zdegerleri
reeldir. Kendine bitisik islemciler ise gercek dzdegerlere sahiptir. Islemciler Hilbert uza-
yinda kendi tizerine haritalanir, yani eger |1) Hilbert uzayinda bir vektor ve bu vektor tize-
rine A islemcisi etki ederse, A|y) bu uzayda baska bir vektordiir. Ayni sekilde bir B islem-
cisi sola, bir bra vektorii iizerine etki ederek, ikili uzaydaki diger bir bra vektorii (1| B “nii

verir. Bu islemciler agagidaki 6zelliklere sahiptir;

1. Lineerlik: Eger a ve B kompleks skalerler ise, asagidaki denklemi yazariz;

Aalp) + Blo)) = adly) + BAlp) (1.4)

( “zaman tersinir” islemcisinden kaynakli bir istisna vardir, sagdaki katsayilar onlarin

kompleks eslenikleri tarafindan degistirilebilir.)
2. Bir I birim islemci 6zelligine sahiptir; |) = [)

3. Ave B gibi iki islemcinin i¢ ¢arpimi da bir islemcidir. Diger bir deyisle hem AB
hem de BA bir islemcidir. Bunun yaninda genelde AB # BA olur. Islemci i¢ ¢arpinu birle-
sim Ozelligine, diger bir deyisle A(éé ) = (AB)C bzeligine sahip olur. Islemci toplami
hem bra degisimli hem de birlesim o6zelligine sahiptir, yani, A+ B=B + A4 ve A+
(B + (f) * (A + B) + C olur. Eger bir AB = BA = T gibi bir B islemcisi varsa, B islem-

cisi A ‘min tersidir denir ve B = A~ seklinde yazilir.

4. Bir islemcinin eslenigi: Bir A islemcisinin hermityen eslenigini tamimlayalim ve bu

iliskiyi At ile gosterelim;



[Alp)]" = (p|A (1.5)

Bu durumda keyfi |@) ve [i) vektorleri i¢in asagidaki denklemi yazabiliriz [8];

(plA1Y) = (pldy) = (ATp|P) (1.6)
ya da

(plAlpYy: = (P|AT|p) .7
yazilabilir. Eger A = |a){8]| ise AT = |B)(a| olur. Eger bir islemci AT = A seklindeyse
oz-ek hermityendir. AB’nin hermityen eslenigi (AB)t = BtAT dir. Sunu not edelim ki
A ve B hermityen olsa bile AB islemcisi hermityen degildir. (AB + BA) ve i(AB — BA)
hermityendir. Kuantum mekaniginin ikinci postulatma gore bir |y) durumu A tarafindan

tanimlanan bir gézlenebilir i¢in A1 6zdegerine sahiptir. Eger sadece ve sadece |i) durumu

A‘nim A 6zdegerli bir 6zdurumu ise;
Alp) = A1) (1.8)

olur. A’nmin 6zdurumlari, H Hilbert uzay1 igin tam ortonormal bir baz olusturur. Eger {13”},

A,, 6zdegerlerine sahip olan 6zvektor iizerine A nin orgotonal yansimasiysa;
A=) 2B, (19)
n

yazilir. Yansima islemcileri agagidaki bagintilar saglar;

)

n Am = 5m,nﬁn (1.10)
7;" = ﬁn (1.12)

)

Denklem (1.10) Spektral Teoremi nin bir ifadesidir [7]. Bir A islemcisinin |ip) ve

|@)“leri ayn1 normlara sahip A|) = |@) oldugunu varsayalim. Bu durumda;



WIATAIY) = (plp) = (YIY) (1.12)
yazariz. Boylece;
AtA =1 (1.13)

olur. Boyle bir islemci kuantum mekaniginde yaygin bir 6zel yeri bir birim islemci olarak

adlandirilir.
1.2.3. Uciincii Postulat

Zamanla birimsel gelisen bir kuantum durumu Schrédinger denklemiyle verilen za-

mandaki degisim;

0 —
ih= () = ARp(©)) (1.14)

(Y (t)| durumuna karsilik gelen denklem ise;

d ~ :
~ih (O] = WOIA (L15)

ile verilir. (¢ (t)|yY(t)) i¢ garpiminin zaman ile degismedigi goriiliir ve asagida gorildigi

gibi degisim birimseldir. Bir zamanla degisim islemcisi U(t, ty) ‘1 tammlayalim;
[Y(®) = U(t, to) [P (to)) (1.16)

U(to, to) = I olduguna dikkat edelim. Ayrica asagidaki bagintiyr yazariz;

[w(@®) = Ut t)| () = U, t) Ty, to) [P (o)) (1.17)

Bu durum;



U(t, to) = U(t, t)U(ty, to) (1.18)
sonucunu verir. (Y (t) [ (t)) = (P (to) | (to)) oldugunda;

WOIY©) = (Yt | Tt to) U, to) Y (to)) (1.19)
elde edilir. Bsylece;

Ut(t, to)U(t, ty) =1 (1.20)

t =ty’dan t =ty + At ‘ye bir durumun zaman evrimini diisiinelim. Schrodinger denkle-

minden asagidaki ifadeyi yazariz;
..
Wt + Ab) = (1 _ EHAt)| B(D)) (1.21)

H hermityen oldugu igin, 1 — %H\ At , At basamagi icin birimseldir. Kisa adimlarda

sonlu bir zaman evrimi elde edebiliriz ve eger H zamana baglilig1 belirgin degilse asagida-

ki gibi yazariz.

_ a (1.22)
U(t,ty) = exp <—i s (t— t0)>

1.2.4. Dordiincii Postulat
A gbzleminin sonucu A islemcisinin bir A 6zdegeridir. Olgiimden hemen sonra, kuan-

tum durumu bu 6zdegere uyan 6zdurum i¢in devam ediyor olabilir. Eger 6l¢iimden 6nce

sistem durumu [y) olsaydi 6l¢iim sonucu asagidaki olasilikla A,, olacaktir;

WP 1) = IR, 1)1 (1.23)

Hesaplamadan hemen sonraki durum sudur;



_ B (1.24)
A

Bunun zamanla gelisen bir kuantum durumunda dogal bir ikilik olduguna dikkat ede-
lim. Ote yandan, bir yandan Schrédinger denkleminin dogrusalligi, élgiilmediginde duru-
mun birimsel olarak gelistigini gosterirken, 6te yandan 6l¢iim postulati yalnizca muhtemel

¢ikt1 sonuglarimi belirleyen olasiliklidir [7].
1.2.5. Besinci Postulat

Eger A ve B , a ve b gibi iki klasik gozlenebilire karsilik gelen iki hermityen islemci

ise, A ve B’nin sira degisimi asagidaki gibidir;
[4,8] = inc (1.25)

Burada C, ave b degiskenlerinin klasik Poisson bagintis1 c={a,b} olarak tanimlanan,

klasik bir degiskene karsilik gelen islemcisi ise ¢’dir, & ise Planck sabitidir.
1.3. Kubit

Iki miimkiin degerden sadece birini alabilen bit hem klasik hem de kuantum hesap-
lamanin en kiigiik bilgi tasiyicisidir. Kuantum bit genellikle gbit olarak adlandirilir. Bir
klasik bitten ayirt etmek igin bu tez boyunca kubit olarak adlandiracagiz. Kuantum hesap-
lamanin 6zel bir kavrayisinda kubitleri fiziksel durumlari ile belirleyecegiz. Soyut nesneler
olarak kubitleri islemek hesaplama agisindan kullanighidir. Bu durum kuantum hesaplama-
nin matematiksel bir ¢aligma sahasini diizenlemek icin bagimsiz 6zel bir fiziksel platforma
izni verir. En kiigiik Hilbert uzay1 iki boyutludur. Bu uzaydaki temel birim vektor sdyle

verilir;

10) = (;) ;)= (2) (1.26)



Bu uzayda genel bir normalize vektor herhangi bir [¢) = a|0) + b|1) seklinde olup,
olasiliklar toplami |a|? + |b|? = 1°dir. Bir kubit bu uzayda her [y) durumudur. Temel
vektorler |0) ve |1) olup ve bilisimsel temel durumlar olarak adlandirilir [8,9].

Eger |1) durumunun bir 6lgiimii hesaplama temelinde yapilirsa, |a|? olasihigiyla |0)
ve |b|? olasiligiyla |1) sonucunu elde ederiz. a veya b ‘nin sifir olmas1 disinda, bir dlgiim
|0) veya |1)’e giden durumlarin ¢6kmesine neden olur. Tek bir 6l¢iim a ya da b’yi belirle-
yemez. |y) hakkinda bilgi almanin yolu aynmi 6l¢iimlerden yapilan istatistiksel sonuglar ve
benzer sistemlerin biiyiik sayida 6zdes kopyalarinin hazirlamaktir. Boyle olsa bile bu sade-
ce a ve b’nin biiyiikliikleri hakkinda bilgi verecektir ve onlarin bagil fazlar1 hakkinda bilgi
veremeyecektir.

Bu durum kubitlerin kuantum mekaniksel davraniglarina bir 6rnek teskil eder. Kubit-

lerin birkag fiziksel anlamindan bahsedelim;

1. |0) fotonun dikey bir polarizasyonu olan |T) durumunu ve |1) fotonun yatay bir
polarizasyonu olan |<) durumunu gosterir. Alternatif olarak, |0) durumu olarak
45" de yataya polarize olan bir foton ve |1) durumu i¢in 135" ‘de polarize olan bir

foton alinabilir. |+) ve |—) ‘yi temsil eden formiiller su sekildedir;

1
I+)=—={D + <)

‘/f (1.27)
|—) = E(II)— <))

2. Keyfi olarak z eksenin de tanimlanmis olan bir manyetik alandaki bir elektronun
spin durumu bu iki durum i¢in alinabilir.
3. |0) durumunu atomik bir sistemin taban durumu olarak ve |1) durumunu bu sis-

temin uyarilmis biri durumu olarak alabiliriz.

Bilgi igsleme siireci i¢in bu iki durumdan daha fazlasi ile kuantum sistemi kullanma-
nin miimkiin olabilecegini sdylemek onemlidir. Ug farkli temel durumlu bir kuantum sis-
teme kutrit denilir. Kutrit ti¢ durumun tiim 6zelliklerini i¢inde barindirabilir. Kubitler tize-
rinde saklanan bilgi boyut sayisiyla iliskilidir.

Boyut genisledikge, sliperpoze kubit durumlarinin olasiliklari da biiyiir. Bu genis ola-

silik dagilimi kubitleri klasik bitlerden ayiran en 6nemli 6zelliklerden biridir.
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1.3.1. Bloch Kiiresi Uzerinde Kubit Temsili

S = %cebiri hakkindaki bazi temel gergekleri tekrar edelim. Eger |+) ve |—) sirasiyla

spin yukari ve spin asagi durumlariyla temsil edilirse, spin islemcilerini su sekilde sunabili-

riz;

h
Se =5 (=1 + I =)(+D
h
Sy =5 (1) = 14} (1.28)

h
Sz =5 X+ = 1=X=D

Bunlara uyan matris temsileri ise su sekildedir;

h

=31 o)

s, = g(? H (1.29)
h

Sz = E((l) —01>

S, = S.7 ‘nin dzdegeri olduguna dikkat edelim. Buradaki A ynii ig olan herhangi
keyfi bir yon ve Bloch vektér’ii olarak bilinen gercek bir birim vektordiir. i kiiresel koor-
dinatlardaki bilesenleri (6, ¢) = (sin 6 cos ¢, sin 8 sin ¢, cos #) olur ve bu durumda S,,

matrisi $0yle olur;

N
Sn=S.n=—(

cos 6 sin @ cos ¢ — i sin @ sin (p) (1.30)
2

sinf cos@ + isinf sin g —cos 6
Ozdegerlerin %/’l oldugu goriiliir, burada,

(22 — cos %) — [(sin 6 cos @)% + (sinB cos p)?] =0 (1.31)
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Co o ho o )
olur. Bu denklem A = +1 ‘i verir. + 2 0zdegeri i¢cin normalize 6zvektor;

0
CoS =

0 g
1%(6, p)) = e cos [0+ e sin |1) (1.32)
el® sinE

ile verilir.

Sekil 1. Bloch Kiiresi

Geometrik olarak Bloch Kiiresi’ni birim kiirenin yiizeyi tizerindeki keyfi bir durum
gibi temsil edebiliriz. Bu kiire iizerinde alinan bir noktanin kiiresel ordinatlar1 (8, ¢) vardir
ve her bir (6, @) degeri bir Y (0, @) ket vektoriidiir. Kolayca goriilecegi gibi kiirenin kuzey
kutbu (8 = @ = 0), |0) durumunu temsil eder ve giiney kutbu da (6 = 0, = m), |1) du-

rumunu temsil eder. Bu nokta +x ekseni iizerinde kiire ile kesisirse (8 = /2,9 = 0),
durum vektori \/%QO) +|1)) olur ve nokta —x ekseni iizerinde kiire ile kesigiyorsa
(6 =1/2,¢ =), durum Vektérﬁ%(m) — |1)) olur.

Bir kubitin igerecegi bilgi prensipte sonsuz miktardadir, ¢iinkii 8°nin ikili genisleme-
si sonsuz haneli say1 i¢erebilir. Bununla birlikte, ne zaman kubit gézlenmek istenirse (he-
saplama temelinde) ya 0 ya da 1 durumuna g¢okecektir. Bir durumun |+) ya da |—) duru-

mundan birinde gdzlendigini varsayalim ve |0) durumuna sahip olalim. Olgiimden sonra da

bu durum devam edecektir. Ancak eger, kubiti 6l¢gmezsek sistem bu bilgiyi koruyacaktir.
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Spinin z bilesenini dl¢tiiglimiizi diistinelim. Eger orijinal durum |y (6, ¢)) olsaydi, bekle-

nen deger su olurdu [7,9];

0
COoS —~

WODIolp@,0) = (cos2 eosind) (5 )| 2, (133
ei‘psini

= cosf
Ancak, bu bize xy diizlemindeki bileseni hakkinda hicbir sey sdylemeyecektir.
|)’nin belirlenmesi igin {i¢ bilesenin belirlenmesi gerekir. (a,) ve (g;)‘den, n; ve n,belir-
lenebilir ancak n, isareti hala bilinmeyecektir.
1.3.2. Birlesik Sistem
Birlesik bir sistem A ve B gibi iki alt sistemden olugsun. A’nin Hilbert uzay1 H, ve
B’nin Hilbert uzay1 H olsun. Birlesik sistem uzay1 H,; @ Hp = H,yp olur. {|a) 4}, Hy da

bir kok ve {|B)p}, Hp’de bir kok olsun. H, pnin kokiinii birlesik bir {|a, )45} setiyle

tanimlayalim. Bu kok i¢in ortanormallik iligkisini yazalim;

AB(a’ﬁllaﬂ>AB = 6a,a’6‘8'ﬁ’ (134)

Bu birlesik uzayda, birlesik sistem durumu iizerinde etki eden bir M, @ Np islemcisini

tanimlayalim;

My ® Nylth, 9ap = Malth) @ Nlg) = > (Moyal@)(Ns)18) (135)

Iki kubitlik bir sistemi dikkate alalim. Klasik bitlere karsilik gelen ifadeler, 00, 01, 10

ve 11 seklindedir. iki kubitlik bir sistemin kuantum durumlari ise,
[) = g0[00) + @01|01) + a10|10) + a14]11) (1.36)

olup asagidaki kosul da saglanir;
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|0500|2 + |0510|2 + |C¥01|2 + |C¥11|2 =1 (1.37)

Ik kubiti l¢tiigiimiizii varsayalim ve 0 olsun (|ago|? + |ay0|? olasilikla). Olgiim sonrasi

durum;

_ @0]00) + a,[01)
\/|0~’00|2 + |agol?

) (1.38)

olur. Burada, tiim iki kubit durumlarinin tek bir kubit durumunun bir tiriinii olarak yazila-

mayacagini belirtelim. Boyle bir durum;

100) + |11)

1Boo) = N3

(1.39)

olur. Bu Bell Durumlar: olarak bilinen bir kiimenin iiyesidir. Ust durumun ilk Kubitini &l¢-
tiglimiizii varsayalim. Eger 0 alirsak, 6lgtim sonrast durum |00) olurdu (ki bu durum 0,5
olasilikla elde edilir). ilk kubitin sonuglari ikinci kubiti de belirler. Bu gdsteriyor ki 6lgiim

ciktilar1 birbiriyle baglantilidir.
1.4. izdiisiim Tslemcisi

Bir izdiistim islemcisini temel |e,) vektorinii |eg){e,| ifadesini verecek sekilde ta-
nimlariz. Keyfi bir [) durumuna etki eden bu islemci, bileseni |e; ) boyunca yansitir boy-
lece [Y) — Pr|Y) , |Y) igin ortogonaldir.

Iz diisiim islemcisi asagidaki 6zelliklere sahiptir;

a)  Eskuvvetlilik: PZ = Py

b)  Ortogonallik : P,P; = 0 eger j # k

c) Tamhk: X, P, =1

1.4.1. Spektral Teoremi

Spektral teoremi tiim normal matrisler i¢in uygulanabilir ve bu matrisler AAT = ATA

ifadesini saglayacak sekildedirler. Siiphesiz, hermityen matrisleri normaldir ve bu teorem
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onlara kolayca uygulanabilir. Genelde, normal matrislerin 6zdegerleri gergek olmak zo-
runda degildir ve bu nedenle, aksi durumunun mutlaka dogru olmasi gerekmez. Diger bir
deyisle tiim normal matrisler hermityen degildir. Eger normal bir matris gergek bir 6zdege-
re sahipse, farkli 6zdegerlere ait 6zvektorler ortogonaldir. Normal bir matris spektral ay-

rismasi agisindan [7];
A= 2l (1.40)
i

olarak yazilabilir. Burada {|A;)} karsilik gelen 6zdegerlere etiketlenmis A’nin normallesti-

rilmis 6zvektorleridir denir. Bunu takiben tamlik bagmtisi I = );;|4;){4;| olur ve bu,
A=AI= ) A = ) AlA)A (1.41)
i i

ifadesini vermektedir. |A;){A;| , |A;) vektori yoniindeki izdiisiim islemcisi olduguna dikkat
edelim. A’nin etkisi skaler bir A;’nin ¢arpimlarmin egdegeri olan {1;} tarafindan bir boyut-
lu uzayda yayilmistir. A’nin 6zuzayinda izdiisiim islemcisi i¢in bir ifade tanimlayalim. Bu

A normal bir matris ve;
{4} ve {|2ap); (1 <p < ga)} (1.42)

Ozdeger ve dejenere bir g,‘ya uyan 6zvektor olacaktir. Eger uzay n boyutluysa, )., 1 =

n; Yo 9o = n ifadesine ulasiriz. A, uzayinda bir izdiisiim islemcisi;

. Hﬁia(A - Aﬁi)

P, = 1.43
" Myealia — 1) (143)
olur. Eger P, , |/1a,p) tizerine etki ederse,
Mpra(A—20)12ap)  Tpra(la — 2A5)
Palla’p) — ﬁ;ta ﬁ apl _ ﬁ;ta a B I/la’p> — |/1a'p> (1.44)

Hyia(/la - )Ly) B Hyia(la - /1]/)
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olur. Diger yandan, (§ # «) farkli bir 6zdegere ait bir durum {izerine etki ediyorsa,

P,lsq) = Hﬁia([i — Aﬁi)m&q) _ [pza(Aa — 1p)
e Hyia(’la - /1)/) Hy;ea(Aa - /1)/)

|A64) =0 (1.45)
pay sifir olur ¢ilinkii terimlerden biri f = § olur. Boylece P, = gi1|/1a,p)</1a,p| , Ag’nin
0zuzayinda izdiisiim islemcisidir.

1.4.2. Pozitif Islemci

Bir islemcinin pozitif yari tanimli oldugu soylenir; eger her ) € H icin (y|A[) >
0 ise bunu diistinmemiz miimkiindiir. Bir pozitif islemci sadece negatif olmayan 6zdegerle-

re sahip olan hermityendir.
1.4.3. Bir islemcinin Kutupsal Ayrismasi

Eger bir A islemcisini temsil eden matris tekil degil ise, A ifadesi U birim islemcisi-
nin bir iiriinii ve pozitif bir islemci olarak tanimlanr.
Bu tiir iki pozitif islemci J ve K olsun. Birincisi sol ayrismayi ve ikincisi sag ayris-

may1 saglasin.
A=U]=KU (1.46)

burada ] = VAtA ve K = VAA' olur. VAtA pozitif bir islemci oldugundan (hermityen
oldugundan) spektral ayrismaya sahiptir;

J = alil (147)

buradaki A; > 0. |p) = A|i) oldugundan (¥;|;) = A olur. Burada A; , A; > 0 dur.
le;) = If—) = %) olsun bdylece |e;) normalize olsun.

Bunlar ayrica ortogonaldir. i # j i¢in;
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1
A

1
(eiley) = = (ilATALj) = —(ilJ?1j) = 0 (1.48)
it

olur. Son bagmt1 sifirdir, ¢iinkii |j), J?’nin 6zdurumudur. Simdi {|e;)}’yi genisletmek icin
Gram-Schmidt yontemini kullaniyoruz bdylece ortonormal bir baz olustururuz [7].

U = Yile;)iolsun. A; # 0 oldugunda;
U]J i) = LU0 = Aileg) = [;) = Ali) (1.49)

elde ederiz. Bu durumda A = U J, AT = Jut, ATA = JUTUJ = J? sonucunu verir. Eger A
tersinirse, U = AJ~! tarafindan verilen J ayrica U esitligini belirler. Bu siire¢ kutupsal

ayrisma olarak adlandirilir ciinkii detA = detU det], re'® formuna sahiptir [7].
1.4.4. Tekil Deger Ayrismasi

A kompleks eleman1 bir m x n matrisi olsun. A’y1 A = USVT olarak ayristirmak
miimkiin olabilir. Burada U ve V birim matrislerdir diger bir deyisle UTU = VTV = 1.
Um x m’lik, V ise n X n’lik bir kare matristir.

X ise pozitif yar1 tanimli kosegen elemanlar1 olan m X n’lik bir matristir. ¥ tekil deger mat-
risi olarak bilinir. Eger A gercek bir matris ise, U ve V ortogonal matrislerdir.

A = §] olsun, burada S birimseldir. J pozitif oldugundan uniter T matrisi tarafindan
kosegenlestirilebilir ve hermityendir. ] = TETT olsun, burada X negatif degildir ve reeldir.
Bu nedenle, A = STETT olur. S ve T birimsel oldugundan ST = U ve T =V ifadelerini

asagidaki gibi tanimlariz.
A=Uzyt (1.50)
1.5. Kuantum Mekaniginde Yogunluk Matris Formiilasyonu
Baz vektorleri {|x), |y)} ile iki boyutlu Hilbert uzayini dikkate alalim. Bu tiir sistem-

lerden ¢ok sayida hazirladigimizi varsayalim. Burada tiyelerin her birini asagidaki iki du-

rumdan birinde ifade edelim;
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la) = alx) + Bly), |b) = yl|x) + &ly) (1.51)

Burada |a|? + |B|? = |y|? + |6|? = 1°dir. Boylece, eger |a) durumunda bir sistem seger-
sek ve {|x), |y)} bazinda bir dl¢iim yaparsak, |x) durumunu |a|? olasilikla bulabiliriz. Ayn
sekilde |y) durumunu |B]? olasilikla bulabiliriz.

Simdi, tarafimizca hazirlanan N tane sistemden n, tane sistem |a) durumundadir ve
n, sayida sistem ise |b) durumundadir ve n, + n, = N’dir. Eger N sistem toplulugundan

rastgele bir sistem segersek, secilen |a) durumundaki sistem p, = n,/N olasiligina ve |b)

durumundaki sistemde % = 1 — p olasiligina sahip olur. Bu olasiliklar topluluk seviye-

sinde is goren sadece klasik olasiliklardir. Bununla birlikte, sistemler secildikten sonra,
6l¢iim olasiliklart kuantum mekaniginin Born yorumuyla tanimlanir. Bu daha 6nce calisti-
gimiz kuantum mekanigi kurallarimizi diizeltmemiz gereken acik bir sistem Ornegidir
[6,9].

Ikinci bir &rnek diisiinelim. Ilgilendigimiz sistemi A sistemi olarak, cevre ile iletisi-
me gecen sistemi B sistemi olarak adlandiralim. Eger sistem faktorlerinin birlestirilmis

durumu A sistemi ile B sisteminin bir iirtinliyse, diger bir deyisle;

[Wag) = [¥4)®¥5) (1.52)

ise, cevresel etki thmal edilebilir ¢ilinkii verilen her A islemcisi sadece A sistemi {izerinde

etkili olup, B sistemi lizerinde degildir. Bu durumda

(1/JAB|A|1/JAB) = (¢A|A|1/JA> (1-53)

olur. Boyle bir durumda, A sisteminin bir saf durumda oldugu sdylenir. Bununla birlikte,
eger ilgili sistemin durumu ¢evreden bagimsiz degilse, ¢evrenin etkisi ¢arpanlara ayrila-
maz. “Cevre” kelimesi bilylik bir sistemin varligini ortaya koyar; biri Hilbert uzay1 H,’ya
ve digeri Hp’ye ait kubitlerden iki bitlik bir sistem diisiiniilebilir. H,®Hp birlesik uza-

yinda bir durum diigtinelim;

) = a|0),®|0)z + b|1),®|1)p (1.54)
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olsun. A ve B kubitlerinin baglantili olduklarina dikkat edelim, A kubitini 6l¢tiigiimiizde A
sisteminin bazlar1 {|0),|1)} bulunabilir. |a|? olasilig1 ile |0) durumunu bulacagiz. Bu du-
rumda, durum |0),®|0)5’ye ¢okebilir. B sisteminin kesin bir durumda olduguna dikkat
edelim. Aynisi |1), 6l¢timii i¢in de gegerlidir. Sistem A karisik bir durumda olarak adlan-
dirtlir. Karigik durumla ilgilenirken (ayn1 zamanda saf durum) daha uygun bir formalizm

Yogunluk Matrisi tarafindan saglanir.
1.5.1. Yogunluk Matrisi

B sistemine olan etkilerine bakilmaksizin, A sisteminin genel bir 6l¢iimiine bakalim.

M, ®I5 seklinde bir 6l¢iim islemcisi olsun. Daha sonra;

4B IMa®Ip|Y)ap = [a" 4(0|® p(0[b" o(1] ® (1| (Ma®]p)][a |0)4®|0) (1.55)
+b|1),®(1)5]
= lal? 4(0|M, [0)4 + |bI? 4(1[M4 [1)4
= (My) = tr(Mapa)

elde edilir. Burada p, islemcisi yogunluk islemcisi ya da yogunluk matrisidir,
pa = 1al?0)4 401 + b1 15 (1] (L56)

seklinde yazilabilir ve M, islemcisi sadece A kubitine etki eder. p,’y1 Py = |a|?, P, =
|b|? 6zel bir olasiliginda meydana gelen tiim durumlarin miimkiin bir kuantum toplulugu

olarak yorumlayabiliriz. Boylece, yukarida, iki farkli durum hakkinda;

1. |0)4 ve |1)4 durumlarimin tutarlt bir siiper-pozisyonu gosterir.
2. Onceden belirlenmis ve belirli bir olasilik ile meydana gelen |0) ve |1) durumla-

rinda bir siiper-pozisyon olasilig1 Sonuglarimi elde ettik.

Ayrimi gérmek i¢in bu iki farkli durumdaki o, ‘nin Slgiimiinii diisiinelim. % (Jo) +

|1)) siiperpozisyonunu ele alalim. o, ’nin beklenen degeri bu durumda soyle verilir;
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1
{or) = 5 (01 + €1DX(10) + 1)) (1.57)

1
=5 (O] + (1D [10XL] + [1XO 1 (10} + 1))

1
= Z(O1+ (1D (1l +0) =1

Diger yandan, 1/2 olasiligiyla meydana gelen |0) ve |1) durumlari toplulugunu dii-

stiniirsek, (o,) = %((alX |a) + (a|X|B)) = 0 sonucunu elde ederiz. Bu durumda yogunluk

matrisi;
1 I
p =5 (aXal+IBXED =7 (1.58)
olur. Boylece
(0:) = tr(oxp) = 51r(0;) = 0 (L59)

yazariz. Bu durumda yogunluk islemcisi bir ortalama islemcidir ve bir sistemi tanimlamak
i¢in, saf hal durumunda olmasina gerek yoktur. Ama saf durumun istatistiksel bir karigimi
olabilir. Ilk olarak sistemin saf hal de oldugu durumla baslayalim. {|e;)}, |¥) = ¥ c;ile;)
ile verilen |y) durumu terimlerinde ve sistemin Hilbert uzayinda bir baz olsun. Bunun ka-
risgim durumu degil, saf durum olduguna dikkate edelim. Bu durumdaki bir A islemcisinin

beklenen degeri;

@ = (lAlw) = > cig Ay (1.60)
ij
ile verilir. Burada 4;; = (e;|4e;), ¢; = (e;[y) ve ¢ = (le;) dir ve
cicp = (le)ej|w) = (ej[w)wlen) = (e Ub)pD]e:) = (ej|p]e:) (1.61)

olur ve buradan;
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b= ) (1.62)

tanmimu1 yapilir. ) durumu igin sadece izdiisiim islemcisi olan saf durum i¢in yogunluk

matrisidir. Yogunluk matrisi cinsinden A’nin beklenen degeri su sekilde yazilabilir;

(4) = Z(ej|ﬁ|ez)flu (1.63)

ij

Yukaridaki beklenen degeri asagidaki gibi yeniden yazabiliriz,

) = ) (glwwle) (eldle) = ) (glple) feille) = ) (¢lodle)
ij ij J
(A) = trpA (1.64)

Son adimda, toplami i iizerinden gergeklestirmek i¢in tamlik bagmntisini kullandik. p’nin

izi asagidaki gibi hesaplanir. iz herhangi baz da hesaplanabildiginde;
trp = ) (eilplen = ) (elp)ples (165)
i i

elde edilir. Yogunluk islemcisi zamanla nasil degistigini inceleyelim: |y) durumunun Sch-

rodinger denklemini sagladig,

m—w» H]p) (1.66)

—lh—(¢I W|H (1.67)

ifadelerine sahibiz. Boylece;

d d
inl) ] = (ih 1)) 1+ 1) (i = (1) = H)] = 1)1
ihlp)] = 7€, o) (1.69)
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elde ederiz. Boylece yogunluk matrisi istatistigi Liouville denklemini saglar,

d
th—p = [3, pl (1.69)

p bir islemci olmasina ragmen, kuantum mekaniksel etkinin Heisenberg denklemini
saglamadigina dikkat edelim.

Bunun nedeni ise yogunluk islemcisinin, bir islemcinin matematiksel yapisina sahip
herhangi basit ve gozlenebilir tarafindan temsil edilemedigidir. Yogunluk islemcisi

pT = Y)Y agikca hermityendir. Dahast,

p? = (IWYPDUPKYD) = [P Y| = p (1.70)

ifadesini saglar ve bu sadece saf haller i¢in gecerlidir ve buradan
trp? =trp =1 (1.71)

bagintisini yazariz.

Ayni zamanda p bir pozitif islemcidir; ¢tinki keyfi bir |¢) durumu igin;

(Plpld) = (PlY)Wlg) = [{pl)I? (1.72)

yazilir. p hermityen islemci oldugunda spektral bir ayrismayi kullanabiliriz;
p= Auln)n (L73)
n

p bir pozitif islemci oldugu i¢in, 6zdegerler negatif degildir. trp = 1 oldugundan,

Z A, =1 (1.74)

ifadesini yazariz [7].
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1.5.2. Karisik Hal Yogunluk Matrisi

Eger bir saf durum yerine, klasik p; olasiligiyla ¢esitli |¢) durumlarinda bulunabilen

sistemler toplulugu varsa, yogunluk islemcisini asagidaki bagintiyla tanimlariz,
p = Z pipi = z il (Yl (1.75)
i i

|¥;) durumunun ortogonal olmasi gerekmez. Yogunluk islemcisinin 6zellikleri asagidaki

gibidir;

i pf=p
(i)  p pozitif bir islemcidir
(iii) tr(p) =1

(iv)  (4) = tr(pA)

(v)  Liouville denklemini saglar ih<-p = [, p]
1.5.3. Yogunluk Matrisi ve Bloch Kiiresi

Spin 1/2 durumuna uyan yogunluk matrisini dikkate alalim. Bloch kiiresi lizerindeki
bir kubit durumu ile iliski olan bir noktayr hatirlayalim. Dogal olarak Bloch kiiresi tizerin-
deki her nokta i¢in bir yogunluk matrisini tam olarak iligkilendirebiliriz. Bu durum o,, 6z-

durumlar: dikkate alinarak goriilebilir. Burada 7 birim vektorii olmak iizere;
(sin@ cos ¢,sin 6 sin ¢, cos ) (1.76)
koordinatlarina sahiptir. Ozdurumlar;

0
CoS =

_ 2
) = ; (L.77)

e'? sin—
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ile verilir. Karsilik gelen yogunluk matrisi p = |1){(y| kullanilarak hesaplanabilir. Boyle-

ce,

0 . 6 0

2 — —lq) - _ _ ]
p =YXyl = 072 ¢ IR — ( cost e ¥sin 0)
iQ g 4 4 50 e?sin@ —cos@
e smz cosE sin >

:%I+%sin6cos<p((1) (1))+%sin6?sin(p((i) —Oi)+%c059((1) _01)

1
p= 5(1 + A.0) (1.78)
yazariz. Bloch kiiresi ile karigik durum igin bir yogunluk matrisi iligkisi miimkiindiir. Sa-

dece bu tiir noktalar kiirenin i¢indedir ve saf haller i¢in oldugu gibi lizerinde degildir. Ciin-

kii herhangi bir 2 X 2 birim matrisi ve ii¢ Pauli matrisi oy, o, Ve g, cinsinden yazilabilir.

Bu durumda;

1 - >

olur. 2 x 2 birim bir matrisi igin tr(o;) = 0 ve tr(I) = 2 oldugu ig¢in tr(p) = 1’dir. Bu-

radaki d vektoriine Block vektorii denir. Asagidaki bagintilart yazalim;

oy = tr(oxp)
1
= Etr (O’x(l + ayo, + a,0, + azaz))
a,
=—= tr (62)
ax
Ox == X2 =a, (1.80)
Yukarida Pauli matrislerinin 0,0, = ig,, o = I dzelliklerini kullandik ve biliyoruz

Ki 0; ‘nin izi sifirdir. Yukaridaki sonug, a,, a, Ve a, sirasiyla oy, 0, Ve g, beklenen de-

gerlerine sahip oldugunu gosteriyor. Simdi p? ‘nin izini hesaplayalim:
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1
tr(p?) =tr [Z (I+a. 0)2]
1 2 2.2 2 2 2 .2
= Ztr[[ + ayox +ajyoy+azo; + 2a,0, + 2a,0, + 2a — ZO'Z]

1
=§[1+a§+a§+a§]

1+ |al?
2

tr(p?) = (1.81)

Yukarida tr(g;) = 0 ve tr(of) = tr(I) = 2 durumlarmi kullandik. Béylece karisik

durumlar igin, |a| merkezi ile arasindaki mesafe 1’den az olmasi gerekir ve bundan dolay1
karigik durumlar Block kiiresinin i¢inde yer almaktadir. Saf durumu [) = %(lO) + 1))
ve istatistiksel karisimi %50 |0) durumunda, %50 |1) durumunda olan sistem arasindaki

fark nedir? Saf hal i¢in, |Y) durumu Bloch kiiresi iizerinde 8 = /2, ¢ = 0 ile bulunur,

¢linkii durum so6yle bir matris ile temsil edilir;

[
cos(=)

T 4 1
Yl5.0)= =—=(0) + 1)) (1.82)
( ) etx0 sin(g) V2

Eger bu durumu Block kiiresinde y-ekseni etrafinda —m /2 kadar dondiirtirsek, durum
kuzey kutbuna, diger bir deyisle, |0) durumuna gider. Olgiimde |0) durumunu birim olasi-

likla aliniz. Simdi yukaridaki karisima sahip oldugumuzda ne yapacagimizi diisiinelim.

Bloch kiiresini y-ekseni ile —m/2 derece dondiiriilmesi ekvator i¢in [0) durumu % (Joy —

|1)) durumunu alir. Benzer olarak |1) durumu \/%(|0) + |1)) olur. Bundan dolay1 ayni

dénmeden 6nceki durumda oldugu gibi 6l¢iimde |0) durumu %50 olasilikla ve |1) durumu
%50 olasilikla alinir. Karigik durum Block kiiresinin orijininde bulunur ve dolayisiyla yu-
karida agiklanan rotasyonda degismez. Yogunluk matrisi fiziksel bir durumu benzersiz
(6zgtin) olarak temsil edip edemedigini inceleyelim. Karisik durum igin, cevap hayirdir.

Yukarida verilen 50-50 karigimini diisiinelim. Yogunluk matrisi;

1 I
p =5 (JOXOI + 1M1 =5 (1.83)
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olur. Bu durumda yogunluk matrisi %50 olasilikla | +) = %(|0) + |1)) durumunda ve di-

ger %50 olasilikla | =) = %(|0) —]1)) durumundan olusan farkli bir karigim diistinelim.
Yogunluk matrisi bir 6nceki durumda oldugu gibi calisir. Yogunluk matrisinin elementleri
asagidaki gibi yorumlanir. Eger bir sistem p yogunluk matrisiyle tanimlanirsa, bir [)
durumunda bulunma olasihig1 (Py,) ile verilir, burada Py, = [)}¥] , ¢} durumu igin izdii-
stim iglemcisidir. Bir [) = a|0) + b|1) saf durumu disiinelim. Bu durumun |0) duru-
munda bulunma olasilig1 (| Py|) = |a|? olur. Keyfi bir durum i¢in yogunluk matrisiyle

tanimlanir,

po=er(eop) =tr[(y o) (g o)

i (1.84)
_ .. (Poo PorY _ - az
Ayni sekilde, |1) durumunun bulunma olasiligi soyle verilir;
1—a,
Py =py; = 2 (1.85)

Sistemin belli bir durumda bulunma olasilig1 yogunluk matrisinin kdsegen elemanla-
riyla verilir. Késegen disindaki elemanlar durumlar arasi uyumu verir. Bir p? = p saf du-
rumuna dikkat edelim.

Spektral teoremi kullanilarak, p = Y; A;|4;){4;| durumu p? = ¥; A2|4;){4;| olur.
p? = p oldugundan A7 = 4; ve bdylece, 4; = 0 yada 1 olur.

tr(p) = 1 oldugundan baz1 i = p ‘ler igin A, = 1ve i # p i¢in sifir olur. Karigik
bir durum i¢in, bununla birlikte p = p;p; ile p; bir saf durum yogunluk matrisi olur ve

2 =Y, pipjpip; elde ederiz. p‘nin izi hala 1°dir (iz her bazda hesaplanabilir).

tr(p) = Ezpl eJ|¢ d) |ej Zpl Yi |eJ e}l'vb)
tr(p) = mew )= Zpl =1

(1.86)
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burada son fakat ilk adimda tamlik bagmtisint kullandik. Ama karisik bir durum igin

p?’nin izi genellikle birden kiigiiktiir ve asagidaki gibi gosterilebilir;

tr(p) = Z Z pivjler|pipjler) = z pipj{er i) (w: | N w;|ex)

k ij ijk
tr(p) = ) pHiledelpd = ) pt <1 (187)
ik i

Burada esitlik sadece p; bire esit ve digerleri sifir oldugu zaman, diger bir deyisle saf bir

durumda uygulanabilir. Béylece karisik durum igin tr(p?) < tr(p) olur [6,9].

1.5.4. Yogunluk Matrisi Cinsinden Kuantum Mekanigi Postulatlar

Yogunluk matrisi formiilasyonunun avantajinin agik bir sistemin tanimini saglamak
icin Oncekinin becerisinde yatan durum vektorii tanimlamasi iizerinde oldugunu gordiik.
Bunun nedeni ise: bizim sistemimizin ilgisi genellikle ¢evreyle iliskili olan bir alt sistem
olmasindandir. Bu durumlarda, sistem altindaki inceleme ile bir vektor ortakligr miimkiin
degildir. Yogunluk matrisi, diger yandan, hem kapali sistem hem de acik sistem ile ilgili
olabilir. Bu ylizden, kuantum postulatlarint yogunluk matrisi bakimindan yeniden formiile

etmek gereklidir.

1. Bir kuantum sistem bir birim ize sahip pozitif bir islemci olan ve sistemin durum
uzay1 uizerinde etki eden, p yogunluk matrisi tarafindan tamamen tanimlanabilir.

2. Kapali bir sistem birimsel olarak gelisir;

p(t) = U(t, t)p(t)UT(t, t5) (1.88)

3. Bir o6l¢iimiin ¢iktist istatikseldir, sadece miimkiin ¢iktilar1 islemcisinin 6zdegeri

An 1 temsil ettigi gozlenebilir ve bu 6l¢iimiin olasiligi ise;

P(m) = tr((pmY)W19)) = [{pm [h)I? (1.89)

ile verilir.
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p = % pi| WX, |’li bir karisik durum igin, agik¢a su sekilde gozlenebilir:
PO = ) pil@ml9)* = ) pildmlpildm) = (Smlplgm) 90

Bununla birlikte, son ifade tr(p|¢pm){dm|) = tr(pB,) ‘e esit olur burada
P, = |omNXDm| » |Pm) 0zdurumu i¢in izdiisiim islemcisidir.

4. Sistemin 0l¢lim sonrast durumu sdyle verilir;

1
= — 191
PUm) = 5 [9m )bl D1 P )| (1.99)

Her durum postulati gibi, 6l¢iim sonrasi durumun da asagidaki gibi verildigine
dikkat edelim;

Pl Pulp)
JWIRZYY  Pm

(1.92)

1.5.5. indirgenmis Yogunluk Matrisi

Daha 6nce bahsedildigi gibi ¢ogu kez, ilgili sistemimiz A birbiriyle etkilesen daha
bliylik bir sistemin bir pargasidir. Kuantum koordinat iligkileri ilgili sistemimiz i¢inde var
olan gevre ile etkilesimin bir sonucu olarak ¢oziilecektir. Eger sistemin geri kalani (A+
cevre B olarak etiketleyelim) yogunluk matrisiyle tanimlanirsa, A’nin 6zellikleri gevrenin
izi lizerinden kismi iz almarak elde edilir. Indirgenmis yogunluk matrisinin temel kavram-
larin1 bir bitlik sistem olan A ve ayrica bir bitlik sistem olan B ile gosterecegiz. Sadece A
sistemi iizerinde Ol¢lim yapmak istedigimizde gdrmek icin, birlesik (A+B) sistemde bir
lgiim yapmus gibi islerin nasil degisecegi, tek bir yogunluk matrisi p4Z tarafindan tamm-

lanan A sistemi i¢in indirgenmis yogunluk matrisi su sekilde tanimlanir;

p? = trg(p*?) (1.93)

burada trg, B tizerindeki kismi izdir, su sekilde tanimlanir;
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tr(la;Xaz| & |b1){bz|) = |a;az|tr(|b1){b;|) (1.94)

burada {b,, b,} B’nin (saf) durumlaridir. Simdi,

trlba)(bsl = ) (ilby)bali) = (b lby) (1.95)

Indirgenmis yogunluk matrisinin A sisteminin icin istatistiksel uygun dl¢iimii sagladigin
gorecegiz. Neden birlesik sistemle ugrasirken kismi ize ihtiyacimiz oldugunu cevaplaya-
lim. M, sistem A'da gozlemlenebilir olurken, M, AB sisteminde yapilan ayni 6l¢iim olur.
M =M ® I oldugunu gosterecegiz. Bizim birlesik sistemimiz |m) ® |y) durumunda
verilmis olsun, burada |m), A’nin bir 6zdurumu ve |y) keyfi bir B durumudur. Birlesik
sistemde bir 6l¢glim yaptigimiz varsayalim. Eger B, , M’nin 6zuzayi iizerindeki |m) igin

izdiisiimiidiir. M i¢in izdiisiim P,, ® I olsun. Bdylece,

1\7I=Zum®IB=M><IB (1.96)
m

olur. p, veya p,p ile 6lgiim sonucunu hesaplayip hesaplamadigimizda ayni sonucu alma-

liy1z, ve suna sahip olmaliy1z;

tr(paM) = tr(papM) = tr((M ® I5)pas) (1.97)
Eger p, = trg(pyp) alirsak, yukaridaki denklem saglanir.

1.5.6. Schmidt Ayrismasi1 Yontemi ve Schmidt Sayilari

H, ® Hp birlesik uzayindaki keyfi bir vektor agikca H, igin {|q§f‘)} ortonormal bir

baz ve Hp igin {|$Z)} ortonormal bir baz cinsinden ifade edilebilir.

)= > Ciuldt) @ 16f) (198)
Lu
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C;, 'nin katsayilar1 genelde komplekstir ve pi‘“ei‘piv# formundadir. Eger H,, m boyutlu
ve Hp, n boyutluysa bu birlesik sistem mn boyutludur.
Schmidt ayrismasi bize, genellikle {|¢>LA)} ve {|q§ﬁ>} bir baz ¢iftini bulabilecegimizi soyler.

Dolayisiyla biitiin ¢arpma terimleri |1) agiliminda yok olur ve sonra;
¥) =Z\/EI¢7?“)® |9 ) (1.99)
i

ifadesine sahip oluruz. Yani tiim \/E katsayilar1 gergektir ve uzaym boyutu min(m, n)’dir.

|$§> =2u Ci,u|¢5> ifadesini tanimlayalim. |y) = Zd(i)?‘) ® |(Eé) olmak tizere |¢711§> seti
ne ortogonal ne de normalize olmayabilecegini belirtelim. Ancak, genelligi kaybetmeden

|$l;1) bazin1 p, nin bu bazda ortogonal olacak sekilde segebiliriz. Boylece,
pa = Z pi o Nof| (1.100)
i

olur. Ancak p, ‘y1 birlesik sistemin yogunluk matrisinden ifadelendirilmis indirgenmis bir

yogunluk matrisi olarak hesaplayabiliriz.

Pa = trgpap = tTB(W)AB AB(¢|) (1.102)
=t | Y (197) ® 167)) (871 ® (7))
ij

= > (0!)@f1) r(FENFPT) = (19 )8} (@F 1))

burada, tr(|pE)(PE|) = (PpE|@pE) ifadesini kullandik. Bununla birlikte, p, igin (??) ifadesi

kullanilir. Sonugta;

D plet)et1 = ) (i) ef1) (@F167)) (1.102)
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elde edilir. Bu ise (df;? |<$?) = p;6;,joldugunu gostermektedir. Diger bir deyisle, yeni baz
ortogonaldir. w # 0 oldugunu varsayalim.

Bu durumda olacak sekilde normalize edebiliriz ve;

) o 5 (1.103)
|6F) @m )
[Y)ap = Z pi |P)a ® |PE) (1.104)

yazilir. pg’yi elde etmek almak i¢in A iizerinde kismi iz alabiliriz;

pe = tra(|Yas)XPasl) (1.105)
= e | Do (162)(f1) ® (FE)@F1)
Lj
ps = ) piloP) P

olur. Bu bize gosterir ki p, ve pg’nin sifir olmayan 6zdegerlere sahip oldugunu gosterir.
Bu H, ve Hp Ozdegerleri sifirdan farkli olabilecek ayni boyuta sahip olacagi anlamina
gelmez. p, ve pg’nin sifir olmayan 6zdegerleri Schmidt Sayisi olarak bilinir. Eger bir du-

rum ayrilabilir ise, Schmidt sayis1 1°dir.
1.5.7. Aritma

Bize bir karigik durum veren saf bir durumun kismi izinin alinmasini gérdiik. Bunun
karsitinin da dogru oldugu ve karisik durum yogunluk matrisini veren bir kismi iz durumu-
na sahip bir saf durum yogunluk matrisini bulundugu siire¢ aritma olarak adlandirilir.
Pa = 2ok P |[Wi)XWk| , H4 Hilbert uzayinda A’nin yogunluk matrisi olsun. Ikinci bir Hil-
bert uzay1 H sunalim ki H, ile ayni1 boyutlara sahip olsun.

ly) = ZMW ® |bi) (1.106)

k
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Ifadesini tanimlayalim. Burada {|¢,)} , H ‘de ortonormal bir bazdir. Bu durumda,

trg|P)(| = trp Z VPP W) a althi] @ |Pk)p (il (1.107)
Kkl
= JBnilida Al beldm)
k,l

= > VPepiliida sl S = ) piclbida = pa
k,l k

elde edilir [7].

1.6. Coklu Kubit Durumlari ve Kuantum Kapilari

1.6.1. Birlesik Sistemler

A ve B’nin birlesik bir sistemin iki alt sisteminden olustugunu varsayalim. A’nin
Hilbert uzay1 #, ve B’nin hilbert uzay1 Hy olsun. Birlesik sistemin uzayr H, & Hy =

H,p olsun. {|a),}, H, ‘da bir baz ve {|B)g}, Hp’de bir baz olsun. H,p bazinin bilesik

seti {|a, B) 45} olarak tanimlanir. Baz igin ortonormallik iliskisi,

ala’, B'la, BYap = 80 0p pr (1.108)

olur. Bu birlesik uzayda bilesik sistemin {lizerinde etki eden, M, @ Ny olmak {izere bir

islemci tanimlayalim;

My @ Npl¥p, @)ap = Mal)a ® Nplo)p = Z(MA)lp,ala>(NB)<p,B|.B> (1.109)

olur. iki kubitli sisteme bakalim. Klasik bitler 00,01,10 ve 11 gibidir. Iki kubit i¢in kuan-

tum durumu ise;

[) = g0[00) + @01|01) + a10|10) + a14]11) (1.110)
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olur ve olasiliklar toplamu,

lagol? + a1 |? + lago|? + |ay [ =1 (1.1112)

olmalidir. 11k Kubiti dl¢tiigiimiizii ve 0 buldugumuzu varsayalim (|agg|? + |agy|? olasilik-

la). Bu durumda 6l¢iilen durum,;

00) + 01
') = o )2 o1 | 2) (1.112)
\/|0500| + |aoq|

olur. Her iki kubit durumunun, tek bir kubit durumunun {iriinii olarak yazilamayabilecegine
dikkat edelim. Bu tiir durumlarin 6zellikle 6nemli bir kiimesi Bell durumlar: olarak bilir ve

asagidaki gibi verilir;

[¥+) = W (1.113)
lp-) = w (1.114)
[¥4) = % (1.115)
l¥-) = w (1.116)

Yukaridaki durumdan birinin ilk Kubitini 6l¢tiigimiizii varsayalim, yani, |1, ) olsun. Eger
Olglimiin bir sonucu olarak 0 bulursak, bu sadece |01) bileseninden gelebilir, bu bilesen
sistemin normallestirilmis O6l¢lim sonrasi hali olacaktir. Ancak, bu 6l¢limiin bir sonucu ola-
rak, 6lgmememize ragmen, ikinci kubitin durumunun |1) oldugu belirlenir. Bu 6lgiim so-

nuglarinin korelasyonudur. Bu durum dolaniklik olarak bilinir [7,8].

1.6.2. Iki Kubit Uzayinda Matris Bazi

Goriiyoruz ki, bir kubit igin C? Hilbert uzaymda durumlar, bir siitun vektorii ile ta-

nimlanabilir. Bu uzayda miimkiin bazlardan biri, hesaplamali baz:
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10) = ((1)) ve 1) = ((1)) (1.117)

olur. Daha yiiksek boyutlar i¢in bir baz tanimlamasinda bu kullanilabilir. Ornegin, iki kubit
durumu i¢in hesaplamali baz, bir kubit baz durumunun {iriinii olan matristen asagidaki gibi

elde edilir:

1

00)=10)®10) = (}) (5) = (L.118)
0
0

01)=0) ® |1) = ((1)) ((1)) =2 (1.119)
0
0

110)=10) ® |0) = ((1)) ((1)) =9 (1.120)
0
0

=mem=3)) =9 (L.121)
1

Bu n-kubit i¢in genellestirilebilir ve bir n-kubit durumu;
lag, @y, .., an-1) = |a;) @ |az) ... |ay) (1.122)

olarak tanimlanabilir. Burada her a; katsayisi 0 ya da 1 degerini alir. Boylece bir durum
eszamanli olarak 2™ durumun lineer bir kombinasyonu olabilir ve 2™ miktarda bilgi icere-
bilir. Ancak, daha sonra bu bilgilerin gogunun gizli kaldigin1 ve 6l¢iimiin sadece n-kubitlik
bilgiyi aci8a ¢ikardigini gérecegiz.

Olgiim kuantum bilgi bilesenleri icin olduk¢a dnemlidir, ¢iinkii klasik teorinin aksine
sonuglar olasiliksal olabilir. Yukarinda tanimlanan 6l¢iim cihazlarimizin basitge hazirlan-
dig1 hesaplamal1 bazda 6l¢timden sik sik bahsediyoruz. Ancak, Hilbert uzayinda bir bazin
sadece hesaplamali olmasina gerek yoktur. Her vektor seti bir baz formunda keyfi bir du-
rum agisindan ifade edilebilir. C?’de |0) ve |1) durumlari hesaplamali bazda tanimlayabili-
riz. Ancak, genel bir a0 + 1 durumumuz varsa, bu baz iizerinde tekrarlanan bir 6lgiim

bize |a| ve |B| hakkinda bilgi verebilir ama her goreli faz durumu ile iki kompleks katsayi
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hakkinda bilgi veremez. Eger, bununla birlikte, bu durumun bir dl¢iimiinii kosegen baz

olarak adlandirilan ve {% G) ,%(_11)} olarak alman baz vektorleri lizerinde yaparsak,

goreli faz hakkinda bazi bilgileri iyi bir sekilde ortaya cikartabilir.
1.6.3. Tek Kubit Kapilari

Kubitlerin, klasik bitlere uyan gerekli mantik elemanlarini, yani, bir kuantum durumu
tizerindeki etkilerin ayn1 Hilbert uzayinda diger bir durumu veren mantik kapilarini tartisa-
lim. Durum, bazi evrensel mantik kapilarini insa ederken ihtiya¢ duydugumuz (NOR ve
NAND gibi) ve her boole fonksiyonunu ifade edebilen klasik duruma ¢ok benzer. Kuan-
tum bilgisayarlar1 ayn1 zamanda, sadece birkag¢ kap1 elamanina ihtiyag duyar. Bu klasik ve
kuantum arasindaki ¢ok belirgin bir farktir. Kuantum diinyasinda, durumlar birimselligi
gelistirir (6lglim zamaninin beklenmesi) ve bu nedenle, kapilar onlarin birimsellik ve tersi-
nir islemcilerini gergeklestirmelidir. (Klasik hesaplama ayn1 zamanda, kapilardan biri, ya-
ni, NOT kapist tersinirdir ama hepsi degil.)

Klasik bilgisayardaki gibi, giris ve ¢ikis i¢in kayit yapilir. Bu kayitlarin depolama
kapasiteleri durumlarin lineer kombinasyonlaridir. Hesaplama yapilirken, kahin (ancilla)
olarak adlandirilacak bazi ek kayitlara ihtiyacimiz olacaktir. Birim islemciler bir kuantum
durumunun birimini Korur.

Tek kubit durumunun Bloch kiiresi olarak adlandirilan birim kiirede geometrik ola-
rak tanimlandigini tekrar edebiliriz. Birim islemciler bir vektoriin uzunlugunu kapsadigin-
dan, bu islemciler Block kiiresi tizerindeki bir noktay1 ayni kiire iizerindeki diger bir nok-
taya alir. Bunun anlamui, kiire tizerindeki kati dsnmeleri ve kiire iizerindeki yansimalar ko-

a

B

a .
rumunu veren ( '3) durumunda gergeklesecektir. Islemcilerin durumlar {izerindeki etkileri

runur. Matris gosterimi agisindan, durum asagidaki gibidir: Ciinkii islemciler ( ,) bir du-

2x2’lik bir matris olarak verilecektir.
U= ei“exp(—ier’i +6/2) (1.123)

ifadesi 2x2’lik matris formunda tanimlanabilir. Burada a ve 6 reel sayilardir, i uzayda bir

birim vektordiir ve g ise Pauli vektor bilesenidir.



35

0 1

Ox = (1 O) (1.124)
0 —i

o= 3) (1.125)
1 0

0, = (0 ! (1.126)

Bunu kanitlamak i¢in, agagidaki adimlar1 izleyelim. Matris asagidaki gibi olsun:

a b

U= (C d) (1.127)

Burada a,b,c,d genelde komplekstir. Herhangi 2x2’lik bir matrisin, birim matris I ve yuka-
rida verilen Pauli matrislerinin lineer bir kombinasyonu olarak yazilabilecegine dikkat ede-

lim. Matris
U= uol + U410, + uzo-y + Uso, (1128)
olarak yazilir. Ifade asagidaki gibi genisletilir.

UUT = (Jugl? + [ug|? + lup? + lus|DI (1.129)
+uoui + uguy + i(uus — uzuz)lo,
+uou; + ugu, + i(uzu; —ujuz)joy,

+ugus + uyus + i(uu; — uyui)lo,

Burada 7 = I ve 0,0; = i€;j 0y iliskilerinin kullandik. Bu ifadenin birim matris olmasi

icin, ifadeler asagidaki gibi olmalidir;

[uol? + lug|? + luz|? + us)? = 1 (1.130)
Uouy + uguy + i(uyus; —uzuz) =0 (1.1312)
Uouy + ugu, + i(usu; —uquz) =0 (1.132)
uous + ugus + i(uu; —uyui) =0 (1.133)

Bu denklemler, asagidaki ifadeleri secersek karsilanabilir;
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uy = e'®cos(6/2) (1.134)
u, = —ie'*sin(6/2)n, (1.135)
u, = —ie'*sin(6/2)n, (1.136)
u; = —ie'*sin(8/2)n, (1.137)

burada nj +n3+ nZ = 1 olur. Klasik NOT kapisi tersinir bir kapidir. Bunun kuantum

karsiligr, |0) durumunu |1)‘e dondstiiriir ve bu tersine siireci Pauli o, matrisi saglar. Bu

kapi bir X-kapisi olarak adlandirilir ve bu kapinin matris temsili ise;

X:0,= (‘1) é) (1.138)

ile verilir. NOT kapisi klasik bilgisayarda miimkiin olan, tek kubit kapisidir. Ancak, kuan-
tum durumlarin dogasi geregi, burada diger olasiliklar da vardir.
Bu bir faz kapisidir. Faz kapisi |0) durumu {izerine etki ederek onu degistirmez ancak |1)

durumuna etki ettiginde —|1) durumunu verir.
Faz Kapist:  |0) — |0) [1) - —|1) (1.139)

Matris gosterimine uyan iglemci Pauli o, matrisi tarafindan verilir ve bu kap1 Z-kapis1 ola-

rak bilinir.

Z:0,= ((1) _01) (1.140)

Genelde, tek kubit durumlari i¢in segici bir faz islemcisinden bahsedilebilir. Bu segicilik

|0) durumunu degistirmezken, |1) durumu ¢’nin bir fazini verir.
|0) > ]0) 1) - e'°|1) (1.141)

bu ifadeye uyan matris gosterimi;

P(p) = ((1) e?(,,) (1.142)
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olur. Z-kapis1 ¢ = m ile yukaridakilerin 6zel bir durumudur. Burada kuantum hesaplama
i¢cin 6nemli birka¢ 6zel faz durumu daha vardir, bunlardan biri T-kapisidir ve ¢ = /4 igin

matris gosterimi;

1 0
= - 1.14
T Kapst (0 em/4) ( 3)

olur. Ilging bigimde, bu kap: ayrica /8 kapist olarak bilinir, bu terminolojinin nedeni,

eger /s ‘in genel bir faz faktoriini gotiiriirse, kapinin yapisi

T o e—i77:/8 0
3 Kapist : = ( 0 ei"/g) (1.144)

gibi olacagindan dolayidir. Diger olasiliklar bir yiizeyde dénmeyi icerir. Ornek olarak z-

ekseni etrafinda donme islemcisi

cosfd —sinf
(sinH cos @ ) (1.145)

dénme matrisi ile verilir [7,8].
1.6.4. Hadamard Kapis1

En 6nemli tek kubit kapilarindan biri de bir Hadamard kapisidir ¢iinkii bu kap1 |0) ya

da |1) kubitleri tizerine etki eder ve onlar1 asagidaki gibi karistirir;

_0F gy Ly 2102 (1.146)
7 2

10) > | +)
Gordiigiimiiz her durum Bloch kiiresi tizerinde farkli bir konuma sahiptir.
Hadamard kapisinin tek Kubit durumu iizerinde ekvator yiizeyinin bir yansimasi seklinde
izlenen y-ekseni tlizerinde /2 kadar dondiiriilebilir. Bir doniiste, donme yoniiniin saatin
tersi yoniinde alindig1 hatirlanabilir. Boylece /2 ile y-ekseni etrafinda bir doniis verildi-

ginde, |0) ve |1) durumlar sirasiyla | +) ve | —) konumlarina gelir ve bunun i¢in de Ha-
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damard kapisi gereklidir. Ancak, Hadamard kapisinin | +) durumu iizerine uygulandiginda
|0) durumunu vermesi ve ayni sekilde | —) durumu tizerine uygulandiginda |1) durumunu
vermesi gerekir. Ancak, yukaridaki doniis bu iki konumun yerini alir.

Ekvator diizlemindeki yansima, o diizlemdeki durumlar1 etkilemeden bu ikisi i¢in dogru

konumlar verecektir.

Yansima

—
——————— , =~ "
=)
Sekil 2. Hadamard Kapisinin Block Kiiresi lizerinde gosterimi
Hadamard kapisinin matris gosterimi asagidaki gibidir [6,9].
Lo (1.147)
H kapist .—5(1 _1) .

1.6.5. Iki Kubit Kapilar

Klasik hesaplamada NAND kapis1 evrensel kapi olarak etki eder ve her boole islem-
cisi tek basina NAND kapis1 kullanilarak gerceklestirilebilir. Ayn1 sekilde, tiim kuantum
islemciler tek basina bir iki kubitlik kap1 ve tek kubit kapilarinin bir alt kiimesi kullanilarak
keyfi hassasiyet derecesiyle gerceklestirilebilir. Ikili kubit kapisi, Kontrol NOT ya da kisa-
ca CNOT kapist olan, evrensel kapi setinin bir tiyesidir. Bu kap1 iki girig alir; bir kontrol
ve bir hedef. Kontrol bit 0 oldugunda, hedef bit degismeden kalacaktir ama kontrol bit 1
oldugunda hedef bit ¢evrilecektir.
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a S a =a
D /
b D b

Sekil 3. ki kubit {izerinde CNOT kapisi

Boylece kontrol kapisinin etkisi asagidaki gibi olur;

|0} ® |b) — |0) & |b)
- (1.148)
11) ® |b) - |0) ® |b)
burada b, b’nin tamamlamak icin kalir. Iki kubit icin baz olan hesaplamali baz ile, CNOT

kapisi i¢in matris gosterimi;

100 0
010 0
000 1 (1.149)
0010

olarak verilir. Daha 6nce Bell bazindan bahsettik. Bir hadamard kapis1 ve bir CNOT kapisi

kullanan kuantum devresi tasarlayabiliriz.

|1) ——— H

100) — [11)
V2

0)

€

Sekil 4. Bell durumundaki bir kuantum devresi
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CNOT kapisinin Bell durumu igin dolaniklik sagladigina dikkat edelim. |1) @ |0) ile

|0)—|1)
V2

baslayan ilk durumu bir hadamard kapisina maruz biraktik. Bu kontrol bitini duru-

muna ¢evirir. Boylece, iki kubit durumu % (]00) — |11)) ile verilir, hala ¢carpaniara ayri-
labilirdir ve dolayisiyla dolanik degildir. Ancak, CNOT kapis1 bu iki kubit durumu i¢in
uygulandiginda Bell durumu % (]00) — |11)) halini alir. Ciinkii ilk terim degismediginden

ikinci terim kontrol biti 1, hedef ise O olur. Bir ikili kubit kapist kullanigl bir SWAP kapi-

sidir ve iki durumu temsil eder:

Uslh) @ |9) = |9) @ [) (1.150)

Bu kapinin iglemci gosterimi,
Us = |00)(00] + [01)(10| + [10){01] +|11)(11| (1.151)

olur. Kapinin sematik diyagrami asagidaki gibidir [7],

Sekil 5. Bell durumunun sematik gdsterimi

1.6.6. U¢ Kubit Kapisi

Bazi ii¢ kubit kapilart cok gerekli olmamasina ragmen, yine de bir sekilde tanimlana-
bilir. Kontrol-Kontrol NOT ya da CCNOT kapis1 diye bilinen bir kapi, iki kubiti kontrol
ve Ugtincli kubiti hedef olmak tizere ti¢ kubite sahiptir. Bu durumda hedef biti sadece her
iki kontrol biti 1 oldugu zaman dondiiriir. Bu kap1 geri ¢evrilebilir ve klasik kapilarla taklit
edilebilirdir. Ancak, bu klasik durumlardaki uygulamalarda ¢op birikimi nedeniyle kullani-
lamaz. Bu kap1 ayrica Toffoli Kapisi olarak bilinir. Bir CCNOT kapis1 asagidaki gibi gos-

terilir;
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a * a=a
b 7'y b’=b
c C) c'=c@ab

Sekil 6. Toffoli Kapisi

Bu gosterimde @ sembolii 2 modiil ekleme iglemi i¢in konulmustur. Bu kapi igin iglemci

temsili;

Ucenor = [00)00] + |01)01| + |10){10] @ I +|11){11| ® X (1.152)
olur. Burada islemci yukaridaki islemin yazili oldugu sirada ii¢ Kubit iizerine etki eder,
yani, AND sadece 1 alani hedeflerini iizerine isler. Daha sonra sadece hedef bit dondiirii-

liir. Toffoli kapisinin gercek tablosu asagidaki gibidir;

Tablo 1. Toffoli kapisinin ¢aligma durumu
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CCNOT kapisinin matris gosterimi ise, 8x8’1i bir matris ile verilir;

1 000000 0
(01000000\’
0010000 O
joo0o0 1000 0] (1.153)
0000100 0]
k00000100
00000001/
00000O0O0T1O0

Yine bir bagka ii¢ kubit kapis1 kullanigh kontrol Swap (CSWAP) kapisidir. Bu kap1 eger
kontrol bit 1 ise, iki hedef bitini degistirir. iki es deger sematik kap1 gdsterimi asagidaki
gibidir;

Sekil 7. CSWAP kapisi

Bu kap1 ayrica Fredkin Gate olarak bilinir. Fredkin kapisinin gercek tablosu asagidaki gi-
bidir;

Tablo 2. CSWAP (Fredkin Gate) kapisinin ¢aligma durumu

a|b|c|ad|b|Cc
o|jo0o|j0O0|0]O0]|O
o|0|1|0]0]1
oj1|0|0]1]O0
0 1 1|0 1 1
1100210/, 0
1 0 1 1 1,0
1 1 0 1,0 1
1 1 1 1 1 1
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1.7. Kuantum Bilgi ve Hesaplamada Kuantum Devreleri

Baz1 kapilar boole islemcileri tarafindan ifade edilebilen “Evrensel Kapilar” olarak

diistintilebilir. Bu baz1 evrensel kapi setleri asagidaki gibi ifade edilir [7];

1. Tim tek kubit kapilar1 ve CNOT kapisi
2. CNOT, Hadamard, T kapis1 ve X kapisi
3. Toffoli ve Hadamard

Bir kuantum devresi girdileri, bu girdileri kuantum devreye maruz birakmayi, ¢ikti
almay1 ve ¢iktinin 6l¢iimiinii yapmayi igerir. Devre, kuantum kayitlar {izerinde, kuantum
islemcilerin ardasik uygulamalarini olusturur. Kuantum kayitlar genelde, kuantum durum-
larin lineer kombinasyonlaridir. Semada kuantum devreleri, klasik bir devrede tellere ben-
zeyen diiz cizgiler ile baglanirlar. Bununla birlikte, semada islem sagdan sola dogru bir
yol izler. Baglant: fiziksel tellere ihtiya¢ duymaz ancak fiber baglantilara ya da kablosuz
baglant1 elemanlarina ihtiya¢ duyar. Kapilar iglerinde sembollerin bulundugu bloklarla
temsil edilir. Klasik devrelerin aksine, dongiiye yani geri bildirime izin verilmez diger bir
deyisle, mantik akis1 tek yonliidiir. FAN-IN islemcisi (kapinin tek bir ¢ikisa yol agmak i¢in
birden fazla girdi aldig1 durumlarda) geri gevrilebilir olmayan islemlere izin vermez. Ayni
sekilde FAN-OUT islemcisi de (bir ¢ikigin birden fazla yiike bagli oldugu) esas olarak
ayni ¢iktinin kopyalanmasi, Kopyalama Yok Teoremin ihlali anlamina geleceginden, buna

izin vermez. A¢ikca belirtilmedigi siirece, kubitler hesaplamali bazdadir [7,9].

1.7.1. Klasik Mantik Kapilarimin Uygulanmasi

NOT kapisi basitce, bir X-Kapisi olarak temsil edilir. XOR ya da eklenen 2 modiil,
sadece hedef kayitta ¢ikt1 olan iki girdi igin XOR un sonuglar1 ile CNOT kapisidir. iki al-
ternatif devre, asagidaki XOR kapisini liretmek i¢indir ve biri icin CNOT digeri i¢in ise
CCNOT kapssi kullanilir.

Sekil 8. NOT kapisi
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CCNOT kapisini kullanan klasik AND gosterilebilir. Burada iki girdi, iki kontrol bi-
tidir. Hedef baglangigta bit 0 olarak ayarlanir, boylece AND isleminin sonucu hedef kay-

dinda ortaya cikar.
a a
b b
0 C) 0@ab=ab

Sekil 9. CCNOT kapist

Bir Half-Adder ve Full-Adder devreleri i¢in, kuantum devreleri verelim. Half adder
durumunda, iki tek bit, bir kayitta eklenmenin sonucu ve sadece eklenen her bir bit 1 oldu-
gunda, bir bagka kayitta depolandiginda ortaya ¢ikan olasi bir tagima sonucu eklenir. Devre
bir CCNOT ve CNOT kapis1 kullanir.

Hedef bit, baslangicta 0 olarak ayarli kaynagin taginmasi sonucundadir. Toplam
kontrol kayitlarinin birinin i¢inde ki ¢iktidir. (hedef ve CNOT kap1 kontroliinii degistirerek
ikisini birden kullanabilirdik).

a a a
b b bda
W (toplam)
0 b 0@ ab = ab
(tasinan)

Sekil 10. CCNOT ve CNOT kapilarinin bir kuantum devresinde kullanimi

Full-Adder devresi 6nceki adimdan c; ile beraber a; ve b; iki bitine sahiptir. Toplam,
ilk iki bitten birine gére depolanirken, bir sonraki seviyeye c; 1, baslangicta 0'a ayarlanan

bir kahin (ancilla) bitinde depolanr.
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C; Ci

ai a a;

b b b @ a;
(toplam)

0 () C) Ci+1
(tasinan)

Sekil 11. Full-Adder devresi

1.7.2. Kahin (Oracle)

Kuantum hesaplamanin gerekli bir bileseni Kahin (Oracle) olarak bilinir. Bir kahin
Klasik bilgisayardaki bir altyordama ihtiya¢ vardir. Benzer bir yolla, bir bilgisayarda bir
fonksiyonun hesaplanmasi, bir kahin tarafindan yapilir ve fonksiyonun hesaplanmasi igin
birim dontisiimler hakkinda bilgiye sahip olmak gerekir.

Kahin, girdi olarak islevin hesaplanmasi i¢in gerekli verileri alan ve islevin degerini
baglangigta |0) ifadesine kadar olan bir hedef kayit defterine veren bir kara kutu gibidir.
Burada dikkat edilmesi gereken bazi noktalar vardir. ilk olarak, paralellik sayesinde kahin
girdilerin biiyiik bir sayis1 i¢in fonksiyon ayni anda hesaplanabilir. Bunun yaninda, fonksi-
yonun bir Ol¢limii yapildiginda, hesaplanan fonksiyonlar arasindan rastgele bir ¢ikt1 alina-
bilir. Girdi yazmac filtrelenmis isleve karsilik gelen tiim bu durumlarin dogrusal bir kom-
binasyonunu igerebilir. Ayrica, eger hedef yazmaci 1’e ayarlanirsa, fonksiyonun kendisi

yerine fonksiyonun tamamlayicisi alinabilir.

|x) ——— — [%)

ly) — —— ly® ()

Sekil 12. Kuantum devresi lizerinde bir Kahin (Oracle) gosterimi
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Bir 6rnek olarak, herhangi bir n-kubit girigsine karsilik gelen belirli bir islevi hesap-
lamak istedigimizi varsayalim. |00 ...0) = |0)®" olarak kurulan bir giris yazmaci ile bas-
layabilir. Bu bos durumlarin her biri bir Hadamard kapis1 vasitasiyla gegilirse, n-kubitli baz

durumunun diizgiin dogrusal kombinasyonunu asagidaki gibi buluruz [7];

10)+11) _ [0)+]1) [0)+]1)

n — N
|0) 10) ® 0) ... |0) 7 ® N A

=\/%Z""

(1.154)

Eger bu kehanette beslenirse, fonksiyon n-kubit hesaplamali bazinin tim durumlari igin

eszamanli hesaplanabilecektir.
1.7.3. Bir Kuantum Yazmacmin Durumu

Klasik bir Turing makinesinde, bir yazmacin durumu herhangi bir zaman da sabitle-
nir. Ornek olarak, eger 3 bitlik bir yazmag diisiiniirsek, durumlarin her biri: 000, 001, 010,
011, 100, 101, 110 ve 111 olabilir. Kiyas yoluyla, n-bitlik bir klasik yazmag, 2™ degerleri-
nin biri tarafindan tanimlanan durumlarin herhangi bir aninda olabilir.
Aksine, n-bitlik bir kuantum yazmag tiim bu durumlarda ayni anda olabilir. Kuantum yaz-
macin durumu 2™ boyutlu kompleks uzayda bir vektordiir. Tek kubitin genel durumu {0,1}

baz vektorii agisindan asagidaki gibi yazilir:

Y1) = al0) + B|1) (1.155)

burada |a|? + |8|?> = 1 olur. Iki boyutlu Hilbert uzayinda bir vektdre bakilabilir. n-kubitin
genellemesi basittir. 2™ boyutlu kompleks vektoér uzaymnin belirtilen baz1 olan ket {ij},
keyfi bir |) ile asagidaki gibi ifade edilebilir;

2n—-1

lY) = 2 Wic|ix) (1.156)
k=0

burada wy, , k —‘inci baz durumu i¢in kompleks yiik faktoriidiir ve
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2n—-1

Z lwi|? = 1 (1.157)
k=0

ile verilir. Boylece n-kubit ile bir kuantum yazmag 2™ kompleks sayilarinin belirlenmesini
gerektirir. 2™ durumlarinin stiperpozisyonunun depolanan durumlarinin olasiligi ayni za-
manda iistel olarak biiyiik miktarda bilgi klasik bilgisayarin ayni boyutlu yazmaciyla karsi-
lastirildiginda bir kuantum bilgisayar belleginde saklanabilir.

1.7.4. Kuantum Paralellik

Bir hesaplama, bir x girdisini alip, bir f(x) ¢iktisin1 tiretmeyi gerektirir. Kuantum
bilgisayarda, bu islemler birimsel islemcilerle yapilir. Eger girdi n kubite sahip ve ¢ikti m

kubit olursa;
fx) ={0,1}" - {0,1}™ (1.158)

olur. Gergek hesaplamanin birgok yazmaci kullanmay1 gerektirmesine ragmen, n-kubitlik
bir girdi yazmact ve m-kubitlik bir ¢iktt yazmaci birlikte hesaplamanin siirecini gdsterece-

giz. Hesaplamanin siireci:

U{1x)nl0)m} = X0l f (X)) (1.159)

ile gosterilir. Burada |0),,, ¢ikt1 yazmacinin ilk bos durumunu gosterir. Bir U isleminin bir
girdi yazmaci tizerinde 2™ durumunun bir siiperpozisyonunu igermesi gerekir.
f(x)’in hesaplanmasi tek bir hesaplama adiminda yapilir ve f(x) degeri tiim girdi deger-

lerine uyar, yani;

u (Z"‘”O)) = Y IIFE) (1.160)

tim f(x) degerleri hakkinda bilgi igerir.
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Bu klasik paralel bir bilgisayarda olandan farklidir, burada islemler problemi hesap-
lamas1 birbirinden bagimsiz olarak yapilabilecek farkli boliimlere bolerek yapilir. Farkli
islemciler tarafindan boyle paralel hesaplamanin sonucu daha sonra sorunun nihai ¢6zii-
miine ulasmak i¢in birlestirilir.

Kuantum mekaniginde, paralellik bir seri makinedeki paralel hesaplamada oldugu
gibidir ve dogaldir. Fonksiyonlarin degerlendirmesi bir kahin tarafindan yapilir, bu kahin
esasen bir siyah kutudur ve bu siyah kutu Kklasik bir alt programa benzeyen hesaplama de-

taylarini gizler.

1.7.5. Dalga Fonksiyonunun Cokiisii ve Ol¢me Siireci

Bir f(x) fonksiyonu hesaplamasi yapildiktan sonra, verilen bir |x)’e uyan f(|x))’in
degerinin bilinmesi istenir. Klasik bilgisayarda, bu degeri ¢iktidan kolayca okuyabiliriz.
Deger okuma siireci herhangi bir sekilde ¢ikt1 yazmacini bozmaz.

Diger yandan, bir kuantum bilgisayarda, bunu yapmanin agik bir yolu yoktur, lgme
slireci yapilirken, gozlenebilir 6z ketlerden birinin 6l¢iilmesi sistemi bozar. |x) girdi duru-
mu, |wy|? olasilikla |i) durumunun gesitli durumlarmin lineer bir kombinasyonu oldu-
gunda, bir 6lgiim yapilir, |wy|? olasilikla f(|x)) durumu bulunur. Belirli durumun ne ol-
dugunun tahmin edilmesinin bir yolu olmadigi i¢in, durum, 6l¢iimiin bir sonucu olarak

¢okebilir. Durum rasgele bir girdili bir klasik bilgisayarda yapilan hesaptan farkli degildir.

1.7.6. Dolamikhk

Eger ¢ikt1 yazmacinin bir 6l¢limii yapilirsa, x = r olarak bilinen x girdi degerlerin-
den sadece birine uyan |f(x))’nin degerinin m kubitleri geri gelecektir. n-kubit girdi yaz-
maci bazi r ¢iktilarin1 veren x degerlerinin tiimiiniin bir siiperpozisyonuna sahip olacaktir.
Fonksiyonun bire-bir olmasi1 durumunda, r ¢iktisiyla sonuglanan x’in degerini alacaktir.
Kuvvetle bagli yani dolanik olan m bit ¢ikt1 yazmaci ve n bit girdi yazmaci gercekte yuka-
ridakinin bir sonucudur. Her iki yazmacin igeriginin bir 6l¢iimii yapildiginda, diger yaz-
magclarin igerigi karsilik gelen degere ¢okebilir. Bu durum, durumlarin birbirleriyle etkiles-
tigi ve sonu¢ durumlarini etkiledigi anlamina gelmektedir. Kuantum mekaniginin 6nemli

bir sonucu olan dolaniklik, kuantum bilgisayarda da ayn1 davranisi sergilemektedir.
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1.7.7. Kuantum Kopya Yok (No-Cloning) Teorisi

Her bir yazmacin 6l¢iimiiniin yapilmasindan 6nce, iki yazmacin birka¢ 6zdes kopyasi
yapilirsa, kopyalar {izerinde Ol¢iim siirecinin tekrarlanmasiyla ilgilendigimiz |x) durumu
icin f(x)’in degerini alabiliriz. Bununla birlikte, kuantum kopya yok (no-cloning) teorisine

gore, keyfi bir kuantum durumu kopyalanamaz [8].



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Programin Hazirlanmasi

Kuantum bilgisayarlarda hesaplama yapmak i¢in bulut erisim yontemlerinin kulla-
nimi yaygindir. Donanim olarak gelismis, biiyiik ve maliyetli yapilara sahip olan bu bilgi-
sayarlar i¢in iiretici olan firmalar bulut erisim yontemiyle bilgisayarlar {izerinde hesaplama
yapmak isteyen kullanicilara olanak tanimakta ve bilgisayarlarin gelismesine katki sagla-
maktadir.

Calismamizda bu bulut erisimini IBM-Q bilgisayar: lizerine yonlendirerek hesapla-
mamizi Python-3 temelinde hazirladik. Ubuntu’da Python-3 kurduktan sonra Qiskirt iize-
rinde APl-key yardimi ile IBM-Q baglantimizi kullanarak, IBM kuantum bilgisayarinda
hesaplama kabiliyetini test ettik.

Hamiltonyenin belirlenmesi

|

Yaratma yok etme islemcilerinin tanimlanmasi ve
kubitler tizerinde haritalanmasi

|

Problemin ¢6zimu igin kuantum devresinin
olusturulmasi

|

Devre optimizasyonu

|

Programin ¢alistirilmasi

|

Sonuglarin incelenmesi

Sekil 13. Calisma akis diyagrami
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Hamiltonyen hesabi i¢in gerekli olan XACC catisi altinda VQE bandini kurduk ve
ExaTENSOR (tensor cebrinin programda c¢alistirilabilmesi i¢in gerekli olan matematik
kiitiiphanesi [10] islemcisi altinda déteryum igin hamiltonyen hesaplarini gergeklestirdik.
Programi tamamlamak i¢in bulut erisimini sistem icerisine biitiinlestirip NQVM iizerinde

sanal hesaplamalarin, gergek kuantum bilgisayar ile uyumunu goézlemledik.

@ubuntu:~/Documents/xacc/python/examples$ python3 deuteronH2 taylan.py
-1.7488648395384407
[0.5944175451660157]
[12.25029, 13.298449795800014, 13.54563131606458, 12.965048607656563, 11.6196168

J1570089, 9.6551343513812, 7.284483371792636, 4.764560695013601, 2.36843904376210

a9, 0.3557753784359396, -1.055326962958848, -1.7119531462833297, -1.5429475359692
93, -0.5666245122865047, 1.111216175936417, 3.308754455749824, 5.787852956216252
, 8.279862887633517, 10.51473630641442, 12.25029]

Sekil 14. Déteron Hamilyonteninin ikinci durumu igin aldigimiz ¢ikt

2.2. Efektif Alan Teorisi

Yaklasik 1 GeV’den daha biiyiik kiitleli hadronlarin kompleks spektrumlarini yani
niikleon enerjilerini aciklayan diisiik enerji, niikleer fizigin ideal bir ¢aligma araci olarak
ortaya ¢ikmistir. Diislik enerji, hadronik fizigin efektif alaninin basarili bir uygulamasina
ornek olarak kiral (chiral) pertiirbasyon teorisini gosterebiliriz.

Efektif alan teorileri kuvvetli etkilesme fizigi ile ilgili bir standarttir. Ana fikir ilgili
serbestlik derecelerinin yaratan ve yok eden kuantum [11] kromo-dinamik alanlarin simet-
risi disinda ilgili en genel lagranjyeni olusturmaktir. Efektif lagrenjyenden ortaya ¢ikan
terimlerin sayisin1 sinirlandiran kuvvet ile a¢ilim semasini igerir. Pionun kendisini kendi
etkilesmelerinin agilimi i¢in kullanilan efektif lagrenjyen durumunda tipik momentum
kuvvetinde (p~m,;) p kiitlesi mertebesinde tipik hadronik skalaya boliiniir. Artan mertebe-
de dallanma diyagrami gerek iki tiirevi veya verteksdeki hafif kuark kiitle matrisinin bir
terimini igerir. Bir sonraki mertebede, dallanma seviyesinde dort tiirev islemcisinin hepsini
icerir ve ayn1 zamanda vertekslerdeki ilgili islemcilerin halka diyagramlarini vb. icerir. Bu
pertiirbatif a¢ilim kiral pertiirbasyon teorisi olarak bilir ve niikleon—pion etkilesimlerine
uygulanmaktadir. Bununla beraber niikleer fizige kiral pertiirbasyon teorisini uygulama

¢abalar1 bir takim problemlerin oraya ¢ikmasima neden olmaktadir. Ornegin bir 'Syve >S;
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niikleon niikleon (NN) sa¢ilma genliklerinde biiyiik sa¢ilma mesafeleri gibi zorluklarla
karsilagilmaktadir.

Pionsuz efektif alan teorisi ise ¢ok hafif ¢ekirdeklerin yap1 ve reaksiyonlarini tanim-
lamak i¢in kullanilir. Efektif alan teorisinin bu tiirii halo ¢ekirdekleri ve seyreltik fermi

gazlarini incelemek i¢in de uygulanmaktadir.
2.3. Osilator Bazinda Pionsuz Efektif Alan Teorisi

Pionsuz efektif alan teorisi su makalelerde [11,13] ayrintisiyla verilmistir. Pionsuz
efektif alan teorisinde nétronlar ve protonlar ilgili serbestlik derecelerine sahip olup ayril-
ma skalas1 pion kiitlesiyle verilir. Boyut analizini yapacak olursak momentum uzayindaki

niikleon niikleon (NN) etkilesimleri,

V(P P) = C; + Cr6,.3, (2.1)
VES(P', B) = C1q° + Cok? + (C3q% + C,1k?)6. 6,

6,+0, ,, - . .9 by, I
L2, (qu) + Co(01.9).(01.9) + C7(01.k).(01.k)

—iCs

ile verilir. Burada yaklasik P’ ve P sirasiyla giden ve gelen bagil rolatif momentumlar olup
momentum transferi igin § = P — P’ ve ortalama momentum icin k= (13’ + 13) /2 deger-
lerini yazariz. Disiik enerji katsayilar1 (LEC) C; olarak gosterilmistir. Zayif bagli doteron
ve daha siki bagl di-nétrondan dolay: tekli ve ti¢lii S dalgalarindaki biiyiik sagilma uzun-
luklar1 X = 40 MeV ile gosterilen baska bir kiiciik momentum skalasinin varligini ifade
eder ve bu Kaplan-Savage-Wise (KSW) kuvvet hesaplamasina yol agar. Tekli ve tg¢li S
kismi dalgalarindaki sirali terimlerin disiik enerji katsayilar1 1/mm yerine 1/X skalasiyla
verilen uygun sagilma uzunluguyla orantili olma durumu beklenmekteydi ¢ilinkii aksi tak-
tirde pion kiitle setleri skalay1 bozacakti. her iki S dalgasinin diisiik enerji katsayilarinin
dogal olmayan boyutlart onlarin, bir sonra gelen sirali terim diizeltmelerinin farkl bir ele
almisini gerektirir. Boylece bir sonra gelen sirali terimde girilen geri kalan etkilesmeler
boyut analizinde KSW hesaplamasiyla ele alinir. Bir sonra gelen sirali terim (NLO) pion-
suz efektif alan teorisi i¢in sadece sirali mertebe (LO) potansiyelli denklem (2.2) ve NLO
potansiyelleri denklem (2.3), S dalgalarini,
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Vain(1So) = C1g, = Cs —3Cr 22)

VAR(°S1) = Csg, = Cs + Cp

Vako(1Se) = C g, (B +F)
(2.3)

VO(381) = Cag, (P + P)

ile verilir. Pionsuz efektif alan teorisi doteronun baglanma enerjisinin yeniden elde edilme-

sinde ve N-N (niikleon niikleon) sagilmasi i¢in efektif menzil agiliminda kullanilabilir;

1 1

kcotSy(k) = —— + =rok? + -+ (2.4)
a, 2

Bu S dalgasinin sagilma genligi a, olarak ve efektif menzil degeri r,, olarak tanimlar. Pion-

suz efektif alan teorisi sirali terimde sa¢ilma uzunlugunu ve bir sonra gelen sirali terimde

efektif menzili verir.

V CE > o
=—— ) 7.7
J#Fl

(2.5)

2.4. Kuantum Bilgisayar Uzerinde Atomik Niikleonlarin Hesaplanmasi

2.4.1. Hamiltonyen ve Uzay Modeli

Pionsuz efektif alan teorisini kullanarak hazirlanan déteryumun Hamiltonyeni,

N-1
Hy= ) (I +V)n)al,a, 26)

nn'=0
olarak yazilir [14]. Burada islemciler al ve a, harmonik osilator S dalgasinin |n) duru-
munda bir doteryumu yaratip yok etme islemcileridir. Kinetik ve potansiyel enerjinin belir-

lenmesi igin tiiretilen matris elemanlari,
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3\ N,
(2n+—)6}} — n<n+—>6{{+1
Aw 2 2
(n'|TIn) = - (2.7)
3\,
—\/(n+ D (n+3)or
n'|VIn) = Vo6387 (2.8)

olur. Burada N boyut bazi i¢in, V, = —5,68658111 MeV ve n,n’ =0,1,..., N — 1 olur.
hw =7 MeV ve potansiyel bir mordtesi kesme olan A = 152 MeV degerine sahiptir. Bu

deger Q = 46 MeV olan bagli durum momentumundan iyi ayrilmistir.
2.4.2. VQE Algoritmasi

Varyasyonel kuantum 6zdeger ¢oziimleyicisi (VQE:Variational Quantum Eigensol-
ver) bir kuantum/klasik hibrit algoritma olup ¢ogu kez biiyiik H matrisinin 6zdegerlerini
bulmak i¢in kullanilir.

Bu hibrit algoritma klasik bir optimizasyon halkasinin igerisinde ¢alisan bir kuantum
alt programdir. Bu kuantum alt program iki temel adima sahiptir [15]:

e Kuantum durumunu hazirlanmasi |y (vec(6))

) (lp(vec(Q)) |H| 1/)(U€C(6))) beklenen degerinin dlgiilmesi

Varyasyon prensibi bu beklenen degeri saglar ve daima H’nin en kiiglik 6zdegerinden
daha biiyiik olur. Bu iligki bize bu 6zdegerin optimizasyon halkasinda calismasi i¢in klasik
hesaplamay1 kullanmamiza izin verir:

1. Anzast parametreleri vec(0)’y1 degistirerek beklenen degeri minimize etmek igin
lineer olmayan klasik bir optimizasyonu kullanmak,

2. Uygun deger bulununcaya kadar iterasyona devam etmek.

Pratikte VQE kuantum alt programlarinin vec(8) parametre setini baz alir ve uygun
bir baz da 6l¢iim serisini gergeklestirir.



55

2.4.3. UCC : Birimsel Ciftlenmis Kiime Yaklasimi

UCC (Unitary Coupled Cluster) yaklasimi kuantum kimyasindaki ¢iftlenmis kiime

yonteminin benzer bir yaklasimdir ve ¢ogu kez kuantum bilgisayarlariyla bir molekiiler

sistemin hesaplanmasina uygulanir. En sik kullanilan tercih UCC tekilleri ve ¢iftleri yakla-
stmidir ve

|1/)birimsel—CCSD) = U(é)lHF>

U(6) = exp (T(é) - Tf(é))

N 1
T(Q) = Z Hija;raj + Ez Hijkla;ra;r apa,;
ij ijkl

(2.9)

ifadeleri ile temsil edilir. Burada HF sistemi Hartriee-Fock durumudur. Bu yaklasim
cogu kez verilen bir molekiiler hamiltonyenin taban durumu i¢in iyi bir yontemdir. Ciinkii

molekiildeki elektron diizeltmelerinin varligini ¢ok iyi bir sekilde tespit etmektedir [16].

2.4.4. Kubitler Uzerinde Doteron Modellemesi

Kuantum bilgisayarlart Pauli matrisleri iizerinde modellenen kubitler ile ¢calismakta-
dir (bir g kubiti iizerindeki Pauli matrisleri Xg, Y,, Z).

Déteryumun yaratilma ve yok edilme islemcileri asagida verilen Jordan-Wigner do-
nilistimlert;

j-1 |
. i i P . . Y2 L Ly,.
a; — | | —o} | -0l =(-1)"10}0? ..0] 1, = (_1)]_1%
- (2.10)
j-1 |
| | : : ‘ 1 j Yoo+ iy,
a]T - —a} | -0l = (-=1)/"0to? ..o} 0l = (_1)1_1%
i=1

kullanilarak Pauli matrislerinden tiiretilebilir [17],
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o ]
+ 1 ,
a, — 3 1_[ —Z;| (X, — iYy)
| /=0 |
] (2.11)
1 n-1
a, - > —Z;| (X, +iYy)
| /=0

Spin yukar1 | T) durumu, |n) durumundaki déteryumun 0’11 spin asagi | { ) durumu ise
1’ini temsil eder. Tek parcacik durumuyla ilgilendigimiz igin pertiirbasyon altinda simetri-
nin bir rolii bulunmaz. Déteryumun taban durum enerjisini hesaplamak igin bu durum dik-
kate alinir. N = 1,2,3 i¢in Hamiltonyenin taban durum enerjisinin degerlerini hesaplayip,
enerjiyi sonsuz boyutlu uzaya yansitmak i¢in kullanilir. H; = 0,21829 (Z, — I)MeV ve
taban durum enerjisi E; = (! |H,| |) = —0,436 MeV degerlerini denklem (2.7)’den elde
ederiz. Burada I 6zdeslik islemi temsil eder [14].

N = 2,3 igin;

H, = 5906709 I + 0,218291 Z, — 6,125 Z; — 2,143304 (X, X, + Yo¥;) (2.12)
H3 = Hz + 9,625 (I - Zz) - (X1Y2 + Y1Y2) (213)

bulunur. Hamiltonyenimizin tiggensel yapisinin bagh kubitlerin dogrusal bir zincirine ve-
rimli bir sekilde uygulanabilecegi ve bu mevcut tasarimlara uygun oldugu goriilmektedir.
Hy Hamilyonyeninin similasyonu N — 1 agilarina ve N’de lineer olan devre derinligine
thtiyac duyar. Sonsuz uzayda ekstrapolasyon igin, Liischer denklemine harmonik osilator

varyantini taban durum enerjisi i¢in uygulayalim. Bu durumda taban durum enerjisi i¢in,

h2k2 )/2 }/4L
E, = — 1 =2 kL _ g4l _— p—4kL
"= T om ( k¢ K © )

hzkyz )/2 ]/4
+ 1———42 k 4 —4KkL
m ke Waky " e

(2.14)

4k?

yazilir. Burada E,, esitliginin sonlu temel sonucu i¢in E,, = —h2k?/(2m) ile birlikte kii-
ciik tstel diizeltmeler vardir. Denklem (2.14)’de L = L(N), N boyutlu sonlu baz igin etkin
kati-kuyu yar1 ¢ap1, k baglh durum momentumu, y asimtotik normalizasyon katsayisi ve w,

ise etkili alan parametresidir [14].
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N = 1,2,3 igin; Aw = 7 MeV osilator temeli tizerinde, etkin kati-kuyu yari-gapt L(N) =
9,14 fm, 11,45 fm ve 13,38 fm degerlerini alir ve N > 1 igin,

L(N) = /(4N + 7) h/(mw) (2.15)

ifadesine sahiptir. Taban durum enerjileri Ey’ler, N = 1,2 durumlar i¢in k,y ifadelerinin
ayarlanmasiyla ilk O(e~2*!) ve daha sonraki Q (kL e~*kL) diizeltmelere tabi tutularak be-

lirlenir.

)

8

9  # Get access to the desired QPU and

10 # allocate some qubits to run on

11  gpu = xacc.getAccelerator( )

12 buffer = ibm.createBuffer('q', 2)

13

14 # Construct the Hamiltonian as an XACC-VOE PauliOperator
15  ham = xacc.getObservable( .

16

17 .gpu(algo= ,accelerator=qpu, observable=ham)
18 Bdef ansatz(q, t0):

19 X(q[0])

20 Ry(q[1], t@)

21 CNoT(q[1], qle])

22

23 ansatz(buffer)

a4

Sekil 15. H2 i¢in yazilan kodun bir boliimii

N = 3 dahil edildigi zaman taban durum enerjisi ayrica w, diizeltmelerini de icerir ve daha
kiigiik Q(e™**L) diizeltmesini saglar. Bu ekstrapolasyon tablo 3’de, matris kdsegenlesti-

rilmesinden gelen Ey enerjileri ile birlikte gosterilmektedir.

2.4.5. Varyasyonel Dalga Fonksiyonu

Kuantum hesaplamada bir Hamiltonyenin taban durum enerjisinin toplanmasi igin
yaygin bir yaklasim olan UCC yaklasimiyla VQE algoritmasi pes pese kullanilir [15,16].
Denklem (2.12) ve (2.13) ifadelerinde Hamiltonyeni tanimlamak i¢in bu ifadeleri kullan-

dik. Iki ve ii¢ yoriingeyi dolaniklastiran birimsel islemcileri tanimlayalim.
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Uu@e) = eg(agal—afao) — eig(xoyl—xﬂ’o) (2.16)

t T t t ; 9
Un,0) = en(aoal—alao)+9(a0a2—a2ao) ~ elg(xoyl—xlyo)eli(xozlyz—xzzlyo)

(2.17)
Denklem (2.17)’in ikinci bolimiinde, iistlerin ¢arpimi olarak toplamin iistelini tanimladik
ve atilan yiiksek mertebeli sira degisimlerin ilk ¢arpim durumuna | 11T ) etkilerinin dnem-
siz oldugunu gordiik.

U(0) ve U(n,0) ifadeleri daha da basitlestirilebilir ¢iinkii denklem (2.16)’deki gibi bir
kubitin Y ekseni lizerindeki donmesi, iki boyutlu alt uzaya da uygulanabilir (| 1T),| T!)).
Ayni sekilde denklem (2.17)’de alt uzay icinde yer alan ilk donme diginda, yukaridaki ar-
gliman ile basitlestirilebilir (] {TT),| TIT)).

|11y X —P &P
| 1) X ah! l

|T) 4 Y(m) v MG
|T) —Y(6) |T) Y06 e

(a) (b)

Sekil 16. Kuantum bilgisayarda yazilan kodun devre semast (a) iki Hamiltonyen durumu
icin - (b) U¢ Hamiltonyen durumu igin

2.4.6. Kuantum Hesaplama

Dalga fonksiyonu yaklasimimiz i¢in Hamiltonyenin beklenen degerini minimize
eden kuantum klasik hibrit algoritmast VQE’yi kullandik. Bu yaklasim, Hamiltenyenin
beklenen degeri, degisken bir dalga fonksiyonuna bagli olarak bir kuantum islemcisi iize-
rinde dogrudan degerlendirilir. Yani Hamiltonyende goriinen her Pauli teriminin beklenen
degeri kuantum ¢ipi lizerinde olgiiliir.

Kuantum mekaniksel 6l¢iimler, istenmeyen ses girisleri (giiriiltii) de dahil olmak {ize-
re tamamen izole sistemler olmalarina ragmen rastlantisaldir. Bu rastlantisalligi 6nlemek

icin QX5 (19Q) cihazindaki her &l¢iim ¢ok kez tekrarlanir. Ornegin, IBM gurubu yaptig1
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bir ¢aligmada Beltz molekiilii i¢in yiizden fazla Pauli terimi kulland1 ve hesaplamay1 en az
105 kez tekrarlayarak bu molekiilii 6 kubit ile incelediler [14].

Bizim hesaplamalarimiz ise bu hesaplamalar ile iki kubit {izerinde H, molekiilii igin
yapilan hesap arasinda bir yerde bulunmaktadir. Istatistiksel hatalara ek olarak, deneysel
beklenti degerlerini degistirerek ve yeniden Olgeklendirerek sistematik Ol¢tim hatalarini
isleme dahil etmis olduk. Elde ettigimiz sonuglar QXS5 i¢in sirasiyla 16 ve 19 siiper-iletken
kubit iceren19Q ¢iplerine bulut erisimiyle gergeklestirildi. Burada bir kubit {i¢ komsu kubi-
te baglidir. Denklem (2.14) ile verilen Hamiltonyen, her bir kubit i¢in sadece iki baginti

gerektirdiginden bu yapi islemlerimiz i¢in dogrudur.

Sekil 17. IBM Kuantum Bilgisasyar1 [15]



3. BULGULAR VE iRDELEME

Sekil (14) st tabloda (H,), sekil (14) alt tabloda QXS5 i¢in 6 varyasyonel paramete-
resinin fonksiyonu olarak H, Hamiltonyenine giren dort Pauli teriminin beklenen degerleri
gosterilmektedir. Olgiimiin 6zellikle enerjinin degisken minimum degeri civarinda kesin
sonuglara yakin oldugu goriilmektedir.

Bulut erisimi ve bazen meydana gelen ag kesintileri enerji diizeyinin VQE ile enerji

yiizeyinin dogrudan minimizasyonunu ¢ok zorlastirdi. Bunun yerine minimum enerjileri

EY* ~ —1,80 + 0,05 MeV
(2.18)

E;’? ~ —1,72 + 0,03 MeV

olan minimum seviyeye yakin bir degere yerlestirerek belirledik.
Genel olarak QX5 ve 19Q kuantum devreleri ile elde edilen sonuglarini eski cihazda
daha biiyiik erigim siireleri oldugu disiildiigiinde kalite ve farklarin olusturdugu goriilebi-

lir. Bagimsiz sonuclarin her iki devre alaninda birlestirilmest,
E, = -1,74 1+ 0,03 MeV (2.19)

sonucunu vermektedir. Bu enerji bireysel sonuglarin yani sira belirsizlikler igerisinde
—1,749 MeV’lik gercek enerji degeri ile ayni1 seviyededir (Tablo 3). Sonsuz uzay sonugla-

rin1 elde etmek i¢in enerjileri
E; — 0,436 MeV ve E, =-—1,74+ 0,03 MeV (2.20)

degerine ayarladik. k ve y ‘y1 denklem (2.14)’daki ekstrapolasyon formiiliiniin 6nemli ve

daha az 6nemli terimlerini ayarlamak icin kullandik.

21,2
Ew = — hZ_:l Tablo 3.’deki ilk ve daha sonraki ekstrapolasyon mertebesinde gosterilmistir.

Bu sonuglar tam kosegenlestirmeden elde edilen sonuglarla belirsizlikler igerisinde uyum-
ludur. Bunlara ilaveten Q (kLe~**L) sonucuna karsilik gelen doteronun taban enerji duru-
mu olan —2,22 MeV’den %2 oraninda farklidir.
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Uyumu kontrol etmek i¢in N = 3 durumunu dikkate aldik. Bu kuantum hesaplamala-
rinin sadece QXS5 tizerinde gergeklestirdik. Denklem (2.13) Hamiltonyenin minimum ener-
jisini bulmak i¢in iki agry1 optimize ettik. Kuantum devresi tizerindeki enerji beklenen de-

gerini hesaplayarak bu minimum degeri sisteme uygulayacak sekilde belirledik.

Tablo 3. Matris kdsegenlestirmesinden gelen doteronun enerji degerleri tab-
lonun st boliimiinde verilmistir. Alt tabloda ise kuantum hesaplama yonte-
mi ile kuantum bilgisayarda hesaplanan déteronun baglanma enerji degerleri
verilmistir. N=2,3 kullanilan kubit sayisidir. Diger siitunlar dondiirme du-
rumlari ile ger¢ek degere ulasmak icin kullanilan parametrelerdir.

Kosegenlestirmeden Gelen Gergek E

N Ey 0 (e 0(kLe=2kL) 0(e™*kL)
2 -1,749 -2,39 -2,19
3 -2,046 -2,33 -2,2 -2,21

Kuantum Hesaplamadan Gelen E
N Ey 0(e2kh) O (kLe=2kL) 0(e~*kL)
2 -1,74 -2,38 -2,18
3 -2,08 -2,35 -2,21 -2,28

Bu minimizasyon problemi belirgin bir sekilde N = 2 i¢in olandan daha ¢arpicidir.
Ciinkii artan sayidaki kontrollii not (CNOT) kapilar1 daha fazla giiriiltii ve hata vermekte-
dir. Ortaya ¢ikan hatalar diizeltmek igin sifir-giiriiltii ekstrapolasyon hibrit kuantum-klasik
hata yok etme tekniklerini kullandik. Sifir-giiriiltii ekstrapolasyonu i¢in Hamilton beklenen
degeri (0), (0)(0) giiriiltiisiiz limitine, iki kubit CNOT islemcisiyle giiriiltiiyii uyararak
ekstrapole ettik. Ger¢ek dolanik hata modelinden dolay1 bu iyi yapilandirilamaz ve bir ge-

nel iki kubit sistematik olmayan hata kanalin1 varsayalim. &(p) = (1 —€)p +%I Burada p

yogunluk matrisini gostermekte olup her bir CNOT i¢in bir uygulamay1 takip etmektedir.
Bizim orijinal devremizdeki her bir CNOT kapist i¢in CNOT kapilan (giiriiltii 6zdeslik
kapilari) ciftlerini ekleyerek ¢ hata oranini yapay olarak azalttik. Burada r CNOT kapi

tekrarlarinin sayis1 olmak tizere tiim giiriiltii modelimiz r¢ ile boylece parametrize edildi.
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Sekil 18. Grafikte Hamiltoyenin teoriden gelen beklenen degeri ile kubit {izerinde alin bek-
lenen degerin dondiiriilmelerinin karsilastirilmasi, alt tabloda ise Pauli kapilarinin
dondiirme altinda beklenen degerlerinin karsilastirilmasi gosterilmistir.



4. SONUCLAR

Giiriiltii beklenen degerler seti (0)(r) deneysel olarak tanimlandi ve yine ayn1 ifade-
nin giiriiltiisiiz benzerini (0)(0) tahmin etmek i¢i kullanildi [32]. iki kubit Pauli bazinda
Krause ayristirma yontemi sistematik olmayan hata kanalint CNOT islemini kendi {izerine
Pauli grubunu haritalar. Giiriiltii kanalinin sira degisimli oldugunu ve CNOT islemcileriyle
sira degistigini belirtelim. r tane CNOT uygulandiktan sonra giiriiltii kanali (c,islemcisiy-

le gosterildi),
&(p) = (1 —re)CX,CX + 1el /4 + Q(£?) (2.21)

haline gelir [14]. Verilen bir Kiigiik CNOT hata orani i¢in kuadratik katkilar géz ardi edi-
lebilir ve {0)(r) = (0)(0) + xr formunun lineer regresyonu X = (0)(0)e egimine sahip-
tir ve bu ifade giiriiltiisiiz beklenen degerleri verir.

Minimum enerji degerini £ = —2,08 + 0,03 MeV olarak bulduk ve bu belirsizlikler

igerisindeki tam sonugla uyumludur.

]
7 #IBMQ.enable account('ba84ebbd8e48e3fdbad7eabll4b5c25291bab311cac303ba756168bad!
8 #provider = IBMQ.get provider(hub="1ibm-q')

11 ibm = xacc.getAccelerator( )
12 buffer = ibm.createBuffer('q’, 2)
14 h2 = xacc.getObservable( ,

16 h3 = h2 + xacc.getObservable( ,

20 xacc.gpu(accelerator=ibm, observable=h3)
21 def ansatz(buffer, t0, t1)

22 X(0)

23 Ry(te, 2)
24 CNOT(2, 8)
25 Ry(t1, 1)
26 CNOT(B,1)
27 Ry(-t1, 1)
28 CNOT(8,1)
29 CNOT(1,0)
30

31 # Run VQE with given ansatz kernel
32 initAngle = .2

34 ansatz(buffer, initAngle, initAngle)

Sekil 18. Hamiltonyen-3 igin yazilan kodun bir boliimii
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N = 3 sonuglarim1 dahil ettigimizde ve denklem(2.14) ektrapolasyonunu uyguladi-
gimizda sonsuz uzay enerjisini buluruz. Sonuglar tablo 3.’iin alt kisminda gosterdik. EKkst-
rapole edilmis enerjilerin en diisiik iki mertebedeki tam sonuglarla uyum igerisinde oldu-
gunu gérmekteyiz. Bununla beraber Q(e~**L) igin ekstrapolle edilmis enerji %3 den daha
biiyiikk olmayan baglanma enerjisi degerini vermektedir. Kuantum hesaplamadaki bu diisiik
fark, ger¢ek kuantum makinasinin dig etmenlerden etkilenmesinden kaynaklandigini dii-
stiinmekteyiz.

Fermiyonlar i¢in N tekil pargacigi igeren bir Hilbert uzay1 N tane kubit icerir ve ge-
nel iki cisim Hamiltonyeni N* pauli terimi igerecektir. Bdylece dalga fonksiyonu hazir-
lanmas1 N* mertebesinde olacaktir. Bu durumda hatas diizeltilmis Kubitler {izerindeki tam
birimsel ¢iftlenmis kiime hesaplamalar1 i¢in mertebe belirlemek karmasik hesaplar gerek-

tirmektedir.



5. ONERILER

e Doterondan baska niikleer yapilarin da enerji hesaplart kuantum bilgisayar iize-
rinde yapilabilir.

e Hamiltonyen arttirilarak alinan sonuglarin kesinligi gelistirilebilir.

e Artan Hamiltonyen hesabinin doguracagi ¢ok sayidaki Pauli matrisi i¢in diizen-
leme yapilarak, matrislerin haritalanma siirecleri gelistirilebilir.

e Kuantum mekaniksel problemler yine kuantum bilgisayar devreleri {izerine kod-

lanarak, gelismis hesaplar iiretilebilir.
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