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ONSOZ

“Gozlerimiz Onilinde serili bulunan doga, biiylik bir kitap gibidir. Ancak yazilmis
oldugu dili biliyorsak bu kitabi okuyabiliriz, bu kitap matematik diliyle yazilmistir” diyen
Gallileo gibi sayisiz bir¢ok insan ic¢giidiisel olarak dogayir anlamaya ¢alismistir. Bu amagla
bircok calisma yapilmis, matematik ve fizik alaninda biiylik ilerlemeler gergeklestirilmis,
hatta Newton ve Maxwell yasalar1 ile fizik¢iler neredeyse “yapilacak is kalmadr” seklinde
diigiiniir olmustur. Ancak yirminci yiizyillin baslarinda insanoglu dogay1 anlayabilmek i¢in
daha yolun basinda oldugunu anlamis, o giine kadar bilinen fizik klasik fizik olarak
adlandirilmis, modern fizigin temelleri atilmis ve yiiz yilin 6ncii isimleri tarafindan atom ve
atom alt1 pargaciklarin davraniglarini agiklamak i¢in kuantum mekanigi gelistirilmistir. Dalga
mekaniginin gelistirilmesi ile pargaciklarin dinamigini belirleyecek denklem elde edilmis ve
bu denklemle kiigiikler diinyas1 deneysel sonuglar ile uyusacak sekilde agiklanabilir olmustur.
Ancak, dogay1 anlama ¢alismalar1 bu gelismelerle sonlanmamus, aksine daha fazla deney ve
bu deneylerin sonucglarimi agiklayacak daha fazla teori gelistirilerek gliniimiizde de devam
etmektedir.

Bu ¢aligma benim dogay1 anlamaya olan biiyiik arzumun bir neticesidir.

Yiiksek Lisans tezi olarak sundugum bu c¢alismamin hazirlanmasinda goriis ve
yardimlari esirgemeyen, bilime olan bakis agimi genigleten hocam ve danismanim Yrd.
Dog. Dr. Coskun AYDIN’a, her zaman bilgisinden ve ilgisinden faydalandigim, bana emegini
ve destegini hi¢ esirgemeyen, boliimiimiizde misafir 6gretim iiyesi olarak ¢alismis olan Bakii
Devlet Universitesi dgretim iiyesi Dog. Dr. Azer AHMADOV a, yapici elestirileri ile tezin
son halini almasinda katkida bulunan Dog. Dr. Selcuk Han Aydin’a, ¢alismalarim boyunca
her tiirlii imkam saglayan K.T.U Fizik Boliim Baskan1 Prof. Dr. Ekrem YANMAZ 'a ve Fen
Bilimleri Enstitiisit Miidiir Yardimcis1 Dog. Dr. Gokhan Apaydin’a, hi¢ tereddiit etmeden tek
tercih yaparak girdigim fizik bolimiinii, egitim sistemindeki bozukluklar ve gengligimden
kaynaklanan hatalar sonucunda basarisiz bir 6grenci olarak bitirmek iizereyken 2002 yilinda
fizik boliimiine ni¢in geldigimi hatirlatan ve lisansiistii egitime devam etmem konusunda
destekleyen hocam Prof. Dr. Hamza Polat’a, yasadigim tiim sikintilar1 paylasan, maddi ve
manevi destekleriyle bu giinlere gelmemi saglayan, ilk 6gretmenim anneme, babama ve biitiin
aileme, saatlerce fizik tartismalar1 yapabildigim, bana ¢aligmalarim siiresince biiyiik sabir ve
destek gosteren niganlim Kiibra Karaoglu’na igten tesekkiirlerimi sunarim.
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Bu calismada, kuantum fizigi ve kuantum kimyasinda sik¢a kullanilan merkezcil
Manning-Rosen potansiyeline halka tipli bir potansiyel eklenerek elde edilen merkezcil
olmayan potansiyel, goreli olmayan durumlar i¢in Schrédinger, goreli durumlar i¢in Klein-
Fock-Gordon denklemleri Nikiforov-Uvarov yontemi kullanilarak ¢6ziiliip bagli durum
enerjileri ve bu enerjilere karsilik gelen dalga fonksiyonlar1 elde edildi. Potansiyel
parametreleri degistirilerek merkezcil ve merkezcil olmayan Hulthen potansiyeli i¢in de
enerji degerleri elde edildi. Bu degerlerin 6nceki calismalarda elde edilen degerler ile
karsilastirilmas1 sonucu Nikiforov-Uvarov yonteminin merkezcil potansiyellerde oldugu
kadar, merkezcil olmayan potansiyellerinde analitik ¢oziimiinde iyi sonuglar verdigi

goriildi.

Anahtar Kelimeler: Manning-Rosen, Klein-Fock-Gordon  Denklemi,  Schrodinger
Denklemi, Halka Tipli Potansiyel, Nikiforov-Uvarov Metodu
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In this work, a non-central potential which is obtained by adding a ring-shaped
potential to frequently used in quantum physics and quantum chemistry central Manning-
Rosen potential is solved by Nikiforov-Uvarov method from Schrodinger equation for non-
relativistic and for Klein-Fock-Gordon for relativistic cases. Additionally related bound
states energies and corresponding wave functions are also calculated. By changing
potentials parameters, central and non-central energy values are obtained for Hulthen
potential. Comparison of the obtained solutions by Nikiforov-Uvarov method with the
previous values shows the accuracy of the proposed method not only for the central

potentials but also for the non-central potentials.

Key Words: Manning-Rosen potential, Klein-Fock-Gordon equation, Schrodinger
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1. GENEL BILGILER

1.1. Schrodinger'in Dalga Mekanigi

1926 yilinin sonlarina gelindiginde, kuantum mekaniksel sistemler i¢in Heisenberg'in
matris mekanigi ve Schrodinger'in dalga mekanigi olmak ftizere iki farkli formalizm
gelistirilmistir. Ayn1 yil igerisinde Schrdodinger, hig¢ bir ortak fiziksel kabul ve matematiksel
ele alisa sahip goriilmeyen bu iki teorinin matematiksel olarak 6zdes olduklarini da
kanitlamayr basarmustir [1]. Sekil 1.1 deki ¢izim bu iki formalizmin ortaya c¢ikis
asamasinda fizik¢ilerin birbirlerini nasil etkilediklerini gostermektedir. Burada R ve M

etkilemenin sirasiyla dalga ya da parcacik teorisiyle ilgili oldugunu gostermektedir.

Kirchhoff
vy
Bunsen/
Wien
Balmer
Bohr € @ Planck > Einstein

w7

de Broglie
v =
Heisenberg \
W Dirac Schrodmger

Matris Mekanigi Kuantum Alan
Teorisi

Dalga I\/Iekanlg|

Sekil 1.1 Kuantum kuramina katki veren bilim insanlarinin birbirlerini etkileme siireci [2]



Her ne kadar Kirchhoff kuantum teorisini gorecek kadar uzun yasamamis olsa da bu
teorinin gelistirilmesinde biiyiik rol oynamistir. Kirchhoff siyah cisim 1s1mas1 konusundaki
caligmalar1 ile Wien’i, Bunsen ile birlikte spektral analiz c¢alismalariyla da Balmer’i
etkilemistir. Balmer’in ¢alismalar1 Bohr’a atomun kararhiligini ve Balmer serilerini
aciklamada yol gostermistir. Planck 151k Kaynaklarinin kesikli (kuantumlu) enerji degisimi
yaptiklarini varsaymis, Einstein ise bir adim ileri giderek, 1s18in kendisinin foton denen
parcaciklardan olustugunu Ongdrmiistiir. Schrodinger dalga mekanigini gelistirirken
Hamilton analojisinden ilham almis, Einstein’in fotoelektrik olay1r agiklayabilmek igin
gelistirdigi varsayim ve de Broglie’nin, pargaciklara A = h/p dalga boylu dalgalarin eslik
ettigi diisiincesinden etkilenmistir.

Tablo 1.1’de gosterildigi gibi Hamilton analojisi Fermat’in “en kisa siire” ve

Maupertius’un “en kiiciik eylem” ilkeleri arasindaki benzerlige dayanr.

Tablo 1.1 Hamilton analojisi

Optik Mekanik
B dS B\/—
T=f— S=J 2m(E —V) ds
4 ulx,y,2) 4 ( )
Fermat Ilkesi Maupertius Ilkesi
6T =0 65=0

Doganin bu iki minimal yasasinin matematiksel ifadelerinin bi¢imsel benzerligine
dayanilarak iki ifadedeki integral i¢lerindeki niceliklerin koordinatlara bagli olmayan bir

carpan farkiyla birbirlerine esit olacaklar1 diisiiniilebilir. Bu diislinceye gore

C
U= (1.1)

J2Zm(E = V)

olmalidir. Boyut analizi ile bu carpanin enerji boyutunda olmasi gerektigi goriiliir.
Hamilton'un analojisinden elde ettigimiz u, geometrik optikte 151k 1s1n1in hizi oldugu gibi,
homojen olmayan, dagitkan bir ortamdaki 1sik dalgasinin da faz hizidir ve bu tiirli

ortamlarda yayilma hizi



dw  df df
D,

9=k~ da/D A/ (12)

grup hiz1 ile karakterize edilir. E = hf Einstein-Planck formiilii ve (1.2) esitliklerinin

kullanilmasiyla
1_d(f)_d(E)_d E\2m(E —-V) 13
v, df\uw/ dE\u/ dE C (1.3)
elde edilir.

de Broglie'ye gore hareket halindeki her parcaciga grup hizi pargacigin hizina esit

olan bir dalga paketi eslik eder. Bu diisiinceyle 1s1k 1s1nin grup hizi ile pargacigin

v= %\/Zm(E -V) (1.4)

hiz1 esitlenerek

" o (ImE V) = <E e V)) (15)
ve buradan

4f-1) = -
yazilir ise

(F-2)/mE=m a7

ifadesinin E'ye gore bir sabit (E'ye bagli olmayan bir biiytikliik) oldugu goriiliir. O halde

(1.6) in saglanabilmesi



(5 ~1)=0 (18)
C
olmasi ile miimkiin olabileceginden

C=E (1.9)
olmalidir. Boylece (1.1) esitligi

E

V2m(E —=V)

u(E,x,y,z) = (1.10)

olur.

1.1.1. Schrodinger Denklemi

Fizik optikte, ¥ (x, y, z, t) dalga fonksiyonu igin klasik dalga denklemi
) 1
VY=o (1.11)

ile verilir. f frekansl tek renkli dalga i¢in bu denklemin ¢ozimii
Y(x,y,zt) =P(x,y,z)e 2Tt (1.12)
dir. Bu ¢ozlim dalga denkleminde yazilacak olursa

42 f?

2
Vey + 2

Y=0 (1.13)

elde edilir. Buradaki dalganin faz hiz1 u igin (1.10) denklemindeki, pargaciga eslik eden

dalganin faz hizinin kullanilmasiyla, E2 = h?f? igin



8m?m
—((E-V)Yp=0

‘72
vt+—

elde edilir. (1.14) denklemi e =27/t = ¢=2miEt/h jle carpilirsa

2 2
8 ml/)(e—ZEiEt/h)E _ 8 m

Vzlp(e_szt/h) + Tz Tz

l/)(e_szt/h)V =0

denklemine ulasilir. Bu denklemin sol tarafindaki ikinci terim

4imm 0

0 . .
P(x,y,2) oo (e TME/RY = —— = (eT2E My (x,y, 2)

4imm
h

olarak yazilabilir. Son olarak ¥ (x, y, z)e 2™t = ¥(x,y, z, t) oldugundan

4imn6lp 8m?m
h ot h2

VY + YV=20

denklemi elde edilir. % yerine A simgesinin kullanilmasiyla (1.17) denklemi
ey VEO|WE O = ih 2w, 0
2m " PR

olarak yazilabilir. Bu denklem Schrodinger denklemi olarak adlandirilir.

p — —ihV,
-l
_) —

l ot’

kuantum islemcileri ile (1.18) denklemi

2
lg—m LVGEOlYE o = BY@ o

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)



formunu alir.

Klasik mekanikteki Newton denklemi gibi, Schrodinger denklemi de kuantum
mekaniginin temel denklemi olup pargacik yaratilma, yok olma ve 1simali gecis
mekanizmalar1 diginda, genis bir uygulama alanina sahiptir. Atomlar, molekiiller, maddenin
kat1, sivi ve gaz halleri, kimi durumlarda atom cekirdekleri ve hatta bazi temel parcaciklar
ve bunlarin bagl halleri bu cergevede incelenebilir. Ancak, Schrédinger denkleminin
goreceli olmayan hareketler i¢in gegerli oldugu unutulmamalidir [3].

V (7, t) potansiyelinin agik olarak zamana baglh olmadig1 durumlarda (1.21) denklemi
zaman ve uzay bilesenlerine ayrilabilir. Bunun igin ¥ (#,t) = f(t)y(¥) seklinde t ve 7 ye

bagli bir ¢6zlim aranir. Buna gore

o) . df(®)
Fra 1/)(7‘)7 (1.22)
V2@ (7 t) = F(OV2Y(F) (1.23)

ifadeleri (1.21) denkleminde yerine konup, esitlifin her iki tarafinin f(t)y(7) ye

boliinmesiyle elde edilen

'fl—l—f =F 1.24
! fdt ( ' )
—1 —ZVZI[)_)+V_)1[J_) =F 1.25
Y(@) | 2m ™) MY (1.25)

bu iki diferensiyel denklemden zamana bagli olanin ¢ozimii
f(t) = e iE/R (1.26)
olarak kolaylikla bulunur. Uzay koordinatlarina bagli denklem ise

—h2
EVzw(?) +V@AY@E | = EY(r) (1.27)

olur ki bunun ¢6ziimiiniin elde edilebilmesi igin V (#*) potansiyelinin bilinmesi gereklidir.

Bu ¢ozlimler zamana bagli olmadig: igin kararli durumlar verirler. Bu esitlik bir



ikinci mertebeden diferensiyel denklemdir. Matematiksel olarak E ne olursa olsun bu
denklemin bir ¢oziimii vardir. Fakat biitiin ¢oziimler fiziksel olarak kabul edilemezler.
Fiziksel olarak kabul edilebilecek ¢oziimler i¢in 1 (7) fonksiyonu su kosullari saglamalidir:
Y (7) fonksiyonu ve birinci mertebeden kismi tiirevleri biitiin uzayda siirekli, tek degerli ve
sinirl olmalidir [4].

(1.21) denklemindeki kompleks ¥ fonksiyonuna ‘“dalga fonksiyonu” denir.
Schrodinger formalizminde, dinamik sistemin durumu, bir dalga fonksiyonu ile temsil
edilir. ¥ ile gosterilen bu fonksiyon, sistemin durumunu betimlemek i¢in se¢ilen dinamik
degiskenlere baglidir. 1927 yilinda yapilan 5. Solvay kongresinde ¥'nin fizik evrende
hangi nesneyi temsil ettigi ve “fiziksel realite”’de ¥'ye karsilik olan bir 6genin bulunup
bulunmadigi sorular1 irdelenir.

Bu tartismalar sonunda ii¢ ana goriis belirginlik kazanir.

1)  Born ve Heisenberg'e gore ¥ nin karsilig1 oldugu fiziksel herhangi bir nesne yoktur.
¥ realitenin herhangi bir 6gesini temsil etmez. Sadece bir “olasilik dalgasi”n1 gosterir.

i) Schrodinger, kendi formalizasyonunu “realist” bir goriisle yorumlar. ¥'nin gercekten
var olan dalgalar1 temsil ettigini ileri siirer.

iii) De Broglie ise, tanecige, uzaydaki yoriingesinde yol gosteren “kilavuz dalgalar’in
var oldugu goriisiinii savunur.

Bu tartigmalar kuantum mekaniginin “Paris ekoli” ve “Kopenhag ekoli” olarak

adlandirilan iki yorumlanmasina kaynaklik etmistir [5].

1.1.2. Klein-Fock-Gordon Denklemi

Schrodinger denklemi Lorentz doniisiimlerine gore degismez 6zellikte degildir. Bu
nedenle yiiksek hizlara (v ~ ¢) sahip parcaciklar s6z konusu oldugunda gorelilik kurami
ile kuantum mekaniginin gereklerine uyan bir denklem kullanilmalidir. I¢ serbestlik
derecesine sahip olmayan, spin 0 (veya spinsiz), goreli etkilerin ihmal edilemeyecegi
pargaciklar i¢in, zamana ve uzaya gore ikinci basamaktan tiirevler igeren KFG denklemi
kullanilir. Plazma fizigi [6], astrofizik [7], biyofizik [8] gibi birgok alanda &nemli
uygulamalari olan bu denklem ilk olarak Schrodinger'in 1925 yilina ait notlarinda goriliir.
Schrédinger tarafindan yanlis oldugu diisliniilen bu denklem 1926 yilinda alti fizik¢i

tarafindan bagimsiz olarak bulunmustur. Pauli'nin bu denklem i¢in “cok babali denklem”



[9] demesine neden olan fizikgiler ve galismalar1 sunlardir:
O. Klein, Z. Phys., 37, (1926), 895
V. Fock, Z. Phys., 38, (1926),242
W. Gordon, Z. Phys., 40, (1926), 117
J. Kudar, Ann. Der. Phys., 81, (1926),632
de Donder, H. von Dunge., Comptes Rendus, (1926).

Serbest pargacigin goreli enerjisi

E =./p%c? + m2c* (1.28)

ifadesiyle verilir. Kuantum mekaniginde her bir gozlenebilire karsilik bir islemci karsilik
getirilir. (1.28) denkleminin karesi alimir ve elde edilen ifadedeki gozlenebilirler igin
denklem (1.19) ve denklem (1.20) deki islemciler kullanilirsa

2

9
—h? o W(F 1) = —hECEVHY (R, 0) + mPc (7, 1) (1.29)

ifadesi bulunur.
KFG denklemi vektorel momentum ve skaler kiitle niceliklerini

barimdirdigindan
mic* - mic* + 52 (1.30)
“skaler ciftlenim” ile bir skaler potansiyel (S),

A

e
Pu—Du— EA“ (1.31)

“minimal ¢iftlenim” ile de bir vektorel potansiyel (V) bu denkleme girebilir [10]. Bir¢ok

problemde A=0 secilerek ve eA, = V yazilarak KFG denklemi sade bir hale getirilir.
Boylece vektor ve skaler potansiyel ile dogal birim sisteminde (A = ¢ = 1) KFG

denklemi



¥
(5= V)Y + 72 = (S) + mO)Z] WE ) =0 (1.32)

seklini alir. Skaler ve vektorel potansiyellerin esit alinmasi ve zamandan bagimsiz

potansiyeller icin dalga fonksiyonun ¥ (7, t) = (¥)e ‘£t seklinde yazilmas ile

[V24+ (V(#) —E)2 = (SF) + mp)?]¥(#) =0 (1.33)
elde edilir.
1.2. Nikiforov-Uvarov (NU) Yontemi

NU yontemi [11] genellestirilmis hipergeometrik-tiir bir diferensiyel denklemin
¢oztimlerinin dikey polinomlar cinsinden elde edilmesini saglar. Birgok durumda verilen
bir potansiyel i¢in Schrodinger ve Schrodinger benzeri denklemler analitik olarak
¢oziilebilir potansiyeller i¢in, o(z), 6(z) dereceleri ikiden biiyiik olmayan, 7(z) ise

derecesi birden biiylik olmayan polinomlar olmak {izere

u''(z) + %u’(z) + :2((22))

u(z) =0 (1.34)

genellestirilmis hipergeometrik-tiir denkleme doniistiirtilebilinir.
(1.34) denklemi bagimli degisken igin uygun bir doniisiimle, 7(z) en ¢ok birinci

dereceden bir polinom, A ise bir sabit olmak iizere

a(2)y" (2) + 1(2)y'(2) + 1y(2) =0, (1.35)

hipergeometrik-tiir denklemine doniistiiriilebilinir. Bu tiirlii denklemlerin en sik karsilagilan
¢Ozlimleri, Gauss, Kummers, Whittaker, Weber, Airy, Bessel ve Hermit fonksiyonlar ile
klasik dikey polinom aileleridir.

Hipregeometrik tiir bir denklem elde etmek icin (1.34) denkleminde

u(z) = ¢(2)y(2) (1.36)
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seklinde bir donlisiim yapilirsa

" ¢ T\, ¢"  ¢'1(2)  d(2)
y'(z) + (25 + E)y @) +y <? + Eo(z) + G(Z)2>y(z) =0 (1.37)

denklemine ulasilir. (1.35) tiirtinde bir denklem elde edebilmek i¢in ilk olarak y’(z) nin

T(? ya esit olmasi sart1 konularak

kat mnin, —=
atsayis g

¢'(z) (2 _1(2)

‘0@ o oy (1.39)
s s,
esitlikleri elde edilir. Burada 7(z) derecesi birden biiyiik olmayan bir polinomdur.
<¢'(z>>’ _$09"(0) - @@ _9"(@) <¢'(z))2 1.40)
@) e 6@\ 6@
oldugundan (1.37) denklemi
O 2 MORPIC MORY (141)
sekline doniisiir. Burada &(z)
5(2) = 6(2) + 1%(2) + 1(2)[E(2) — 0’ ()] + 7' (2)0(2) (1.42)

derecesi ikiden biiyiik olmayan bir polinomdur. (1.41) denkleminde, A bir sabit olmak

uzere

(2)

D) y) (1.43)
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olmasi durumunda bu denklem (1.35) denklemi gibi hipergeometrik-tiir bir denkleme
doniismiis olur. Boylece bu denklemin (1.34) denkleminin bir 6zel hali oldugu goriiliir.
(1.34) denklemine hipergeometrik-tiir denklem denildigi i¢in (1.35) denklemine de

genellestirilmis hipergeometrik-tiir denklem denilir.

Uygun A sabiti ve (z) polinomunu elde etmek igin (1.42) ve (1.43) yardimiyla

2 (2) + 1(2)[¥(z) — 0'(2)] +5(z) — (A —1'(2))o(z) =0 (1.44)
ifadesine ulasilir. Burada

k=21-1'(2) (1.45)
sabiti tanimlanirsa (1.44) denklemi

2 (z) +(2)[t(z) — 0’ (2)] + 6(2) —ka(2) =0 (1.46)

seklinde yazilabilir. Bu denklemin ¢oziimleri

n(2) = w + \/(@) — 6(2) + ka(2) (1.47)

dir. m(z) derecesi birden biiyilk olmayan bir polinom oldugundan (1.47) ifadesindeki
karekok i¢indeki ifade en ¢ok birinci dereceden bir polinomun karesi seklinde olmalidir.
Bu kosul kullanilarak k nin olasi degerleri tespit edilir. k bulunduktan sonra (1.47) esitligi
yardimiyla 7(z), ardindan (1.45) denklemiyle A ve (1.40) esitliginin yardimiyla da ¢(z)
elde edilir.

y(z) fonksiyonunu elde etmek i¢in ise

a(2)y" (2) +1(2)y'(2) + Ay(z) = 0 (1.48)

hipergeometrik-tiir denklemin ¢oziimii yapilmalidir. Hipergeometrik-tiir denklemlerin

coziimleri hipergeometrik-tiir fonksiyonlardir. Herhangi bir hipergeometrik-tiir fonksiyon
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yine bir hipergeometrik-tiir fonksiyonun tiirevidir. Bunun tersi de gegerlidir. Yani,
herhangi bir hipergeometrik-tiir fonksiyonun tiirevi yine bir hipergeometrik-tiir
fonksiyondur.

Bunu ispat etmek i¢in (1.48) esitliginin tiirevi alinirsa;

a(2)y" + ' (2)y" +1(2)y" + ' (2)y' + 1y’ =0, (1.49)
a(2)y" + (' (@) +1(2)y" + (@' (2)+ 1)y =0 (1.50)

gortlir ki, ¢; (z) = y'(z)fonksiyonu

a(2){ + (0'(2) + 1(2))31 + (7' (@) + DGy = 0 (1.51)
denklemini saglar ve

001 + 1101+ G =0 (1.52)

yazilabilir. Burada

11(2) = 1(2) + 0'(2), (1.53)
t =1+1'(2) (1.54)
seklindedir.

71(2) derecesi birden biiyiik olmayan polinom oldugu ve p, fonksiyonu z ye bagh
olmadig: i¢in (1.52) denklemi, hipergeometrik-tiir bir denklemdir. Tersinden gitmekte
miimkiindiir. Bu durumda, A # 0 i¢in (1.52) denkleminin bir ¢6ziimii (1.48) denkleminin
bir ¢6ziimiiniin tiirevidir.

(1.48) denkleminden (1.52) denklemini elde ederken yapilan islemlerin (1.52)

denkleminden baslanarak art arda bir ka¢ defa tekrarlanmasi ile

0(2)0 + 1 li+mG =0

0(2)¢" +0'(2)8" + 11(2)" + 11(2) + 11 G =0
0(2)¢1" + (0'(2) + 11 ()" + (11(2) + 1) = 0
G2(2) = ¢1(2)
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(2)=11(2)+0'(2) =1(2) +0'(2) + ' (z) =1(2) + 20'(2)

= +71(2) =1+t @) ++1t'(2) + 0" (2) = 1+ 21'(2) + 6" (2)

0(2)3; + 1205 + U0, =0

0(2)3;" + 0" (D)3 + 12(2){" + 12(2)2 + 4202 = 0

0(2)2" + (0'(2) + 12(2))¢" + (12(2) + p2)3z = 0

$3(2) = $3(2)

173(z) = 1,(2) + 0'(z) = 1(2) + 20'(2) + 0'(z) = ©(2) + 30'(2)

Us =y +T5(2) = A+ 21'(2) + 0" (2) + 7'(2) + 20" (2) = 1 + 37'(2) + 36" (2)
0(2){3 + 733 + usfz =0

0n(2) = {fupy (@) = y™ (1.55)
T(2z) = 7(2) + no’'(2) (1.56)
uy = A+nt'(z) + ga”(z) (1.57)
0(z)n' + Tnln + tnln =0 (1.58)

sonucu elde edilebilir. (1.48) denkleminin ¢6ziimiiniin n. dereceden bir polinom olmasi

{n(2) = y™M(2) = sabit ve u, = 0 olmasmi gerektirir, boylece (1.57) denkleminden

- - nn—1)

A=A, =—-nt'(2) - 5 0" (z) (1.59)

olmast durumunda (1.48) denkleminin ¢6ziimiiniin hipergeometrik-tiir polinomlar olacag:
goriiliir. Bagka bir deyisle (1.48) denkleminin ¢oziimiinii hipergeometrik-tiir polinomlar
olarak elde etmek i¢in (1.59) esitliginin saglanmasi gereklidir.

Yn(2) ifadesini elde etmek icin (1.48) ve (1.58) denklemleri p(z) ve p,(z) agirlik

fonksiyonlartyla ¢arpilarak kendine eslenik formda yazilirsa

(opy") + Apy =0, (1.60)
(@PnSn)" + tnpPnln =0, (1.61)
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elde edilir. Kendine eslenik formda yazmaya imkan veren p(z) ve p,(z) fonksiyonlari

Pearson diferensiyel denklemini saglarlar,

(op)' =1p (1.62)
(@pn)" = Tupn- (1.63)

Denklem (1.56) deki 7,(z) ifadesinden faydalanilarak p,(z) ve po(2) = p(2)

fonksiyonlarinin arasindaki iligki elde edilebilir,

opy)’ op)’
(Pn) =T+no = (p) + no’ (1.64)
Pn
buradan
1A 1A O_I
Po_pP T (1.65)
Pn P o

ve uygun olarak
pn(2) =™ (2)p(2),(n=0,1,2,...) (1.66)
elde edilir. {,(2) = y™(2) ve 6(2)pp(2) = pn+1(2) oldugundan (1.63) esitligi

-1
PnSn = 'u_(pn+15n+1)’ (1.67)

olarak yazilabilir. Buradan m < n i¢in

Pmlm = l:_n11(pm+1€m+1), = (;Ii)( ;11) (pm+2(m+2)(2) - ...
A
== (Pn{n)(n_m) (1.68)

An

elde edilir. Burada
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n-—1
Ap= (D" | [ a0 =1 (1.69)
k=0

dir.
Eger y(z) fonksiyonu n dereceli bir polinom ise, ¢,,(z) = y™(z) = sabit olacaktir

ve bu durumda y{™ (z) i¢in asagidaki ifade elde edilir

AmBn

(m) —
e

[pn ()], (1.70)

Burada B, = Aiy,E”) (z) dir. m = 0 olmas1 halinde y,, (z) hipergeometrik polinomlari

n

p(2)

yn(2) = [6™(2)p(2)]™M(n=0,12,...) (1.71)

olarak bulunur. Bu ¢éztimler u,, = 0 durumuna, yani

- - nn—1)
-7

—0"(n=012,..) (1.72)

uygun gelirler. (1.71) ifadesi Rodrigues formiilii olarak bilinir.

1.3. Bagh Haller

Bir potansiyel alanindaki parcacigin hareketi kuantum mekaniksel olarak
incelendiginde klasik mekanikten farkli sonuclar elde edilir. Bir potansiyel kuyusu

Sekil 1.1 de gdsterilmistir.
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I I1 11

0 L

Sekil 1.2 L genisliginde U derinliginde bir potansiyel kuyusu

II bolgesindeki E enerjili bir pargacigin klasik olarak bu bolgeden ayrilma olasiligi
sifirdir. Bunun nedeni kolayca anlasilabilir. Pargacigin toplam enerjisi E, Kinetik (T) ve
potansiyel (V) enerjilerinin toplamina esittir ve klasik mekanikte bu nicelikler ayr1 ayr1 iyi
tanimlidirlar ve ayni anda tam olarak belirlenebilirler. 0 — L araliginin disinda pargacigin

potansiyel enerjisi V > E olacagindan E —V < 0 ve boylece T < 0 olmast gerektigi
goriiliir. Kinetik enerjinin negatif degerli olmasi icin ise T = %mz oldugundan hiz sanal

olmalidir. Bu ise fiziksel bir sonu¢ kabul edilemez. Bu nedenle klasik mekaniksel olarak
ele alindiginda parcacik ebediyen /I bolgesinde serbest olarak hareket edecektir.

Kuantum mekaniginde toplam enerji E 1y1 tanimli oldugu halde belirsizlik ilkesi
geregince potansiyel ve kinetik enerjiler ayri ayri iyi tanimli degildirler. Bu nedenle
kuantum mekaniginde kinetik enerjinin negatif oldugu bélgeler olabilir. Ozetle tiim uzay
tizerinden kinetik enerjinin ortalama degerinin pozitif olmasi gerekirken belli bolgelerde
degeri negatif olabilir [12].

Kuantum mekaniksel olarak E < V igin pargacigin 0 — L bolgesinin disinda bulunma
olasilig1 vardir ancak oldukea kiiciiktiir ve daha da uzaklasildik¢a bu olasilik sifira yaklasir.
Bu bolgede dalga fonksiyonu sonlime ugrar. Bu da demek olur ki pargacik 0 — L bolgesini

tamamen terk edemez. Klasik olarak bu bolgede olmasi zorunluyken kuantum teorisinde
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pargacik disari ¢ikabilir fakat gecici olarak. Bu nedenle parcacik bu bolgeye baglidir veya
bagli durumdadir denir. Bagli durumlarin enerji spektrumu kesiklidir. Klasik mekanikte
parcacigin enerjisi zamanla siirekli olarak degisirken, kuantum mekaniginde kesiklilik s6z
konusudur.

Klasik mekanik ile kuantum mekanigi arasindakine benzer duruma bir drnekte geometrik
optik ile dalga optigi arasinda verilebilir. Kirilma indisleri ayni, optik¢e yogun iki ortamin
arasinda ince bir plaka seklinde optik¢e az yogun bir ortam oldugunu diisiinelim. Bu
durumda kritik agidan daha biiylik agiyla gelen dalgalarin bir boliimi geometrik optigin
aciklayamayacagi sekilde az yogun ortama sizar. Geometrik optigin yasalarina gore kritik
acinin ustiindeki degerler i¢in bu bolge yasaklidir ve gegis olamaz, gelen dalga tamamen

yansimalidir. Bu olay klasik elektromanyetik teori ¢er¢evesinde tiimii ile agiklanabilir.

1.4. Potansiyeller

Baglangigtan beri fiziksel anlam tasiyan potansiyeller i¢in goreli ve goreli olmayan
dalga denklemlerinin analitik ¢oziimlerinin elde edilmesi kuantum mekanigin temel
konular1 arasinda yer almistir. Yillar icerisinde bircok potansiyel denenmis ve bu
potansiyeller i¢in tam ya da yaklasik ¢6ziimler elde edilmistir. Bu potansiyellerin bir kismi,
dogada gozlenen problemler i¢in deneyle uyusan potansiyeller olup bu tiir potansiyellerin
basinda Coulomb potansiyeli gelir. Coulomb potansiyeli hareketsiz iki yiikli parcacik
arasindaki etkilesmeyi iyi agiklanabilmesine ragmen molekiillerin agiklanmasinda yetersiz
kalir. Bu yetersizlik, molekiiliin bir biitiin olarak donmesinden atomlarin birbirine gore
titresmesinden ve elektronik yapidaki degisikliklerden kaynaklanir [13]. Molekiillerin
titresimi en temel olarak harmonik salinic1 seklinde ele alinir, ancak gercek bir molekiiliin
tam bir harmonik salinict gibi davranmadigi enerji Spektrumunun incelenmesi ile
gozlenmistir. Bu nedenle bir molekiiliin titresim enerji seviyelerini agiklayabilmek igin
zaman igerisinde Morse [14], Kratzer [15], Hulthen [16], Rosen-Morse [17], Manning-
Rosen [18], Tietz [19] gibi degisik tiirde bir¢ok potansiyel onerilmistir (Ek 3).

Bilindigi gibi potansiyellerin fizikteki kullanim alan1 sadece molekiiller ile sinirh
degildir. Ornegin niikleon-niikleon etkilesmelerini aciklamak icin de potansiyellerden
yararlanilir. Bir proton ve bir nétrona sahip déteryumun analizinde sonlu kuyu potansiyeli
ve deneysel sonuglarla daha iyi sekilde uyusan Yukawa potansiyeli [20] kullanilirken

Wood-Saxon [21] potansiyeli, niikleon-¢ekirdek sagilmalarinin incelenmesinde kullanilir.
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Temel tanecik fiziginde de potansiyellerin biiyiikk 6nemi vardir, 6rnegin Cornell
potansiyeli [22] kuark-antikuark bagli durumlarinin arastirilmasinda  kullanilan
potansiyellerden birisidir. Bu potansiyel, Coulomb tipli (~ 1/r) bir potansiyele lineer
hapsetme (~ r) potansiyelinin eklenmesi ile elde edilir. Kuark-antikuark bagh
durumlarmin arastirilmasinda kullanilan bir diger potansiyel de O(4) simetrisine sahip
olmasi ve tam ¢oziilebiliyor olmasindan dolay1 Cornell potansiyeline gore daha cazip olan
trigonometrik Rosen-Morse [23] potansiyelidir.

Katihal fiziginde katilarin bant yapisi ag¢iklanirken matematiksel zorluklardan
kaginmak i¢in Dirac delta fonksiyonu seklinde bir periyodik potansiyeller kullanilir [24].

Merkezcil potansiyeller i¢in tam ¢oziim elde etmek daha kolay olmasina ragmen,
molekiiler yapilar ve etkilesmelerin dinamik o6zelliklerini daha iyi betimledikleri igin
merkezcil olmayan potansiyellerin kullanimlar1 artmistir. Makarov ve arkadaslarinin 1967
yilinda onerdikleri potansiyel [25] merkezcil olmayan potansiyellere bir 6rnektir. Bu genel
potansiyel siifinin parametreleri degistirilerek elde edilebilecek potansiyellerden birisi de
Hartman tarafindan, 1972 yilinda kuantum kimyasindaki, halka bi¢imli molekiiller gibi
eksenel simetrili sistemlere agiklik getirmek i¢in onerilen Hartman potansiyelidir [26].
Niikleer fizikte deforme olmus ¢ekirdek ciftleri arasindaki etkilesmelerin arastirilmasinda

da merkezcil olmayan potansiyeller kullanilirlar.

1.4.1. Manning-Rosen Potansiyeli

Merkezcil Manning-Rosen potansiyeli, A, a boyutsuz, b ise potansiyelin erimiyle

ilgili uzunluk boyutunda bir parametre olmak {izere

1 [a(a —1)e /b Ae"/P _2u

O = a=epye a-em| TR

(1.73)

ile verilir. @ = 0 veya @ = 1 olmasi durumunda potansiyel Hulthen potansiyeli bigimini
alir.

Merkezcil olmayan Manning-Rosen potansiyeli ise

B’ BcosO

r2sin20  r2sin%6

V(r,0) = % (1.74)
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biciminde bir halka tipli potansiyelin Manning-Rosen potansiyeline eklenmesi ile edilir.

Burada B’ ve B eksi degerler almayan gergel sabitlerdir.

1.5. Hipergeometrik Tiir Diferensiyel Denklemler ve Dikey (Orthogonal)
Polinom Aileleri

Bir f,,(x) polinom ailesi a < x < b araliginda bir w(x) agirlik fonksiyonu igin

b
fw(x)fn(x)fm(x)dx =0,(n+mnm=0,12,...) (1.75)

a

esitligini sagliyorsa dikeydir denir. Biitiin klasik dikey polinom aileleri

o () yn' (x) + 1)y (%) + Apyn(x) = 0
o(x) =ax?*+bx+c,1(x) =xd +e A, =n(l—n)a—nd

(1.76)
hipergeometrik-tiir denklemin ¢6ziimleridir.
Hipergeometrik-tiir denklem ve onun polinom ¢6ziimleri igin bir¢cok c¢alisma

yapilmistir. 2006 da Koepf ve Jamei [27] bu denklemin monik polinom ¢6ziimleri i¢in

d e n
x| = Z G,En) (a,b,c,d, e)x®,
c k=0

a b

o

(1.77)

k—n

n) 2a
& = (=)
b +Vb? — 4ac

seklinde genel bir ifade elde etmistirler. Bu ¢alismada ayrica 6zel durumlar da detayh

sekilde incelenmistir. Bu sonuglara dayanarak;

. Jacobi polinomlari; a = =1,b=0,c=1,d=—-a—-f—2,e = —a+f,
. Laguerre polinomlari;; a = 0,b = 1,c =0,d = —1l,e = —a + 1,
. Hermite polinomlari; a = b =0,c =1,d = —2,e = 0,

. Romanovski polinomlari,a = 1,b = 0,c = 1,d = 2(1 —p),e =q,p > 0,
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. Bessel polinomlar,a =1,b=0,c=0,d=a+2,e=p
elde edilebilir.

1929 yilindaki ¢alismasinda Bochner [28] hipergeometrik-tiir denklemin ¢oziimlerini
o(x) in formuna gore siniflandirmistir. Bu simiflandirma ile bu bes polinom ailesi
hipergeometrik-tiir denklemin ¢6zliimii olarak elde edilebilir.
1.  o(x) bir sabit ise,

Bu durumda hipergeometrik-tiir denklemin kanonik hali
H"(x) —2axH'(x) + AH(x) =0 (1.78)

olur ve ¢oziimleri genellestirilmis Hermit polinomlaridir {H3(x)}. @ =1 durumunda,
Hermit polinomlar1 {H,, (x)}elde edilir.
2. o(x) birinci dereceden bir polinom ise,

Bu durum i¢in kanonik ifade
xL'"(x) =y, (L' (x) + AL(x) = 0,y;(x) = —ax+ B + 1 (1.79)

seklindedir. ¢« = 1 ve § € R i¢in ¢dziim eklenmis Laguerre polinomlari {Lfl ()} a=1ve
B = 0 igin ise ¢oziim Laguerre polinomlaridir {L,, (x)}.
3. o(x) ikinci dereceden bir polinom ve farkli iki gercel koke sahipse,

Bu durum i¢in kanonik ifade

(1 —x*)P"(x) + y, ()P’ (x) + AP(x) = 0,y1(x)
=a—F—-(a+pB+2)x (1.80)

seklindedir. « ve B nin gergel degerler almasi durumunda ¢6ziim Jacobi polinomlaridir
AP (0}
Bazi1 6zel durumlar kendi isimleriyle adlandirilirlar. Bunlar,
. B = a i¢in Gegenbauer,
. B = a = £1/2 i¢in Chebyshev I ve II,
. B = a = 0 i¢in Legendre.

4.  o(x) ikinci dereceden bir polinom ve esit iki reel kokii varsa,
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Bu durum i¢in kanonik ifade
xL"(x) =y, (x)L'(x) + AL(x) = 0,y;(x) = ax + (1.81)

seklindedir. a, 8 € R igin ¢oziim genellestirilmis Bessel polinomlar1 {y, B (O} a=1ve
a = f# = 2 i¢in ise ¢ozlim Bessel polinomlaridir y,, (x).

Bessel polinomlar1 ilk olarak Bochner tarafindan dikkate alinmis ve Bessel
fonksiyonlart ile iliskileri gosterilmigtir. Krall ve Frink [29] c¢alismalarinda Bessel
polinomlarinin bir¢ok 6zelligini yayinlamiglardir. Bessel polinomlar1 bir dikey set
olustururlar ancak bu polinomlar alisilmis manada dikey degillerdir. Bessel polinomlarinin

-x/2

dikeyligi agirlik fonksiyonu e icin kompleks diizlemde birim ¢gember iizerinden integre

edilerek gosterilebilir. Bessel polinomlari
f Ym ()Y (x)e™*dx = 0,m # n (1.82)
u

dikeylik sartin1 saglarlar.
5. a(x) ikinci dereceden bir polinom ve iki kompleks kokii varsa,

Bu durum i¢in kanonik ifade
xL'"(x) =y, )L (x) + AL(x) = 0,y;(x) = 2B+ Dx + (1.83)

seklindedir. a, f € R i¢in ¢6ziim Romanovski polinomlaridir {Rg’ﬁ )}
Sonlu sayida Romanovski polinomu x € [—oo,+o0] sonsuz araliginda dikeylik

dzelligine sahiptir. Agirhik fonksiyonlart w®@ (x) = (x2 + 1) Ped%n ™% jcin
+00
j w®D ()RPD ()RPD (x)dx (1.84)

integrali yalniz m + m' < 2p — 1 olmasi durumunda yakinsak oldugu i¢in sonlu sayida

Romanovski polinomu dikeylik 6zelligi gosterir [30].

Hipergeometrik-tiir diferansiyel denkleminin ¢6ziimii olan dikey polinomlar ve
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agirlik fonksiyonlar: Tablo 1.2°de verilmistir.

Tablo 1.2. Dikey polinom aileleri

Polinom fn(x) w(x)Agirhik o(x) Aralik
fonksiyonu
G. Hermite | HZ(x) e—ax? 1 (—o0, 00)
G. Laguerre | [(“F)(yy xPe=ax x [0, )
Jacobi [ p@R(yy (1-x)*(1+x)F  A-x*) [-11] | (ap>-1)

Legendre | P,(x) 1 (1—x2) [-1,1]
Gegenbauer | CZ(x) (1— x2)%2 (1—x2) [-1,1] a>—-1/2
Chebyshev | | T, (x) 1- xz)_zl (1—x2) [-1,1]
Chebyshev | U, (x) (1 - xz)% (1—x2) [-1,1]

I

G. Bessel | ,(@h) (5 x“e_x_ﬁ x? kompleks

Romanovski | g5y 1+ xz)ﬁ_%e_atan—l(x) (1+x%)| (—o0,00) —B>n

1.7. Litaratiir Ozeti

Kuantum mekaniginde ¢esitli potansiyeller goreli ve goreli olmayan durumlar igin

degisik matematiksel yontemler kullanilarak incelenir. Bu yontemlerin bazilar1 analitik

¢ozlim yapmaya olanak saglarken (NU yontemi, faktorizasyon yontemi gibi), bazilar1 da

sayisal yontemlerdir (asimtotik iterasyon yontemi, sonlu farklar yontemi gibi) . Gilinlimiize

gelene kadar sayisiz caligmalar yapilmis ve giiniimiizde de bu calismalarin sayisi artarak

devam etmektedir. Tablo 1.3’de belli basli bazi c¢aligmalar gosterilmektedir, bu

caligmalardan referans numarasinin iistiinde

¢Ozlilmiistiir.

13333

isareti olanlar NU yOntemi
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harmonik salinici

Potansiyel Scrodinger Denklemi | KFG Denklemi
Manning-Rosen [31]* [32] [33]
Morse [34]*[35] [36]
Poschen-Teller [37]* [38]
Wood-Saxon [39]* [40]*
Makarov [41]* [42]
Rosen-Morse [43] [44][45]*
Kratzer [46]* [47]
Merkezcil olmayan Kratzer [48]* [49] [50]*
Hulthen [51]*[52] [53]*
Hulthen + Manning-Rosen [54]*

Merkezcil olmayan Hulthen [55]

Modifiye edilmis Hulthen [56]*

+ Scarf

Hulthen+Eckart [57]

Eckart [58]* [59]
Deng-Fan(genellestirilmis [60] [61]*[62]
Morse)

Yukawa [63]* [64]
Merkezcil olmayan [65]




2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Merkezcil Olmayan Manning-Rosen Potansiyeli i¢cin Schrédinger
Denkleminin Bagh Durum Coziimleri

Bu boliimde merkezcil olmayan Manning-Rosen potansiyeli i¢in baghh durum

enerjileri ve bu enerjilere karsilik gelen dalga fonksiyonlari

= 2y
ﬁ l/)(T, ,¢)

1[1 a(a—1De ™2/ 1 Ae7T/b B’ [cosf

k|[p2 (1—eT/b)2  p21—e /b * r2sin?6 +

2p
= Et/)(r,H,cl)),k = ﬁ

Y(r.0,¢) (2.1)

r2sin260

zamandan bagimsiz Schrodinger denkleminin NU yontemiyle ¢oziilmesiyle elde edilmistir.

2.1.1. Denklemin Degiskenlerine Ayrilmasi

Merkezcil olmayan Manning-Rosen potansiyeli i¢in Schrodinger denkleminden

kiiresel koordinatlarda, degiskenlere ayirma yontemiyle Y(r,8,¢) = R(r)0(0)P(¢)
kullanilarak

d’R(r)  2dR() |21, 1 ae 1 a@—1e 2 R
drz2  r dr h? b%21—¢ /b b2 (1—e_r/b)2 >|R(r) =0,

r

2.2)
d?e(0) de(6) B’ + Bcosh m? 3
OWNECTN (25 FO- I
d*®(¢) ) _
g7t @) =0 (2.4)

m? ve A ayirma sabitleri olmak iizere ii¢ tane ikinci basamaktan degisken katsayili adi
diferensiyel denklem elde edilmistir.
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Son denklemdeki ®(¢) fonksiyonu, periyodik ®(¢p + 2m) = P(¢) sinir sartini

saglamasi gerekliliginden,
&, (P) = ieimqb m=0,+1,+2, ... (2.5)
m m —_ —_
olarak bulunur.

2.1.2. Isinsal Schréodinger Denkleminin Coziimleri

Bu bélimde NU yontemi kullanilarak Manning-Rosen potansiyeli i¢in 1smsal
Schrodinger denklemi olarak adlandirilan (2.2) denkleminin ¢éziimleri elde edilmistir.
(2.2) denkleminin analitik ¢6zliimiinii A nin sifirdan farkli olacagi durumlar i¢in de

elde edilebilmesi i¢in 1/72 terimi yerine, C, = 1/12 olmak iizere

e—r/b
2 |t AT ey (26)
seklinde bir yaklasiklik kullanilmistir.
x () = rR(r) cinsinden 1s1nsal Schrodinger denklemi
. 21 1 AeT/P 1 a(a —1)e2r/P
Ot ey T A=y
A e~T/b
- ﬁ [CO + ml ){(T‘) =0 (27)

seklinde daha basit bir ifadeye doniisiir.

-r/b

Bu denklem, Ek 1 yardimiyla r degiskeninden s = e degiskenine gecilmesi ile

X' + =)+ —5x(5) = 0 28)
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Bi¢iminde genellestirilmis hipergeometrik-tiir bir diferansiyel denklem elde edilir. Buna

gore g(s) = Ins~? ve tiirevleri,
—b b
g ) =—.9"(s) = (2.9)
(2.7) de yazilarak
~ 1
P(s) = A (2.10)

Ve

1 As 1 a(a —1)s? s b?
Q(s) = ~ 32 [CO a- S)z]] (2.11)

b2 (1—s) b2 (1-s)?

olarak elde edilmistir. Boylece (2.7) denklemi

1
x"(s) +§X'(S)

+ [5(1 )] l—ez(l —5)2+As(1—5s) —a(a —1)s?

S
- (1 - S)Zﬂ. [CO + m” )((S) =0 (2.12)

denklemine doniislir. Bagli durumlar goéz Oniine alindigindan (2.12) denklemindeki

boyutsuz —e? parametresi

2
_e? = h—l;Ebz E<0 (2.13)

olarak tanimlanmustir.
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Son olarak y'(s) in katsayisi % ile ¢arpilarak (2.12) denklemi

1) + s ()

+ [#]2 —€2(1-95)?+A4s(1—5) —a(a — 1)s?
s(1—15)

—(1-9)2A [CO + (1_%)2” ¥(s) =0 (2.14)

istenilen forma getirilmistir.

Denklem (2.14) ile denklem (2.8) deki, genellestirilmis hipergeometrik-tiir denklem

karsilastirilarak asagidaki fonksiyonlar tanimlanmistir;

f=1-s5, (2.15)
o(s) =s(1—y5s), (2.16)
G(s) =s?[-e? —A—ala—1) — ACy] + s[2e? + A+ 2AC, — 1]

+[—€2 — 2G,]. (2.17)

x(s) fonksiyonu

x(s) = d(s)y(s) (2.18)
olarak ayristirilarak uygun ¢(s) fonksiyonu i¢in (2.14) denklemi iyi bilinen

a(s)y""(s) + 1y'(s) + Ay(s) = 0 (2.19)

hipergeometrik-tiir bir diferansiyel denkleme doniistiirebilir.

NU yontemine gore, en ¢ok birinci dereceden polinom olan (1.47) denklemindeki

n(s)fonksiyonu,
1
a=Z+ez+A+a(a—1)+AC0, (2.20)

b =22+ A+2AC,— A, (2.21)
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c=€?+AC, (2.22)

olmak lzere

7(s) =%Si\/sz(a—k)—s(b—k) np (2.23)

olarak elde edilmistir. Buradaki k sabitini bulmak i¢in (s) fonksiyonunun en ¢ok birinci
dereceden bir polinom olmasi gerekliliginden yararlanilmistir. Bu sartin saglanmasi igin

(2.23) denkleminde karekok altindaki ifadenin diskriminanti sifira esit olmalidir,
A=[-s(b—k)]*—4(a—k)c=0. (2.24)
Bu esitlik k i¢in ¢oziilmesiyle

ki, =(b—2c)+2yc?+c(a—Db) (2.25)

elde edilmistir. Her bir k degerinin (2.23) denkleminde yerine yazilmasi ile m(s)

fonksiyonu i¢in

(s)

(Ve=vVe+a—b)s—+c,k=(b—2c)+2./cz+c(a—b)

2.26
(Ve +VeTa—B)s—Vek=(b-20 -2/ c@—n)

—S
=—=
2
dort olas1 sonuca ulagilmisti. NU yontemine gore, bu olasit dort polinomdan, (1.39)
denklemindeki
T(s) = T(s) + 2n(s) (2.27)

fonksiyonunun birinci tiirevinin negatif degerler alacagi, m(s) polinomu seg¢ilmelidir. Diger

li¢c polinom fiziksel sonu¢ vermezler [66]. Boylece uygun k sabiti

k=(b—2c)—2yc?+c(a—Db) (2.28)
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icin 1 (s) fonksiyonu
n(s)=\/E—sE+\/E+m (2.29)
olarak secilmis ve (2.27) denklemi ile 7(s) fonksiyonu

7(s) =1+ 2vc — 2s[1 +Vc + a — b] (2.30)

olarak elde edilmistir.
Son olarak m(s) ve 7(s) polinomlarmm NU yonteminde kullanilmas:t ile y(s)
6zfonksiyonlar1 bulunmustur. Bunun icin once m(s) ve o(s) fonksiyonlar1 denklem (1.39)

de yerine yazilarak birinci basamaktan

¢'(s) Ve—s[1/2+c+Vc+a—Db]

= (2.31)
¢(s) s(1—s)
diferensiyel denklemi elde edilmistir. Bu esitligin sag tarafinin
K=A+1/2,A=~vc+a—-b= \/1/4 + a(a — 1) + A kisaltmalart ile
\/E—s[1/2+\/E+A]_\/E+ Ve 1/24Vc+4 Ve o K 239
s(1—y5) s 1-s 1-s s 1-s' (232)
daha sade sekilde yazilmasi ile (2.31) denklemi
Ve K
d(l =ds|—— 2.33
(Ing) = ds ( - (233)
sekline getirilmistir. Esitliginin her yaninin integrali alinarak
'(s) Ve—s|1/24+Vc+ 4
¢'(s) _Ve—s[1/ | (2.39)

¢(s) s(1—s)
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ve buradan da

P(s) = sVe(1 — )X (2.35)

bulunmustur.

Dalga fonksiyonunun diger kismi1 olan y(s), hipergeometrik-tiir denklemin polinom
¢Oziimii, yontemde Rodrigues bagintisi ile verilir. Bu ¢6zliimii elde etmek i¢in ilk olarak
Pearson diferensiyel denkleminin ¢6ziimiinden elde edilebilen, hipergeometrik-tiir

denklemin agirlik fonksiyonu p(s)

(op)' = 1p,
s(L=s)p"+ (1 —2s)p =1p,
s(1=s)p" =p(1+2JVc—2s—2sVc+a—b—1+2s),

p' (1+2Vc—2s—2sVc+a—-b—1+2s) 2vVc 2(Jc—4)
— =d(lnp) = = +
p s(1-ys) S 1-s
2v/c 2K-1
=+t (2.36)

islemlerinin ardindan (2.36) esitliginin iki yaninin integrali alinarak

p(s) = s2V¢(1 — 5)2K-1 (2.37)

olarak bulunmustur.
Agirlik fonksiyonu ve o(s) nin (1.71) denklemindeki Rodrigues bagintisinda

yazilmasi ile hipergeometrik-tiir denklemin polinom ¢oziimiiniin

Yn,(s) = B(1 - S)l‘ZKs‘Z\/E—;Sn; [s2Vetnr (1 — 5)2K-14nr] (2.38)

olacagi gorilmiistiir. Bu ¢6zlimiin, iyi bilinen Pn(a’b) (s) Jacobi polinomlar1 cinsinden
yazilmas1 miimkiindiir. Jacobi polinomlarinin Ek 19 daki tanimi kullanilarak

P,Ea’b)(l — 2s) polinomlari,
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n

¢, d
PP (1 - 25) = =0 ~ e s A9 (2.39)

sekline getirilir ve

n

T [ =)+ )77 = Crs(1 - $)PP@P (1 — 25) (2.40)

esitligi elde edilir.

(2.40) ifadesinden yararlanilarak (2.38) esitligi Jacobi polinomlar1 cinsinden
Y, (8) = Co PEVEH D (1 — 25) (2.41)

elde edilmistir.
¢(s) ve yn (s) fonksiyonlarinin hesaplanmasindan sonra (2.18) denklemindeki

Xn, (s) fonksiyonu olusturulmustur

Xy (5) = Co5VE(1 = )PPV (4 _ 2g), (2.42)

(2.42) denklemindekiC,  normalizasyon sabitleri hesaplanirken D.Agboola'nin
caligmasinda [11] uygulanan adimlar izlenerek Once Jacobi polinomlarinin Gauss
hipergeometrik fonksiyonlar1 cinsinden Ek 18 bagintisindaki tanimi kullanilarak y, (s)

fonksiyonu

r(n, +2vc +1)
n I (2Ve+1)

Xn, (8) = Cp 5V(1 — )X Fi(=ny, 2vc + 2K+, 1+ 2965 5)

(2.43)

sekline getirilmistir.

Dalga fonksiyonunun olasilik yorumuna gore
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oo 00 1
J. | R(r) 1% r2dr = f | x(r) |? dr = bf% | x(s) 1?ds =1 (2.44)
0 0 0

esitliginin saglanmasi gerekliligi kullanilarak

oo (F(n+2\/E+ 1)>2b
o\ nir(2ve +1)
1

X f sEL(L = 5)?K | Gy (-~ 2Ve, 2K + 1,1+ 2V s) |2 ds (2:45)
0

esitligine ulasilmigtir. Son olarak buradaki integrali hesaplamak igin

1
f(l — 2)2H V21 F (—n,2(0+ A+ 1) +n,20 + 1;Z)]2dZ
0
. (+s+DnIlr(n+26+2)rHr2a+1)
T A A+ DI+ 22+ DIFRBE+A+1D) +n)’

-3
5>7,/1>0 (2.46)

integral formiili kullanilarak C,, normalizasyon sabiti

€, = Jnr! 2Vo)(n, + K + Vo) (2(K ++c) +n,) (247)

b(n, + K)I'(n, + 2V/c + 1)I'(n, + 2K)

olarak hesaplanmistir.

2.1.3. 6 Agisina Bagh Denklemin Coziimleri

Bu boliimde 6 agisina bagh kisim i¢in ¢oziim NU yontemi kullanilarak elde
edilmistir.

(2.3) denkleminin ¢6zlimiinii elde edebilmek i¢in ilk dnce 6 degiskeninden x = cosé@
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degiskenine geg¢ilmesi durumunda denklemin alacagi sekil arastirllmistir. Bu amacla
-1

0 = g(x) =cos"x in x degiskenine gore birinci ve ikinci tiirevle g'(x) =

V1-x2’
g"'(x) = m elde edilmis ve doniisiim sonras1 denklem igin P(x) ve Q (x)
Plx) = cos(cos™x)[ -1 [ —x ] [ ]
*) = SinCcos—x) IVT — 2] l1—x2l T 1= x2 1—x2
__= 2.48
—— B’ + Bx [ z
Q@) = [ (sin2 (cos™1x) +A- smz(cos‘lx) V1= x2
B B' + Bx m? 1
_l_<1—x2 AT 1—x2]
1
_ C2Y 2 _ (P
= T=x)2 [A(1 —x%) —m* — (B' + Bx)] (2.49)
olarak hesaplanmistir. Boylece doniisiim sonrasi (2.3) denklemi
2x 1
0"(xX) ——=0"(x) + —— =72 [A(1 —x%) —m? — (B’ + Bx)]O(x) =0
(2.50)

denklemine getirilmistir.
Denklem (2.50) ile genellestirilmis hipergeometrik-tiir denklemin karsilagtiriimasi ile

T(x), o(x) ve 6(x) polinomlar1

T(x) = —2x, (2.51)
o(x) =1—x?, (2.52)
G(x) = —Ax?—pB'x+ (A —m?—p) (2.53)

olarak elde edilmis ve bu polinomlar kullanilarak NU yontemindeki 7 (x) polinomu

n(s) = £/x2(A—k) —xB—(A— ' —m? —k) (2.54)
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olarak bulunmustur. k sabiti onceki boliimde oldugu gibi, elde edilen 7 (x) polinomundaki

karekok i¢indeki ifadenin diskiriminantinin sifir olmasi gerekliliginden bulunmustur,

A = 4k? + k[4m? + 48" — 8] + [B? + 44% — 4AB% — 4Am?] = 0. (2.55)
(2.55) esitligi k i¢in ¢oziilerek kokler
u= J(mz + B2 - p° (2.56)
olmak tizere
k=AM B U 2.57
12 = 5 T (2.57)
olarak bulunmustur.
Boylece m(x) fonksiyonu i¢in olasi dort polinomun
( )
m2+,8’+u+ m2+ﬁ’—uk_2/1—m2—ﬁ’ u
* 2 2 - 2 2
n(s) = £+ > (2.58)
m2+p —u  |m*+p+ 24 —m? = p'
x 'B + ﬁ u k — L’B + E
L 2 2 2 2)

olacagi goriilmiistiir. Olast bu dort polinomdan (2.27) denklemindeki 7(x) foksiyonunun

birinci tlirevininin negatif degerler alacagi uygun m(x) polinomu ve karsilik gelen k sabiti

sirastyla
2 + B + 2 + B —
7(x) = — Ly zﬁ u, Jm zﬁ 4 (2.59)
_2A-m?—-B' u
k=———F7———= (2.60)

2

2

olarak secilmistir. Denklem (2.27) kullanilarak 7(x) polinomu da
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r(x) = —2x[1 + W] _2 w (2.61)

olarak bulunmustur.
Son olarak dalga fonksiyonunun elde edilmesi i¢in 1s1nsal kismin dalga fonksiyonunu

elde ederken uygulanan iglemler tekrarlanmaistir.
Once ¢ (x) ile p(x) fonksiyonlar1 B = ’w ve C = / w i¢cin

d(x) = (1 — x)E+O)/2 (2.62)
p(x) = (1—x)B*¢(1+x)B~¢ (2.63)

olarak hesaplanmustir.
Ardindan agirhik fonksiyonunun (1.71) denklemindeki Rodrigues bagintisina
yerlestirilmesi ile yy (x) fonksiyonu

N

d
yv(x) = By (1 — x)~B+O(1 4 x) (B ¥ [(1 — x)B+CHN (1 + x)B-C+N],

N=0123,... (2.64)

elde edilmistir. Jacobi polinomlariin denklem Ek 19 daki tanim1 kullanilarak elde edilen

N

dx_N [(1 _ x)B+C+N(1 + x)B—C+N]

= (=D)V2V(1 - )P+ + x)B PP (x) (2.65)

ifadesinin (2.64) denklemine konulmasi ile normalize edilmemis Oy(x) dalga

fonksiyonlar1
On(x) = Cy(1 — x)B+O/2(1 4 x)(B-O/2pB+CEE=C) 4y (2.66)

olarak bulunmustur. Son olarak Cy normalizasyon sabiti
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1

J.[T(H)]zsin(e)dﬁ = f[T(x)]de =1 (2.67)
0

-1

esitliginden Jacobi polinomlarmin Ek 14 denklemindeki dikeylik bagintis1 kullanilarak

N:j (2N + 2B+ D)I'(n + DI(N + 2B+ 1) 2.68)

22BYIT(N+B+C+1DI(N+B—-C+1)

olarak elde edilmistir.

2.1.4. Enerji Ozdegerleri

Bu boliimde merkezcil olmayan Manning-Rosen potansiyeli i¢in enerji degerlerinin
analitik ifadesi elde edilmistir. Bu amagcla dnce 1sinsal kistmdaki €2 ifadesine ulasiimis ve
buradan enerji 6zdegerleri i¢in bir analitik ifade elde edilmis, ardindan da 6 agisina bagl
kisimdan elde edilen A sabiti bu analitik ifadede yerine yazilmaistir.

Denklem (1.45) kullanilarak A sabiti 1smsal kisim i¢in

A=((b—-2c)—2ycz+cla+b —E+\/E+\/c+a—b (2.69)

olarak elde edilmistir.
Hipergeometrik-tiir bir diferansiyel denklemin, negatif olmayan n tamsay1 degerleri

i¢cin polinom ¢dziimler vermesi ancak ve ancak

—d",(n=0,1,2,...), 4, # A,

m=012..n—1 (2.70)

esitliginin saglanmasi ile miimkiin olabileceginden [67]
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An, = (b—2¢) —2VcVec+a+ —%—[\/E+\/c+a—b] (2.71)
=2n,[14+ (Vc+Vc+a-b)| +n.(n.— 1),n, =012, ..

esitligi elde edilmistir. Buradan
1
(b—Zc)—Zx/EA—E—\/E—A=2nr[\/E+/1]+n(n+1) (2.72)

Yazilip v/c i¢in ¢oziilmesi ile bulunan

_A+1/2+ A1+ 2n,) +n.(n,+1)— A

Ve —(2A+1+2n,)

(2.73)

esitliginin denklem (2.22) deki ¢ = €2 + AC, ifadesinin de kullanilmas ile elde ettigimiz

o2 [/’1+ 1/2+ A1+ 2n,) +n,.(n-+1)—A

2
24+ 1+ 2n, l ~ Ao (2.74)

ifadesinin (2.18) denkleminde kullanilmas: ile enerji spektrumu

E —_hz[ +1+/1_"r("r+1)_'4]2 AC 2.75
el = oupz || T2 24+ 1+ 2n, 0 275

olarak elde edilmistir.

Benzer islemlerin 6 agisina bagl kisim i¢in tekrarlanmasi ile (2.74) denklemindeki 4
bilinmiyeni bulunmustur.

Once, (2.60) deki k sabiti ve (2.59) deki m(x) polinomu (1.45) denkleminde

kullanilarak

_ ) 2A-B?2—m? u |m2+pB+u
I=k+n)="—F5—— 5~ |—— (2.76)
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ifadesine ulasilmis ve bu ifadenin, polinom sonuglar elde etmek i¢in gerekli kosul olan

(2.70) ifadesinden elde edilen

_ m2+pB+u
A=2N[1+ [————+N@N-1) (2.77)

esitligiyle karsilastirilmasi ile

20— 3% —m? u m2+ LB +u m2+L6+u
+_5_ /Tﬁ:zN 14 /++N(N—1) (2.78)

bulunmustur.
Enerji spektrumundaki bilinmeyen A = [(l + 1) degerlerini elde etmek i¢in (2.78)
denklemi A igin ¢dziilmiistiir. 1k olarak bu esitlik

m2+p +u
&= /f (2.79)

ile
A—E2—-&8=2N1+& +N(N-1) (2.80)

daha sade bicime getirilmis, daha sonra A yalniz birakilarak esitligin diger yam

diizenlenmis ve A ve [ i¢in sirasi ile
A=(N+EIN+E+1) (2.81)
ve

I=N+¢ (2.82)
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ifadeleri elde edilmistir. A i¢in buldugumuz ifadesinin (2.75) denkleminde yerine yazilmasi

ile enerji 6zdegerlerinin analitik ifadesi tamamlanmustir.

2.2. Merkezcil Olmayan Manning-Rosen Potansiyeli i¢in
KFG Denkleminin Bagh Durum Coéziimleri

Bu boliimde, (1.33) seklinde elde edilen KFG denkleminin ¢oziimleri

1[1 a(a—1)e 2/ 1 Ae7/b ' cos@
V() = S = = |5 HE D —77 TR
k|b?2 (1—e7/P)2  p2Z1—e7/b  12sin2  r2sinZ6

(2.83)

skaler ve vektorel potansiyelleri i¢in elde edilmistir.

Dalga fonksiyonu (7, 8, ¢) i¢in

— (T‘) im¢ —
Y(r,0,¢) = x=—0(0)e™?,m=0,%1,+2,43, ... (2.84)

seklinde bir ¢6ziim Onerilerek, A ayirma sabiti olmak iizere

M+E (a(a—1)e?/b  pe™T/P y)
o+ @ - =S (D 2 ) - o)
=0 (2.85)
0" (6) + cotd' (8) + [— sinlz - (M 1\; E 6 + Boso) + mz) + /1] 0(6)
=0 (2.86)

diferensiyel denklemleri elde edilir.

2.2.1. Isinsal KFG Denkleminin Coziimleri

Isinsal KFG denklemi olarak adlandirilan (2.84) denkleminin ¢oziimlerinin A nin
stfirdan farkli durumlar i¢in de elde edilebilmesi i¢in, Schrodinger denkleminde oldugu

gibi, C, = 1/12 olmak iizere 1/7? terimi yerine (2.6) seklinde bir yaklasiklik kullaniimasi

-r/b

ves=e degiskenine gegilmesi ile (2.85) denklemi genellestirilmis hipergeometrik-tiir



40

diferansiyel denklem sekline gelir

1-s 1 7
X+ s+ sy [P0 +mas(1 - 9)lx(s)

+ [5(11— S)]Z [—na(a —1)s* — (1 —15)%2 (CO + (1_S—S)z>] x(s)

= 0. (2.87)

Bagli durumlar (| E |[< M) g6z Oniine alinarak (2.87) denklemindeki boyutsuz € ve 7

parametreleri
€ = by M? — E? (2.88)
M+ E
n=—y (2.89)

olarak tanimlanmistirlar.
Elde edilen denklemin (2.14) deki denklem ile benzerligi goriilmektedir. (2.15) ile

(2.30) denklemleri arasindaki adimlar tekrarlanarak, a, b, c

1
a=z + e+ An+na(a—1) + AC, (2.90)
b=2e?2+nA+21Cy— A (2.91)
c=€%+AC, (2.92)

olmak tizere, su sonuclara ulagilmistir;

T=1-s5, (2.93)
oc=s(1-y%), (2.94)
6 =s?[—e? —nA —na(a — 1) — ACy] + s[2€? + nA + 24C, — 1]

+ [—€% — AC, ), (2.95)
k=(b-2c)— 2\/C2 + c(a — b), (2.96)
n(s) =V~ s[5+ Ve +Vera—bl, (2.97)

7(s) =1+ 2Vc—2s[1+Vc+a—b] (2.98)
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K=A+1/2, A=vc+a—-b=1/4+na(a—1)+ 21 kisaltmalar1 ile dalga
fonksiyonu y(s) = ¢(s)y(s) i¢in ¢(s)

$(s) = sV (1 - )" (2.99)
olarak bulunmustur.

y(s) fonksiyonunun sagladigi hipergeometrik-tiir diferansiyel denklemin agirlik

fonksiyonu
p(s) = s2Ve(1 — 5)2K-1 (2.100)
olmak tizere, Rodrigues bagintisindan yararlanilarak Jacobi polinomlari cinsinden y,, (s)
Y () = G, P20 (1 - 25) (2.101)

olarak bulunmustur.

Sonug olarak y;,_(s) 1sinsal dalga fonksiyonu hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

C, = \/nﬂ 2Vo)(n, + K + Vo) (2(K + ) +n,) (2.102)

b(n, + K)I'(n, + 2J/c + 1)I'(n, + 2K)
normalizasyon sabiti olmak tizere

r(n, +2vc+1)
nT'(2Vec +1)

Xn, (s) = Cnrs\/z(l —s5)K JFi(—np, 2vc + 2K+ n,, 1+ 2 s)

(2.103)

olarak elde edilmistir.
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2.2.2. 0 Acisina Bagh Denklemin Coziimleri

Goreli olmayan durumda oldugu gibi (2.86) denkleminin ¢oziimiinii elde edebilmek

icin x = cos @ doniisiimii yapildiginda

0" (x) ~ T () + s AL = 2%) = = 8+ p)}O ) = O
(2.104)
elde edilir. Bu denklem genellestirilmis hipergeometrik-tiir diferensiyel denklem ile
karsilastirilarak
T(x) = —2x%, (2.105)
a(x) =1—x2, (2.106)
6(x) = —Ax? —nB'x + (A —m? —np) (2.107)

oldugu goriilmiistiir. Onceki boliimlerde yapilan islemler tekrarlanarak

U= \/(mz + B2 — n2p? (2.108)
i¢in k sabiti ile (x), t(x) fonksiyonlar1 sirasiyla

2L—m?—nfB’ u
= a np -2, (2.109)

(2.110)

n(x) = — [Xsz sl tu, Jm A _”],

m2+nB' +u m2+nB' —u
T(x) = —2x 1+j+ﬁ —2 /+ﬁ (2.111)

olarak bulunmustur.
2 ’ 2 1
Dalga fonksiyonu i¢in B = f%m ve C = /%ﬁu olmak tizere

P(x) = (1 —x)B*+O/2, (2.112)
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p(x) = (1 —-x)P*(1+x)27¢, (2.113)
On(x) = Cy(1 — x)B+O/2(1 4 x)(B-0)/2pB+EE=C) () (2.114)

(2.115)

o = 2N+ 2B+ 1DI'(n+ Dr(N+2B+1)
N |22BHiP(N4+B+C+1DI(N+B—-C+1)

sonuclari elde edilmistir.

2.2.3. Enerji Ozdegerleri

Denklem (1.45) ve (2.70) kullanilarak sirasiyla, 1sinsal ve 6 agisina bagl kisimlar

i¢in

(b-20 ~2VeVeta+ b7~ Ve +Veta b
=2n,[1+ (Vc+Vc+a-b)|+n.(n.—1,n.=0123,...

(2.116)
20—np'—m? u

m2+nB' +u m2+nB' +u
> - ’+ﬁ=21\1 1+ /+ﬁ+1v(1v—1),

N=0123.. (2.117)

esitlikleri elde edilmistir. (2.116) denklemi /c igin ¢éziiliip denklem (2.92) deki

¢ = €? + AC, ifadesinin kullanilmasiyla

_[A+1/2+AQ + 2n,) + n,.(n, + 1) — A
B 2A+ 1+ 2n,

62

— AC, (2.118)

elde edilmistir. Bulunan €2 ifadesinin (2.88) denkleminde yerine yazilmasi ile enerji ile

ilgili ifade

1
M? _E%r,l = b2

lnr += (2.119)

2T T A+ 1+2m,

1 A-n(n, +1) —nA]°
n(n )nl_/wo]

olarak bulunmustur.
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(2.117) denklemi enerji ifadesindeki A = [(l + 1) degerlerinin elde etmek icin
kullanilmis ve & = ’w i¢in

A=(N+EN+E+1) (2.121)
Ve
I=N+¢ (2.122)

bulunmustur. A i¢in buldugumuz ifadesinin (2.119) denkleminde yerine yazilmasi ile enerji

Ozdegerleri i¢in transandant tiirli bir denkleme ulagilmistir.



3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Merkezkac Terimi I¢in Kullamlan Yaklasikhigin Incelenmesi

Bu boliimde Schrodinger ve KFG denklemlerinin analitik ¢6ziimlerini elde
edebilmek icin 1/72 terimine getirilen yaklasiklik irdelenmis ve benzer calismalarda farkli
arastirmacilarin gelistirdikleri yaklasikliklar ile karsilastirilmistir.

1/7r? terimi i¢in, bu calismada

r2 b2

1 11 e T/b
2t A= ey G-

Greene ve Aldrich'in ¢caligsmalarinda [68]

1 1 e /b
ve Dong ile arkadaslarinin ¢caligmasinda [33] ise
1 1] we /b g~2r/b
e e .

yaklagikliklar1 kullanilmigtir. Sonuncu yaklasiklikta w ayarlanabilir bir parametredir ve
w = 1 olmasi durumunda Greene ve Aldrich'in kullandig1 yaklasiklik elde edilir.

1/r?% igin tam deger, bu calismada kullanilan yaklasiklik, Greene ve Aldrich'in
yaklasikliklar1 ve Dong ve arkadaslarinin kullandiklar1 yaklasikliklar sayisal ve grafiksel
olarak karsilagtiritlmis ve /b < 1 bdlgesi igin bu ¢alismada kullanilan yaklasikligin diger
yaklasiklara gore daha iyi sonuglar verirken kiigiik b ve biiyliik r degerleri icin diger
yaklagikliklar kadar basarili olmadigi gozlenmistir. Sekil 3.1, Sekil 3.2 ve Sekil 3.3 te
sirastyla b = 0.65,b = 1.15 ve b = 5.15 degerleri i¢in {i¢ yaklagiklik ve tam deger
0 <r <12 araliginda ¢izilmistir. Bu sekillerde (1) dong ve arkadaslarinin kullandig1
yaklasiklik, (2) Green ve aldrich'in kullandiklar1 yaklasiklik, (3) tam deger ve (4) bu
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calismada kullanilan yaklagikliktir.

0 2 4 6 8 10 12

Sekil 3.1. b = 0.65 degeri i¢in 7 ye karsilik 1/72 terimi igin kullanilan
yaklagiklik

0,5

03

0,0

0 2 4 6 8 10 12

Sekil 3.2. b = 1.15 degeri i¢in 7 ye karsilik 1/72 terimi igin kullanilan yaklasiklik
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................. (1)
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\ —(3)
03} \ B
y
= N\
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0 2 4 ° ° N 3
r

Sekil 3.3. b = 0.65 degeri i¢in 7 ye karsilik 1/72 terimi igin kullanilan
yaklagiklik

3.2. Schrodinger Denklemi i¢in Bagh Durumlarin Enerjileri

Bu kesimde (2.75) denklemiyle belirlenen enerji 6zdegerleri merkezcil ve merkezcil
olmayan potansiyel durumlari i¢in irdelenmistir. Genel olarak goriilmiistiir ki €, degerinin

sifir olarak kabul edilmemesi enerji 6zdegerlerine

hZ
—AC 3.4
2ub2 "0 (3.4)
seklinde bir katki getirmistir.
Bazi durumlar i¢in enerji degerleri dogal birim sisteminde (A = p = 1) tablo halinde
verilmigtir. a degeri Tablo 3.1 de a = 0.75, Tablo 3.2 de ise @ = 1 olarak alinmistir.

Tablolarda n temel kuantum sayisi olup [ + n,- + 1 degerine esittir.
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Tablo 3.1. @ = 0.75 i¢in goreli olmayan enerji degerleri

B B’ l n E
0 0 0 1 -0.872300
1 1 0.707107 1.707107 -0.175760
1 0 0.707107 1.707107 -0.175760
0 0 0 2 -0.150269
0 0 1 2 -0.120527
0 1 1 2 -0.120527
1 1 1.366025 2.366025 -0.080720
0 1 1.414214 2414214 -0.076883
1 1 0.707107 2.707107 -0.06016
1 0 0.707107 2.707107 -0.06016
1 1 1.707107 2.707107 -0.05808
1 0 1.707107 2.707107 -0.05808
0 0 0 3 -0.053926
0 0 1 3 -0.045878
0 1 1 3 -0.045878
1 0 1.984059 1.984059 -0.045393
0 0 2 3 -0.044774
0 1 2 3 -0.044774
1 1 2.224745 3.224745 -0.03704
0 1 2.236068 3.236068 -0.036693
1 1 1.366025 3366025 -0.03359
1 1 2.366025 3366025 -0.03299
0 1 1.414214 3.414214 -0.032286
0 1 2.414214 3.414214 -0.031721
1 0 0.707107 3.707107 -0.02636
1 0 0.707107 3.707107 -0.02636
1 0 1.707107 3.707107 -0.025523
1 1 1.707107 3.707107 -0.025523
1 1 2.707107 3.707107 -0.02512
1 0 2.707107 3.707107 -0.02512
0 0 0 4 -0.024017
0 0 1 4 -0.020809
0 1 1 4 -0.020809
1 0 1.984059 3.984059 -0.020522
0 0 2 4 -0.020299
0 1 2 4 -0.020299
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Tablo 3.2.a = ligin goéreli olmayan enerji degerleri

B B’ l n E
0 0 0 1 -0.487578
1 1 0.707107 1.707107 -0.159269
1 0 0.707107 1.707107 -0.159269
0 0 0 2 -0.112812
0 0 1 2 -0.11276
0 1 1 2 -0.11276
1 1 1.414214 2414214 -0.073653
1 1 0.707107 2.707107 -0.056269
1 0 0.707107 2.707107 -0.056269
1 1 1.707107 2.707107 -0.05618
1 0 1.707107 2.707107 -0.05618
1 0 1.984059 2.984059 -0.044192
0 0 0 3 -0.043759
0 0 1 3 -0.043707
0 1 1 3 -0.043707
0 0 2 3 -0.043602
0 1 2 3 -0.043602
1 1 2.224745 3.224745 -0.036207
0 1 2.236068 3.236068 -0.035875
1 1 1.366025 3.366025 -0.032431
1 1 2.366025 3366025 -0.032308
0 1 1.414214 3.414214 -0.031215
0 1 2414214 3.414214 -0.031089
1 0 0.707107 3.707107 -0.024925
1 1 0.707107 3.707107 -0.024925
1 0 1.707107 3.707107 -0.024836
1 1 1.707107 3.707107 -0.024836
1 1 2.707107 3.707107 -0.024695
1 0 2.707107 3.707107 -0.024695
1 0 1.984059 3.984059 -0.020086
0 0 0 4 -0.02
0 0 1 4 -0.019948
0 1 1 4 -0.019948
1 0 2.984059 3.984059 -0.019931
0 0 2 4 -0.019844
0 1 2 4 -0.019844




50

3.2.1. Merkezcil Potansiyel Durumu

Bu durum B = B’ = 0 olmasi ile miimkiindiir. Denklemindeki u ifadesi merkezcil

potansiyel durumunda

u =+/m*=m2 (3.5)

seklinde sadelesmesi ile denklem (2.79) teki € ifadesi de,

/mz + m?
&= — =l m| (3.6)

olacaktir. (2.82) denkleminden [ = N + §(N = 0,1,2,...) oldugu bilindiginden [ kuantum
sayist i¢in, beklenen [ >=|m | ([,m =0,1,2,...) ifadesi, elde edilmistir Merkezcil
Manning-Rosen potansiyeli i¢in enerji degerleri daha 6nce Zhao-You Chen ve arkadaslari
tarafindan [69] hesaplanmislardir. Bu ¢alismada elde edilen enerji degerlerinin Zhao-You
Chen ve arkadaglariin elde ettikleri enerji degerleri ile uyum igerisinde oldugu
gOriilmiistiir.

Manning-Rosen potansiyelinde o« =0 veya a =1 degerlerinin kullanilmasi
durumunda potansiyelin Hulthen potansiyeli seklini aldig1 bilindiginden § = 1/b, A = 2b
kullanilarak elde edilecek sonuglar Varshni'nin ¢alismasinda [52] elde ettigi sonuglar ile

karsilastirilarak uyum igerisinde oldugu goriilmiistiir.

3.2.2. Merkezcil Olmayan Potansiyel Durumu

Bu durumda p veya B’ parametrelerinden en az biri sifirdan farkli degerdedir. Farkli
B ve B’ parametreleri kullanilarak degisik tiirde merkezcil olmayan potansiyeller tiretmek
miimkiindiir. Degisik B ve B' parametreleri @ = 0.75 ve a =1 igin irdelenmis ve
goriilmistiir ki merkezcil olan potansiyel durumlart merkezcil olmayan potansiyel

durumlarina gore daha diisiik enerjidedirler yani daha dayaniklidirlar.
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3.3. Schrodinger Denklemi Icin Kuantum Sayilarinin Alabilecegi Degerler
Uzerindeki Kisitlamalar

Dalga fonksiyonlart i¢in polinom c¢oziimler elde edebilmek i¢in tanimladigimiz
kuantum sayilarinin alabilecegi degerler irdelenmis ve bagli durum enerjilerinin elde
edilebilmesi i¢in li¢ kosulun saglanmasi gerektigi tespit edilmistir.

Birinci kosul (2.56) denklemindeki u ifadesi incelendiginde goriilmiistiir. Burada
(m* + B)* < p* (3.7)

olmasit durumunda wu ifadesi gercel olmayan degerler alacaktir. Bu durumda enerji
Ozdegerleri de gergel olmayan degerler alacagindan bu sonuglar fiziksel olmayacaktir. § ve

B' pozitif gergel degerler aldigindan enerji sonuglarinin fiziksel olabilmesi igin
m2=>p—p (3.8)

kosulunun saglanmasi gerektigi gortlmiistir. S < B’ olmasi halinde bu kosul
kendiliginden saglanir ve m tiim tam say1 degerlerini alabilir ancak diger durumlar
icinmsonlu sayida tam say1 degeri alabilir.

Ikinci kosul enerji ifadesinden elde edilmistir. (2.75) deki enerji ifadesine

bakildiginda

1 (-n)U+n,+1) -4

I[(l+1)C, =
U+ DG 2 \n+ 5+ —— o

(3.9)

olmast durumunda eksi olmayan enerji durumlar1 ortaya ¢iktigi saptanmistir. Bagh
durumlar ancak E < 0 i¢in s6z konusu olabildiginden eksi olmayan enerji degerleri bagh

durumlarin olmadig1 anlamina gelir. Boylece bagli durumlar i¢in kuantum sayilari iizerinde

1 (-n)U+n,+1) -4
I+ 1)C < [ny +5+ AT (3.10)

seklinde bir smirlama olmasi gerektigi sonucuna varilmistir. Merkezkag¢ terimi i¢in bu
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calismada yapilan yaklasiklikta C; teriminin sifir olarak alinmamasi durumunda bdyle bir

sinirlama ortadan kalkmaktadir.
Ugiincii kosul (2.73) denklemindeki v/c ifadesinden elde edilmistir. Bagli durumlar

icin v/c > 0 kosulu olas1 enerji durumlari igin bir sinirlama getirmistir:

<A+1/2+A(1+2nr)+nr(nr+1)—A
—(A+1+2n,)

(3.11)

esitsizliginin sol tarafinda paydada bulunan ifade sifirdan biiyiik degerlere sahip

olacagindan,
1
A—E—l(l+1)—/1>nr(nr+2/1+1) (3.12)
ve
1
A>E+l(l+1)+/1 (3.13)

elde edilmistir.

Sonug olarak, bagli durumlar ancak ve ancak bu ii¢ kosulun birden saglanmasi
durumunda elde edilebilecegi saptanmistir. Sekil 3.4 te ikinci ve iiglincli kosullarin
saglanmasi ile bagli durumlar i¢in n, ve | kuantum sayilarinin alabilecegi olas1 degerler

gosterilmistir.
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O 2 4 6 8
n,

Sekil 3.4. « = 1,1/b = 0.025 ve A = 2b i¢in n,. ve [ kuantum
sayilariin alabilecegi degerler bolgesi

3.4. KFG Denklemi I¢in Bagh Durumlarin Enerjileri

KFG denklemi icin bagli durum enerjilerini veren analitik bir ifade elde
edilemeyecegi goriilmistiir. Enerji degerleri icin elde edilen (2.118) denklemi transandant
tiirlii bir denklemdir ve analitik ¢6zlimii yoktur. Ayrica KFG denkleminin formundan &tiirti

beklendigi gibi her durum i¢in iki farkli enerji degeri elde edilir.



4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada
. Schrodinger denkleminin nasil elde edildigi,
. Nikiforov-Uvarov yonteminin nasil kullanilacagi,
. Bochner ve Koepf-Masjed-Jamei ¢alismalar1 ¢ergevesinde dikey polinom aileleri igin

iki farkli siniflandirilmanin nasil yapilabilecegi ve kullanilabilecegi,

. Potansiyellerin teorik fizikte ya da teorik kimyada hangi alanlarda kullanildig1
Ozetlenerek;
. Merkezcil olmayan Manning-Rosen potansiyeli i¢in goreli olmayan durumlarda bagl

durum enerjilerinin analitik ifadesi ve bu enerjilere karsilik gelen normalize edilmis dalga
fonksiyonlari,

. Goreli olmayan durumda kuantum sayilarinin alabilecegi durumlar {izerindeki
sinirlamalar,

. Merkezcil olmayan Manning-Rosen potansiyeli i¢in goreli durumlarda bagli durum
enerjileri icin transandant tiirde bir ifade ve bu enerjilere karsilik gelen normalize edilmis

dalga fonksiyonlar1 elde edildi ve daha 6nce yapilan calismalar ile karsilastirildi ve uyumlu

oldugu goriildii.
. Farkl1 analitik ve sayisal yontemler denenerek ¢oziimlerin aranmasi
. Bagka fiziksel Ozelliklere sahip halka tipli bir potansiyelin Manning-Rosen

potansiyeline eklenmesi ile elde edilebilecek merkezcil olmayan potansiyelin ¢dziimlerinin
aranmast
. Goreli durumlar i¢in Dirac ve Duffin-Kummer-Petiau denklemlerinin ¢oziimlerinin
aranmast
. Jacobi polinomlarinin tekrarlama bagintilar1 kullanilarak basamak islemcilerinin elde
edilmesi

. D-6lgiilii uzay i¢in ¢ézlimlerin aranmasi arastirma problemi olarak onerilir.
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6. EKLER

Ek 1. Degisken Doniisiimii

Y'"x +Px¥' x +Qx¥x =0

(Ek 1)

seklindeki bir diferansiyel denkleme, g(t) istenilen aralikta analitik ve birinci tiirevi sifirdan farkli

bir fonksiyon olmak fizere, x = g(t) doniisimii yapilmasi sonucunda w(t) = ¥ (g(t)) nin

saglayacagi denklem bulunabilir.

w(t) = ¥ (g(t)) nin birinci ve ikinci tiirevlerinin

dw t dt dw t 1dwt

dx _dx dt g dt
d’w(t) dtd dtdw(t)

dx?2  dxdt dx dt

1

1 g
g (g)?

w(t) + éw(t}”

(Ek 1) denkleminde yerlerine yazilmasi ile

© ., _ g . PE®» _
W(g’)2 + CoE + T wit'+Qgt wt =0,
12 1 g(t)” ! N2 _
w(®" + P(g(t)g(V) TOR w(®'+ Q(g(M)(g)w(® =0

elde edilir. Bu denklem P = P(g(t))g' — gg—’,’ ve Q = Q(g(t)(g")? olmak iizere

w'+POW +Q(Ow =0

seklinde yazilabilir.

Bu sonu¢ (Ek 1) denkleminde x = 1 t doniisiimii yapmak i¢in kullanilacak olursa
PveQ

2 P11
t t2

Ek 2

(Ek 3)

(Ek 4)

(Ek 5)

(Ek 6)

(Ek 7)
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Ek 1’in Devami

ve

_Qdy
===

Q

olarak bulunur.

(Ek 8)

(Ek 1) denklemi i¢in ¥ (x) = f(x)w(x) seklinde bir ¢6ziim arandiginda w(x) in saglayacagi

denklem de benzer sekilde bulunabilir. Bunun igin ¥ (x) ve tiirevleri

V'x =f'xwx +fxw x

V() = W) + 2F ()w'(x) + fFow" (%)

(Ek 1) denkleminde yerlerine yazilir, w(x) ve tiirevleri i¢in diizenlenir

w'(x) + 2f7,+P x W)+ ];”xx +P]{’xx 10 x w

ve a(x) = f'/f i¢in

w'"x + 2a+Px wx +Q@Qx +aPx +a +a'wx =0

elde edilir.

(Ek 9)
(Ek 10)

(Ek 11)

(Ek 12)
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Ek 2. Jacobi Polinomlari
Jacobi polinomlarmin bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

1 Jacobi polinomlar1
1-x2y"x + p—a— a+B+2xy' x +nn+a+p+1yx =0

ikinci basamaktan lineer homojen diferansiyel denklemini saglarlar.

2 Jacobi polinomlar1

1

(1—x)%(1 + x)PPP) )PP (x)dx
-1

o 29P Tt a+DI(n+B+1)
“2nt+a+B+1 T'(n+a+pf+ Dn! mn

dikeylik bagmtisin saglarlar.

3 Jacobi polinomlar1
P —x = —17"p%F x

simetri O6zelligine sahiptirler.

4 Jacobi polinomlarinin k. dereceden tiirevleri

ke F(a + ﬁ +n+1+ k) (a+k,B+k)
—-— P
dxk

@h) () =
b =y g e )

esitligi ile elde edilirler.

5 Jacobi polinomlari ii¢ terimli

2Znn+a+f 2nta+p—2 Pna,ﬁ X
=@n+a+p-D@n+a+p—2x+a?— R (x)
—2(n+a—1D(n+p-D@n+a+pP ()0 =23,..

(Ek 13)

(Ek 14)

(Ek 15)

(Ek 16)

(Ek 17)
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Ek 2'nin devam

tekrarlama bagntisina sahiptirler.

6 Jacobi polinomlar1 hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

pab  Lntarl . L 4atBanat 1t Ek 18
n X E ey A wltetfinat iy (Ek 18)
seklinde tanimlanabilirler.
7 Jacobi polinomlar1
P 1 n n
a, _ _ —_ _ﬁ _ _ 2
P*" x = S 1-z %14z e 1—-z%1+z81-22"7 (Ek 19)

Rodrigues bagintisindan elde edilebilirler.



Ek 3. Potansiyeller

1) Rosen-Morse potansiyeli;

V x =Btanh ~ — Csech? >
x—and Sec d

64

W]

wk

\ —ll:l:'
-15 |

Sekil Ek 1. € = 20 ve B = 10 igin Rosen-Morse potansiyeli

2) Eckart potansiyeli;

V1)

anf

m; /

i

'V

—osl

#fl

Sekil Ek 2. A = 2 ve B = —4 i¢in Eckart potansiyeli

(Ek 20)

(Ek 21)
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Ek 3'iin devami

3) Manning-Rosen potansiyeli;

1 aa—1e b  feTb
T kb2 1—eTb2 1_eTh’

10 A

ol
_an [ -"'r

30

- 40 -| [
)

_sn LW

=

Sekil Ek 3. A = 20 ve @ = 4 igin Manning-Rosen potansiyeli

4) Morse potansiyeli;

Vr =De?*7 "0 —2De %" To

W)
10
|
; |
nsl |
[ |
: |
[ L L ||I L 1 L L L L 1 L L
i | ! 2
_osl \
f \ /
-10f Il\‘w-/
_1sl

Sekil Ek 4. « = 2 ve ry = 1 i¢in Morse potansiyeli

(Ek 22)

(Ek 23)
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Ek 3'iin devami

5) Tietz potansiyeli;

a+b e 2PT —pe=Fr
1+cebr2

Vr =D, +D,

V(2 1)/ D

F
s |

Sekil Ek 5. a = 30, b = 30 ve ¢ = 0.1 i¢in Tietz potansiyeli

6) Poschl-Teller 11 potansiyeli;

xx—1 AA+1
sinh? ar cosh? ar

VT' :VO

Bl 1/Fy
sl ‘

zu—|

_40k

L P
an I /

Sekil Ek 6. y = 2 ve 1 = 7 igin Poschl-Teller Il potansiyeli

(Ek 24)

(Ek 25)
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Ek 3'iin devami

7) Perdelenmis Coulomb (Yukawa) potansiyeli;

(Ek 26)

Wiz /T

S U S S S P T ¥
02—t [ 0.g 1.0

_wkE
_gu-_/
_3|:|-_|’

_4|:|-_|

_ 50 :|

Sekil Ek 7. Perdelenmis Coulomb (Yukawa) potansiyeli

8) Wood-Saxon potansiyeli;

Vr =—Vy——mp. (Ek 27)

VIR

0.5 1.0 - 20 2.5
-0.5F

-0

-1.5"

Sekil Ek 8. a R = 0.2 i¢gin Wood-Saxon potansiyeli



Ek 3'iin devami
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9) Lennard-Jones potansiyeli;

Tm
Vr =e —
r

10) Kratzer potansiyeli;

12 _, T 6
T
VTPl fe
1.0 [ |
05l ‘
T 0s [ Li— 30 25 75
05t \
-Lof
L1st
Sekil Ek 9. Lennard-Jones potansiyeli
a 1a?
r 2712
WL FFy
1.|:|_- |
0.5 |
F 2 4 § 8 W i
_1_.35 .
_15L

Sekil Ek 10. Kratzer potansiyeli

(Ek 28)

(Ek 29)
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Ek 3'iin devami

11) Hulthen potansiyeli;

e~T a
V r = _VO 1 — e_r a
Vil
1.0 r
0.5 —
e S T
N //
- 1.0 -
-1.8 —
_anl |
Sekil Ek 11. Hulthen potansiyeli
12) Trigonometric Rosen-Morse potensiyeli;
[1+1 r
Vz =-2bcot z +——,z=-.
sin? z d
Virid)
1000 - /l
500 g ;'JI
||I||||I_|_|I|_..—-'l—'l_|_| |_'_'|-'-| PR 1 1'_|'I|i
_[dld__j?f———l'ﬂ_ 1.5 2.0 2.5 3.0

— 500 /
- 1000 y

1500

(Ek 30)

(Ek 31)

Sekil Ek 12. b = 50, [ = 1 i¢in trigonometrik Rosen-Morse potansiyeli
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Ek 3'iin devami

13) Cornell potansiyeli;

a
Vr =—+br.
r

(Ek 32)

Sekil Ek 13. a = b = 2 i¢in Cornell potansiyeli (mavi), a r (kirmizi),

br (siyah)
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