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ÖNSÖZ 

 “Gözlerimiz önünde serili bulunan doğa, büyük bir kitap gibidir. Ancak yazılmış 

olduğu dili biliyorsak bu kitabı okuyabiliriz, bu kitap matematik diliyle yazılmıştır” diyen 

Gallileo gibi sayısız birçok insan içgüdüsel olarak doğayı anlamaya çalışmıştır. Bu amaçla 

birçok çalışma yapılmış, matematik ve fizik alanında büyük ilerlemeler gerçekleştirilmiş, 

hatta Newton ve Maxwell yasaları ile fizikçiler neredeyse “yapılacak iş kalmadı” şeklinde 

düşünür olmuştur. Ancak yirminci yüzyılın başlarında insanoğlu doğayı anlayabilmek için 

daha yolun başında olduğunu anlamış, o güne kadar bilinen fizik klasik fizik olarak 

adlandırılmış, modern fiziğin temelleri atılmış ve yüz yılın öncü isimleri tarafından atom ve 

atom altı parçacıkların davranışlarını açıklamak için kuantum mekaniği geliştirilmiştir. Dalga 

mekaniğinin geliştirilmesi ile parçacıkların dinamiğini belirleyecek denklem elde edilmiş ve 

bu denklemle küçükler dünyası deneysel sonuçlar ile uyuşacak şekilde açıklanabilir olmuştur. 

Ancak, doğayı anlama çalışmaları bu gelişmelerle sonlanmamış, aksine daha fazla deney ve 

bu deneylerin sonuçlarını açıklayacak daha fazla teori geliştirilerek günümüzde de devam 

etmektedir. 
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tercih yaparak girdiğim fizik bölümünü, eğitim sistemindeki bozukluklar ve gençliğimden 

kaynaklanan hatalar sonucunda başarısız bir öğrenci olarak bitirmek üzereyken 2002 yılında 
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Bu çalışmada, kuantum fiziği ve kuantum kimyasında sıkça kullanılan merkezcil 

Manning-Rosen potansiyeline halka tipli bir potansiyel eklenerek elde edilen merkezcil 

olmayan potansiyel, göreli olmayan durumlar için Schrödinger, göreli durumlar için Klein-

Fock-Gordon denklemleri Nikiforov-Uvarov yöntemi kullanılarak çözülüp bağlı durum 

enerjileri ve bu enerjilere karşılık gelen dalga fonksiyonları elde edildi. Potansiyel 

parametreleri değiştirilerek merkezcil ve merkezcil olmayan Hulthen potansiyeli için de 

enerji değerleri elde edildi. Bu değerlerin önceki çalışmalarda elde edilen değerler ile 

karşılaştırılması sonucu Nikiforov-Uvarov yönteminin merkezcil potansiyellerde olduğu 

kadar, merkezcil olmayan potansiyellerinde analitik çözümünde iyi sonuçlar verdiği 

görüldü.    

. 

 

Anahtar Kelimeler: Manning-Rosen, Klein-Fock-Gordon Denklemi, Schrödinger 

Denklemi, Halka Tipli Potansiyel, Nikiforov-Uvarov Metodu 
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 In this work, a non-central potential which is obtained by adding a ring-shaped 

potential to frequently used in quantum physics and quantum chemistry central Manning-

Rosen potential is solved by Nikiforov-Uvarov method from Schrödinger equation for non-

relativistic and for Klein-Fock-Gordon for relativistic cases. Additionally related bound 

states energies and corresponding wave functions are also calculated. By changing 

potentials parameters, central and non-central energy values are obtained for Hulthen 

potential. Comparison of the obtained solutions by Nikiforov-Uvarov method with the 

previous values shows the accuracy of the proposed method not only for the central 

potentials but also for the non-central potentials. 

 

 

Key Words: Manning-Rosen potential, Klein-Fock-Gordon equation, Schrödinger 

equation, Ring-shaped like potential, Nikiforov-Uvarov method 
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 1. GENEL BİLGİLER 

 

 1.1. Schrödinger'in Dalga Mekaniği 

 

1926 yılının sonlarına gelindiğinde, kuantum mekaniksel sistemler için Heisenberg'in 

matris mekaniği ve Schrödinger'in dalga mekaniği olmak üzere iki farklı formalizm 

geliştirilmiştir. Aynı yıl içerisinde Schrödinger, hiç bir ortak fiziksel kabul ve matematiksel 

ele alışa sahip görülmeyen bu iki teorinin matematiksel olarak özdeş olduklarını da 

kanıtlamayı başarmıştır [1]. Şekil 1.1 deki çizim bu iki formalizmin ortaya çıkış 

aşamasında fizikçilerin birbirlerini nasıl etkilediklerini göstermektedir. Burada R ve M 

etkilemenin sırasıyla dalga ya da parçacık teorisiyle ilgili olduğunu göstermektedir.  

 

   Şekil 1.1 Kuantum kuramına katkı veren bilim insanlarının birbirlerini etkileme süreci [2] 

 

 

 



2 

 

 Her ne kadar Kirchhoff kuantum teorisini görecek kadar uzun yaşamamış olsa da bu 

teorinin geliştirilmesinde büyük rol oynamıştır. Kirchhoff siyah cisim ışıması konusundaki 

çalışmaları ile Wien’i, Bunsen ile birlikte spektral analiz çalışmalarıyla da Balmer’i 

etkilemiştir. Balmer’in çalışmaları Bohr’a atomun kararlılığını ve Balmer serilerini 

açıklamada yol göstermiştir. Planck ışık kaynaklarının kesikli (kuantumlu) enerji değişimi 

yaptıklarını varsaymış, Einstein ise bir adım ileri giderek, ışığın kendisinin foton denen 

parçacıklardan oluştuğunu öngörmüştür. Schrödinger dalga mekaniğini geliştirirken 

Hamilton analojisinden ilham almış, Einstein’ın fotoelektrik olayı açıklayabilmek için 

geliştirdiği varsayım ve de Broglie’nin, parçacıklara 𝜆 = ℎ/𝑝  dalga boylu dalgaların eşlik 

ettiği düşüncesinden etkilenmiştir.  

 Tablo 1.1’de gösterildiği gibi Hamilton analojisi Fermat’ın “en kısa süre” ve 

Maupertius’un “en küçük eylem” ilkeleri arasındaki benzerliğe dayanır.    

 

Tablo 1.1 Hamilton analojisi 

 

Optik Mekanik 

𝑇 = ∫
𝑑𝑠

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐵

𝐴

 𝑆 = ∫ √2𝑚(𝐸 − 𝑉)
𝐵

𝐴

 𝑑𝑠 

Fermat İlkesi 

𝛿𝑇 = 0 

Maupertius İlkesi 

𝛿𝑆 = 0 

 

 Doğanın bu iki minimal yasasının matematiksel ifadelerinin biçimsel benzerliğine 

dayanılarak iki ifadedeki integral içlerindeki niceliklerin koordinatlara bağlı olmayan bir 

çarpan farkıyla birbirlerine eşit olacakları düşünülebilir. Bu düşünceye göre 

 

𝑢 =
𝐶

√2m(𝐸 − 𝑉)
                                                                                                               (1.1) 

                                                                                         

olmalıdır. Boyut analizi ile bu çarpanın enerji boyutunda olması gerektiği görülür. 

Hamilton'un analojisinden elde ettiğimiz 𝑢, geometrik optikte ışık ışının hızı olduğu gibi, 

homojen olmayan, dağıtkan bir ortamdaki ışık dalgasının da faz hızıdır ve bu türlü 

ortamlarda yayılma hızı  
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𝑣𝑔 =
𝑑𝑤

𝑑𝑘
=

𝑑𝑓

𝑑(1/𝜆)
=

𝑑𝑓

𝑑(𝑓/𝑢)
                                                                                        (1.2) 

 

grup hızı ile karakterize edilir. 𝐸 = ℎ𝑓 Einstein-Planck formülü ve (1.2) eşitliklerinin 

kullanılmasıyla 

 

1

𝑣𝑔
=

𝑑

𝑑𝑓
(

𝑓

𝑢
) =

𝑑

𝑑𝐸
(

𝐸

𝑢
) =

𝑑

𝑑𝐸
(

𝐸√2m(𝐸 − 𝑉)

𝐶
)                                                        (1.3) 

                                                

elde edilir. 

 de Broglie'ye göre hareket halindeki her parçacığa grup hızı parçacığın hızına eşit 

olan bir dalga paketi eşlik eder. Bu düşünceyle ışık ışının grup hızı ile parçacığın 

 

𝑣 =
1

𝑚
√2m(𝐸 − 𝑉)                                                                                                           (1.4) 

        

hızı eşitlenerek 

 

𝑚

√2m(𝐸 − 𝑉)
=

𝑑

𝑑𝐸
(√2m(𝐸 − 𝑉)) =

𝑑

𝑑𝐸
(

𝐸√2m(𝐸 − 𝑉)

𝐶
)                                 (1.5) 

 

ve buradan  

                        

𝑑

𝑑𝐸
[(

𝐸

𝐶
− 1) √2m(𝐸 − 𝑉)] = 0                                                                                      (1.6) 

 

yazılır ise                    

 

(
𝐸

𝐶
− 1) √2m(𝐸 − 𝑉)                                                                                                        (1.7) 

 

ifadesinin 𝐸'ye göre bir sabit (𝐸'ye bağlı olmayan bir büyüklük) olduğu görülür. O halde 

(1.6) in sağlanabilmesi  
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(
𝐸

𝐶
− 1) = 0                                                                                                                         (1.8) 

                                                                                                    

olması ile mümkün olabileceğinden 

 

𝐶 = 𝐸                                                                                                                                     (1.9) 

                                                                                                     

olmalıdır. Böylece (1.1) eşitliği 

 

𝑢(𝐸, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝐸

√2m(𝐸 − 𝑉)
                                                                                         (1.10) 

                                                                               

olur.  

 

 1.1.1. Schrödinger Denklemi 

 

 Fizik optikte, 𝛹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) dalga fonksiyonu için klasik dalga denklemi 

 

𝛻2𝛹 =
1

𝑢2

𝜕2𝛹

𝜕𝑡2
                                                                                                                  (1.11) 

                                                                                                  

ile verilir. 𝑓 frekanslı tek renkli dalga için bu denklemin çözümü 

 

𝛹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡                                                                                    (1.12) 

                                                                        

dir. Bu çözüm dalga denkleminde yazılacak olursa 

 

𝛻2𝜓 +
4𝜋2𝑓2

𝑢2
𝜓 = 0                                                                                                        (1.13) 

                                                                                        

elde edilir. Buradaki dalganın faz hızı 𝑢 için (1.10) denklemindeki, parçacığa eşlik eden 

dalganın faz hızının kullanılmasıyla, 𝐸2 = ℎ2𝑓2 için 
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𝛻2𝜓 +
8𝜋2𝑚

ℎ2
(𝐸 − 𝑉)𝜓 = 0                                                                                          (1.14) 

                                   

elde edilir. (1.14) denklemi 𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡 = 𝑒−2𝜋𝑖𝐸𝑡 ℎ⁄  ile çarpılırsa 

 

𝛻2𝜓(𝑒−2𝜋𝑖𝐸𝑡 ℎ⁄ ) +
8𝜋2𝑚

ℎ2
𝜓(𝑒−2𝜋𝑖𝐸𝑡 ℎ⁄ )𝐸 −

8𝜋2𝑚

ℎ2
𝜓(𝑒−2𝜋𝑖𝐸𝑡 ℎ⁄ )𝑉 = 0              (1.15) 

                 

denklemine ulaşılır. Bu denklemin sol tarafındaki ikinci terim 

 

4im𝜋

ℎ
𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕

𝜕𝑡
(𝑒−2𝜋𝑖𝐸𝑡 ℎ⁄ ) =

4im𝜋

ℎ

𝜕

𝜕𝑡
(𝑒−2𝜋𝑖𝐸𝑡 ℎ⁄ )𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧)                         (1.16) 

                   

olarak yazılabilir. Son olarak 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡 = 𝛹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) olduğundan 

 

𝛻2𝛹 +
4im𝜋

ℎ

𝜕

𝜕𝑡
𝛹 −

8𝜋2𝑚

ℎ2
𝛹𝑉 = 0                                                                            (1.17) 

                                     

denklemi elde edilir. 
ℎ

2𝜋
 yerine ℏ simgesinin kullanılmasıyla (1.17) denklemi  

  

[
−ℏ2

2𝑚
𝛻2 + 𝑉(𝑟, 𝑡)] 𝛹(𝑟, 𝑡) = 𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑡
𝛹(𝑟, 𝑡)                                                                (1.18) 

 

olarak yazılabilir. Bu denklem Schrödinger denklemi olarak adlandırılır.  

 

𝑝̂ → −𝑖ℏ𝛻,                                                                                                                           (1.19) 

𝐻̂ → 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
,                                                                                                                          (1.20) 

                        

kuantum işlemcileri ile (1.18) denklemi 

 

[
𝑝̂2

2m
+ 𝑉(𝑟, 𝑡)] 𝛹(𝑟, 𝑡) = 𝐻̂𝛹(𝑟, 𝑡)                                                                              (1.21) 
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formunu alır. 

 Klasik mekanikteki Newton denklemi gibi, Schrödinger denklemi de kuantum 

mekaniğinin temel denklemi olup parçacık yaratılma, yok olma ve ışımalı geçiş 

mekanizmaları dışında, geniş bir uygulama alanına sahiptir. Atomlar, moleküller, maddenin 

katı, sıvı ve gaz halleri, kimi durumlarda atom çekirdekleri ve hatta bazı temel parçacıklar 

ve bunların bağlı halleri bu çerçevede incelenebilir. Ancak, Schrödinger denkleminin 

göreceli olmayan hareketler için geçerli olduğu unutulmamalıdır [3]. 

  𝑉(𝑟, 𝑡) potansiyelinin açık olarak zamana bağlı olmadığı durumlarda (1.21) denklemi 

zaman ve uzay bileşenlerine ayrılabilir. Bunun için 𝛹(𝑟, 𝑡) = 𝑓(𝑡)𝜓(𝑟)  şeklinde 𝑡 ve 𝑟 ye 

bağlı bir çözüm aranır. Buna göre 

  

𝜕𝛹(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜓(𝑟)

𝑑𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
                                                                                                   (1.22) 

𝛻2𝛹(𝑟, 𝑡) = 𝑓(𝑡)𝛻2𝜓(𝑟)                                                                                                (1.23) 

        

ifadeleri (1.21) denkleminde yerine konup, eşitliğin her iki tarafının 𝑓(𝑡)𝜓(𝑟) ye 

bölünmesiyle elde edilen  

   

𝑖ℏ
1

𝑓

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= 𝐸                                                                                                                        (1.24) 

1

𝜓(𝑟)
[
−ℏ2

2m
𝛻2𝜓(𝑟) + 𝑉(𝑟)𝜓(𝑟)] = 𝐸                                                                         (1.25) 

         

bu iki diferensiyel denklemden zamana bağlı olanın çözümü 

 

𝑓(𝑡) = 𝑒−𝑖𝐸𝑡 ℏ⁄                                                                                                                    (1.26) 

                                                                                                  

olarak kolaylıkla bulunur. Uzay koordinatlarına bağlı denklem ise 

   

[
−ℏ2

2m
𝛻2𝜓(𝑟) + 𝑉(𝑟)𝜓(𝑟)] = 𝐸𝜓(𝑟)                                                                          (1.27) 

                                                     

olur ki bunun çözümünün elde edilebilmesi için 𝑉(𝑟) potansiyelinin bilinmesi gereklidir. 

 Bu çözümler zamana bağlı olmadığı için kararlı durumları verirler. Bu eşitlik bir 
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ikinci mertebeden diferensiyel denklemdir. Matematiksel olarak 𝐸 ne olursa olsun bu 

denklemin bir çözümü vardır. Fakat bütün çözümler fiziksel olarak kabul edilemezler. 

Fiziksel olarak kabul edilebilecek çözümler için 𝜓(𝑟) fonksiyonu şu koşulları sağlamalıdır: 

𝜓(𝑟) fonksiyonu ve birinci mertebeden kısmi türevleri bütün uzayda sürekli, tek değerli ve 

sınırlı olmalıdır [4].  

 (1.21) denklemindeki kompleks 𝛹 fonksiyonuna “dalga fonksiyonu” denir. 

Schrödinger formalizminde, dinamik sistemin durumu, bir dalga fonksiyonu ile temsil 

edilir. 𝛹 ile gösterilen bu fonksiyon, sistemin durumunu betimlemek için seçilen dinamik 

değişkenlere bağlıdır. 1927 yılında yapılan 5. Solvay kongresinde 𝛹'nin fizik evrende 

hangi nesneyi temsil ettiği ve “fiziksel realite”de 𝛹'ye karşılık olan bir ögenin bulunup 

bulunmadığı soruları irdelenir. 

 Bu tartışmalar sonunda üç ana görüş belirginlik kazanır. 

i) Born ve Heisenberg'e göre 𝛹 nin karşılığı olduğu fiziksel herhangi bir nesne yoktur.             

𝛹 realitenin herhangi bir öğesini temsil etmez. Sadece bir “olasılık dalgası”nı gösterir. 

ii) Schrödinger, kendi formalizasyonunu “realist” bir görüşle yorumlar. 𝛹'nin gerçekten 

var olan dalgaları temsil ettiğini ileri sürer. 

iii) De Broglie ise, taneciğe, uzaydaki yörüngesinde yol gösteren “kılavuz dalgalar”ın 

var olduğu görüşünü savunur. 

 Bu tartışmalar kuantum mekaniğinin “Paris ekolü” ve “Kopenhag ekolü” olarak 

adlandırılan iki yorumlanmasına kaynaklık etmiştir [5]. 

 

 1.1.2. Klein-Fock-Gordon Denklemi 

 

 Schrödinger denklemi Lorentz dönüşümlerine göre değişmez özellikte değildir. Bu 

nedenle yüksek hızlara (𝑣 ∼ 𝑐) sahip parçacıklar söz konusu olduğunda görelilik kuramı 

ile kuantum mekaniğinin gereklerine uyan bir denklem kullanılmalıdır. İç serbestlik 

derecesine sahip olmayan, spin 0 (veya spinsiz), göreli etkilerin ihmal edilemeyeceği 

parçacıklar için, zamana ve uzaya göre ikinci basamaktan türevler içeren KFG denklemi 

kullanılır. Plazma fiziği [6], astrofizik [7], biyofizik [8] gibi birçok alanda önemli 

uygulamaları olan bu denklem ilk olarak Schrödinger'in 1925 yılına ait notlarında görülür.  

Schrödinger tarafından yanlış olduğu düşünülen bu denklem 1926 yılında altı fizikçi 

tarafından bağımsız olarak bulunmuştur. Pauli'nin bu denklem için “çok babalı denklem” 
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[9] demesine neden olan fizikçiler ve çalışmaları şunlardır: 

 O. Klein, Z. Phys., 37, (1926), 895 

 V. Fock, Z. Phys., 38, (1926),242 

 W. Gordon, Z. Phys., 40, (1926), 117 

 J. Kudar, Ann. Der. Phys., 81, (1926),632 

 de Donder, H. von Dunge., Comptes Rendus, (1926).  

 Serbest parçacığın göreli enerjisi 

  

𝐸 = √𝑝2𝑐2 + 𝑚2𝑐4                                                                                                          (1.28) 

                                                                                          

ifadesiyle verilir. Kuantum mekaniğinde her bir gözlenebilire karşılık bir işlemci karşılık 

getirilir. (1.28) denkleminin karesi alınır ve elde edilen ifadedeki gözlenebilirler için 

denklem (1.19) ve denklem (1.20) deki işlemciler kullanılırsa 

 

−ℏ2
𝜕2

𝜕𝑡2
𝛹(𝑟, 𝑡) = −ℏ2𝑐2𝛻2𝛹(𝑟, 𝑡) + 𝑚2𝑐4𝛹(𝑟, 𝑡)                                                (1.29) 

                                      

ifadesi bulunur. 

  KFG denklemi vektörel momentum ve skaler kütle niceliklerini 

barındırdığından 

 

𝑚0
2𝑐4 → 𝑚0

2𝑐4 + 𝑆2                                                                                                          (1.30) 

        

“skaler çiftlenim” ile bir skaler potansiyel (𝑆), 

 

p̂𝜇 → p̂𝜇 −
𝑒

𝑐
𝐴𝜇                                                                                                                  (1.31) 

                                                                                               

“minimal çiftlenim” ile de bir vektörel potansiyel (𝑉) bu denkleme girebilir [10]. Birçok 

problemde 𝐴 = 0 seçilerek ve 𝑒𝐴0 = 𝑉 yazılarak KFG denklemi sade bir hale getirilir. 

Böylece vektör ve skaler potansiyel ile doğal birim sisteminde (ℏ = 𝑐 = 1) KFG 

denklemi 
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[(𝑖
𝜕

𝜕𝑡
− 𝑉(𝑟))2 + 𝛻2 − (𝑆(𝑟) + 𝑚0)2] 𝛹(𝑟, 𝑡) = 0                                                (1.32) 

                     

şeklini alır. Skaler ve vektörel potansiyellerin eşit alınması ve zamandan bağımsız 

potansiyeller için dalga fonksiyonun 𝛹(𝑟, 𝑡) = 𝜓(𝑟)𝑒−𝑖𝐸𝑡 şeklinde yazılması ile 

 

[𝛻2 + (𝑉(𝑟) − 𝐸)2 − (𝑆(𝑟) + 𝑚0)2]𝛹(𝑟) = 0                                                         (1.33) 

                                                  

elde edilir. 

 

 1.2. Nikiforov-Uvarov (NU) Yöntemi 

 

 NU yöntemi [11] genelleştirilmiş hipergeometrik-tür bir diferensiyel denklemin 

çözümlerinin dikey polinomlar cinsinden elde edilmesini sağlar. Birçok durumda verilen 

bir potansiyel için Schrödinger ve Schrödinger benzeri denklemler analitik olarak 

çözülebilir potansiyeller için, 𝜎(z), 𝜎̃(z) dereceleri ikiden büyük olmayan, 𝜏̃(z) ise 

derecesi birden büyük olmayan polinomlar olmak üzere 

 

𝑢′′(𝑧) +
𝜏̃(𝑧)

𝜎(𝑧)
𝑢′(𝑧) +

𝜎̃(𝑧)

𝜎2(𝑧)
𝑢(𝑧) = 0                                                                        (1.34) 

                                                             

genelleştirilmiş hipergeometrik-tür denkleme dönüştürülebilinir. 

 (1.34) denklemi bağımlı değişken için uygun bir dönüşümle, 𝜏(𝑧) en çok birinci 

dereceden bir polinom, 𝜆̅ ise bir sabit olmak üzere 

 

𝜎(𝑧)𝑦′′(𝑧) + 𝜏(𝑧)𝑦′(𝑧) + 𝜆̄𝑦(𝑧) = 0,                                                                         (1.35) 

                                                                

hipergeometrik-tür denklemine dönüştürülebilinir. Bu türlü denklemlerin en sık karşılaşılan 

çözümleri, Gauss, Kummers, Whittaker, Weber, Airy, Bessel ve Hermit fonksiyonları ile 

klasik dikey polinom aileleridir. 

Hipregeometrik tür bir denklem elde etmek için (1.34) denkleminde 

 

𝑢(𝑧) = 𝜙(𝑧)𝑦(𝑧)                                                                                                              (1.36) 
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şeklinde bir dönüşüm yapılırsa  

 

𝑦′′(𝑧) + (2
𝜙′

𝜙
+

𝜏̃

𝜎
) 𝑦′(𝑧) + 𝑦 (

𝜙′′

𝜙
+

𝜙′

𝜙

𝜏̃(𝑧)

𝜎(𝑧)
+

𝜎̄(𝑧)

𝜎(𝑧)2
) 𝑦(𝑧) = 0                     (1.37) 

                            

denklemine ulaşılır. (1.35) türünde bir denklem elde edebilmek için ilk olarak 𝑦′(𝑧) nin 

katsayısının, 
𝜏(𝑧)

𝜎(𝑧)
 ya eşit olması şartı konularak 

 

2
𝜙′(𝑧)

𝜙(𝑧)
+

𝜏̃(𝑧)

𝜎(𝑧)
=

𝜏(𝑧)

𝜎(𝑧)
,                                                                                                   (1.38) 

𝜙′(𝑧)

𝜙(𝑧)
=

𝜏(𝑧) − 𝜏̃(𝑧)

2𝜎(𝑧)
=

𝜋(𝑧)

𝜎(𝑧)
                                                                                         (1.39) 

                                                                                                                                

eşitlikleri elde edilir. Burada 𝜋(𝑧) derecesi birden büyük olmayan bir polinomdur. 

 

(
𝜙′(z)

𝜙(z)
)

′

=
𝜙(𝑧)𝜙′′(𝑧) − (𝜙′(𝑧))2

𝜙2(𝑧)
=

𝜙′′(𝑧)

𝜙(𝑧)
− (

𝜙′(𝑧)

𝜙(𝑧)
)

2

                                   (1.40) 

                                         

olduğundan (1.37) denklemi 

 

𝑦′′(𝑧) +
𝜏(𝑧)

𝜎(𝑧)
𝑦′(𝑧) +

𝜎̄(𝑧)

𝜎2(𝑧)
𝑦(𝑧) = 0                                                                         (1.41) 

                                                                   

şekline dönüşür. Burada 𝜎̄(𝑧) 

 

𝜎̄(𝑧) = 𝜎̃(𝑧) + 𝜋2(𝑧) + 𝜋(𝑧)[𝜏̃(𝑧) − 𝜎′(𝑧)] + 𝜋′(𝑧)𝜎(𝑧)                                     (1.42) 

     

derecesi ikiden büyük olmayan bir polinomdur. (1.41) denkleminde, 𝜆̄ bir sabit olmak 

üzere 

 

          
𝜎̄(𝑧)

𝜎(𝑧)
= 𝜆̄                                                                                                                              (1.43) 
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olması durumunda bu denklem (1.35) denklemi gibi hipergeometrik-tür bir denkleme 

dönüşmüş olur. Böylece bu denklemin (1.34) denkleminin bir özel hali olduğu görülür. 

(1.34) denklemine hipergeometrik-tür denklem denildiği için (1.35) denklemine de 

genelleştirilmiş hipergeometrik-tür denklem denilir. 

 Uygun 𝜆̄ sabiti ve 𝜋(𝑧) polinomunu elde etmek için  (1.42) ve (1.43) yardımıyla 

  

π2(z) + π(z)[τ̃(z) − σ′(z)] + σ̃(z) − (λ̄ − π′(z))σ(z) = 0                                  (1.44) 

          

ifadesine ulaşılır. Burada 

 

𝑘 = 𝜆̄ − 𝜋′(𝑧)                                                                                                                    (1.45) 

              

sabiti tanımlanırsa (1.44) denklemi 

 

𝜋2(𝑧) + 𝜋(𝑧)[𝜏̃(𝑧) − 𝜎′(𝑧)] + 𝜎̃(𝑧) − 𝑘𝜎(𝑧) = 0                                                   (1.46)         

                                                   

şeklinde yazılabilir. Bu denklemin çözümleri 

 

𝜋(𝑧) =
𝜎′(𝑧) − 𝜏̃(𝑧)

2
± √(

𝜎′(𝑧) − 𝜏̃(𝑧)

2
)

2

− 𝜎̃(𝑧) + 𝑘𝜎(𝑧)                                  (1.47) 

                                    

dir. 𝜋(𝑧) derecesi birden büyük olmayan bir polinom olduğundan (1.47) ifadesindeki 

karekök içindeki ifade en çok birinci dereceden bir polinomun karesi şeklinde olmalıdır. 

Bu koşul kullanılarak 𝑘 nın olası değerleri tespit edilir. 𝑘 bulunduktan sonra (1.47) eşitliği 

yardımıyla 𝜋(𝑧), ardından (1.45) denklemiyle 𝜆̄ ve (1.40) eşitliğinin yardımıyla da ϕ(z) 

elde edilir. 

 𝑦(𝑧) fonksiyonunu elde etmek için ise 

   

𝜎(𝑧)𝑦′′(𝑧) + 𝜏(𝑧)𝑦′(𝑧) + 𝜆̄𝑦(𝑧) = 0                                                                          (1.48) 

                                                                                                     

hipergeometrik-tür denklemin çözümü yapılmalıdır. Hipergeometrik-tür denklemlerin 

çözümleri hipergeometrik-tür fonksiyonlardır. Herhangi bir hipergeometrik-tür fonksiyon 
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yine bir hipergeometrik-tür fonksiyonun türevidir. Bunun tersi de geçerlidir. Yani, 

herhangi bir hipergeometrik-tür fonksiyonun türevi yine bir hipergeometrik-tür 

fonksiyondur. 

  Bunu ispat etmek için (1.48)  eşitliğinin türevi alınırsa; 

   

𝜎(𝑧)𝑦′′′ + 𝜎′(𝑧)𝑦′′ + 𝜏(𝑧)𝑦′′ + 𝜏′(𝑧)𝑦′ + 𝜆̄𝑦′ = 0,                                               (1.49) 

𝜎(𝑧)𝑦′′′ + (𝜎′(𝑧) + 𝜏(𝑧))𝑦′′ + (𝜏′(𝑧) + 𝜆̄)𝑦′ = 0                                                  (1.50) 

 

görülür ki, 𝜁1(z) = y′(z)fonksiyonu 

   

𝜎(z)𝜁1
′′ + (𝜎′(z) + 𝜏(z))𝜁1

′ + (𝜏′(z) + 𝜆̄)𝜁1 = 0                                                      (1.51) 

                                                          

denklemini sağlar ve    

   

𝜎𝜁1
′′ + 𝜏1𝜁1

′ + 𝜇1𝜁1 = 0                                                                                                    (1.52) 

                                                                                        

yazılabilir. Burada 

 

𝜏1(z) = 𝜏(z) + 𝜎′(z),                                                                                                       (1.53)                                                                                        

𝜇1 = 𝜆̄ + 𝜏′(z)                                                                                                                   (1.54) 

                                                                                                    

şeklindedir. 

  𝜏1(𝑧) derecesi birden büyük olmayan polinom olduğu ve 𝜇1 fonksiyonu z ye bağlı 

olmadığı için (1.52) denklemi, hipergeometrik-tür bir denklemdir. Tersinden gitmekte 

mümkündür. Bu durumda, 𝜆̄ ≠ 0 için (1.52) denkleminin bir çözümü (1.48) denkleminin 

bir çözümünün türevidir. 

 (1.48) denkleminden (1.52) denklemini elde ederken yapılan işlemlerin (1.52) 

denkleminden başlanarak art arda bir kaç defa tekrarlanması ile  

  

𝜎(𝑧)𝜁1
′′ + 𝜏1𝜁1

′ + 𝜇1𝜁1 = 0         

 𝜎(𝑧)𝜁1
′′′ + 𝜎′(𝑧 )𝜁1

′′ + 𝜏1(𝑧)𝜁′′ + 𝜏1
′ (𝑧)𝜁1

′ + 𝜇1𝜁1
′ = 0  

 𝜎(𝑧)𝜁1
′′′ + (𝜎′(𝑧) + 𝜏1(𝑧))𝜁′′ + (𝜏1

′ (𝑧) + 𝜇1)𝜁1
′ = 0 

 𝜁2(z) = 𝜁1
′(z) 
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 𝜏2(z) = 𝜏1(z) + 𝜎′(z) = 𝜏(z) + 𝜎′(z) + 𝜎′(z) = 𝜏(z) + 2𝜎′(z) 

  𝜇2 = 𝜇1 + 𝜏1
′ (z) = 𝜆̄ + 𝜏′(z) + +𝜏′(z) + 𝜎′′(z) = 𝜆̄ + 2𝜏′(z) + 𝜎′′(z) 

 𝜎(z)𝜁2
′′ + 𝜏2𝜁2

′ + 𝜇2𝜁2 = 0  

 𝜎(z)𝜁2
′′′ + 𝜎′(z)𝜁2

′′ + 𝜏2(z)𝜁′′ + 𝜏2
′ (z)𝜁2

′ + 𝜇2𝜁2
′ = 0 

 𝜎(z)𝜁2
′′′ + (𝜎′(z) + 𝜏2(z))𝜁′′ + (𝜏2

′ (z) + 𝜇2)𝜁2
′ = 0 

 𝜁3(z) = 𝜁2
′ (z) 

 𝜏3(z) = 𝜏2(z) + 𝜎′(z) = 𝜏(z) + 2𝜎′(z) + 𝜎′(z) = 𝜏(z) + 3𝜎′(z) 

 𝜇3 = 𝜇2 + 𝜏2
′ (z) = 𝜆̄ + 2𝜏′(z) + 𝜎′′(z) + 𝜏′(z) + 2𝜎′′(z) = 𝜆̄ + 3𝜏′(z) + 3𝜎′′(z) 

 𝜎(z)𝜁3
′′ + 𝜏3𝜁3

′ + 𝜇3𝜁3 = 0 

   .  

   . 

  . 

𝜁n(z) = 𝜁(n−1)
′ (z) = y(n)                                                                                                 (1.55)                                                                                    

𝜏n(z) = 𝜏(z) + n𝜎′(z)                                                                                                     (1.56) 

𝜇n = 𝜆̄ + n𝜏′(z) +
n(n − 1)

2
𝜎′′(z)                                                                              (1.57) 

𝜎(z)𝜁n
′′ + 𝜏n𝜁n

′ + 𝜇n𝜁n = 0                                                                                             (1.58) 

         

sonucu elde edilebilir. (1.48) denkleminin çözümünün 𝑛. dereceden bir polinom olması 

𝜁𝑛(𝑧) = 𝑦(𝑛)(𝑧) = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve 𝜇𝑛 = 0 olmasını gerektirir, böylece (1.57) denkleminden 

   

𝜆̄ = 𝜆𝑛̄ = −𝑛𝜏′(𝑧) −
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝜎′′(𝑧)                                                                         (1.59) 

                                                                         

olması durumunda (1.48) denkleminin çözümünün hipergeometrik-tür polinomlar olacağı 

görülür. Başka bir deyişle (1.48) denkleminin çözümünü hipergeometrik-tür polinomlar 

olarak elde etmek için (1.59) eşitliğinin sağlanması gereklidir. 

  𝑦𝑛(𝑧) ifadesini elde etmek için (1.48) ve (1.58) denklemleri 𝜌(𝑧) ve 𝜌𝑛(𝑧) ağırlık 

fonksiyonlarıyla çarpılarak kendine eşlenik formda yazılırsa 

   

(𝜎𝜌𝑦′)′ + 𝜆̄𝜌𝑦 = 0,                                                                                                          (1.60) 

(𝜎𝜌𝑛𝜁𝑛
′ )′ + 𝜇𝑛𝜌𝑛𝜁𝑛 = 0,                                                                                                 (1.61) 
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elde edilir. Kendine eşlenik formda yazmaya imkân veren 𝜌(𝑧) ve 𝜌𝑛(𝑧) fonksiyonları 

Pearson diferensiyel denklemini sağlarlar,   

   

(𝜎𝜌)′ = 𝜏𝜌                                                                                                                          (1.62) 

(𝜎𝜌𝑛)′ = 𝜏𝑛𝜌𝑛 .                                                                                                                  (1.63) 

  

 Denklem (1.56) deki 𝜏𝑛(𝑧) ifadesinden faydalanılarak 𝜌𝑛(𝑧) ve 𝜌0(𝑧) ≡ 𝜌(𝑧) 

fonksiyonlarının arasındaki ilişki elde edilebilir,     

  

(𝜎𝜌n)′

𝜌n
= 𝜏 + n𝜎′ =

(𝜎𝜌)′

𝜌
+ n𝜎′                                                                                  (1.64) 

   

buradan          

   

𝜌n
′

𝜌n
=

𝜌′

𝜌
+ n

𝜎′

𝜎
                                                                                                                   (1.65) 

        

ve uygun olarak          

  

𝜌𝑛(𝑧) = 𝜎𝑛(𝑧)𝜌(𝑧), (𝑛 = 0,1,2, . . . )                                                                            (1.66) 

      

elde edilir. 𝜁𝑛(𝑧) = 𝑦(𝑛)(𝑧) ve 𝜎(𝑧)𝜌𝑛(𝑧) = 𝜌𝑛+1(𝑧) olduğundan (1.63) eşitliği 

  

𝜌n𝜁n =
−1

𝜇n
(𝜌n+1𝜁n+1)′                                                                                                   (1.67) 

           

olarak yazılabilir. Buradan 𝑚 < 𝑛 için 

 

𝜌m𝜁m =
−1

𝜇m

(𝜌m+1𝜁m+1)′ = (
−1

𝜇m
) (

−1

𝜇m+1
) (𝜌m+2𝜁m+2)(2) = ⋯

=
Am

An

(𝜌n𝜁n)(n−m)                                                                                 (1.68) 

 

elde edilir. Burada   
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𝐴𝑛 = (−1)𝑛 ∏ 𝜇𝑘

𝑛−1

𝑘=𝑜

, 𝐴0 = 1                                                                                           (1.69) 

           

dir.                                           

  Eğer 𝑦(𝑧) fonksiyonu 𝑛 dereceli bir polinom ise, 𝜁𝑛(𝑧) = 𝑦(𝑛)(𝑧) = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olacaktır 

ve bu durumda  𝑦𝑛
(𝑚)

(𝑧) için aşağıdaki ifade elde edilir 

   

𝑦𝑛
(𝑚)

(𝑧) =
𝐴𝑚𝐵𝑛

𝜌𝑚(𝑧)
[𝜌𝑛(𝑧)](𝑛−𝑚).                                                                                    (1.70) 

  

Burada 𝐵𝑛 =
1

𝐴𝑛
𝑦𝑛

(𝑛)
(𝑧) dir. 𝑚 = 0 olması halinde 𝑦𝑛(𝑧) hipergeometrik polinomları 

   

𝑦𝑛(𝑧) =
𝐵𝑛

𝜌(𝑧)
[𝜎𝑛(𝑧)𝜌(𝑧)](𝑛)(𝑛 = 0,1,2, . . . )                                                            (1.71) 

     

olarak bulunur.  Bu çözümler 𝜇𝑛 = 0 durumuna, yani 

   

𝜆̄ = 𝜆𝑛̄ = −𝑛𝜏′ −
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝜎′′(𝑛 = 0,1,2, . . . )                                                         (1.72) 

             

uygun gelirler. (1.71) ifadesi Rodrigues formülü olarak bilinir. 

 

 1.3. Bağlı Haller 

 

 Bir potansiyel alanındaki parçacığın hareketi kuantum mekaniksel olarak 

incelendiğinde klasik mekanikten farklı sonuçlar elde edilir. Bir potansiyel kuyusu 

Şekil 1.1 de gösterilmiştir.    
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 Şekil 1.2 𝐿 genişliğinde 𝑈 derinliğinde bir potansiyel kuyusu 

  

 

 𝐼𝐼 bölgesindeki 𝐸 enerjili bir parçacığın klasik olarak bu bölgeden ayrılma olasılığı 

sıfırdır. Bunun nedeni kolayca anlaşılabilir. Parçacığın toplam enerjisi 𝐸, kinetik (𝑇) ve 

potansiyel (𝑉) enerjilerinin toplamına eşittir ve klasik mekanikte bu nicelikler ayrı ayrı iyi 

tanımlıdırlar ve aynı anda tam olarak belirlenebilirler. 0 − 𝐿 aralığının dışında parçacığın 

potansiyel enerjisi 𝑉 > 𝐸 olacağından 𝐸 − 𝑉 < 0 ve böylece 𝑇 < 0 olması gerektiği 

görülür. Kinetik enerjinin negatif değerli olması için ise 𝑇 =
1

2
𝑚2 olduğundan hız sanal 

olmalıdır. Bu ise fiziksel bir sonuç kabul edilemez. Bu nedenle klasik mekaniksel olarak 

ele alındığında parçacık ebediyen 𝐼𝐼 bölgesinde serbest olarak hareket edecektir. 

 Kuantum mekaniğinde toplam enerji 𝐸 iyi tanımlı olduğu halde belirsizlik ilkesi 

gereğince potansiyel ve kinetik enerjiler ayrı ayrı iyi tanımlı değildirler. Bu nedenle 

kuantum mekaniğinde kinetik enerjinin negatif olduğu bölgeler olabilir. Özetle tüm uzay 

üzerinden kinetik enerjinin ortalama değerinin pozitif olması gerekirken belli bölgelerde 

değeri negatif olabilir [12]. 

 Kuantum mekaniksel olarak 𝐸 < 𝑉 için parçacığın 0 − 𝐿 bölgesinin dışında bulunma 

olasılığı vardır ancak oldukça küçüktür ve daha da uzaklaşıldıkça bu olasılık sıfıra yaklaşır. 

Bu bölgede dalga fonksiyonu sönüme uğrar. Bu da demek olur ki parçacık 0 − 𝐿 bölgesini 

tamamen terk edemez. Klasik olarak bu bölgede olması zorunluyken kuantum teorisinde 
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parçacık dışarı çıkabilir fakat geçici olarak. Bu nedenle parçacık bu bölgeye bağlıdır veya 

bağlı durumdadır denir. Bağlı durumların enerji spektrumu kesiklidir. Klasik mekanikte 

parçacığın enerjisi zamanla sürekli olarak değişirken, kuantum mekaniğinde kesiklilik söz 

konusudur. 

 Klasik mekanik ile kuantum mekaniği arasındakine benzer duruma bir örnekte geometrik 

optik ile dalga optiği arasında verilebilir. Kırılma indisleri aynı, optikçe yoğun iki ortamın 

arasında ince bir plaka şeklinde optikçe az yoğun bir ortam olduğunu düşünelim. Bu 

durumda kritik açıdan daha büyük açıyla gelen dalgaların bir bölümü geometrik optiğin 

açıklayamayacağı şekilde az yoğun ortama sızar. Geometrik optiğin yasalarına göre kritik 

açının üstündeki değerler için bu bölge yasaklıdır ve geçiş olamaz, gelen dalga tamamen 

yansımalıdır. Bu olay klasik elektromanyetik teori çerçevesinde tümü ile açıklanabilir.   

 

 1.4. Potansiyeller 

  

 Başlangıçtan beri fiziksel anlam taşıyan potansiyeller için göreli ve göreli olmayan 

dalga denklemlerinin analitik çözümlerinin elde edilmesi kuantum mekaniğin temel 

konuları arasında yer almıştır. Yıllar içerisinde birçok potansiyel denenmiş ve bu 

potansiyeller için tam ya da yaklaşık çözümler elde edilmiştir. Bu potansiyellerin bir kısmı, 

doğada gözlenen problemler için deneyle uyuşan potansiyeller olup bu tür potansiyellerin 

başında Coulomb potansiyeli gelir. Coulomb potansiyeli hareketsiz iki yüklü parçacık 

arasındaki etkileşmeyi iyi açıklanabilmesine rağmen moleküllerin açıklanmasında yetersiz 

kalır. Bu yetersizlik, molekülün bir bütün olarak dönmesinden atomların birbirine göre 

titreşmesinden ve elektronik yapıdaki değişikliklerden kaynaklanır [13]. Moleküllerin 

titreşimi en temel olarak harmonik salınıcı şeklinde ele alınır, ancak gerçek bir molekülün 

tam bir harmonik salınıcı gibi davranmadığı enerji spektrumunun incelenmesi ile 

gözlenmiştir. Bu nedenle bir molekülün titreşim enerji seviyelerini açıklayabilmek için 

zaman içerisinde Morse [14], Kratzer [15], Hulthen [16], Rosen-Morse [17], Manning-

Rosen [18], Tietz [19] gibi değişik türde birçok potansiyel önerilmiştir (Ek 3). 

 Bilindiği gibi potansiyellerin fizikteki kullanım alanı sadece moleküller ile sınırlı 

değildir. Örneğin nükleon-nükleon etkileşmelerini açıklamak için de potansiyellerden 

yararlanılır. Bir proton ve bir nötrona sahip döteryumun analizinde sonlu kuyu potansiyeli 

ve deneysel sonuçlarla daha iyi şekilde uyuşan Yukawa potansiyeli [20] kullanılırken 

Wood-Saxon [21] potansiyeli, nükleon-çekirdek saçılmalarının incelenmesinde kullanılır. 
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  Temel tanecik fiziğinde de potansiyellerin büyük önemi vardır, örneğin Cornell 

potansiyeli [22] kuark-antikuark bağlı durumlarının araştırılmasında kullanılan 

potansiyellerden birisidir. Bu potansiyel, Coulomb tipli (∼ 1 𝑟⁄ ) bir potansiyele lineer 

hapsetme (∼ 𝑟) potansiyelinin eklenmesi ile elde edilir. Kuark-antikuark bağlı 

durumlarının araştırılmasında kullanılan bir diğer potansiyel de 𝑂(4) simetrisine sahip 

olması ve tam çözülebiliyor olmasından dolayı Cornell potansiyeline göre daha cazip olan 

trigonometrik Rosen-Morse [23] potansiyelidir. 

 Katıhal fiziğinde katıların bant yapısı açıklanırken matematiksel zorluklardan 

kaçınmak için Dirac delta fonksiyonu şeklinde bir periyodik potansiyeller kullanılır [24]. 

 Merkezcil potansiyeller için tam çözüm elde etmek daha kolay olmasına rağmen, 

moleküler yapılar ve etkileşmelerin dinamik özelliklerini daha iyi betimledikleri için 

merkezcil olmayan potansiyellerin kullanımları artmıştır. Makarov ve arkadaşlarının 1967 

yılında önerdikleri potansiyel [25] merkezcil olmayan potansiyellere bir örnektir. Bu genel 

potansiyel sınıfının parametreleri değiştirilerek elde edilebilecek potansiyellerden birisi de 

Hartman tarafından, 1972 yılında kuantum kimyasındaki, halka biçimli moleküller gibi 

eksenel simetrili sistemlere açıklık getirmek için önerilen Hartman potansiyelidir [26]. 

Nükleer fizikte deforme olmuş çekirdek çiftleri arasındaki etkileşmelerin araştırılmasında 

da merkezcil olmayan potansiyeller kullanılırlar. 

 

 1.4.1. Manning-Rosen Potansiyeli 

 

  Merkezcil Manning-Rosen potansiyeli, 𝐴, 𝛼 boyutsuz, 𝑏 ise potansiyelin erimiyle 

ilgili uzunluk boyutunda bir parametre olmak üzere 

   

𝑉(𝑟) =
1

𝑘𝑏2
[
𝛼(𝛼 − 1)𝑒−2r 𝑏⁄

(1 − 𝑒−𝑟 𝑏⁄ )2
−

𝐴𝑒−𝑟 𝑏⁄

(1 − 𝑒−𝑟 𝑏⁄ )
] , 𝑘 =

2𝜇

ℏ2
                                          (1.73) 

  

ile verilir. 𝛼 = 0 veya 𝛼 = 1 olması durumunda potansiyel Hulthen potansiyeli biçimini 

alır.   

  Merkezcil olmayan Manning-Rosen potansiyeli ise 

   

𝑉(𝑟, 𝜃) =
1

𝑘
[

𝛽′

𝑟2sin2𝜃
+

𝛽cos𝜃

𝑟2sin2𝜃
]                                                                                 (1.74) 
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biçiminde bir halka tipli potansiyelin Manning-Rosen potansiyeline eklenmesi ile edilir. 

Burada 𝛽′ ve 𝛽 eksi değerler almayan gerçel sabitlerdir. 

 

1.5. Hipergeometrik Tür Diferensiyel Denklemler ve Dikey (Orthogonal)                      

     Polinom Aileleri 

 

 Bir 𝑓𝑛(𝑥) polinom ailesi 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 aralığında bir 𝑤(𝑥) ağırlık fonksiyonu için 

  

∫ 𝑤(𝑥)𝑓𝑛(𝑥)𝑓𝑚(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 0, (𝑛 ≠ 𝑚; 𝑛, 𝑚 = 0,1,2, . . . )                                           (1.75) 

 

eşitliğini sağlıyorsa dikeydir denir. Bütün klasik dikey polinom aileleri 

 

𝜎(𝑥)𝑦𝑛
′′(𝑥) + 𝜏(𝑥)𝑦𝑛

′ (𝑥) + 𝜆𝑛𝑦𝑛(𝑥) = 0                                     

𝜎(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, 𝜏(𝑥) = 𝑥𝑑 + 𝑒, 𝜆𝑛 = 𝑛(1 − 𝑛)𝑎 − 𝑛𝑑
                               (1.76) 

            

 hipergeometrik-tür denklemin çözümleridir. 

 Hipergeometrik-tür denklem ve onun polinom çözümleri için birçok çalışma 

yapılmıştır. 2006 da Koepf ve Jamei [27] bu denklemin monik polinom çözümleri için 

 

𝑃𝑛̄ (
𝑑 𝑒

, 𝑥
𝑎 𝑏 𝑐

) = ∑ 𝐺𝑘
(𝑛)(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒)𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0
,

𝐺𝑘
(𝑛)

= (
2a

𝑏 + √𝑏2 − 4ac
)

𝑘−𝑛
                                              (1.77) 

                                           

şeklinde genel bir ifade elde etmiştirler. Bu çalışmada ayrıca özel durumlar da detaylı 

şekilde incelenmiştir. Bu sonuçlara dayanarak; 

 

• Jacobi polinomları; 𝑎 = −1, 𝑏 = 0, 𝑐 = 1, 𝑑 = −𝛼 − 𝛽 − 2, 𝑒 = −𝛼 + 𝛽, 

• Laguerre polinomları; 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑐 = 0, 𝑑 = −1, 𝑒 = −𝛼 + 1, 

• Hermite polinomları; 𝑎 = 𝑏 = 0, 𝑐 = 1, 𝑑 = −2, 𝑒 = 0, 

• Romanovski polinomları, 𝑎 = 1, 𝑏 = 0, 𝑐 = 1, 𝑑 = 2(1 − 𝑝), 𝑒 = 𝑞, 𝑝 > 0, 
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• Bessel polinomları, 𝑎 = 1, 𝑏 = 0, 𝑐 = 0, 𝑑 = 𝛼 + 2, 𝑒 = 𝛽 

elde edilebilir. 

 1929 yılındaki çalışmasında Bochner [28] hipergeometrik-tür denklemin çözümlerini 

𝜎(𝑥) in formuna göre sınıflandırmıştır. Bu sınıflandırma ile bu beş polinom ailesi 

hipergeometrik-tür denklemin çözümü olarak elde edilebilir. 

1. 𝜎(𝑥) bir sabit ise, 

  Bu durumda hipergeometrik-tür denklemin kanonik hali 

  

𝐻′′(𝑥) − 2𝛼𝑥𝐻′(𝑥) + 𝜆𝐻(𝑥) = 0                                                                                (1.78) 

 

olur ve çözümleri genelleştirilmiş Hermit polinomlarıdır {𝐻𝑛
𝛼(𝑥)}. 𝛼 = 1 durumunda, 

Hermit polinomları {𝐻𝑛 (𝑥)}elde edilir. 

2. 𝜎(𝑥) birinci dereceden bir polinom ise, 

 Bu durum için kanonik ifade 

  

𝑥𝐿′′(𝑥) − 𝑦1(𝑥)𝐿′(𝑥) + 𝜆𝐿(𝑥) = 0, 𝑦1(𝑥) = −𝛼𝑥 + 𝛽 + 1                                   (1.79) 

 

şeklindedir. 𝛼 = 1 ve 𝛽 ∈ ℝ için çözüm eklenmiş Laguerre polinomları {𝐿𝑛
𝛽

(𝑥)}, 𝛼 = 1 ve 

𝛽 = 0 için ise çözüm Laguerre polinomlarıdır {𝐿𝑛(𝑥)}. 

3. 𝜎(𝑥) ikinci dereceden bir polinom ve farklı iki gerçel köke sahipse, 

 Bu durum için kanonik ifade 

 

(1 − 𝑥2)𝑃′′(𝑥) + 𝑦1(𝑥)𝑃′(𝑥) + 𝜆𝑃(𝑥) = 0, 𝑦1(𝑥)

= 𝛼 − 𝛽 − (𝛼 + 𝛽 + 2)𝑥                                                                     (1.80) 

 

şeklindedir. 𝛼 ve 𝛽 nın gerçel değerler alması durumunda çözüm Jacobi polinomlarıdır             

{𝑃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑥)}. 

Bazı özel durumlar kendi isimleriyle adlandırılırlar. Bunlar, 

• 𝛽 = 𝛼 için Gegenbauer, 

• 𝛽 = 𝛼 = ±1 2⁄  için Chebyshev I ve II, 

• 𝛽 = 𝛼 = 0 için Legendre. 

4. 𝜎(𝑥) ikinci dereceden bir polinom ve eşit iki reel kökü varsa, 
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 Bu durum için kanonik ifade 

  

𝑥𝐿′′(𝑥) − 𝑦1(𝑥)𝐿′(𝑥) + 𝜆𝐿(𝑥) = 0, 𝑦1(𝑥) = 𝛼𝑥 + 𝛽                                               (1.81) 

 

şeklindedir. 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ için çözüm genelleştirilmiş Bessel polinomları {𝑦𝑛
𝛼,𝛽

(𝑥)}, 𝛼 = 1 ve 

𝛼 = 𝛽 = 2 için ise çözüm Bessel polinomlarıdır 𝑦𝑛(𝑥). 

Bessel polinomları ilk olarak Bochner tarafından dikkate alınmış ve Bessel 

fonksiyonları ile ilişkileri gösterilmiştir. Krall ve Frink [29] çalışmalarında Bessel 

polinomlarının birçok özelliğini yayınlamışlardır. Bessel polinomları bir dikey set 

oluştururlar ancak bu polinomlar alışılmış manada dikey değillerdir. Bessel polinomlarının 

dikeyliği ağırlık fonksiyonu 𝑒−𝑥 2⁄  için kompleks düzlemde birim çember üzerinden integre 

edilerek gösterilebilir. Bessel polinomları 

 

∫ 𝑦𝑚(𝑥)𝑦𝑛(𝑥)𝑒−2 𝑥⁄ 𝑑𝑥
𝑈

= 0, 𝑚 ≠ 𝑛                                                                             (1.82) 

 

dikeylik şartını sağlarlar. 

 5. 𝜎(𝑥) ikinci dereceden bir polinom ve iki kompleks kökü varsa, 

 Bu durum için kanonik ifade 

 

𝑥𝐿′′(𝑥) − 𝑦1(𝑥)𝐿′(𝑥) + 𝜆𝐿(𝑥) = 0, 𝑦1(𝑥) = (2𝛽 + 1)𝑥 + 𝛼                                (1.83) 

 

şeklindedir. 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ için çözüm Romanovski polinomlarıdır {𝑅𝑛
𝛼,𝛽

(𝑥)}.  

Sonlu sayıda Romanovski polinomu 𝑥 ∈ [−∞, +∞] sonsuz aralığında dikeylik 

özelliğine sahiptir. Ağırlık fonksiyonları 𝑤(𝑝,𝑞)(𝑥) = (𝑥2 + 1)−𝑝𝑒𝑞tan−1𝑥 için 

 

∫ 𝑤(𝑝,𝑞)(𝑥)𝑅𝑚
(𝑝,𝑞)

(𝑥)𝑅𝑚′
(𝑝,𝑞)

(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

                                                                             (1.84) 

                                                              

integrali yalnız 𝑚 + 𝑚′ < 2p − 1 olması durumunda yakınsak olduğu için sonlu sayıda 

Romanovski polinomu dikeylik özelliği gösterir [30]. 

 

 Hipergeometrik-tür diferansiyel denkleminin çözümü olan dikey polinomlar ve 
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ağırlık fonksiyonları Tablo 1.2’de verilmiştir. 

 

  Tablo 1.2. Dikey polinom aileleri 

 

Polinom 𝑓𝑛(𝑥) 𝑤(𝑥)Ağırlık 

fonksiyonu 

𝜎(𝑥) Aralık  

G. Hermite 𝐻𝑛
𝛼(𝑥) 𝑒−𝛼𝑥2

 1 (−∞, ∞)  

G. Laguerre 𝐿𝑛
(𝛼,𝛽)

(𝑥) 𝑥𝛽𝑒−𝛼𝑥 𝑥 [0, ∞)  

Jacobi 𝑃𝑛
(𝛼,𝛽)

(𝑥) (1 − 𝑥)𝛼(1 + 𝑥)𝛽 (1 − 𝑥2) [−1,1] (𝛼, 𝛽 > −1) 

Legendre 𝑃𝑛(𝑥) 1 (1 − 𝑥2) [−1,1]  

Gegenbauer 𝐶𝑛
𝛼(𝑥) 

(1 − 𝑥2)𝛼−
1
2 

(1 − 𝑥2) [−1,1] 𝛼 > −1 2⁄  

Chebyshev I 𝑇𝑛(𝑥) 
(1 − 𝑥2)

−1
2  

(1 − 𝑥2) [−1,1]  

Chebyshev 

II 

𝑈𝑛(𝑥) 
(1 − 𝑥2)

1
2 

(1 − 𝑥2) [−1,1]  

G. Bessel 𝑦𝑛
(𝛼,𝛽)

(𝑥) 𝑥𝛼𝑒
−𝛽
𝑥  

𝑥2 kompleks  

Romanovski 𝑅𝑛
(𝛽,𝛼)

(𝑥) (1 + 𝑥2)𝛽−
1
2𝑒−𝛼tan−1(𝑥) 

(1 + 𝑥2) (−∞, ∞) −𝛽 > 𝑛 

 

 1.7. Litaratür Özeti 

 

 Kuantum mekaniğinde çeşitli potansiyeller göreli ve göreli olmayan durumlar için 

değişik matematiksel yöntemler kullanılarak incelenir. Bu yöntemlerin bazıları analitik 

çözüm yapmaya olanak sağlarken (NU yöntemi, faktorizasyon yöntemi gibi), bazıları da 

sayısal yöntemlerdir (asimtotik iterasyon yöntemi, sonlu farklar yöntemi gibi) . Günümüze 

gelene kadar sayısız çalışmalar yapılmış ve günümüzde de bu çalışmaların sayısı artarak 

devam etmektedir. Tablo 1.3’de belli başlı bazı çalışmalar gösterilmektedir, bu 

çalışmalardan referans numarasının üstünde “*“ işareti olanlar NU yöntemi ile 

çözülmüştür. 
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       Tablo 1.3. Literatür özeti 

 

Potansiyel Scrödinger Denklemi KFG Denklemi 

Manning-Rosen [31]* [32] [33] 

Morse [34]*[35] [36] 

Poschen-Teller [37]* [38] 

Wood-Saxon [39]* [40]* 

Makarov [41]* [42] 

Rosen-Morse [43] [44][45]* 

Kratzer [46]* [47] 

Merkezcil olmayan Kratzer [48]* [49] [50]* 

Hulthen [51]*[52] [53]* 

Hulthen + Manning-Rosen [54]*  

Merkezcil olmayan Hulthen [55]  

Modifiye edilmiş Hulthen    

+ Scarf 

[56]*  

Hulthen+Eckart [57]  

Eckart [58]* [59] 

Deng-Fan(genelleştirilmiş 

Morse) 

[60] [61]*[62] 

Yukawa [63]* [64] 

Merkezcil olmayan 

harmonik salınıcı 

 [65] 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

 2.1. Merkezcil Olmayan Manning-Rosen Potansiyeli İçin Schrödinger                 

     Denkleminin Bağlı Durum Çözümleri 

  

  Bu bölümde merkezcil olmayan Manning-Rosen potansiyeli için bağlı durum 

enerjileri ve bu enerjilere karşılık gelen dalga fonksiyonları 

 

−ℏ2

2𝜇
𝛻2𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙)                                                                                                                               

+
1

𝑘
[
1

𝑏2
𝛼(𝛼 − 1)e−2r 𝑏⁄

(1 − e−𝑟 𝑏⁄ )2
−
1

𝑏2
𝐴e−𝑟 𝑏⁄

1 − e−𝑟 𝑏⁄
+

𝛽′

𝑟2sin2𝜃
+
𝛽cos𝜃

𝑟2sin2𝜃
]𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙)       (2.1)

= 𝐸𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙), 𝑘 =
2𝜇

ℏ2
                                                                                                     

 

          

zamandan bağımsız Schrödinger denkleminin NU yöntemiyle çözülmesiyle elde edilmiştir. 

 

 2.1.1. Denklemin Değişkenlerine Ayrılması 

 

 Merkezcil olmayan Manning-Rosen potansiyeli için Schrödinger denkleminden 

küresel koordinatlarda, değişkenlere ayırma yöntemiyle 𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 𝑅(𝑟)𝛩(𝜃)Φ(𝜙) 

kullanılarak 

  

𝑑2𝑅(𝑟)

𝑑𝑟2
+
2

𝑟

𝑑𝑅(𝑟)

𝑑𝑟
+ [

2𝜇

ℏ2
𝐸 +

1

𝑏2
𝐴𝑒

−𝑟
𝑏⁄

1 − 𝑒
−𝑟

𝑏⁄
−
1

𝑏2
𝛼(𝛼 − 1)𝑒

−2𝑟
𝑏⁄

(1 − 𝑒
−𝑟

𝑏⁄ )
2 −

𝜆

𝑟2
] 𝑅(𝑟)

                                                                                                                                    

= 0,     

                                                                                                                                                 (2.2)

 

𝑑2𝛩(𝜃)

𝑑𝜃2
+ cot 𝜃

𝑑𝛩(𝜃)

𝑑𝜃
+ [(

𝛽′ + 𝛽cos𝜃

sin2𝜃
) + 𝜆 −

𝑚2

sin2𝜃
]𝛩(𝜃) = 0,                        (2.3) 

𝑑2Φ(𝜙)

𝑑𝜙2
+𝑚2Φ(𝜙) = 0                                                                                                    (2.4) 

 

𝑚2 ve 𝜆 ayırma sabitleri olmak üzere üç tane ikinci basamaktan değişken katsayılı adi 

diferensiyel denklem elde edilmiştir.  
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 Son denklemdeki Φ(𝜙) fonksiyonu, periyodik Φ(𝜙 + 2𝜋) = Φ(𝜙) sınır şartını 

sağlaması gerekliliğinden, 

 

Φm(𝜙) =
1

√2𝜋
e𝑖𝑚𝜙, 𝑚 = 0, ±1,±2,…                                                                         (2.5) 

   

olarak bulunur. 

 

 2.1.2. Işınsal Schrödinger Denkleminin Çözümleri 

  

 Bu bölümde NU yöntemi kullanılarak Manning-Rosen potansiyeli için ışınsal 

Schrödinger denklemi olarak adlandırılan (2.2) denkleminin çözümleri elde edilmiştir. 

 (2.2) denkleminin analitik çözümünü 𝜆 nın sıfırdan farklı olacağı durumlar için de 

elde edilebilmesi için 1 𝑟2⁄  terimi yerine, 𝐶0 = 1 12⁄  olmak üzere 

 

1

𝑟2
≈
1

𝑏2
[𝐶0 +

𝑒−𝑟 𝑏⁄

(1 − 𝑒−𝑟 𝑏⁄ )2
]                                                                                          (2.6) 

   

şeklinde bir yaklaşıklık kullanılmıştır. 

 𝜒(𝑟) = 𝑟𝑅(𝑟) cinsinden ışınsal Schrödinger denklemi  

 

𝜒′′(𝑟) + [
2𝜇

ℏ2
𝐸 +

1

𝑏2
𝐴𝑒−𝑟 𝑏⁄

(1 − 𝑒−𝑟 𝑏⁄ )
−
1

𝑏2
𝛼(𝛼 − 1)e−2r 𝑏⁄

(1 − e−𝑟 𝑏⁄ )2

−
𝜆

𝑏2
[𝐶0 +

𝑒−𝑟 𝑏⁄

(1 − 𝑒−𝑟 𝑏⁄ )2
]] 𝜒(𝑟) = 0                                                   (2.7) 

  

şeklinde daha basit bir ifadeye dönüşür.   

Bu denklem, Ek 1 yardımıyla 𝑟 değişkeninden 𝑠 = 𝑒−𝑟 𝑏⁄  değişkenine geçilmesi ile  

 

𝜒′′(𝑠) +
𝜏̃

𝜎
𝜒′(𝑠) +

𝜎̃

𝜎2
𝜒(𝑠) = 0                                                                                       (2.8) 
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Biçiminde genelleştirilmiş hipergeometrik-tür bir diferansiyel denklem elde edilir. Buna 

göre 𝑔(𝑠) = ln𝑠−𝑏 ve türevleri,  

   

𝑔′(𝑠) =
−𝑏

𝑠
, 𝑔′′(𝑠) =

𝑏

𝑠2
                                                                                                   (2.9) 

                                                                                  

(2.7) de yazılarak 

 

𝑃̃(𝑠) =
1

𝑠
                                                                                                                             (2.10) 

   

ve 

 

𝑄̃(𝑠) = [
2𝜇

ℏ2
𝐸 +

1

𝑏2
𝐴𝑠

(1 − 𝑠)
−
1

𝑏2
𝛼(𝛼 − 1)𝑠2

(1 − 𝑠)2
−
𝜆

𝑏2
[𝐶0 +

𝑠

(1 − 𝑠)2
]]
𝑏2

𝑠2
            (2.11) 

                 

olarak elde edilmiştir. Böylece (2.7) denklemi 

 

𝜒′′(𝑠) +
1

𝑠
𝜒′(𝑠)

+ [
1

𝑠(1 − 𝑠)
]
2

[−𝜖2(1 − 𝑠)2 + 𝐴𝑠(1 − 𝑠) − 𝛼(𝛼 − 1)𝑠2

− (1 − 𝑠)2𝜆 [𝐶0 +
𝑠

(1 − 𝑠)2
]] 𝜒(𝑠) = 0                                           (2.12) 

    

denklemine dönüşür. Bağlı durumlar göz önüne alındığından (2.12) denklemindeki 

boyutsuz −𝜖2 parametresi   

 

−𝜖2 =
2𝜇

ℏ2
𝐸𝑏2, 𝐸 < 0                                                                                                      (2.13) 

 

olarak tanımlanmıştır. 
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Son olarak 𝜒′(𝑠) in katsayısı 
(1−𝑠)

(1−𝑠)
 ile çarpılarak (2.12) denklemi 

 

𝜒′′(𝑠) +
1 − 𝑠

𝑠(1 − 𝑠)
𝜒′(𝑠)

+ [
1

𝑠(1 − 𝑠)
]
2

[−𝜖2(1 − 𝑠)2 + 𝐴𝑠(1 − 𝑠) − 𝛼(𝛼 − 1)𝑠2

− (1 − 𝑠)2𝜆 [𝐶0 +
𝑠

(1 − 𝑠)2
]] 𝜒(𝑠) = 0                                           (2.14) 

 

 istenilen forma getirilmiştir. 

 Denklem (2.14) ile denklem (2.8) deki, genelleştirilmiş hipergeometrik-tür denklem 

karşılaştırılarak aşağıdaki fonksiyonlar tanımlanmıştır; 

 

𝜏̃ = 1 − 𝑠,                                                                                                                            (2.15) 

𝜎(𝑠) = 𝑠(1 − 𝑠),                                                                                                               (2.16) 

𝜎̃(𝑠) = 𝑠2[−𝜖2 − 𝐴 − 𝛼(𝛼 − 1) − 𝜆𝐶0] + 𝑠[2𝜖
2 + 𝐴 + 2𝜆𝐶0 − 𝜆]

+ [−𝜖2 − 𝜆𝐶0].                                                                                       (2.17) 

 

 𝜒(𝑠) fonksiyonu 

  

𝜒(𝑠) = 𝜙(𝑠)𝑦(𝑠)                                                                                                               (2.18) 

                                                                                            

olarak ayrıştırılarak uygun 𝜙(𝑠) fonksiyonu için (2.14) denklemi iyi bilinen  

 

𝜎(𝑠)𝑦′′(𝑠) + 𝜏𝑦′(𝑠) + 𝜆̄𝑦(𝑠) = 0                                                                                 (2.19) 

         

 hipergeometrik-tür bir diferansiyel denkleme dönüştürebilir. 

 NU yöntemine göre, en çok birinci dereceden polinom olan (1.47) denklemindeki 

𝜋(𝑠)fonksiyonu, 

 

𝑎 =
1

4
+ 𝜖2 + 𝐴 + 𝛼(𝛼 − 1) + 𝜆𝐶0,                                                                             (2.20) 

𝑏 = 2𝜖2 + 𝐴 + 2𝜆𝐶0 − 𝜆,                                                                                               (2.21) 
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𝑐 = 𝜖2 + 𝜆𝐶0                                                                                                                      (2.22) 

 

olmak üzere 

 

𝜋(𝑠) =
−𝑠

2
± √𝑠2(𝑎 − 𝑘) − 𝑠(𝑏 − 𝑘) + 𝑐                                                                 (2.23) 

                           

olarak elde edilmiştir. Buradaki 𝑘 sabitini bulmak için 𝜋(𝑠) fonksiyonunun en çok birinci 

dereceden bir polinom olması gerekliliğinden yararlanılmıştır. Bu şartın sağlanması için 

(2.23) denkleminde karekök altındaki ifadenin diskriminantı sıfıra eşit olmalıdır, 

 

𝛥 = [−𝑠(𝑏 − 𝑘)]2 − 4(𝑎 − 𝑘)𝑐 = 0.                                                                           (2.24)

                                     

Bu eşitlik 𝑘 için çözülmesiyle 

 

𝑘1,2 = (𝑏 − 2c) ± 2√𝑐2 + 𝑐(𝑎 − 𝑏)                                                                            (2.25)

               

elde edilmiştir. Her bir 𝑘 değerinin (2.23) denkleminde yerine yazılması ile 𝜋(𝑠) 

fonksiyonu için 

 

𝜋(𝑠)

=
−𝑠

2
± {
(√𝑐 − √𝑐 + 𝑎 − 𝑏)𝑠 − √𝑐, 𝑘 = (𝑏 − 2c) + 2√𝑐2 + 𝑐(𝑎 − 𝑏)

(√𝑐 + √𝑐 + 𝑎 − 𝑏)𝑠 − √𝑐, 𝑘 = (𝑏 − 2c) − 2√𝑐2 + 𝑐(𝑎 − 𝑏)
}          (2.26) 

 

dört olası sonuca ulaşılmıştır. NU yöntemine göre, bu olası dört polinomdan, (1.39) 

denklemindeki 

 

𝜏(𝑠) = 𝜏̃(𝑠) + 2𝜋(𝑠)                                                                                                        (2.27) 

                                                                                       

fonksiyonunun birinci türevinin negatif değerler alacağı, 𝜋(𝑠) polinomu seçilmelidir. Diğer 

üç polinom fiziksel sonuç vermezler [66]. Böylece uygun 𝑘 sabiti 

 

𝑘 = (𝑏 − 2c) − 2√𝑐2 + 𝑐(𝑎 − 𝑏)                                                                                (2.28) 
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için 𝜋(𝑠) fonksiyonu 

 

𝜋(𝑠) = √𝑐 − 𝑠 [
1

2
+ √𝑐 + √𝑐 + 𝑎 − 𝑏]                                                                       (2.29) 

           

olarak seçilmiş ve (2.27) denklemi ile 𝜏(𝑠) fonksiyonu 

 

𝜏(𝑠) = 1 + 2√𝑐 − 2s[1 + √𝑐 + 𝑎 − 𝑏]                                                                       (2.30) 

                                                            

olarak elde edilmiştir.  

 Son olarak 𝜋(𝑠) ve 𝜏(𝑠) polinomlarının NU yönteminde kullanılması ile 𝜒(𝑠) 

özfonksiyonları bulunmuştur. Bunun için önce 𝜋(𝑠) ve 𝜎(𝑠) fonksiyonları denklem (1.39) 

de yerine yazılarak birinci basamaktan 

 

𝜙′(s)

𝜙(s)
=
√c − s[1 2⁄ + √c + √c + a − b]

s(1 − s)
                                                                   (2.31) 

                                                            

diferensiyel denklemi elde edilmiştir.  Bu eşitliğin sağ tarafının 

𝐾 = 𝛬 + 1 2⁄ , 𝛬 = √𝑐 + 𝑎 − 𝑏 = √1 4⁄ + 𝛼(𝛼 − 1) + 𝜆  kısaltmaları ile  

 

√𝑐 − 𝑠[1 2⁄ + √𝑐 + 𝛬]

𝑠(1 − 𝑠)
=
√𝑐

𝑠
+

√𝑐

1 − 𝑠
−
1 2⁄ + √𝑐 + 𝛬

1 − 𝑠
=
√𝑐

𝑠
−

𝐾

1 − 𝑠
 ,            (2.32) 

                     

daha sade şekilde yazılması ile (2.31) denklemi   

 

d(ln𝜙) = ds (
√c

s
−

K

1 − s
)                                                                                            (2.33) 

                                                                                   

şekline getirilmiştir. Eşitliğinin her yanının integrali alınarak 

 

𝜙′(𝑠)

𝜙(𝑠)
=
√𝑐 − 𝑠[1 2⁄ + √𝑐 + 𝛬]

𝑠(1 − 𝑠)
                                                                                   (2.34) 
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ve buradan da 

 

𝜙(𝑠) = 𝑠√𝑐(1 − 𝑠)𝐾                                                                                                         (2.35) 

                                                                                   

bulunmuştur. 

 Dalga fonksiyonunun diğer kısmı olan 𝑦(𝑠), hipergeometrik-tür denklemin polinom 

çözümü, yöntemde Rodrigues bağıntısı ile verilir. Bu çözümü elde etmek için ilk olarak 

Pearson diferensiyel denkleminin çözümünden elde edilebilen, hipergeometrik-tür 

denklemin ağırlık fonksiyonu 𝜌(𝑠) 

 

(𝜎𝜌)′ = 𝜏𝜌,          

𝑠(1 − 𝑠)𝜌′ + (1 − 2s)𝜌 = 𝜏𝜌,      

 𝑠(1 − 𝑠)𝜌′ = 𝜌(1 + 2√𝑐 − 2s − 2s√𝑐 + 𝑎 − 𝑏 − 1 + 2s),    

          
𝜌′

𝜌
= d(ln𝜌) =

(1 + 2√c − 2s − 2s√c + a − b − 1 + 2s)

s(1 − s)
=
2√c

s
+
2(√c − 𝛬)

1 − s
        

=
2√c

s
+
2K − 1

1 − s
                                                                                               (2.36) 

 

işlemlerinin ardından (2.36) eşitliğinin iki yanının integrali alınarak 

 

𝜌(𝑠) = 𝑠2√𝑐(1 − 𝑠)2K−1                                                                                                  (2.37) 

         

olarak bulunmuştur. 

 Ağırlık fonksiyonu ve 𝜎(𝑠) nin (1.71) denklemindeki Rodrigues bağıntısında 

yazılması ile hipergeometrik-tür denklemin polinom çözümünün 

 

𝑦𝑛𝑟(𝑠) = 𝐵(1 − 𝑠)
1−2K𝑠−2√𝑐

𝑑𝑛𝑟

𝑑𝑠𝑛𝑟
[𝑠2√𝑐+𝑛𝑟(1 − 𝑠)2K−1+𝑛𝑟]                                 (2.38) 

                                  

olacağı görülmüştür. Bu çözümün, iyi bilinen 𝑃𝑛
(𝑎,𝑏)

(𝑠) Jacobi polinomları cinsinden 

yazılması mümkündür. Jacobi polinomlarının Ek 19 daki tanımı kullanılarak 

𝑃𝑛
(𝑎,𝑏)

(1 − 2s) polinomları, 
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𝑃𝑛
(𝑎,𝑏)

(1 − 2s) =
𝐶𝑛

𝑠𝑎(1 − 𝑠)𝑏
𝑑𝑛

𝑑𝑠𝑛
[𝑠𝑎+𝑛(1 − 𝑠)𝑏+𝑛]                                                (2.39) 

                                   

şekline getirilir ve 

 

𝑑𝑛

𝑑𝑠𝑛
[(1 − 𝑠)𝑎+𝑛(1 + 𝑠)𝑏+𝑛] = 𝐶𝑛

′ 𝑠𝑎(1 − 𝑠)𝑏𝑃𝑛
(𝑎,𝑏)

(1 − 2s)                                (2.40) 

                        

eşitliği elde edilir. 

(2.40) ifadesinden yararlanılarak (2.38) eşitliği Jacobi polinomları cinsinden 

  

𝑦𝑛𝑟(𝑠) = 𝐶𝑛𝑟𝑃𝑛𝑟
(2√𝑐,2𝐾−1)(1 − 2s)                                                                                  (2.41) 

                                                                         

elde edilmiştir.         

         𝜙(𝑠) ve 𝑦𝑛𝑟(𝑠) fonksiyonlarının hesaplanmasından sonra (2.18) denklemindeki 

𝜒𝑛𝑟(𝑠) fonksiyonu oluşturulmuştur 

 

𝜒𝑛𝑟(𝑠) = 𝐶𝑛𝑟𝑠
√𝑐(1 − 𝑠)𝐾𝑃𝑛𝑟

(2√𝑐,2𝐾−1)
(1 − 2s).                                                         (2.42) 

                                                       

         (2.42) denklemindeki𝐶𝑛𝑟 normalizasyon sabitleri hesaplanırken D.Agboola'nın 

çalışmasında [11] uygulanan adımlar izlenerek önce Jacobi polinomlarının Gauss 

hipergeometrik fonksiyonları cinsinden Ek 18 bağıntısındaki tanımı kullanılarak 𝜒𝑛𝑟(𝑠) 

fonksiyonu  

 

𝜒𝑛𝑟(𝑠) = 𝐶𝑛𝑟𝑠
√𝑐(1 − 𝑠)𝐾

𝛤(𝑛𝑟 + 2√𝑐 + 1)

𝑛𝑟! 𝛤(2√𝑐 + 1)
𝐹12 (−𝑛𝑟 , 2√𝑐 + 2K + 𝑛𝑟 , 1 + 2√𝑐; 𝑠)   

                                                                                                                                               (2.43)

 

 

şekline getirilmiştir. 

         Dalga fonksiyonunun olasılık yorumuna göre  
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∫ ∣ 𝑅(𝑟) ∣2 𝑟2𝑑𝑟

∞

0

= ∫ ∣ 𝜒(𝑟) ∣2 𝑑𝑟

∞

0

= 𝑏∫
1

𝑠
∣ 𝜒(𝑠) ∣2 𝑑𝑠

1

0

= 1                             (2.44) 

                                                 

eşitliğinin sağlanması gerekliliği kullanılarak 

 

∣ 𝐶𝑛𝑟 ∣
2 (
𝛤(𝑛 + 2√𝑐 + 1)

𝑛! 𝛤(2√𝑐 + 1)
)

2

𝑏 

×∫𝑠2√𝑐−1(1 − 𝑠)2K ∣ 𝐹12 (−𝑛, 2√𝑐, 2𝐾 + 𝑛, 1 + 2√𝑐; 𝑠) ∣2 𝑑𝑠

1

0

                        (2.45) 

                      

eşitliğine ulaşılmıştır. Son olarak buradaki integrali hesaplamak için 

 

∫(1 − 𝑧)2(𝛿+1)𝑧2𝜆−1[ 𝐹12 (−𝑛, 2(𝛿 + 𝜆 + 1) + 𝑛, 2𝜆 + 1; 𝑧)]
2
𝑑𝑧

1

0

=
(𝑛 + 𝛿 + 1)𝑛! 𝛤(𝑛 + 2𝛿 + 2)𝛤(2𝜆)𝛤(2𝜆 + 1)

(𝑛 + 𝛿 + 𝜆 + 1)𝛤(𝑛 + 2𝜆 + 1)𝛤(2(𝛿 + 𝜆 + 1) + 𝑛)
,

𝛿 >
−3

2
, 𝜆 > 0                                                                                        (2.46) 

 

integral formülü kullanılarak 𝐶𝑛𝑟 normalizasyon sabiti 

 

𝐶𝑛𝑟 = √
𝑛𝑟! (2√𝑐)(𝑛𝑟 + 𝐾 + √𝑐)𝛤(2(𝐾 + √𝑐) + 𝑛𝑟)

𝑏(𝑛𝑟 + 𝐾)𝛤(𝑛𝑟 + 2√𝑐 + 1)𝛤(𝑛𝑟 + 2K)
                                            (2.47) 

                                                

olarak hesaplanmıştır.      

 

         2.1.3. 𝜃Açısına Bağlı Denklemin Çözümleri 

  

         Bu bölümde 𝜃 açısına bağlı kısım için çözüm NU yöntemi kullanılarak elde 

edilmiştir. 

 (2.3) denkleminin çözümünü elde edebilmek için ilk önce 𝜃 değişkeninden 𝑥 = cos𝜃 
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değişkenine geçilmesi durumunda denklemin alacağı şekil araştırılmıştır. Bu amaçla 

𝜃 = 𝑔(𝑥) = cos−1𝑥 in 𝑥 değişkenine göre birinci ve ikinci türevle 𝑔′(𝑥) =
−1

√1−𝑥2
, 

𝑔′′(𝑥) =
𝑥

(1−𝑥2)3 2⁄  elde edilmiş ve dönüşüm sonrası denklem için 𝑃̃(𝑥) ve 𝑄̃(𝑥) 

 

𝑃̃(𝑥) =
cos(cos−1𝑥)

sin(cos−1𝑥)
[

−1

√1 − 𝑥2
] − [

−𝑥

1 − 𝑥2
] =

−𝑥

1 − 𝑥2
− [

−𝑥

1 − 𝑥2
]

=
2x

1 − 𝑥2
                                                                                                  (2.48) 

𝑄̃(𝑥) = [−(
𝛽′ + 𝛽𝑥

sin2(cos−1𝑥)
) + 𝜆 −

𝑚2

sin2(cos−1𝑥)
] [

−1

√1 − 𝑥2
]
2

= [−(
𝛽′ + 𝛽𝑥

1 − 𝑥2
) + 𝜆 −

𝑚2

1 − 𝑥2
] [

1

1 − 𝑥2
]

=
1

(1 − 𝑥2)2
[𝜆(1 − 𝑥2) − 𝑚2 − (𝛽′ + 𝛽𝑥)]                                  (2.49) 

                                 

olarak hesaplanmıştır. Böylece dönüşüm sonrası (2.3) denklemi 

 

𝛩′′(𝑥) −
2x

1 − 𝑥2
𝛩′(𝑥) +

1

(1 − 𝑥2)2
[𝜆(1 − 𝑥2) − 𝑚2 − (𝛽′ + 𝛽𝑥)]𝛩(𝑥) = 0 

                                                                                                                                               (2.50) 

            

denklemine getirilmiştir. 

 Denklem (2.50) ile genelleştirilmiş hipergeometrik-tür denklemin karşılaştırılması ile 

𝜏̃(𝑥), 𝜎(𝑥) ve 𝜎̃(𝑥) polinomları      

 

𝜏̃(𝑥) = −2x,                                                                                                                       (2.51) 

𝜎(𝑥) = 1 − 𝑥2,                                                                                                                  (2.52) 

𝜎̃(𝑥) = −𝜆𝑥2 − 𝛽′𝑥 + (𝜆 − 𝑚2 − 𝛽)                                                                          (2.53) 

              

olarak elde edilmiş ve bu polinomlar kullanılarak NU yöntemindeki 𝜋(𝑥) polinomu 

 

𝜋(𝑠) = ±√𝑥2(𝜆 − 𝑘) − 𝑥𝛽 − (𝜆 − 𝛽′ −𝑚2 − 𝑘)                                                   (2.54)
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olarak bulunmuştur. 𝑘 sabiti önceki bölümde olduğu gibi, elde edilen 𝜋(𝑥) polinomundaki 

karekök içindeki ifadenin diskiriminantının sıfır olması gerekliliğinden bulunmuştur, 

 

𝛥 = 4k2 + 𝑘[4m2 + 4𝛽′ − 8𝜆] + [𝛽2 + 4𝜆2 − 4𝜆𝛽2 − 4𝜆𝑚2] = 0.                  (2.55) 

                         

(2.55) eşitliği 𝑘 için çözülerek kökler 

 

u = √(m2 + 𝛽′)2 − 𝛽²                                                                                                    (2.56) 

 

olmak üzere 

 

𝑘1,2 =
2𝜆 −𝑚2 − 𝛽′

2
±
𝑢

2
,                                                                                              (2.57) 

                             

olarak bulunmuştur. 

 Böylece 𝜋(𝑥) fonksiyonu için olası dört polinomun 

  

𝜋(𝑠) = ±

{
 
 

 
 
𝑥√
𝑚2 + 𝛽′ + 𝑢

2
+ √

𝑚2 + 𝛽′ − 𝑢

2
𝑘 =

2𝜆 −𝑚2 − 𝛽′

2
−
𝑢

2

𝑥√
𝑚2 + 𝛽′ − 𝑢

2
+ √

𝑚2 + 𝛽′ + 𝑢

2
𝑘 =

2𝜆 −𝑚2 − 𝛽′

2
+
𝑢

2}
 
 

 
 

           (2.58) 

                       

olacağı görülmüştür. Olası bu dört polinomdan (2.27) denklemindeki 𝜏(𝑥) foksiyonunun 

birinci türevininin negatif değerler alacağı uygun 𝜋(𝑥) polinomu ve karşılık gelen 𝑘 sabiti 

sırasıyla 

 

𝜋(𝑥) = − [𝑥
√𝑚2 + 𝛽′ + 𝑢

2
+
√𝑚2 + 𝛽′ − 𝑢

2
]                                                        (2.59) 

𝑘 =
2𝜆 − 𝑚2 − 𝛽′

2
−
𝑢

2
                                                                                                   (2.60) 

                

olarak seçilmiştir. Denklem (2.27) kullanılarak 𝜏(𝑥) polinomu da   
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𝜏(𝑥) = −2x[1 + √
𝑚2 + 𝛽′ + 𝑢

2
] − 2√

𝑚2 + 𝛽′ − 𝑢

2
                                               (2.61) 

                                                    

olarak bulunmuştur. 

 Son olarak dalga fonksiyonunun elde edilmesi için ışınsal kısmın dalga fonksiyonunu 

elde ederken uygulanan işlemler tekrarlanmıştır. 

 Önce 𝜙(𝑥) ile 𝜌(𝑥) fonksiyonları 𝐵 = √
𝑚2+𝛽′+𝑢

2
 ve 𝐶 = √

𝑚2+𝛽′−𝑢

2
 için   

 

𝜙(𝑥) = (1 − 𝑥)(𝐵+𝐶) 2⁄                                                                                                     (2.62) 

𝜌(𝑥) = (1 − 𝑥)𝐵+𝐶(1 + 𝑥)𝐵−𝐶                                                                                       (2.63) 

         

olarak hesaplanmıştır. 

  Ardından ağırlık fonksiyonunun (1.71) denklemindeki Rodrigues bağıntısına 

yerleştirilmesi ile 𝑦𝑁(𝑥) fonksiyonu 

 

𝑦𝑁(𝑥) = 𝐵𝑁(1 − 𝑥)
−(𝐵+𝐶)(1 + 𝑥)(𝐶−𝐵)

𝑑𝑁

𝑑𝑥𝑁
[(1 − 𝑥)𝐵+𝐶+𝑁(1 + 𝑥)𝐵−𝐶+𝑁],

𝑁 = 0,1,2,3, . . .                                                                                                                   (2.64) 

              

elde edilmiştir. Jacobi polinomlarının denklem Ek 19 daki tanımı kullanılarak elde edilen 

 

𝑑𝑁

𝑑𝑥𝑁
[(1 − 𝑥)𝐵+𝐶+𝑁(1 + 𝑥)𝐵−𝐶+𝑁]

= (−1)𝑁2𝑁(1 − 𝑥)𝐵+𝐶(1 + 𝑥)𝐵−𝐶𝑃𝑁
(𝐵+𝐶,𝐵−𝐶)

(𝑥)                         (2.65) 

                                            

ifadesinin (2.64) denklemine konulması ile normalize edilmemiş 𝛩𝑁(𝑥) dalga 

fonksiyonları 

 

𝛩𝑁(𝑥) = 𝐶𝑁(1 − 𝑥)
(𝐵+𝐶) 2⁄ (1 + 𝑥)(𝐵−𝐶) 2⁄ 𝑃𝑁

(𝐵+𝐶,𝐵−𝐶)
(𝑥)                                       (2.66) 

                                           

olarak bulunmuştur. Son olarak 𝐶𝑁 normalizasyon sabiti 
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∫[𝑇(𝜃)]2sin(𝜃)𝑑𝜃

𝜋

0

= ∫[𝑇(𝑥)]2𝑑𝑥

1

−1

= 1                                                                    (2.67) 

                                                                  

eşitliğinden Jacobi polinomlarının Ek 14 denklemindeki dikeylik bağıntısı kullanılarak 

 

𝐶𝑁 = √
(2N + 2B + 1)𝛤(𝑛 + 1)𝛤(𝑁 + 2B + 1)

22B+1𝛤(𝑁 + 𝐵 + 𝐶 + 1)𝛤(𝑁 + 𝐵 − 𝐶 + 1)
                                               (2.68) 

                                                   

olarak elde edilmiştir.       

 

 2.1.4. Enerji Özdeğerleri 

  

 Bu bölümde merkezcil olmayan Manning-Rosen potansiyeli için enerji değerlerinin 

analitik ifadesi elde edilmiştir. Bu amaçla önce ışınsal kısımdaki 𝜖2 ifadesine ulaşılmış ve 

buradan enerji özdeğerleri için bir analitik ifade elde edilmiş, ardından da 𝜃 açısına bağlı 

kısımdan elde edilen 𝜆 sabiti bu analitik ifadede yerine yazılmıştır. 

 Denklem (1.45) kullanılarak 𝜆̄ sabiti ışınsal kısım için 

  

λ̅ = (𝑏 − 2c) − 2√𝑐2 + 𝑐(𝑎 + 𝑏) − [
1

2
+ √𝑐 + √𝑐 + 𝑎 − 𝑏]                               (2.69) 

                                

olarak elde edilmiştir. 

 Hipergeometrik-tür bir diferansiyel denklemin, negatif olmayan 𝑛 tamsayı değerleri 

için polinom çözümler vermesi ancak ve ancak 

 

𝜆 = 𝜆𝑛 = −𝑛𝜏 −
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝜎′′, (𝑛 = 0,1,2, . . . ), 𝜆𝑛 ≠ 𝜆𝑚,

𝑚 = 0,1,2, . . . 𝑛 − 1                                                                               (2.70) 

    

eşitliğinin sağlanması ile mümkün olabileceğinden [67] 
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𝜆̄𝑛𝑟 = (𝑏 − 2c) − 2√𝑐√𝑐 + 𝑎 + 𝑏 −
1

2
− [√𝑐 + √𝑐 + 𝑎 − 𝑏]                                (2.71)

= 2n𝑟[1 + (√𝑐 + √𝑐 + 𝑎 − 𝑏)] + 𝑛𝑟(𝑛𝑟 − 1), 𝑛𝑟 = 0,1,2, … 

                                

eşitliği elde edilmiştir. Buradan 

 

(𝑏 − 2c) − 2√𝑐𝛬 −
1

2
− √𝑐 − 𝛬 = 2n𝑟[√𝑐 + 𝛬] + 𝑛(𝑛 + 1)                               (2.72) 

                                    

Yazılıp √𝑐 için çözülmesi ile bulunan 

 

√𝑐 =
𝜆 + 1 2⁄ + 𝛬(1 + 2n𝑟) + 𝑛𝑟(𝑛𝑟 + 1) − 𝐴

−(2𝛬 + 1 + 2n𝑟)
                                                      (2.73) 

             

eşitliğinin denklem (2.22) deki 𝑐 = 𝜖2 + 𝜆𝐶0 ifadesinin de kullanılması ile elde ettiğimiz 

 

𝜖2 = [
𝜆 + 1 2⁄ + 𝛬(1 + 2n𝑟) + 𝑛𝑟(𝑛𝑟 + 1) − 𝐴

2𝛬 + 1 + 2n𝑟
]

2

− 𝜆𝐶0                                     (2.74) 

            

ifadesinin (2.18) denkleminde kullanılması ile enerji spektrumu 

 

𝐸𝑛𝑟,𝑙 =
−ℏ2

2𝜇𝑏2
[[𝑛𝑟 +

1

2
+
𝜆 − 𝑛𝑟(𝑛𝑟 + 1) − 𝐴

2𝛬 + 1 + 2n𝑟
]
2

− 𝜆𝐶0]                                         (2.75) 

                       

olarak elde edilmiştir. 

 Benzer işlemlerin 𝜃 açısına bağlı kısım için tekrarlanması ile (2.74) denklemindeki 𝜆 

bilinmiyeni bulunmuştur. 

   Önce, (2.60) deki 𝑘 sabiti ve (2.59) deki 𝜋(𝑥) polinomu (1.45) denkleminde 

kullanılarak 

 

𝜆̄ = 𝑘 + 𝜋′(𝑥) =
2𝜆 − 𝛽2 −𝑚2

2
−
𝑢

2
− √

𝑚2 + 𝛽 + 𝑢

2
                                            (2.76) 
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ifadesine ulaşılmış ve bu ifadenin, polinom sonuçlar elde etmek için gerekli koşul olan 

(2.70) ifadesinden elde edilen 

 

𝜆̄ = 2N [1 + √
𝑚2 + 𝛽 + 𝑢

2
+ 𝑁(𝑁 − 1)]                                                                  (2.77) 

                          

eşitliğiyle karşılaştırılması ile 

 

2𝜆 − 𝛽2 −𝑚2

2
−
𝑢

2
− √

𝑚2 + 𝛽 + 𝑢

2
= 2N [1 + √

𝑚2 + 𝛽 + 𝑢

2
+ 𝑁(𝑁 − 1)]  (2.78) 

  

bulunmuştur. 

 Enerji spektrumundaki bilinmeyen 𝜆 = 𝑙(𝑙 + 1) değerlerini elde etmek için (2.78) 

denklemi 𝜆 için çözülmüştür. İlk olarak bu eşitlik 

 

𝜉 = √
𝑚2 + 𝛽′ + 𝑢

2
                                                                                                           (2.79) 

                 

ile 

 

𝜆 − 𝜉2 − 𝜉 = 2N(1 + 𝜉) + 𝑁(𝑁 − 1)                                                                         (2.80)                                                                 

       

daha sade biçime getirilmiş, daha sonra 𝜆 yalnız bırakılarak eşitliğin diğer yanı 

düzenlenmiş ve 𝜆 ve 𝑙 için sırası ile 

 

𝜆 = (𝑁 + 𝜉)(𝑁 + 𝜉 + 1)                                                                                                 (2.81)

          

ve 

 

𝑙 = 𝑁 + 𝜉                                                                                                                            (2.82)                                      
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ifadeleri elde edilmiştir. 𝜆 için bulduğumuz ifadesinin (2.75) denkleminde yerine yazılması 

ile enerji özdeğerlerinin analitik ifadesi tamamlanmıştır. 

 

 2.2. Merkezcil Olmayan Manning-Rosen Potansiyeli İçin 

      KFG Denkleminin Bağlı Durum Çözümleri 

  

  Bu bölümde, (1.33) şeklinde elde edilen KFG denkleminin çözümleri 

  

 𝑉(𝑟) = 𝑆(𝑟) =
1

𝑘
[
1

𝑏2
𝛼(𝛼 − 1)e−2r 𝑏⁄

(1 − e−𝑟 𝑏⁄ )2
−
1

𝑏2
𝐴e−𝑟 𝑏⁄

1 − e−𝑟 𝑏⁄
+

𝛽′

𝑟2sin2𝜃
+
𝛽cos𝜃

𝑟2sin2𝜃
] 

                                                                                                                               (2.83) 

 skaler ve vektörel potansiyelleri için elde edilmiştir. 

  Dalga fonksiyonu 𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙) için 

  

𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 𝜒
(𝑟)

𝑟
𝛩(𝜃)𝑒𝑖𝑚𝜙, 𝑚 = 0,±1, ±2,±3, . . .                                              (2.84) 

                                       

şeklinde bir çözüm önerilerek, 𝜆 ayırma sabiti olmak üzere 

 

𝜒′′(𝑟) + [(𝐸2 −𝑀2) −
𝑀 + 𝐸

𝑀𝑏2
(
𝛼(𝛼 − 1)e−2r 𝑏⁄

(1 − e−𝑟 𝑏⁄ )2
−

𝐴e−𝑟 𝑏⁄

1 − e−𝑟 𝑏⁄
) −

𝜆

𝑟2
] 𝜒(𝑟)

= 0                                                                                                           (2.85)  

𝛩′′(𝜃) + cot𝜃𝛩′(𝜃) + [−
1

sin2𝜃
(
𝑀 + 𝐸

𝑀
(𝛽′ + 𝛽cos𝜃) + 𝑚2) + 𝜆]𝛩(𝜃)

= 0                                                                                                            (2.86) 

       

diferensiyel denklemleri elde edilir. 

 

 2.2.1. Işınsal KFG Denkleminin Çözümleri 

  

 Işınsal KFG denklemi olarak adlandırılan (2.84) denkleminin çözümlerinin 𝜆 nın 

sıfırdan farklı durumları için de elde edilebilmesi için, Schrödinger denkleminde olduğu 

gibi, 𝐶0 = 1 12⁄  olmak üzere 1 𝑟2⁄  terimi yerine (2.6) şeklinde bir yaklaşıklık kullanılması 

ve 𝑠 = 𝑒−𝑟 𝑏⁄  değişkenine geçilmesi ile (2.85) denklemi genelleştirilmiş hipergeometrik-tür 
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diferansiyel denklem şekline gelir 

 

𝜒′′(𝑠) + 𝜒′(𝑠)
1 − 𝑠

𝑠(1 − 𝑠)
+ [

1

𝑠(1 − 𝑠)
]
2

[−𝜖2(1 − 𝑠)2 + 𝜂𝐴𝑠(1 − 𝑠)]𝜒(𝑠)

+ [
1

𝑠(1 − 𝑠)
]
2

[−𝜂𝛼(𝛼 − 1)𝑠2 − (1 − 𝑠)2𝜆 (𝐶0 +
𝑠

(1 − 𝑠)2
)] 𝜒(𝑠)

= 0.                                                                                                           (2.87) 

.                

Bağlı durumlar (∣ 𝐸 ∣< 𝑀) göz önüne alınarak (2.87) denklemindeki boyutsuz 𝜖 ve 𝜂 

parametreleri 

 

𝜖 = 𝑏√𝑀2 − 𝐸2                                                                                                                (2.88) 

𝜂 =
𝑀 + 𝐸

𝑀
                                                                                                                         (2.89) 

                                                                                                    

olarak tanımlanmıştırlar. 

 Elde edilen denklemin (2.14) deki denklem ile benzerliği görülmektedir. (2.15) ile 

(2.30) denklemleri arasındaki adımlar tekrarlanarak, 𝑎, 𝑏, 𝑐 

 

𝑎 =
1

4
+ 𝜖2 + 𝐴𝜂 + 𝜂𝛼(𝛼 − 1) + 𝜆𝐶0                                                                          (2.90) 

𝑏 = 2𝜖2 + 𝜂𝐴 + 2𝜆𝐶0 − 𝜆                                                                                              (2.91) 

𝑐 = 𝜖2 + 𝜆𝐶0                                                                                                                      (2.92) 

                                                                                          

olmak üzere, şu sonuçlara ulaşılmıştır; 

 

𝜏̃ = 1 − 𝑠,                                                                                                                            (2.93) 

𝜎 = 𝑠(1 − 𝑠),                                                                                                                     (2.94) 

𝜎̃ = 𝑠2[−𝜖2 − 𝜂𝐴 − 𝜂𝛼(𝛼 − 1) − 𝜆𝐶0] + 𝑠[2𝜖
2 + 𝜂𝐴 + 2𝜆𝐶0 − 𝜆]

+ [−𝜖2 − 𝜆𝐶0],                                                                                       (2.95) 

𝑘 = (𝑏 − 2c) − 2√𝑐2 + 𝑐(𝑎 − 𝑏),                                                                               (2.96) 

𝜋(𝑠) = √𝑐 − 𝑠 [
1

2
+ √𝑐 + √𝑐 + 𝑎 − 𝑏],                                                                      (2.97) 

𝜏(𝑠) = 1 + 2√𝑐 − 2s[1 + √𝑐 + 𝑎 − 𝑏].                                                                      (2.98) 
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 𝐾 = 𝛬 + 1 2⁄ , 𝛬 = √𝑐 + 𝑎 − 𝑏 = √1 4⁄ + 𝜂𝛼(𝛼 − 1) + 𝜆 kısaltmaları ile dalga 

fonksiyonu 𝜒(𝑠) = 𝜙(𝑠)𝑦(𝑠) için 𝜙(𝑠) 

 

𝜙(𝑠) = 𝑠√𝑐(1 − 𝑠)𝐾                                                                                                         (2.99) 

                                                                                          

olarak bulunmuştur.  

 𝑦(𝑠) fonksiyonunun sağladığı hipergeometrik-tür diferansiyel denklemin ağırlık 

fonksiyonu 

  

𝜌(𝑠) = 𝑠2√𝑐(1 − 𝑠)2K−1                                                                                               (2.100) 

                                                                                     

olmak üzere, Rodrigues bağıntısından yararlanılarak Jacobi polinomları cinsinden 𝑦𝑛𝑟(𝑠) 

 

𝑦𝑛𝑟(𝑠) = 𝐶𝑛𝑟𝑃𝑛𝑟
(2√𝑐,2𝐾−1)(1 − 2s)                                                                               (2.101) 

                                                                      

olarak bulunmuştur. 

 Sonuç olarak 𝜒𝑛𝑟(𝑠) ışınsal dalga fonksiyonu hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden 

 

𝐶𝑛𝑟 = √
𝑛𝑟! (2√𝑐)(𝑛𝑟 + 𝐾 + √𝑐)𝛤(2(𝐾 + √𝑐) + 𝑛𝑟)

𝑏(𝑛𝑟 + 𝐾)𝛤(𝑛𝑟 + 2√𝑐 + 1)𝛤(𝑛𝑟 + 2K)
                                         (2.102) 

    

normalizasyon sabiti olmak üzere 

 

𝜒𝑛𝑟(𝑠) = 𝐶𝑛𝑟𝑠
√𝑐(1 − 𝑠)𝐾

𝛤(𝑛𝑟 + 2√𝑐 + 1)

𝑛𝑟! 𝛤(2√𝑐 + 1)
𝐹1 2 (−𝑛𝑟 , 2√𝑐 + 2K + 𝑛𝑟 , 1 + 2√𝑐; 𝑠) 

                         (2.103) 

olarak elde edilmiştir. 
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 2.2.2. 𝜃 Açısına Bağlı Denklemin Çözümleri 

 

 Göreli olmayan durumda olduğu gibi (2.86) denkleminin çözümünü elde edebilmek 

için 𝑥 = cos 𝜃 dönüşümü yapıldığında   

 

𝛩′′(𝑥) −
2x

1 − 𝑥2
𝛩′(𝑥) +

1

(1 − 𝑥2)2
[𝜆(1 − 𝑥2) − 𝑚2 − (𝛽′ + 𝛽𝑥)]𝛩(𝑥) = 0 

                         (2.104) 

elde edilir. Bu denklem genelleştirilmiş hipergeometrik-tür diferensiyel denklem ile 

karşılaştırılarak 

 

𝜏̃(𝑥) = −2x,                                                                                                                     (2.105) 

𝜎(𝑥) = 1 − 𝑥2,                                                                                                                (2.106) 

𝜎̃(𝑥) = −𝜆𝑥2 − 𝜂𝛽′𝑥 + (𝜆 − 𝑚2 − 𝜂𝛽)                                                                  (2.107) 

         

olduğu görülmüştür. Önceki bölümlerde yapılan işlemler tekrarlanarak 

 

𝑢 = √(𝑚2 + 𝜂𝛽′)2 − 𝜂2𝛽2                                                                                         (2.108) 

                                                                                

için 𝑘 sabiti ile 𝜋(𝑥), 𝜏(𝑥) fonksiyonları sırasıyla 

 

𝑘 =
2𝜆 −𝑚2 − 𝜂𝛽′

2
−
𝑢

2
,                                                                                             (2.109) 

𝜋(𝑥) = − [𝑥
√𝑚2 + 𝜂𝛽′ + 𝑢

2
+
√𝑚2 + 𝜂𝛽′ − 𝑢

2
],                                                (2.110) 

𝜏(𝑥) = −2x [1 + √
𝑚2 + 𝜂𝛽′ + 𝑢

2
] − 2√

𝑚2 + 𝜂𝛽′ − 𝑢

2
                                     (2.111) 

                                         

olarak bulunmuştur. 

 Dalga fonksiyonu için 𝐵 = √
𝑚2+𝜂𝛽′+𝑢

2
  ve 𝐶 = √

𝑚2+𝜂𝛽′−𝑢

2
 olmak üzere   

  

𝜙(𝑥) = (1 − 𝑥)(𝐵+𝐶) 2⁄ ,                                                                                                (2.112) 
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𝜌(𝑥) = (1 − 𝑥)𝐵+𝐶(1 + 𝑥)𝐵−𝐶 ,                                                                                  (2.113) 

𝛩𝑁(𝑥) = 𝐶𝑁(1 − 𝑥)
(𝐵+𝐶) 2⁄ (1 + 𝑥)(𝐵−𝐶) 2⁄ 𝑃𝑁

(𝐵+𝐶,𝐵−𝐶)(𝑥),                                   (2.114) 

𝐶𝑁 = √
(2N + 2B + 1)𝛤(𝑛 + 1)𝛤(𝑁 + 2B + 1)

22B+1𝛤(𝑁 + 𝐵 + 𝐶 + 1)𝛤(𝑁 + 𝐵 − 𝐶 + 1)
                                            (2.115) 

                                         

sonuçları elde edilmiştir. 

 

 2.2.3. Enerji Özdeğerleri 

 

Denklem (1.45) ve (2.70) kullanılarak sırasıyla, ışınsal ve 𝜃 açısına bağlı kısımlar 

için 

 

(𝑏 − 2c) − 2√𝑐√𝑐 + 𝑎 + 𝑏 −
1

2
− [√𝑐 + √𝑐 + 𝑎 − 𝑏]                                  

               = 2n𝑟[1 + (√𝑐 + √𝑐 + 𝑎 − 𝑏)] + 𝑛𝑟(𝑛𝑟 − 1), 𝑛𝑟 = 0,1,2,3, …   

       (2.116) 

2𝜆 − 𝜂𝛽′ −𝑚2

2
−
𝑢

2
− √

𝑚2 + 𝜂𝛽′ + 𝑢

2
= 2N [1 + √

𝑚2 + 𝜂𝛽′ + 𝑢

2
+ 𝑁(𝑁 − 1)] ,

𝑁 = 0,1,2,3…                                                                                                                 (2.117) 

    

eşitlikleri elde edilmiştir. (2.116) denklemi √𝑐 için çözülüp denklem (2.92) deki   

𝑐 = 𝜖2 + 𝜆𝐶0 ifadesinin kullanılmasıyla 

 

𝜖2 = [
𝜆 + 1 2⁄ + 𝛬(1 + 2n𝑟) + 𝑛𝑟(𝑛𝑟 + 1) − 𝐴𝜂

2𝛬 + 1 + 2n𝑟
]

2

− 𝜆𝐶0                                 (2.118) 

                                    

elde edilmiştir. Bulunan 𝜖2 ifadesinin (2.88) denkleminde yerine yazılması ile enerji ile 

ilgili ifade  

 

𝑀2 − 𝐸𝑛𝑟,𝑙
2 =

1

𝑏2
[[𝑛𝑟 +

1

2
+
𝜆 − 𝑛𝑟(𝑛𝑟 + 1) − 𝜂𝐴

2𝛬 + 1 + 2n𝑟
]

2

− 𝜆𝐶0]                              (2.119) 

                                  

olarak bulunmuştur. 
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 (2.117) denklemi enerji ifadesindeki 𝜆 = 𝑙(𝑙 + 1) değerlerinin elde etmek için 

kullanılmış ve 𝜉 = √
𝑚2+𝜂𝛽′+𝑢

2
 için 

 

𝜆 = (𝑁 + 𝜉)(𝑁 + 𝜉 + 1)                                                                                              (2.121) 

                                                                                    

ve 

 

𝑙 = 𝑁 + 𝜉                                                                                                                          (2.122) 

                                         

bulunmuştur. 𝜆 için bulduğumuz ifadesinin (2.119) denkleminde yerine yazılması ile enerji 

özdeğerleri için transandant türlü bir denkleme ulaşılmıştır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

3. BULGULAR VE TARTIŞMA 

 

 3.1. Merkezkaç Terimi İçin Kullanılan Yaklaşıklığın İncelenmesi   

  

 Bu bölümde Schrödinger ve KFG denklemlerinin analitik çözümlerini elde 

edebilmek için 1 𝑟2⁄  terimine getirilen yaklaşıklık irdelenmiş ve benzer çalışmalarda farklı 

araştırmacıların geliştirdikleri yaklaşıklıklar ile karşılaştırılmıştır. 

 1 𝑟2⁄  terimi için, bu çalışmada 

  

1

𝑟2
≈

1

𝑏2
[

1

12
+

𝑒−𝑟 𝑏⁄

(1 − 𝑒−𝑟 𝑏⁄ )2
],                                                                                          (3.1) 

          

Greene ve Aldrich'in çalışmalarında [68] 

 

1

𝑟2
≈

1

𝑏2
[

𝑒−𝑟 𝑏⁄

(1 − 𝑒−𝑟 𝑏⁄ )2
],                                                                                                    (3.2) 

          

ve Dong ile arkadaşlarının çalışmasında [33] ise 

 

1

𝑟2
≈

1

𝑏2
[

𝑤𝑒−𝑟 𝑏⁄

1 − 𝑒−𝑟 𝑏⁄
+

𝑒−2r 𝑏⁄

(1 − 𝑒−𝑟 𝑏⁄ )2
]                                                                             (3.3) 

         

yaklaşıklıkları kullanılmıştır. Sonuncu yaklaşıklıkta 𝑤 ayarlanabilir bir parametredir ve 

𝑤 = 1 olması durumunda Greene ve Aldrich'in kullandığı yaklaşıklık elde edilir. 

 1 𝑟2⁄  için tam değer, bu çalışmada kullanılan yaklaşıklık, Greene ve Aldrich'in 

yaklaşıklıkları ve Dong ve arkadaşlarının kullandıkları yaklaşıklıklar sayısal ve grafiksel 

olarak karşılaştırılmış ve 𝑟 𝑏⁄ ≪ 1 bölgesi için bu çalışmada kullanılan yaklaşıklığın diğer 

yaklaşıklara göre daha iyi sonuçlar verirken küçük 𝑏 ve büyük 𝑟 değerleri için diğer 

yaklaşıklıklar kadar başarılı olmadığı gözlenmiştir. Şekil 3.1, Şekil 3.2 ve Şekil 3.3 te 

sırasıyla 𝑏 = 0.65, 𝑏 = 1.15 ve 𝑏 = 5.15 değerleri için üç yaklaşıklık ve tam değer 

0 < 𝑟 < 12 aralığında çizilmiştir. Bu şekillerde (1) dong ve arkadaşlarının kullandığı 

yaklaşıklık, (2) Green ve aldrich'in kullandıkları yaklaşıklık, (3) tam değer ve (4) bu 
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çalışmada kullanılan yaklaşıklıktır.    

 

 
      

         Şekil 3.1. 𝑏 = 0.65 değeri için 𝑟 ye karşılık 1 𝑟2⁄  terimi için kullanılan                                 

                         yaklaşıklık 

                                     

                                       

 
       

         Şekil 3.2. 𝑏 = 1.15 değeri için 𝑟 ye karşılık 1 𝑟2⁄  terimi için kullanılan yaklaşıklık 
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         Şekil 3.3. 𝑏 = 0.65 değeri için 𝑟 ye karşılık 1 𝑟2⁄  terimi için kullanılan                                 

                         yaklaşıklık 

 

 3.2. Schrödinger Denklemi İçin Bağlı Durumların Enerjileri 

  

 Bu kesimde (2.75) denklemiyle belirlenen enerji özdeğerleri merkezcil ve merkezcil 

olmayan potansiyel durumları için irdelenmiştir. Genel olarak görülmüştür ki 𝐶0 değerinin 

sıfır olarak kabul edilmemesi enerji özdeğerlerine 

 

ℏ2

2𝜇𝑏2
𝜆𝐶0                                                                                                                                (3.4) 

            

şeklinde bir katkı getirmiştir. 

 Bazı durumlar için enerji değerleri doğal birim sisteminde (ℏ = 𝜇 = 1) tablo halinde 

verilmiştir. 𝛼 değeri Tablo 3.1 de 𝛼 = 0.75, Tablo 3.2 de ise 𝛼 = 1 olarak alınmıştır. 

Tablolarda 𝑛 temel kuantum sayısı olup 𝑙 + 𝑛𝑟 + 1 değerine eşittir.      
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                   Tablo 3.1. 𝛼 = 0.75 için göreli olmayan enerji değerleri 

 

𝛽 𝛽′ 𝑙 𝑛 𝐸 

0 0 0 1 -0.872300 

1 

1 

1 

0 

0.707107 

0.707107 

1.707107 

1.707107 

-0.175760 

-0.175760 

0 0 0 2 -0.150269 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

2 

2 

-0.120527 

-0.120527 

1 1 1.366025 2.366025 -0.080720 

0 1 1.414214 2.414214 -0.076883 

1 

1 

1 

0 

0.707107 

0.707107 

2.707107 

2.707107 

-0.06016 

-0.06016 

1 

1 

1 

0 

1.707107 

1.707107 

2.707107 

2.707107 

-0.05808 

-0.05808 

0 0 0 3 -0.053926 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

3 

3 

-0.045878 

-0.045878 

1 0 1.984059 1.984059 -0.045393 

0 

0 

0 

1 

2 

2 

3 

3 

-0.044774 

-0.044774 

1 1 2.224745 3.224745 -0.03704 

0 1 2.236068 3.236068 -0.036693 

1 1 1.366025 3.366025 -0.03359 

1 1 2.366025 3.366025 -0.03299 

0 1 1.414214 3.414214 -0.032286 

0 1 2.414214 3.414214 -0.031721 

1 

1 

0 

0 

0.707107 

0.707107 

3.707107 

3.707107 

-0.02636 

-0.02636 

1 

1 

0 

1 

1.707107 

1.707107 

3.707107 

3.707107 

-0.025523 

-0.025523 

1 

1 

1 

0 

2.707107 

2.707107 

3.707107 

3.707107 

-0.02512 

-0.02512 

0 0 0 4 -0.024017 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

4 

4 

-0.020809 

-0.020809 

1 0 1.984059 3.984059 -0.020522 

0 

0 

0 

1 

2 

2 

4 

4 

-0.020299 

-0.020299 
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                   Tablo 3.2.𝛼 = 1için göreli olmayan enerji değerleri 

 

𝛽 𝛽′ 𝑙 𝑛 𝐸 

0 0 0 1 -0.487578 

1 

1 

1 

0 

0.707107 

0.707107 

1.707107 

1.707107 

-0.159269 

-0.159269 

0 0 0 2 -0.112812 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

2 

2 

-0.11276 

-0.11276 

1 1 1.414214 2.414214 -0.073653 

1 

1 

1 

0 

0.707107 

0.707107 

2.707107 

2.707107 

-0.056269 

-0.056269 

1 

1 

1 

0 

1.707107 

1.707107 

2.707107 

2.707107 

-0.05618 

-0.05618 

1 0 1.984059 2.984059 -0.044192 

0 0 0 3 -0.043759 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

3 

3 

-0.043707 

-0.043707 

0 

0 

0 

1 

2 

2 

3 

3 

-0.043602 

-0.043602 

1 1 2.224745 3.224745 -0.036207 

0 1 2.236068 3.236068 -0.035875 

1 1 1.366025 3.366025 -0.032431 

1 1 2.366025 3.366025 -0.032308 

0 1 1.414214 3.414214 -0.031215 

0 1 2.414214 3.414214 -0.031089 

1 

1 

0 

1 

0.707107 

0.707107 

3.707107 

3.707107 

-0.024925 

-0.024925 

1 

1 

0 

1 

1.707107 

1.707107 

3.707107 

3.707107 

-0.024836 

-0.024836 

1 

1 

1 

0 

2.707107 

2.707107 

3.707107 

3.707107 

-0.024695 

-0.024695 

1 0 1.984059 3.984059 -0.020086 

0 0 0 4 -0.02 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

4 

4 

-0.019948 

-0.019948 

1 0 2.984059 3.984059 -0.019931 

0 

0 

0 

1 

2 

2 

4 

4 

-0.019844 

-0.019844 
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 3.2.1. Merkezcil Potansiyel Durumu 

  

 Bu durum 𝛽 = 𝛽′ = 0 olması ile mümkündür. Denklemindeki 𝑢 ifadesi merkezcil 

potansiyel durumunda 

 

𝑢 = √𝑚4 = 𝑚2                                                                                                                    (3.5) 

       

şeklinde sadeleşmesi ile denklem (2.79) teki 𝜉 ifadesi de, 

 

𝜉 = √
𝑚2 + 𝑚2

2
=∣ 𝑚 ∣                                                                                                      (3.6) 

           

olacaktır. (2.82) denkleminden 𝑙 = 𝑁 + 𝜉(𝑁 = 0,1,2, . . . ) olduğu bilindiğinden 𝑙 kuantum 

sayısı için, beklenen 𝑙 ≥∣ 𝑚 ∣ (𝑙, 𝑚 = 0,1,2, . . . ) ifadesi, elde edilmiştir. Merkezcil 

Manning-Rosen potansiyeli için enerji değerleri daha önce Zhao-You Chen ve arkadaşları 

tarafından [69] hesaplanmışlardır. Bu çalışmada elde edilen enerji değerlerinin Zhao-You 

Chen ve arkadaşlarının elde ettikleri enerji değerleri ile uyum içerisinde olduğu 

görülmüştür. 

  Manning-Rosen potansiyelinde 𝛼 = 0 veya 𝛼 = 1 değerlerinin kullanılması 

durumunda potansiyelin Hulthen potansiyeli şeklini aldığı bilindiğinden 𝛿 = 1 𝑏⁄ , 𝐴 = 2b 

kullanılarak elde edilecek sonuçlar Varshni'nin çalışmasında [52] elde ettiği sonuçlar ile 

karşılaştırılarak uyum içerisinde olduğu görülmüştür. 

        

 3.2.2. Merkezcil Olmayan Potansiyel Durumu 

 

 Bu durumda 𝛽 veya 𝛽′ parametrelerinden en az biri sıfırdan farklı değerdedir. Farklı 

𝛽 ve 𝛽′ parametreleri kullanılarak değişik türde merkezcil olmayan potansiyeller üretmek 

mümkündür. Değişik 𝛽 ve 𝛽′ parametreleri 𝛼 = 0.75 ve 𝛼 = 1 için irdelenmiş ve 

görülmüştür ki merkezcil olan potansiyel durumları merkezcil olmayan potansiyel 

durumlarına göre daha düşük enerjidedirler yani daha dayanıklıdırlar. 
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 3.3. Schrödinger Denklemi İçin Kuantum Sayılarının Alabileceği Değerler   

        Üzerindeki Kısıtlamalar 

 

 Dalga fonksiyonları için polinom çözümler elde edebilmek için tanımladığımız 

kuantum sayılarının alabileceği değerler irdelenmiş ve bağlı durum enerjilerinin elde 

edilebilmesi için üç koşulun sağlanması gerektiği tespit edilmiştir. 

 Birinci koşul (2.56) denklemindeki 𝑢 ifadesi incelendiğinde görülmüştür. Burada 

  

(𝑚2 + 𝛽′)2 < 𝛽2                                                                                                                 (3.7) 

           

olması durumunda 𝑢 ifadesi gerçel olmayan değerler alacaktır. Bu durumda enerji 

özdeğerleri de gerçel olmayan değerler alacağından bu sonuçlar fiziksel olmayacaktır. 𝛽 ve 

𝛽′ pozitif gerçel değerler aldığından enerji sonuçlarının fiziksel olabilmesi için 

 

𝑚2 ≥ 𝛽 − 𝛽′                                                                                                                         (3.8) 

            

koşulunun sağlanması gerektiği görülmüştür. 𝛽 ≤ 𝛽′ olması halinde bu koşul 

kendiliğinden sağlanır ve m tüm tam sayı değerlerini alabilir ancak diğer durumlar 

için𝑚sonlu sayıda tam sayı değeri alabilir. 

 İkinci koşul enerji ifadesinden elde edilmiştir. (2.75) deki enerji ifadesine 

bakıldığında 

 

𝑙(𝑙 + 1)𝐶0 ≥ [𝑛𝑟 +
1

2
+

(𝑙 − 𝑛𝑟)(𝑙 + 𝑛𝑟 + 1) − 𝐴

2𝛬 + 1 + 2n𝑟
]

2

                                                 (3.9) 

      

olması durumunda eksi olmayan enerji durumları ortaya çıktığı saptanmıştır. Bağlı 

durumlar ancak 𝐸 < 0 için söz konusu olabildiğinden eksi olmayan enerji değerleri bağlı 

durumların olmadığı anlamına gelir. Böylece bağlı durumlar için kuantum sayıları üzerinde 

 

𝑙(𝑙 + 1)𝐶0 < [𝑛𝑟 +
1

2
+

(𝑙 − 𝑛𝑟)(𝑙 + 𝑛𝑟 + 1) − 𝐴

2𝛬 + 1 + 2n𝑟
]

2

                                              (3.10) 

      

şeklinde bir sınırlama olması gerektiği sonucuna varılmıştır. Merkezkaç terimi için bu 
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çalışmada yapılan yaklaşıklıkta 𝐶0 teriminin sıfır olarak alınmaması durumunda böyle bir 

sınırlama ortadan kalkmaktadır. 

 Üçüncü koşul (2.73) denklemindeki √𝑐 ifadesinden elde edilmiştir. Bağlı durumlar 

için √𝑐 > 0 koşulu olası enerji durumları için bir sınırlama getirmiştir: 

 

0 <
𝜆 + 1 2⁄ + 𝛬(1 + 2n𝑟) + 𝑛𝑟(𝑛𝑟 + 1) − 𝐴

−(2𝛬 + 1 + 2n𝑟)
                                                         (3.11) 

       

eşitsizliğinin sol tarafında paydada bulunan ifade sıfırdan büyük değerlere sahip 

olacağından, 

 

𝐴 −
1

2
− 𝑙(𝑙 + 1) − 𝛬 > 𝑛𝑟(𝑛𝑟 + 2𝛬 + 1)                                                                  (3.12) 

                

ve 

 

𝐴 >
1

2
+ 𝑙(𝑙 + 1) + 𝛬                                                                                                       (3.13) 

         

elde edilmiştir. 

  Sonuç olarak, bağlı durumlar ancak ve ancak bu üç koşulun birden sağlanması 

durumunda elde edilebileceği saptanmıştır. Şekil 3.4 te ikinci ve üçüncü koşulların 

sağlanması ile bağlı durumlar için 𝑛𝑟 ve 𝑙 kuantum sayılarının alabileceği olası değerler 

gösterilmiştir.   
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                     Şekil 3.4. 𝛼 = 1,1 𝑏⁄ = 0.025 ve 𝐴 = 2b için 𝑛𝑟 ve 𝑙 kuantum                                                              

                                     sayılarının alabileceği değerler bölgesi 

 

 

 3.4. KFG Denklemi İçin Bağlı Durumların Enerjileri 

 

 KFG denklemi için bağlı durum enerjilerini veren analitik bir ifade elde 

edilemeyeceği görülmüştür. Enerji değerleri için elde edilen (2.118) denklemi transandant 

türlü bir denklemdir ve analitik çözümü yoktur. Ayrıca KFG denkleminin formundan ötürü 

beklendiği gibi her durum için iki farklı enerji değeri elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

  

Bu çalışmada  

• Schrödinger denkleminin nasıl elde edildiği, 

• Nikiforov-Uvarov yönteminin nasıl kullanılacağı, 

• Bochner ve Koepf-Masjed-Jamei çalışmaları çerçevesinde dikey polinom aileleri için 

iki farklı sınıflandırılmanın nasıl yapılabileceği ve kullanılabileceği, 

• Potansiyellerin teorik fizikte ya da teorik kimyada hangi alanlarda kullanıldığı 

özetlenerek; 

• Merkezcil olmayan Manning-Rosen potansiyeli için göreli olmayan durumlarda bağlı 

durum enerjilerinin analitik ifadesi ve bu enerjilere karşılık gelen normalize edilmiş dalga 

fonksiyonları, 

• Göreli olmayan durumda kuantum sayılarının alabileceği durumlar üzerindeki 

sınırlamalar,   

• Merkezcil olmayan Manning-Rosen potansiyeli için göreli durumlarda bağlı durum 

enerjileri için transandant türde bir ifade ve bu enerjilere karşılık gelen normalize edilmiş 

dalga fonksiyonları elde edildi ve daha önce yapılan çalışmalar ile karşılaştırıldı ve uyumlu 

olduğu görüldü. 

• Farklı analitik ve sayısal yöntemler denenerek çözümlerin aranması 

• Başka fiziksel özelliklere sahip halka tipli bir potansiyelin Manning-Rosen 

potansiyeline eklenmesi ile elde edilebilecek merkezcil olmayan potansiyelin çözümlerinin 

aranması 

• Göreli durumlar için Dirac ve Duffin-Kummer-Petiau denklemlerinin çözümlerinin 

aranması 

• Jacobi polinomlarının tekrarlama bağıntıları kullanılarak basamak işlemcilerinin elde 

edilmesi 

• D-ölçülü uzay için çözümlerin aranması araştırma problemi olarak önerilir. 
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 6. EKLER 

 

 Ek 1. Değişken Dönüşümü 

 

 

                                                                          

şeklindeki bir diferansiyel denkleme,  istenilen aralıkta analitik ve birinci türevi sıfırdan farklı 

bir fonksiyon olmak üzere,  dönüşümü yapılması sonucunda  nin 

sağlayacağı denklem bulunabilir. 

  nin birinci ve ikinci türevlerinin 

  

 

 

                               

(Ek 1) denkleminde yerlerine yazılması ile 

 

 

 

            

elde edilir. Bu denklem  ve  olmak üzere 

 

 

 

şeklinde yazılabilir.                               

 Bu sonuç  (Ek 1) denkleminde  dönüşümü yapmak için kullanılacak olursa 

 ve  
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Ek 1’in Devamı 

ve  

 

 

  

olarak bulunur. 

 (Ek 1) denklemi için  şeklinde bir çözüm arandığında  in sağlayacağı 

denklem de benzer şekilde bulunabilir. Bunun için  ve türevleri 

 

 

 

 

(Ek 1) denkleminde yerlerine yazılır,  ve türevleri için düzenlenir  

 

 

 

ve  için 

 

 

   

 elde edilir. 
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  Ek 2. Jacobi Polinomları 

 

  Jacobi polinomlarının bazı özellikleri aşağıda verilmiştir. 

 

  1 Jacobi polinomları 

   

 

        

ikinci basamaktan lineer homojen diferansiyel denklemini sağlarlar. 

  2 Jacobi polinomları 

   

 

 

dikeylik bağıntısın sağlarlar. 

  3 Jacobi polinomları 

   

 

 

simetri özelliğine sahiptirler. 

  4 Jacobi polinomlarının  dereceden türevleri 

   

 

 

eşitliği ile elde edilirler. 

  5 Jacobi polinomları üç terimli 
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Ek 2'nin devamı 

 

tekrarlama bağıntısına sahiptirler. 

  6 Jacobi polinomları hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden 

   

 

  

şeklinde tanımlanabilirler. 

  7 Jacobi polinomları 

   

 

          

Rodrigues bağıntısından elde edilebilirler. 
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  Ek 3. Potansiyeller 

 

  1) Rosen-Morse potansiyeli; 

   

 

 

 
    

             Şekil Ek 1.  ve  için Rosen-Morse potansiyeli 

          

  2) Eckart potansiyeli; 

   

 

 

 
 

               Şekil Ek 2.  ve  için Eckart potansiyeli 
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  Ek 3'ün devamı 

 

  3) Manning-Rosen potansiyeli; 

   

 

 

 
       

             Şekil Ek 3.  ve  için Manning-Rosen potansiyeli 

 

  4) Morse potansiyeli; 

   

 

 

             
     

    Şekil Ek 4.  ve  için Morse potansiyeli         
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  Ek 3'ün devamı 

 

  5) Tietz potansiyeli; 

   

 

 

 
 

     Şekil Ek 5. ,  ve  için Tietz potansiyeli     

 

  6) Poschl-Teller II potansiyeli; 

   

 

 

 
 

                                   Şekil Ek 6.   ve  için Poschl-Teller II potansiyeli   
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  Ek 3'ün devamı 

 

  7) Perdelenmiş Coulomb (Yukawa) potansiyeli; 

   

 

 

 
   

    Şekil Ek 7. Perdelenmiş Coulomb (Yukawa) potansiyeli  

 

  8) Wood-Saxon potansiyeli;   

   

 

 

                       
                                    

    Şekil Ek 8.  için Wood-Saxon potansiyeli 
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Ek 3'ün devamı 

 

  9) Lennard-Jones potansiyeli; 

   

 

                                               

 
      

    Şekil Ek 9. Lennard-Jones potansiyeli 

 

  10)    Kratzer potansiyeli; 

   

 

                                             

 
 

    Şekil Ek 10. Kratzer potansiyeli 
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  Ek 3'ün devamı 

 

  11) Hulthen potansiyeli; 

   

 

 

 
 

    Şekil Ek 11. Hulthen potansiyeli 

 

  12) Trigonometric Rosen-Morse potensiyeli;   

   

 

 

  
 

    Şekil Ek 12. ,  için trigonometrik Rosen-Morse potansiyeli 
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  Ek 3'ün devamı 

 

  13) Cornell potansiyeli; 

    

 

 

 
 

    Şekil Ek 13.  için Cornell potansiyeli (mavi),  (kırmızı), 

                                                       (siyah)     
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