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OZET

Bu c¢alismada, diizenlenen bir bilgisayar programi COEFF ile acisal momentum
ciftlenim katsayilart clan Clebsch-Gordan katsayilari, 3j sembolleri, Racah katsayilari,
Wigner 6j ve 9j sembolleri hesaplanmistir.

COEFF, agisal momentum ¢iftlenim katsayilarimi hesaplayan ve iki tamsayinin
birbirine bdlimiiniin karekoki seklinde sonucu veren bir bilgisayar programidir. COEFF
bilgisayar programi hem c¢iftlenim katsayilarini hesaplayan altprogramlara ve hem de bir
asal sayiyr carpanlarna ayiran ve tersi islemi de yapabilen altprograma sahiptir. Bu
calismada COEFF programui yeniden diizenlenip PC ortaminda ¢alisir hale getirildi ve test
edildi.

Bu c¢alismada elde edilen degerler bagska programlarin sonuglari ile
karsilagtinlmistir. Hesaplanan degerlerin diger programlarla elde edilen sonuglarla ¢ok iyi

uyum ic¢inde oldugu gériilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Acgisal Momentum Teorisi, Sonsuz Kiiciik Dénmeler,
Clebsch-Gordon Katsayilari, 3j Sembolleri, Racah Katsayilari,
Wigner 6j ve 9j Sembolleri, 12 j Sembolleri, Wigner-Eckart Teoremi,
Grafik Yontemler



SUMMARY

Calculations of Angular Momentum Coupling Coefficients on A Computer Code

In this study, Clebsch-Gordan coefficients, 3] symbols, Racah coefficients,
Wigner's 6j and 9j symbols were calculated a prepared computer code of COEFF.

The computer program COEFF is described which calculates angular momentum
coupling coefficients and expresses them as quotient of two integers multiplied by the
square root of the quotient of two integers. The program includes subroutines to encode an
integer into its prime factors, to decode a product of prime factors back into an integer, to
perform basic arithmetic operations on prime-coded numbers, as well as subroutines which
calculate the coupling coefficients themselves.

The computer code COEFF had been prepared to run on a VAX. In this study we
rearranged the code to run on PC and tested it succesfully.

The obtained values in this study, were compared with the values of other computer

programs. A pretty good agreement is obtained between our prepared computer code and

other computer programs.

Key Words: Angular Momentum Theory, Infinitesimal Rotations,
Clebsch-Gordan Coefficients, 3] Symbols, Racah Coefficients,

Wigner 6] and 9] Symbols, 12 j Symbols, Wigner-Eckart Theory,
Graphical Methods
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1. GENEL BILGILER
1.1. Acisal Momentum Teorisi
1.1.1. Giris

19. yiizyilin sonlarina dogru bilinen klasik fizik teorilerinin tiim fiziksel olaylar
aciklamada yeterli olduguna inamliyordu. Bu baglamda mekanik olaylar Newton
yasalariyla, elektrik ve optik olaylar da elektromagnetik teorinin temelini olusturan
Maxwell denklemleriyle agiklamiyordu. Yine bu yiizyilda istatistik mekanik teorisi de
termodinamik olaylar: agiklamakta oldukc¢a basariliydi.

20. yiizyilin baslarinda elde edilen bir dizi deneysel sonug klasik fizik kavramlari
ile agiklanamadi. Bunun bir sonucu olarak kusursuz isleyen ve tlim evren ile birlikte olusan
olaylar1 agiklayabilecegi varsayilan mekanik evren inancinin dnemi azaldi. Atomlarin ve
cekirdeklerin ic yapist ile birlikte galaksiler arasi uzayda meydana gelen ve klasik fizik
yani teorik mekanik sinirlart iginde agiklanamayan yeni olaylar, 1900-1917 yillari arasinda
iki biiylik ve yeni teorinin dogmasina yol acti. Bu teorilerden ilki madde ve enerjinin temel
birimlerini cle alan "kuantum teorisi", digeri ise uzay, zaman ve tim evrenin yapisini
inceleyen "izafiyet teorisi" dir. Bu iki teori ¢agdas fizigin temel direkleri olarak kabul
edilmektedir. Bu teorilerin her ikisi de kendi alanlarindaki olaylari uyumlu matematiksel
bagintilar ile ifade ederler.

Burada klasik fizikle aciklanamayan "is1gin tanecik 6zelligi", "maddenin dalga
Ozelligi" ve "fiziksel niceliklerin kuantumlanmasi" gibi yeni kavramlarin tamimlanmasina
yol acan temel olaylari ve '"parcacik-dalga ikilemi" nin 15181 altinda kuantum
mekanigindeki agisal momentum ve vektor ¢iftlenim katsayilarini irdeledik.

Kuantum mekanigi, mikroskobik sistemleri (atom, g¢ekirdek, vb.) matematiksel
nesneler (dalga fonksiyonlar1) cinsinden tammlayan ve matematiksel nesneleri fiziksel
icerige doniistlirmek f{izere bir dizi kurallar veren bilimsel bir yontemdir. Kuantum
mekanigi, klasik mekanige benzer olarak dinamik degiskenler (konum, momentum, vb.)
cinsinden inga edilir. Fakat burada dikkat edilmesi gerekli bir husus vardir, o da, klasik
mekanikte gercek sayilar araciligi ile ifade edilen dinamik degiskenlerin, kuantum

mekaniginde lineer islemciler aracilig: ile ifade edilmesidir. Ayrica reel sayilar arasindaki



¢arpma isleminin sira degisimli olduguna dair genel bir aksiyom, lineer islemciler i¢in
gecerli degildir. Bundan dolayr kuantum mekanigindeki dinamik degiskenler klasik
mekanik dinamik degiskenlerinden farkli bir cebire uyarlar. Buna ragmen kuantum
mekanigindeki dinamik degiskenler, klasik mekanikteki karsiliklari ile ortak bir ¢ok
ozellige sahiptir. Boylece bu dinamik degiskenler aracilifi ile klasik teoriye yakindan
benzer bir teori olusturmak ve klasik teorinin giizel bir genellestirmesini olusturmak

miimkiindiir.

1.1.2. Pinamik Degiskenler

Kuantum mekaniginde sik¢a karsilasilan ve bir noktasal parcaciga ait baslica
dinamik degiskenler sunlardir: Koordinat, zaman, hiz, momentum, enerji, yoriinge agisal
momentum, spin agisal momentum, toplam agisal momentum ve dénme agisidir. Klasik
mekanigin vasalar1 vasitasiyla bu dinamik degiskenlerin bazilarinin arasinda var olan
matematiksel bagintilar kuantum mekaniginde de gecerlidir. Yalniz burada dikkat edilmesi
gerekli bir husus vardir o da sudur: Klasik mekanikteki dinamik degiskenlerin gercek
sayilar araciifi ile ifade edilebilirligi ve bu degiskenlerin deneysel olarak 6l¢iilen degerleri
ile dogrudan dogruya karsilastirilabilirligi miimkiin iken, kuantum mekaniginde bu
degiskenlerin gercek sayilar aracilign ile ifade edilememesi ve deneysel degerleri ile

yapilacak olan bu karsilagtirimin Heisenberg belirsizlik ilkesi ile verilen kistasa gore

belirlenebilmesidir.

1.1.3. Klasik Mekaniginin Yetersizligi

Klasik mekanik ya da daha genel olarak klasik teorik fizik, gerek yeryiizlinde
glinliik hayatta karsijasilan fiziksel olaylarin gerekse diinya disindaki evrende alisilmis
makroskobik alanda var olan fiziksel olaylarin biiyiik bir cogunlugunu agiklayabilir. Fakat
atom fiziginin ve ozellikle temel parcaciklarin s6z konusu oldugu mikroskobik alandaki
fiziksel olaylar: hemen hemen hig agiklayamaz.

Klasik mekanigin ve klasik optigin yetersiz kaldig1 ve kuantum mekaniginin biiylik
bir basari ile uygulanabildigi mikroskobik alandaki genis fiziksel olay toplulugu, iki temel

kavram bakimindan klasik fizige uymaz:



(1) Klasik fizikte dalga &zelligine sahip oldugu bilinen 151k, fotoelektrik ve
Compton sagilmast deneyleri ile kolayca g@sterilebilen pargacik 6zelligine de sahiptir.
(2) Klasik fizikte pargacik 6zelligine sahip oldugu bilinen temel pargaciklar dalga

Szelligine de sahiptir.

1.1.4. Kuantum Mekaniginin Temelleri
1.1.4.1. Siyah Cisim Isrmasi

Siyah cisim, hangi frekansta olursa olsun lzerine diigen biitiin elektromagnetik
isinimi yutan cisim olarak tanimlanir. Buna ragmen siyah cismin aym sicakliktaki bir
baska cisimden her frekansta daha iyi bir yaymlayict oldugu Max Planck tarafindan
termodinamik yasalar kullanilarak gosterildi.

Bu kavram, 1900 yilinda Max Planck'in siyah cisim radyasyonu spektrumunu
agiklamak iizere yaptigi varsayima dayanir. Planck, bu varsayiminda elektromagnetik
radyasyonun kesikli (yani siireksiz) enerji kuantumlart seklinde ya yutulacag ya da
yayilacagin: kabul etti. Frekanst v olan bir radyasyonun atomlara verdigi enerji dagitimini

hv ve katlart seklinde olacagini ileri siirdii. Boylece aktarilan enerji i¢in
E=nhv

ifadesi yazilir. Burada n 1,2,3,... gibi tamsay1 degerleridir. Bu varsayimda modern fizigin
temel bir kavrami olan enerji kuantumlanmas: fikri ilk kez kullanilmis ve fizigin evrensel

sabitlerinden biri olan Planck sabiti (h) tanimlanmigtir.

1.1.4.2. Fotoelektrik Olay

Temiz bir metal ylizeye diisen 151k 1sinlarinin, metal yiizeyden elektron kopararak
elektronu serbest hale gegirmesi olayr 1890 yilinda Hertz tarafindan gozlendi. Fakat, Hertz
buna bir a¢iklama getiremedi. Clinkii bu olay, klasik fizikle agiklanmas: miimkiin olmayan

ozellikler icermekteydi. Bu 6zellikler sdylece verilebilir,



(1) Yizeyden elektron kopmass ancak diisen 13181 frekansi belirli bir esik degerden
biiylik oldugu zaman baglar,

(2) Salinan elektronlarin kinetik enerjisi, 15:81in siddetinden bagimsizdir fakat
frekansa ¢izgisel olarak baglidir.

Elektronlarin enerjilerinin frekansa bagli olmalart klasik olarak agiklanamaz. Bu
durumlart ¢ok iyi gdren ve yorumlayan Einstein, 1905 yilinda, Planck'n yaptu@
calismalardan da faydalanarak fotoelektrik olay1 agikladi. Boylece 15131n foton denilen bir

enerjiye sahip parcaciklar gibi davrandigi anlasildi.

1.1.4.3. Compton Olay:

Isigin foton denilen bi¢imde tanecik yapida oldugunu gésteren dnemli bir deney
1923 yilinda Compton tarafindan yapildi. Bir 1s1ma, tek bir atom veya elektron {izerine
gonderildiginde 1siniardan bir bolimi degisik yonlerde sagilmaya ugrar. Klasik teoriye
gore gelen elektromagnetik dalganin etkisiyle titresmeye baslayan elektrik yiiki, degisik
yonlerde yeni elektromagnetik dalgalar halinde yaymlanir ve tiim bu dalgalarin dalga boyu
baglangicta gelen 1gimin dalga boyuna esit olur. Fakat bu olgu boylesi bir durumda gegerli
degildir. Compton bu sonucu agiklayvabilmek i¢in Einstein'in foton teorisine bagvurdu.
Boylece fotonlarin enerji  tasiyabildigi gibi momentumda tasiyabilecedi Ongoriildii.
Bununla birlikte bilinen enerji ve momentum korunum yasalari, fotonun elektronla yaptigi
carpisma ile agiklanabilirdi.

Enerjist E olan bir elektromagnetik dalga P 25— kadarlik bir momentum tagir.

Buna Einstein foton enerjisi tagindifinda foton momentumunu,

p_v_»h
c A

olarak elde edilir. Burada c 151k z1, A ise dalga boyudur.



1.1.5. Acisal Momentum

1
i

3 beyutlu kartezyen koordinatlarda bir V' (r) = V{(x, y,z) potansiyeli i¢inde hareket

eden parcaciZin toplam enerjisi
E= —L(Pf + P2+ PHY+V(x,y,2)
2m ’

ile verilir. Burada m parcacigin kiitlesidir. Buna karsilik gelen Schrodinger denklemi,

o o )+ 0= By ) M

2m 8x* 0Oy

ile ifade edilir. Verilen bir potansiyel fonksiyon igin bu, iic degiskenli kismi bir
diferansiyel denklemdir. Bunun ¢oztimii bir boyutlu problemlere gére olduk¢a zordur.

Coztimii basitlestirmek igin potansiyel kiiresel simetrik bir fonksiyon olarak
Vir)=V(r) ;o r=axt 4yt 42

ifadesi diigiiniildiiglinde problem sadece r nin bir fonksiyonu olacagmdan ¢éziim biraz
kolaylastirilmis olur. Ornegin; bir atomda +Ze yiiklii ¢cekirdek etrafinda hareket eden bir
elektron icin V(r) = Ze*/r ile tammlanan Coulomb potanstyeli kiiresel simetriye sahiptir.
Benzer olarak bir ¢ekirdekteki niikleonlar i¢in bazen kullamlaﬁ V(r) = mw’r’/2 harmonik
salinici potansiyeli veya kiiresel kuyu potansiyelinin de kiiresel simetriye sahip oldugu
soylenir. Kisaca magnetik etkilesme disinda bilinen ¢ogu potansiyeller kiiresel simetriktir.
Klasik mekanikten bilindigi lizere kiiresel simetrik potansiyelin uyguladigi kuvvet
merkezcildir. Merkezcil bir kuvvetin en nemli 6zelligi de agisal momentumun korunumlu
olmasim1 vermesidir. Tekrar problemin ¢oziimiine dénecek olursak, kiiresel simetrik bir
ifadeyi en 1yi sekilde ifade edecegimiz koordinat sistemi kutupsal koordinatlardir. Bunun
i¢in r radyal uzaklik, 6 kutup agist ve ¢ de azimutal agis1 olmak lizere (r,0,¢) kiiresel
koordinatlarinin, (x,y,z) kartezyen koordinatlan ile olan iligkisini sekil.1'deki diizenlemeye

gore su sekilde yazabiliriz:



X = rsinf cos¢
y = rsinf sin ¢ (2)

z =rcos@

Sekil 1. Kiiresel koordinatlarin kartezyen koordinatlar izerinde gosterilmesi

Burada P (r,0.¢) her hangi bir nokta ve P' ise P noktasinin xy-diizlemindeki izdistimiidiir.
Denk.(1) ile wverilen kartezyen koordinatlardaki Schrodinger denkleminin kiiresel
koordinatlardaki karsiligini elde etmek icin kismi tiirevleri (r,0,¢) ile ifade etmemiz
gerekir. Bunun i¢in Denk.(2) ile verilen ifadeleri kullanmiriz. Kartezyen koordinatlardaki x

ifadesi r, 0, ¢ nin bir fonksiyonu oldugundan bu ifadeyi

9y oy or 0w 6 Oy %

+ - &)
Ox Or Oox 00 ox O¢ Ox

seklinde yazilir. Benzer yazam y ve z iginde yapilir. Boylece her bir kartezyen koordinat

bilesenlerinin,

,tm¢=§ @



oldugu dikkate alindiginda Denk.(3) ifadesi ile verilen kismi diferansiyeller alinabilir. Bu

islemler yapildiginda aV icin

i’ff_zsillgcos¢gl+cosecos¢§y__ sing oy )

Ox or r 068 rsinf o¢

sonucu bulunur.

Oy _ _@_[ézf_) )
ox*  Ox\ ox

bagmtisiyla Denk.(5) nin tekrar x e gore diferansiyeli alinir. Benzer islemlerle

Ov _ 9oy 82w_§,’5¢’)
o oyloy ) 8zt azLaz

o

sonuglart da bulunur. Bulunan bu sonuglar, Denk.(1) ile verilen kartezyen koordinatlardaki

Schrodinger denkleminde yerine yazildiginda kutupsal koordinatlardaki Schrédinger

denklemi

-n’[10(,0 I o(. 0 Y
il i 2 sing -2 v CEw (7
2m | 7 8r[l ar} 72 sin@ ae(sm 50)+r2sin206¢2 vV =Ey ()

olarak elde edilir. Bundan bdyle artik y dalga fonksiyonu r, 6 ve ¢ nin bir fonksiyonudur.
Buradaki potansiyelin yalnizca r ye bagli olmasindan dolayr degisken ayirma yontemi

uygulanabilir ve bunun sonucu olarak da toplam dalga fonksiyonunu
y(r,0,¢9) = R(r)O(0)D(¢) 8
seklinde radyal ve agisal kisimlarin ¢arpimi olarak yazilir. Boylece r, 8 ve ¢ ye gore

coziimler ongdriilebilir. Denk.(7) ifadesinden anlasiidigi tizere 6 ve ¢ ler birbirlerine

baghdir. Bu yiizden buradaki a¢isal kisim kiiresel harmonikler olarak adlandimlir ve



Y(8,4) = 0(0)2(9) : 9)

seklinde ifade edilir. Denk.(7) bagintisinda gerekli olan agilim iglemleri yapilir, Denk.(8)
ifadesinde r, O ve ¢ ye gore tiirevler alinir ve bu islemlerin sonucunda elde edilecek sonug

Denk.(8) ifadesiyle boliintirse

2 ) 2y
l—“’.{rzi"'—@\-sz (E-V ()] = | — i(sine-@{}r——__ L 9T (0
er I Y| sing 06 060 ) sin“6 o¢

esitligini yazmak miimkindiir. Bu esitligin saglanabilmesinin tek yolu her iki tarafin A gibi

bir sabite esit olmasi ile miimkiindiir. Bu esitleme yaptldiktan sonra Denk.(10) denklemi

P
a( 2‘1R]+2”” [E-V("IR-AR=0

a\" @) w

P 2

— —a-[sineéz]+—,l-2-a{+zyzo (11)
siné 08 060 ) sin“0 o¢

seklinde iki ayr1 denklem halinde yazilabilir. Bu denklemelerden ilki sadece r koordinatina
bagh oldugundan radyal Schrodinger denklemidir ve ayrintili ¢éziimiinii bulmak i¢in V(r)
potansiyeli bilinmelidir. Ikincisi ise V(r) potansiyeli belirli olmadigindan tiim kiiresel
simetrik potansiyeller i¢in dalga fonksiyonunun agisal bagimhiligi ayni Y(6,$) kiiresel
harmonik fonksiyonu ile ifade edilir. Bizi burada asil ilgilendiren kistm Denk.(11)
bagintilarindaki bu son denklemdir. $imdi bu denklemin ¢oztiimiinii irdeleyelim. Bunun

icin Y(6,¢) fonksiyonunun sagladigr denklem yukarida verilen basitlestirmeden dolayi,

T 2
—| — _.a__(51119—9~\+~—15—~§—2 Y=47Y (12)
sin@ 060 06 ) sin“ @ d¢

seklinde verilecektir. Bu yiizden bu ifade koseli parantez igindeki islemcinin 6zdeger

denklemi gérimiine sahip olacaktir. Gergekten de bu islemci

12 = (rx Py |



seklindedir, yani agisal momentum iglemcisinin karesinin kutupsal koordinatlarda yazilmis

halidir. Bunun béyle oldugunu gorelim. Bunun igin 6ncelikli olarak

L=rxP

islemcisini

Lx:)/Pz-ZPy ) Ly:ZPx'XPz , LZ:xP)"ny

(13)

bilesenler halinde yazalim. Burada P, —z’h—é—q— tanimint yapalim. Bu tanmmin dikkate
Xy

alinmast ile birlikte kutupsal koordinatlara gegilirse

.
o (oo (o030 [(2#)o ,_ . . ( 14)
Ox, |\ 0Ox, jor \ox, JoO \ox, )O¢

ifadesi yazilir. Boylece, x,_ = x ig¢in bu ifadenin bilesenleri

o 0 0y 2 ayr_X_ . 4
.a-;_.axr‘—a;( + vy +z ) »-—r~~s1r16?smqb
o0 2 8( (z} 1 zsinfcos¢ cosBcosp
— =—@ = —| arccos| — | | = ——— =
ox  Ox Ox i r sin@ r r r
/ .
—aﬁ:—a—gb:—(zﬁ arctan(z) = > tang.b = s.1n¢ (15)
ox  Ox ox \ X (1+tan® @) rsinfcos¢ rsind

|
olarak elde edilirler. Denk.(14) sonucunu elde etmek i¢in bu deéerleri yerine yazarsak,

——a—:siné’sin(pi+cosecos¢-~a~~ sn.wﬁ 9 (16)
Ox or r 068 rsin@ O¢

ifadesini buluruz. Benzer islemler x,_, =y ve x,_, =z igin de yapildiginda



—Q:singsin(ﬁ?—%— cosﬁsm¢i+ CO_S¢ 2 (17)
oy or r 06 rsinf o¢

9 _cosp LS 0 (18)
0z or r 06

sonuglarina ulagilir. Bu sonuglar yoriinge agisal momentumunun x,y,z bilesenleri olan

.
L, =yP —zP =-ih y—a———zj-
| . i 0z oy
L, =zP —xP, =-ih Z—Q~x—a—
| ) L Ox 0Oz

L, =xP —yP = —i?{x—a— - yé—}
’ ’ oy ox

ifadelerinde yerlerine yazildiginda kutupsal koordinatlardaki yoriinge agisal momentum

islemcileri i¢in sirastyla

L. =ih Sin0i+COS¢COt6iw
' i o0 o9 |

-

L, =ih —cos¢5—a~+cosesin¢-a~ (19)
00 o¢

X

L, —-in
o4

bagintilart elde edilir [1]. Burada Denk.(19) ifadelerinin kareleri alir, gerekli

diizenlemeler yapilir ve
L=L+1+ 1 (20)

ifadesinde yerlerine yazilirsa yoriinge agisal momentumunun karesinin

2
=t i[sin&—g—jJr Lo 1)
sin@ 06 00 ) sin*@ o¢*



i1

oldupu goritlir. Bulunan bu L yi Denk.(12) ifadesinde yerine yazdlglmlzda
Y (6.4)= A 1°Y(6,9) (22)

ile verilen L’ iglemcisinin 6zdeger denklemi elde edilir. Bundan dolay1 da Y(6¢)
fonksiyonlarinin, a¢isal momentum islemcisinin 6zfonksiyonlari oldugu soéylenir.
Islemlerimizi daha da basitlestirmek i¢in Denk.(9) bagintisina geri dénelim. Bu ifadenin
gerekli kismi tiirevleri alinir ve Denk.(11) ifadelerinin ikincisi ©(6)D(¢) ¢arpanina boliniir

ve ayni terimli ifadeler taraf tarafa yazilirsa

$06 4 (6009904 2 sin? o=
® do d0

1 d*®
® dg’

(23)

sonucuna ulasilir. Bu esitligin saglanmas1 ancak her iki tarafin yine bir sabite esit olmasi
ile miimkiindiir. Bu sabit reel ve pozitif olmak zorunda oldugundan m? ile ifade ederiz.
Denk.(23) bagmtisini

2
d’® +m*d =0
a4’
! fﬁ@m9§9)+z—,mk ©=0 4)
sin@ d6 do sin? @ !

seklinde verilen iki farklt denkleme ayirabiliriz. Bu ifadelerden ilkinin ¢éziimtiniin

O(g) = Ae™’

olacag bilinen bir sonugtur ve ¢ agis1 [0,2n] aralifinda bulundugundan dalga fonksiyonu

tek degerli olmalidir, yani

(D(¢ + 27[) = (D(¢) = Aei’71(¢+27!) — Aeimqﬁ

Aeim(¢+27r) ) !
/ o :1:> eme :]
1€
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sart1 saglanmalidir. Bu sartin saglanmasi ancak m nin 0 ve tamsay: degerlerini almasi ile
miimkiindiir. Boylece dalga fonksiyonunun ¢ koordinatina bagli kisminin ¢6ziimiiniin bir
m kuantum sayis1 olmast gerektigi sdylenir. Bulunan bu ¢6ziime kutupsal koordinatlarda

verilen L, islemcisi etk ettirilirse, |

LZCDm = -"l'h—~a—q)m = _l'hA_é_efmC}’ — n,lhAeim(p
o9
qu)m = mh (D”l (25)

ile verilen bir m% ye karsilik gelen bir 6zdegerin olmasi gerektigi ortaya ¢ikar. Boylece
fiziksel aniamda, agisal momentumun z bileseni Sl¢tildiiglinde Slgiimiin % nin tam katlan
seklinde olmasi gerektigi gibi bir sonug karsimiza ¢ikar.

Simdi de Denk.(24) ifadelerinden ikincisinin sonucunun ne olacagina bakalim. Bu

denklem ig¢in p=cosO tamimlamast yapildiginda dikkate alinap bu denklemi, p tamsay:

olmak tizere,

2 2
(1~ﬂ2)d?-2ui@+{/1— e j@:.o (26)
u

biciminde tekrar yazabiliriz. 0 a¢ist [0O,n] arasinda degistiginden p degiskeni [-1,1]

araliginda degerler alacaktir. m=0 olan 6zel hali P(u) ile gosterirsek Denk.(26) ifadesini

2
LA P P 27

1_- 2
(1-p )dﬂ2 "

seklinde yeniden yazabiliriz. Denk.(27) ifadesi Legendre diferansiyel denklemi olarak

bilinir ve kuvvet serisi yontemi ile ¢dziilebilir. Bu ¢6ziimii elde etmek i¢in

P(u)=c, +c u+cu’ +...=Zc,,y” (28)

n=0



serisini kullanabiliriz. Denk.(27) i¢in gerekli olan terimleri, bu seri lizerinde islem yaparak

buluruz ve bulunan bu ifadeleri diferansiyel denklemde yerlerine yazdigimizda

Z [(n+D(n+2)c,,, —(n—Dnc, —2nc, +Ac, ju" =0 (29)

n

bagintisma ulagiriz. Bu esitligin saglanmas: ancak koseli parantez i¢inin sifira esit olmasi

ile miimkiindiir. Bu nedenle tekrarlama baglantist '

nn+1)— 2

(iD(n+2) " 30)

PEA

olarak yazilir. ¢ ve ¢, gibi iki baglangi¢ katsayist verilirse tim ¢, katsayilari bulunur ve

boylece seri ¢dziim yapilir, Ancak, sonsuz olan bu serinin limiti

. C,. . onn+)y—4
Hm 22 = lim s, 1 =
n—yeo c, n—>0 (7’1 -+ 1)(}/1 4 2)

olarak buiundugundan bu seri wraksaktir ve fiziksel bir c;éziim icermez. Bu sorunu
gidermenin tek yolu, serinin sonlu bir terimde kalmas: yani bir polinom olmasidir. Bu da
ancak n indis artiminmn belirli bir / degerine geldiginde payn sifir olmast ile mimkiindtir.
Boylece, cxy ve daha yukari indisli katsayilar sifir olur. Bunun bir sonucu olarak

yazimdaki uyguniugu saglamak amaci ile n =/ alinmasiyla A nmn

n=l=nn+)—-1 =I(l+1)-=A1=0
A=1(1+1) (31)

ile verilmesi gerektigi ortaya ¢ikar. Bundan dolay1 Denk.(22) ifadesini

t
!

LY(8,0) =11 +1)R*Y(0,¢) (32)

seklinde tekrar yazabiliriz. Buradan yoriinge ac¢isal momentum kare islemcisinin

6zdegerinin I(+D)#* ile verildigi ve boylece de bunun kuantumlu oldugu gorilir.
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1

1.1.6. Yoriinge Acisal Momentum Sira Degisim Baglﬁtllal‘l

Kuantum mekanigindeki yoringe agisal momentum vektdr islemcisi, klasik

mekaniktekine benzer bir sekilde, yalnizea kuantum mekanigi momentum islemcisi olan
P=-ihv

ifadesinden kaynaklanan farklilikla
L=rxP=-irxV (33)

ile verilir. Bu nedenie bunun bilesenleri kartezyen keordinatlarda

ij Kk
L=rxP=~ifjx y z (34)
PP P
ifadesinin agilmus sekli olarak ayr1 ayri
L =yP -zP, , L,=zP -xP, , L, =xP, —-yP, (35)

bigimlerinde yazilirlar. Bu iglemciler ile ilgili sira degisim bagintilarim bunlardan ikisinin

arasmda var olan sira degisim bagintis: drnegini vererck genellestirelim. Bunun i¢in

lL,.L|=LL -LL, (36)

ifadesini ele alahm. Bu 6rnek i¢in Denk.(35) bagintisindaki uygun iglemcilerin segilip

yerlerine yazilmasi sonrasi gerekli ara iglemler yapilip diizenlendiginde

L,.L,|=(xP, - Px)yP, ~zP,)=(xP, - Px)L, (37)



sonucu elde edilir. Buradaki (xPy-Pyx) ifadesi [x,P,] swra degisiminin ta kendisidir.

Oncelikli olarak bu sira degisim ifadesinin bulunmas: gerekir. Bunun igin

P =-ih ~(—9—
’ Ox

oldugu hatirlanir ve bir y-fonksiyonu ile birlikte uygulanirsa
[x.P.]=m (38)

sonucu bulunur. Diger momentum-konum sira degisim baZtilart igin uygun degiskenlerle
benzer islemler yaptigimizda, Denk.(38) ifadesinin sira degisim bagmtilarini asagidaki gibi
genellestirebiliriz:
[xi,Pj J =ihd, ; i=xXyz,jENz (39)
Denk.(38) sonucu Denk.(37) de yerine yazildiginda
lL,.L.]|=inL,
ifadesi elde edilir. Benzer islemler yapilarak

L. )=iL, , \L..L |=inl,

sonuglarmi da elde etmek miimkiindiir. Buradan bu {i¢ sira degisim igin,
Lx L = iAL (40)

bagintist ¢ikarilabilir.

[Lz ,LX} sira degisimi igin, L* =L-L = L% + L} + L ifadesi dikkate alimdiginda

2 |=rL 2 = {2+ + )L - L (2 + 1+ 1) 41)

3
|



16

ifadesi olugturulabilir. Bu ifade de 2L, — L L’ = 0 olacagindan Denk.(41) bagintist

2o =2+, -1 (2 + 12

X

~(2r, -1.22)+ (L, -1.12) 42)

sonug ifadesine indirgenir. Burada L L - L L =1ihL_ oldugu hatirlanarak bu ifadenin her

iki yanini sagdan ve soldan L, ile garparsak

L L, ~LLL, =ihlL,

V

L,LL, —~L'L =ihL,L,
sonuglari buhmur. Bu sonuglar taraf tarafa toplandiginda
L, ~LL, =il L +L,L,]
ifadesine ulasilir. Aymislemler bu sefer L. ~L L, =ihL  igin yapihrsa
L:L, —LL2=in[L L, +L,L,]
sonucu bulunur ve bulunan bu iki sonug¢ Denk.(42) bagmtisinda yerlerine yazildiginda

12,2, ]==in(L.L, +L,0,)+in(L.L, +1,L,)=0

oldugu gortihir. Benzer islemler yapilarak

i

2.z, =], 1. ]=0

vl

sonuglarini da gdrmek miimkiindr,
Yukarida yapilan islemlere benzer islemler yoriinge agisal momentum-konum

islemcileri ve yoringe agisal momentum-¢izgisel agisal momentum bilesen islemcileri
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arasinda da yapildiginda bunlara karsilik gelen siradegisim bagintilar1 konum islemcileri ve
momentum igslemcileri i¢in sirasiyla

Z.x]=0 , |z.y]=0 . [L.z]=0

X

[Lx , y] =ihz lLy , xj =—ihz [Lz ,x] =ihy (43)

[Lx,z]:——ihy , [Ly,zj::ihx , [Lz,y]z—ihx
ve

12

N e VA 8 L U | A3 B0

oy

P,|=-inP,

yr2rx

lL.P =P . L , [L.p]=inp, (44)

[ x? PZ } - ~ZhP\ ? [L,\’ ? Pz J = Z.hPx ’ [Lz ? Py J = _ihpx

olarak elde edilirler [2].

1.1.7. Yaratma ve Yok Etme Islemcileri

|
L nin bilesenleri yardimi ile iki basamak (yaratma-yok etme) islemcisi
tanimlanabilir. Bunlar L? ifadesinin aciliminda olugan kdsegenlikten kayma sorununu

gidermek i¢in tanimlanan islemcilerdir ve
L =L +il, , L =L ~il, (45)

seklinde tanimlanirlar. Buradaki her iki islemcinin bir birinin hermityen eslenigi olduguna
dikkat edilmelidir ve bu nedenle bunlarm beklenen deZerleri de reeldir. A herhangi bir

. . . -~ . * ..
islemci ise A nin beklenen degeri <A> = <A> olmak iizere

[w awdr= [(va) wde ' (46)



ozelligini saglamalidir. Burada y herhangi bir dalga fonksiyonudur. Bu durumda L’ ifadesi

Denk.(45) ile verilen iglemciler cinsinden
LI’=L L, +i’+hl, =L L +1L'—hL, (47)

olarak yazilir. Burada verilen bu sonug bize bu yaratma ve yok etme islemcilerinin
Szdegerlerini bulmada yardime: olacaktir. Ozdegerlerini bulmak igin L. islemcisini |/m)

{izerine etki ettirelim. Bunun senucu olarak

L,

Imy = c,|Im+1) (48)
1

ifadesi yazilabilir [3]. Buradaki c. katsayisinin ne olacagmi tespit etmek icin (L.) =L

ifadesini dikkate alarak Denk.(48) bagimtisinin eslenigini alalim. Bu yapildiginda
<lmiLﬁ = <lm + Hci (49)
elde edilecektir. Denk.(48) ve Denk.(49) bagintilar: birlikte yazildiginda

<lm!L_L+]lm>::]c+iz<lm+1ilm+]>=‘c+|2 (50)

ifadesine ulagiriz. Burada L_L, = I* —1* —hL_ oldugu hatirlanarak bunu Denk.(50) de

yerine yazar ve hemen ardindan Denk.(25) ve Denk.(32) ifadeleri de kullanirsak
(tm]e> - 12 —hL:Ilm>=[Z(l+1)—m2—m]hz (51)

sonucu elde edilir. Bu sonug, Denk.(50) ifadesi ile karsilastirildiginda, c. ifadesinin mutlak
~karesine karsilik oldugu goriiliir. Diger bir degisle, ¢ nin kendisi tam olarak belirlenemez.

Bu agidan fizikte en ¢ok kabul edilen standarta gore pozitif karekok L. nin etkisi olarak ele

almir. Boylece L. min 6zdegerinin



19

Llim)= I +1)=m(m+1) I

I +1) (52)

ile verilmesi gerektigi sonucunu sOyleyebiliriz. Benzer islemler L. igin ]Zm) lizerinden
1

yapildiginda
L |im) = JI(l + 1)~ m(m~1) ht|Im —1) (53)
ifadesi elde edilir.

1.1.8. Yériinge Acisal Momentum Icin Matris Temsilleri

L% ve L, igin késegen matrisleri asagida verilen sonuca gore yazilirlar:

<Zm'

<lm’ L] zm> =mh®s, . (54)

!

2

mm'

Zm> =11+ D) R2S

L. , Ly ifadelerinin matris elemanlarini ise yaratma ve yok etme islemcilerinden elde
etmemiz miimkiindiir. Bu durumda L, ve L, islemcileri yaratma ve yok etme islemcileri

cinsinden
Lx:%(L_+L+) , L ==(L_~L,) (55)

seklinde verildiginden bunlarm matris temsilleri

(im'| L, im) = —;—klm L_|im)+(Im'|L, {Zm>]
_JId D= m(m =1) b5 +ﬁ(l+1)—m(m+1) 05
- 9 m',m~1 b ' m+
ey _ _N : _
<lm‘ L Zm> _iyii+) 2 mim=1) 5 - iI(I+1) 2 m(m +1) W, 56)

e
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ile verilecektir.

1.1.9. Spin Acisal Momentum

Buraya kadar yapilan islemlerde pargaciklar: noktasal bir kiitle olarak ele alarak bir
i¢ yapilarinin olmadifimi varsaydik. Yani, parcacigin durumunu veren dalga fonksiyonunu
yalnizca r konumunun bir fonksiyonu olarak dustinditk. Fakat Schrodinger dalga denklemi,
atomlardan ¢ikan 15132 ait spektroskopik cizgilerin deneylerle genellikle ¢ok iyi uyusan bir
aciklamasimi vermekle birlikte bu verilerle uyusmayan kiigiik farklarin varligina da isaret
etmekteydi. Bu sorunun giderilmesi veya nedeninin ne oldugunun anlasilmasi igin 1922
yilinda Stern-Gerlach, diizglin olmayan bir B magnetik alan i¢ine bir kaynaktan ¢ikan esit
enerjili glimiis atomlart demeti génderdi. Deney diizeneginde bulunan ekran ile magnetik
alanda sapmaya ugrayan istk demetleri tespit edildi [4]. Boylece pargaciklarin bir i¢
yapisinin oldugu varsayimi agirlik kazanmaya basladi. Daha sonra yapilan deneylerin de
aynt sonucu vermesi Uzerine parcaciklarda var olan bu i¢ yapmin bir gesit agisal
momentum olmasi gerektigi dnerildi. Ancak klasik bir agtklama (yani, bir pargacigin topag
gibi dénmesi veya gezegenlerin kendi eksenleri etrafinda donigii gibi tasvirler) gorelilik
teorisine gdre imkansizdi.

1925'de Uhlenbech ve Goundsmit adli fizikg¢iler tarafindan bu durum uygun bir
sekilde agiklandi. Deneylerle yapilan gozlemler ve bu gézlemlerin klasik teoriye gore
aciklamasiyla magnetik momentin ancak ylklii parcaciklarin hareketinden olustugu
anlasildi. Buna Ornek olarak, elektronun ¢ekirdek etrafindaki hareketinin bir L yoriinge

acisal momentumu verilebilir ve bunun matematiksel ifadesi de,

pe—9 1, 57)

seklindedir. Elektron i¢in q = -e oldugundan p ve L zit yonliidiir. Yoriingede dolanan
elektronlara bagli olarak, ekranda iki iz goriilmesi ve magnetik momentin en kiigiik
degerinin u=2up olmas: durumu agiklanamaz. Ayrica kendi etrafinda dénen bir elektronun
bu kadar yliksek bir agisal momentum verebilmesi, elektronun 1sik hizindan yiiksek
hizlarda bir donme yapmasini gerektirir ki bu da kabul edilemezdir. Bunlarin sonucunda

spin kavrami kuantum mekaniginde bir postiilat olarak ele alinir:



(1) Her temel pargacifin yoriinge hareketinden bagimsiz olarak bir i¢ agisal
momentumu {spini) vardir. S ile gosterilen bu dinamik degiskeri islemci, uzay degiskenleri
olan r ve p cinsinden tanimlanabilme ve bu bilesenlerle sira degistirebilme 6zelligine
sahiptir, yani [L,S] = 0 dir.

(2) Bir pargacigin toplam ag¢isal momentumu J=L+S ile belirlenir.

(3) Parcacifin yoriinge agisal momentumu (/=0,1,2,...gibi) keyfi bir /A degerlerini
alabildigi halde spin agisal momentumu sabit bir degere sahiptir. Ornegin elektron, proton,
nétron, nétrino, p-mezon gibi parcaciklar i¢in S =#/2 dir. Buna karsin 7, K-mezonu gibi
pargactklarin spini sifirdir (S=0).

Spin ag1sal momentumun z-bileseni S, nin 6zdeZeri my ile gosterilir ve bu mg degeri
-S,...,+S arasimnda degisen degerler alir. Boylece S=1/2 i?in mg= +1/2 degerlerini
alabildiginden her bir S degeri i¢in 2S+1 tane mg degeri olur. S, bileseninin +1/2 oldugu

6zdurum o, -1/2 oldugu dzdurum B ile gosterildiginde bunlar,

Coa\ _[0)
)

1

spin yukart icin; T>: i,+l>:( =q = Szazs(s+1)h2a:—3—h2a; g=1

22/ 0 4 2
m, LN Szazmshoc:ia ' (59)

‘ 2 2

. o e . i 1 O 2 2 3 2 1

spin asag1 i¢in; !\L>: )= . =f = S B=s(s+1h 'B:Zh i S=~—2—
m, :—% = Szﬁ:mjlﬂ:_—gﬂ (60)

ifadeleri ile verilir. Spin agisal momentumunun yaratma ve yok etme islemcileri de / yerine

s almmak kosulu ile Denk.(52) ve Denk.(53) bagmtilart ile verilir.
Spin agisal momentum degeri s=1/2 ve buna karsihik magnetik spin momentumu

degerleri me= +1/2 oldugundan, S* ve Shnin z bileseninin matlris temsilleri Denk.(59) ve

Denk.(60.) bagintilart kullanildiginda sirasiyla
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Sta+StB = o +— hﬁ h(a+ﬁ)~— ((1) ?}

h h 7 . m(l 0
Sza+52ﬁ=§05 “Eﬂza(a*ﬁ)zg(o _J

!

seklinde elde edilirler. Yine spin acgisal momentumun x ve y bilesenleri yaratma ve yok

etme islemcileri cinsiden

(5.+5.) , 8, ==(5.-5,) (61)

seklinde tanimlandiklarindan ve S+ ve S lerin matris temsilleri s nin 1/2 degerini almasiyla

(2s+1)(2s+1) coklugundan dolays, 2x2 lik bir matris olarak

s =4 (0 0) | ’ S—:h(o 1) z.
0)m, 0 0

sekillerinde verildiginden, Sy ve S, matris gosterimleri Denk.(61) ifadesinin kullaniimasi

ile

olarak bulunur. Kuantum mekanigi spin iglemlerinde olduk¢a sik bir bigimde karsimiza

¢ikan ‘-

matris gosterimleri Pauli spin matrisleri olarak adlandirilir. Burada Pauli spin matrisleri ile

spin agisal momentum bilesenleri arasinda %/2'lik bir ¢arpan farki oldugu gériilmektedir.



Spin agisal momentum sira degistirme bagmtilari, ydriinge agisal momentumun
Denk.(42) ve Denk.(43) ile verilen sira degistirme bagmtilarindaki L ve L bilesenleri

yerine S ve S bilesenlerinin yazilmastyla aynen korunur.

1.1.10. Toplam Acisal Momentum

Buraya kadar veriimis olan bilgiler 1sigmda bir parcacigin toplam agisal
. . . . i .
momentumu yoriinge agisal momentumu ile spin acisal momentumunun toplami seklinde,

yani
J=L+S (62)

ile verilir. Bu durumda toplam agisal momentumun x, y ve z bilesenlerinin her bir agisal

momentumun X, y ve z bilesenlerince yazilabilecegi Denk.(62) ifadesinden goriilmektedir.

Yani

J,=L+S, , J,=L,+S , J =L+,
i
ifade edilir. J islemcilerinin sira degistirme bagimtilarinda Denk.(42) ve Denk.(43)

bagintilart aynen gegerlidir. Bu durumda L ve L bilesenleri yerine J ve J bilesenlerin

gelecegi unutulmamalidir.

Toplam agisal momentumun yaratma ve yok etme islemcileri de Denk.(55) ve

Denk.(61) bagmtilariyla benzer olarak

Jo=J il Jo=J, ~i, (63)

ile verilir [3]. Toplam acisal momentumum yaratma ve yok etme iglemcilerinin kendi

aralarinda ve J ve J nin bilesenleri ile olan sira degistirme bagmtilar

V.o =m0, VT =0 . [1,.J ]=20,

b2 =l =0
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ile verilir. Yine J* ve I, 6zdeger denklemleri

Jzijm>:j(j+1)h’jm> ; J=l+s

J.

jm> = ml jm> ;o m=mrt my

ile ifade edilecektir. Burada j nin tamsay1 ya da yar1 tamsay: degerleri alabilmesi s degerine
baghdir. Toplam agisal momentumun yaratma ve yok etme islemcilerinin (bunlara aym

zamanda basamak islemecileri de denir) 6zdeger denklemleri

JoLimy = GG+ D= m(m+ D

Jjm - l>

J_| jm) = [j(j +1) = m(m =D jm -1) (64)

ile verildiginden J; ve Jy nin matris temsiileri Denk.(63) ve Denk(64) bagintilarinm birlikte

kullaniimast ile

)= IUFD=mEn D o D -l D

<jm‘1Jx jm

M t
(o

2 m' m—1 2 hé‘m',mﬂ

e TR :
inﬁn>: NI+ )2 m(m )Mm;m_l RE )2 m(m + )h5m~,m+1

seklinde ifade edilir. |
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1.1.11. Sonsuz Kiiciik Donmeler ve Agisal Momentum

Sonsuz kiiciik donmeler belirli bir eksenin segilmesi ve secilen bu eksen etrafinda
sonsuz kii¢lik bir 8¢ acili bir dénme ile karakterize edilebilir [5]. z ekseni (z'=z) etrafindaki
dénmeleri dikkate alalim. Bir ¢ ag¢ist ile referans sistemimizin saat y®niiniin tersi

dogrultuda sonlu bir dénme altinda x', y' koordinatlar: x, y koordinatlarmca

x'=xcos¢ + ysing x=x'cos¢— y'sing 65)
y'=—=xsin¢ + ysin¢ y =x'sing + y'cos¢

ile wverilir. Sonsuz kiicik bir donme igin Denk.(65) ifadesine Cosdd=1, Sindp=0¢

yerlestirdigimizde
x'=x+ yo¢ x =x'-y'56¢ 66)
y'=y—x6¢ y = y+x'6¢

sonuglarima ulasiriz. Bir referans sistemi kati bir bi¢imde dondiiriildiigiinde bir {(x,y,z)
skaler alanindaki degisikligi goz oniline alalim. (x',y',z") koordinatlarina sahip bir noktadaki
yeni alan f(x(x")) orijinal alamidir. Bu f(x(x")) degerini bulmamuz igin Denk.(66)

doniigimiinden faydalaniriz ve bir Taylor serisine aganz:

Y,,(6(0",9"),¢(0",¢") = >"Y,,.(6",9")DS, (R)

bagintisinda verildigi gibi, Denk.(66) daki zit doniislim igin zit yondeki dénmeyi

kullanmaliy1z. &¢'nin isaretini degistirdigimizde

[(x(x) = f(x'+y'6¢, y'-x'6¢,2")

= f(x",y,z")+ y'5¢—§i—,—x'5¢§f‘+---

4

= f(x',y",2") -5¢(x'-§-, —~ y‘é—f—;) (x5, 2)+... (67)
X Oy
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ifadesini elde ederiz. Sonsuz kiigiik donmeden dolay: f(x',y',z") alaninin birinci mertebe
degisimi f(xy',z) tizerinde bir lineer diferansiyel islemcinin etkisi olarak Denk.(67)
bagintisinda taumlanir. Bu islemci ydringe acisal momentum vektdriintin z-bileseni ile
orantilidir. Bu sekilde x, y ve z koordinatlarina sahip her hangi bir noktada f
fonksiyonundaki degisim

6 f(x,y,2) =00 Lx———y i) =—iopl,f (68)

ile verilir.
Diger eksenler etrafindaki sonsuz kiigiik donmeler de benzer ifadelere yol agar. Bir

eksen etrafinda n birim vektériinin yoniindeki sonsuz kiiglik bir dénme bu ydndeki / nin

bilesenleri ile
=—iop (n-)f (69)

seklinde verilir. Sonsuz kii¢iik dsnmeler, X, y ve z eksenleri etrafinda arka arkaya sirasiyla

nkdd, nyd¢ ve n,8¢ kadar yapilan sonsuz kiiglik dénmelere esittir. Bu durumda birinei

mertebe icin
f+8 f=Q-isp(n-D) f =0 —isp n,l ) YA=iS¢ n,I )1 -i6p n.1,)f (70)

yazabiliriz. Bu ii¢ eksen etrafindaki sonsuz kiigiik dénmeler, bdylece ii¢ vektoriin
toplanmas: gibi, n etrafindaki bir donme bigimi seklinde birlestirilebilir. Bu, y6riinge agisal
momentum vektdriiniin bilesenleri tarafindan tiretilen sonsuz kiigiik donmeler ile tutarlidir.
Bunun, sonlu donmeler i¢in gergeklesmeyecegine dikkat edilmelidir. Bu son ifadenin her
biri, eksen yoniindeki bir ok isaretlemesi ve bu eksen etrafindaki dénmenin agisinin
biiyiikliigliyle orantili olarak grafiksel bi¢imde ifade edilebilir. Bununla birlikte, sonlu 1iki
dénmenin bileseni olan dénme (farkli eksenler etrafinda), karsiik gelen oklarin vektor
toplamiyla verilmez. Basit Srnekler iki sonlu donmenin birlesiminin vektorlerin toplamina

¢ok fazla benzemedigini ve sira degisimli olmadigini géstermektedir.
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xW @) gibi birkag degiskenli bir fonksiyon olan bir skaler alan1 dikkate alirsak,
sonsuz kiiglik donmelerden dolayr bu fonksiyondaki degisim Denk.(69) ifadesinin
dosdogru bir genellestirilmesidir. Boylesi bir fonksiyon, spinsiz bazi pargaciklarin dalga
fonksiyonu olabilir. Ayni sonsuz kii¢iik donmeden kaynaklanan f(x""x,....) deki degisimi
yani aynt n ekseni etrafinda ayn: 8¢ ik donmeyi dikkate alalim. Bu durumda Denk.(67) de

Denk.(69) adimlar1 kullanilirsa agagidaki sonuca ulasiriz:
5 1(x0,x®,.)={1-16¢ (n- 10 )=V, x®,..) (71)

Bu durumdaki degisiklik sistemin toplam yoriinge agisal momentumu tarafindan

tiretilmistir
L=)19 (72)

Asagida, yoriinge acisal momentum igin L yi kullanacagiz fakat L nin tek ya da bir ¢ok
pargaciga ait olup olmadig: belirlemeyecegiz.

Simdi kiiresel harmonikler ve daha da genel olarak m ve / ile verilen uzaysal dalga
fonksiyonlarinin sonsuz kiigiik dénmeler altinda nasil déniistiigiinii gérebiliriz. Denk.(69)

dan dolay: bu tir dontistimlerin sonuglart, Y, deki / bilesenlerinin davramisini veren

ifadenin bulundugu
1Y, = JI+1) = m(m £ 1)Y,,., 1%, =my,,
ifadesinden ¢ikarilabilir. Béylece
Lbw=mby o Ly, =JII+D=m(m LD, (73)

ifadesini elde ederiz. Bu Denk.(73) ifadeleri donmeler altinda herhangi ¢, setinin

indirgenemez olarak doniistiigiinii gosterir.

i1, =1, .0 ]=i, .0, |= 1,



sira degisim bagmtilarindan L* nin ézdczgerlcrinin [(I+1)'e esit oldugu goriiltir. Burada / tam
veya yar1 tamsayidir. Bu durumda L* ile sira degisimli olan Ly, Ly ve L, matrisleri L*nin
farkli 6zdegerlerli durumlariyla baglantili sifir olan matris elemanlarina sahiptir. Bu Ly, Ly
ve L, ifadelerinin her birinin dzdegerleri, —/ den +/ ye dogru siralanan tam ya da yar: tam
sayilardir. L, kosegenel oldugu bir bazda, L.= L+il, ve L.= Ly-iL, Denk.(73) ifadesi ile
verilen sifirdan farkli matris elemanlarina sahiptir. L,,L, ve L,'nin matrisleri daha fazla
indirgenemez. Yani bunlar baz durumlarindaki tiniter déniistimler ile, késegen boyunca iki
ya da daha g¢ok alt matrisin oldugu ve farkli alt matrisler arasinda sifir olan matris
elemanlarinin bulundugu bir bicime getirilemez. Durumlarin her bir diizeninde bu
matrislerden biri 6rnegin L,, her bir alt matrislerin bazlarinin bagimsiz {initer doniistimleri
ile tamamen kdsegenlestirilebilir. / nin tiim tam degerleri i¢in kosegen olan L, nin
bulundugu durumlarin seti ¢y’ dir. Bu dlizende, Lyt+iLy ve Ly- iLy Denk.(73) ile verildigi
gibi kdsegen olmayan matris elemanlarina sahiptir. Boylece her bir ¢y, ve bazi sifirdan
farkli olan diger ¢, (m=m’) durumlart arasinda Ly ve Lynin kdsegen olmayan matris
elemanlar: vardir. Bundan dolay1 Ly, Ly ve L, matrislerini daha fazla indirgemek miimkiin
degildir. Ayn: I(/+1) dzdegerli L? nin 2/+1 bagimsiz Szfonksiyonlar,, Denk.(73)e gore L
nin bilesenlerinin davranis: altinda birbirleri arasinda dontsiir. Simdi bu doniigiimleri,
sonsuz kiictik déniisimlerin sonuglar: olarak yorumlayabiliriz. Bu ylzden ¢y, nin 2/+1 tane
fonksiyonu, sonsuz kiigiik déniistimler altinda indirgenemez olarak doniistir ve bunun bir
sonucu olarak da tim donmeler altinda indirgenemez olarak dﬁnﬁsﬁme ugrar.

Simdi iki bilesenli spindr alanlarma geri dénelim. Ik olarak Denk.(66) ile verilen
sonsuz kiicik donmeyi dikkate alalim. Bunu etkin yorumu uyarladigimizda her iki

bilesende de donmelerin neden oldugu degisikligi Denk.(68)’e gore belirleriz:

(1-i6¢ L,)¢, (x)j (74)

=(1-id¢ L
(1150 L.)¢,(x) (=i ’)(

W+51W:( ¢1()”)]

¢, (x)

o1y ile verilen ¢;(x) ve $a(x)'deki degisim, yalmzea y{x) alant rijid olarak dondiigiinde bu
alandaki degisim degildir. Rijid bir dénme x e bagli bilesenlerindeki degisime ek olarak

X in bilesenlerini de degistirir. Bundan delay1 w uygun U matrisleri ile dontisiime ugrar.
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v bilesenleri, 8¢ nin igaretinin degisimi ile, Denk.(66) ile verilen ayni rijid donme
altinda U matrisi ile ddniigtime ugrar. Denk.(67) deki x; koordinatlar1 x; terimlerince ifade

ediliyorken

> aUo Ut =0,
i

doniigim matrisi, Xi koordinatlarinca ifade edilen x; déntigtimleridir.

Bu ylizden
H(p',x)¢(x(x")) = E¢ (x(x"))

ifadesinden

U,(c,-6¢c YU, =c, , U(o,+8¢c YU, =c, , Uo,U; =0, (75)
bagmtilarini elde ederiz. U, sonsuz kiigiik bir ddnmeye karsilik geldigi i¢in U, yi

U, =1+i8¢ Q. , Ur=1-i5$Q, (76)

olarak ifade ederiz. Burada (., Denk.(75) ifadeleri ile belirlenebilen bir 2x2'lik hermityen

matristir. Bu denklemler, simdi

o, 80, =Ulo U, =(1-id¢ Q)0 (1+i69 Q) =0, +idp [0, 1+ ...
o, +8¢c, =U o U, =(1-ifp Q o ,(1+i6¢ Q,) =0, +idp[c,,Q,]+...

o, =Ulc,U, =(1-i8$ Q,)o,(1+i8¢p Q) =, +idp[c,,Q, ]+... (77)

seklinde yazilabilir. Bu son denklemlerin her iki tarafindaki sonsuz kiigiik elemanlar

esitledigimizde Q. lizerindeki kosullar: elde ederiz:

lc,,Q.]=-ic, , [Q,,0,]=-ic, , [Q,,0.]=0 (78)
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o matrislerinin bilinen sira degisim bagintilar
Q =——0, (79)

ile verilen Denk.(78) 'in ¢6zlimiinti belirier.
Bu ylizden dénmenin neden oldugu bilesenlerin ddniisiimiinden kaynaklanan ydeki

degisim

i ¢1 (x)\
Vo= (1 ”2*5@”)[4&2 ) 0

ile verilir. Denk.(66) doénmesinin neden oldugu yw daki toplam degisiklik, &,y
koordinatiarinin degisiminden kaynaklanan Denk.(74) degisikligine ek olarak bu degisiklik

ile birlikte verilir. Degisimlerin her ikisi de sonsuz kiigiik oldugundan

Yoy =(1+6,)(1+6,)y

3
|

- (1 ——;-(sqscz fu-iss L, )(‘7" )

81
¢, (x) &)

)= (-i69(L, +1o. ))(% (x)]

¢, (x)

sonucunu elde ederiz.
v spindr alanindaki Denk.(81) toplam degisikligi, L+o/2=L+s vektoriinliin z
bilesenleri tarafindan belirlenir. Diger eksenler etrafindaki dénmeler bu eksenler boyunca

L+s'nin bilesenleri ile benzer bir sekilde verilir. L+s vektérii, toplam agisal momentumdur:
J=L+s (82)

L ve smin bilesenleri farkli serbestlik derecelerinde etki ederler ve birbirleri ile sira
degisimlidir. Sira degisim bagintilar1 c4/2, 6,/2, o,/2 matrislerinin sira degigimleri ile tam
olarak aynidir. Bu yiizden J nin bilesenleri, agisal momentum bilesenlerinin standart sira

degisim bagmtilarim saglarlar:



/7, 1=i, , W7, =i/, , [J,,J,]1=iJ, (83)
Dénmeler altinda indirgenemez olan spindr dalga fonksiyonlarinin bir seti artik / ile
belirlenemez. Her bir 7 ({ > 0) igin [+1/2 ve I-1/2 esit olan J nin miimkiin iki degeri vardir.

Wim nin 2j+1 durumlari, déonmeler altinda indirgenemez olarak doniisen bir set bigiminde

olusturulmustur. Bunlarin déntgtimleri sonsuz kiigiik dénmeler altinda

Jz I1,/ im = ’nl:// jm bl Ji W im = '\/—]( ] + 1) - m(m i 1)Vj j,mEl (84)

bagintisi ile verilir.

Cok iyi bilindifi tzere Denk.(84) bagmtilari, j nin tam ya da yar1 tam say1
degerlerinin herhangi birisi i¢in Denk.(83) sira defisim bagintilariin dogrudan bir
sonuqudur. Bunlar sirastyla j(j++1) ve m (i< m <j) dzdegerli 12 ve J, 6zdurumlarinin her bir
seti i¢in gecerlidir. Denk.(73) bagintisindan dolay1 y;, durumlarinin her bir seti Jx , Jy ve
J, islemcileri altinda indirgenemez bir bigimde doniisiir.

[ ve s toplam bir J yi olusturmak i¢in birlestiginden alanin fiziksel dogast acik bir
sekilde goriiemez. Donmeler altinda dontigim 6zellikleri Denk.(84)'de verildigi gibi
agagidaki tiiretmelerin bir cogunu da belirler. E elektrik alani gibi ¢ok bilesenli alanlar
benzer bir yonternle ele almabilir. 2s+1 satirlt bir siitun olarak yazildiginda bunlarin
bilegenleri (2s+1)x(2s+1) tniter matrislerin etkisi ile sonsuz kii¢lik donmeler altinda

doniistirler. Bu matrisler, 2s+1 boyutlu uzayda Jy, J, ve J,/nin gdsterimleridirler.

1 1/0 1 1 10 —i 1 1(1 0
S = = — . S =— =— s Sz::—-o'z:-——
T 2L1 0 727 2l 0 277200 1

ifadelerindeki 6,/2, 6,/2, &,/2 matrisleri; J=1/2 igin, Jy, Jy ve J, matrisleridir. Alandaki
toplam degisiklik, 6z spinin ve ydriinge agisal momentumun L iglemcisinin bilesenleri, bu
matrisler ile verilir. Elektromagnetik &zellikler ve gegisleri hesaplamak i¢in ti¢ boyutlu

vektor alanlarini dikkate almak gerekir.

Yy kiiresel harmonikleri
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0P = «f*—g“e"zyz,c 0,¢)

ifadesindeki indirgenemez tensor islemcileri roliinti oynayabilmektedir. yjm de 3 boyutlu
donmelerden kaynaklanan degisimler, bunlarin fiziksel dogasindan bagimsizdir ve j ve m
degerleri ile belirlenir. Bu, sonsuz kii¢iik dénmeler i¢inde aynen gegerlidir. FFakat simdiye
kadar kullamilan notasyon, ozellikle de Denk.(84), yalnizca dalga fonksiyonlari igin
uygundur. Bunu simdi agiklamamiz ve iglemcilere uygulanan sonsuz kiiglik donmeleri de
uyarlamamiz gerekmektedir.

Ik olarak uzay koordinatlarmin fonksiyonlar: olan Yy, gibi islemcilere bir goz

atalim. Sonsuz kii¢iik donmelerden kaynaklanan Yy, 'deki degisim

1*7,, =JI0+1) = m(m £1Y,,., , 1Y, =mY,,
bagintisinda varolan Yy ya ., L ve [ lineer diferansiyel islemcilerin uygulanmas: ile
verilir. Bununla birlikte, efer Yy bir iglemci ise, bir dalga fonksiyonu ile sagdan ¢arpilir.
Eger sadece Yy, deki degisiklik dikkate alinirsa diferansiyel islemci bu dalga fonksiyonuna
etki  etmez. (d/dx)Yy=(dY/dx)y+Y(d/dx)y oldugundan islemcideki degisiklik
(d/dx)Y-Yd/dx olur; 6rnedin, lineer diferansiyel islemcinin swadegisimi ve ele alinan

islemci gibi. Boylece bu durumda Yy, deki degisim,

1*Y,, = JI(+1) = m(m £1)Y,,,., : 1°%,, =mY,

Im

yerine

(LY )=k +1) ~x(c £ 1Y, o [Lys Yy 1= KY, (85)

seklinde yazilmalidir. Bu son denklemdeki sira degisim bagmtilar, yalnizca Yy nin sag
tarafinda herhangi bir fonksiyona etki eden lineer diferansiyel islemcileri engelleyen bir

ara¢ olarak ortaya c¢ikar. Bununla birlikte, sonsuz kiigiik donmeden kaynaklanan tensér
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islemcilerindeki degisimi ifade etmede ¢ok gerekli olan bu sira degisim bagintilarinin
baska durumlari da vardir.

s, [ ve j a¢isal momentumiar: ranki 1 olan tensdr islemcilerine veya vektor
islemcilerine bir Srnektir. Dénmeler altinda her bir bilegen birbirleri arasinda doniigiir.

Sonlu dénmelerden kaynakianan doniisiimler k=1'li
1) = DI @DR)

ifadesi ile verilir. Sonsuz kiiglik dénmeler altinda bunlar v, . gibi bir déniisiim olmalidir.

Bu tiir donlstim yasasy, J nin bilesenleri ve her bir v vektor bilesenleri arasindaki sira

degisim bagintilarindan elde edilir. Bu vektor, 6rnegin

gl+gs
ifadesinin p = ggs + g; 7 gibi s ve I nin her bir lineer bileseni ve kendi aralarinda J nin bir
bileseni olabilir. Ayrica r ve p vektorii veya bunlarin bilesenlerinden olusturulan vektorler

de olabilir. Bu ylizden sonsuz kiigiik donmeler altindaki degisim, agik bir gekilde
Denk.(84) ifadesinin sag tarafi

[Jo:vel=0 , [Jpvyl=2v, [Jisvo]:\/—ivﬂ

[']+>v+1] = [J—:v—l] = O s [J+9V—1] = [J—')vﬂ] - '\/—2—1)0 (86)
ile verilir. Denk.(83) sira degisim bagintilart J, ,J. ve Jy larca
(/.. 7. 1=2J, , [J.J, 1=J, , [Jy,J 1=—J_ &7

olarak ifade edilebilir. Denk.(87) ile Denk.(86) ifadesi karsilastirildiginda
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ile verilen J nin kiiresel bilegenierini elde ederiz.

Genel olarak, Tyx Win 'ye uygulanan bir O dénmesi dikkate alindiginda

OT/«V’ jm = OTkxO—IOW im

sonucunu elde ederiz. Ddnme islemcisi bu nedenle OT, O™ olur ve O=1+ig(n-J) ifadesini

yerine yazdigimizda
07,07 =T, +ig[(n-J),T,.]+... (88)

sonucuna ulasiriz. Bundan dolay1

Vo Toel =T > [Jo) T 1= JEE+D) =k 21T, ., (89)

ile Denk.(84)in benzeri olarak sonsuz kiiglik dénmelerden kaynaklanan Ty, tensor
islemcisindeki degisimi ifade edebiliriz. 2k+1 bilesenleri fonksiyonlarimin veya
islemcilerinin  her bir setinin davramisi Denk.(89) ifadesine gbre k mertebedeki
indirgenemez bir tensér islemcisinin tanimi i¢in kullanilabilir.

Denk.(84) den ¢ikarilan sonucun
T = i+ Dy,

olarak iyi bilinen bagintiya isaret ettigini sdylememiz faydalt olabilir. Bu ifade
1*Y,,0,4) =1 +1)Y,,(6.9)

sonucunun 6zel bir durumudur. Indirgenemez tensér islemcilere karsilik gelen bir baginti

yoktur.

1 1
S =S T ST T U0 =S+ U0 =



ifadesinden dolay1 Denk.(89) bagintisindan

2,70 = Jr(e+ 1)~ =D, T8 +Jk(e +1) =i —)TAT_ +

K+l

+ic J, TP 4+ TOT —x TH

sonucunu clde ederiz. Bu farkli davranisianin nedeni, 3% nin sonsuz kiiciik bir doniisiim
olmadigidir. Yoriinge agisal momentumu durumunda L2, bir lincer diferansiyel islemci
degildir ve bu yiizden L? YieeWm 5 (L Yied) Yim+ YieclL” Ui 'ye esit degildir.

Tim {¢ boyutlu dénmeler siirekli doniistimlerin bir grubu veya O(3) ile gosterilen
bir Lie grubudur. Bu grubun sensuz kiiglik elemanlar: Lie cebirini olusturur ve bunlarin
bagimsiz ve tam bir setleri sireficiler olarak adlandirilir. Bir cebirinin olagan islemleri bir
say1 eklenmesi ve carpilmasidir. Lie cebirindeki ek bir sart, her bir iki elemanin sira
degisiminin bu elemaniarin lineer bir bilesimine esit olmak zorunda oldugunu vurgular.
Lineer bir bilesim olarak elde edilebilen her bir elemanin bulundugu cebirinin baz
elemanlarindaki bu sart: vurgulamak yeterlidir. O(3) Lie cebiri i¢in sira degisim kosulu Jy,
Jy ve J, temel treticilerinin uydugu Denk.(83) bagmtisidir. Yukarida gordiigiimiiz gibi n
ekseni boyunca herhangi bir sonsuz kiigiik donme, Denk.(69)'a gore bu Jy, Iy ve J,lerin

lineer bir birlesimi olarak
~i8¢(n.J, +n,J, +n.J,) (90)
ifade edilir. Asagida, bu islemcilerden her bir sonlu dénmenin nasil iiretildigini gérecegiz.
Sira degisim sartimin esast  asagida verilen arglimanlardan goriilebilir. Ilk
mertebeye kadar sonsuz kiiglik ddnmeler veya her bir kii¢iik donmelerin sira degigimi

(+e'DA+e"B)y=1+c'A+&"B+...=(1+&"B)(1e'4) (91)

olur. Denk.(91)'deki ¢' ve €" sonsuz kii¢lik iki donmedir. Ters sonsuz kiiglik dénmeler ilk

€' nin isaretinin degistirilmesi ile elde edilir ¢linkii birinci mertebe igin

(e d)l-e A)=1+.. (92)



36

sonucunu elde ederiz. Farkli eksenler etrafindaki sonlu donmeler swa deZisimli
olmamasina ragmen sira dedisim sartinin nedenini anlamak i¢in sonlu dénmelere geri
dénmek zorundayiz. Efer o ve B herhangi iki sonlu doniisim ise y = ofa’p’ i
olustururuz ve bunu sonsuz kiiciik dontisime karsilik gelen y=1+ eC seklinde distiniirliz.
Sayet y ifadesinde Denk.(91) ve (92) bagimtilarindaki ifadelerinden o igin o i, B igin B
i alirsak, ¢' ve €" deki birinci mertebe terimlerin yok oldugunu goriiriiz. o ve f sira
degisimli olmadify i¢in, y Ozdes doniislime esit degildir. Bu nedenle daha yliksek
mertebelere gitmek zorundayiz ve béylece €, €' ve €" den daha yliksek mertebeli olacaktir.

Yy = apa’p! den af = yBa oldugu sonucu cikarilir. Simdi a, B ve v igin birinci

mertebe tanimlar kullandifimizda
+'HA+e"B)=(1+eC)(1+£"B)le'4) : (93)

sonucunu clde ederiz. Ayrica burada Denk.(93)1in her iki yanindaki e€'A+¢"B birinci

mertebe terimleri birbirini g6tiiriir ve € veya e'e” mertebesine kadar

eC=¢'¢"(AB—-BA)=¢'e"[4,B] | (94)
bagintisini eide ederiz. Bidylece y'nin sonsuz kiiciik C elemani [A,B] sira degisimi ile
verilir. Bu, Lie cebirinin bir eleman1 oldugu i¢in {ireticilerin lineer bir birlesimi olarak da
ifade edilebilir. Bundan dolay1 sira degisim sarti, bir Lie grubunun sonsuz kigiik
elemanlan i¢in gerekli olan bir sarttir.

Diger bu tiir donligimlerin oldugu sonsuz kiictik elemanlardan tiretilmis her bir
sonlu dontisiimiin ¢arpimini garanti etmenin yeterli cldugu sira degisim sartini ispatlamak
oldukca karmasiktir. Her bir sonsuz elemandan sonlu bir dontislimiini {iretmek
miimkiindiir. Sonsuz kii¢clik bir eleman, verilen bir eksen etrafindaki dénme agist gibi bir
grubunun siirekli baz: parametreleri ile ilgilidir. 0'dan 0'va kadar degisen boylesi bir
parametrenin bulundugu bir doniistim, birgok sonsuz kiigiik doénmelerin basarilt
uygulamalarindan olusturulabilir. Bunlarin timii ayni {ireticiyi gerektirir ve bundan dolay1
da sira degisimlidirler. 6'y1 N'ye bodler ve (1+( 6/N )A) bi¢ciminin N doniisiimleri ile

birlestirirsek sonlu doniisim icin
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1im[1+-9-1ﬂ =¥ =140 4 4—-{?—-,42 +... (95)
N-»o0 N /’ 2

sonucuna ulasiriz. 9A {reticisinin {stel fonksiyonu iyi bilinen bir seri agilimi ile
tanimlanir. Burada diisiiniilmekte olan déniistimler o =a seklindeki tiniter doniistimlerdir.
Denk.(92) ifadesinden bu sonug ¢ikarilir ve durumda A= -A olur. Bu yiizden A, i ile
carpilmis hermityen bir islemciye esittir. A'nin A; 6zdeZerleri farklidir ve karsilik gelen
matrisleri kdsegen olabilir. Bundan dolayt € matrisi bu durumda késegendir ve bu
¢ nm Ozdegerleri agik bir sekilde % dir.,

Birim vektér yoniinde olan bir eksen etrafindaki sonlu bir 6 acili dénme

Denk.(95)'e gore

o0

(96)

ile verilir. Her bir dénme bu yiizden,

il

r_%
X; = ) Ay X,

e

ifadesindeki aj; matrisinin +1 Szdegerine sahip 6zvektériinin bulundugu dénmenin sabit
ekseni ile ve bu sabit eksen etrafindaki 0 ac¢ili donme ile tamimlanabilir. Béylece her bir
sonlu dénme, Jy, Jy ve J, Ureticilerinden elde edilebilir.

Denk.(96) nin bir &rnegi igin,
x| = Z QX
k

ile verilen 3 boyutlu dénmeleri dikkate alalim. Bu durumda z ekseni etrafindaki sonsuz bir
kiictik donme Denk.(66) bagintisi ile verilir. Bu bagintida d¢'nin isareti degisti§i zaman

Denk.(68)'den dolay1 x, y ve z tarafindan tanimlanan tabanda bu J, = [, nin matrisinin



esit olmasi gerektigi sonucu gikarlir. Z,'nin bu matrisinin karesi

\
OJ — lzn

seklindedir. Bundan dolay1 Denk.(96) ifadesinin bu durumda

OO
O = O
<o <

100y
e =10 1 0 +Z(“’)'Q I
o0 1), = "V
1 O O 2n o n 2n+l1
=0 1 0 +‘Z( )"0 i ZM-——’("DG I,
0 O 1 n=l (21’2)' n=0 (21’1 o 1)'

cosf —sinf 0

il

sinf cosf O (97)
0 0 1

bigiminde oldugu varsayilir. Bu son ifade z ekseni etrafinda 0 agisi ile bir alanimn dénmesini
gosterir. Bu Denk.(65) ile tanimlandig1 gibi ¢ = -0 acis1 ile referans sisteminin dénmesine
esittir.

A ve B swra degisimli degilse exp(6'A) ve exp(0"B) sonlu doniisiimlerinin
carpumlari, exp(0'A+6"B)'ye esit degildir (Bu yalmizca 6' ve 0" sonsuz kiiciik dénmeleri
icin saglanir). Carpim bununla birlikte exp(6C) olarak bu ifadenin sonsuz kiigiik

elemanlarinca ifade edilebilen sonlu bir doniisimdiir. Carpim Hausdorff teoreminden

dolay1

6'4 a"B 0'A+8"B+K

e "xe’ " =¢ (98)



olarak ifade edilebilir [1,3]. Burada K islemcisi, 08" [A,B] ve onun A, B vb. li sira
degisimlerini iceren bir ¢oklu sira degisim serisine esittir. Bu yiizden herhangi iki sonsuz
kiigiik elemanin siradegisimi bu elemanlarin lineer bir bilesimi ise bu durumda sonlu
doniistimlerin tiimii, bir Lie grubundan iretilen sonsuz kiiglik doniistimlerden {iretilir.
Ozellikle her bir ikili sonlu déniisiimler sonsuz kiiglik bir elemandan {iretilebilir. Sira
degisim sarti, ayrica timlenebilme sart: olarak da adlandirilir.

Denk.(96) ile ifade edildigi {izere her bir sonlu dénme bir n ekseni ve bu n ekseni
etrafindaki € ddnme agisi ile belirlenebilir. Boylece sonlu bir donme uzayda bir yon ve 6
bliylikliig ile gosterilebilir. Yukarida stz edildigi gibi vektorler, bu yéntemle gosterilebilir
olmasina ragmen soniu dénmeler wvektorler gibi birlesmez. Yalmzca sonsuz kiiciik

donmeler vektorler gibi
(+isn-H)(I+ig'@N=1+i(en+e'n') - J+...

ifadesine gére birlestirilir. Sonlu dénmeler var olan K islemcisinin gorlintir olarak
bulundugu Denk.(98) ifadesine gore birlestirilir. Buna basit bir 6rnek bu noktada
verilebilir. z ekseni etrafindaki #'lik bir dénme 6 = & i¢cin vDenk.(97) ile verilir. Bu dénme,
y ekseni etrafinda n agili bir dénme olarak anlagsilir ise birlesik donme asagidaki

matrislerin ¢arpimlar: ile verilir:

-1 0 0N(-1 0 0 1 0 0
0 1 0/l0 -1 0l=/0 -1 0
0 0 -1/10 0 1 0 0 -1

Meydana gelen donme, b6ylece x ekseni etrafinda = agili bir dénmedir. Bu dénmeler
vektor benzeri bilesirlerse, donmelerin bilesimleri yz diizleminde bir eksen etrafinda NEX:
acist ile verilen bir dénmedir.

Yim Indirgenemez tensdrel bir sefte sonlu bir R donmesinden kaynaklanan

doniistimii meydana getiren matrisler Wigner'in D!, (R) matrisleridir [6]. Bu matrisler,

mm'

Yimnin 2j+1 taban durumlan uzaymda ¢ boyutlu dénmelerin O(3) grubunun

indirgenemez bir gosteriminl meydana getirir.
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Verilmis bir Lie cebirini (basit bir orta grubu) sonsuz kiigiik elemanlarin bagimsiz
ve tam bir setinin ve bu scnsuz kiiglik elemaniarin tiimi ile sira degisimli oldugu cebirsel
fonksiyon bigiminin bulundugu treticilerden olugturmak mimkiindlir. Boylesi treticilerin
bir fonksivenu, grubun Casimir islemcisi olarak adiandirilir. Casimir iglemcisi yapisina
gore bir Casimir islemci, farkli indirgenemez gosterimlerin durumlart arasinda sifir olan
matris elemanlarina sahiptir. Schur’un lemma'sima gore, grubunun indirgenemez Dbir
gsterimin taban durumlarindan olusturulan Casimir islemcisinin alt matrisi ksegendir ve
bu alt matrisin kdsegen elemanlarmin timil birbirine esittir. Bu yiizden, indirgenemez
gosterimler, Casimir islemcilerin ozdegerleri ile karakterize edilebilir. Ug boyutlu

dénmelerin O(3) grubu durumunda karesel Casimir isiemcisi -
JE=Jl+ T 4]

ile verilir ki bu da basit bir gekilde agisal momentum vektoriiniin karesidir. y, taban
durumlarina sahip indirgenemez bir gosterim igindeki karesel Casimir islemcisinin 6z
degerinin tiimii j(j+1)'e esittir.

Denk.(84) ifadesi, sonsuz kiiglik donmeler altinda c¢esitli tensdr alanlarinin
doniistimint tam olarak belirtir. Simdi Denk.(96) ile verilen bazi sonlu dénmeler altinda
bu alanlarm donfisiimiinti dikkate alalim. 27'ye esit olan bir a¢1 ile keyfi bir eksen
etrafindaki dénmeleri ditsiinelim. Ik olarak, bir k tamsayist olan j rankli indirgenemez
tensorlere bakalim. g setleri, k dizinli kiiresel harmonikler gibi veya r°Yi(6,9)
polinomlar: gibi bigim degistirir. Bu, alanin fiziksel dogasina bakmaksizin dogrudur. k
yoriinge momentumlu fiziksel bir skaler alan ya da k &zspin integralli fiziksel bir alan
olabilir. Ayrica Yk , toplam bir k spinini elde etmek icin s ile ¢iftlenen / yoriinge agisal
momentumlu durumlarda 2s+1 bilesenli s 6z tamsay: spinli bir alan1 gésterir. X, y ve z
koordinatina sahip herhangi bir nokta 27'lik bir donmeden sonra bunlarin asil degeri olan
X, y ve z ye geri doner. Bu yiizden r*Yy(0,0) polinomlar bu tiir bir dénme altinda
degismez kalir. Elbette, fiziksel ¢6ziim 27 donmesiyle degismeli fakat i, bilesenlerin fazi
degismemelidir.

Referans ¢atisinin z yoniinde olmast i¢in Denk.(96) daki n nin ydniinli segebiliriz.
0=2x olarak alindifinda, Yk, nin lineer bir birlesimi olan her bir fonksiyondaki degisiklik

icin
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(S )= T, = Do &

sonucunu elde ederiz. Gergekte, X, y ve z nin tek degerli bir fonksiyonu olan Y 1m(0,0)
sartindan anlasilan Y,(6,0) ifadesindeki m'nin bir tam say1 olmast gerektigini biliyoruz.
Bu sarttan ¢™ = +1 olmas1 gerektigi sonucu ¢ikarilir.

Durum, yar1 tam sayt olan j'nin bulundugu spinér alanlart igin farklidir. Pasif
yorumlamada s=1/2 alanint dikkate almak yeterlidir. z ekseni etrafinda 0 agilik bir

doénmenin etkisi

(_.l 672
-0/ 2, _ 0l 2 (¢1j‘:(€. ‘m (100
e v =exp| i !\O |\¢2 o2, | (100)

o

SR

ile verilir. Denk.(100) ifadesinden 6=2r lik bir donme altinda referans sistemi, uzayda asil
konumuna geri donmesine ragmen spintr dalga fonksiyonunun e "= T="11ile carpildigy
anlasilir. Fiziksel durum degismez, fakat spin6r alan -1 ile ¢arpilir. J,=L,+s, oldugu igin
2m’lik doénmeler altinda bu davranis, [ yorlinge agisal momentumunun herhangi bir
degerine szhip spinér dalga fonksiyonlart igin korunur. Us boyutlu dénmelerin
indirgenemez grup gosterimleri j'nin yart tamsayili Dﬁ)mm-(R) dénmelerinin  O(3)
gOsteriminin ¢ift degerli bir bicimidir. Ornegin, 2n'lik bir dénme 6zdes dénme ile tam
olarak aymidir ve buna ragmen iki DY matrisleri 2n'lik dénmeye karsihk gelir. Bu
matrisler; birinde +1 digerinde —1 olan esit kdsegen elemanli kdsegen matrislerdir.

Iki bilesenli spindrler, diger Lie gruplarimn tek degerli indirgenemez gosterimin bir
tabanudir. Bu iki boyutlu bir uzayda tiniter déniisiimlerin grubu U(2)dir. Uniter 2x2
matrisleri, U(2) grubunun en basit indirgenemez bigimi ve grubun basit bir
gerceklestirmesidir. Uniter U matrisi, U'U=UU"=1 bagmtis1 ile tanimlanir. Bu matris
elemanlar1 da belirli kurallar1 vurgular. Grubun U=1+igA seklinde verilen sonsuz kiiciik

elemanlarin diistinelim. Yukarida bahsedildigi gibi asagidaki bagmnti sonsuz kiigiik € i¢in

UU* =(+is A(l—ig A") =1+ie (A~ A") +...=1 (101)
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olur ve A"=A 'y1 isaret eder. Ornegin A matrisi hermityendir. Denk.(101)'deki esitlik, &
deki ilk dizin i¢in korunur. Ayrica sonlu doniistimlerin hermityen bir A ile lretilmesi

sayesinde

exp(ic A)exp(ic A)" = exp(ic A)exp(~ic A) =1

bagintist saglanir.

Genel hermityen matris

R

olarak ifade edilir. Bu yilizden U(2) {ireticilerinin bagimsiz ve tam bir tabam 1, oy, oy ve o,
olarak secilebilir. [ki bilesenli spindr uzaymda ti¢ boyutlu dénmelerin O(3) grubunun
standart Ureticileri oy/2, c,/2, ¢,/2 dir. Bu matrisler ayni zamanda U(2) alt grubunun
iireticileridir. Bu detU=1 ek sartina uyan tlim 2x2 matrisleri SU(2) grubudur. Bu tiir
matrisler, detU,U,=detU,detU, oldugundan bir grup bigimidir. Bu, initer bir matris
yalnizca | detU |=1 sartina uymak zorunda oldugu i¢in anlamli bir alt gruptur.

Bir alt grubun Lie cebiri, grubun Lie cebirinin de bir alt cebiridir. SU(2)'nin iiyesi
olan Denk.(102) ifadesindeki sonsuz kiigiik elemanlar ile iretilmis sonlu donlistimleri
kontrol etmeliyiz. Bunun i¢in késegen olan A'nin uygulanmasi ile dogrulanabilir olan (ya
da agagidaki gibi sadece sifir olanlarmn bulundugu bir bicim veya yukarida yapildigt gibi
kosegen olan bir bigimde)

dete” =e™ (103)

ifadesini gozlemlemeliyiz. oy, oy Ve o, izleri sifir olur ve bundan dolay: yalmizca birim
matris, detU=1'li matrisleri liretir. Yani oy, oy ve 6., SU(2)nin treticileridir. Denk.(83)
standart sira degisim bag@mntilarina uyan ireticileri elde etmek icin SU(2)'nin standart

lireticileri olarak,
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matrislerini segeriz. Bu sonsuz kiigiik elemanlar tarafindan tiretilen SU(2)'nin indirgenemez
gosterimleri tek degerlidir. (1+ieo;, /2) sonsuz kiiglik elemani, Denk.(100) ile bigimsel

olarak 6zdes olan bir e%/?%

sonlu dénmesi tretir. Farklilik ise buradaki & nun Denk.(65)
ifadesi ile tanimlanan bir donme agist oimadig: ve keyfi bir parametre oldugudur. Bundan
dolay1 e=2x alindiginda 5zdes doniisiimlere esit olabilen bir doniigim vermez.

Dikkate alman sonsuz kiigiik doniislimlere gore, SU(2)nin o,/2, oy/2 ve /2

tireticileri Denk.(83) ile verilen aym sira dedisim bagintilarini saglamalidir.

V..J,1=i, , [J,J =i, , [J,.J,]=iJ, (104)

ifadelerini saglayan bilesenlere sahip olan J=L+c/2 sonucunu elde etmek i¢in Denk.(83)
ifadesindeki bagmtilar ile 6zdes olan bu freticileri I yoriinge acgisal momentum
bilesenlerine cklemeliyiz. Béylece, Denk.(104) ile verilen SU(2)'nin Lie cebiri, O(3)'lin Lie
cebiri ile tam olarak aymdir. j'min yart tamsayilar i¢in yn durumlan, bir SU(2)
indirgenemez gésteriminin taban bigimidir. SU(2) ve O(3) arasindaki farklilik bundan
sonra dikkate alinmayacak olan sonlu dénmelerdir. Agsagida j'nin tamsay: degerleri igin
O(3) grup tireticileri olarak Jy, Jy, J, lerden s6z edecegiz ve ayni zamanda bunlardan SU(2)
veya O(3) grup treticileri olarak da bahsedecegiz. Niikleer fizikte agisal momentumun
oynadig1 roliin 6nemli olmasindan dolay1r bu gruplarin Lie cebiri dikkatimizi ¢eken bir
durumdur. Bundan yararlanmak icin gerekli olan bilgiler yalnizeca Denk.(104) sira degisim
bagintisinda igerilir.

Bununla birlikte, simdi sonlu bir dénmeyi dikkate alalum. y ekseni etrafinda w'lik
bir donme, x'i -X'e, z'yi -z'ye doniistiiriirken y degismez kalir. Ilk olarak j tamsay1 spinli ym
bilesenlerindeki bu dénmenin etkisine bakalim. Bu etkiler bu tiir déonmelerde kiiresel
harmonikler ile verilirler. Ugiincii bslimde Yp'ler, x, v, z ya da -(x+iy) = r sin® e*,
x-iy = r sind ™ ve z = r cosd 'da homojen olan polinomlarca tanimlandi. Bu yiizden daha

ayritili agiklama igin rlYlm(e,(i)) ifadesi

[_(x + ly)]ml (x . iy)mz Zl—m1 —my



44

terimlerinin lineer bir bilesimidir ve burada m = m; - m, olarak alinmistir. G6z dniinde

bulundurulan dénmeler altinda buradaki terimlerin her biri

(6= ) =G )] 2 (1)
bi¢cimine

()P = (s ) (105)
ile carptlimis 'Y, (6, ¢) kiiresel harmonigin lineer birlesimindeki bir terim olarak doniisiir.

Simdi 1/2 spinli . parcactk durumlarinda bu donmenin etkisini irdeleyelim.

Denk.(96) ifadesine gore bu donmeye neden olan iglemct

—ins, -in(1/2), (0 -1
e T =e = exp—
2{1 0

seklindedir. Ustel fonksiyondaki matrisin karesi almirsa
0 -1 (-1 0) (10
1 0) (o -1 J o1
-1 ile ¢arpilmis olan birim matrise esit olan sonug elde edilir. Bu nedenle iistel acilimda
0 -1 1 0 0 -1 0 -1
exp—71 = cos =+ sin’ = (106)
2{1 0 0 1 2 (1 0 2 {1 0
ifadesini elde ederiz. Denk.(106) bagintisinin sag tarafindaki matrise

1
X2 = [0} my = +é— (spin yukari)

0 1 ] .
Xan = 1 mg = "E (spin agagi)
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ile verilen siitunlar uygulandiginda

5L 0GR

sonuglarina ulasiriz.

Sonug olarak

[+—+m 1 ]
————Z——-——d) } [+—+m [+=—-m
2041 MR 2 2
Vogerniizm = 1 2\—“‘7;?“15"1”1-1/2%1/2 + ”m“i"’ﬁbnzmﬂ/z?(—l/z
l+—-m
LY — :
\\%; 21 +1 ¢nlm+l//,

ile tammlanmis Whj=12m de dikkate alinan donmenin etkisini inceleyelim. I ve s nin
bilesenleri sira defisimlidir ve bu yiizden Denk.(105) ve Denk.(107) ifadelerini dikkate

aldigimizda

—in s,

~inJ ~im
¥y — ¥y
e P2 X1z =€ Drtm1/2 €

A I=(m-1/2)
=(-1) o 4’,11,«(,"—1/2) X2

X2

=(-1." m¢nl,—(m—l/2) X

~inJ, —irs

f . _ —in Z",

Duimsrr2 k2 = € Prims1s2 €
_ I=(m+1/2)

=(-1) "™ ¢’nz,-(m+1/z) (-212)

=(-1)" m¢nz,-(m+1/2) X2

y
X2

bagmtilarini elde ederiz. Bundan dolay: da
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1
[+—+m 1
“—Z’m”“%m«uz l+—=—m
‘ WV op=1s112m = m = Dim-1/2X1/2 T W@mnmlq/x
2
\jwqbnlmﬂﬂ
durumu
1 ! 1
_ l+-; —-m [+ Stm
) 2['_“ Ot —mr2X 12 +\/W¢nl,~m+l/2x1/2 =

=(-1 o YV lj=131/2,-m (108)

halinde dontisiime ugrar.

Yukarida vurgulandigr gibi j rankli herhangi bir indirgenemez tensorin m
bilegenlerinin dénmeler altndaki doniisim zellikleri sadece j ve m'ye baglidir. y ekseni
etrafinda mlik bir dénme altinda iy fonksiyonunun doniistimd, j'nin tamsay: degerleri
(Denk.(105)'deki gibi) veya yari tamsay: deferlerinden (Denk.(108)'deki gibi) herhangi

birisi i¢in
Ry (TC)W m = (—_1) /."mw jo—m (l 09)

bagimtisi ile verilir. Bu ytizden bu son bagnti j, bir tensor islemcisinin ranki veya [ ve
s=1/2 ciftlenimi ile elde edilen bir spin degeri ya da daha bagka yontemler ile elde edilen
bir deger olsun ya da olmasin bu j'nin herhangi bir degeri i¢in korunur. Spin, tek pargacigin

veya pargaciklar grubunun spini olabilir. Bu da, Denk.(68) ve Denk.(107) ifadelerinin

kullamimasi ile ozellikle j =1 —%'1’1 olan



14 f"""g_‘”—" 3\
Z+E~7n }
21 Duim-1/2
Y jei-1/2,m = —“—(—**'-
~~+m i
X 2[ nlm+1/2)
;l+~——~m l+~l-+m
Z\f 41 O m1/2 X172~ W(bnlm-}-lnx—lﬂ

durumu i¢in Denk.(109) bagntisinin saglandifs ile direkt olarak dogrulanabilir.
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1.2. Aqisal Momentum Ciftlenimi
1.2.1. 3j Sembeolit

Bir énceki kisimda s spin agisal momentumu ve 1 y6riinge agisal momentumunun

J =L +8 olmak tizere J* 5zdurumlar sekillerinde nasil birlestiklerini inceledik.

l+l+m e
\}“"—?"_‘—'ﬁbz ~1/2 l+l+m
_ 2041 TR 2
Yol j=iti2,m = = mz—l_—:rd)nlm——l/ZXl/Z +
1
P+~~m
+ \j"é‘m‘“‘ll’nlmn/ﬁbl/z (110)

Yol jett/2,m DuimaraXrra ~

“2‘[“_‘__1’_‘¢n1m+1/27€—1/2 (111)

ifadelerindeki katsayilar doniiglim katsayilarinin genel bir smiflandinlmasinin  6zel

2

durumlaridir. Bu ifadelerin sag tarafindaki durumlar s®,s, , L, L, nin 6zdurumlandir. Bu

ifadelerin sol tarafindakiler ise s*,L?,J%,J, nin &zdurumlandir. Genel olarak iki farkls
sistemin herhangi iki seti olarak .y, ifadelerini alabiliriz. j, ve j,, iki pargacifin
toplam spinleri veya yoriinge agisal momentumlar: ya da kendine 6zgii iki spin veya
kendine 6zgii bir spin ile bir yoriinge acisal momentum olabilir. Birinci ve ikinci
durumlarda ;, indirgenemez tensdr islemcisinin rank: ve j, ise bir dalga fonksiyonunun

agisal momentumu veya her ikisi birden iki indirgenemez tensor islemcinin ranklar

olabilir.



jz“i/ jin = n“.l/ jm (l 12)

W =G D —m(m Dy ., (113)

Denk.(112) ve (113)'de sonsuz kiigiik donmeler altinda v, .y, setlerinin doniistimleri

i¢in belirli notasyonlar kullamilir. Bu durum diger tensor setleri igin asagidaki sonuglarmin
uygulanabilmesini engellemez. Asafidaki matematiksel tiiretmeler genel gegerlilife

sahiptir ve .,y ;, nin fiziksel dofasindan bagimsizdir. Bu matematiksel tiiretiler
yalmzca donmeler altinda iki setin doniistim 6zelliklerinden kaynaklanmaktadir.

Birlestirilmiy sistemin tam set durumlan ;. ~ carpimlarinin tiimiiniin alinmast
ile -olusturulabilir. Bu durumlar tic boyutlu dénmeler altinda lineer olarak bi¢im
degistirirler  fakat dontsiimler j, =0 yadaj, =0 olmadik¢a indirgenebilirdir.
Indirgenemer olarak bigim degistiren setlerdeki carpim fonksiyonlar setlerini ayrigtirmak
iginj* = (§, + j,)? 6z durumlarina sahip olan durumlart olusturmaliyiz. Bu, j,, vej,, 'in
késegen {izerinde oldugu diizen ile j* ve i, 'nin kdsegen lizerinde oldugu diizen arasindaki
bir doniisimdtir. Her iki diizende de sirasiyla j,(j, +1) ve j,(j, +1) 6zdegerlerine sahip
j? ve j2 ler késegen tizerindedir.

Bu iki diizen arasindaki dontgtim katsayilan Clebsch-Gordan katsayilart ya da

vektor ¢iftlenim katsayilari olarak adlandirilir. Bunlar

Yim = ZlemIWizmz < fymyjamy | iy jm> (114)

mymy

olarak tammlanir ve asagida verilen tiggen sartini [5,7] j,,7, vej degerleri igin

saglamalidir:
V= i< i<+

Katsayilar normalizasyonu, bagimsiz sistemlere ait olan ve normalize v, ve v, lerin
sagladift v, 'nin normalize olmasi kosulundan sabittir. y, A vey, = iki niikleonlu

durumu genel bir durumdur ve boylece Denk.(114) birlestirilmis sistemin rotasyonel olarak
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degismez Hamiltonyenin bir Ozdurumudur. (114) ifadesindeki Clebsch-Gordan

katsayilarinin ayrintilt fazini asagida tartisacagiz. Ayrica (114) ifadesi 7, ve j, 1i setlerin

tensdr garpimi olarak adlandinlir ve v, ={y;, xy 147 ile gbsterilir.

Katsayilarin gergek degerini belirlemek icin, sonsuz kii¢lik dénmeler altinda
sistemdeki degigimi tanumlayan Denk.(112) ve (113) kullanilir. Denk.(114)'de,

j, = I, + J,. ifadesi kullanilirsa

my ,, = z:(ml +my) < jymyjmy | jiT,im SYimVim, (115)

mmy

sonucu bulunur. m=m, +m, olmadifi middet¢e katsayilar yok olmaz. Bu durumda
Clebsch-Gordan katsayilan i¢in ¢esitli notasyonlarin varhigindan ve bu notasyonlarin
kullanilmasindaki faydalara dikkat edilmesi gerekliliginden s6z etmek mimkiindiir. Bazi
durumlarda j,j,, semboliin sag tarafinda yazilmaz. Bu makul olmakla beraber bazi
durumlarda katsaydar kansikhiga yol acan < j,j,mm,|jm> seklinde yazlr.
Denk.(115)de m kuantum sayist m, +m,'ye esit oldugundan acik bir sekilde
gosterilmesine gerek yoktur. Ashinda, bazi gosterimlerde m ihmal edilir. Bununla birlikte
bu hos olmayan bir uygulamadir. lleride gorecegimiz gibi Clebsch-Gordan katsayilarimn
toplanmas: gereken bazi ¢arpimlar gibi Snemli durumlar vardir. Agisal momentumun z
izdiigimleri arasindaki esitliklerin tiimiinii almak olduk¢a kullamigsizdir ve hatalara yol
acabilir. Her bir m,,m, vem degerleri, bunlarin m=m, +m, olmadik¢a sifir olan
degerlerini tanumlamak icin, kullanilan Clebsch-Gordan katsayilarini tanimlamada
Denk.(114)'deki gibi bir yontem benimseriz. Bagimsiz bir degisebilir olarak m'yi tutmak
asagida yapilan tiiretme islemini oldukca basitlestirir.

Denk.(114)'deki katsayilart arasindaki diger bagntilar (114) ifadesinin
i* = jf+j; 'vikapsamast ile elde edilir. Denk.(112) ve (113)'e gore

\/i(/'+1)~—m(m:f:1)1//,.mﬂ = Z< fimy iymy | 7y, jm > %

mynz,

x(WiG+D=mmE) v v+ IG+D—m(m D)y v, ) (116)
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elde edilir. Islemimize m; = j; ve my = j»'den basladifimizda j nin maksimum degeri olan
j = 31t jo buluruz. Bu yalmzea vy, v, 'l durumlardir ve bdylece Clebsch-Gordon

katsayilarinin
</.1/.1/'.2].2[/'1/'23/':i1+i2>m2,i1+i2 >=+1 (117)

oldugu goriiltir. (117) ifadesinin fazinmn +1 olarak tanmimlandigina dikkat edilmelidir. Bu
se¢im, ] =j; + j» durumundaki katsayilarin daha diisiik m degerleri i¢in simdi gérecegimiz

gibi tiim fazlarint kendine 6zgli olarak belirler.

s

i* =i+ i3 li durumu (117) ifadesinde kullandigimizda, j = j1+j, ve m = ji+ jo-1

sonuglarina vlasinz. Burada (116) ifadesini dikkate alirsak

N2+ 1) Wiy it TA2TW W s, T2 W33 (118)

sonucu elde edilir ve buradan Clebsch-Gordan katsayilar: degerlerini

</’1:]1_1,/212‘/1;’291:‘/1+/2:m:]1+/2”‘1>: : 1,
hti,
A SR A A 7,
<71/1/’2:]2”1‘/1>/za]_/1+729m:]x+12”1>= X -
It

olarak elde ederiz. Bu tim m degerleri i¢in kendine has olarak belirlenmis j = j; + jo'li
katsayilara izin verir ve bu durum tekrarlanabilir. j = j;+ j, ve m = j;+ jp-1'li duruma ek
olarak Denk.(118) i¢in orthogonal v, ;v . ve v, v, 'lerin lineer bir birlegimi olan

m = j;+ j-1'li baska bir durum da vardir. Bu durum

} iz /il
+ 7 . l//fl’fx'lw/ﬂ'z S . . v/ihl'xwfzsh—l
\’ 17, h
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olarak verildiginden (116) ifadesine gbre j, = j, + j,, ile yok edilir ve bundan dolay: da

j =j1t jo-1 degerine sahip olur. Bu durumun tiim fazi ve ayrica diger durumlar asagidaki

sartla belirienir:

Zm, < jumyfumy | g, im >< fimy jamy | i, 7 -1,m>20 (119)

’"l my

Dogal olarak bu keyfi bir secimdir ve j; ile jymin ¢iftlenim fiziginde her hangi bir

asimetrilik vermez. Bununla birlikte bu tutarli bir kabullenimdir ve Denk.(117) ile birlikte

Clebsch-Gordan katsayilarinin tiimi i¢in fazlarin kendine has olarak belirlenmesini saglar.
Denk.(110) ve Denk.(111) fazlari Denk.(119) kabullenimine goére secilmistir.

ji = 5 ve j, =1 i¢in bu durumdaki ¢iftlenim sirasint anlamak ¢ok énemlidir ve katsayilar

| \ ' - o
da <—;—mll m, ,%ij/ olur. Sira Denk.(119)'a gore tersine cevrilirse (—1)¥?*~/'lik bir faz
[ -
: ] . 1.,. e - .
ortaya ¢ikacaktir. Bu nedenle j, =/ ~—2—'h durumlarin fazlar1 yer degistirecektir.

Denk.(111)deki j, =/ —%'ﬁ durum yukarida tanimlanan sarta gore olusturulur. Yine de

ciftlenimin diger siralari siklikla kullanilir. Hesaplamalarin sonuglart  karsilastiriidiklar:
zaman kullanilan sartinin bilinmesi gerekir.

Yukarida tamumlanan yéntem j = j1+ j2-2, ji+ j2-3,..., | ji1-j2 | i¢in Clebsch-Gordan
katsayilarinin kendine has tanimlanmasin da saglar. Denk.(116) ifadesinin sol tarafindaki

W ; ny durumu Clebsch-Gordan katsayilaninca genellestirildigi zaman

NiG+D)=mm=1) Y < jym, jymy | jy jy om=1>w v, =

iy

= Z< fmy jymy | iy im> (\//1(11 +1)“m1'(m1"1)‘//f1m;—1l//,'2m’2 +

mynt,

+ G+ =mi(m =D W e )

Ed

ifadesine ulasilir. Bu denklem l//;xmzl// m, 1€ carpilip integrali almirsa Clebsch-Gordan

katsayilar: arasindaki tekrarlama bagmtilar:
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\[j(]'+l)-m(7?1~1) < jimyjomy | Jij, im=1>=

=\[jl(1’1 +1)—m (m +1) < j.m +1, j,my| 7, ,m>+

7, D =my(my +1) < fymy ooy +1] iy fym > (120)

ile verilir. Denk.(120) bagintist Clebsch-Gordan katsayilarinin verilen tim j; ve j2 igin
belirlenmesinde kullanilabilir. Katsayilarn tlimiinii iceren bu yapidan c¢ikan sonug
katsayilarin gercek degerlere sahip olmasidir. jimyjom, tarafindan karakterize edilen
semada jjj;im ile karakterize edilen sema arasindaki doniislim orthogonallik ve tam bir
bazdan baska bir orthogonallife baza yol agar. Bu her iki haldeki bagimsiz durumlarm
say1s1 stiphesiz ki

Bt 2741

S+ =200, = 1)+ 20, + 1) +2) = @), + D21, +1)

J=h—Ji2 2

ifadesine esit olur. Bu elemanlar < jm,j,m,| j,ijm> Xkatsayillar1 olan matrisin

mertebesidir. Bundan dolayr Denk.(114) doniistimii tniter bir doniisiimdiir. Denk.(114)
ifadesindeki katsayilar reel oldugundan doniisiimdeki katsayilarda reel orthogonaldir. Bu

nedenle Clebsch-Gordan katsayilarnim orthogonallik bagntilart

Z< iy Iymy |y im >< fymy jomy | 1, > =66, (121)

i,
ve ayrica ters doniigiimler i¢in orthogonallik sart1 da

Z< Jimy famy |y 7y im >< fimy fmy |y j, fm >:5mln1{ 5m2m'2 (2.13)

jm

olur. Denk.(121) ve Denk.(122) bagintilar1 yalnizea katsayilarin tanimlandig1 durumdaki j;
ve j» degerlerinin j olarak ciftlendigi zamanki orthogonalligi kapsar. Katsayilarin reel
olmasindan dolay1 Denk.(121) ve Denk.(122)'deki kabullenme i¢in < j,m, j,m,|j, ], im >
ve < jym j,m,|j,j,im > arasindaki farkliligi ayit etmeye gerek yoktur. Ters doniistim

kullamldiginda v, seklinde verilen v, v, carpim fonksiyonunu
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Vim ¥ jm, :Z< oy g | Ty im >y, (123)

m

ile genellestirebiliriz. Denk.(123) bagntisi Denk.(114) tarafindan tanimlanan y,,'yi
kapsar ve bu Denk.(122)"in kullanilmas: ile dogrulanabilir.

J'yi olusturmak igin j; ve J» yerine j» ve ]y ¢iftlenimini alwrsak
[ i = i2| <Jj<j,+/,'y1 saglayan her j icin bir durumu igeren hallerin aym setini elde
ederiz. Bu nedenle | /, j, jm > ve |, j, jm > durumlar: arasinda bir faz faktorii kadar fark

vardir. Bu durumda Clebsch-Gordan katsayilari
< jymy jpmy | gy, im > ve < Jomy fymy| iy 1y jm >

ile verilen ayni mutlak degerlere sahiptir ve ancak m; ve my'den bagimsiz olan bir isaret ile

farkl1 olabilir. Denk.(120) faz sart:
< Jpmy iymy| J y jme> = (SN < umy jamy |y 7y fme> (124)

bagintisina izin verir. j; ve jp'nin farkli degerleri i¢in Denk.(124) faz bagmtis: iki farkl
ciftlenim semas1 arasindadir ve istegimize gore bunlardan her hangi birindeki durumlarin
tiim fazlarin: segebiliriz. Denk.(124) secenegi Denk.(119)'dan kaynaklanir ve j; = j; i¢inde
Denk.(124) faz bagintisi ile uyumlu olacak sekilde ortaya ¢ikar.

j1 = Jz i¢in Denk.(124) faz bagmtisi farkli semalar arasinda degildir. Bu ifade her
hangi bir faz sartindan bagimsiz olan < jm, j,m,|j,j,jm> Xkatsayilarin bagil isaretini
verir. Denk.(124) faz bagmtist j; = j; i¢in saglanmalidir ve Denk.(119) faz sart: ile uyumlu
oldugu da kanitlanabilir. Heniiz gerekli bir faz sart: distincesini kullanmak
gerekmediginden j; =}, olan belirli bir durumu dikkate alalim:

Y, (r,rn) T durum  ig¢in oy, () vey,  (r;)durumlann  giftlenimi,
ciftlenimlerinin sirasina bakmaksizin, sadece bir durum verir. Bundan dolayr Clebsch-
Gordan katsayilarindaki m; ve my'lerin degis tokusu m; ve m;'den bagimsiz olarak sadece
isarette bir degisiklife neden olur. Eger Denk.(118) ifadesinde j; = j, aliip yerlerine

yazilirsa Denk.(124) ifadesine gore iki katsayinin bagil isaretinin +1 oldugunu gériiriiz. j =



2j; i¢in diger Clebsch-Gordan katsayilart  Denk.(112)deki ;™ = j +/, simetrik
islemciler: iie basarili bir sekilde elde edilir. Bu nedenie m; ve m; birbiriyle degistirildigi
zaman dahi Clebsch-Gordan katsavilarimn tamami aym isarete sahip olurlar ve
degismeden kaluwlar. j~ = j -+ j, nin simetrisinden dolayt m'nin tiim degerleri i¢in
< jumyj.my i, | =27, m> katsayilary, m; ve mp degistirildigi zaman isaret degistirir.
Bu isaret dezisikligi Denk.(124) ile uyum i¢indedir.

Simdi 0<,/<2/'1 tim durumlara gercekte uygulanabilir olan Denk.(124)
timevarimin gdsterelim. r'nin bir tam say: oldugu 2j; , 2j1-1,..., 2j1— r olan j degerlerinin
oldugunu varsayalim. m = 2j; — r ~ 1 igin bu durumlarin katsayilarini alalim ve bu
katsayilarla bir matris diizenleyelim. Bu matrisin satir1 j degerleri tarafindan stitunlari ise
m; degerleri tarafindan karakterize edilsin. Bu nedenle siitunlarin sayisi katsayilarin
sayisina esit olan r + 2'dir. Ardindan j = m = 2j; — r —1'li durumun katsayilarini igeren ve
diger tim satirlari orthogonal olan bagka bir satir ekleriz. Sonug matrisinin determinanti
sifir olmaz. Matrisin satirlar1 orthogonal ve normalize vektdrler oldugundan olusturulan bu
matrisin determinantt -1 veya +1'e esit olur. Boylece olusturulan matristeki m; ve my'nin
tim degerlerinin degistirilmesi, satirlarin ortasindan esit uzakliktaki tiim siitun ¢iftlerinin
degis tokusuna esittir. Bu degisimden dolay: matrisin determinanti p = ( r +2) / 2 olarak
verilen siitun ¢iftlerinin sayismu iceren (-1)P ile ¢arpilmalidir. Diger taraftan tiim m; ve m;
degisimleri (~1)*"" =-1 ve jz2j —r ile saglanacagindan biitin durumlarin
katsayilarinda isaret degisikligine neden olur. Boylesi durumlarin sayist r/2 = p-1'e esittir.
Bu katsayilarin isaret degistirmesinden dolay: determinant yalnizca (-1)"'1 ile carpilmalidur.
Bu nedenle de j = 2j; — r —1'li durumun katsayilar1 m; ve m, degistirildigi zaman isaret
degistirmek zorundadir. Ayrica bu, j'nin bu degerleri i¢in Denk.(124)'1 saglar. Bir sonraki
adimda m = 2j; — r -1 i¢in olusturulan matristen m = 2j; — r — 2 i¢in olusturulan bagka bir
matrise gidildiginde siitun ¢iftlerinin p sayisinda her hangi bir artis meydana gelmez (gift
sayilarda r + 3 siitun vardir ve bundan dolay: tiim satirin ortas: bir siitundur). Bu nedenle j
= 2] — 1 — 2'li durum m; ve my'nin degis tokusu altinda isaret degistirmeyen katsayilara
sahiptir. Bu da j'nin degeri i¢in Denk.(124)'in gegerliligini ispatlar. Boylece tiimevarim,
j'nin yar1 ya da tam sayi degerleri i¢in ispatlanmig olur ve bagmtisi da
27~

< jymijimy| jy iy im > = (1) < jumyjmy| iy im > (125)
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ile verilir.

Clebsch-Gordan katsayilarinin bagil fazlarmi veren Denk.(125) bagintisi oldukca
onemli senuclar igerir. Bu Clebsch-Gordan katsay:larinin tiiretilmesine harcanan G6zel
ilginin nedenidir. Ayni j yoringesindeki iki pargacik igin Denk.(125) ifadesi bu
pargaciklarin dalga fonksiyonlarinin simetri dzelliklerinin bir geregidir. j;, toplam spin ve
yar: tamsay1 ise Denk.(125) denklemi, iki parcacigin defisken degistirmesi altinda j'nin tek
degerliligi i¢in durumlarin antisimetrix ya da ¢ift degerliligi icin ise durumlarm simetrik
oldugunu gosterir. Yalmzca yoriinge kismini dikkate alirsak aymi [ yoriingesindeki iki
parcacik durumunun / tek oldugunda simetrik, ¢ift oldugunda antisimetrik oldugu ortaya
cikar. Asagida bu gibi durumlardan ayrintih bir sekilde bahsedecegiz.

j1 = j» durumundaki bazi 6zel bafintilan1 Denk(122) orthogonallik bagmtisindan

elde etmek icin Denk.(125) bag: stisim kullanabiliriz. Bu durumda Denk.(122) bagintisi,

Z< Ly i Ly iy im >< fumy joma Ly 7y im >:5me2 ‘Sm{m'2 (126)

jm
olarak yazilir. Benzer bir sekilde,

Z< jymy jymy |y Jyim >< jymy iy |y jm > =08ty Oy (127)

jm

elde edilir. Denk.(127) ifadesinin sol tarafindaki m; ve my'min sirast degistirildigi zaman
Denk.(125)'in dikkate alinmasi ile

Z ("I)Zil_i < ilnzl llmll (ililim>< jlm2i1m;!iljlim>=5m{mz 5m,m'2 (128)

jm
elde edilir. Denk.(126) ve Denk.(128) ifadeleri birlestirilirse

Q=D < jimyjoml | ],y im >< jimy joml | g im>= 8, .8 (129)

mymy = mymy
jm

olarak yazilabilen iki orthogonallik bagintisimi elde ederiz. m, =m, ,m; =m; ve m, #m,

seklinde bir degisim yapilirsa
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Z< o my | j im >t =— (130)
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sonuglar1 bulunur. Béylece ¢ift j ve tek j'li Clebsch-Gordan katsayilarinin bagimsiz olarak

normalize olduklar1 gériiliir. Katsayilarin karelerinin toplaminin,
< jymy iy | 7y jme>

oldugu Denk.(127) bagintisindan dogrudan elde edilebilir. Denk.(125) ifadesine gére bu

katsayilar (~1)*"™ =1 olmas: halinde yok olur. Bu nedenle (-1)*" =1' saglayan j'ler

tizerinden karelerin toplami, Denk.(127) ifadesine gore 1'e esittir.
Clebsch-Gordan katsayilarimin herhangi bir faz sartindan bagimsiz olmas: diger bir

simetri 6zelligidir [8]. Katsayilar arasindaki bagintiy: dilkate aldigimizda,

<y fymy | 1y 7y > Ve < ity Jy =My | i 1y fmm >
olur ve bunlarin her ikisi de aynt ¢iftlenme semasina aittir. Bu bagintiy1 elde etmek igin y
ekseni boyunca 7 acili  bir doénmeyi Denk.(114) ifadesine uygulariz.
R, (), =(1)""y,_, ifadesini dikkate aldigimizda

L= 2, PRI < fymy fymy |y 7y fm> Yiiem¥ iy -m,
bagmtisina ulagilir. Sifir olmayan terimlerin m = m; + m; igin

Wf,—nt = Z(_l) R < j}ml i2m2 l jl i2 im > l//]'j,—-mll//fz,—mz

sonucu bulunur. Ayrica bu sonucu

l//j,m = Z(—_l) i < jl D——ml i2 7‘m2 l i[ i2 i)_nz > ll/jlmllllizmz
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olarak da ifade edebiliriz. Bu son ifadeyi Denk.(114) ile karsilagtirdigimizda simetri

ozelliklerini elde ederiz:
< jxa“mla f27—7712l i] fz j,»rn > (_1)/'1‘*/'2—/' < j1m1 izmzl il i2 /m > (]31)

Bir ¢ok simetrik yontemde j; , jo ve j'vi dikkate almak zorunda oldugumuzdan Clebsch-

Gordan katsayilarinin diger simetri 6zellikieri de vardar [5,9].

Toplam spini sifir olacak sekilde ¢iftlenen iki agisal momentum durumunu dikkate
alalim. Bu hal i¢in Clebsch-Gordan katsayilarimun degerleri Denk.(120) ifadesinden
dogrudan elde edilebilir. Burada j; =j,,j =0 ve m = 0 olarak alinir ve m; + mp +1 =0 i¢in

Denk.(120) ifadesinin sol tarafi sifir olur ve boylece
< oy 41, my =17, 7,00 >+ < jmy, fi-m_] 7,00 >=0

oldugu goriiliir. Bundan dolay: bu katsayilar ayni tam degerlere ve farkli isaretlere sahiptir.

Denk.(1196) faz bagintis1 ve normalizasyon sartindan

_ j-m
E/;L-IS (132)
]+

< jmjm'| [jO0 >=

sonucunu elde ederiz. u ve v gibi iki vektor i¢in j = 1'li indirgenemez tensOriin setleri

toplam 0 spin i¢in Denk.(114) tensor ¢arpimi, Denk.(132)'deki katsayilarin kullanilmas: ile

1 ux+iuy\vx~ivy ux——iuy\( v, tiv, || ~1
73{“ 2 J( 72 j( oA W ﬂ““ﬁ(“'v’

sonucuna esit olarak elde edilir.

Herhangi iki indirgenemez tensor ¢iftlenim setleri Denk.(114) ile verilir. Iki tensor

islemcisinin bilesimi i¢in kullanilan bagint

[T@ OxTO N = 3 < ki feyic, lkykic > TRTH) (2)

[SLY



h
D

ile verilir [6,8]. Denk.(132) katsayilar: ile birlikteki tensér ¢arpimu iki vektoriin aligtlmig
skaler carpimi ile orantihidir. Bu durumia uyum i¢inde olarak k rankl: integral ile herhangi

iki tensorel setin skaler bir carpimini

(£® .10 = 3 ()" 10 1P, = (~1)* 2 +1 [T® x TP [ (133)

olarak tanimlariz. Ug acisal momentumun bir ¢ok simetrik ¢iftlenimi; j,, j, ve toplam
spin 0 olan j'nin giftlenimi ile basarilabilir. Ik 6nce j, ve j,'nin sonra j,'iin iftlenimi

notasyondaki degisiklik istenilen simetrive uygundur)
y g1§ yeuyg )

2.< hmyjamy |y Jamy >< jamy famy | 7y 1,00 Y iV oimV ims (134)

gy

tarafindan verilen J = 0 durumunu elde ederiz. J = 0'li ¢iftlenimler i¢in Clebsch-Gordan
katsayilar1 Denk.(132) ifadesi ile verilir. Denk.(134) ifadesi J = 0, M = 0 durumunda

katsayilarin bu degeri ile

Z(_l);‘3+m3 < Jymy izmszl Jo Ty >

VimV WV jum © (135)
iyt /2]3 +1 LN R P R L]

seklinde verilir. Sifir i¢in j, , j, ve j,'lin ¢iftlenimi ile elde edilen yalnizca bir tane J = 0
durumu vardir. Ciftlenimin her hangi bir sirast Denk.(135) ifadesinin tiim fazlarinda en
fazla bir degisiklik verebilir. v, v, vey bilesenlerinin bir ¢ok simetrik bigimi
Denk.(135) ifadesinden goriilmektedir. Bu simetri, Denk.(135)'deki katsayilarin my, m, ve
ms'den bagimsiz bir faz faktori ile ¢arpilirsa da degismez. Boyle kullamish bir faktor
(=D """ seklinde olusturulur. Denk.(135) ifadesi bu tiir bir faz faktorii ile carpilirsa ve

2j N
(=1)*5"*™ =1 olarak ahnirsa

(il o Jimy famg | i1y Jymmy > (136)
= - VI Ty | Ty ] T3y
mp om, my ) 27 +1
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ile verilen J = 0 durumunun agilimindaki katsayilart buluruz.

Denk.(136)'daki katsayr Wigner'in 3j sembolii olarak adlandirilir [5]. Bu sembol
Clebsch-Gordan katsayilarindaki gibi simetri 6zelliklerine sahiptir ve ayrica js , ji ve j2 ile
yer degistirebilir. Denk.(136) tanum kullamildiginda, 3j sembolliiniin asagidaki simetrileri
anlasilir. 3] semboliiniin degeri stitunlarinin her bir déner sirali permiitasyonu ve siitunlarin

her bir sirasini degistirmede degismez, j;, j» ve j3'de simetrilik ve aymi faz elde edilir:

oo T s _ (T2 T3 gt s h = (=1) iy I.. h s
m, m, m, m, m; m J my my m, m, m; M,

:(—1)"‘*"2*’{’3 /2 i‘J=(~1)f‘*’z+’3(i‘ & j"‘] (137)

my, m, m my . my, m,

Bundan dolay1, (—=1)""2*» = -1 olursa iki esit stitunlu bir 3j sembolii yok olur.

Clebsch-Gordan katsayilar1 durumundaki gibi, m; + mp + m3 = 0 olmadikca 3j
sembolil sifir olur sart: ile birlikte bagimsiz degiskenler olarak m; , my ve mj aliriz. 3j
degeri, J = 0 igin ¢iftlenebilirlik sartlarin1 saglamak zorundadir. 1, 2, 3 indisli her bir sira
icin j,+/, 2/, Z]]’i - jk] ile verilen bir {iggen sart: vardir. Sadece j;, J» ve j3 i¢in 3j
sembolii yazilabilir.

Denk.(121) ve Denk.(122) ifadelerindeki Clebsch-Gordan katsayilarmin

orthogonallik bagintilar: 3; semboltintin asagidaki bagintilar tarafindan da saglanir [9]:

P P ,
Z vl s 2 /3’ = 8 S (138)
m\JT My My \Ty M, Iy 2jy+1 BB

Z(zig+1)(“ 27 J{ o ’ijzamm,smm, 139)
Janty m, m, m3 m, mz m, 17 u)

Denk.(138)'in sol tarafi ms'den bagimsiz oldugu i¢in bu ifadenin sag tarafi 2j3 + 1 ile

carpilip gerekli iglemler yapilirsa toplamin tiimi

Z(/} j /‘3}[/3 A (140)

mmym \ 11y My My \ My My my )
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sonucunu verir.
3] semboliiniin  diger bir simetrisi Denk.(131) bagintisindan  anlagilir.

Denk.(136)'daki m;, my, ms'lerin isareticri degistirildizi ve Denk.(131) kullanildigt zaman,

/1'1 i2 ].3 - (_]) f1+:fz+f3( il iz j3 (141)
—my —m, —m, Lml m, 1

bagintis1 elde edilir. Ayrica burada Denk.(137)'deki gibi ji, j2, j3 spin Uclislindeki faz
simetriktir.

3j sembolleri Clebsch-Gordan katsayilarindan faydalanilarak hesaplanabilir [5].
Yukarida gosterilen vontem buras: iginde gegerlidir. 3j sembollerinin sayisal degerleri
cesitli kitaplarda tablolar halinde verilmistir [10]. Biitiinliik agisindan katsayilar i¢in a¢ik
bir ifade asafida verilmistir. Bu formiil Racah [11]'e g&re yukarida tanimlanan tekrarlama

bagintilarmin bir ¢6zimiidiir:

iioody )
] 2 3 N o )
= (=" (my +my, +m, 0} x
m, m, m,

« (;’1+1’2”‘/3>i(/1“/2+13)3("71+/2+13)! 2><
{(h+i,+7is+D

. . ;. . . . ]
X [( iy Fm NG —m )G, +my )W, —my)W(J, +my)(J, ——m3)!]A X

x 3 (D21, + 1y = s + 21y = my = 2)I(j, +my ~ 2)!
: (142)
X(fy = Jy +my +2)Wj =, —m, %—z)!]"1

Oldukea genis simetri 6zelliklerine gore 3j sembollerinin tanitimi agisal momentum
cebirinin 6nemli oranda basitlestirilmesinin sonuglar:dir. Simdi énemli bir uygulama i¢in

3j sembollerinden yararlanalim:
Vim VW, , gbi iki bafimsiz sistemin normalize dalga fonksiyonlarimn
birlesimi olan Denk.(114) ifadesindeki v ,, dalga fonksiyonunun normalize oldugunu

vurgulamustik. Denk.(121) bagintisindaki matematiksel ifade bu gergegi dogrulamaktadir.

Vm VeV, , gl iki tensdrel set indirgenemez degilse Denk.(114) ile verilen v,
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donmeler altinda indirgenemez olarak bicim degistirir. v, sonug dalga fonksiyonu ise

jm
¥, nin normalizasyonu Denk.(114)'de verilen Clebsch-Gordan Katsayilari tarafindan
garanti edilemez. v, 'nin normalize olmast igin bazi faktdrlerin uygulanabilir olma
zorunlulugu vardir.

Y, (x)ve Y. .(x) gibi iki harmonik durumu dikkate alalim. Denk.(114) ifadesine

gore bunlarin ¢iftlenimi toplam yérimnge agisal momentumu /, izdiisiimii m ve [ (I +1)
ozdegerine sahip Pnin dzdurumu olan bir seti verir. Bundan dolayr sonug aym

degiskenlerin ¥, (r) kiiresel harmonikleri ile orantilidir.

C YD) = 3 < I U117l > Yy (1) Y (1) (143)

m'm"

ile yazilabilir. Denk.(143)'deki normalizasyon katsayist

(144)

Q@I (1 I 1"
Cir =) zm *)(o 0 0

ile verilir. Denk.(136) ifadesindeki 3j sembollerinin simetri 6zelliginden de anlasildifl

4+

tizere Denk.(144) ile verilen normalizasyon katsayist (—1) =+1 olmadif1 miiddetce

stfir olur. Bu sonug Y, (r)'nin paritesinin (-1)1 oimas1 ger¢egine dayamir. Denk.(143)
ifadesinin sol tarafimn paritesi (-1)' 'dir ve (-1) paritesi (~1)"*" paritesine esit olmak
zorundadir. Verilen [ degerleri parite sartina uymadigi icin Denk.(143) ifadesinin sag
tarafi sifir olur.

Denk.(143) ifadesinin &zel bir durumu dikkate degerdir. Burada ["=/' ve [ = 0

olarak almirsa Denk.(136) ve Denk.(144)'de de Denk.(132)'nin 6zel degeri kullanilirsa /'nin

her hangi bir degeri i¢in asagida verilen sonug elde edilir:

< m 20 +1
3 )Y, 6,0)Y, ., (0,9) ——-JZ——» (145)

T
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1.2.2. iki Niikleonlu Etkilesmelerin Matris Elemanlari: 6j Sembolieri

Tabaka modelinin dalga fonksiyonlan ile birlikte kullanilabilen iki niikleonlu
etkilesmeler etkin etkilesmelerdir. Bunlar serbest niikleonlar arasindaki etkilesmelerle ¢ok
az benzerlik tasir. Etkin etkilesim, serbest niikleonlar arasindaki etkilesmenin zorlayici
renormalizasyonunun sonucu olan niikleer ¢ok parcacikh teoride elde edilebilir. Tabaka
modelin bir ya da birka¢ alt uzaymnda verilen ve bir ya da birkag¢ konfigiirasyon iceren bu
uzaydaki etkili etkilesmenin matris elemanlarint vermelidir. Bununla birlikte, bu giline
kadar niikleer ¢ok parcacik teori yontemleri kullanilarak boylesi matris elemanlarimi elde
etmenin giivenilir bir yol olmadig gériilmektedir. Niikleer enerji hesaplamalari igin tabaka
modelinin kullanilmasinin tek pratik yolu deneylerden matris elemanlarini belirlemektir
[12]. Bu kend: i¢inde uyumlu olarak wygulandiginda dikkate alinan konfiglirasyonlarin
~durumlan: arasindaki matris elemanlarimin bir setini elde ederiz. Bununla birlikte, bu
kesimde clusturulmus durumlar arasindaki basit etkilesmelerin matris elemanlarinin nasil
hesaplanabildigini gérecegiz.

Iki nitkleon arasindaki en basit etkilesme sadece bunlarm arasindaki uzakliga bagh
olan bir potansiyel etkilesmesidir. Coulomb potansiyeli bu tiir etkilesmenin basit bir
ornegidir. Bu etkilesmenin matris elemanlar tek nikleon dalga fonksiyonlarinin carpimlar
veya bu ¢arpimlarin toplamlar: olan durumlar arasindan hesaplanabilir. Bu nedenle bu iki

niikleonun koordinatlari cinsinden b&ylesi bir etkilesmeyi ifade etmek uygun olur. Béylece

etkilesmeyi

V( ~r2l) ( Kr = 2n, cosa)n):ka(rl,rz)]’k(coswn) (146)
k=0

ile ifade ederiz. Bu, r, ve r, vektdrleri arasindaki agimin kosiniisliniin
cosw,, =(r;-r,)/xryr, ile verildigi Legendre polinomlarmin bir agilimdir. v, (r;,r,)
fonksiyonlart r; ve r, de simetriktir. 1 / |r, —r,| seklindeki Coulomb potansiyeli

durumunda bu fonksiyonlar

I"k
vilim) == V(]rl—rz])zr_l__.

>

(147)
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olur. Denk.(147)'deki 1< ifadesi r, nin r, den daha kiiclik, r~ ifadesi ise r, nin r, den daha

biiyiik oldugunu gosterir. el yyvawa potansiveline karsilik gelen fonksiyonlar
literatirde verilmistir. Legendre polinomlarmin orthogonallik bagintilarindan dolay:

v, (71,7, fonksiyonlar: V' / | r, —r,| ifadesinin

2k +1
k

+1
v, (n,r)= fV(l r, —r,| )P, (cos wy, )d cos w, (148)
e}

ile integral edilmesiyle elde edilebilir. Denk.(146) bagintisindaki Legendre polinomlari

kiiresel harmoniklerin eklenme teoremiyle ifade edilebilir:

47

P {cosw,, )=
k( 12) 2k+1

2 (DY (6107, (6,0,) (149)

K

Bu acilim Yy(1) ve Y4(2) indirgenemez tensorleri arasindaki Denk.(133) skaler ¢carpiminin
bir 6rnegini verir. Denk.(149) daki kiiresel harmonikler dalga fonksiyonlarindan daha
ziyade iglemcilerin rolinti oynar. Denk.(149)u 4n/ (2k+1) katsayis1 diginda skaler bir
carpima esitlemek i¢in bazen Cyx =[471/ (2k+1)] Yk tanumi Onerilir. Bununla birlikte bagka
bir sembolii 6nerme gereksinimimiz vardir.

Pi{coswyy)in yerine gecici olarak kuilamlan Denk.(149) ifadesindeki Denk.(146)

etkilesiminin matris elemanlart,

1
\_E_ W im OV @) - v, Ow i'm' (2)]77T=1,MT Mr=1,0,-1

1 _
Tz—[w DV e @)+ Y 1 DV 500 )2 01,0

ile verilen iki nitkkleonlu durumlar arasindan alinabilir. Bu etkilesim izospin islemcilerini

icermedigi i¢in aymi T degerli izospinli durumlan arasinda asagidaki sonuglar elde ederiz:

IV O @ P O @ [0 OV DV, @ D



O
(W1

= .jf{'ll :rr (2>"/'[ i'm' (1) qu jmy (1){[1‘ iy (2) + j‘!‘l] ;//z <2}V[ i'm’(l) VW jmy (2)1/'/ 7'my (1)] =

= jwt’m (1)W j"n:'{z) p'!l‘l/ jmy (l)l// o (2> 'u’ jl// jm (1)1,!/ i'm’(z) VV/ jny (2)!// J'my (1)

4
2k +1

= (O e 2V, (Y (1) - Y, W, OV (2D 1
k

5 OOV s 2V Y, (1) Y, Dy (Y 0 (D] (150)

Denk.(150) deki esitlik, V ({ r, — r2! ) nin simetrisinden kaynaklanan ve niikleonlarin 1 ve

2 indislerinin degis-tokus edilmesi ile elde edilir. Yine bu denklemde iisteki (-) isareti

T = 1 antisimetrik durumlar, alttaki (+) isareti ise T = 0 simetrik durumlart igindir.

[V i OV e D) P (O 1 (2)

"

terimleri "dogrudan terimler” olarak adlandirithrken
[V o OV e Q) VW 1 D 1 ()

terimleri ise "degistirme terimleri" olarak adlandirilir.

Simetrik ve antisimetrik durumlar arasinda alinan Denk.(146) etkilesimin matris
elemanlari, etkilesim iki niikleonlu koordinatlarda simetrilik oldugundan daima sifir olur.
Boylesi bir matris elemant Denk.(150) ye esittir. Bu denklemde sol taraftaki son iki terim
isaretlerini degistirmistir. Bu durumda ilk terim, son terimle iptal edilir ve ortadaki iki
terim ise birbirlerini g6tiiriir. Ayrica bu sonug bigimsel olarak T = 0 ve T = 1 durumlarinin

orthogonalliginden ve her hangi ylikten bafimsiz ctkilesmenin izospin bakimindan bir

skaler olmasi gerceginden elde edilebilir.

Islemlerimize devam etmeden once,

Z< i’nj'm'l U'JA{> (4 jm (ln )l// /”m’(z\/)

mm'
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durumlar arasindaki Denk.(146) etkilesiminin matris elemanlarini gdz Oniine alalim. Bu
durumlar, nétron j yoriingesi tamamen doldugunda j yoriingesinde bir protonu ve j'

yoriingesinde bir nétronu tanimlar. Béylece Denk.(150) yerine

> o O OV () T, @ 4, O @) (151)

sonucunu ¢lde ederiz. Denk.(151)'de yvalmizca dogrudan terimler goriintir. Denk.(151) in

matris elemant Denk.(150) ile verilen matris elemaniar: ile basitge iliskili olabilir. Bu

!

(o iLma| V| jmi jimi) =

= %( jmy j'myT =1V jm j'mT = 1)+ (jm, 'm,T =0V | jm] j'miT = 0)]  (152)

ifadesine esittir. Boylece bu, T=1 ve T=0'lt durumlara karstlik gelen durumlardaki (yiikten
bagimsiz) etkilesmeler arasindaki ortalamadir.

Simdi J'nin belirli bir degerli durumu i¢in ¢iftlenen j ve j' nlin bulundugu

1 N .
l///’j'TM.‘.JM(l’z) :7"2‘2</m / m{ 7 JM>X

mn

XY i OV e D+ DY 10y OV e D70,

veya
<O‘>2 :%ZKT:-};,MF =% jomtio, TZ%,MT[ ='%>’imi>{2
Y R e (A TN

2/, +1

H

fonksiyonlar semasinda Denk.(146) nin matris elemanlarini hesaplamaya baglayabiliriz.

Denk.(150)'deki dort dalga fonksiyonu ile ¢arpilan v, (7,7,) Uzerinden alinan integraller



67

m,m',m, vem, den bagimsizdir. Degisik agilar lizerinden integrasyon aliabilmelidir. Ik

olarak hesaplanan matris elemanlar bu dogrudan terimin matris elemanlar1 olup
(i) Y, (0 Y, )] 1" IM)

ile verilir. Bu matris elemanlart simdi tanimlayacak oldugumuz daha genel bir ifadenin
6zel bir durumudur.
Simdi iki indirgenemez tensér isiemcisinin skaler ¢arpiminin matris elemanmni

dikkate alalim:

(a0 JM| T 1) TP Q)] Ty J3IM ) =

= () 2k +1 (e, 0, M

[0 ) x TP ()1 et o3 /M )

I JETI (A (Y
= (=) N2k +1(=1) (—M y ij

JCREN Il O R Sy

1
= (~1)* 2k 1t <a1Jla2J2Ju[T“')(l)><T(")(Z)]‘O)“a{J{a;J;J> (153)

~2J +1

En son esitlik Denk.(132) Clebsch-Gordan katsayis: ile iliskili 3j semboliiniin dederinin
kullanilmasiyla elde edilmistir. Denk.(153)'deki indirgenmis matris elemani, burada k;=ks,

J=]' ve k=0 alindifinda clde edilen

W(/} fz(J12)f3 74(J34)JM)=Z<ixm1 fzmzl 71721 M12> x

X <]'3m3 Jainy ] J3ig 34 My, ><J12M12J34M34l J12J34JM> X
X l// Jimy (I)W Jomy (2)")// Jams (B)W Jamy (4)

genel sonucunun 6zel bir durumudur. Bu ise bu denklemdeki 9j semboliindeki bagimsiz J
degerlerinin sayisimi yalnizca 6'ya indirger. Bu durum 9j sembollerinin ¢ok &zel bir
durumudur ve 6zel bir gbsterime karsilik gelir. 6] sembold [5,6] veya Racah katsayisi
[5,11].
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oJ, J
Jl ']2 JW LENEN Y 4 112 Jdlr %
7o k}z(«lj'z RIS +FDRE+DY T T, T (154)
2 k k0

ile tanimlanir. Bir ¢ok uygulamada 6j sembolii gdriiliir ve bunlardan ilki Denk.(153)'deki

skaler carpimlarin matris elemanlarinin hesaplanmas: olmustur [11}].

6] semboliiniin simetri dzellikleri, bu semboltin Denk.(154)'deki tanimimdan direkt
olarak goriiliir. 6 arglimanin saglamak zorunda oldugu dért tane figgen sdrtl vardir. Bunlar
iist satirdaki j degerlerini ve diger ii¢ sart1 igerir. Bunlardan ikincisi, alt satirdaki iki J
degerini ve yukarida yazilmamis olan tist satirdaki bir J degerini saglamak zorundadir. Her
hangi iki stitun yer degistirdiginde Denk.(154)'deki 9 semboliiniin isareti degismeyebilir
fakat bu degisiklik sembol Oniindeki faz carpanindaki degisiklik ile telafi edilir. Béylece 6]
semboliiniin siitunlarinin her bir permiitasyonunda sembol degeri defismez kalir. 9j
semboliinde tsteki iki satirin yeri degis tokus edildiginde JiJo'nin J,J, ile yer degistirdigi
bulundugu bir 6] semboliinii verir. Bu 9j semboliinde satirlarin ve siitunlarin yerleri
degistirildiginde semboliin degerinde ve faz carpaninda bir degisiklik yapmaz. Bu 6j
semboliindeki JoJ'nin yerini Jk ile degistirmeye karsilik gelir. Bu nedenle, semboliin iist
satirmdaki clemanlardan ikisi asagidaki iki elemanla yer degistirirse 6j semboliiniin
degerinde bir degisikliik olmaz. Bu islemler 6j semboliindeki elemanlarin izinli simetri
doniistimlerinin listesini tamamlar. Bu degisikliklerden higbiri semboliin isaretini
degistirmez.

9j sembolleri gibi 6j sembolleri de farkl: ¢iftlenim semalari arasindaki orthogonallik

doniistimlerinin katsayilarinda goriiniir. Eger

Dpsryy = Z<SMSL/WL{ SLJM(> xSMS(DII‘LML

Mg M,
ifadesinde J=0, J12=J34 ve J13=Jp4 alinirsa ve gosterimde kiigiik bir degisiklik yapilirsa;

(A5 (TN LT, (J) 5T 4 (J)0) =

= (1) (27 £ 12+ Sl 155
= (~1) (27 +1)(2J'+1) o J,( )
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sonucunu buluruz. J=0 icin [y, I, J3, J; ¢iftienimi yerine, dordiincii agisal momentumu elde
etmek icin bunlardan iiclini ¢iftleyebiliriz. Bu tiir ciftlenimlerin iki yolu arasindaki

doniigtim,

<J1J3(J13)J2JiJ1J2(J12)J3J> =

o Sy T
= (=) g, + DR, +1) T TP TR (156
(=1) VO D@+ 4 R (156)

ile wverilir. Bu donlgsimiim katsayilart Denk.(155)dekilerle aymdir. Diger miimkiin

¢iftlenim ¢iftlenmelerin sirasinin korunmas: ile elde edilir. Bunlardan biri

<J3Jz(le)-]y”’%J1:J2J73{J23)J> =

J J, J
= (=) T, v DRI, + ) 3 T TR (157)
Jy T Iy

ile wverilir. Tim bu doénitisimlerde 6j semboliindeki ¢esitli J degerlerinin yerleri
ciftlenmelerle sabitlesmistir. Sayisal katsayilar ara diizey acisal momentumunu igerir.
Yalmizca dikkat edilmesi gercken carpan faz ¢arpanmidir. 6] semboliindeki bu zorlugu
gidermek icin bu semboliin elemanlarindaki izinli her bir islemde semboliin igaretini
degismez.

Denk.(155) dontisiimiiniin orthogonalliginden, 6] sembolleri arasinda var olan

asagidaki bagintilar1 elde ederiz:

Jog, N[ T, T
2.@7+y ARG - (158)
. VA AN T il ey o

Denk.(155) donilisiimiiniin bagarili uygulamalar1 gerceginden ¢ikan diger bir faydals

baginty, {iclincii bir ¢iftlenme semast i¢in bir doniisiim saglamaktadir. Bu durumda

DT T (TN (T)O[ ST (N)T T, ()0)

J
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x (J, T3 (N, (N0 T (J") 3 J5(T')0) =

= <J1Jz (J')Js‘]a (J')OI'LJA (J”)Jst (']”)O>

yazilir. Denk.(155) ifadesirun kulianulmasi igin gerekli olan ¢iftlenim sirasinin
degisikligine baktiimizda Denk.(124) ifadesinden dolayr asagida verilmis olan toplama

kuralini elde ederiz:

R I P v B
6j sembollerinin diger bir faydali bagintis1 Biedenham-Elliott toplama kuralidir [5]. Bu
toplama kurali, belirli bir toplama semasindan diger bir toplama semasmna yol agan basarili
doniistimlerin iki farkit setinin dikkate alimmasi ile elde edilir. Bir semada J; ve J», J12 i¢in,
ve J3 ve J4, J34 igin ve de Jyz ve J3s toplam bir J icin ciftienir. Diger bir semada ise J; ve J3,
J13 icin, bu J;3 ile J, belirli bir Jy3;'yi vermek icin ve de J4 bu J;3; ile toplam bir J'yi vermek
icin ¢iftlenirler. Bu dontisiim izlenen siralamadaki gibi bu iki doniislimiin ¢arpimu olarak

elde edilebilir.

<J1J3(,]]3)J2(J132)J4J'J1J2(J12)J3J4(J34)J> =
:<J1J3<J13)J2(J132)J4J}J1J2(le)Jz(J13z)J4J>x

$ (T (ST (i) T4 | 1Ty (F) T3 (T5) ) (160)

Buna alternatif olarak ayni dontisim, ¢ doniislimiin ¢carpimi ve bir Jy34 ara diizey agisal

momentum {izerinden toplami olarak asagida verildigi gibi ifade edilebilir.

Z<J1J3(Jls)Jz(Jm.)J4JlJ1J3(J13)J4(J134)J2J>X

J1a4
><<J1J3(JB)J4(J'134)J2JIJ3J4(J34)J1(J134)J2J>><

} (T3 { (T3 W (T3 )T | 0T, (T3 (T30, T) (161)



71

Denk.(161)'deki ve Denk.(160) ifadesinin szg tarafindaki déniistimlerin her biri
Denk.(156) veya Denk.(157)'den her hangi biri ile verilen li¢ agisal momentumun
ciftleniminin bir degisimidir. Denk.(160) Denk.(161)e esitlendiginde ve reel doniislim
katsayilarin: gegici olarak kullemldigimizda li¢ 6] semboliiniin ¢arpimlarinin toplamina esit

olan iki 6j semboliiniin bir ¢arpimini elde ederiz. Daha basit bir gosterimde bu bagints,
{J}l J2’ J3r }{Jln Ji J:,;’} _ (_'1)Jl+JZ+J3+J{+J§+J§+J{'+J5+J3" (2.] + 1) ~
Jl JZ J3, ‘]l J2 J3 J
y (J, J2 Js; Jl:, J, J3'" Jl; J;” J, (162)
J Jy Jy) s S I I, Iy T

seklindedir. Eger

Dy, (1,2) = ?/1'5‘ Z <l ml'my | II'LM | > [¢lm, (n )¢l‘m; (r)+ ¢lm, ()¢ 1 ()]

ifadesinde J33=0, J;3=J3 ve J51=J3; olarak alinirsa 6] semboliinli, 3j sembollerinin
carpimlarinin bir toplami olarak elde ederiz. Js3'l iceren iki 3j sembolii Denk.(132)'deki

sembollere esittir. Béylece bir 6] sembolii dort tane 37 semboliiniin ¢arpimlarinin toplamina

esittir. Bu reel ifade

{Jx J, Js}z Z(_I)J{+J§+J§+M{+M§+M§(Jl /5 sz(Jx er J3' jx
J{ Jﬁ le Tiom M, M) M1 Mz M3 M1 Mé “‘M3’

Ji Sy L\ g,
x| Ny o (163)
_Ml Mz M3 M1 _Mz M3

seklindedir. 6] semboliiniin elemanlarindan biri sifir oldugunda bu semboliin 6zel bir
sayisal degerini elde etmek i¢in Denk.(163)"1 kullanabiliriz. Denk.(2.63)'de J; =0 olarak
alinirsa iki 37 sembolilt Denk.(132) ile a¢ik bir sekilde verilir. Diger iki 3j semboliiniin

carpimlarini toplayabiliriz ve toplam Denk.(138) ile verilir. Bu yiizden
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Jl 44 0 } _ (_1)Jl+./2+J3 (164)
Sy Sy Ja) o @I, +1)(27, +))

sonucu bulunur. Bu sonugtan iki 6zel toplam kuralina ulagilir. Denk.(158) ifadesinde J"=0

olarak dikkate alindiginda

J, J, T

3 (1 (2J+1){J2 . J} = J2J, + DT, +1)8,., (165)

J

ifadesini elde ederiz. Denk.(159) toplam kuralinda 1" = 0 olarak isleme kondugunda
Denk.(164) ifadesinden dolay:

NS
z(m +1){J1

gy Jl U+ 3
= (-1 166
e (166)

Ozel durumunu elde etmis oluruz. J;=j;'li 6zel durumda Denk.(165) ve denk.(166)

toplamlar: ve farklart

{J, J, J}
(27 +1)

J, g, T

ifadesinin J'nin tek ve ¢ift degerleri tizerinden toplamiarim ayirmak igin basit sonuglari

saglar.

6] sembolleri ve 3 sembolleri arasindaki kullanisl bagintilar tiiretmek i¢in

W i i) o 1 (Do) I ) = (G () 1 7o) T | 12U ) T 7o (Taa) T) %

J1234
XW (71 7,(J12)i374(J5a) IM )

v (717:(J12) /s 7-4(J34)Jf%)=z<l.1ml Jymm, I J1727 1 M1z> X

x( fymy famy] s i4J34M34><J12M12J34M34| J12J34JM>X
X l// Jimy (I)W Jamy (Z)VI Jamy (3)ll/ jamy (4)
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ifadelerinde J'yi 0 olarak alabiliriz. Bu bagintilar hemen elde etmek i¢in islemlerimize

J, T, J

W (T (), (J)0) = 3 (1) \/<21+1><2J'+1>{ . ]} 167

xy (J,J, (), J,(J)0)

ifadesinden baslanz. Clebsch-Gordan katsayilannca agihm vaptifimizda ve Denk.(167)

ifadesinin her iki yanmndaki y st ¥ e,V W g, ‘00 Katsayilaring esitledigimizde

(=)

;‘ N (M T M| T MY, MG T M T, T =M =

:Z(_1)12+J3+J+J'\/(2J+1)(2J,+1){J1 Jy J}x

J, J, T
(___l)J—M . _

X —/-2_7_;:_1—(‘/12\41 Ty My | T M NI M T M| T3 T T ~M)
N

sonucunu buluruz. Her iki taraf <J1M LM, ]J 19 JMO> ile carpilip ve M;, M, {izerinden

toplam alindifinda ve ayrica Denk.(121) vektor ciftlenim katsayilarinin orthogonallik

bagmtilar géz dniinde bulunduruldugunda

’ J, J, J
(*1)J2+J3+J+J M(*})J—M" <J3M3J4M4IJ3J4']>”MO>{J3 J4 J}:
2 1

— (=DM

-y G Z)J MM T MM M (T M)
M N2JS '+

x(JyMyJ M| JT M)

ile verilen sonucu bulmus oluruz. Ciebsch-Gordan katsayilarim 3j sembollerince ifade

ettiimizde kullamsgh: bir bagint: olan

A A A Al
M, M, M,)\J J, J]
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- Z(_1)1{+J§+J§+M{+M’2+M§ (‘]1 J; JZ; J( ’]1' ‘]2 J3, Jx

MMM} M, M, -M;)\-M{ M, M,
J, T,
x| 1o T2 TR (168)
M -M, M,

sonucunu elde ederiz.

Denk.(140) bagintisina dayanarak Denk.(168) ifadesinin her iki tarafim
Jl ’ J2 JB
M 1 M 2 M3

ile carpar ve MiM;M; fiizerinden toplamini alirsak Denk.(163) ifadesini yeniden elde

ederiz. Bununia birlikte vine ayni ifadenin her iki yanim
o

JooJyJ
GO AES )
M1 Mz —M3

ifadest ile ¢arpar J3 ve M3 lizerinden toplami aldigimizda Denk.(139) sonucundan dolay:

ZLJI Jz J3)(J1' J:E Js ):
M, M1 Mz M3 M{ Mé ’”Ms

, . J o J, J JJ g
_ Z(__I)J3+J3+M1+Ml (2.]3, +l){ 1 2 3}( 1 2 3 )x

Y S Sy S \M M, My
Jo Ty
x| oboonr e (169)
Ml M, "M3

olarak yazilabilen bagka bir faydalh bagintiy1 elde etmis oluruz. Denk.(163) ifadesine ek
olarak Denk.(168) ve Denk.(169) ifadelerin kaynag: bagimsiz degiskenler olarak tiim m
degerlerinin alinmasinin avantajim ortaya koyar. Cesitli toplamalarda diger degerlere esit
olan m deZerlerinin bilesimlerini takip etmek olduk¢a zordur. 6j sembolleri ve 9j
sembolleri arasinda birkag ilging baginti da vardir. Semboller bir ¢ok hesaplamada

karsimiza ¢ikar. Bu semboller verilen problemin fiziksel karakteristiginden bagimsiz olan
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geometriksel bagintiiarin bir ifadesidir. Bunlarin tablolar halinde verilmis degerleri bir cok
uygulamada kullanilir. Denk.(153) benzeri iki yapili etkilesmelerin matris elemanlari
hesaplamak ig¢in bu semboller Racah tarafindan Onerilmistir [11]. Wigner tarafindan
Onerilen sembollerden bagimsiz olarak Racah'in onerdigi asil tanim 6j sembolleri ile

iligkilidir. Wigner, 6j semboliinii

N - . \
A i | B T2
W(jiTaisissisie) = (=) mtirn { A '.}} (170)

la Js s

olarak Onermigtir. W katsayilarimun, sahibi oldugu elemanlarinda 6j sembollerinden daha az
simetriye sahip oldugu agiktir. Bu gercek uygulamalarda bu katsayilarin kullanimini ¢ok
daha az kullamigh yapar. Daha sonra Racah kendisinin asil tammindan vazgecti ve
W(jiiis/ iaisie)'daki 6] sembollerini kullandi [13].

Denk.(163)'deki dort 37 sembolleri tizerinden toplam uygulanabilir [5,11] ve 3j

sembolleri elemanlarinca 6j semboli i¢in agik bir form{ilii saglar. Bu formiil

Jy, T, .. s W o <
i = AT, T)A, 1, 1A, 73)AT 7, 7)) %
v T T3

D D =Ty =T, =TI~ T, ~ Jy = )= fy =T, = 3)IX
X{@U—=Jy=Jy = TN+ o+ T, T, =, + j+J, + T, =)

X(j, + jy+J, + T, =01 171)

seklindedir. Buradaki toplam negatif olmayan faktdriyel fonksiyonlarin argiimanlarinin

bulundugu tiim t tamsay1 degerleri tizerindendir. A(/, /, /,) fonksiyonlari,

. . . . . . . . N
NG 7y )_ﬂ[(h + L =BG = J MR+ /3)!:\
2/3) = A
e (jy+ Jy + Js + 1)

ile tanimlanir.

Simdi Racah'in [11] onerdigi 6; sembollerinin bulundugu fiziksel probleme geri

donelim. Denk.(154)'de verilen 6zel durum igin Denk.(153) ve
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(03,020, IT () x T4 (21

oS04 T30 = [(2] + 102+ D@ +D] x

JooJ, J
x4 i Sy e | 79 e (e, | T4 s )
ko k, k

bagintisin1 kullandigimizda

T T, T
(i, oM [T (1) UP ()| 0T o3I ) = (=1) {Jﬁ . k}x
. 2 1

x (e, | T iy N, | U9 ey 73) (172)

genel sonucunu buluruz. Denk.(172) formiiliinde fizik, formiiliin sag tarafindaki
indirgenmis matris elemaninda vardir. A¢isal momentum ¢iftlenimlerinin geometrik
carpam1 6j sembolleri ile verilir. Bu geometrik carpan c¢esitli fiziksel problemlerde
kullanilabilen ilk toplamm genel bir fonksiyonudur.

Islemlerimize devam etmeden 6nce islemcilerin tensdr ¢arpimimun indirgenmis bir
matris elemanini hesaplamak i¢in 6j sembollerinin diger bir uygulamasini irdeleyelim.

[rdelenecek bu uygulama

TH2) =[T® Q=T @IP =3 (ke oo, | kil kic) T8 TS (2)

[SLY]

ifadesinde dikkate alman durumdan farklidir. Aynt sistemde ve diisiiniilen matris

elemanindaki islemlerin her ikisinde

(@ /M| T® xT¢)]

)

seklinde olan 7'® ve 7%’ islemcilerini dikkate alalim. Bu hesaplamada gerekli olan dort
3j sembolil vardir: Bunlardan birincisi k igin k; ve k, ciftlenimi, ikincisi Wigner-Eckart
teoreminden kaynakianan k igin J ve J' ¢iftlenimi ve digerleridir. o"J"M" li durumlarin tam

bir seti 7, K()k D veT, ,ffZ) arasinda onerildiginde Wigner-Eckart teoreminden ileri gelen k; icin J
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I

ve J" giftlenimi, k; i¢in J" ve I' ¢iftlenimi olmak {izere iki 3j sembolii vardir. Bunun bir

sonucu olarak tensdr ¢arpiminin indirgenmis matris elemant

<a Jn [T® XT(kz)](k)Uava> 2(_1)J+J‘+km0;'<a JIIT(kl)l|a,,J,,>x

x (T aJ>{]; ]f; ;}(173)

ile verilir. 7% ve U nin skaler carpimimin zel bir durumunda Denk.(173) sonucu

Lr7® 7 ®104r 7\ = C X
<aJ]}[T U™l Ua J> JRE+1D(2J +1)

e e dones)
seklinde indirgenir.

J kJ')

P T

<O(JM]' T’c(k)lav.]va> — (_I)J—M(

ve Denk.(133)"in birlikte kullamlmasiyla Denk.(174) ifadesinden skaler carpimin matris

elemanlarinin

<a JM|(T® -U<">)[a'JM> = 5}1—;—1- 3 (-7 <(x y T(““a"J") X
><<a"J"”U”"“a'J> (175)

ile verildigi anlagilir. 7™ ve U™ hermityen islemciler ise matris elemant

<a JM|T® . ® ]a'JM> = 'z_JL—[iJ@ J| T‘““a"J") <a'J” u® ”aJ> (176)

ile verilir.
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Denk.(150) ifadesinin dogrudan teriminde goriilen matris elemanina Denk.(172)

ifadesini uygulayabiliriz ve

(oo vty an=cor= LT OL) (e) am

sonucunu buluruz. Denk.(177)'de Denk.(150) veya Denk.(151)'deki k {izerinden alinan
toplamin nispeten sinirlandirildigr agikga goriiliir. Matris elemanlan i¢in var olmayan bir
katkimin bulunabildigi k'nin en yiksek degeri minimum olan (2j,2j") den daha yiiksek
degildir. Denk.(150)'deki agik terim radyal integraller ile ¢arpilmig Denk.(177) matris

elemanlarinin bir toplamidir.

k k

ifadesiyle direkt terimi elde etmek igin
(0 JJUP|ar)=1

ile tanimlanan birim tensdr islemecisini kullanabiliriz. Burada F* katsayilari

4
Fh = (GI0) G107 [ R GOR Y )vi o i, (179)

ile tammlanir. F* nin baska tarmmlarmn olduguna da dikkat edilmelidir. de-Shalit ve

Talmi'nin benimsediZi genel bir segim hemen hemenJ.Rf,j (BR:. (1) (1,7, )drdr,

radyal integralinin F ile gosterilebilir olmasidir [6].
Denk.(172) ifadesinin yardimi ile degis-tokus terimini hesaplamak icin ilk olarak
ciftlenme sirasimi degistirmek zorundayiz. Matris elemam tamimlama durumlarinm her ikisi

i¢in 1. niikleonun spini ve 2. niikleonun spini ile giftlesmelidir. Bu Denk.(124) ile verilen

bir fazi ortaya koyar ve degis-tokus terimindeki matris eleman
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@7 (MY, () - Y, () M) = (-1) o fl

o ()
-—«{’: ’ Z}(z‘lmuf)z (180)

i

bigimine sahip olmalidir. Denk.(180)'deki son esitlik reel indirgenmis matris elemanlar

durumuna uygulanan hermityen islemcilerin indirgenmis matris elemanlarinin
(0 1Oty = ()" (@ 7P| @)

bagintisindan ileri gelir.

Boylece Denk.(150)'deki degis-tokus terimi

P A A
“Z;G {/‘ k} (181)

]‘V
olarak ifade edilebilir ve burada Denk.(181} agcilimindaki katsayilar

4
2k +1

G" = () Ry ()R ()R (72) Ry (13l (182)

ile verilir. Denk.(182)'deki 6j sembolii,|j~ j{<k<j+ /' olan toplam igin var olan
katkilarin bulundugu k dizinini agik bir sekilde gésterir.

Degis-tokus teriminin Denk.(181) ag¢ilimi Denk.(178) a¢ilimu ile benzer degildir.

Direkt terim burada birim vektérlerin skaler c¢arpimiarinin lineer bir bilesiminden elde
edilebilir.

. o J . noJ . Nk
{’_ ! }=2<—-1)’+"”(2r+1){’., ! H’ ! }
i 7k . AN B N I A B ¢

= (1) 2+ 1){ / }< i IMp® () -u (2)| 70 ) (183)
r /
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sonucunu elde etmek icin Denk.(159) toplam kuralim kullamiriz. Degis-tokus terimi,

boylece diger iki yapilt etkilesimin dogrudan terimleri olarak ifade edilebilir

>t ® )-u® @) ' m) (184)
seklinde ifade edilebilir ve buradaki F** katsayilari
vk . j+ kAt ] ] 't t
FE=%"(-1) Qk+15 " . G (185)
t A |

ile verilir. Denk.(184) etkilesiminin genelde ]rl ——rzl nin bir fonksiyonu olarak ifade
edilemeyecegine dikkati gekmemiz gerekir.
Denk.(178)'deki F* ve Denk.(185)'deki F* katsayilarda Yi'nin indirgenmis matris

elemanlari, verilen j, j' 1i tek nlikleon hallerin durumlar arasindadir.

v Iy [CED@E D@ (1 k7
il (D\/ 4r (o 00

denklemi ise /, I' Ii durumlar arasindaki indirenmis matris elemanlarmin agilimini verir.
Indirgenmis matris elemanlarmin bu iki seti arasinda basit bir bagmnti olmalidir. Bu

bagintiy1 elde etmek i¢in tekrar

il i2 JIZ
J J JAN(J J J
Z(ZJH)(M12 i, MMM13 M, M] SEERCT
TM \ My My 13 24

Js Ju J
_ Z (71 72 sz}(is Ja J34](f1 /s Jn)(/:z I4 J24)
Ty Ny my m m, M}Z m; my M34 my My M13 m, my M24
1

ifadesine bakahm ve J=j, J'=j' bigimi i¢in J, =J] =—2—,J2 =1 ve J,=1" giftlenimi

durumunu bu denkleme uygulayalim ve 7 ifadesi k;=0 icin 1 olsun.
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<CZ1J1052J2J” [T(/ﬁ) (1) x 7 k) (2)](k)f

a;J;a;J;J'> = [(2J + 1)(2k + 12T +1)]" x

J, g, J
xdJ! T <a,J1“T("")Ha{J{><aZJ2]|T("Z) a;J;>
ko k, k

ifadesinin sag tarafindaki 9j semboliindeki elemanlardan biri sifirdir (k;=0) ve bundan
dolay: bu ifade Denk.(154)'e gére bir 6j semboliine indirgemedir. Bu tiir durumlardaki

genel sonug her bir bagimsiz 1 ve 2 sistemleri i¢in asagidaki sekilde formiile edilir:

<a1Jlo;2J2 b e WAV J’> = (=) T T DRT+) x

x <a2J2 “Tuc) iia:'zj; >{‘§2 JJ {{‘}5%&{ 8, 5 (186)
2

Benzer bir baginti, yalmzca 1 sistemindeki bir tensdr islemcisi igin birlestirilmis bir

sistemdeki indirgenmis matris elemanlar: i¢in elde edilir. Faz ¢arpani farklidir ve formiilii

<a1J1a2J2J

TO Wiy J30") = (<D JRT DRI +) X

'yt Jl '] J2
;) S a8 1oy (187)

o I

ile verilir,

Yi'nin indirgenmis matris elemanina Denk.(186) y1 uyguladigimizda, J, = J| = —; ,

} (188)

J, =1,J,=1', J=j, J'=j' degerlerini alirsak

1
<2’

ifadesini elde ederiz.

N —

o) R (|

it
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| (21+1)(2k nery 1ok
uran (1)\/ 0 0 0

ifadesi hatirlandiginda indirgenmis matris elemanin

, T ] o
<%: [jhy(k)”_;_[v ]-'> = (=)W 1(2 j+ D@ +D2+1)(2k +1)(21'+1) %

R 47
1
I kI .1
x[ ]172 (189)
00 0)|, p i

seklinde ifade edebiliriz. Denk.(189) ifadesinden Denk.(178) ve Denk.(184)'deki

toplamlarda goriinen k degerlerinde daha fazla bir smnirlanmanin oldugu anlasilir.

B~ 1 olmast halinde sifir olur. Bu nedenle

21+

Denk.(189) indirgenmis matris elemam (-1)
Denk.(178) direkt teriminde, yalnizca sifir olmayan k terimleri degerleri, (-1)*" =1 ve
-1*** = 1 'min bulundugu bu degerlerdir. k'mn bu degerleri cifttir. Diger bir degisle

BT — 41, vardir.

Denk.(184) degis-tokus teriminde yalnizca k ile ilgili degerler, (-1)
Denk.(189) ifadesi ¢ok basit bir bicime ¢evrilebilir. Bu ifadedeki 6j sembolii ve 3j
sembolliniin ¢arpimi i¢in Denk.(168) bagmtist Denk.(189) i¢in de uygulanabilir. Bazi 6zel

3j sembol degerleri kullanildiginda

Lok r ﬂ— [T+ (=)0 + DRI+ DT Pk 190
ooof'igf—_z'[ )R+ I )]é“é‘o()

ifadesine ulasiriz. Bu son ifadeyi Denk.(189)'da kullandigimizda, j ve j' i durumlar

arasindaki Y nin indirgenmis matris elemant i¢in baska bir baginti elde ederiz:

Tosmpl o\ _ oy ‘j(z j+1)(2k +1)(2 j'+1)
(3ol )= e

1 t i' k
LU+ DT 1 (191)
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Denic.(191) senucu, esasinda / ve [' den bagimsizdir. Ilgilendigimiz (-1)""* = 1

durumlarinda Yy indirgenmis matris elemani j ve j' nin bir fonksiyonu olup ve / ve [' den

bagimsizdir. m=j durumundaki x=0"h

167
Qﬁ”a/ s —er’Y,, (0,4)

islemcisinin beklenen degeriyle tanimlanan tek bir niikleon kuadrupol momentlerini

hesaplamak i¢in Denk.(191) ifadesine bagvurabiliriz. Wigner-Eckart teoremi ve

3j sembollerini kullandigimizda

27i-1

,
<—i~zjm 08| bim = i>=~

e<vy
2(7+1)

(192)

sonucunu elde ederiz. Denk.(192)'de Rn/, (r) ile carpilmis r*nin integrali <r*> ile

gosterilmistir.

Kuadrupol islemcisinin farkli iki duromu arasindaki matris eleman: bu durumlar

arasindaki elektrik kuadrupol gecislerin oranlarini belirler. Statik, dinamik ya da yiik

dagilminin ¢ok kutuplu momentleri gibi tanimlanan diger islemciler, diger elektrik

kuadrupol gegislerinin oranlarimi belirler. Simdi ge¢ls oranlarini saptamada kullanilan

cesitli islemcilerin matris elemanlarinin nasil hesaplanabilecegini gorelim.

Ji spinli bir durum ile J; spinli bagka bir durum arasindaki L mertebeli cok kutuplu

bir elektrik gecisin oran:

1
2J. +1

H

B(EL) =

<JS

i

‘ej"'iLYL ©.9 )“J‘>
e

(193)
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ile verilir. Buradaki e; niikleonlarin etkin yiikii ve e ise protonun elektrik yiikuidiir. Pratikte

tiim g6zlenen gegislerde yayinlanan fotonun dalga boyu niikleer boyutlarla kiyaslandiginda

cok bliyliktiir yani
w:*=E>>R (194)

dir. Bu ifadedeki AE, ilk ve son niikleer durumlar arasindaki enerji farkidir (¢ekirdek geri
tepme enerjisi gbéz ard:r edelim) ve R, niikleer yar1 captir. Uzun dalga yaklasiminda

Denk.(194) korundugunda birim zaman bagina gecis olasihif

e’ L+1

T(L) =87
ne L[QL+ D11

k> B(L) (195)

olur ve buradaki k dalga sayis1 Denk.(194) ile belirlenir.
Denk.(195)'deki B(L) indirgenmis gecis oram elektrik gegisler i¢in Denk.(193)
ifadesine esittir. Diger elekromagnetik gegisler gekirdegin statik ve dinamik magnetik

momentlerinden ileri gelir. Bu tiir magnetik gegislerin indirgenmis gecis oranlari

(q )
B(MI) = — *l‘—) L(L+1)x
2Jl.+lkmc

2 (196)

2
X Js Z’,}L_I{YLnl(Qigbi)x{ gli li +lgs,-si)} Ji

L+1 2

H

ile verilir ve buradaki m, niikleonun kiitlesi, g, ise i. niikleonun yoriinge g carpani ve g,

1. niikleonun spin g garpanidir. |
Denk.(193), Denk.(196) ve Wigner-Eckart teoreminden elekromagnetik
gecislerdeki genel secim kurallarimin varligi anlasilir. L mertebe ¢oklu elektrik veya

magnetik gecis asagidaki esitsizlik saglandiginda meydana gelir:

|, ~J|SL<J, +J, (197)
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Diger se¢im kurallar: ilk ve son durum arasindaki parite degisikligi ile ilgilidir. Elektrik
gecislerde parite degisikligi Denk.(193) ifadesindeki kiiresel harmoniklerin paritesi olan
(-D" 've esit olmalidir. Her hangi bir durumda /; veya s;'li davrams durumun paritesini
degistirmedigi i¢in magnetik bir gecisin parite degisikliginin (1) oldugu Denk.(196)
ifadesinden c¢ikarilabilir.

L=1 olan M1 gegisicri durumunda 'Denk.(l%)'daki islemci z (g ) +g,8,) ile
orantilidir. j yoriingesindeki n tane &zdes niikleonun jj-ciftlenim durumlarinda M1

islemcisinin matris eleman: Wigner-Eckart teoremine gére Z g = giz =g, d ile

: 1.. i,
orantihidir ve buradaki gj, j =7+ 5 icinveya j=[- Py icin sirastyla

_ 1
g ~g11+§g5

2 1
g; :—.Jj‘l*[gz{lﬂ)“—;gs]

ile verilir. Bundan dolay1 uzun dalga yaklasiminda 6zdes niikleonlarm j" diizenlenisinin her
iki durumu arasinda higbir M1 gegisi olmaz. Boylesi diizenleniglerin tiim durumlarinin g
carpanlart tek bir j niikleonunun g carpanlarina esit oldugunu gegerken vurgulamamiz
gerekir.

Burada tek niikleon durumlari arasindaki islemcilerin matris elemanlarim

degerlendirdik. Tek niikleonlu elektrik ge¢islerin indirgenmis oranlarini elde etmek i¢in

Denk.(191)1 kullaniriz ve

2

P R

B,ekp(EL)=—j—<2L+1>(2fs+1>{1 : ]w 52 (198)

-.71' —
2 2

sonucunu buluruz. Bu denklemdeki radyal integral

<rf>= _[Rni,li( (MR, (ryrtdr (199)
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ile tamimlanir. Ji=j;, J&=js've ek olarak asagidaki sartlar korunmadik¢a Denk.(198) oraminun

yok olacagin: unutmamaliyiz. Elektrik gecisler icin
V—i|<sL<l+1 (1) =1 (200)

olur.

Tek nitkleonlu magnetik gegislerin indirgenmis oranlarinm elde etmek i¢in ilk olarak

Denk.(196)'daki tens&r ¢arpimini

(Ly
g 1 \ g, (L) 1 g ) )
Y, . % I+—gs = Y, x +i—g ——=— Y, Xs 201
[ -1 ( 5 & j L-H[ 1-1 il zgs L+l[ 11 X8] (201)

yeniden yazalim. Bu ifadenin sag tarafindaki ilk terimin indirgenmis matris elemam
Denk.(173) ifadesinin kullanilmastyla elde edilebilir. Bu ifadedeki toplamda yalnizca

"=J=j; 1i ik terimin simirlandirildigina dikkat edelim ve bu durumda Denk.(191) ve

(o | T er' Ty = TG +1) 2T + D88

ifadesini kullamiriz. Denk.(201)in sagindaki ikinci terimde ciftlenim mertebesini

degistiririz ve s ile degistirilen 7% ve Yy, ile degistirilen 7% 'nin oldugu

<a1J1052J2 TN @)= (2] ua{J;a;J;J'> =[(2J + D2k + DRI+ x

JoJ, J
xdJ1 T <a1J1"T"“)“a{J{><a2J2”T(k2) a;J;>
ko k, k

ifadesini kullaniriz. Bu islemcilerin indirgenmis matris elemanlart Denk.(191) ile verilir.
Her iki indirgenmis matris elemaninin birlestirilmesi ile tek niikleon indirgenmis gecis

oranini
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L(2L + 1) I fit i+
B a0y = (L] ECEDL B oyt BT

x\/if(i;+1)(2if+1){L;1 ; {J}w{l i 1)[2; +DQRL+1)(2/, +1) x

i s /i 205
Loy
2
><<ISY1"11.>—12i Lo Jﬂ <rt>?(202)
1 L-1 L |
\ )

olarak buluruz. Denk.(196) indirgenmis orant J;=j;, J&=js'ye ek olarak asagidaki bagintilari
saglamadik¢a yok olur. Magnetik gecisler i¢in

I ~L|sL-1<L+1 (=Dt =1 (203)
yazilir.

Koseli parantezdeki ilk terimde Denk.(191)1 ve 6j semboliin a¢ik ifadesini

kullaninz. Ikinci terimdeki indirgenmis matris elemani icin

QI+Dk+D@ (I kI
el (D\/ 4 [o 0 o}

ve

sz 34 J J J J - z 7 12 Ju I3 4 J34 y
M, w M 2 ? 2 mmymym, \H Py My, \my my My,
le J34 J M3 Mo,

ifadelerini kullaniriz ve
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(—1- L )
2 2
I, I, L-1)|1 (L L L=ty
- li¢= oo L=
00 0 )2 0 0 o 2
l] L-1 L 1 1 L-1
L J ]
(1 .1 L
:ZI Is 3 Lo 7 N L7 i jx
'\m1 m, 0\ my m, ON\Nm my M

11 YL 1 L-1
x| 3 3 ' (204)
m, m, MM M' 0

dzdeslifi elde edilir. Bu denklemdeki sifir olmayan 3j sembolleri, m, = ii, m

=%

>

[

4

my =-m,,my =-—m, ve M =-M" deferlerine sahip olmak zorundadir. Bu nedenle, sifir

olmayan katkilarla birlikte Denk.(204) ifadesinin saj tarafindaki terimler yalnizca

_ _ _ _ 1 T AT 1Y . _ F _ 1
m=my =-, mz—m4———;(M———1,M-—1), m=my; =—=, m, =m, ==

2 2

*

M =LM'=-1); mlzi, m3=—i, m2:-—1-, m4:§ (M =M'=0) ve mlz—»-l—

—
—

My =, By =, = ——% (M = M'=0) degerlerine sahiptir.
Simdi 3j sembolleri arasindaki bir bagmtiy: kullanalim. Denk.(120) tekrarlama
bagintisinda m, =m, = —% olarak dikkate alir ve sonucu 3j sembollerince ifade ederiz.

Elemanlarim kiigiik bir yeniden diizenlenisinden sonra su bagintiy: elde ederiz:

A L @ienen oyl Y (205)
Lo = - +Q27 D),
> 5 Y iU+ ] @/ ; 5 0

Simdi bu bagmtry1, 3j sembollerinin simetri 6zellikleri ve bunlarin bazi gercek degerlerini
kullanabiliriz. Denk.(203) se¢im kurallarmi goz oniine alarak Denk.(202) ifadesi i¢in
agagidaki ifadeyi elde ederiz:
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2 o ) I
' , LRL+1) 127, +D)(2/], +1 i s
Bzekpar_(ML)': .3_] ( : )__( / X ) g, 1 1 gy
mc; 2j,+1 4 4r L L+1{ S —3 0

<((J,+ J, + L+ + L= i), + L= i) + i L+ +
.
1 g i s 1 (f2)+li~j gy Y2+~
+ g, ——— L+-{(-1 T2 D)+ (-1 s x

x (27, )0 <rt? > (206)

Bir tek niikleonlu magnetik gecis i¢in ilging bir durum L =l Ji— s

oldugundaki

durumdur. Bu en seri orara sahip olan gegistir. Eger j; ve jsnin daha blyiglnt j> ile ve

daha kiictiginii j< ile gosterirsek L = j —j. ifadesini yazabiliriz. j, =1 *+ ve

2

. ) . . L . .

j.=Il.%f- 'min tim olas1 bilesimlerinden L-1=/ -/ durumunun bulundugu
2

L+, jo=1 ~§ ifadelerinden yalmizca biri Denk.(203) se¢im kurallan ile

2

j» =1
tutarlidir. Bu durumda Denk.(206)'daki ilk terim, bu terimdeki (L —1< ] i — /’SI) sifir olan

3j semboliinden dolay: yok olur. Bunun sonucunda indirgenmis matris elemant

? 2
B, (ML) = ..’J._] L, g J4EELD,
2me 2 L+1 4

i 0o L 2 L1 2
x(2j,+D 1 0 <rT > (207)
2 2

ile verilir. Tek proton gegisleri icin bu denklem kuilanir ve B(ML) 6nceki ifadelerinde

protona has -;gs =2.79, g, =1 sayilarnin yerlerine yazarken, tek notron gegisleri i¢in de

bu sayilart -;— g, =-1.91,g, =0 olarak aliriz. Niikleer magnetonun karesindeki ¢? carpam

Denk.(195)'de ve (n/2mc)” carpam da Denk.(207)'de agik¢a ortaya ¢ikmaktadir. Bunlar
B(LM)nin diger ifadelerinde de vardir.
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Simdi iki niikleonlu dalga fonksiyonlarina ve matris elemanlarina geri donelim.
Aymi yoriingeli iki niikleonun durumu n'=n, I'=l ve j'=j'i 6zel bir durumdur. Bdylesi 6zel

bir durumda T=1'li

1

Wi, o (L2) = ﬁz</m f'm'l ]'j'JM>><

mm'

XY i DY e (D DY 1 (DY e DI,

dalga fonksiyomu, Clebsch-Gordan katsayilarinin Denk.(125) simetri 6zelliklerinden dolay:
tek J degerleri i¢in sifir olur. J'nin ¢ift degerli durumlarinda dalga fonksiyonu yok olmaz

fakat uygun bir sekilde normalize oldugundan yukaridaki dalga fonksiyonundaki koseli

parantezlerinin sadece ilk terimleri alinmali ve 2 carpami ihmal edilmelidir. T=0
durumlari i¢in yalnizea J'nin tek degerlerine sahip olan bu dalga fonksiyonlar sifir olmaz.
Ayrica bu durumdaki normalize dalga fonksiyonlart bu dalga fonksiyonundaki koseli
parantezdeki ilk terimlerinin korunmasi ve V2 carpaninin ihmal edilmesi ile elde
edilebilir. Her iki durumda da bu tiir durumlar arasindaki iki yapili bir etkilesimin matris
eleman1 yalnizca Denk.(178) direkt terimine esittir. Degis-tokus terimi, bu durumda direkt
terime esittir fakat degis-tokus teriminin katkisi yukaridaki dalga fonksiyonunun farkli
normalizasyonundan dolay: igerilmemelidir [14]. |

Denk.{146) basit etkilesimi yalnizca iki nilikleon arasindaki uzakliga esittir. Daha
karmagik etkilesimler nilikleonlarin 6z spin vektSrlerinin fonksiyonlarnidir. Bu tiir
etkilesimler niikleonlar arasindaki Coulomb itmesinin bulundugu asil etkilesimin oldugu
atom spektroskopisinde meydana gelir. Bunlar elektronlar arasindaki magnetik spin-spin
etkilesiminden ileri gelmez. Etkilesimdeki boyle terimler dalga fonksiyonlarinin
antisimetriliginden kaynaklanmaktadir. Niikleer fizikte Denk.(146)'ya benzer bilinen
etkilesimler ile beraber degis-tokus kuvvetleri kullanilir. Bunlardan biri olan spin degis-
tokus etkilesimleri iki niikleonun S spin degerine agik bir bicimde baghdir. S=1
durumlarinda potansiyel VIQr1 "“’”zl) olmasina karsin S=0 durumunda VOer -7, [) 'dir. Bu
tiir bir etkilesme simetrik durumlarda (S=1"i durumlar) +1 6zdegerine sahip olurken
antisimetrik durumlarda (S=0'l1 durumlar) -1 &zdegerine sahip olan P spin degis-tokus

islemcisi ile ifade edilir. Bu ifade
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1 1
V(,2)=—( + B, (ir = n|)+ S -2V, )

—Uli=n+ i -n e r o l-n)-nl-n eon

seklinde olur.
Spin degis-tokus islemcisi iki niikleonun s; ve s, spin vektdrlerinden acik bir

bicimde
PE =11+ 45,5,) (209

seklinde olugturulabilir. Spin degis-tokus islemcisinin &zelligine sahip Denk.(209)

islemcisini dogrulamak igin islemci 6zdesliginden yararlaniriz:
2 2 2 3
2(s; -s,)=(s, +5,)" —8; —8; :S(S+1)——2~ (210)

Bu son denkiemden 2(s, -s,) ifadesinin S* =(s, +s,)” kosegen olmasi halinde kdsegen

oldugunu gériiriiz ve S=1 icin 2(s, -s,) ifadesinin dzdegeri 2-—%——-1 ve S=0 i¢in ise

—% 'dir. Bu nedenle Denk.(209) ifadesinin 6zdegerleri sirasiyla +1 ve -1 dir.

Denk.(208) ifadesindeki A 'nin Denk.(209) ifadesini kullandigimizda bilinen
(3V+Vo)/4 etkilesimine ek olarak (s, -s,) V{1, —7,|) bicimine sahip baska bir etkilesimi
de elde ederiz. Boylesi etkilesmeler ¢esitli teorilerden meydana getirilebilir.
Denk.(146)'daki gibi uzaysal kismi1 agarsak Y,(1)-Y,(2) skaler ¢arpimlarindaki agilimim

bu etkilesme icin elde ederiz. Bu ifadeyi spinlerin skaler carpimlan ile g¢arparsak k.

terimdeki ¢arpimi

(s;-8,) (Y, (D) Y, (2)) (211)
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seklinde buluruz. LS-ciftleniminde Denk.(211) ¢arpimimin matris elemanlarn kolayca
hesaplanabilir. jj-¢iftleniminde ilk olarak, bu ifadeye Denk.(172)'yi uygulayabilmek i¢in
bir bigime doniistirmek zorundayiz. Bu doniislim birinci durumda J; ile ilgili olan
indirgenemez bir T¥(1) tensdr bigimi icin s; spin vektorii Yi(1) ile ciftlenmesi ile ikincisi
T(r)(Z) bicimi icin s; spin vektorli Yi(2) ile ¢iftlenmest ile yapilir. Bu giftlenim degisikligi

donlisiimi sayisal ¢arpanlarin disinda Denk.(155) ifadesi ile verilir. Bu nedenle

(s;-s,) (Yk DY, (2) = Z([51 XY, (l)](r) [s,- 7, (2)](r))("1)k+r+l (212)

sonucunu elde ederiz. Bu denklemdeki toplamda r nin miimkiin degerleri r = k-1, k,
k+1'dir. Denk.(212)'deki skaler ¢arpimlarin matris elemanlarinin degerlerini bulmak i¢in

Denk.(172) genel formiliint kullaniriz. Hesaplanan indirgenmis matris elemanlar

1
= 1
2
<—;—1j[l[s><>’k1“>§gz' f'>=ﬁif+1><2r+1)<2f+1>-;— r f'><§lls|li><l}tYklll‘> 213)
1 k& r

olarak verilir. s nin indirgenmig matris elemant

<a J!

F o' Iy =T +1) 2 +1)8 08 1

bagmntisiyla /3/2 olarak ve Yy'min indirgenmis matris elemant

N |@QEEDQ@E+DRINY) (L BT
()= 1)\/ A (0 ; OJ

ifadesiyle verilir.
Niikleonlarn spin etkilesimine bagli daha karmagik etkilesimler merkezi olmayan
etkilesmelerde goriiniir. Denk.(146) ve Denk.(208) etkilesimlerin her ikisi spin

degiskenlerinde ve uzay koordinatlarinda skalerdir ve merkezi etkilesimler olarak
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adlandiritir. Tum kabul edilebilir iki yapili etkilesimler toplam acisal momentuma gére
skaler olmak zorundadir. Bu tiir skalerler spin vektorlerinden olusturulan bir tensoriin ve
bilinen uzayda aym mertebeli bir tensoriin skaler carpimlari olarak olusturulabilir. s; ve s
spin vektérleri ranki k=0,1,2 olan indirgenemez tensorler olusturacak sekilde
birlestirilebilir. k=0 durumu yukarida irdelenen merkezi etkilesmelere karsilik gelir, k=111

merkezi olmayan etkilesimin bir 6rnegi karsihiklt spin-y&riinge ile verilir.
((s,-8,)-Lyp) VSip—l’ar.qrz "rzl) (214)

Buradaki Ly, r1-rp bagil koordinatlar ile ilgili acisal momentumdur, yani
. _
L, =—2~(r1~r2)><(pl~p2) (215)

ile verilir. Bu durumda ise Vi, v (lr1 ~r2[) ifadesinin agilim ile baglayabiliriz ve j; ve j,

i
ile iliskili olan indirgenemez tensdr islemcilerinin skaler ¢arpimlarinin lineer bir birlesimi
olarak Denk.(214)"1 elde etmek i¢in ¢iftienim degistirme doniiglimlerini kullanabiliriz. LS-
¢iftlenimindeki durum asagida goriildigi gibi ¢ok daha basittir. Bu semadaki Denk.(214)
ifadesinin matris elemanlari hesaplamak ve bu durumda jj-ciftlenimine doniistim yararhdir.

Bununla birlikte, etkilesimlerin spinlere bagli karmagikhigi k=2'nin bulundugu
tensor kuvvetleri ile ortaya koyulur. Boylesi etkilesimler iki magnetik dipol (iki kutuplu)
arasindaki etkilesimi ifade eden elektrodinamikte olur. Atomik elektronlar arasmndaki bu
magnetik etkilesimler 6nemsizdir fakat ¢ekirdekte, niikleer etkilesmelerden meydana gelen
tensdr kuvvetleri ¢ok 6nemli bir rol Ustlenir. Bu tensdr kuvvetlerinin etkisi ilk olarak
detdronda g&zlendi ve o zamandan bu yana inceleme konusu olmustur. Tensor

kuvvetlerinin alisiimis bigimi

(s, - (=) -(s,(n—my)) 1 (]7 Fl)

]r — lz ~~?;(s1 ) [ VAl — (216)
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ile verilir. Spinlerdeki bir k=2 tensorii ile uzay koordinatlarinda bir k=2 tensoriiniin skaler
carptmuinin reel oldufunu dogfrulamak icin bu son denklemdeki vektoérleri yeniden

ciftlendirelim. Denk.(212) ifadesini kullandigimizda

RGNS R GCET I EX (R XSz](z) fn —n)x(y ”7'2)](2))’

~({s, stlm A =) x(n —rz)](l))"" (Ls, XSz](O) 1 =) x(n "7'2)](0)) (217)

sonucuna ulasiriz. Bu son ifadenin sad tarafindaki ikinci terim, vektor bilesenlerinin sira

degisimli olmasi halinde bir vektdriin kendisi ile vektSr carpimi sifir oldugu i¢in yok olur.
En son terimin {rl —r2§2 ile boliinmesiyle Denk.(216) ifadesinin skaler olan ikinci terimi
kolayca iptal edilir. Boylece Denk.(216) bagintis: yukarida ifade edilen doniigtim
Gzelliklerini gercekler. Ayrica, bu durumda Denk.(146) ifadesindeki V(jr1 "”2!) icin
yukarida uygulanan Y, (1) veY,(2)'nin skaler carpimlarimin lineer bir bilesiminde
v, (]r1 ~r2D agilimm  yapabilmek de miimkiindiir. Bu durumda [Y,(1)xY,(2)]?
bigimindeki ¢arpimlarin lineer bir bilesimi olarak [(r, —7)x (1, —7,)]? (Y, (1)-Y,(2)
ifadesini agmak olasidir. Bu yapildiginda ([s, x ¥, ()] - [s, x V.. (2)]”)  bicimindeki
skaler ¢arpimlarm bir bilesimindeki ([s, x5,]% - [Y, () x Y,.(2)]”) skaler carpimlarimin
¢iftlenimleri degistirmede Denk.(155)1 kullanmak miimkiindiir. Ayrica bu durumda LS
ciftlenimindeki matris elemanlarin hesaplanmasi ¢ok daha kolaylasir. Simdi bu ¢iftlenme
diizenindeki iki yapili etkilesimlerin matris elemanlarin: irdeleyelim.

Yukarida dikkate alinan Denk.(146), Denk.(214) ve Denk.(216) etkilesimleri
niikleonlarn 6z spinlerindeki k rankhi (k=0,1,2) bir T® tensorinin ve uzay

koordinatlarinda aymi ranka sahip bir W ® tensoriiniin skaler carpimidir. LS-¢iftlenimi igin

Denk.(172) ifadesini uyguladigrmizda

(sl ad=co i NNl e

sonucunu buluruz. Spin islemcisinin indirgenmis matris elemani k=0 i¢in Denk.(172) ve

k=2 i¢in
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ile verilir. k=1 durumunda Denk.(214)'deki spin islemcisinin indirgenmis matris elemani
direkt olarak

(@] 3 ') = JTG+D @T 418008 17

denklemi ile verilir. Gergekte k=01 merkezi bir etkilesme durumu bile daha basittir.
Denk.(208) ifadesindeki FS ifadesini (1) ile degistirebiliriz. W® tensoriiniin matris
elemanlar: da benzer sekilde hesaplanabilir.

Potansiyelden bagmmsiz ahisilmig bir spin durumu dislinelim. Bu durum spin
islemcilert  icermediginden uzaysal donmeler altinda skaler olmalidir. Béylece L'nin
bilesenleri ile sira degisimlidir. Bundan dolay1 ve k=0 i¢in Wigner-Eckart teoremiyle uyum
icin, aymt L degerli durumlar arasinda var olan matris elemanlarina sahip olabilir.
Denk.(208) veya Denk.(212) ifadeleri gibi ¢ok genel merkezi bir etkilesim aligilmis uzayda
bir skaler ve spin ile ilgilide bir skalerdir. Bu nedenle spin durumlarini da igeren
etkilesimin LS3-¢iftlenimi dalga fonksiyonlar1 arasinda var olan matris elemanlar1 L ve S

nin her ikisinde de k&segendir. Bu tiir bir etkilesimin matris elemanlari, Denk.(218)

ifadesinde k=0, S'=S ve L'=L alinmasiyla

\/(2S+11)(2L+1) (s el ) 219)

seklinde elde edilen bir bagmt: ile bulunur ve bu bagintt J den bagimsizdir. Ek olarak

kticik merkezi olmayan etkilesimlerin varhgmda aynt S ve L'li tlim durumlar ve
{S—L(ZJ > S+ L sartint saglayan J'1i durumlar hemen hemen dejeneredir. Boylesi

durumlar bir g¢okluktur. Ayrica LS-ciftleniminde simetrik ve antisimetrik durumlar

arasindaki matris elemanlart uzay koordinatlarinda bilinen bir potansiyel etkilesimin
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simetrisinden dolay: yok olur. Denk.(219) ifadesinden LS-¢iftlenme diizenindeki her bir
merkezi etkilesmenin kosegen oldugu goriiliir. Denk.(218)'de k=1 ve k=2'li merkezi
olmayan etkilesim durumunda bile kdsegen ve kdsegen olmayan matris elemanlarinin basit
bir bigimini varsaydik. jj-¢iftienme diizeninde tek niikleon spin-yoriinge etkilesimleri
kosegendir. Niikleon-niikleon etkilesimleri jj-¢iftlenme diizeninde kdsegen olmayan matris
elemanlarina sahiptir. Eger niikleonlarin karsilikli etkin etkilesimi spin-yOriinge siddetleri
ile biiylik dl¢lide kargilagtirilirsa jj-¢iftlenim diizeni yariima egilimindedir ve LS-¢iftlenimi
limitine daha yakin hareketli dalga fonksiyonlari olusturur. Deneysel verilerden jj
¢iftleniminin ¢ekirdekteki yaygin ¢iftlenme diizeni oldugu goriiliir. Bununla birlikte, belirli
durumlarda karsihikh etkilesmeler jj-¢iftlenimi safligindan 6nemli ayrilmalara neden olur.
Deneysel veriler jj-¢iftlenimi saflifindan ayriimalara neden olan durumlarin jj-¢iftlenimi
limiti olan daha yakin durum ve daha yiiksek izospini gibi etkenlerden bazilarini agsagida

tanimladik.
TT* =TT =T =1 +)-MP WD +1) =TT +1) - MO M

Durumlan arasindaki bu ectkilesmenin matris elemanlart jj-¢iftlenimi  igin
yukaridaki uyarlamaya benzer bir yontemle elde edilebilir. Bu etkilesimin matris

elemanlar: asagidaki bagint: ile verilir:
[ @, V{n =)@ = (WALM LI LM, ) = (WL LM [P LELM ) (220)

l ve I' niin 1 ve 2 indisleri bu agisal momentuma sahip 1 veya 2 inci niikleonun
durumlarina igaret eder. Boylece bu matris elemanlar: dogrudan ve degistirme terimlerinin
lineer birlesimleridir. Toplam dalga fonksiyonu tamamen antisimetrik olmalidir. Bu
nedenle, dalga fonksiyonunun spin-izospin kismi antisimetrik ise bir + igareti Denk.(220)
ifadesinde goriinir. Bu ifade simetrik spin fonksiyonu (S=1) ve antisimetrik izospin (T=0)
veya bunun tersi olan yani S=0 ve T=1 durumlar i¢in meydana gelir. Denk.(220)'de
goriilen - igareti spin-izospin kisminin simetrik oldugunu ifade eder ve boylesi bir durum
da S=1, T=1 veya S=0, T=0 i¢in olusur. Bu sekilde ¢esitli spin-izospin durumlarindaki

Denk.(220) matris elemanlarini
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(WG LM LB LM ) = (=D (LI LM, PLELM ) =

C=QULM LM ) - (DT LM P M) (221)

olarak ifade edebiliriz. Son esitlikteki degistirme teriminin sag tarafindaki ¢iftlenme dizini
Denk.(124) ifadesine gore degisir. Bu Denk.(172) ifadesindeki terimleri burada

kullanmamizi miimkiin kilar.
Denk.(146) ve Denk.(2.49)'a gore V(jrl ——rz]) ifadesini a¢tifimizda direkt terimler

icin

(UM o, ) = Zzz
k

A P

t

e
jRnl\I nl(’ )Vk(rl’rZ)drId72 ZF ( 1)I+I L(

L222
A k()

sonucunu e!de ederiz. Benzer olarak degistirme terimi

| I I' L
(—1)'+I+L<l ZILML’VV I"LM > }I; ,+1<“ kl’ > (1 I J

[ ' L
x jRnl (R, (7R, (15)R, (1), (1.7, )dndr, = Z G* (1 I kj (223)
x

bi¢imine getirilebilir.

Ayn1 n'=n, ['=] yoringesinde iki durumlu 6zel bir durumdur. Clebsch-Gordan
katsayilarinin  Denk.(125) simetri 6zelliklerinden dolayr L'nin ¢ift degerli durumlarn
simetriktir ve S=0, T=1 veya S=1, T=0 spin-izospin durumlarmna sahipken L'nin tek degerli
durumlart antisimetriktir ve S=0, T=0 ya da S=1, T=1 spin-izospin durumlar ile

carpilmalidir. Her iki durumda da
T T =T~ -T° =TT +)-MP M + ) =TT +1)-MP M

ifadesinin k&geli parantezlerindeki yalnizca ilk terim korunmalidir ve V2 faz carpant

ihmal edilmelidir. Bundan dolay: her iki durumun matris elemam direkt terime esit olur.
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Denk.(222) ve Denk.(223)deki F¥ ve G* gosterimleri agihmun katsayilar icin
kullanilir. Denk.(179) ve Denk.(182) ile karsiastirildiginda buradaki katsayilarin
kullanilan ayni gosterimin bulundugu jj-¢iftlenimindeki katsayilara esit olmadig goriiliir.
Daha az bir dikkatle bu tiir bir diizensizligin olugmadig1 ve bdylesi bir dikkatle daha fazla

semboliin 6nerilmesine gerek kalmadan uyumun daha fazla karsilandigi goriiliir.
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1.2.3. iki Niikleonla Dalga Fonksiyonlari: 9j Sembolleri

Bir merkezi potansiyel kuyusunda bagimsiz olarak hareket eden niikleonlarin

durumlar1 genel olarak biiytik dejenercliklere sahiptir. Kapali kabuklar durumunda toplam
acisal momentumu J=0 olan bir tekli durum vardir. Ayrica kapal kabuklarin disindaki tek
niikleonlu durumlar bu tek niikleonun durumlarina esit iyi belirlenmis spinlere sahiptir.
Kapali kabuklardaki eksik bir nikleonun bulundugu durumlar igin de bu aynen gegerlidir.
Kapali kabuklarin disinda birkag nilikleon oldugunda Pauli prensibi tarafindan izinli olan
bir kég durom vardir. Hamiltonyen, merkezi kuyuda yalmizca nitkleonlarin kinetik
enerjisini ve potansiyel enerjilerini i¢erirse bu durumlarin tiimii dejeneredir. Her hangi bir
niikleer seviye semasina bir bakis dejenerelikten uzak enerji seviyelerini agik¢a gosterir.
Merkezi - potansiyel, nikleonlarin karsilikli  etkilesmelerinin  yerine tamamen
gecemeyeceginden bu sasirtict olmamalidir.
Niikleonlar arasindaki artik etkilesmelerin va:rhgg bu dejenereligi kolayca ortadan
kaldirir. Bu artik etkilesmelerin sekli kullamlan modele sikica baghidir. Basit bir
yaklasimda bunlar, uzay koordinatiarnm basit fonksiyonlari ve niikleonlarm spin
degisiklikleri olarak betimlenirler. Daha kapsamli teorilerde artik etkilesmeler,
hesaplanabilir olarak verilen bir diizenleniste yalnizca matris elemanlarmin bulundugu
oldukga yiiksek yerel olmayan islemcilerdir (g-matris). Bu matris elemanlarint
belirlemenin en giivenilir yolu dogrudan deneylerdir. Bu kesimde, genel bir iki yapili
etkilesme tarafindan belirlenen kapali kabuklar disindaki iki niikleonlu dalga
fonksiyonlarimi gorecegiz.

Merkezi bir potansiyel kuyusundaki iki bafimsiz parcacikli  durumlar

¥ (DY 1, (2) dalga fonksiyonlarimin garpimi olarak olusturulabilir. 1 ve 2 indisleri uzay
koordinatlar: ve iki niikleonun spin degigikliklerini simgeler. v, (2)y ;1,,(1) durumu

merkezi alanda aym enerjiye sahiptir. Iyi bilindigi tizere, niikleonlar &zdes olsa da bu
bagimsiz bir durum degildir. Pauli prensibi niikieonlarin spin degisikleri ve uzay
koordinatlarinin degis-tokusu altinda antisimetrik durumda olan dalga fonksiyonlarini ifade

etmektedir. Bu durumlarin normalizasyonu

1
E (‘/f jm (1) '4 J'm' (2> “Yim (2) 14 jir! (1)) (224)
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ile verilir.

Niikleonlardan biri proton diferi nétron ise bu bafintiyr olusturmada bir éncelige
gerek yoktur. Bununla birlikte bu, belirli simetrik durumlarn olusturmada ¢ok faydali
olacaktir. Bu, proton ve ndtronun Kkiitlelerinin hemen hemen esit olmasi ve niikleer
etkilesmelerin yiikten bagimsiz olmasindan kaynaklanmir. Protonlar arasindaki Coulomb
itmesinden baska ayni durumdaki iki proton, iki ndtron ve bir proton ve bir nétron
arasindaki niikleer etkilesim aymdir. Bu niikleer fizikteki en giighi simetrilerden biridir.
Ayni kapali kabuklarnn disindaki bir nétron ve bir protonu disiinelim. Coulomb

enerjisinden bagka (ve kiigiik proton-nétron kiitle farks) iki durum
V//m (iﬁ)W/'m(zv)? v,fm(zi./)l!/f'm'(ln) (225)

merkezi potansiyel kuyusunda aym enerjiye sahiptir. 7 ve v alt indisleri sirasiyla
niikleonlarin proton ya da nétron oldugunu gosterir. Simdi yikten bagimsiz artik
etkilesmeler dikkate aliursa bu durum diizenlenebilir. Tki durumda da etkilesmenin
kosegen elemanlart birbirine esit olacaktir. Bu iki durum arasinda etkilesimin sifir olmayan
bir matris elemani olur. 2x2'lik etkilesme matrisinin k&gegenlestirilmesi Denk.(225)
durumlarinin lineer bir birlesimi olan dzdurumlan verir, 1ki 6zdes niikleon durumumda

ayni durumda olan proton ve nétronun ayn: durumda bulundugu bir lineer birlesim vardir.

Bu antisimetrik bir durumdur:

—j;_—(w @V e @) ¥ @Y (1) (226)

Denk.(226) durumlart arasindaki yiikten bagimsiz etkilesmelerin matris elemanlan
Denk.(224) durumlar: arasindaki matris elemanlari ile ayndir.

Denk.(226) bagintisi i¢in orthogonallik durumu

Wm0V )V Y 1) 27)

simetriktir. Ozdes iki niikleon bu denklemdeki gibi bir durumda olmayabilir. Bu nedenle

Denk.(227) ifadesindeki durumlar arasinda sifirdan farklt olan matris elemanlari
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Denk.(224) ya da Denk.(226) durumlar arasindaki matris elemanlarina esit olmak zorunda
degildir. Her hangi bir yikten bagimsiz etkilesim Denk.(226) ve Denk.(227) durumlar
arasinda sifir olan matris elemanlarina sahiptir.

Gligli niikleer etkilesmelerin yiikten bagimsiz olmas: ve kiiclik proton-n&tron kiitle
farkindan dolay1 ayni pargacikli(niikleonlu) iki durum olarak proton ve ndtronu diisiinmek
uygundur. Nitkleonun iki durumu protonun +e elektrik yikii ve ndtronun O elektrik yiki
olmasindan dolayr farklidir. Magnetik momentler gibi diger farkliliklar, gliclii niikleer
etkilesmeler tarafindan niikleonlarin 6z durumlarimi etkilemez. Bu Pauli spin matrisi
Ozelliklerine dayanan durumu tanimlamada kullanilan sik bir yoldur. Siitunlar tarafindan

tanimlanan proton ve nétron durumlarinin bulundugu iki boyutlu yiik uzaymnin bir 6zetini
1 , .. 0 . .
My = [OJ ; (bir proton i¢in) , 77y, = (J ; (bir ndtron i¢in) (228)

seklinde veririz. Bu durumlar iki bilesenli spinorler olarak diistintlir ve alisilmis spin

benzesiminde {i¢ matris

01 0 —i 1 0
TI:L‘ o, ° 270 o)  Tlo -1 (229

olarak verilir. 2 ile boliinen bu matrisler agisal momentumun sira degisim bagntilar: ile

uyumludur. Bunlar izospin matrisleri olarak adlandirilir (izotopik spin ya da izobarik
spinin kisaltilmis hali). 1, 2 ve 3 indisleri alisilmig uzayda bir vektér olmayan t=~l—'c
izospin vektoril gergegini vurgular. Proton durumu t3'nin +1 6zdegerine ve nétron durumu
da t3'nin -1 6zdegerine aittir. Nitkleonun yiikii ~;‘(1 +1,) ifadesine gore verilir. Isaretlerin

bu secimi temel pargacik teorisinde kullanilir [6,15]
Yiikten bagimsiz bir Hamiltonyen niikleonlarin toplam T izospininde bir skaleridir.
Béylesi Hamiltonyenler T (T+1) dzdegerine sahip olan T ile karakterize edilir. Protonlar

ve ndtronlar yalmzca bagil sayilarla farkli olduklarmdan verilmis T degerli 6zdurumlar ve

Mi'nin farkls degerleri, 6zdegerlere esit olmak zorundadir (M, = ~;—(Z ~N)).
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1 1 : e . . .
t® :ETO) ve t¥ =—7~r(2) ile verilen iki niikleonlu izospinler toplam bir T

izospini verecek sekilde ciftlenirler. Bu durumda T%nin dzdegerleri, T=0 ya da T=1'i
T(T+1)dir. T=1'H izospin durumlar Denk.(125)'e gore yiiklerin degis-tokusu altinda
simetriktir oysa T=0"l1 durumlar antisimetriktir. Gergekten iki protonun izospin durumu,
T#1 durumunun My =1 bileseninin oldugu 7,,(1)n,(2) durumdur. T =1 ve Mr =-1'
durum, iki nétronun izospin durumudur. T=1 ve Mt =0 durumu bir proton ve nitronun yiik
degisikliklerindeki simetrik bir durumdur. Bu durum, Denk.(224) i¢in ayn1 uzay ve spin
durumu olan Denk.(226) antisimetrik durumuna karsilik gelmek zorundadir. Denk.(225)
simetrik durumu My =0 izospin durumuna karsihiktir fakat T=0'a sahiptir. Bundan daha
sonraki durum iki proton ya da ndtron durumuna karsilik gelmez.

Boylece izospin dediskenlerinin kul:anilmas: genellestirilmis bir Pauli prensibini
tanimlar. Iki niikleonlu durumlar uzay koordinatlarinda, spin degisikliklerinde ve izospin

(ya da yik) degiskenlerinde tamamen antisimetrik olmak zorundadir. Denk.(224) ve

Denk.(226) durumlary, simdi
1
‘ﬁ[w i OV e (D) = W DV e (DM pr, M1=1,0,-1 (230)

olarak ifade edilmelidir ve Denk.(227) ifadesi ise

1
:/75[1// jm (1) L4 /"m'(z) + 14 jm (l) ['4 j'm' (2)]77T=0,M.,=0 (23 1)

olarak yazilmalidir. Bu son iki denklem ile verilen izospin durumlarina uygun Clebsch-

Gordan katsayilarini da

M= = My2 Oy (2) My, =1 = N-y2 (N2 (2)

Nr=ti,=0 = :/}—“2— (12 DM_y2(2) + 732 (D (1) (232)
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Sekil 2. A=19 cekirdeklerinde T=1 izospinine karsilik gelen enetji seviyeleri
(MeV cinsinden) [5].
ve
1
Mr=0,m,=0 = “ﬁ (2 <1)77-1/2 2) - 2 (2)77—1/2 ) (233)

olarak yazariz. Niikleer Hamiltonyenin ylikten bagims:zliginm basit bir kaniti ve izospinin
yarari sekil 2'de gosterilmistir. T=1 ve My =-1,0,1'1 "*O'nin kapali kabuklarindaki iki

bosluga karsiik gelen durumlar 3O, %N, ve '¥C, ¢ekirdeklerinin  spektrumunda

gosterilmistir. Protonlarin bazt ortalama Coulomb enerjileri, bu durumlarin enerjilerinden

cikarildi. Bu Ui¢ cekirdekteki T=1 seviyeleri arasindaki yaklasik esit mesafeler

gosterilmistir. Coulomb enerjisi protonlar tarafindan isgal edilmis yoriingelere baghidir ve
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bundan dolay: da bazi seviyeler elekirostatik itme nedeniyle diger seviyelerden daha ¢ok
yer degistirir.

Hem dalga fonksiyonlarmin carpim: hem de onlarin Denk.(231) ve Denk.(230)
simetrik ya da antisimetrik versiyonlart yalnizca merkezi potansiyel kuyusunu igeren
Hamiltonyenin 6zdurumlandir. Bunlar artik etkiiesmelerin 6zdurumlart degildir. Bu
etkilesim donmeler altinda defismez kalir ve bu yiizden kinetik enerjileri ve merkezi
potansiyel kuyusunu da igeren Hamiltonyen de degismezdir. Biz yalnizca kinetik enerjili.
ve merkezi potansiyel kuyulu Hamiltonyen olan Hy'a ek bir pertiirbe terim olarak artik
etkilesmeleri dikkate aliriz. Belli her herhangi bir konfiglirasyonda yoriingelere yerlesen
proton ve nétron sayilar verilir. Nikleer Hamiltonyenin bdylesi bir alt uzayinda kdsegen
olan pertiirbasyon katkisinin  bulundugu durumlarinin  bir diizenini  segmeliyiz.
Pertiirbasyondan kaynaklanan birinci mertebe diizeltmeleri bu durumda bu diizendeki
beklenen degerleridir. Artik etkilesmelerin kdsegen oldugu bir dénme degismezliginin
bulundugu diizen J*nin belirli 6zdegerlerine sahip durumlarin bir setidir. T izospini ile
birlikte toplam agisal momentumun J(J+1) 6zdegerleri iki niikleonlu durumlart benzersiz
olarak karakterize eder. Birkag valans niikleonu i¢in durum daha karmasiktir.

Iki nitkleonlu jj' diizenlenisinde iyi agisal momentumlu durumlar Denk.(114)

ifadesindeki gibi Denk.(230) ve Denk.(231) durumlarindan olusturulabilir.

48

Y oran o (L2) = \/§Z<1m i'M" /'j'JM>x

mm'

XY i OV e D+ DY QW e Dpyr, (234)

Bu son denklemdeki 272 normalizasyon c¢arpant Clebsch-Gordan katsayilarinim

normalizasyon ¢arpanindan ve j#' igin orthogonal olan iki v, (v, (2) ve
V(2w (1) dalga fonksiyonundan kaynaklanir. Bu aynica j=j' olsa da dogrudur fakat

I'#] ya da valnizca n'#n olsa bile dogru degildir. Aym yoriingelerdeki niikleonlarin 6zel
durumu asagida tartigilacak. Denk.(234) durumlarin seti jj' konfigiirasyonu tarafindan
tamimlanan niikleer Hamiltonyenin altuzayindaki artik etkilesmeyi kdsegenlestirir. Biri
T=1'li digeri T=0'1 olan bu konfigiirasyonda verilen J ( | j+'| 2 J 2 j+j' ) ve M'li iki durum
vardir. Ayrica bunlar vektor ciftlenim katsayilarinin kullanilmast ile Denk.(225) dalga

fonksiyonlar: carpimindan elde edilebilir. Bu durumda artik etkilesmenin 2x2'lik altmatrisi,



verilen J ve M igin k&segen olmalidir. Yikten bagimsiz artik etkilesmenin izospin
simetrisinin kullanilmasi ile iki 6zdurumun sonucu Denk.(234)'deki gibi T izospin
kuantum sayisinca her biri k0segen olmaksizin dogrudan elde edilebilir.

Bir durum aym j yérlingesindeki iki niikleon durumunu almalidir. j=j' ise vektor
ekleme katsayilart Denk.(125) simetri 6zelliklerine sahiptir. /2/' ya da /=/I' ve n#n' oldukga
Denk.(234) ifadesi J'nin her bir degeri i¢in gecerlidir. Bu durumda simetrik ve antisimetrik
bilesimler bunlarin (1/ \/5)[1{,1, (MR (r) X R, ()R, (r)] olan radyal fonksiyonlaridir.
Bununla birlikte eger n'=n, ['=[, j'=j ise I'nin tek degerleri igin yalnizca antisimetrik bilesim
(T=1'li) yok olmaz. J'nin ¢ift degerleri i¢in ise simetrik bilesim (T=0'1) yok olmaz. Her 1ki
durumda da durum normalizasyonu Denk.(234) ifadesindeki kdseli parantezlerin yalmzca
ilk terimlerinin alinmas: ve paydadaki 2 'nin ihmal edilmesi ile basarilir.

Jj' diizenlenigindeki izospinin faydasi, j yoriingesindeki proton j' yoriingesindeki
nétron ya da ikinei siranin bulundugu durvmlar ve proton-nétron etkilesiminin iy olmayan
S6zdurumlar: gergeginden kaynaklanir. Daha sonra izospin bigimselligindeki Denk.(226) ve
Denk.(227) ya da Denk.(234) durumlarmu elde etmek icin Denk.(225) durumlar
karigtirilir. Bununla birlikte burada, jj' ¢iftleniminin oldugu durumlar j y6riingesinde olan
proton ve i’ yoriingesindeki nétronun bulundugu durum anlamhidir. Bu, daha genel olarak
daha agir kararli ¢ekirdek nétronlarinin j yériingesini tamamen doldurdugu durumdur. Bu
tiir bir durumda, izospin simetrisi ¢ok kullamigh degildir ve j proton ve j' nétron

diizenlenisi i¢in

> (imj'm!

| FIMWY i (W 1 (2) (235)
durumunu kullanmahiyiz. Denk.(235) durumlart tamamen J (ve M) tarafindan karakterize
edilir. Bu durumlar j protonuna ek olarak diisiiniilmekte olan j yoriingesindeki tiim 2j+1
nétronlarinin bulundugu iyi 1zospinli ¢ok niikleonlu durumlara karsilik gelir. Bu yiizden
daha basitlestirilmis Denk.(235) rec¢etesinin kullanmak oldukea yaygindir.

Izospin yiikten bagmsizligm bir sonucu olarak nitkleer Hamiltonyenin bir simetri
gOsterimi olarak ifade edilir. Izospin kullanimi ¢ok faydali olmakla beraber kullanimi
zoruntu degildir. Yukanda agiklandig: gibi iki niikleonlu simetrik ve antisimetrik durumlar
yiikten bagimsiz Hamiltonyenin matrisinin késegenlestirilmest ile elde edilebilir. Ayrica bu

coklu niikleon diizenlenisindeki bir durumdur. Bununlia birlikte izospin kullanimi alisiimis



bir sey degildir fakat gekirdek siireglerinde kullanilmas: gereklidir. Bu ise bir nStronun bir
protona doniismesi (bir elektron ve antindtrino salarak) ya da bir protonun bir nétrona
dontismesi (bir pozitron ve ndtrino salarak) olaylarn olan B-bozunumu gibi zayif

etkilesimlerde olur. Bu tiir gecisler Denk.(228) 1zospin durumlarinda bir nétron durumunun

bir proton durumuna doniismesi eyleminin oldugu 1™ =1, +if, islemcisini kullamlmasi ile

tammlanabilir. Bir proton durumunun bir nétron durumuna dontsmesi ¢ =t —if,
islemcisi ile ifade edilir.

B-bozunumu teorisi {15,16,17] ile ilgili tartismamizi goéreli olmayan davranigh
niikleonlar ve kiigiik leptonlarin yaymiandigt enerjili durumlarla simirlayalim. Gegisler i¢in
matris elemant ¢ekirdeklerin ilk ve son durumlar: arasindaki basit bir islemcinin bir matris
elemaninin ve bozunumda salinan enerjinin belirli bir fonksiyonunun ¢arpimina esittir. En
basit niikleer iglemciler niikleon koordinatlarindan bagimsiz gegislere izin verilmesine

neden olur. £n basit islemci bir nétronun bir protona gecisi durumunda

Zt+(i)=}2—Zf+(i)=T+ (236)

i

seklindedir. Denk.(236) islemcisi Fermi gegiglerinin bir nedenidir. Bu T 1izospin

vektoriinlin bir bilesenidir ve bu nedenle g¢ekirdegin durumunda bir degisiklik olmaz.
Boylesi gegisler i¢in segim kurallart AJ=0 ve AT=0 olur ve yalmzca M, = -;—(Z — N)'nin

degeri gecisler ile artar. Gegis olasilikiar Denk.(236) matris elemaninin karesi ile orantili

olup
7 =T*~T) -1 =1 +)-MPMP +) =TT +D)-MPM (237)

soncuna esittir. i ve. s imgeleri ilk ve son durumlar gdstermektedir. Denk.(237) ifadesi
durumlarin ayrintilt yapisindan bagimsizdir ve T izospini degeri tarafindan belirlenir ve
bunun izdiistimii Tz =T ° 'dur.

Diger izinli gecislerde cekirdeklerin uzaysal kisimlart degismez fakat bunlarin

Ozspinleri katilabilir. Gamow-Teller gecisleri i¢in islemci
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?‘Zﬁ (i) s(i) = %ZH (Ho () (238)

ile tamimlanir. Denk.{(238) islemcisi alisilmis uzaydaki bir vektordiir ve AJ= £1,0 olacak
sekilde bir birimlik bir degerde ¢ekirdeklerin agisal momentumlarini degistirebilir. Wigner-
Eckart teoreminden dolay: bu ifade, J; =J; =0t iki durum arasinda matris elemanlarina
sahip olamaz. Denk.(238) islemcisi bundan boyle toplam T izospininin bir bilegeni ile
orantih degildir ve bu nedenle izospin AT= £1,0 olarak degisebilir. Gamow-Teller ge¢is
oranlar1 basit genel bir formiille ifade edilmeyebilir. Kapali kabuklarin digindaki tek bir

proton ya da nétron durumlarinda oran

1
(o) :ZZKT:%,MTS =—§ m|

oul i =5

o i) (239)

-l

ile orantilidir. Bu son esitlik

- VAR A
<ochS1§1<lr)”a,.,]i>21§_/s[~Ms . M,J :2Ji+1<asjs

T(k) ”ai‘ji>2

ifadesine gére Wigner-Eckart teoreminden kaynaklanir. {1k ve son durum j; ve js spinlerinin
her ikisi de aym / yoriingesine ait olmak zorundadir ve bu durumda j degerleri / i% 'ye

esittir.

Cok niikleonlu durumlarda Gamow-Teller gecisleri icin basit bir toplama kurali
vardir {18]. Bu tiir gecisler Denk.(238)'in ve ilk niikieer durum ve olast tiim son niikleer
durumlar arasmdaki gegislerin hermityen diizeniminin matris elemanlarim gerektirir. Bu
gecislerin bir ¢ogu enerji dusiincelerinden kaynaklanan B-bozunumlari ile olmayabilir

fakat karsilik gelen son durumlara bazen diger siiregler tarafindan da ulasilabilinir. Biz
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ile verilen farklilig1 dikkate aliriz. Denk.(240) ifadesi

>< ,->_

>t (ko (k)

I

72

N

2

(240)

Is
7

s

Z T (k)o (k)

>t (ko (k)

f>

B

P

2.7 (K)o (k)
k

> (Do ()

_%Zs:<i

'Zf(k)f'(i)ﬁ ON-2C)

2.7 (Ne (D)

! |

olarak da yazilabilir. Farkli nitkleonlar i¢in 77(j) ve t7(k) islemcileri degistirilir ve bu

Zfs (k) i>

=-3(i| B} =3V -2) (241)

>

S (0T (o ()0 mg i> —%<i

nedenle j=k terimleri farklihginda iptal edilir. Kalan terimler

1;'
7\

|
3 @ (k) (k) -7 (k) (B)o (k) - o (k)’ i> =-3 <i

sonucuna esit olur. Burada o- o= Zcf =3 esitligini kullandik.

1

Simdi tekrar iki nitkleonlu dalga denklemine donelim. Denk.(234) veya Denk.(235)
diizeninde buradaki ntikleonlarmn j ve j' toplam spinleri belirli degerlere sahiptir ve 1
¢iftlenimi olarak adlandirilan bir J spin sonucu icin ciftlenirler. Y, Ve v, dalga

fonksiyonlari, kendine 6zgii s ve s' spinlerinin swrasiyla [ ve [' yoriinge acisal

momentumlariyla ¢iftlenmeleri ile
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ifadelerine gore olusturuldu. Bu diizende spin-yoriinge etkilesimi kosegendir. Bazen dogru
hesaplamalar i¢in, diger ¢iftlenme dizenindeki Denk.(234) ve Denk.(235) durumlarim
ifade etmek gok yaygindir. Bu diizende, s ve s' spinleri belirli $%=(s + §')* 'li bir durum
bigimi i¢in ve 7 ve /' yoriinge agisal momentumlar da belirli L*=(7 + I')* 'li bir durum big¢imi
icin ilk olarak giftlenirler. Daha sonra belirli Sl spin durumu belirli L'li koordinatlarin
uzaysal durumu ile belirli toplam J1i bir durum bicimi i¢in ¢iftlenir. Bu diizen Russel-
Saunders semasit ya da LS ¢iftlenimi olarak adlandirilir. Giglii bir spin-yoriinge etkilesimi
yoklugunda ya da belirli giiclit karsiliklt etkilesmeler varlifinda yoriingeler, yoringenin /
degerleri ile karakterize edilirler ve bu LS ¢iftlenimi hesaplamalar icin ¢ok alisgilmus bir
baslama noktasidir. Bu, daha ¢ok atomik spektrum durumudur. jj ¢iftlenimine giden LS
ciftlenme diizeninin ayrildigr "LS ciftlenimi" olarak bazen gosterilen gili¢lii spin-yoriinge
etkilesimi olduk¢a karmagiktir.

Iki niikleonlu spin durumlart Clebsch-Gordan katsayilarinin kullaniimasi ile

X5y = 0, <7 mo T ml | == SM s > x, (D%, (2) (242)

.
momy
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olur ve Denk.(125)'e gdre bu durumlar S=1 i¢in simetrik ve S=0 i¢in ise antisimetriktir. L

icin / ve [ ¢iftlenimi

1 :
Dy, (1,2) = w«/_2:2<1 myl'm

LM ) (@1 (50000 (8 £ By (01 (1)) (243)

ifadesinden elde edilir. Toplam dalga fonksiyonu antisimetrik olsun diye spin ve izospin
degiskenlerinin carpilabilir olmast igin simetrik ve antisimetrik bilesimlerin her ikisi
Denk.(243) bagintisinda verilir. Aymi [ yoriingesinde iki niikleonun bulundugu durum &zel
bir durumdur. Denk.(125) ifadesinden dolayr L'nin tek degerlikli durumlar simetrik ve cift

degerlilikli durumlary antisimetriktir. Bu nedenle her iki durumda da yalmzca

Denk.(243)'de sadece bir bilesim yok olmaz ve bunun normalizasyonu, paydadaki V2
carptmim ihmal edildid késeli parantezin yalnizea ilk terimin alinmasi ile basarilir. Sonug

olarak J (ve M Ynin belirli degerli durumlan S ve L ¢iftienmesi

Qpsiym = Z<SMSLML} SLJM{> Xsuas Purv, (244)

Mg M,

ifadesi ile elde edilir.

Yukarida gordiigiimiiz gibi, S=1'i Denk.(244) durumlar1 ve Denk.(243)'deki arti
isareti tam antisimetriligi saglamak icin T=0 antisimetrik izospin durumlan ile
carpilmalidir. S=1'li Denk.(244) durumlar: ve Denk.(243)'deki negatif isaret T=1 durumlan
ile carpumalidir. S=0'1 durumlar ve pozitif igaret T=1 durumlan ile ¢arpilirken S=0'h
durumlar ve negatif isaret, T=0 izospin durumlan ile carpilmalidir. Bu kurallan
hatirlatirken, notasyonu basitlegtirmek i¢in izospin durumlarimi kullanmayacagiz. s, s', [, I’;
toplam J '1i durumlar: tiretmek i¢in farkli diizenlerde ¢iftlenebilir. T izospini, ii¢ boyutlu
uzayda bir agisal momentum degildir ve bu nedenle her hangi diger vektorlerle ¢iftlenmez.

Denk.(244) durumlarimun seti, uzay koordiratlarinda simetrik ve antisimetrik
durumlarin bir orthogonal ve tam seti olup ve [j ve '’ yoriingelerindeki 1ki niikleonun spin

degiskenleridir. Bununla beraber Denk.(234)'deki jj' ¢iftlenimin seti ile aymdir, yani

Vi 2 === S P MY DV @) £ ¥ QWD) (245)
7

mm'
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setlerin her ikisi normalizedir ve bundan dolay1 da buniar bir setten difer bir sete taginan
{initer bir doniistimdir. Bir diizendeki simetrik durumlari diger bir diizendeki simetrik

durumlara tagiyvan donlsiim antisimetrik durumlar arasindaki déntistim ile aynidir ve

R O LA PR R VA AR S (246)

S,L

ile verilir, Bu dénilistimiin katsayilar: déniistimler altinda ayni yontemle bu son denklemin
her iki yanindaki durumlar icin M'den bagimsizdir. Denk.(240)1m her iki yanina
J " yada /" islemcilerini uyguladifimizda bu nokta agik¢a goriiliir. LS-¢iftlenimi ve jj-
ciftlenimi arasindaki Denk.(246) dontisimi Clebsch-Gordan katsayilar1 ile verilen
x,. (Nx, (2)¢,, 09, (2) dalga fonksiyonlart ¢arpiminin lineer bilesiminin bulundugu

iki diizen arasindadir. Bunlar reel oldugundan Denk.(246) doniistimiindeki katsayilar1 da
reeldir. Agagida bu katsayilar: ayrintili olarak inceleyecegiz.

25 (28+1 coklugu clarak adlandirilir) ile LS-giftlenme dalga fonksiyonlarim
gostermek yayvgindir. S, 1 ya da 0'a esit olabildigi icin L, J, J-1 veya J+1'e esit olabilir.
Denk.(245) durumu antisimetrik ise Denk.(246)nin sag tarafinda, S=0, L=J'li durum
simetrik olan bir Denk.(243) uzaysal fonksiyona sahiptir ve S=1, L=J-1, J, J+1'li
durumlardaki uzaysal fonksiyon antisimetriktir. Diger taraftan, Denk.(245) simetrik ise
Denk.(246)'daki S=0, L=J durumu antisimetrik uzaysal fonksiyona sahiptir, oysa L=J-1, J,
J+1'h S=1 durumlan simetrik uzaysal fonksiyonlara sahiptir. Ayni / yoriingesinde olan
niikleonlarin bulundugu durumlar 6zeldir. /=I' Ii Denk.(243) durumlari ve aym radyal
fonksiyonlar: Denk.(125)'e gore L'nin tek degerleri igin simetrik ve L'nin ¢ift degerleri igin
antisimetrik olacaktir. Bu durumda c¢ift Jli Denk.(245) antisimetrik durumlari i¢in
Denk.(246)'nin sag tarafindaki S=0'1 durumlar L=J gibi cift L degerlerine sahip olmak
zorundadir. Diger bir degisle, S=1"1 durumlar L'nin yalmzca tek degerlerine sahip
olabilirler, yani L=J-1, J+1 gibi. Tek J1i simetrik Denk.(245) durumlar igin S=1
durumlar, L=J-1, J+1 olabilen ¢ift L degerlerine sahip olmak zorundadir. Diger bir degisle
S=0 durumlart, L'nin tek degerlerine sahip olmak zorundadir ve yalnmizea L=J miimkiindiir.

Denk.(246)'daki doniisiim katsayilar: tablo 1'de listelenmistir. Aymt yoriingedeki

niikkleonlarin 6zel durumlarnda n'=n, /'=/ katsayilarinin normalizasyonu farklidir ve

ciftlenme zorunlulugu ile ilgilidir. Eger j'= j=/Z— ise Denk(246)nin her iki yani ayni

x\Ji»—-d
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carpan ile normalize edilir. Bununla birlikte, j=/x— ve ['=/ uE ise doniislim

P 5 P y . 1 s N
katsayilar V2 ile carptimalidir. Bu durumda J'nin tek degerleri i¢in °J durumu tamamen

3 . _ | 1.
simetriktir halbuki *(J+1), 3(J-1) ve '7 antisimetriktir. j =1 +—2—, j'l=1 Y i durumlarin

herhangi birisindeki durum, bunlarin simetriligine gore Tablo 1'in ilk 3 siitun ya da
dérdiineii stitunun birisindeki katsayilar ile verilir.

LS-¢iftieniminden jj-¢iftlenimine donlistimiin kullanilmast 6rneklemek igin birkag
basit drnegi gz Oniine alalim. p,, yoriingesinde bir nikleon ve dy, ydringesinde de
bagka bir nitkleon olsun. J=2'li bir durum i¢in ¢iftlenen iki niikleonun bulundugu durumun
agihimmi bulmak icin Tablo 1'in en st satwina bakanz. Bu durumda X=1+2+1= 4,
A=1-2=-1 ve agilimda gorilen LS-¢iftlenim durumlar, S=0, L=2 ve S=1, L=32,1
degerlerine sahiptir. 1.=0,1,2,3,4,..."1t durumlan S,P,D.F,G,... ile gostermek bir gelenektir.

Bu notasyon kullanildiginda déniisiim;
Y $

2202, . 7, a2 1 14
Py =2) == > F, + E‘uﬁ = 3P2+—5~ —5—3132

ile verilir. J=2 durumu T=1 izospinine sahipse, uzayda ve spin koordinatlarinda

antisimetriktiz. Bu nedenle “F, *P ve *D durumlarmin uzaysal kisimlarinm antisimetriktir
halbuki ' durumu uzaysal simetriktir. Bununla birlikte, eger J=2 durumu T=0 izospinine
sahip ise °F, *P ve °D uzaysal olarak simetrik dalga fonksiyonlarma sahiptir ve 'D durum

antisimetrik uzaydir.
Her iki niikleon bir p,, yoriingesinde ve J=1'li bir durum igin ¢iftlenirse, tablo 1'in

en st satirina 2=3, A=0 konulmasiyla LS-¢iftlenimi i¢cin dalga fonksiyonlarinda asagidaki

acilimi elde ederiz:

2 et)e L (Zop 50y 110
‘pz/z‘]“1>""’§ 3 D *TPNFE\“; Sy

Bu durumda “P yok olur ¢iinkli bu durumda antisimetrik uzay ve spin dalga fonksiyonuna

sahiptir oysa p2. ,J =1durumu T=0 izospinine sahir oldugundan simetriktir. Simdi ise bir
32 3 S
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Dy, yoringesinde bir niikleon ve aym bag kuantum sayilt p,, yoringesindeki baska bir

niikleon varl:gin1 diistinelim. LS-¢iftlenimindeki agilim J2 ile carpilmis olan katsayiarin
oldugu ikinci satirda bulunur. Verilmis J degerli durumlar ya T=0"1 simetrik ya da T=1'h
antisimetrik durumlardir. J=1'li T=0 simetrik durumu asagdaki D1, 'Py ve 3S; simetrik

durumlarmn lineer birlesimine esittir:

1[5, W2 4 ..
~.|=°D,

NMZip Tt

P3/2P1/2T=OJ:1>:3’3 3 3\/3* 1

T=1 antisimetrik durum, yalmzca p* diizenlenisinde J=1'li antisimetrik LS-¢iftlenme

durumuna esittir:

Py Dyl =1J = 1>:3P1

Denk.(246) déntstimit bir yik ciftlenimi déniiglimiiniin 6zel bir durumudur.
Bagimsiz sistemin j,7,7,7, gibi dért agisal momentumu ile islemlere basladigimizda
birkag y&ntemle toplam bir .J degeri icin bu momentumlar ciftleyebiliriz. 1lk adim olarak
jip i¢in j1 ve j2'vi ve j,, iginde js3 ve js ' ¢iftlestirebiliriz. Daha sonra bu j,, ve j,'yiJ
i¢in giftleriz. Ayni diizeyde orthogonal ve tam olan diger bir esdeger diizenleme j,, i¢in j;
ve ji'nin ¢iftlenmesi, /,, i¢in j» ve js 'lin ciftlenmesi ve daha sonra toplam J iginj,

ve j,, 'nin ¢iftlenmesi ile elde edilir. Bu iki dlizen arasinda tiniter bir doniistim vardir, yani

v (i) i 14 Ga) T ) = 2 i) s 7o) I | 172 (1) T dg (T ) T)

J}2J34

W (11, (Jn) 13 714(J34) IM ) (247)

olur.

Doniisiim katsayilarimn bir ifadesini elde etmek igin vektor ekleme katsayilarinin
kullanilmas: ile Denk.(247)nin her iki yanindaki fonksiyonlari agilima tabi tutabiliriz. Sag

taraftaki fonksiyonlar
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VAV VAN CEE Z’<i1m; fam, ’ JiFad 1o Mu) X
. - /
X < J3Ms ] 47704 ! 73 74J34A434>(\J12M12J34M34! J12J34JM> X (248)
X i O oy QW 0, G 1, (4)
olarak ifade edilir ve benzer bir agihm Denk.(248}'in sol yanindaki fonksiyon igin de
kullanthir. v, Dy, Qw ;. G . (4)'Iin katsayilar: Denk.(247)'nin her iki tarafinda
esitlendiginde, denklemin scl tarafinda Mis ve My4 tizerinden toplanan ti¢ 3j sembollerinin
carpimlart ve sag tarafinda ise doniisim Kkatsayilermin ¢arpimlarinin bulundugu bir
bagintiyt eide ederiz ve {ic 3 sembolleri Mj; ve Mjy {izerinden toplanir. Simdi bu g 3j

sembolleri iie bu denklemin her iki yanint carpalim

(L > ﬂzJ (g i ﬁ4)ve(ﬁz T
moomy, =My ) \my mg —M,, My, M, - M’

ve Denk.(138)'den kaynaklanan Ji, =J,,, M|, = M,,J3, = Jy, M3, = M, 'leri elde etmek
i¢in m,,m,,m,,m,'ler izerinden toplam alinir, Daha sonra J'=J,M'= M 'leri elde etmek
icin M, M, "ler tizerinden toplamu kullaninz. Boylece Denk.(138) orthogonallik bagintis
kullanildiginda 6 adet 3j semboliinlin ¢arpimlarinin toplami olan katsayilara ulasiriz. Bu tiir
toplamlar her hangi bir ¢iftlenim déniigiimlerinin degisiminde meydana gelir ve bunlar 9j
sembolleri olarak isimlendirilir. Hakikaten Denk.(240) ifadesi j, /7, /5 74/ 341324 V€S

olmak tizere © spin icerir. 9j semboliiniin tanimi

J J 7

11 12 13 { Juo I I Ty Jn Ty
JZ‘ ']22 J23 = | | y
Ty Ty Jas Tim M, kM” M, Mj)\M, M, M,

(249)
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seklindedir. 9 sembollerince Denk.(247)'deki doniisiim katsayilari

(T T T T (T T, ()T ((T3) T ) =
Jl

<

" Jy 12 (250)
=[(2J,; +D(2J,, + DRI, + Y2, + DTy T, Ty,
Sy Ju J

ile verilir. jj ve LS-¢iftlenimlerinin dalga fonksiyonlart arasindaki Denk.(246) doniistim

cn o 1 :
katsayilar1 Denk.(250) ifadesinde J, =.J, :—?—,J2 =0 J,=0"J,=8, Jyu=L, J,=7]

ve J;, = /' degerlerinin kullanilmas: ile elde edilir. 95 semboli 1940 yilinda Wigner ve

bagimsiz olarak 1952 yilinda Schwinger ve 1954'de Arima tarafindan ortaya koyuldu [5].

9j sembolliniin Gzelliklert, Denk.(249) bagintisindan anlasilir. Her bir satirda ve
siitunda spinierin {iggen sartina uyme zorunlulugu oldufuna dikkat etmeliyiz (spinler,
toplam spin sifir olacak sekilde ¢iftlenebilir). Satir ve siitunlarin yerleri degistirildiginde
Denk.(249) ifadesinin sag tarafinda her hangi bir degisiklik olmaz ve 9j semboliiniin degeri
degismez. ki satir ve stitunun yerleri degistirildii zaman s, 9 spinin tiimiiniin toplam
olmak iizere 9j sembolil (-1)° ile garpitir. Bu nedenle, iki esit satir ve siitunu olan 9j
sembolii sifir olur. 9] sembolleri tarafindan saglanan belirli bagmtilar, 97 sembollerinin
orthogonal déniisiim katsay:larinda goriilmesi gergeginden anlasilir (9; sembollerinin tiimii
Denk.(249) bagintisindan goriildiigii gibi reeldir). Oteki bagntilar, difer bu tiir
doéniisiimleri veren biyle iki Denk.(246) ciftlenim déniistim degisimi ¢arpimindan ortaya
cikar.

Denl.(250) déniistimiiniin orthogenalligi

(Jx Sy Inlih o Jh
Z(ZJB D27 + IR, Junnds s Jup=
Ji30d g r
Ja Ju SV Ju I (231)
- S(JuJ1,)6 (34T 34)
(27, +DH(2J,, +1)

bagntist ile verilir. | 7,7, (J;,)J3J, (3 )] ) 'den |J,J, (J,,)J,J5(J ) ) ‘e déniisiim,
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<J1J2{J12)J3,]4(J34)J

ijz(le)J2J4(Jz4)J>

dontisimii ile (J,J;(J3) T30, (o) J| T, (T340, J5(J5,)J ) dénisiimiiniin ¢arpimi olarak
elde edilir. J;,,J,, gibi ortadaki agisal momentumiar {izerinden toplam yapildiginda ve

iftlenimlerin sirasina dikkat edildiginde 93 sembollert arasindaki asagidaki bagintivi elde
i

ederiz:

S Sy IS Jia
DI QY@ A IR T, Ty T3Sy Ty Ty =

ol Ji Ju S J
S Sy
= (“1)J3+J4+J34 Sy Sy Ty (252)
Jo s J

3j sembolieri ile 9) semboller: arasindaki kullamisli bir baginti Denk.(247) ifadesinden
dogrudan elde edilebilir. 3j sembolleri cinsinden acilim yapildiktan sonra ve
Y im, Dy ., (20 s (3) ve y, , (4) katsayilarmn esitienmesinden sonra ifadenin her iki

yanini

Wb IR ) R T
m, m, -M) Lm3 m, —M;,

gibi iki 3j sembolii ile ¢arpabiliriz. Bu kullanildiginda ve m,,m,,m, vem,'ler lizerinden

toplam alindiginda

J, . J T e T i Ju X e T
( A/;z ) ;4 ]vr] Jz J3 ng _ Z ( 1 2 ]%12 }[ 3 4 A134 jx
e iy m m m m
12 34 g le J43 J J Ly 1 2 12 3 4 34

13577 24

(/ i Jnj(iz Z JuMJu S ‘]]@53)
myomy My J\my my My )\ My, M, M



bagintisina ulasilir. Bu son bagints

(2J+1)(J13 Jos Jj
Ml My M

ile carpildifinda ve J ve M'ler lizerinden toplam alindiginda, bu denklemin sag tarafinda
Denk.(139)un kullaniimas: ile M, = M[,,M,, =M',, esitlikleri elde edilir. Boylece, 3j

sembolleri ile 9j sembolleri arasinda

> Jl J2 le
J}2 J34 '] ( JB ']24 J \\
> QT+ ) I, T, b=
“ M, M, M]\M;, M, M L
J13 J24 J

o (71 7 Ju\g
|

= i
mlmzm‘inqklnl mZ M 12 /’
; . J . . J
<l /3 B J2 4 24 (254)
my oy Mg \my m, M,

ifadesi elde edilir.

9i sembolleri bir ¢ok problemde ortaya g¢ikar. Bu semboller, problemin fiziksel
karakteristikicrinden ziyade bagimsiz agisal momentumun geometriksel yonlerini tammlar.
Sembolleg, sembol argiimanlarinin genel fonksiyonlaridir ve sembollerin degerleri bazi
makalelerde [19,20] tablolar halinde verilmistir.

Iki bagmsiz indirgenemez tensoriin tensérel carpmmlart ile elde edilen bir

indirgenemez tenstr isiemcisinin matris elemanlarim hesaplamak igin 9) sembollerini

kullamnz. 7% (1) ve 7% (2) gibi iki indirgenemez tensér islemcisi ve bu tensdr
islemcilerinin bilesenlerinin 7,7’ seklindeki garpimlarm dikkate alalim. Clebsch-

Gordan katsayilarimin kullaniimast ile bu garpimlardan k rankli indirgenemez bir tensér

olusturabiliriz. Bu durum Denk.(114) bagintisina gore

TK(k} (1’2) — [T(ifl) (1) x T(kZ) (2)])&“ - z<k}l€1kﬂ(2

Ky

ke e ) T (VT (2) (255)



sonucunu buluruz. Bu ifadedeki 1 ve 2 bagimsiz sistemleri, Ornegin, iki nikleon
degiskenlerinden ya da bir niikieonun spini ile birlikte y6riinge agisal momentumundan
tensérler olabilir. ki tenstr islemcisinin bilesenleri siradefisimli degilse, Denk.(255)
ifadesinin sag tarafinda gériilen tensor islemecileri i¢in siray1 korumak Snemlidir.
Wigner-Eckart teoreminden dolayr, T (1) ve T®?(2) tensorlerinin fiziksel
ozellikleri bunlarin indirgenmis matris elemanlarmi igerir. Bu, 7® birlestirilmis sistem
durumlarinda da aynen gegerlidir. Bu nedenle, burada verilen sistemlerin

r{ky)
A

<a1J1“ T<k‘)]Eo;{J{> ve <a2.]2

a§1J£> ile verilen indirgenmis matris elemanlart ve
o ey . . ol ; Sy . .
bilesik sistemnin <a1J1a2J2Jh T(k)“al.}{a;JéJ‘> indirgenmis matris elemanlar1 arasinda

geometriksel bir bagintt olmalidir. o;31'11 1. sistemin ve apJ'h 2. sistemin durumlarmdan

Denk.(114) ifadesinin kullanilmasi ile elde edilen toplam J'si bilinen yalnizca bir durum

vardir ve bu durumun essizligini agtklamak igin bagka kuantum sayilarina ihtiyag yoktur.
Bu diizende, Denk.(255) ile tamimlanan 7% 'min matris elemanlarmi hesaplayalim.

Bunlar,

(0,02, | T4 O T )1

a;J;a;J;J'M'> (256)

ile tammlanir. Wigner-Eckart teoremine gore sifira ¢iftlenen {i¢ agisal momentum toplamu,
bir matris elemam ile verilir. Bu nedenle bu son bagintida, asagida verilen spinler sifira
¢iftlenir. Ilk olarak, ¢iftlenme diizeninden dolay1 J; ve Jp, J igin J; ve JJ, J' icingiftlenir.
Daha sonra, Wigner-Eckart teoreminden dolayt I, k ve J' sifir sonucu igin ¢iftlenir.
Denk.(256) ifadesini 7% ve 7*’'min matris elemanlarinca da ifade etmek isteriz. Bu,
sifir i¢in J,,4,,J| ve J,.k,,.J, ¢iftlenimlerini ve bu diizende Denk.(255)'den ileri gelen
ki, ko, k ¢iftleniminin olmas: gerektigini ileri slirer. Bdylece problem, Denk.(247) ¢iftlenim
doniisiim degisimine esit olur.

Denk.(256) durumlart acar ve Wigner-Eckart teoremini kullanirsak

D AT M T, M| T, IM YT M T M [0 M)

X (1) (—{w ’]z ;{J(.i” ¥ =
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oV, LT S=My Jy ky gy Jy=M)
= > (ke kyicy [ ey ke )(=1) (*Mx ‘ M{j(_l) X

: A
L—jvf k ;/ St EEAICE R

a;J;> 257)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadenin sag tarafini li¢ 3] sembolil ile garpar ve uygun m degerleri

{izerinden toplarsak

{71, 1, T8 W T4 @1 oo 4T = (27 + 1)@k + DT +D]"

g, Ty T
{1 Ty T e | Tt ) (ol | T e ;) 258)
k, k, k

sonucunu elde ederiz. Wigner-Eckart teoremine gére Denk.(255) birlestirilmis tensor
islemcisinin fiziksel icerikleri tamamen birlestirilmis tensér islemcisinin indirgenmis
matris elemanlar1 tarafindan belirlenir. Hem J ve J' igin spinicrinin kendine has

¢iftlenimleri hem de

(7 &7 \%<aJHT(")Ha‘J‘>

YAy G At T = -1 J~M
<O&J IFK lQJM) ( ) k_Mr K M')

bagintisindan kaynaklanan ¢iftlenimin tlimiini 9j sembollerinin geometrik goriintimiini
ifade eder. Bu sonuncusu tensdr islemecilerinin fiziksel dogasindan tamamen bagimsiz olan

argiimanlarinin genel bir fonksiyonudur.
T =EDF T

ifadesine gore 7™ ve 7*”'nin her ikisi de hermityen tensér islemciler olsa bile bunlarin

tensor ¢arpimlarinin her zaman hermityen olmadigini vurgulamak énemlidir.

(@ |1 ®fect) = (-1 (@[ 7D e )



J—
3]
—

bagintisi ve 9i semboliiniin simetri dzellikleri kullamidiginda Denk.(258) ifadesindeki
g ]
tensdr carpimi, (1) =1 olmau halinde hermityendir. Bununla birlikte,

(-D)A*R* = 1 ise antihermityendir. Hakikaten bu, Denk.(255) tammumdan ve

<o:'J*fj r®lar) = (—1)“’<aJ,

=

=
S

S~

bagintisindan dogrudan goriiiebilir.

L yoriinge agisal momentumunun vektdr ¢arpinu olarak tanimlandiginda

rxp=nk

vazilir. ¥ ve p nin her ikisi de ranki 1 olan hermityen tensor islemcileri ise L de rank: 1
olan hermityen bir islemcidir. Yukerida anlatimi yapilan durum ile bu gergekleri nasil
uzlastirnz? v ve p nin kiiresel birlesenlerini kullandigimizda bunlarin k=1 dereceli tensor

carpimlarin: hesaplayabiliriz. Burada Clebsch-Gordan Kkatsayilarinin gercek degerleri

kullanildiginda
[r® xp®1® —; Ly w (259)

‘\/5 X

ifadesi bulunur. Bu nedenle, Denk.(259) hermityen olan r , p ve L islemcileri i¢in olarak
tutarlidir.



1.2.4. 12§ Sembolit

12j sembolii bes acisal momentumun toplanmas: isleminde karsimiza ¢ikar. Bu bes

acisal momentum a, b, ¢, d, r ile verilsin. Bu durumda, s toplamu verecek olan bunlarin
toplanabilecedi iki miimkiin diizen vardir. Bunlardan ilki

a+b=e , r+e=p , c+d=f , p+/f=s (260)
ile verilirken digeri
at+ec=g , r+g=qg , b+d=h |, h+q=S (261)

olur. Buradaki e, p, f, g, q, h toplam acisal momentumlarina ara agisal momentum

durumlar: denir. Bu ifadelerden faydalanarak asagida verilmis bulunan bagintt yazilir

((r(ab)e) p(cd) f3|(r(ac)g)q(bd)hs) = \J2I + D2 f +D(2g +D(2h + (2 p +1) X

a b e
x-/Q2g+Dsec d f
h r

g

(262)

v

Her bir ciftlenme diizeninden doérder tane olmak ftizere toplam sekiz Clebsch-Gordan
katsayis1 karsimiza ¢ikar. Denk.(262) ile verilen ifadenin sol tarafindaki matris ifadesi 12 j

sembolii olarak adlandirlir. Bu 12 j sembollinii 6] semboli ile yazmak olasidir. Bu baginti

a b e p} ((a b e
¢ d f = CTE e @x+Dje d f{; ) i}{; i z}
g h r s ) g h x

VST ) b ¢ x||lg e x||p q x||h f x
=(-1) };( D <2x+1){g ) a}{p . r}{h . SH }(263)

c b d

ile verilir. Birinci esitlikte goriillen 9 sembolii ikinci esitlikte 6] sembolii ile ifade

edilmigtir. Ayrica ikinci esitlikte goriilmekte olan t ifadesi 12 j semboliimdeki tiim agisal
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momentum degerlerinin toplamidir. 12 } sembolil [20,217 kesirsel kalitim katsayilart olarak

da adlandiriimaktadir.

1.2.5. Wigner-Eckart Teoremi

J ve M'nin belirli degerlerine sahip 6z durumlarm bulundugu sistemlerde
indirgenebilir tensdr islerncilerin kullaniimasi olduk¢a uygundur. Islemci ve dalga
fonksiyonlarinin doniisiim 6zellikleri ve her ikisindeki indirgenemez tensdr bilesenlerinin
tiirleri geometriksel ozelliklerin etkili bir sekilde kullanilmasina izin verir.

Bir parcaci@in x ya da V gibi vektorleri veya parcacik sistemleri i¢in bunlarin
toplamlar: ranki 1 olan indirgenemez tensorler olarak adlandirilir. Bunlarm iki bilesenin
yiizeysel ¢arpim Denk.(114) ifadesine gbre ranklar 0,1,2... olan indirgenemez tensérlerin
lineer bir bitesimi olarak aciluma tabi tutulabilir. Buna ek olarak, bunlar baska bir vektoriin
bilesenleri ile carpildiginda sonug 0,1,2... rankli tensérlerce ifade edilebilir. k vektorlerinin
bilesenlerinin carpimlart dikkate alimirsa yalmzca k mertebeli indirgenemez bir tensoriin
lineer bir bilesimi elde edilir. Tenstrin x=k bileseni, tim k vektérlerinin =1
bilesenlerinin c¢arpimuidir. Asagida  hesaplanacak olan matris elemanlarina sahip
indirgenemcz tensdr islemcileri bu yolla olusturulur. Pargaciklarin spin  vektorleri
doniistime udramis vektorier gibi dikkate alinabilir. Boyle vektorler burada dikkate alinan
indirgenemez tensor islemcilerinin olusturulmasinda kullanilabilir.

Genelde dlsiiniilen sistemin durumlarint essiz olarak belirlemeye gereksinim
duyabildigimiz, toplam J, M ve a,a',... gibi diger kuantum sayilari tarafindan karakterize
edilen durumlarin orthonormal bir setini dikkate alaiim. Tek parcaciklt durumlar igin
bunlar bas kuantum sayis1 n ve yoriinge agisal momentumu / olabilir. Birkag pargacikl
sistemler igin daha fazla kuantum sayilari gerekli olabilir. 7 islemcisini géz oniine

alalim:
(M | TP)er 7MY = [y o T g (264)

TW ve wy_,,. ifadelerinin dontisim ozellikleri ve Clebsch-Gordan katsayilannin

kullanilmast ile asagidaki acilim elde edilir
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T,fk)‘,"/a'J'M' = ZUWC]‘J‘Wi M'JW{"> Yo

JM"

T® tensérii w,.,,, Uzerinde islem yapugi igin Denk.(243)%in tiiretilmesindeki gibi
¥ e 0in normalizasyonu Denk.(114) tarafindan garanti edilemez. Normalize ve

orthogonal tam setin lineer bir birlesimi olarak v ... yii agarsak

T ppap = D Calksc] M| T T MY gy (265)

M

sonucuna vlagmz. C katsayilar: J" ve M" nin aym degerli birkag normalize ve orthogonal
durumlari olabilmesinin bir sonucudur. Bunlarin tiimi aynt dontisiim 6zelliklerine sahiptir
ve Denk.(265) ifadesinin sag tarafi aymi vektor ¢iftlenim katsayisi ile ¢arpilir.

Denk.(264) ifadesindeki integralde Denk.(265) ifadesi kullanilirsa yalnizca a'"=a,

J'=] ve M"=M ye sahip olan katkilarin terimlerini goriiriiz. Integral alma islemi ile

b | TP e T M) = Cof (kic ' M
K

kM) (266)

ifadesini ele ederiz. Verilen alJ ve o']' kuantum sayili durumlar arasindaki bir tensor
islemcisinin tiim matris elemanlart Clebsch-Gordan katsayilari ile orantihdir. CZ min
oldugu bu durum fiziksel bir niceliktir. x, M ve M"' deki bagimlilik tamamen geometrik
Clebsch-Gordan katsayilart ile belirlenebilir. Boylece verilen k rankli tiim indirgenemez
tensor islemcilerinin oJ, a'J' durumlart arasinda sifir olmayan matris elemanlari orantilidir.

Denk(266) sonucu meshur Wigner-Eckart teoremidir [5,22]. Bu ifadede vektor ekleme

katsayilar1 verine 3j sembollerinin kullanilmasiyla birgok simetrik bigim yazilabilir. Ayrica
J,I'de C ve T®'nam dogas: gok daha agik bigimde yapilmalidir. Boylece Denk.(266)

ifadesini

J kg

(ocJMiTé""oc'J'M'}=(*1)’"M[—_M . M'/KaJ”T(")“a'J') (267)
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olarak tekrar yazariz. Indirgenmis matris elemam olarak adlandirilan <aJ ”T (")“cx‘J '>

ifadesinde tam bir fizik vardir. J, k ve I ticgen sartlarim saglamadik¢a Denk.(267) matris
elemanlar: sifir olur. x+M'=M deki bu gibi matris elemanlan sayisi (kI +k+T+3)+1
2(J(J+1)+k(k+1)H'(T+1)) ile verilir. Denk.(267) Wigner-Eckart teoremi indirgenemez
tensorler olan islemcilerin kullanilmasinin faydasimi agikea gostermektedir.

Denk.(267) ifadesindeki geometrik katsayilar toplam spini sifir olan J, J' ve k gibi
li¢ agisal momentumun ¢ifllenmesine isaret eder. Denk.(264) ifadesinin sag tarafinin

integrali bir skaler (rank: sifir olan tensér) olmadikea sifir olur. Bunu gdrmek icin tiim
uzay lizerinden uzay koordinatlarmn bir fonksiyonu olan 7" 'nim integralini arastiralim.

Herhangi bir donme yaptifimuzda integral degismez.

Y (00',¢"),6(6'.¢") = 3 ¥,,(9',4)DY (R)
doniigtim yasalanmn kullaniimas: ile

FO =10 =Y [19c")DAR) =Y FP DY (268)
sonucu elde edilir. Bu sonucu k=0 i¢in tiim D matrislerini degismez birakan (2k+1) boyutlu
uzayda bir F® vektériniin varhifina isaret eder. 2k+1 boyutlu uzayda bir boyutlu degismez
uzaymn varl: D matrislerinin indirgenemezligi ile gelisir. Bundan dolay: yalnizea k=x=0"h

bir skaler sifir olmayan bir integral deZerine sahip clabilir. Eger V. S spinli bir spinor
alaninin dalga fonksiyonu ise Denk.(264)deki T¥ islemcisi uzay koordinatlarinda islem
vapan (2s+1)(2s+1) eclemanli bir matristir. Bu nedenle W;}MTK(k)l//a' e Sistemdeki

parcaciklann  uzay koordinatlarmin  bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon T (xr®)

indirgenemez tensorlerince agihima tabi tutulabilir ve L=0 katsayili terimden kaynaklanan

tiim uzay lizerinden bu fonksiyonun sifir olmayan integral katkist

J kN
~-M x M



ile orantilidir. Denk.(267) ifadesindeki 3j semboliinii daha yakindan inceledigimizde 7%
Ve Y., niin indirgenemez teasdr bilesenlerinden sirasiyla x ve M' oldugu gergegini

e s es 4 . v _ew e . ~ * . [ .

goriirliz. Bu yukarida - igaretli g6riinen M nin oldugu y;, i durum degildir. Ayrica bu
Denk.(267)'deki faz faktoriniin agiklanabilmesini saglamaktadir. Yukarida gésterildigi gibi
skaler bir fonksiyon valnizca sifir olmayan bir integrasyonun sonucundan elde edilebilir.

* . . . - . . . . R
W s oy lizerinden alinan integral, uyumu saglamak i¢in normalize edildiginden

Y, (0(6",4"),4(6',¢") = ¥,.(6",¢")Di, (R)

deki 7% ve y_, ., de oldugu gibi aymi yéntemdeki dénmeler altinda bigim degistiren bir
W, .y indirgenemez tensériniin -M 1i bileseni ile orantih olmasi gerektigini belirtir.
Gergekte kiirese] harmoniklerin 6zelliklerinden dolay: uzaysal fonksiyon i¢in

*

¢nlm, - ('_1) m[ qsn/,——m, (269)

ifadesini elde ederiz. Bu tiir fonksiyonlarda spinsiz pargaciklarin Denk.(267)'deki tam
dalga fonksiyonlarindaki faz, bir (-1) olarak dopal bir sekilde meydana gelir.

Iki bilesenli spinérler icin durum olduk¢a karmasiktir. Xy, Ve X, Ozdurumlari,

* . . .. [ + . P
x,, transpoze edilmis siitun ve iki satirlt bir x, sttununun almmasiyla uyumlu olarak

*

X Xm =0, ,, orthoganallik bagitilarmnt saglar. x,, ve x_, siitunlari, ddnme ekseni

s

yoniindeki birim vektdr n'yi iceren (1- 66 (i/2)(n - g))x,, ifadesinden dolay:

v+ Sy = (14+8,)(1+8, W

¢ (x)

= (1 ~ 840 ](1 —iSP L, )(% )

1 1 ¢, (x)
A

ya gore sonsuz kiiciik dénmeler altinda bicim degistirir. Diger bir degisle x;s 'yi gOsteren

satirlar x,, (1—56(i/2)(n-c))'yva gore bigim degistirir. Boylece x,, 'deki degisiklik,
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o .
X \~—2»Gz) = =g Xy
P . * * 1 . *
X112 ’2‘("<7x —i0,)=~X_y, X_y/2 ~2—(-—crx +io,)= —Xy2
ile verilir.
J W, =my, oW =i+ —mmEDy . (270)

ifadesindeki standart degisiklik ile bu degisiklik karstlastirildiginda x, 'nin bu bagntisi ile
verilen standart deisimine gbre bigim defistiren X,  bilesenlerinin  bulundugu
(=1)/2m X,, ye esit oldufu goriiltr.

: M P * o EX3 - e R e . ey ..
Simdi donmeler altinda, v, nin donlstimiinit inceleyebiliriz. Vektdr ekleme

katsayilar kullanildiginda bunun

* Z- 1 1o ]
Vi = Z< ;mxlm, };ij > Oim Xm,

meny

X,

nl~m, ™ ~m,

= Z(——l)_’"’m/z)_mf < —1—mslm, Jlljm > ¢
2 2

mgm

d — - - 1 1 ~
- Z (-1 =1/ 2)=m+(1f2)~m, <?_ m,,l,—m, ];lj,—m > ¢n,,,ml X_

mgm,

mS

=) (271)

ifadesine esit coldugu goriliir. Bu son ifadedeki sonug vektdr ekleme katsayilarmin
Denk.(131)'deki simetrisinin kullarilmast ile elde edilir. Denk.(271) ifadesindeki ¥ ,,
Denk.(270}'e gbre bicim degistirir. (-1) fazindan farkli olarak Denk.(271)'in sag
tarafindaki faz Denk.(267)'deki ile aynmidir. Sisten vektoér ekleme katsayilari olarak
ciftlenen birka¢ tane agisal momentum igerdii zaman toplam M, m' lerin tek tek
toplanmuidir. Bu nedenle Denk.(267) bagintisindaki faz dogal bir yontemle elde edilir. M

degerlerinin tiimii i¢in ortak olan kapsamli isaretin se¢imi zamanin tersinirligi

distincesinden kaynaklanir.
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Iki v, ve v, indirgenemez tensér bir skaler iginde Denk.(114) ifadesine gore

ciftlendiginde katsayilar Denk.(132) bagintisi ile verilir. Boylece skaler sonug

1
i

-\/—QTJ 1 Z(”DJ_M W}MLUJ—M
I §

ile wverilir. w,, dalga fonksiyonunun normalize integrali hesaplandiginda toplamui

Z\//;M\;/ oy olarak yazebiliriz. Biliyoruz ki bu, Z(~1)J‘M Wy _yV e dontsim
M

M
ozelliklerine sahip oldugu i¢in, aslinda bir skalerdir.

Denk.(267)'deki indirgenmis matris elemani tanim digerlerinden daha geneldir.
Baz: kitaplar Denk.(266) ifadesindeki C%''ya indirgenmis matris elemant demektedir. Bu
tanim icin Denk.(266)'daki Clebsch-Gordan katsayilarimin kullanilmas: indirgenmis matris
elemanindaki J ve J' arasinda uygun olmayan bir asimetrilik verir. Farkli bir nicelik icin
olusturulan bir terimin kullanilmasi hesaplamalar1 daha zor ve eklemeleri de daha karmagik
yapar.

Indirgenmis tensorlerin kiiresel bilesenler tamim kiiresel harmoniklerin standart
seklinden ortaya ¢ikar. Her ne kadar kiiresel harmonikler x, y ve z hermityen islemcileri
tarafindan olusturulsa bile, kompleks katsayilara sahiptirler ve Denk.(269)'a gére kompleks
eslenik altmmda davrenirlar. Bu durum hermityen kartezyen vektorlerin bilesenlerinden
olusan her bir indirgenemez tensér bilegenlerinin davramigidir. Bundan dolayr bir

indirgenemez tensor islemcisinin bilesenleri
k k
() =(=p 1 | 272)

bagintilarin1 saglarsa hermityen olarak adlandirilir. Denk.(272) ifadesinden matris

elemanlarinin kompleks esleniginin
(@' T MO I = (1) (o I TP T M)

oldugu anlasilir ve Wigner-Eckart teoremi kullanildiginda
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sonucuna ulasilir. Denk.(141) 3j sembollerinin simetr: ézellikleri kullanilirsa

(o1

7Oty = (1) (o | 7W 1) 273)

sonucunu elde ederiz. Bu son ifadeden verilen gergek o J'li 6zdes iki durum arasinda bir

hermityen tensérlin indirgenmis matris elemani oldufu anlasihir. Ayrica bu durum bir
hermityen islemci olan bdyle bir tensdrlin k¥ =0 bileseni olan 7, o(k) gerceginden de

goriilebilir. Bu nedenle bunun kdsegen elemanlart,

<O(J1"v{

Ty = (=1 <a )T J>(-—§1 l(; A{[j (274)

ile verilir. Denk.(267)'deki Wigner-Eckart teoremindeki geometrik ¢arpanlarin basit bir
sonucu olarak 7% 'nin sadece sifir olmayan matris elemanlart M=x+M' ifadesini saglayan

durumlar: arasinda olup I, J' ve k sifira birlesebilir (3j semboliindeki tggen kural).
Ozellikle her hangi bir skaler islemci (k=0), J ve M de kdsegendir. Denk.(132) ifadesinden
elde edilen 3j sembollerinin degerlerinden dolay: skaler bir islemcinin késegenel matris
elemanlarnnin degeri M den bagimsizdir. Skaler bir islemci, J'=J ve M'=M leri saglayan o
ve o farkii ek kuantum sayili durumlar arasinda var olan matris elemanlarma sahip
olabilir.

3j sembollerinin orthogonallik bagintilan tiim bilinen matris elemanlan cinsinden

indirgenmis matris elemanini tanmimlamak igin kullaniabilir.

(_NJ—M J kT
g -M x M
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bagintis ile Denk.(267) carpudigi ve M ve M' lizerinden toplandiklart zaman Denk.(137)
ve Denk.(138) ifadelerinin 15181 altinda

J kK J

.
M (%)
2Ty M') (o ML

o' J M) = 2k1+1 (0 @) @75)

sonucunu elde ederiz.
Temel islemcilerin indirgenmis me*ris elemanlart bu islemcilerin tanimlarindan
3
dogrudan elde edilebilir. 1 gibi bir etkisiz islemci yalnizea a'=q, J'=J, M'=M deZerlerini
g pd S 3

saglayan durumlar arasinda 1'e esit olan sifirdan farkli matris elemanli bir skalerdir.

Denk.(267) bagmtisinda 7 icin 1 kullamldiginda Denk.(132)'nin yardimiyla
(o ) 1o Ty = 2T +18,48 17 276)

sonucuna ulagiriz. 1'in indirgenmis matris elemanmn 1 olmadigina dikkat edilmelidir.
J islemcisi yalnizea a'=a, J'=J li durumlar icin sifirdan farkli matris elemanlarina
sahip 6ze! nitelikli k=1 olan bir vektdrdiir. Denk.(274)"in sol tarafindaki M 'yi veren Jy

bilesenleri i¢in Denk.(274) ifadesini kullanabiliriz.
J 1 J
-M 0 M

matris degerinin kullaniimasiyla

(@ J] 3 e )) =JTGHD @I +1)6 4 s 277)

bagntisina ulagiriz.
Kiiresel harmoniklerin indirgenmis matris elemanlart Denk.(144)'deki Cf‘ln 'nin
degerinin kullanilmas: ile ifade edilebilir. Denk.(143) bagmtisim Y,; (r) ile carpip

integralini aldifimizda
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sonucunu ejde ederiz. Bu son denklemde Denk. (267) Wigner-Eckart teoremi

kullanildiginda
4 1 4 ) n
26] +1 ‘Z(‘l)lvﬁ],.‘[ 1, l 1 Z ”w( l ] 14 L ”J<l n )71‘ I”> =
= —m m m")\-m m m

1

V20 +1

(_l)l'+1"+1 <[ ” Y['” l”>

elde edilir. Bu son esitlik 3j sembollerinin Denk.(142) orthogonallik bagntilarindan

kaynaklanmaktadir. Denk.(144)'den C,l.zn nin degerlerini aldigimizda genel sonug olarak

. Ak + DIy (1 k1
1o [T

olur, 3j sembollerinin Denk.(142) simetri 6zelliginden dolayr Denk.(279) bagintisindan /

ey Sy

ve [' Ii durumlan arasinda Yi/min matris elemanlarmm (-1) -1 i¢in sifir oldugu

anlagilir. Ayrica bu durum parite kavramindan da dogrudan goriiliir. Ug kiiresel

harmonidin ¢arpiminin paritesi (-1)l+k+f

olarak verilir. Carpim tiim agilar {izerinden integre
edilirse integral sifir olur ve eger r yerine -r yazilirsa integral isaret degistirir.
Wigner-Eckart teoremi indirgenemez tens6r islemcileri cinsinden agilima tabi
tutulabilen her hangi bir islemcinin ispatlanmasinda kullamulabilir. oM ve o'J'M'
durumlar1 arasindaki her bir islemcinin matris eclemanlari, indirgenemez tensor

islemecilerinin lineer birlesimlerinin matris elemanlart tarafindan yeniden olusturulabilir.
IJ -J ‘I ve J+J' arasinda k I tim U indirgenemez tensér islemcilerinin matrislerinin

seti (2J+1) x (2J+1) matrislerine kargilik gelen uzayda tam bir set olusturur.



Simdi dikkate alinan uzayda birim tensor islemcilerini tammlayalim. Bu durumda

U(k)

{7

ile verilen indirgenmis matris c¢lemanlarina sahiptir. Bu islemcilerinin matris elemanlart

U(k)na'J’> =1 (280)

Deuk.(267) bagmtisina gore

J k J‘)

<oc alys v
-/ K )

asz]%fv> = {_1)./4'»//’[
ile verilir. Eger bu denklemi

. J k J
D72k +1)|( , }
M My

ile ¢arpar, k ve x lizerinden toplar ve Denk.(139) ifadesini de dikkate alirsak

!

VN G S S Gl
EH)J (szl)LMO i M6j<aJM|UK @MY =610, Sapns; O8D)

sonucuna ulagiriz. Denk.(281) ifadesinden her bir Q islemcisinin matris elemanlarimn

(o Mo |Q' T MYy = 5 (o JM|Ql T MY(=1)"™ (2K + 1) x

kx MM (282)
J ko
x (o | UL T M)

-M x M

ile ifade edilebildigi anlagilirdir. Denk.(282) bagintisindaki agilim katsayilar «, M, ve M
dan bagimsizdir. Dogal olarak keyfi bir islemci dénmeler altinda basit bir sekilde bi¢im
degistirmez. O islemcisinin kendisi bir 7. indirgenemez tenséridiir ve Denk.(282)'deki

toplamin
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| a'J'M’> (283)
seklinde indirgendigi Denk.(138) orthogonallik bagintisi kullanilarak dogrulanabilir.
Denk.(283) bagintist Denk.(267) ifadesinin tam olarak kendisidir. Belirli agisal
momentumlu sistemlerindeki isiemcilerin fiziksel Snemi onlarin indirgenemez olmalaridir.

Denk.(280) ile tanimlanan birim tenstr iglemcisinin hermityen olmasmin zorunlu
olmadifina dikkat edelim. 3j sembollerinin simetri Ozelliklerinin kullamilmasiyla

Denk.(283) bagmntisindaki matris elemaniar1 arasinda agagidaki sonuglan elde ederiz:

' J kT J ok J
<a JM{ uw a'J’M'> =(-1)’™¥ 1 = (-1
-M x M -M' -k M
ol S kT :
={-1 J-M -1 J-J'+k
-1 [_M., . M}( )

- (_1)J*J'+K <a|Jle] UE? }G: JM>

Bu nedenle U,Ek); ()7 =1 oldugunda hermityen, (~1)7 =—1'de ise anti-

hermityendir. 7% 'mn  hermityen  olmast  halinde  Denk.(273)den  dolay:

a J| 7®la TN U® ifadesi de hermityendir.
i K

Yukarida irdelendigi gibi ayni & ve k rankli her hangi indirgenemez tensor
islemcilerinin bilesenlerinin sifirdan farkli olan matris elemanlar;, oJM ve o'JM' i
durumlarla orantihidir. Ozellikle bu, J nin matris elemanlari ( j veya o nin farkli degerli
durumlart arasinda J nin matris elemanlari sifirdir) ile orantili olan oJM ve oJ'M'
durumlar1 arasinda matris elemanlarma sahip vektdr islemcileri igin gegerlidir.
J? =(J, +.J,) nin belirli bir duruma ¢iftlenmis J; ve J, spinli iki bagimsiz kisimdan
olusan bir sistemin magnetik momentini hesaplamada kullanalim. Magnetik moment

islemcisi

p=gJ, +g,/, (284)
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ile verilen bir vektordiir ve buradaki g; ve g bu iki sistemin g carpanlandir. gl+g.s

ifadesinde dikkate alman &zel bir durum, J;=l ve Jo=s li Denk.(284) bagintisinin &zel bir
halidir.

Sirasiyla ji(Gi+1) ve ja(ja+1) seklinde tanimianan Gzdegerlere sahip J7 veJ:'l
durumlan dikkate alalim. Wigner-Eckart teoreminden dolayr aynt o ve j i durumlar

arasindaki p nin matris elemanlan J nin matris elemanlan ile orantiidir. Orantiyt g

carpanlar ile gdsterdigimizde,

(o0 M| p o JM") = g{oe JM| T for JM)

=g (c M| J, o IM )+ g, (a TM]| T, o M) (285)
denklemini eide edilir. Vektorlt Denk.(285) ifadesinin skaler carpimim
(o0 g | o ™)

seklinde yazabilir ve M' {zerinden toplayabiliriz. J, bagka bir sifirdan farklt matris
elemanina sahip olmadig1 i¢in J nin kendi bilesenleri ve J; ve J, nin bilegenleri arasindaki

matris ¢arpimini bu yolla elde ederiz. Bu nedenle,
glo M| 2 o M"Y = g, (@ M| I, T e IM) + gy (e TM| T, - e I

yazlabilir. j(i+1) 6zdegerlerine sahip J* islemcisi M de késegendir ve ayrica Jy-J ve JpJ
islemcileri skalerdir. Bu durumda bunlar da kdsegendir ve 6zdegerleri M den bagimsizdir.

Bu nedentle J nin belirli degerli durumlarin: elde ederiz:
g’ =gJ J+g,J, (286)

Denk.(286) bagmtisinin sag tarafindaki skaler carpim, J=J;+J, ifadesiyle ve islemci

Ozdesliklerinin kullanilmasiyla dogrudan hesaplanabilir:
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Ji=(J~-J Y =S Il =20, 7, JE=(U=J) =T I =20, T

Boylece skaler carpimlar, J7,J? veJ” nin kosegen oldugu diizende kosegendirler.

Denk.(286) ifadesini

gJ2::%[gl{‘/2+]12~—f22}+g2{]2 +J22-Jf}] (287)

olarak yeniden diizenleyebiliriz. J°,J7 veJ? 0Ozdegerlerini Denk.(287) bagmntisinda

yerlerine yazarsak

”

’.gI{J(‘]+I)+Jl(‘[I +)=J,(J, + D)+

J o=
& ST+

+ g, (JT+D)+J,(J, +1) = J,(J, +1)}] (288)

sonucunu elde ederiz. i magnetik momenti, M=J li durumdaki Denk.(284) ifadesinin sifir

bilesenin beklenen degeri olarak tammlanir. Denk.(285)'den p=gJ oldugu anlagilir.

l'1 i I+1 1¢in
H I 2g / > 2

j 1 . | S
= [+1)—— ; =]/—-— igin

bagintilarindaki bir tek niikleonun magnetik momenti i¢in yukanida elde edilen sonuglar
Denk.(288) ifadesinin ¢zel durumlaridir. Tek niikleonda bu sonuglar J; i¢in [ ve g; icin g,
Jy igin s ve g igin go'nin kullamimasiyla elde edilirler.

Bazi 6zel durumlarda, Denk.(288) tarafindan ifade edilen g carpanlari basit bir

big¢ime sahiptir. J;=J, ise

g:g1‘*‘g2

: Jy=J, icin (289)
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olur. Agik¢a g,=g; oldufu zaman g,/, +g,/J, = g,J ve g=g; olur. J=J;+/> durumunda ise

Denk.(288) bagmtisinin sonucu basit bir sekilde

p=gl =gty gy, = 1+, (290)

olarak bulunur.

YK 'mm J = 4 taban durumu icin Denk.(288) Lande formiiliinii kullanalim. Bu

*

cekirdegin diisik enerji seviyeleri X 'min 143, proton kon

nétronu icin uyarlayarak **CI'in konfigiirasyonundan hesaplanabilir. Deneysel ve teorik
olarak hesaplanan enerjiler arasindaki uyum olduk¢a 1iyi oldugundan benzer
kabullenmelerin magnetik momentler i¢in de elde edilebilirliginin olup olmadigina bakmak
ilgingtir.

-
)
J=45‘J1=_ ve J2=

5 é degerlerini Denk.(288) ifadesinde yerlerine yazarsak

boylesi bir durum i¢in,
1 _
p=gh=15(8g+328;) (291)

elde edilir. Ug 143, protonlart durumunun g garpanlant bir tek 1d3, protonunki ile

aynidir. Magnetik momenti boylece

3/2
g ——8&; —-—3 2.79) =.106 n.m.
2 5/2( 1 ?_g) ( )= n

Ha,, = g1

olarak elde edilir. 1 /;/, ndtronunun magnetik momenti ise

. 7_- v, 1 b _
'uf?/Z -g2—2-—(3g1 +':?:'gs)-———1.91 n.m.
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olarak hesap edilir. Denk.(291}'de bu magnetik momentlerin g; ve g dederlerin yerlerine
yazdigimizda J=4 durumu i¢cin @ p= -1.69 n.m. sonucunu elde ederiz. Bu deger
p=-1.298 n.m. denevsel degeri ile kabaca uyumludur.

Bununla birlikte daha dogru bir sonucu magnetik momentlerin  Schmidt

degerlerinin yerine bazt Sl¢iilmiis degerleri kullandifimizda elde edebiliriz. Bir 141733/2

rotonunun magnetik momenti icin K 'un 0.392 n.m.lik deneysel moment degerini
p g ¢ y g

alabiliriz. Benzer olarak, “'Cu'in deneysel magnetik momenti olan -1.595 n.m. tek bir

1 3/, ndtronu igin uyarlenabilir. Bu Ol¢tilmis momentlerden belirlenen g; ve gy'nin

degerleri Denk.(291) ifadesinde kullamldiginda *°X'in taban durumunun hesaplanan
magnetik momenti -1.249 n.m.'dir. Hesaplanan bu deger deneysel moment ile daha iyi bir
uyum igindedir. Gergekte, bazi K izotoplarinin 6lgiilmiis magnetik momentlerini, 6lgme
islemini yapmadan nce, oldukca dogru olarak tahmin etmek icin *“'Ca'min magnetik
momentler: kullaniimistir [S].

Belirh tek niikleon islemcilerinin matris elemanlar1 elektromagnetik (ve diger)
gecis olasutldarinin oranint belirler. Boylesi gegisler, verilen J; spinli (ve diger o; kuantum
sayilar) bir durumda hareketler ve J¢li duruma neden olan bir 77 ® islemcisinden

kaynaklansr. i1k durum M izdiistimiine sahipse verilen M li duruma gecis orani ;

§]<astMs% T;c(k)lai']iMi>2 (292)

ile orantilidir. x Uzerinden toplam yukarida verilen bafintiya isaret etmesine ragmen
Wigner-Eckart teoreminden dolayr Denk.(292) ifadesinde var olan terim yalnizca
k=M¢M; den ileri gelir. Tiim Mli durumlarin ge¢is oranlarinin elde etmek igin
Derik.(292)'yi M ler iizerinden toplariz. Wigner-Eckart teoremi kullamldiginda

birlestirilmis oranlar igin asagida verilen sonucu bulmus oluruz:

(2,1, 9o, (293)

2 Jook LY
A WA I R
T E\-M, o M) T 20, +1V

Bu oran M; den bagimsizdir ve indirgenmis matris elemaninin karesi ile orantilidir.
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1.3. Acisal Momentumda Grafik Yontemler

Herhangi bir acgisal momentum ¢iftlenim  probleminde, Clebsch-Gordan
katsayilarimin veya Wigner 3j katsayilarinin carpimlarinin toplamlarini igeren ifadeleri
hesaplamak gereklidir. Bu tlir hesaplamalar ¢ogu kez Levinson'un grafik y6ntemlerinin
kullanilmasiyla basitlestirilebilinir. Yutsis, Levinson ve Vanagas (YLV yontemi) ve Yutsis
ve Bandzaitis grafik yontemi tzerinde c¢alismislardir [23]. Bu béliimde, basit agisal
momentum ciftlenimi problemlerinde kullamilan grafik yontemin temel kurallarim
verecegiz.

Burada verilen kurallar YLV tarafindan verilenlerle 6zdes degildir fakat basit ve iyl
belirlenmis bir sekilde YLV kurallant ile iligkilidir. Buradaki kurallar YLV nin
Onerilenlerden biraz daha esnektir. YLV nin kurallar1 yalmzca 3j sembollerince ifade
edilmis formiiller igin kullanirken burada incelenen kurallar hem 3j sembolleri hem de
Clebsch-Gordan katsayilarini igeren cebirsel ifadeleri hesaplamada kullanilabilir. YLV nin
grafik metotlar: Edmonds [9] ve Judd [23] tarafindan ¢nerilen grafik metodlar ile benzerdir
fakat YLV nin grafik metotlari hem dogru isaretleri hem de ifadelerin biiyiikliigiinii

verirken Edmonds ve Judd'un metodu yalnizca ifadelerin biiytikligiinii verir.

1.3.1. Grafik Gésterimin Temel Bilesenleri

Bir grafiksel gosterim semalar ile cebirsel formiiller arasindaki benzerlige karsilik
gelir. Cebirsel bir formiildeki her bir terim uygun bir grafigin bir bileseni tarafindan temsil
edilir. Tutarl: bir grafik gosteriminde, kendine has bir yéntemle verilen bir sekle karsilik

gelen bir cebirsel formiil yazmak miimkiindiir.
Grafik gtsteriminin temel bilesenleri asagidaki gibidir:
(1) Wigner 3j sembolil birlestirilmis 3 ¢izgili bir diigiim ya da kogeler ile gosterilir.

Bu cizgiler 3j sembolil ile ciftlendirilmis acisal momentumu simgeler:

. cy b
a b c ao, ao
= = 294
[ g j 254

bB cy
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Bir igaretle diigiimiin yonelimini belirtmek miimkiindir. Saat ibresinin yéniiniin tersi (+)
ve saat ibresinin yénil ise {-) isaretiyle ifade edilerck diigiimiin doniisii gosterilebilir. Bir
sekil déndirildiginde ¢izgilerin donemsel sirasinda bir degisiklik olmaz. 3j katsayilari
basit simetri Ozellikierine sahiptir ve bu semboliin stitunlarinin diizenli bir dénemsel
siralamsinda degeri degismez kalir. Bu ylizden donmiis bir diyagram asil sekildeki gibi
ayni 3j semboliinii gosterir. Cizgiler arasindaki acilar ve bu ¢izgilerin uzunlugu 6nemli
degildir. Sonug olarak diglimin doniisiinti koruyan seklin her hangi bir geometriksel
deformasyonu, sekil ile gdsterilmekte olan 3j semboliinii degistirmez. Donemsel siray

degistiren bir deformasyon diigtimiin donistimiint degistirir ve eger bozulmus sekil ayni 3j

.....

b ¢ (fa ¢ b
[a j — (__1)a+b+cL )
a By @y B
seklinde verilen simetri bagmntist

ac a

Ccy A (__)(1+b+c x cy (295)

bf b

sekline isaret eder.

(2) Antisimetrik sembol ya da 'metrik tensor' cebirsel olarak,

a a+a
ij=5WrﬂXﬂ

seklinde, birgok agisal momentumun toplamlarinda bir faz gosterimini tanimladigindan bu

ifadeyi {izerinde bir ok tasiyan bir ¢izgi ile gbsteririz:

ﬂLﬂgﬁ_zaw{“j (296)
of
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Ozellikle

acl a,~0L - (__.)a-a'—a ao, a,-a — (_)a—a

3j katsayisi, acisal momentumlardan biri sifir oldugunda antisimetrik sembole indirgenir,

yani

a & 0 1/2 a
[a 5 O)=(2a+1) 5(ab)[ﬂa} (297)

seklinde oldugundan bu ifadenin grafik g6sterimi,

, 0 bB
&~< = ao&‘_< = B ay ooy)
+ ‘ -
bp y

ile verilir.
(3)YYonlendirilmemis bir ¢izgi (lizerinde ok bulunmayan bir ¢izgl) 6(ab)s(af)

ifadesini gésterir ve sematik yapist,

aa OB 5um)sp) (299)

ile verilir.

(4) Daha karmagik semalar, bu {ic temel bilesenin birbirleriyle birlestirilmesi ile
olusturulabilir. Aymi toplam agisal momentumu gosteren iki ¢izgi birlestirilebilir.
Birlestirilmis iki ¢izgi iki agisal momentumun z bilesenlerinin esitligini ve bu bilegenler
izerinden toplama yapilabildigini g6sterir. Semalardaki bu z bilesenlerini agik olarak
yazmaya gerek yoktur ve bu agidan bu bilesenleri ihmal ederiz. Cogu kez bir ¢izginin
serbest ucuna karsilik gelen z bilesenini bile agik olarak yazmayiz ve a,b,c,...gibi Romen
rakamlari ile g&sterilen toplam agisal momentumun sahip oldugu z bilesenlerini de a.,B.y,...

gibi Grek harfleri ile g@steririz.
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Diigiimlerin biriestivildigi ¢izgileri i¢ ¢izgiler olarak adlandiririz. Dig ¢izgilerin bir
ucu bir diigiime baglidir ve difer ucu ise serbesttir. Kapali semalarda dis ¢izgiler yoktur.
Bu tanumlamalar basit birka¢ sema olusturuldugunda daha kolay bir sekilde anlasilabilir:

(a) 3j sembolleri i¢in ilk olarak

a b cYa b 1 ' '
‘?E(a p y}\a p ;ﬂj:ch‘S(CC)‘S(V?) (300)

ile verilen orthogonallik bagintisinin grafik denklemi ile

b
C : ‘; ¢ i c ¢
N found X 301
+ - 2c+1 (301)
a

sekildeki gibi gbsterebiliriz. {a b ¢} acisal momentumiarinin dénemsel sirasi, Denk.(299)
ifadesindeici her iki 37 katsayilarinda da aymidir. Bu sira, ilk diiglim saat yoniiniin tersi bir
yonelimine karsilik gelirken ikincisi saat yontinde yonelime karsihik gelir. Bundan dolay:
itk diigtim pozitif bir isarete sahip olurken ikincisinin isareti ise negatiftir.

Eger Denk.(299) ifadesinde y =y’ olarak alir ve y lizerinden toplam alirsak,

b
- @ §+ =1 (302)
a

sonucuna ulasmiz. Digiimlerin igaretleri, bu ifadelerin yonelimleri tersine ¢evrilmis
oldugundan degigir. (2c+1)'1c;arpan1, v Uzerinden toplam (2c+1) e esit sayida terimler
icerdiginden iptal edilir.

3] sembolleri i¢in ikinci bir orthogonallik bagintis:

N

b c) b ¢
Z(?xﬂ)(z ; ){a g |08 (303)

4

ile verildiginden buna karsilik gelen grafik denklemi
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ao, -adl
> (2e+1) Z =
¢ 4 -
bB bf

ac

bp

seklinde olmalidir.

agl
(304)

bf'

(b) Bir antisimetrik sembolli 3j katsayisiin kisitlamasi {izerinde ok bulunan

diigiimlii bir ¢izgi ile gosterilir.

ao

p ko) -

b

enf@ b ) fa
“ (a p —y}ﬁy‘(a

24 (305)

Bu sekil Clebsch-Gordan katsayisinin bir yonelimini verdiginden oldukca kullanighdir. Bu

kullanislilik asil YLV semasmun biraz de@istirilmesindeki ana sebeptir. Bir Clebsch-

Gordan katsayist

(a Z‘ ;jﬁc“?? = (D" (abople )

(04

denklemiyle verildigi gibi 3j sembolii ile iligkilidir:

(aba|ey) = ()7 (20+1)1/2(Z 5 )

(306)

Denk.(305) ile Denk.(304) ile karsilastirildiginda Clebsch-Gordan katsayisinin iki grafik

gosterimini elde ederiz:

{(aba|cy) = ()" Qc+D)"? x

(307)



W,
RN
(9]

= ()" 2+ x > (308)

Son denklemde digiim isareti degismistir. Bu, 3j semboliindeki agisal momentumlarin
donemsel sirasindaki degisiklige karsihk gelir ve Denk.(295) simetri bagintisindan dolay:
(-)***° carpanimi da vermektedir.

(c) Son bir &rnek olarak Racah W fonksiyonunun ve Wigner 6] semboliiniin grafik

gosterimini verelim:
ot N ey [ @ b el b d fYd ¢c el c a [
W{abedsef) = > (-) [a 5 8)(—[3 5 ¢](5 S

(309)

a b e B _Mw“a%_y(a f cYec d eYe b aXb d f
{d ¢ f}wz() e ¢ —yj(“/ 8 —sj{g B —a]kﬁ S ¢]

= (310)

Denk.(309) ve Denk.(310) ifadelerindeki toplamlar magnetik kuantum sayilarmin timii

tizerinden alinmalidir.

(d)

W(abcd,ef) — (__>a+b+c+d {Z’ i ;}
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ile verilen bagintinin grafik yoéntemi ile g@sterimini yapalim. Buradaki W-fonksiyonu ve

6j sembolii Denk.(309) ve Denk.(310) ifadeleri ile tanimlanmigtir.

Sonucu asagida verilmis olan grafik doniistimlerinin ardisikligini ile gosterebiliriz:

(-)***** faz1 (abe) ve (cde) diigiimlerinin isaretlerinin tersine evrilmesiyle olusur ve (-)*

¢arpam da e ¢izgisi {izerinde bulunan okun y6niiniin degistirilmesinden ileri gelir.



2. YVAPILAN CALISMALAR
2.1. Program

COFEFF, acisal momentum ¢iftlenim katsayilarint hesaplayan ve iki tamsaymin
birbirine boliimiintin karekokti seklinde sonucu veren bir bilgisayar programudir. Bu
program hesaplar1 Condon-Shortley faz tamimiyla hesaplamaktadir. Programin Clebsch-

Gordon, Wigner 3j, Raczh, Wigner 6j ve 9j secenekleri vardir. Biitin sonuglar
f1/ f2%./ 13/ f4 olarak verilmektedir. Burada 11, £2, f3 ve f4 tamsayilardir. Ornegin
<2111’22> Clebsch-Gordan katsayisi i¢in hesaplanan sonug, -0.57735 yerine, -1/3 (3)”2

olarak verilir. Katsayilarnin tiimii Brink ve Satchler'in formiilleriyle uyumludur [23].
Kullanilan temel teknik bu sayilarin faktorizasyonu cinsinden tiim sayilari ele almaktir.
COEFF bilgisayar programi hem ciftlenim katsayilarin: hesaplayan altprogramlara ve hem
de bir asal sayiy1 asal carpanlarina ayiran ve tersi islemi de yapabilen altprogramlara
sahiptir. Ayrica sonuclart en uygun bir sekilde yalin olarak ekrana getiren bir altprograma
da sahiptir. Bu program ile ilgili katsay: tiirli i¢in segenekler sunmakta ve uygun olan yol

gostermektedir. Argiimanlar genellikle giris tlriinden bagimsizdir ve virglille birbirinden

ayrilmalidir.

COEFF bilgisayar programi orjinal olarak D.F.Fang ve J.F.Shriner Jr. [24]
tarafindan Fortran 77 programlama dilinde VAX ortami i¢in hazirlanmistir. Program VAX
ortaminda test edilmis ve ilk sonuglar elde edilmistir [24]. Bu ¢aligmada COEFF programi
yeniden diizenlenip PC ortaminda g¢alisir hale getirildi ve test edildi. COEFF ilk haline
gore, simdi daha kullanigh iyi bir dost programi halinde kullanima agiktir.

2.1.1. Altprogramlar

Pinit(init):Bu altprogram prime(init +1)'den prime(60)'a kadar elementleri
baslatmaktadir.

Output(al,a2,a3,a4):Bu alt program uygun bir bi¢imde cevaplarin ekranda
gériinmesini saglar.

Cg(i1,j2,m1,m2,j,m):Bu altprogram Clebsch-Gordan katsayilarini hesaplar.
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Tj(a,b,e,dje,fywl,w2):Bu  altprogram  Wigner 3j sembollerini  hesaplamakta
kullanilir.

W(a,b,c,d,e,f,wl,w2):Racah katsayilari bu altprogram ile hesaplanmaktadur.

Sj(a,b,e,de,fwl,w2):Wigner 6  sembolleri  bu  altprogram  tarafindan
hesaplanmaktadir.

Nj(a,b,c,d,e,f,g,h,i,wl,w2):Bu altprogram Wigner 9j katsayilarim hesaplamaktadir.

DeltaZ(a,b,c,w1):Bu altprogram (a + b + c)!*(a+ ¢ -b)!* (b+c-a)/(a+b+c+1)!
niceligini hesaplamakta kullanihr.

Simp(a,b,d,e,c,g,p,w1,w2):Bu altprogram 9j semboliindeki parametrelerden biri
sifir oldugunda kullanilmaktadir. p degigkeni siitun degistokusundan ileri gelen isareti
gostermektedir.

Pfac(n,w):Bu altprogram (n - 1)! degerini hesaplar ve w dizinindeki asal sayi
carpanlan kodlanmasim gergeklestirir.

Padd{a,b,c):Bu altprogram iki asal sayiya kodlanmis tamsayilar1 toplar. c =a + b
olup, burada a, b ve ¢ kodlanmus asal sayilardir.

Psub(a,b,c):Bu altprogram iki asal sayiya kodlanmig tamsayilart ¢ikarir. c =a - b
olup, burada a, b ve ¢ kodlanmus asal sayilardir.

Pmul(a,b,c):Bu altprogram iki asal sayiya kodlanmis tamsayilar1 carpar. c =a * b
olup, burada a, b ve ¢ kodlanmus asal sayilardir.

Pdiv(a,b,c):Bu altprogram iki asal sayiya kodlanmig tamsayilar1 bsler. ¢ = a / b
olup, burada a, b ve ¢ kodlanmus asal sayilardir.

Psqrt(c,a,b):Asal sayrya kodlanmis tamsayinin karekdkiinii alan bir altprogramdir.
Bu altprogram ¢ sayisini alir ve onu a ve b cinsinden sqrt(c) = a * sqrt(b) olarak verir.
Buradaki c sayist pozitif olmak zorundadir.

Pncode(c,a):Bir tamsayiyr asal sayiya kodlanmis diziye doniistiiren bir
altprogramdir. Bu altprogram ¢ tamsayisimi a gibi asal sayiya kodlanmus bir diziye
doéniistiirmektedir. "Asal" dizinin boyutu 60 tir ve bu dizinin bilesenlerinin ilk degeri (inir)
otomatik olarak bu altprogram tarafindan ilk "init" asal sayisina karsihk getirilmistir.
"Asal" dizinin geri kalan kismi hesaplamalarda ortaya gikabilecek diger asal sayilari
saklamak i¢in gegici olarak kullanilmaktadir.

Pdeode(a,fl,f2):Asal sayiya kodlanmis diziyi tamsayilarm bolimii  haline

dénigtiirmekte kullanilan bir altprogramdir. Bu altprogram asal ¢arpanlarinda kodlanmis a
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gibi bir saytyr alir ve onu f1/ f2 bi¢imine donistiirlir. Burada f 2 bire esit olabilir.

Isaretler 71 ile ilgilidir.

2.1.2. Akss Diyagram:

COEFF
—_—
pr—
—[Ww]
—
i— s
Aritmetik
islemler
icin
Altprogramlar
Delta2
Simp
Pfac
Padd
Psub
Pmul
Pdiv
Psqrt
Pncode
Pdcode

TL__-_-_»

Output

Sekil 3. COEFF programinin yapisi



148

2.1.3. Programm Kullamblist

Ci\>coeff

> CG katsayilar: ---> CG (ya da cg)

> 3-j sembolli ---> 37 (ya da 3j)

> Racah katsayilart ---> W (ya da w)

> Wigner 6-j katsayilari ---> 6] (ya da 6])
> 9-j sembolii ---> 9] (ya da 9)

> Cikis ---> X (ya da x)

> cg
> cg(i1,j2,m1,m2,j,m);2,1,-2,-1,3,-3
1
> 3j
>3-j(1,)2,j3,m1,m2,m3);3,2,3,0,0,0
2(1/105)"
> X

C>



3. BULGULAR, TARTISMA ve SONUCLAR

Bu ¢alismada vektor giftlenim katsayilan olan Clebsch-Gordan katsayilari, Wigner
3j sembol katsayilari, Racah katsayilarr, Wigner 6] ve 9j sembol katsayilari tez ¢aligmasi
icin yeniden dilizenlenen COEFF programi ile hesaplandi. COEFF programina girilen
verilerin sonuglarini test etmek igin internet lizerinden hazirlanmis bazi vektor ¢iftlenme
katsayilarini hesaplayan programlar ile yapilan hesaplamalar, Mathematica 5 programu ile
yapilan hesaplamalar ve elimizde var olan bazi tablolardan alinan degerler kullamildi.
COEFF program sonuglan ile yukarida verilen programlar ile yapilan hesaplamalar ve
cesitli tablolardan alinan degerlerin ¢ok iyi uyum sagladig: goriildii.

COEFF programi dogrudan PC lizerinden caligtirilarak istenilen vektdr ¢iftlenim
katsay1 hesaplamasi se¢ilerek, verilen yonergeye uygun girisin yapilmast ile, program

uygun bir bi¢imde sonuclan ekranda vermektedir.

3.1. Clebsch-Gordan Katsayllarimm Hesaplanmasi

COEFF programi dogrudan PC lzerinden caligtirilarak beliren ekranda Clebsch-
Gordan katsayilar igin cg veya CG yazilarak Clebsch-Gordan katsayilarint hesaplayan
altprogram  ¢agrildi.  Cagrilan altprogramin  beliren  yOnergesine uyan, yani
cg(31,j2,m1,m2,j,m) seklinde uygun iiggen sartlarini saglayan agisal momentum degerleri
girilerek sonug¢ ekranda uygun bir bigimde (sonuc;)” ? seklinde elde edildi. Elde edilen

sonuglarla asagida verilen Tablo 2 hazirlandi.
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Tablo 2. Clebsch-Gordan katsayilari i¢in karsilagtirmali sonuglar

£

0.6324

Gosterim 1 2 3 4 5
1111
——— |11 1 1. 1
53530 | o
: 1
1 s
i) e [ BEOE
A -0.7071 2
313 1 vtz | V3 15 3 3
222 2 (PO 2 3 4
2 0.8660
1
31 31 1
< ————— 1—1> e B AN
22 22 2 -0.8660 4 4
3311,
S 3| 0 0 0
<2222 ) 0 0 0
2
3311 y |
Gl e : i |
-0.6324 > p
<331 1 1o> RS2 |-~ s ! !
_____ - - 2 5 - — o —_—
222 2
25 -0.2236 20 g
1
3 i
<~§_§§_ 20> 10 L ; NI
22 22 2 . 4 4
1 /6
33 31 16
<—2-5—-2—51—1> (12)(6/5)"" % 2\ —1‘% Ll
: 0.5477 10
<3131 -5——5—> 1 1 1.0 1 1
2 27122 '
3. 1.031 " R 3 8
-0.7302
1
3301 1 1 1
B3 e |5 22 L
0.7071 2 2
1.1]55
<2—2ll—~> 1 1 1.0 1 1
272122
<2_1_1__1~5,5.i (2/5)'? 2 2 2 2
2 2022 5 > 5 5




Tablo 2'nin devami
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f ) ) _1_ r—
prfd s | A
08944 | '° >
1
1|11 ! ks
LA N O S
-0.5773
2
1|31 : =
(50335) et |43 TR EE
0.8164
3|5 3 R
<2%15 §§-> 3/ —\5— \[7 - ;3/— - %
’ -0.6546
2
3,353 [2 Y
- -0.7171 :
3. 1]31
221-=|==) | 0.
< > 2}22> 0 0 0 0 0
3 1ls 1 12 3 3 3 3
| 0.2927
3 103 1
2=—1====) |0 0 0.0 0 0
#1353
(22-2-2|4-4) |1 1 1.0 1 1
(2211]32) 0 0 0.0 0 0
(222 -2]40) (1/2)(2/35)" 1 e 1 :
_2l4 / L 1 1
V70 AT R ST 70
(22-1-1]3-2) |0 0 0.0 0 0
2 2 2 2
(2200|20) @n'? Sy b V7 g B
7 -0.5345 7 7
(2100|20) 0 0 0.0 0 0
(1100]10) 0 0 0.0 0 0
(1100/00) (1/3)"2 1 Sy 1 1
- 3 - — e —
V3 5 3 3
-0.5773
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Buradaki girdilerin (j, j,m,m, jm)={j, j,mm,| jm) seklinde olduguna dikkat edilmelidir.
1":Tez caligmast icin diizenlenen program ile yapilan hesaplamalann sonuglarini
gostermektedir.
2":Mathematica 5 program ile hesaplanmis sonuglar: gdstermektedir.
3":http://www.gostick.co.uk/cleb/cgjava.htlm sitesinden yapilan hesaplamalar
gostermektedir.
4" :http://www.sct.gu.edu.aw/research/laserP/java/ClebschGordon/  sitesinden  yapilan
hesaplamalar: géstermektedir.
5":Elimizde var olan tablodaki degerleri gistermektedir.

Tablo 2 den gériildigt {izere sonuglar ¢ok iyi bir uyum saglamaktadir. Yalmzca
sonuglarin gosterim farki vardir ki bu da 6nemli degildir. Ancak hesaplamada girilecek

deger yonergesine uygun girisin yapilmas: gerektigi tekrar vurgulanmalidir.



3.2. Wigner 3j Sembol Katsayilarinin Hesaplanmasi

COEFF programi dogrudan PC lizerinden ¢alistinlarak beliren ekranda 3j sembol
katsayilar1 i¢in 3j veya 3J yazilarak Wigner 3j sembol katsayilarini hesaplayan altprogram
¢agrildi. Cagrilan altprogramin beliren y6nergesine uyan, yani 3-j(j1,j2,j3,m1,m2,m3)
seklinde uygun tliggen sartlarini saglayan agisal momentum degerleri girilerek sonug
ekranda uygun bir bicimde (sonug)'? seklinde elde edildi. Elde edilen sonuclarla asagida

verilen Tablo 3 hazirland:.

Tablo 3. 3j sembol katsayilan i¢in karsilastirmali sonuglar

Gosterim 1 2 3 | 4 5 6
(o 1 1] A" 1 \g 1 1 1
000 3 V3 V3 V3
3 -0.5773 3 3 3
1
[O 2 2) (1/5)12 L 3 1 L 1
00 0" 5
V5 0.4972 > > >
1
(O 3 3] e L -\/; 1 1 1
00 0 7
V1 -0.3779 ’ L 7
0 4 4 . 1 l 1 1 1
00 0" 3 5 9 9 9
0.3333 2 9 9

05 5 i )
( . J-(l/ll)

%l»——*
[y
==
==
==
==

-0.3015
06 6 1 1 1 1 1
1/13)2 — 2 2 1
(0 0 oj( ) V13 13 13 13 13
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Tablo 3'in devam
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Tablo 3'in devam

I
356 T3
[0 0 0) N R 2’2‘9‘ 'VZZ.“ '\/Z;—é
-0.1277 ?
2
4 4 4 R 2 18 3
(o 0 o} 300D 13 10037501 1001 1001
0.1340
6 6 6 20 |0 L I 400 |_ 200
-20(1/46189)"° |- 220 e |
[0 0 oj (VAOTS™ 1 Tasrso 0093406189 26189 | V46189 | 401

R PR

Buradaki  girdilerin ~ (j, 7, j,mym,my ) =
QT W

) seklinde olduguna dikkat

edilmelidir.
1":Tez calismasi icin diizenlenen program ile yapilan hesaplamalarin sonuclarim
gostermektedir. |
2":Mathematica 5 programi ile hesaplanmig sonuglar1 gostermektedir.
3":http://www.gostick.co.uk/cleb/tjjava.htlm sitesinden yapilan hesaplamalari
gostermektedir. |
4*:http://www—stone.ch.cam.ac.uk/wigner.htlm sitesinden  yapilan he;saplamalan
gésterrhektedir.
5" http://www.sct.gu.edu.au/research/laserP/java/ClebschGordon/  sitesinden yapilan
hesaplamalar1 géstermektedir.
6": Brink, D.M., Satchler, G.R., Angular Momentum kitabindan alinmustir.

Tablo 3 den goriildigi Gizere sonuglar ¢ok iyi bir uyum saglamaktadu; Yalnizca
sonuglarin gosterim farks vardir ki bu da 6nemli degildir. Ancak hesaplamada girilecek

deger yonergesine uygun girisin yapilmas gerektigi tekrar vurgulanmalidir.
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3.3. Wigner 6j Sembol Katsayilarmin Hesaplanmasi

COEFF programi dogrudan PC tlizerinden calistirilarak beliren ekranda 6j sembol
katsayilar i¢in 6j veya 6] yazilarak Wigner 6j sembol katsayilarini hesaplayan altprogram
cagrildi. Cagrilan altprogramin beliren yOnergesine uyan, yani 6-)(a,b,c,d,e,f) (ki burada
her bir harf sirastyla j1,j2,j3,j4,j5 ve j6 ifadelerini gostermektedir) seklinde uygun licgen
sartlarini saglayan agisal momentum degerleri girilerek sonug ekranda uygun bir bigimde

(sonug)* seklinde elde edildi. Elde edilen sonuglarla asagida verilen Tablo 4 hazirland:.

Tablo 4. 6j sembol katsayilan i¢in karsilagtirmali sonuglar

E3 %3 £

Gosterim 1 2 3 4 5 6
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0 11 3 10.3333 9 3 -0.3333
1 2 3 | 1 1 ] 1
0.2 0.2
{1 % 115 RS Ilg 1L l‘lg
122 15 0.0666 225 115 0.0666
] 1
1 3} 1 —_ 1 1 —_
17105 — 105 — | 105
{1 3 105 0.0095 11025 | 105 Py
] 1
112 1 -5 1 1 |—=
{1 1} U2 - o |- 5 |z |25
-0.2236 -0.2236
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1
11 2 , 1 Ly 1 1 ——
aam”? 1—=  |3\3 — — 243
3/2 1/2 1/2}
/ 23 02886 12 12 {55886
1
1 2 2} R 1 T -—
(125 | -—= N5 |- — |- NG
2 1/2 \
3/2 1/2 1/ 25 09036 20 20 |5 0236
v 1
11 2} A I T Ry 1 1 | —
12130 | —= |%\1s — — | 2430
2 J
3/2 1/2 3/2 230 | oot 120 12010912
1
2 1 2 } " 1 R 1 1 |-—=
(OB == "T0V3  |-yJ== |-J=— | 103
1/2
3/2.1/2 5/2 1043 00577 300 | V300 | 0577
111 1 1 1 1 1
32 12 12 |V 3 6 V3 |6 6
-0.1666 -0.1666
N | . \/f_ st | [s s |Lfs
3/2 1/2 3/2 (5/6)(1/10) 2 610 72 &5 6\V2
6 0.2635 0.2635
1
11 2 1 11 1 1 —
a1 —=  |3V3 — — 243
1/2 3/2 1/2}
/2 3/ 24/3 T 12 12 10886
1 1
2 1 2} i 1 w5 1 =3
~(1/2)(1/5) —— 10 S el B 245
{1/2 3/2 1/2 245 | 02236 20 20 {036
1
1 2 3} R 1 178 1 =
(1/30)} 6\s — — V30
2 /30

Buradaki girdilerin (abedef ) = {

d

a b

;} seklinde olduguna dikkat edilmelidir.

1":Tez calismast i¢in hazirlanan program ile yapilan hesaplamalarin sonuglarimi

gostermektedir.
2":Mathematica 5 programu ile hesaplanmis sonuglar géstermektedir.

3" http://www. gostick.co.uk/cleb/sjjava.htlm sitesinden

yapilan hesaplamalar:

gostermektedir.

4" :http://www.sct.gu.cdu.aw/research/laserP/java/ClebschGordon/  sitesinden

yapilan
hesaplamalar gostermektedir.
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5" Edmonds, A.R., Angular Momentura in Quantum Mechanics kitabindaki ifadelerinden

faydalanilarak yapilan hesaplamalar gdsterir.

6" :http://www.svengato.com/sixj.htlm sitesinden yapilan hesaplamalar gostermektedir.
Tablo 4 den goruldigl tizere sonuclar ¢cok iyi bir uyum saglamaktadir. Yalnizca

sonuglarin gosterim fark: vardir ki bu da 6nemli degildir. Ancak hesaplamada girilecek

deger yonergesine uygun girisin yapilmasi gerektigi tekrar vurgulanmalidir.

3.4. Wigner 9j Sembol Katsayilarinin Hesaplanmasi

COEFF program: dogrudan PC lizerinden c¢ahstirilarak beliren ekranda 9j
katsayilari i¢in 9] veya 97 yazilarak Wigner 9j sembolii katsayilarint hesaplayan altprogram
cagrildi. Cagrilan altprogramin beliren yonergesine uyan, yani 9-j(a,b,c.d.e.f,gh,i) (ki
burada her bir harf sirasiyla j1, j2, j3, j4, 5, j6, j7, j8 ve j9 ifadelerini gdstermektedir)

seklinde uygun figgen sartlanim saglayan agisal momentum degerleri girilerek sonug

172

ekranda uygun bir bigimde (sonug) '~ seklinde elde edildi. Elde edilen sonuglarla asagida

verilen Tablo 5 hazirlandi.



Tablo 5. 9j sembol katsayilari i¢in karsilastirmal1 sonuclar
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Gosterim 1 2 3 4 5 6
111 1
111 1/18 = 18 0.0555 = Ilg
110 8 0.0555
Lo 1 . 1 I
TERE 1/9 5 9 0.1111 | — -
110 0.1111 9 9
110 1 1
111 1/18 1—18- 18 0.0555 m mn
L 11 0.0555
1 1 2 1 1
0 2 2 1/15 115 15 0.0666 = =
110 0.0666
1 2 2 )

1 gl 1 1
2 0 2 -1/25 = 25 -0.04 e -—
12 - 25 0,04 25 25
2 2 3 1

1 o 1 1
{3 0 3% -1/35 2% 35 -0.0285 %t "3
2 2 0 -0.0285
1 1 2 1 i 1

= |- 1

11 2 (1/3)(1/5)** — 3\ 0.1490 | |— —

345 35
0 0 0 561490 45 s
111 ! 1 1

1 -
011 1/9 5 9 0.1111 5 5
110 0.1111
2 1 2) 1
11 2 -1/50 L I3 002 |- 1
220 0 002 50 50
1 2 3 4
31 3 @nosay® |22 17 |oose [ L |22
2 20 105 10,0269 10532 | 105
1 23 :

11 1 —_— 1 1

123 (1/105) e 105 0.0975 | .|— ——

105 105 105
00 0 0.0975
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1 2 2) 1
0 2 2 1/15 fg 15 0.0666 % L
11 0] 0.0666 13
2 2 2 I
0 2 2% 1/25 5}2 25 0.04 51- 51——
2 2 0 - 0.04 3 >
3 2 2} 1
0 2 2 1/35 = 35 0.0285 ~31— L
33 0 0.0285 > 35
2 1 3] 1
{1 2 3% 1/735 —%5— 735 0.0013 | —— L
3 3 0 0.0013 735 735
2 2 2 7 E z 7
12 2 (7/30)(1/35)'" | {5 30V35 |0.0394 500 \s
1 1 0 30 0.0394 30
11 2] | 1 i

o | 1 1
a1 2 2 a1oa”?  |—= l10V3 00577 |, |— —

1043
11 of V3 0.0577 < 10/3
11 2 ]
1 2 2 -1/50 - 50 002 |- L
5 5 0 50 002 50 50
L ) U
[
11 2 7 7 1 - 7
2 2 2% (7/30)(1735)"* | V5 30V35 |0.0394 00 Vs
110 30 0.0394 30
11 1 1
1 0 1 -1/9 -—;- 9 -0.1111 % =
110 -0.1111 ?
1 2 3 1
1 — 1 ]

2 1 3 1/735 — 735 0.0013 | — —
5 3 0 735 0.0013 735 735
(1 2 3 | '

N 1 /1 1
213 (1/15)(1/35)"2 |-—= 0.0112 |-— = |-—=
o 15435 _3311325 15135 | 15435
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(1 1 2
212 (1/10)(1/3)1 L 0.0577 ! 1
-(1/1 -—= |"10V3 |0 = |
110 1033 | 50577 300 | 1043
(11
1 [1
<1/2 3/2 12 1 —_— 1 1
1/2)(1/30 — 0.0912 | |— |—=
12 172 of |PTPY 230 | 2130 0 | 2430
! 0.0912
(1 2
1 1
1172 3/2 " 1 1 1 1
(1/10)(1/2) —= ToVz 100707 | |— |—&=
1042 1042
172 1/2 V2o 200 V2
11
1 i
< L 1
1230220 ipoyuey? |-—= T30\ |-0.0204 |- | |-——
3/2 3/2 206 2400 | 2046
y -0.0204
(2 1
1 1
1/2 3/2 e 12 1 o 1 1
-(1/30)(1/10)2 |- 20.0105 |- |—— |-
15/2 572 o) PO\ | 3010 9000 | 30410
-0.0105
(1 1
5 5 [1 5
120302 Ik siovanoe \E V30 100760 | |- g
3/2 372 15 864 |~
~ 2 10.0760 12
(1 1
1 i
1 1 1
P2 aewe® |2 ss oo | 1|
172 172 0.0680 21
(2 1
1 1
13/2 172 " 1 1 n 1
1/10)(1/2 — 0.0707 |.|—— | —=
1/2 1/2 (/10)372) 1042 5%7027 200 | 10v2

Buradaki girdilerin (abcdefghi)=

N R
> 6 O

c

f + seklinde olduguna dikkat edilmelidir.

i
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1:Tez caligmast i¢in hazirlanan program ile yapilan hesaplamalarin  sonuglarini
gostermektedir.

2":Mathematica 5 programi ile hesaplanmis sonuglar: gostermektedir.
3":http://www.gostick.co.uk/cleb/njjava.htlm sitesinden yapilan hesaplamalar
gostermektedir.

4" :http://www.plasma-gate. weizmann.ac.il/369).htlm  sitesinden yapilan hesaplamalar

gostermektedir.
b e
. a (__1)b+c+e+f a b e 5 )
51 e d ep= bagintis1 kullanilarak el ile hesaplanmugtir.
JQe+D2f+1)|d ¢ f
fro
6" :http://www-stone.ch.cam.ac.uk/wigner.htlm sitesinden  yapilan  hesaplamalarn
gOstermektedir.

Tablo 5 den goriildiigli tizere sonuglar ¢ok iyi bir uyum saglamaktadir. Yalmzca
sonuglarin gosterim fark: vardir ki bu da 6nemli deZildir. Ancak hesaplamada girilecek
deger yonergesine uygun girigin yapilmas: gerektigi tekrar vurgulanmalidir. Vektor
ciftlenim katsayilar1 degisik dillerle yazilmis programlarla hesaplanabilmektedir. Bu
programlama dillerinden biri de olan Fortran 77'dir. Bu ¢alismada bu programlama dili ile
yazilmig COEFF programi yeniden diizenlenip PC ortaminda c¢alisir hale getirildi ve test
edildi. Diizenlenen bu program ile Clebsch-Gordon katsayilari, Wigner 3-j sembol
katsayilari, Racah, Wigner 6-] sembol ve 9-j sembol katsayilar1 hesaplandi. Bu programa
hesaplamasi i¢in girilen degerler diger programlara da girildi. Caligmada kullanilan
program ile elde edilen sonuglarin hem isaret hem de veri olarak diger program
sonuglariyla uyum i¢inde olduklar1 gériildii.

Program sonuglar1 uygun bir bigimde ekranda (sonu(;)l/ 2

seklinde verdiginden diger
programlardan . yalnizca boylesi bir gosterim farki vardir. Sonu¢ olarak uygun agisal
momentum degerleri, vani liggen sartini saglayan degerler girildiginde, hesaplanan deger
verilmekte aksi durumda sonug sifir olmaktadir. Ayrica diizenlemeden 6nceki COEFF
programi sadece VAX ortaminda calistirilabildigi icin kullanimi ve ulagilmasi zordu.
Diizenlemeden sonra oldukga rahat bir sekilde bilgisayarin bulundugu tiim ortamda
kullanilabilir bir yapiya kavusturuldu. Ticari programlar (Mathematica vb.) pahali
oldugundan ve internet hatlar1 da her zaman agik olmadifi i¢in, bu tez icin yeniden

diizenlenen COEFF programu her zaman kullanilabilecegi ve lzerinde higbir ticari

smirlama olmadifi i¢in ve de kullanisi kolay oldugundan, digerlerine gére ¢ok avantajlidir.



4. ONERILER

Bu ¢alismanin devami olarak COEFF programu gorsellik kazandirma amach Visual
Basic programlama ile tekrar diizenlenebilir ve internet lizerinden kullanima agilabilir.
Boylece konu ile ilgili arastirma yapan arastumacilar ve &grenciler kolayca hesaplama

yapabilirler.
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6. EKLER

Tez ¢aligmas: olarak diizenlenen COEFF programi arka kapaktaki bélmede tez ile

birlikte sunulmugtur. Kullanicilar kaynak belirtmek suretiyle istedikleri gibi kullanabilirler.
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