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OZET

Bu ¢aligmada, alt tarafindan rijit olarak mesnetlenmis, iki elastik tabakanin ve rijit
pangin siirtiinmesiz degme problemi elastisite teorisine gére ¢6zlilmiistlir. Yapisik olmayan
tabakalara rijit bir pang aracilifiyla tekil ytk etki ettirilmigtir. Tabakalarin kiitle kuvvetleri
ihmal edilmistir.

Birinci béliimde degme problemleri ile ilgili giiniimiize kadar yapilmis olan
calismalardan bazilar1 Ozetlenmig, elastisite teorisi ve integral doniisim teknikleri
kullanilarak diizlem hal igin genel gerilme ve yerdegistirme ifadeleri elde edilmistir. Ikinci
béliimde incelenen problem ve sinir sartlar belirtilmis, gerilme ve yerdegistirme ifadeleri
siir sartlarina uygulanarak sekiz tane bilinmeyen sabit katsayr ve sekiz tane cebrik
denklem ortaya ¢ikmistir. Sabit katsayilar, denklem sisteminin ¢oziilmesiyle, pangin
altinda ve tabakalarin arasinda olusan, bilinmeyen degme gerilmesi fonksiyonlarina bagl
olarak bulunmustur. Bulunan sabit katsayilar, kullanilmanuis olan diger iki swnir gartinda
yerlerine konuldugunda, iki tane integral denklemden olusan bir denklem sistemi elde
edilmistir. Integral denklemler, uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii kullanilarak
sayisal ¢6ziime hazir hale getirilmis ve denklem sistemi ¢oziilerek degme gerilmeleri ve
bunlara bagli olan normal gerilmeler ve kayma gerilmeleri bulunmustur. Ugtincii bslimde
cesitli tabaka ylikseklikleri, tabakalarin malzeme 6zellikleri, ylik durumu ve pang profilleri
icin degme uzunluklan ile degme gerilmesi yayiligt bulunmus ve bunlarin yardimiyla da
normal gerilmeler ve kayma gerilmeleri elde edilmistir. Elde edilen verilerle degme
uzunluklart ile gerilme yayiliglarimin grafikleri ¢izilmis ve bu grafikler iizerinde irdeleme

yapilmigtir. Dordiincii béliimde ¢alismada ortaya ¢ikan sonuglar belirtilmistir.

Anahtar Kelimeler: Degme problemi, Elastik Tabaka, Rijit Pang, Stirtiinmesiz Degme,
Integral Dontistim Teknikleri, Elastisite Teorisi, Degme Gerilmesi.



SUMMARY

Double Strip Problem, Entirely Supported on Bottom and
Compressed with a Rigid Punch

In this study, a frictionless double contact problem for two elastic layers which the
lower one is entirely bonded to a rijid support is considered according to the theory of
elasticity. Unbonded elastic layers are subjected to a concentrated force by means of a rigid
punch. The effect of gravity forces are neglected.

In the first chapter, some studies on the contact problem investigated until now are
summarized and general equations of stresses and displacements are obtained by using
theory of elasticity and integral transform techniques. In the second chapter, the problem
and its boundary conditions are determined. Eight constant coefficients and eight linear
algebraic equations are obtained by applying the expressions of stresses and displacements
to the boundary conditions. Solving the equation system, coefficients are expressed by
depending on the unknown contact pressures occurred under the punch and between the
elastic layers. Substituting the constant coefficient into unused boundary conditions, an
integral equation system which consist of two integral equations is obtained. Using the
suitable Gauss-Chebyshev integration formula equations are analyzed numerically and
integral equation system is solved. Contact pressures, the extent of contact and Gy, Gy, Txy
stress compenents are determined. In the third chapter, numerical results for various
dimensionless quantities are analyzed and presented in graphical forms. These results are

discussed. The conclusions obtained from the study are mentioned in the fourth chapter.

Key Words: Contact Problem, Elastic Layer, Rigid Punch, Frictionless Contact, Integral
Transform Technique, Theory of Elasticity, Contact Pressure, Receding
Contact.
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Kayma sekildegistirme bilesenleri

Malzeme sabiti

Poisson orani

Lamé sabiti

Not: Bu listede verilmeyen bazi semboller metin igerisinde kullamldiklan yerlerde
tamimlanmaigtir.
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1. GENEL BIiLGILER
1.1. Giris

Degme problemleri, ¢esitli mithendislik uygulamalarinda ortaya ¢ikmaktadir. Raylar
lizerinde hareket eden araglarda, ray ile tekerlek arasinda bir degme alam olugmakta bu
alanin genisligi ve alandaki gerilme yayiligini bilmek gerekmektedir. Yol ve havaalani st
yapilarinda da degme problemi 6nemlidir. Bunlarin yaninda akaryakit tanklan, silindirik
bilyeler ve miller degme mekaniginin uygulama alamna giren diger bazi konulardir.

Literatﬁrde, tabakal1 ortamlarda ayrilma problemleri iki tipte ele alinmaktadir. Birinci
tipte, agirlik etkileri dikkate alinmakta ve ayrilma sonlu bir bélgede meydana gelmektedir.
Ikinci tipte ise agirlik etkileri dikkate alinmamakta ve dolayisiyla ayrilma bolgesi sonsuz
uzunlukta olmaktadir. Cisimlerin degme yiizeyleri tlim uzunluklari yaninda ¢ok kiigiik
kalmaktadir. Bu ikinci tip problem literatiirde “receding contact” olarak adlandirilmaktadir
ve yapilan ¢alisma bu gruba girmektedir.

1.1.1. Degme Problemlerinin Tarihsel Geligimi

Degme problemleri ile ilgili ilk ¢aligmalar Hertz tarafindan yapilmistir [1]. Bu
nedenle degme problemleri ‘Hertz Degme Problemleri’ olarak ta anilmaktadir [2]. Hertz
degme gerilmesi yayilisginin yarim elipsoit, degme bélgesinin ise elips oldugunu
gOstermigtir [3].

Teknolojik Onemine ragmen, gegen yiizyillin baglarina kadar degme problemleri
teknik literatiirde goérlilmemistir. Sneddon’un integral doniisiim teknikleri lizerine yaptigi
caligmalarin, Muskhelishvili tarafindan 1930°lu  yillarda elastisite teorisinde
uygulanmasiyla degme problemi {izerine yapilan c¢aligmalarda artiy goriilmiistir [4].
Degme problemleri iizerine yapilan aragtirmalarin 1950°li yillara kadar olan literatiirii ve
¢6ziim metodlan1 Galin’in eserinden bulunabilir [5]. Integral déniisiimlerinin bu probleme
uygulanma metodlar ise Ufliand’1n eserinde verilmigtir [6].

1970’lerde bilgisayardaki ve sayisal ¢oziim yontemlerindeki gelismelerle birlikte
degme problemleri {izerine ¢aligan bilim adami ve c¢aligma sayisinda artiy meydana

gelmistir. Degme problemleri tizerine yapilan bazi ¢aligmalar asagida 6zetlenmistir.



Civelek ve Erdogan [7], elastik yarim diizlem tizerine oturan tabakanin siirtiinmesiz
¢ift degme problemini incelemislerdir. Elastik tabakanin, diiz veya dairesel ve elastik veya
rijit olabilecek bloklar araciliiyla yiik ile bastirilmasi sonucu degme yiizeylerinde degme
gerilme yayilisini elde etmislerdir.

Keer, Dundurs ve Tsai [8], yarim diizleme oturan ve yayili yiik ile bastirilan elastik
tabakanin siirtlinmesiz degme problemini incelemislerdir. Simetrik olmayan diizlem degme
problemleri ¢oziilerek degme ylizeyleri ve degme gerilmeleri bulunmustur.

Gegit ve Gokpmar [9] tarafindan, rijit, egri ylizeyli bir mesnete Ust tarafindan
iiniform yayili yiik ile bastiilmigs olan ve agirligi ihmal edilen elastik tabakada,
siirtiinmesiz degme problemi incelenmistir. Degisik yiikleme durumlan ve blok profilleri
icin degme gerilmesi ve eksenel normal gerilme dagilimlar: bulunmugtur.

Boduroglu ve Delale [10], homojen, izotrop ve elastik yarim diizlem ve bunun
lizerine oturan tabakanin siirtlinmeli degme problemini incelemiglerdir. Yarim diizlem ve
tabaka arasinda siirtiinme olmamasi halindeki sonuglar ile karsilastirma yapmuslardir.

Erdogan ve Ratwani [11], iki elastik ¢eyrek diizlem {izerine oturan elastik bir
tabakada siirtlinmesiz degme problemini incelemislerdir.

Kahya, Birinci ve Erdél [12] tarafindan, iist tarafindan rijit olarak mesnetlenmis
elastik bir tabakaya rijit blok araciligiyla simetrik tekil yiik etkimesi sonucu olusan degme
problemi, degisik blok profilleri i¢in incelenmistir.

Adams ve Boggy [13], yiik ile yarim diizleme bastirilmig olan yar1 sonsuz seritin
degme problemini incelemislerdir. Degisik elastik 6zelliklere sahip yarim diizlem ve yarim
seritin, degme bolgelerinin siirtinmeli ve siirtiinmesiz olmasi halinde  problemi
incelemiglerdir.

Adams ve Boggy [14], farkh elastik ozelliklere ve genisliklere sahip seritlerin, diiz
ve siirli degme problemini incelemislerdir. Farkli malzeme kombinasyonlar1 ve genislik
oranlan i¢in sayisal sonuglar elde edilmis ve seritlerin genislik oranlarimin 6zel durumlar:
igin bulunan sonuglar, daha 6nce yapilan ¢alismalardaki sonuglarla kargilastirilmugtir.

Birinci ve Erdol [15], elastik sabitleri ve yiikseklikleri farkl: iki tabakadan olusan ve
iki noktadan basit mesnetlenmis bilesik tabakaya ait siirekli temas problemini elastisite
teorisine goére incelemislerdir.

Birinci, Kahya ve Erdol [16], elastik mesnete oturan, elastik sabitleri ve yiikseklikleri
farkli sonsuz uzunlukta iki tabaka arasindaki siirekli degme problemi incelemislerdir.

Ozsahin ve Cakiroglu [17], rijit iki yarim daire mesnet iizerine oturan, degisik elastik



sabitlere ve yiiksekliklere sahip, agirliklari ihmal edilmis iki elastik tabakadan olusan
bilesik tabakanin degme problemini incelemislerdir.

Birinci ve Erd6l [18], elastik mesnete oturan, elastik sabitleri ve yiikseklikleri farkla
malzemelerden yapilmis tabakalarin yapistirilmasiyla elde edilen, tekil yiik veya iiniform
yayil1 yiik ile bastirilmig bilesik tabakanin degme problemini incelemislerdir.

Aksogan, Akavci ve Becker [19], [11]de incelenen problemi ayrica sonlu elemanlar
ve sinir elemanlar yontemiyle ¢6zmiisler ve elde edilen sonuglari kargilastirmiglardar.

Birinci ve Erdol [20,21], alttan iki basit mesnete oturan ve iistten rijit bir blok
aracilifiyla tekil yiik uygulanan, farkli ylikseklik ve elastik sabitlere sahip iki tabakadan
olusan bilesik tabakanin, stirtiinmesiz, stirekli ve siireksiz degme problemini ¢6zmiislerdir.
Daha sonra bu ¢aligmayi, tabakalarin kiitle kuvvetlerinin ihmal edilmesi halinde, degisik
blok profilleri i¢in ¢6zmiislerdir.

Birinci, Cakiroglu ve Erdol [22], tizerindeki sonlu geniglikteki yayihi yiik ile elastik
zemine bastinlmus, farkli elastik sabitlere ve yiiksekliklere sahip, kiitle kuvvetleri ihmal
edilen iki tabakadan olusan bilesik tabakanin degme problemini incelemislerdir.

Gegit [23,24], elastik yanim diizlem iizerine oturan, iiniform yayili yiik ile bastirnlip,
simetrik tekil ytik ile kaldirilan elastik tabakanin, siirtiinmesiz, siirekli ve siireksiz degme
problemini incelemistir. Ayrica, tabakanin tiniform yayih yiik ile bastirihip asimetrik tekil
yiik ile kaldirilmasi durumunda, degme problemini ¢6zmiistiir.

Civelek ve Erdogan [25], rijit bir diizlem tizerine oturan elastik tabakamn tekil yiik
ile kaldinlmasim stirtlinmesiz degme problemi olarak ele almiglardir.

Dempsey, Zhao, Minnetyan ve Li [26], Winkler temeline oturan, elastik, homojen ve
izotrop tabakanin ¢oziimiinti yapmuslardir. Tabakaya iletilen yiikiin tekil yiik veya tiniform
yayih yiik olmasi ve iletilme sekline gére problem incelenmistir.

Cakiroglu ve Cakiroglu [27], tizerinde degisik fonksiyonlara sahip simetrik yayih
yik etkiyen bir elastik serit ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki siirekli ve stireksiz
degme problemini incelemislerdir.

Bakartas [28], rijit bir blok ile, homojenligi derinligi ile degisen yar1 sonsuz diizlem
arasindaki degme problemini ele almistir. Karigik sinir deger problemini Fourier doniistim
teknigi yardimiyla tekil integral denkleme indirgemis ve sayisal ¢6ziimiinii yapmustir.

Hung ve Saxce [29], stirtlinmesiz degme problemini, sonlu elemanlar yontemi ve
matematik programlama teknii ile ¢6zmislerdir. Iki elastik yapmin degmesi ve elastik

yapin rijit temele degmesi durumlari i¢in formiilasyon yapmaiglardar.



Aksogan, Akavci ve Becker [30], iki elastik ¢eyrek diizlem ile {izerlerine oturan bir
elastik tabakanin simetrik olmayan degme problemini integral doniistim teknigi, sonlu
elemanlar yontemi ve sinir elemanlar yontemi olmak tizere {i¢ ayr1 yontemle ¢ézmiislerdir.

Gegit ve Erdogan [31], rijit yart sonsuz diizlem {izerine oturan ve tekil ylk etki
ettirilen elastik tabakada siirtiinmesiz degme problemini incelemislerdir.

Gegit [32], yiik ile yarim diizleme bastirilmis olan yar1 sonsuz silindirin siirtiinmesiz
degme problemini incelemistir.

Gladwell (1976), agirligi ihmal edilmis, tekil yiikk etkisindeki tabakayr egilme
etkisindeki basit bir kiris olarak incelemistir. Ustteki, serbestge kalkabilen tabakanin, alt
tabakaya degme uzunlugunun ytikiin siddeti ile degismedigini gostermistir [33].

Kahya [34], iist tarafindan rijit olarak mesnetlenmis, sabit ylikseklikli, elastik sonsuz
bir tabaka ile rijit bir blok arasindaki siirtinmesiz degme problemini ¢6zmiistiir.

1.1.2. Calismanin Kapsami

Bu ¢aligmada, rijit bir pang ile bastirilmis ve tabanda tam olarak bagl agirliksiz ¢ift
serit problemi incelenmistir. Tabakalar arasinda ve pang ile iist tabaka arasinda siirtiinme
olmadigi kabul edilmis ve tabakalarin agirlii ihmal edilmistir. Rijit egrisel pang
vasitasiyla tabakalara listten simetrik tekil yiik etki ettirilmigtir.

Birinci boliimde, degme problemi iizerine yapilmig olan ¢aligmalardan
bahsedildikten sonra, elastisite teorisinin temel denklemlerine Fourier integral doniisiimii
uygulanip, diizlem haldeki genel gerilme ve yerdegistirme ifadeleri, katsayilara bagh
olarak elde edilmistir.

Ikinci béliimde, problem simir sartlariyla birlikte verilmis, gerilme ve yerdegistirme
ifadeleri siur sartlarina uygulanmistir. Bunun sonucunda sekiz cebrik denklemden olusan
bir denklem sistemi elde edilmistir. Bu denklem sisteminin ¢6ziimiiyle de sabit katsayilar,
pan¢in altinda ve tabakalarin degme bolgesinde olusan degme gerilmelerine bagli olarak
bulunmustur. Bulunan sabit katsayilar, kullanilmayan diger iki sinir sartinda yazilarak iki
tane integral denklemden olusan bir integral denklem sistem elde edilmistir. Her bir
integral denklem uygun Gauss-Chebyshev integral formiilii kullanmilarak sayisal ¢éziime
hazir hale getirilmistir. Integral denklem sisteminin ¢éziimii yapilmis ve degme

ylizeylerindeki degme gerilmesi yayiliglar1 bulunmugtur. Her iki tabakada olusan ve



katsayilara dolayistyla degme gerilmelerine bagli olan normal gerilmeler, kayma
gerilmeleri ve yerdegistirmeler bulunmustur.

Uctincti boliimde, degisik malzeme sabitleri, yilk ve pang profilleri igin degme
gerilmelerinin, normal gerilmelerin ve kayma gerilmesinin sayisal degerleri bulunmus ve
grafikler yardimiyla tabakalardaki dagilimlar1 verilerek irdeleme yapilmagtir.

Dérdiincii b6liimde c¢alismadan varilan sonuglar siralanmig ve son béliimde

yararlanilan kaynaklar belirtilmistir.

1.2. Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Alt tarafindan tam bagli olarak mesnetlenmis, {ist tarafindan rijit pang vasitasiyla
simetrik tekil yiik etkiyen elastik tabakalarin degme problemi elastisite teorisine gore
¢oziilerek, yerdegistirme ve gerilme ifadeleri bulunacaktir.

X, Y ve Z kiitle kuvvetlerini, oy, Gy, Gz, Txy, Txz» Tyz gerilme bilesenlerini gdstermek
lizere dengede olan bir cisim i¢in, gerilmelerin herhangi bir noktadaki degerlerine ait denge

denklemleri en genel halde agagida gosterilmistir [2].

ot
00y Ty O x o)
ox oy o,
ot 0 ot
n B Ty og 2)
ox o9y 0,
ot
atzx+ ”+aGZ+Z=O (3)
x oy o,

Biinye denklemleri ile sekildegistirmeler gerilmeler cinsinden yazilabilir [2]:

€ =%[cx -v(o, +cz)] “

X

€, =%[cy ~v(o, +0,)] )



z

g =-é—[cz —v(o, +5,)] ©6)

Sekildegistirme-yerdegistirme bagintilar: ise

‘. :% ™

e, =% (8)

e, =22 ©

o =gt o (10)

ra= 2+ 2 (11

v, =%+% (12)
seklinde yazilabilir [2].

(4)-(6) nolu biinye denklemleri ve (7)-(12) nolu yerdegistirme-sekildegistirme

bagintilari yardimiyla gerilmeleri yerdegistirmeler cinsinden yazmak miimkiindiir:
o, =ke+2Géu— (13)
ox
o, =Ke+2Giv— (14)
oy

c, =7ue+2G§—v- (15)
Oy



Txy = Gny (16)
Ty = 0¥y (17)
Ty = GYy, (18)

Yukaridaki esitliklerde gegen e, & ve g, swasiyla X, y, z dogrultularindaki
sekildegistirme bilesenlerini; u, v ve w ise sirastyla X, y, z dogrultularindaki yerdegistirme
bilesenlerini ifade etmektedir. e hacim degistirme oranimi, A Lamé sabitini G ise kayma

modiiliinii gdstermekte olup asagidaki gibi tammhidirlar :

e v oW (19)
ox o0y Oz

vE

A=————— (20)
1+v)(1-2v)

G= E 21
2(1+v)

Denklemlerde gegen kayma gerilmeleri arasinda T, =Ty, Tyy =Tyx> Tyy = Tyx

esitlikleri oldugu bilinmektedir. (13)-(18) denklemlerinde gerekli tiirevler almip denge

denklemlerinde yerlerine yazilirsa Navier denklemleri olarak adlandirilan asagidaki

bagintilara ulagilir.
Oe 2
(7”+G)5§+GV u+X=0 (22)
oe 2
(K+G)§—+GV v+Y=0 (23)
y

(x+G)@+Gv2w+z=o (24)
0z



Bu denklemlerde gegen V2 Laplace operatdrii olup asagidaki gibi tamimlanur:

2 2 2

V2=62+62+62 (25)

0x° 0oy~ oz

Iki boyutlu problemlerde z boyutu ihmal edileceginden Navier denklemleri:
oe 2

A+G)—+GVu+X=0 (26)
ox
oe 2

A+G)—+ GV v+Y=0 27
oy

haline indirgenir ve hacim degistirme oram e ve Laplace operatérii V?;
e= L, OV (28)
ox Oy

2 2

v=2 —+ 0 - (29)

()4 oy
olur. Incelenecek problemde kiitle kuvvetleri ihmal edileceginden Navier denklemleri;

oe )

A+G)—+GVu=0 (30)
ox
oe 2

(k+G)a—+GV v=0 31

y

Burada, iki tane bilinmeyen olan ve bulunmak istenen u(x,y) ve v(x,y) i¢in, iki denklemi
olan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem takimi elde edilmistir. Problem bu kismi tiirevli
diferansiye]l denklem takiminin ¢6ztimiintin yani u(x, y) ve v(x, y)’ nin bulunmasindan

ibarettir. u(x,y) ve v(x, y) yerdegistirme bilesenleri bulunduktan sonra gerilmeler bunlar

cinsinden elde edilecektir.



Problemin yiik, malzeme ve geometri olarak y eksenine goére simetrik olmasi halinde,

u ve v yerdegistirmeleri agagidaki esitlikleri saglarlar.

u(x, y) = —u(=x, y) (32)

V(X, y) = V(=X, ¥) (33)

Navier denklemlerinin, kismi tiirevli diferansiyel denklem takimi olugturmasi
problemin ¢6ziimiinii zorlagtirmaktadir. Navier denklemlerini, adi diferansiyel denklem
takimima doniistiirmek ve ¢6ziimii kolaylastirmak igin, u(x, y) ve v(x, y) yerdegistirmeleri
(32) ve (33) bagintilar1 g6zoniine alinarak bilinmeyen fonksiyonlar ¢(a,y) ve y(a,y) nin

Fourier siniis ve Fourier kosiniis doniistimleri olarak asagidaki gibi ifade edilebilirler.

u(x,y) = % [#(a,y)sin(ax)der (34)
0

V(63) = (@ y)cos(o)do (9)
0

(34) ve (35) nolu ifadelerin ters doniigtimleri alindiginda;

#(0,y) = [u(x,y)sin(ax)do, (36)
yla,y) = _[v(x, y)cos(ox)da 37
0

esitlikleri elde edilir. Bilinmeyen ¢(a,y)ve y(o,y) fonksiyonlarinin belirlenebilmesi i¢in

(30) nolu denklem sin(ax)dx, (31) nolu denklem ise cos(ax)dx ile garpilip (0,)
araliginda integre edilirse (30) ve (31) nolu esitlikler;
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wj [ (K+G)(g;l +;;26"y]+G(Z;‘j+Z;‘Z‘J }sin(ax)dx=o (38)
0
u] [ O+ G)[::;y + Z;Z} + G(Z:: + 2;:) }cos(ocx)dx =0 (39)
0

sekline gelirler. (34) ve (35) nolu denklemlerde gegen u ve V' nin ilgili tiirevleri alinirsa :

© 2
ja—‘j sin(ox)dx = —o 24 (40)
o Ox
© N2 2
ja—‘zi sin(ax)dx = ig (1)
0 Oy dy
D A2
J‘ oy sin(ax)dx =_ad_\y (42)
o Ox0y dy
© A2
Ia—Zcos(ax)dx = —aly (43)
o Ox
0 A2 2

a—‘Zlcos(ocx)dx = v \! (44)
0 0y dy
© A2
_[ Ou cos(ax)dx = a@ (45)
; 0x0y dy

ifadeleri elde edilir. Kismi integrasyon uygulanarak elde edilen bu ifadelerde asagidaki

sinur sartlarimin varlig: kabul edilmistir.
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_ov | _av

x=0 OX

=0 (46)

X=0

u(0)=u(oo)=v(oo)=%:— =

(40)-(45) nolu denklemlerde bulunan degerler, (38) ve (39) nolu denklemlerde yazilirlarsa;

2

—(x+2G)a2¢+Gd2¢—(MG)a-di:o 47
dy dy

4 _ g (48)

—a’Gy + (A +G)o—
dy

2
+26) S k4
dy
adi diferansiyel denklem takim: elde edilmis olur. ¢ (ot,y) ' i bulmak igin agagidaki islem

sirasi izlenir:

(48) ifadesinin y' e gore bir defa tiirevi alinir.

3

2
—o+200 Y s 0+ 6)0 e _car W g (49)
dy?

d
dy’ dy

(47) ifadesinden %ﬂ cekilir ve y' ye gore tiirevleri alinir.
y

dy G d% a(+20)

dy ar+G)dy? (A+G)

¢ (0)

d’y G d% a(A+26)dy

7 3 (1)
dy a(h+G)dy (A+G) dy

Py G d% ar+20)d’y
dy*  a(A+G)dy* (+G) dy’

(52)

(50)-(52) nolu denklemler, (49) nolu denklemde yerlerine yazilmak sureti ile
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4 2
NP P
dy dy

(33)
elde edilir. Islem agamalarinin sonucunda, ¢ 'ye gore dérdiincii mertebeden sabit katsayil,
lineer homojen diferansiyel denklem, (53), elde edilmis olur. Bu diferansiyel denklemin
¢oziimii ¢ =e¥ olarak kabul edilir ve bu ¢6ziimiin gerekli ttirevleri almip (53) nolu

denklemde yazilirsa karakteristik denklem
s* —2a%s% +a =0 (54)

olarak olusur. Bu denklemin kokleri arandiginda s|;=s;=a ve s3=s4= —o olarak bulunur.

Sonug olarak; (54) nolu adi diferansiyel denkleminin ¢6ziimii agagidaki gibi yazilabilir:
d(o,y)=Ae™ +Bye™ +Ce® +Dye™ (55)

Bu asamadan sonra, (o, y) bilinmeyeni (55) denkleminin de yardimiyla bulunabilir.

Bunun i¢gin, Oncelikle (48) nolu denklemin y' ye gore bir defa tiirevi alinir. Buradan

d*y /dy? ifadesi gekilip, (49) nolu denklemde yazilir. Ayrica (55) nolu denklemde bulunan
¢(a,y)' nin, y' ye gdre birinci ve tiglincii tiirevleri de bulunup, (49) denkleminde yerine

yazildiginda y(a,y) asagidaki formda elde edilir:
-Q. K -Q 04 K o
y(a,y)=Ae™ +B(—+y)e™ —Ce® +D(——y)e® (56)
o o

(55) ve (56) ifadelerinde gecen x bir malzeme sabiti olup, diizlem sekil degistirme
halinde x=(3-4v), dizlem gerilme halinde ise k=(3-v)/(1+v) olarak bilinmektedir
[39, 40]. ¢(o,y)vey(a,y)fonksiyonlar1 sirastyla, (34) ve (35) nolu denklemlerde

yazilirlarsa  u(x, y) ve v(X, y) yerdegistirme ifadeleri asagidaki sekli alirlar :
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u(x,y) = —72{]‘{ { A +By ]e”“y +[ C+Dy }e“y }sin(ocx)da (57)

0

[+ 2]

v(X,y) = % J'{ I:A + (g + y)B]e“"y +{ -C+ (g -y)D }e“y }cos(ocx)doc (58)

0

Yukandaki esitliklerde gegen A,B,C,D bilinmeyen sabit katsayilar olup probleme
ait sinir sartlarindan elde edileceklerdir.

Bulunan u(x, y) ve v(x, y) ifadelerinin gerekli tiirevleri alinip (13), (14), (16) nolu

denklemlerdeki gerilme ifadelerinde yazilirsa diizlem hal i¢in gerilmeler :

@

1 ox (X, ) —E J.{ [ o(A +By) - (3_TK)B }e‘“’ +

2G 7
3-x a
l: o(C+Dy)+ (T)D }e Y }cos(ocx)doc (59)
_2 - o(A+B )+(—)B e +
26 &Y n y
[ —o(C+Dy)+ (—)D } }cos(ocx)doc (60)
k-1 -
xy(X y)=— { [ a(A+By)+(T)B }e d

{ o(C+Dy)- (KT—I)D }eay }cos(ax)da 61)

seklinde bulunmus olur.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Problemin Tanim

Birbirine yapigik olmayan, h; ve hy yiksekliklerinde, aym1 veya farkli olabilecek
herhangi elastik sabitlere sahip list iste iki tabakaya, tistteki tabakanin {ist yiizeyinden
dairesel pang vasitasiyla simetrik tekil ylik etki ettirilmigtir. Alttaki tabaka alt tarafindan
rijit olarak mesnetlidir. Tabakalar arasinda ve pang ile degdigi tabaka arasinda stirtiinme
meydana gelmedigi kabulii yapilmig ve tabakalarin kiitle kuvvetleri dikkate alinmamagtir.

Tabakalar x ekseni boyunca (-, +o0) aralifinda uzanmaktadir. Problemde
yiklemede ve geometride y-eksenine gore simetri oldugundan hesaplar x-ekseni
dogrultusunda [0,) aralifinda yapilacaktir. Problem diizlem hal i¢in inceleneceginden z

ekseni dogrultusundaki kalinlik birim olarak alinacaktir.

Sekill. Rijit pang ile bastirilmig ve tabana tam olarak bagli elastik tabakalar

2.2. Kullanilacak Denklemler

Yiiksekligi hy, malzeme sabitleri G; ve k; olan alttaki tabaka 1 nolu tabaka olarak
adlandirilmigtir. Yiiksekligi hy, malzeme sabitleri G, ve x; olan istteki tabaka ise 2 nolu

tabakadir. Iki tabakanin toplam yiiksekligi ise h ile gdsterilmistir (h; + hy = h).
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Problemin ¢oziimiinde kullamlacak denklemler, (56)-(61) den yararlamlarak
asagidaki gibi yazilabilir.

u (X,y) =%:].{ [ A +B,y }e““y +[ C.,+D,y }e“y }sin(ax)doc (62)
v, (X,Y) =—72;°]-{ [A +(—+y)B] el +[ -C, +(———y)D } }
cos(ox)da (63)

2‘” _ 3-x, _ay
5(—}:6 (xy)= ﬁ!{[a(AﬁrBrY) (—-—-2 )B, ile +

[a(C +D,y)+( )D ] e }cos(ax)doc (64)

1 2% [ K, +1 —ay
EG (xy)= ;K _L (A, +B,y)+( ) )B, ]e +
-a(C, +D,y)+(Kr +1)Dr i\e"‘y }cos(ocx)doc (65)
—l—t x,y)= zq:[ oA, +B y)+( )B e™ +
2G, 77T my '

{ a(c,+D,y)—(“—'2‘—1)D, }e“y }cos(ax)da (66)

Bu gerilme ve yerdegistirme ifadelerindeki r =1,2 indisi tabaka numarasmi

gostermekte olup list tabakaya ait ifadelerde 2, alt tabakaya ait ifadelerde ise 1 olacaktir.
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2.3. Problemin Sinir Sartlar

u, (X,y) ve v,(x,y) yerdegistirmeleri,c , , o, ve T, ise gerilmeleri gostermek

lizere probleme ait sinir gartlar: agagidaki gibi yazilabilir:

oo-{70 2]
Tayy (x,00=0 0<x<wo (68)
o, (x-h,)= {_ P ’O(X) Obix;bw} (69)
Ty, (x,~h,)=0 0<x<o (70)
Ty, (x,~h,)=0 0<x<w (71)
oy (x,~h,)= oy, (x,~h,) 0<x<o (72)
v,(x,~h) =0 0<x<wo (73)
u,(x,~h)=0 0<x<w® (74)
%[vl(x,_hz) —v,(x-h,)]=0  0<x<b (75)
avg(:, 0_ ag‘ix) 0<x<a (76)
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Probleme ait denge sartlar1 ise asagida belirtilmistir.

b
[pix)ax =P )
-b
Jp(x)dx =P (78)

Yukaridaki sartlarda gegen p,(x); rijit punch ile iist tabaka arasindaki, p,(x); iki
tabaka arasindaki degme gerilmelerini ifade eden bilinmeyenlerdir. F(x) rijit pangin
profilini tamimlamaktadir. P tabakalara etki ettirilen tekil yiiktiir. a ve b ise sirasiyla; pangin
tist tabakaya degme uzunlugunun yaris1 ve iki tabakanin ayrildigt noktanin y eksenine
uzakligidir.

Bu sartlardan ilk sekizi (67)-(74), katsayilarin p,(x) ve p,(x)degme gerilmelerine
baghh olarak bulunmasinda kullaniir. (75) ve (76) nolu sinir sartlarinda, degme
gerilmelerine bagli olarak bulunan bu katsayilar yerlerine konularak, integral denklemler
elde edilir ve denklem sisteminin —(77),(78) nolu denge sartlar1 da g6z6niine alinarak—

¢oztimiinden bilinmeyen p,(x) ve p,(x) degme gerilmeleri elde edilir.

2.4.Katsayilarin Belirlenmesi

Gerilme ve yerdegistirme ifadeleri ile aym zamanda siur sartlarimin da Fourier

integral doniiglimil alinmasiyla asagidaki denklemler olusur:

X, +1 K, +1

—0A, —( 22 )B, —aC, +( 22 YD, =p, () 79
K, —1 K, -1

~aA,; = ( > )B, +aC, —( 5 )D, =0 (80)

K, +1
2

—0e™A, +(ch, - )e®2B, —oe™C, +(ah, +-'522L1)e‘°“‘2D2 =p,(@) (81)



18

ol _o ()

~ae™ A, + (ah, —%j—l)e““sz +oe™™C, - (ah, +

K, —~1

~ae™ A, +(ah, ————-—K‘; l)e“"zB‘ +0e™™C, ~(ah, + )e ™D, =0 (83)

K, -1 K, ~1

~ae™ A, +(ah, - e B, +ae™C, ~(ah, + e 2D, = m[— ae™ A, +

(oth, ~ "Zz”l)e‘“‘z}ss2 +ae™C, - (ah, + 2 ey ] (84)
e™A, ~he™B, +¢™C, ~he™*D, =0 (85)
™A, + (L~ h)e™B, ~e™C, + (L 4 hye*D, =0 (86)
o o
Denklemlerde gegen p,(a), p, (o) asagidaki gibi tamimhidir:
1 a
P(@) = ~=— [p,(t,) cos(at, )dt, (87)
2G, ;
1 b
P1(0) = ~—— [p, (t,)cos(at, )d, (88)
2G, ;

Elde edilen bu sekiz denklem ile, yine sekiz tane olan, A; B, ,C, . Dr (=1,2)

katsayilariny, pang ile degdigi tabaka (2. tabaka) arasindaki degme gerilmesi p,(t,) veiki

tabaka arasindaki degme gerilmesi p.(t,) cinsinden yazmak kabildir. p; (@) ve p,(a)

hentiz bilinmeyen degerler olup, yazilacak uygun iki denklem yardimiyla bir sonraki

asamada bulunacaktir,

Ar,Br,Cr Dy (r=1,2) katsayilari:
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m
A =———p ()e™2A
1 2A10Lp1() 11 (89)

-2

An=[ (1 +20h)0a-20n) -t Je™*" —(1 +20h, - ) e M) (90)

m o
B, =‘A_P1(a)e "B, 91)
i
By =(1+2ah)e " + 2 (92)
m o
Ci=5a g1 (@e™Cy (93)
Cn = (2ah,+1,-1) + [ (1 —2ah,)Q2ch + 1) — k2 |e ™™™ (94)
m o
D, =—=pi(@)e*Dy, (95)
1
D= (1 —20h;)e 2™ + (96)
1 —ah,
A, = me [pl(a’)AZI +Ppy()Ay, ] )
2
Az =(1 + 20hyic; — 162 ) e 722 — 1 + 1, — 2ahy (98)
Ap=[ 1+ (1 +2ahy)( 2ahy —13) | e + (1, —1) e7>h2 (99)
1 —ah,
B, ZA_e [P1(0L)B21 +p,(a)By, ] (100)
2
By = 1 + (=1 + 2ahy) e 22 (101)
By =—(1 + 20hy) e *"2+ 7> (102)
C, = meahz [ Pi(@)Cy +p2(2)Cyy ] (103)
2
Car= (1-20ho; — k2 ) €72 + (<1 + 1, + 20h Je ™02 ] (104)

Caa=[ (k2-1)(-1 +2ahy) + 4a’h,” ] €™ + (1 ~1)e™" (105)
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1l
D, =——e**[ py(@)Dy +Pp,(®)Dy, | (106)
2
Dy = e ™" _ (1 + 20hy) e %" (107)
Dy =e %2+ (=1 + 20h, ) e >*F2 (108)

olarak, p,(a) ve p,(a)cinsinden bulunur. ifadelerde gegen Aj, Az ;

Ar=[ (1+4d’h’ +1?) e+ (1+ e ] (109)
M- [ ™22 (1+2¢’h%) e 2 + 1 ] (110)
olarak tanimlidirlar.

2.5. integral Denklemlerin Elde Edilmesi

Degme gerilmeleri p,(t,) ve p,(t,) bulundugunda, A, B, C, D; (r =1,2)
katsayilarini, dolayisiyla bu katsayilara bagli olan gerilme degerlerini elde etmek miimkiin
olacaktir. S6zii edilen degme gerilmelerini bulmak igin (75) ve (76) nolu suur sartlar

kullanilir. Bu sinir sartlarindan ortaya iki tane integral denklem ¢ikmaktadir.

2.5.1. Birinci Integral Denklem

Birinci integral denklem (75) nolu sinir sartindan ¢ikarilacaktir. Bu sinir sartinin sol

tarafi (63) nolu denkleme gore diizenlenirse

o0

a—ax[vl % Y) =5 (%) =—% j{ { [ocA; +(¢, +0y)By Je™ +[-aCy + (i) ~ay)D, [e™ }
0

—{ [ocA2 +(x, +ocy)B2]e‘°" +[—- aC, +(x, —ocy)Dz]e:"‘y ] }sin(ocx)d(x (111)
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seklini alir. A;, By, C,, D, (r=1,2) katsayilarinda gegen p,(@) ve p,(a), (111) nolu
denklemde p, (t;) ve p,(t,) cinsinden yazilip diizenlendiginde denklem

d 1 15
ax N V2G84 [p(t)ds] 12y

haline gelir. Bu ifadede:

tm | [1 _ 1 Ly
M, (%)= IX"{ l:'z'An - (K +0‘Y)B11}e_a(y ) '{“Ecu +(x ‘QY)DllJeﬂ( yho) }
01

sin(ax) cos(at, )da (113)

1 1 - 1 Ly
Nl(xatl):—IA_{ liEAZI —(x, "‘OLY)Bz]}e e +[_§C21 +(K, —ay)DZIJe"“( yh) }
02

sin(ox) cos(at, )da (114)

o0

1 1 1 oy
Ny (x,t,) = _-[_A_{ [5 Ay —(K; +0‘Y)B22]e_a(y+h2) "{_E Cp +(x ‘W)Dzzile—a( yh) }
0“2

sin(ax) cos(at, )da (115)

olarak verilmektedir.

y = —h, limitine gecildiginde, (112) nolu denklemde yer alan Mi(x,t) ve Ma(x,t)
integrallerinin ¢ekirdeklerinin yakinsamasi bozulmaktadir. Diger bir ifadeyle, o, min biiyiik
degerlerinde integrallerin ¢ekirdegini olusturan fonksiyon sifira yaklagsmamakta, belirli bir
o degerinden sonra sifirdan farkli sabit bir degerde kalmaktadir. Cekirdeklerin i¢inde
yakinsamay1r bozan, degeri hesaplanacak bu terimler (singiiler terimler) asagida
gosterilmistir.

Mi(x,t;) ifadesinde:

I m[ K‘2+ L alh, + y)}e'“(‘y‘hz’ sin(ox) cos(at, )do (116)
0
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Ni(x,t;) ifadesinde:

j {Kz;l +alh, + y)]e'“(y”’” sin(ox) cos(at, )da (117)
V]

Yakinsamay1 bozan bu terimler (singiiler terimler) ¢ekirdek iginden ¢ikarilip ayr
olarak kapali integralleri alindiktan sonra limit islemine gegilir ve degeri (111) denklemine
eklenir. Bu sekilde ¢ekirdeklerin yakinsamasi saglanmig olup ayni zamanda yakinsamayi
saglamak i¢in ¢ikardigimiz terimlerin kapal integralleri alinip ilave edildigi igin de (111)
denkleminde deger olarak bir degisiklik s6z konusu olmamaktadir. Bu iglemlerden sonra
(111) nolu ifade asagidaki sekli alir:

9

1 a . . 1 b
ax[vl(x,y)-vz(x,y)]_;(g ojpl(tl)dtl[lvl1 +N, ]“76; ijz(tz)dtz[Nz] +

K‘; L a(h, + y)]e'“(‘y’hZ) sin(ax) cos(at;)do +

a «©
——1lim,_,_ t,)dt, |[m
7G, y—>-h, 6[pl(]) 16[ [

a [ ] 1
%limy _ _[P1(t1)dt1 I [Kz; +ayh, +y):|e"°‘(Y+h2)sin(ax)cos(atl)da (118)
() 0 0

Singiiler terimler ¢ikarildiginda M, ile Nj , M;" ve N;" olarak degisirler:

#* S m 1 - 1 oy
M, (%t)= Z‘{ I:EAII_(KI "‘OCY)anleva(y n) "‘[“‘2‘ Cpy+(x "QY)Dn}e‘“( y-hs) }
o\

_mrl; L, + y)]e"“(’y_h” )Sin(aX) cos(at, )da (119)

, W 1 oy
N, (xt) =“J{Z—{ [5 Ay = (K, +ocy)B21:]e’°‘(Y+h2) "'[“2‘ Cor +(x “O‘Y)Dzl}e vt }
0\ 2



23

+ [KZ;I +a(h, + Y)}e'“(”hz’ )sin(o&x) cos(at, )do (120)

sin(ax)cos(at,) = [sin o(t, +x)—sina(t, — x)] yarimagi formiiltinden de
yararlanarak (116) ve (117) ifadelerinin kapali integrallerini integral dontiglim tablolar
yardimiyla bulmak miimkiindiir [35].

(116) ifadesinin kapal1 integrali :

KI+1][ t,+x t,—x ]

m | - (121)
2 (chy =) (X ) (hy = y) (G —x )

(117) ifadesinin kapal1 integrali :

[K2+1][ t, +x t,—x ] (122)

2 7 (chy, -yt +x)° (h, — )’ +(t, —x)?

(121) ve (122) de y—>—h, limitine ge¢ilip (118) denkleminde yerine konur. x yerine
X yazilir. (118) denkleminin yardimiyla (75) nolu sinir sartimiz asagidaki sekli alir.

b a
1 1
Ipl(tl) - +2H, (x5 1)) |dt; + 2Ip2(t2)[H2(x1,t2)]dt2 =0 (123)

(123) nolu denklemde yer alan H;(x;,t1) ve Ha(x1,t2) cekirdekleri

H, (X, 1) =—$ Ai{ (1 1) €708 + doh, 22 +1)—m(1 + & )[do e~
19 1

+ et ~x, ] }—STl }sin(ocxl)cos(atl)dtl (124)

H, (%, ;) =—-S% jﬂ (1+K2)[(1-ah2)e"3“h2 —(1+ah2)e'°‘h2] i|sin(oo<1)cos(o¢2)dt2 (125)
10



24

olarak tanimlidir. (124) ve (125) ifadelerinde gegen ST singiiler terimi ifade etmektedir.

ST= (1+x,) +m(l+x,) (126)

p,(t,) ve p,(t,) degme gerilme fonksiyonlarinin;

pi(t) =pi(-t;) ve p,(t,)=Dp,(-t;)

seklinde ¢ift fonksiyon olduklar: gézéniinde tutulursa, (123) deki integral denklemin yeni
hali agagidaki gibi olur:

-a

t]pl(tl) 1 +Hy (%, 1) | dt + ].Pz(tz)[Hz(Xntz)] dt, =0 “o<h<d (127)
3 t; —X, 2 —a<t, <a

Integral denklem sisteminin sayisal olarak ¢ziilebilmesi icin integral denklemlerde
baz1 doniislimler yapilmasi ve boyutsuz biiylikliikler tanimlanmas1 gerekmektedir. Bu
integral denklemin sayisal ¢6ziimii i¢in o =z/h, degisken doniigiimii yapilmig ve

asagidaki boyutsuz biiylikliikler tanimlanmaigtir:

X, =bw,, X, = aw,, t, =bs,, t, = as, (128)
p, (bs,) p,(as,)
=, S,) =———== 129
g(s) P/h, g(s,) P/h, (129)

Tanimlanan bu boyutsuz biiyiiklikkler (127) nolu integral denklemde ve (77) nolu
denge sartinda yazilirsa

_ljl.g(sl)li +Fb2—H1‘(W1’SI):| ds, + % jjl'g(sz)[Hzt(Wlasz)] ds, = 0

5 —W,

(-1<s1<1 ve —-1<s<1) (130)
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b 1
h—z_!g(sl)ds1 =1 (131)

denklemleri elde edilir. g(s;) ve g(s,) sirastyla pang ve temas ettigi tabaka arasindaki ve
iki tabaka arasindaki ytizeylerde meydana gelen boyutsuz temas gerilmeleridir.
“g(s; = £1) =07 oldugundan integral denklemin indisi (-1) olacaktir [36].

Integral denklemin ¢oziimi;
g(s:) =G(s,)(1~s,")" (132)

olarak aranabilir ve (-1) indis igin Gauss-Chebyshev integrasyon formulii kullamilirsa
(119) ve (120) nolu denklemler:

i1 i~ Wy 1y ) il

n 5 1 b . n
Z(l_sli )l:— +h—H] (leasli):lG(Su) + hiZ(l‘sziz)Hz(le:SZi)qszi)= 0 (133)

b & n+l
_Z(l_sliz)(}(sli)z— (134)
h, ‘5 T
olarak yazilabilir [36]. Bu ifadelerde;
S, = cos( 7 ) i=l...n (135)
+1
2j-1 .

= =l...... +1 136

W, cos[ n(2n+2) ] ] n (136)

olarak tammlidirlar. (133) ifadesinde (1+n/2). denklem otomatik olarak saglanmaktadir
[34].
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2.5.2. ikinci Integral Denklem

Ikinci integral denklem (76) nolu sinir sartindan ¢ikarilacaktir.

Bu sinir gartinin sol tarafi diizenlenir:
0 2°% .
S eyl=— I{ oA, +c; +0Bo o™ +[-0C, +(c, ~om)D; ™ }sm(ax)da (137)
0

Birinci integral denklemin ¢ikarilisindaki asamalar takip edilecektir.
A;,B;,C; Dr (r=1,2) katsayilarinda gegen p, () ve p,(a), (137) nolu denklemde

p,(t,) ve p,(t,) cinsinden yazilip diizenlendiginde denklem asagidaki hale gelir:

|
nG

b 1 2
)= [P N] === [pa()dts [N, ] 138)
2 9

2090

y — 0 limitine geg¢ildiginde (138) nolu denklemde yer alan N;(x,t;) integralinin

cekirdeginde singiiler terime rastlanmaktadir. Degeri hesaplanacak bu terim:

- I[K22+1 - ocy} e ¥ sin(ox) cos(at, )do (139)
0

seklindedir. (139) daki deger N, integralinden ¢ikarilir, diger taraftan kapali integrali alinip
N integraline eklenirse (138) nolu ifade:

1
G

jpz(tz)dtz [N,] -

29

b
%[Vz(x, == n_(l}: Jﬂ(t])dtl [Nl*] B

1 . a ©
Slim, o [P, (t,)dt, j{
0 0

G,

K, +1

- ay} e sin(ax)cos(at,) do.  (140)

haline gelir. Bu ifadede gegen Ny (x, t1) asagidaki gibi tanimlanmisgtir:
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% 1] (1 1 .
N, (xt,) =_J("A—|: [E Ay —(xy +0Ly)B22) e 0Hh) +(—5 C,, +(x, —ay)Dzzje—a( y-h) }
o\ A2

K, +1

—( ) }sin(ocx)cos(octz) da (141)

(139) ifadesinin kapah integrali, integral doniigiim tablolar1 yardimyla bulunur [35]:

K'2+1][ t2+X tz—X ]

- 2 (_Y)2 +(t, +X)2 h ("Y)z +(t, _x)z

(142)

(142) ifadesinde y — 0 limitine gegilip degeri hesaplanir ve (140) denkleminde
yazilir. (140) denklemi yardimiyla (76) nolu simir sarti yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa: (x yerine X, yazilacaktir.)

1

b a
2J.p1(t1)[L1(Xzat1)] dt, + _[Pz(tz{ +2Lz(x2,t2):| dt, =f(x,) (143)
0 0

4nG, dF(x,)

f =-—
() 1+x, dx,

(144)

elde edilir. (143) ifadesinde yer alan L;(xa,t1) ve La(Xa,ty) gekirdekleri asagidaki gibi

tanmimlanmugtir:
L(x,,t))=-2 J.AL[ [(l ~ah,)e™™2 —(1+ oth, e ™ ] }sin(ocxz) cos(ot;)dt,  (145)
0“2

L,(x,,t,)= —J.{Ai[— g2 +4oth e 72002 +1]—1 }sin(ocxz)cos(oa:z)d’c2 (146)
0 1
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p;(t;). py(t,) degme gerilmesi fonksiyonlarinin;

pi(t) =pi(=t;) ve py(t,) =p,y(-t;)

seklinde ¢ift fonksiyon olduklar1 gézoniinde tutulursa, (143) deki integral denklemin yeni
hali agagidaki gibi olur:

1

ty =X,

b a
[PiD[Li(x,,t)] dt, + ﬁua»[ +Lﬂxpu{}mz=f@» (147)
-b -a

Integral denklem sisteminin sayisal ¢6ziimii i¢in bu integral denklemde de o = z/h,

degisken doniisiimii ve boyutsuzlastirma yapilmgtir.
(128) ve (129)’ da tammlanan boyutsuz biiyiikliikler (147) nolu integral denklemde

ve (77) nolu denge sartinda yerlerine yazilirsa:

1 a . « f(w,)
+—L, (w,,s,)|ds, = 2 148
v, i by 2 (W, 2)] 2 P/h, (148)

hi ]‘g(sl)[Ll*(WZ’Sl)] ds, + lj‘g(sz)li

1
a
= [a(s,)ds, =1 (149)
h2 -1

denklemleri elde edilir.
“g(s; = 1) =0 oldugundan integral denklemin indisi (-1) dir.

Integral denklemin ¢éziimii;

g(s) =G(s,)(1-5,)" (150)

olarak aranabilir. (-1) indis i¢in Gauss-Chebyshev integrasyon formulii kullanilirsa, (148)
ve (149) nolu denklemler:
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—Z(l Sy )L (szsn G(sy;) + Z(I—SZI{ 1 +'}?Lz*(wzj=52i)J G(Sz.')zf*(wzj)

h, 5 il Sy —Wy Iy

G=1,n+1)  (151)

h—zl(l 5, )G(sz,)—‘“”1 (152)
2 1=

n+1f(wy)
£ (w W)= —P/h2 (153)

s, ve w_, (135) ve (136)’ daki degerlere esittir. Yine (153) nolu denklemde (1+n/2).
i 4> (135) ve ( g $

denklem otomatik olarak saglanmaktadir.

2.5.3. Integral Denklem Sisteminin Coziimii

Birinci ve ikinci integral denklemler beraber goz Oniine alinarak iki tane integral

denklemden olusan bir denklem sistemi elde edilir.

l 1 b n
Z(l_sli2)|: +_h H, (w8 }G(Su) + '—; z:(1_S2i2)H2(W1j’S2i)G(S2i)=0
P

i Wy 2 2 =l

—Z(l Sy )L (W2_|’Sh) G(s;;) + Z(l Sy { ! +hiL;(W2j,SZi)jl G(SZi)zf*(WZj)

h, 5 i=l Sy —Wy I

Integral denklem sistemini matris formunda yazmak miimkiindiir.
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- -
[Hslij nxn [Hs2ij]nxn [G(S[i)]nxl [O]I)X1
X = (154)
[LSII_] ]nxn [LS21_| ]nxn [G(SZi)]nxl [f (sz)]nxl
L J2nx2n B =201 L 12nx1
2 1 b«
HS;; =(1-s;") +—H, (wy;,s) (155)
Sij —Wy; h,
a 2 # 5
Hszij :F(l"szi H, (W1jaszj)(1—52i) (156)
2
b 2 *
LS;; =F—(l—s“ L, (Wy,8,) (157)
2
2 1 a ®
LSy =(-s5") +—L, (szaszi):l (158)
Sy —Wo; h,

Burada bilinmeyenler G(s;;) ve G(s,) degerleridir. Bu bilinmeyenler var olan

denklemler yardimryla bulunabilirler. Denklemlerde gecen :

hy/hy, %, X, , G,/G, , R/h, ,G,/(P/h,) (159)

boyutsuz buyiiklikler tabaka yiikseklikleri, malzeme, pang yarigapt ve dis tekil yiik
durumlarina gére deger alirlar. £*(w) ise pangin geometrik sekline baghdir ve (153)’den
bulunur.

Yine denklemde gegen

a/h, ve b/h, (160)

biiyiikliikleri ise (159) da verilen degerlere gore degisecektir. Bu (162) biiyiikliiklerine
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baslangigta herhangi tahmini bir deger verilir ve bu degerlerin (134) ve (152) deki denge
sartlarinu saglayip saglamadiklarina bakilir. Saglatilana kadar iterasyonlara devam edilir.
Saglayan degerler gercek gerilme yayiliglarini verecektir.

Sozii edilen islemler integral hesaplayabilen ve denklem sistemlerini ¢ozebilen
herhangi bir bilgisayar programi ile yapilabilir. Burada FORTRAN programi

kullanilmugtir.

2.6. Pang Profilleri

Rijit pang profili i¢in dairesel ve parabolik geometrik sekiller alinmistir. Her iki
profil iginde daha dnce yapilan ¢oztimler aynidir. Farkli olan £ (er) fonksiyonudur ki bu

da pang profiline baglidir.

2.6.1. Dairesel Pan¢ Durumu

Dairesel pang durumunda pangin sekil fonksiyonu:
F(x,) =—[(R2 —x,? )" —R} (161)

olmaktadir. Burada R dairesel pangm yarigapidir. f (x,) fonksiyonuna asagidaki gibi
ulagilir. (144) nolu denkleme gore:

4nG X
f(x,)=- Z 2 162
(x2) 1+, (R2 _X22)1/2 (162)
ve (153) nolu denklem yardimiyla;
. 4 G a/h))w,.
f7(w,;) =~(n+1) 2 (@, Jws, (163)

1+x, P/h, [(R/h2)2 _(3’-/112)2‘7"21'2)]”2

olarak bulunur. Dairesel pangin sekil fonksiyonu Sekil 2° de gésterilmigtir.



32

0.03
0.02 —
0.02 —
F(x,) !
0.01 -
0.01 —
R=500
.
R=1000
0.00 I I — 1 I L I T T T
000 040 080 120 160 200

X,

Sekil 2. Degisik yarigaplara gore, dairesel pan¢in gekil fonksiyonunun pozitif
x, degerleri i¢in grafigi

2.6.2. Parabolik Pan¢ Durumu
Parabolik pang i¢in pang¢in sekil fonksiyonu:
F(x,)=Cx,’ (164)

olmaktadir. Burada C sabit bir say1y: ifade etmektedir. (144) ve (153) nolu denklemler ile:

8nG,
1+x,

f(x,)=- Cx, (165)

8 G, a
Ch,—w,. 166
1+, P/h, *h, * (166)

f'(Wy)=—(n+1)

olarak elde edilir.
Parabolik pangin sekil fonksiyonu Sekil 3 ile gosterilmistir.
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0.25

F(x;)

0.00 T ! T | T I T I T
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00
X)

Sekil 3. Degisik C degerlerine gore, parabolik pan¢in sekil fonksiyonunun
pozitif x, degerleri i¢in grafigi

2.7. Gerilmelerin Bulunmasi

Tabakalarda pang vasitasiyla iletilen tekil kuvvet etkisinden meydana gelecek olan

o, ve ¢, gerilme bilesenleri gerilmelerin maksimum olacag1 y simetri ekseni boyunca

(x =0), T,,, gerilmesi ise yine bu eksenin ¢ok yakininda incelenmistir. Yine gerilmelerin

tabakalarin ortasinda x ekseni boyunca dagilimi1 da incelenecektir. (89)-(108) arasindaki
ifadelerde bulunan A, ,B,,C, D; (r =1,2) katsayilarinin degerleri (64)-(66) da belirtilen

gerilme denklemlerinde yerlerine kondugunda, gerilme c¢ekirdeklerinde y >0 ve
y = —h, i¢in yakinsamay1 bozan terimler meydana gelmistir.

y = —h, durumunda singiiler terimler:

b -9
Oy, (% Y)s, = —% I p;(t)dt ﬂl +auh, + y)]e'“(_y"h” [cosou(t1 +Xx)+cosaft; — x)]doc (167)
0 0
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b ®
oy, (X, ¥y, =—% J.pl(tl)dtl ﬂl—a(hz +y)]e’“('y'h2)[cosot(t1 +X)-+cosodt; —x)]da (168)
0 0

©

1" ey :
Ty, % Vst = Ipl(tl)dtl ﬂoc(hz +y)le Y 52)[sinout, +x) —sinoaft; —x)[do  (169)
0 0

b ©

0,y 06 V), = [P1()dt, [li—athy + 9k 0 [cosat, +x) +cosolt, ~x)Ka: (170)
Ty 0
1" i

oy, (% Yy, = g J. p;(t)dt, ﬂl +o(h, + y)]e‘“(y”‘?) [cosor(t1 +X) +cosot, —x)Jdo. (171)
0 0

b ©

Ty, (% V) =_% j p, (t,)dt, _ﬂoc(hz +y)e ™ sina(t, +x)-sinat, —x)da (172)
0 0

y = 0 durumunda singiiler terimler:

Oy, %Y, = 1 J p,(t,)dt, I [1+oyle P [cosat, +x)+cosaft, —x)]do.  (173)
T 0

oy, (X% Y)s, = 1 _[ Py (ty)dt, ﬂl —ayle ™ [cosa(t, +x)+cosa(t, ~x)|da (174
To 0

Tay, Vst =—l J.Pz (t,)dt, _ﬂay]e'“('y) [sinor(t2 +x) —cosat, —x)]da (175)
To 0

Belirlenen singliler terimlerin kapali integralleri integral dontisim tablolan

yardimiyla bulunur [35]:
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y = —h, i¢in

(h, +y)(t; +X)° (h, +y)(t, —x)” }
le (Xay) 0 = "'2 [ + (176)
) By +y2 +t, +x° ] [y +9)7+(t, =0T
Sy, (%), =—2[ Gy o+ (b, +y)’ . } (177)
[0, 97+, +x02 T [, +y)? +(t, —x)?]
(oY), z[ (hy P40 ()4 =% } 178)
[, + 92+t +x2f [, +3)2 +(t, —%)?]
S, (%, YD =2[ G R N G0 7 Gt il ] 179)
‘ [, + v+, +x2] [, +y)? +(t, -%)?]
s,, (X’Y)kt, =__2l: , (h, +Y)3 —+ (h, +Y)3 . :I (180)
[, +y) + ¢t +x2 ] [, +9)2 +t, —%)7]
i =_2[ (b, +y)(t, +X) V_ (h, +y)*(t, =x) i } (181)
[, +97 +t, +x2 [, +9)2 +(t —x)?]
y = 0 i¢in
ze(xs}I)kt =2y|: , (t, +X)2 —+ (tz—X)Z - :l (182)
’ [yz +(t, "’X)Z] [YZ +(t, _x)z]
o, (%, ¥)q =2y3[ 1 T 1 7 } (183)
’ ? [y2+(t2+x)2] [y2+(t2—x)2]
D, =2y} o G0 } 184
Ty, (x y)ktz Y I: [y2+(t2+x)2]2 [y2+(t2—x)2]2 (184)
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Yakinsamaytr bozan, (167)-(175) nolu ifadelerle verilen singiiler terimler,
gerilmelere ait egitliklerden ¢ikartildiginda gerilme ¢ekirdeklerinde yakinsama
saglanmistir. Diger taraftan bu terimlerin (176)-(184) nolu ifadelerle verilen kapal
integrallerinin degerleri gerilme ifadelerine eklenmistir.

Integral denklemlerde oldugu gibi boyutsuzlastirma ve degisken degisimi burada da

yapilmistir. Béylece boyutsuz gerilme bilesenleri tabakalarin herhangi bir noktasinda:

Gx (o} (Gx )s Gx s (G ) Gx

o O Oy o Ondae SO ke o O g,
P/h, P/h, P/, P/h,  P/h, P/h,

O _ O Oadwen o Ode Oy oy Crdie g
P/h, P/h, P/h, P/h,  P/h, P/h,

P T Codwen o Code | Godey |y Gl g,
P/h, P/h, P/h, P/h,  P/h, P/h,

en genel haliyle ¢cikariimstir,

Burada dikkat edilmesi gereken O6nemli bir konu singiiler terimlerin kapal
integrallerinin degerlerinin singiilerlie neden olduklari y degerlerinde “0” ’a esit
olmasidir. Bu nedenle gerilmelerin problemli olan bu noktalarin ¢ok yakinindaki
noktalarda bulunmasi yoluna gidilebilir. Diger bir yaklagim seklinde ise singiiler
terimlerdeki y degerleri, kapal integralleri alinmadan $nce konulmus ve ortaya ¢ikan yeni
ifadelerin degerleri singliler terimlerin bulunduklari noktadaki degme gerilmelerine esit

oldugu goriilmiistiir . Ornegin:

GYI

=0 i¢in, ifadesi
R ph

2

Gy, - Oy, _(Gyl)s‘o (Gyl)k‘o
P/h, P/h, P/h, = P/h,

(188)

seklinde olacaktir. Son terim belirtilen sekilde yapilirsa:
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b e
(cryI )kto = _[pl (t;)dt, jl[cos a(t, +x)+cosa(t; —x) ]doc (189)
0 0

olur ve diizenlendiginde:

Oy Iy = 2 cos(ax)do _[ p; (x) cos(ox)dx (190)
T 0

elde edilir. Bu ise pi(x) in Fourier kosiiniis doniisiimiiniin, ters doniigiimiiniin eksi igaretlisi

olmugtur. Bir fonksiyonun doniigiimiiniin ters doniistimii kendine egit olmaktadir [37, 38].

Buna gore:
0y, )iy =—P1(%) (191)
Boyutsuzlastirma yapilir ve x=0 yazilirsa:

Oy, pi(x=0)

=4 (192)
P/h, P/h,
Diger taraftan, (189) ifadesindeki ilk iki terimin
c c
n O (193)
P/h, P/h,
oldugu goriilmiistiir. (192) ve (193), (189) ifadesinde yazildiginda:
o, (0,0 =
1O __p&=0__ o) (194

P/h, P/h,

Buradan ayrica (69) da verilen, (72) de dikkate alindiginda, sinir sartinin da dogru olarak
saglandig1 goriilmektedir. Benzer islemler diger gerilme ifadelerinde de, singiilerlik olan

noktalarda ayni bigimde yapilabilir.



3. BULGULAR VE iRDELEME
3.1. Girig

Bu bélimde, tabakalarin malzeme 6zellikleri (G,/G,, «,, k,), pang egriligi

(R/h, veya Ch,), tekil yik degeri (G,/(P/h,)) ve tabakalarmn yikseklikleri oram
(h, /h,) ile ilgili olan boyutsuz blyiikliiklerin degisik degerleri igin, degme gerilmelert,
degme ylizeyleri, y simetri ekseninde ortaya ¢ikan oy ,0, normal gerilmeleri ile bu eksen
boyunca T, kayma gerilmeleri x=0.5 degeri igin incelenmis, ayn1 zamanda Gx ,Gy ,Txy

gerilmelerinin x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda dagilis1 belirlenmistir.

3.2. Degme Yiizeyleri ve Degme Gerilmeleri

Pan¢in degme yiizeyi ve bu yiizeyde ortaya ¢ikan degme gerilmeleri ile iki tabakanin
degme yiizeyi ve bu ylizeyde ortaya ¢ikan degme gerilmeleri ayr ayr incelenmistir.

Boyutsuz biiylikliikklerde yer alan G, ve hy degerlerinin degisimi birden fazla
boyutsuz biiyiikligii etkilediginden yer aldiklar ifadelerde sabit kaldiklar1 diisiintilmelidir.
Omegin, G, /G, degerinin degisimi G, in degisimi, G,/(P/h,) degerinin degisimi ise
yalnizca P tekil yiikiiniin degisimini ifade eder.

Ik olarak yarigapin ve yiikiin degisimine gore degme yiizeyleri belirlenmistir. Yikiin
degisimini G,/(P/h,) boyutsuz biiyikliiliniin degisimi ifade eder. Yiik arttiginda bu
boyutsuz biiytikliik azalacak ve yiik azaldiginda ise artacaktir. Tablo 1, Sekil 4 ve Sekil 5
incelendiginde yiik ve yaricapin artmasiyla degme yiizeylerinin biiyiidiigii goriilmektedir.
Pangin degme yiizeyi her zaman tabakalarin degme ylizeylerinden kiigiik kalmaktadir.
Diger yandan yiik ve yarigap degerleri arttikga pang ve tabakalarin degme yiizeyleri
arasindaki fark kapanmakta ¢ok biiyiik degerlerde ise birbirine yakin gikmaktadir. Degme
ylizeyleri yarigapin kiiciik degerlerinde (R/h,=10 gibi) yiikiin degisiminden ¢ok az
etkilenmekte, Ozellikle tabakalarin birbirine degme ylizeyleri hemen hemen sabit
kalmaktadir. Yaricapin artmasiyla ylikiin degme yiizeyleri iizerindeki tesiri daha fazla

gorilmektedir.
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Tablo 2 ile $ekil 6 ve Sekil 7 *de malzeme sabitleri k; ,ik; ve G, /G, in degisimine
gore degme ylizeylerinin degisimi goriilmektedir. Burada x; ve x;’ nin birbirine esit olarak
degisimleri incelendiginden v poisson orani her iki tabaka i¢in ayni degeri alacak; «
degerleri arttik¢a azalacak ve azaldikga artacaktir. DolayisiylaG, /G, oraninin degigimi
yalmzca elastisite modiillerinin degigimleri ile olmakta; bu oranin artmasi alt tabakanin
elastisite modiiliiniin degerinin azalmasina, azalmasi ise alt tabakanin elastisite modiiliiniin
artmasina karsihik gelmektedir. Sekillerden, alt tabakanin elastisite modiiliiniin artmasinin
tabakalarin degme yiizeylerini kugulttiigii goriilmektedir. K degerlerinin degigiminin
degme yiizeylerine etkisi incelendiginde bu degerin azalmasi (v degerinin artmasi) ile
degme yiizeylerinin kiigiildiigii gorilmektedir. v degerinin artmasi tabakanin daha rijit
olmasi anlamina gelir. Rijit tabakalarda degme yiizeyleri kii¢lilmektedir.

Degme gerilmelerinin dagilisi Sekil 8-17°de gosterilmistir. Degme gerilmeleri
sekillerinden degme ylizeyleri ile degme gerilmelerinin ters orantili oldugu rahatlikla
goriilebilir. Degme yiizeyleri arttik¢a, yiik daha genis alana yayilacagindan, degme
gerilmeleri azalmakta, degme ylizeyleri azaldiginda ise artmaktadir. Degme gerilmeleri, en
biiyikk degerlerini x=y=0 noktasinda almakta ve x degeri arttikca azalarak, belli bir x
degerinde sifir olmaktadir. Sifir degerlerini aldiklar1 bu x noktasi degme yiizeylerinin
degerini vermektedir.

Pan¢ yarigapinin ve yiikiin degerinin azalmas1 degme gerilmelerini artirmaktadir.
Yarigapin ve yiikiin ¢ok kiigiik degerlerinde pangin degme yiizeyi ¢ok kiigiik ¢ikacagindan
tekil yiik durumuna yaklagilmakta ve pang altindaki degme gerilmeleri ¢ok biiylik degerler
almaktadir. Bu bulgu elastisite teorisinden “tekil ylik durumunda gerilmenin sonsuza

=199

gidecegi” bilgisi ile ortiigmektedir.

Tabakalarin kayma modiilleri oran1 azaldiginda yani alt tabakanin elastisite modiilii
arttiginda (i’ lar esit) degme gerilmeleri artmaktadir.

Sekil 14 ve Sekil 15° de tabakalarin yiikseklikleri oranminin degisimine gore degme
gerilmelerinin degisimi goriilmektedir. h,/h, oram arttifinda alt tabakanin yiiksekligi
arttifinda degme ylizeyleri artmakta ve degme gerilmeleri azalmaktadir.

K,, &, degerleri birbirine egit olarak degistirildiginde degme gerilmelerinin yay1list
Sekil 16 ve Sekill7’de goriilmektedir. Kayma modiilleri oram da esit alindigindan iki

tabakanin elastisite modiilii birbirine egit ve sabittir. Degisen v poisson oranidir.

v poisson orani artik¢a degme gerilmeleri de artmaktadir.
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Tablo 1. Dairesel pan¢in yaricapina bagl olarak, c¢esitli yiik degerleri i¢in bulunan
degme yiizeyleri ( h,/h, =2, G,/G, =1, ¥k, =%, =2 )

G, R/h, =10 R/h, =500 R/h, =1000
P/h,

a/h, | b/h, | a/h, | b/h, | a/h, | b/h,

100 1.2534 | 0.22026 | 1.9547 | 1.5873 | 2.4081 2.1352
250 1.2446 | 0.13865 | 1.5626 | 1.0312 1.8378 1.4354
500 1.2421 | 0.09788 | 1.4025 | 0.7243 1.5641 1.0312
750 1.2407 | 0.07988 | 1.3457 | 0.5862 1.4559 | 0.8484
1000 1.2395 | 0.06916 | 1.3172 | 0.5044 1.4024 | 0.7243
1250 1.23946 | 0.061843 | 1.3015 | 0.4491 1.3679 | 0.64482
1500 1.23935 | 0.056451 | 1.2905 | 0.4084 | 1.3461 0.5862

Tablo 2. , ve k; degerlerine bagli olarak, tabakalarin kayma modiilii oranlarinin gesitli

degerleri igin degme yiizeyleri ( h, /h, =2, R/h, =1000, S _s00 )

2

a/h, | b/h, | a/h, | b/h, | a/h, | b/h,

0.1 1.1478 0.7578 1.2307 | 0.8823 1.2829 | 0.9538
0.5 1.2954 0.8049 1.3992 | 0.9530 | 1.4520 | 1.0401
1.4351 0.8561 1.5626 | 1.0312 | 1.6310 | 1.1335
1.6402 0.9425 1.8104 | 1.1648 | 1.9005 1.2931
1.9170 | 0.06916 | 2.1585 | 1.3774 | 2.2830 | 1.5440
2.2852 1.8101 2.6344 | 1.6877 | 2.8084 | 1.9044
10 2.4264 1.2828 | 2.8197 | 1.8107 | 3.0130 | 2.0460

xR b N =
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2.50

(1) R/h, =10

(2) R/h, =100
(3) R/h, =500
(4) R/h, =1000

a’h,

000 T I T T T "I T
0.00 400.00  800.00  1200.00  1600.00
G, /(P/h,)

Sekil 4. Dairesel pan¢in yarigapina bagl olarak, pang degme yiizeyinin yiik ile
degisimi ( h,/h, =2, G,/G, =1, k, =K, =2 )

2.80
() R/h, =10
) (2) R/h, =100
2.40 - (3) R/h, =500
(4) R/h, =1000
b/h, 2.00 —
1.60 —
- k
1) =
120 T T T ‘[ T l T |
0.00 400.00 800.00 1200.00  1600.00
G,/(P/h,)

Sekil 5. Dairesel pangin yarigapina bagl olarak, tabakalarin degme yiizeyinin yiik
ile degisimi { h,/h, =2, G,/G, =1, k, =k, =2 )
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240
j (1) K1=K2=1.12
200-{ (@ Ki=Kp=20 3)
3 kK =k, =26
1.60 —
a/h, ]
1.20 —
0.80 —
040 \lr T T T l T ] T ! T
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00
Sekil 6. x, ve k, degerlerine bagh olarak, pan¢ degme yiizeyinin tabakalarin kayma
. e G
modiilil oranlar ile degisimi ( h,/h, =2, R/h, =1000, }21 =500 )
2
3007y =x, =112 )
- (2) Kl =K2 =2.0
(3) LS| =K2 =2.6
2.50
b/h,
2.00 —
1.50 J
1
100 T —l T [ T | T ‘ T
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

G,/G,

Sekil 7. ; ve x, degerlerine bagl olarak, tabakalarin degme yiizeylerinin kayma modiilleri
G2 _s00)

2

oranlarina gore degisimi ( h,/h, =2, R/h, =1000,
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6.00 — () R/h, =10
(2) R/h, =100
J (3) R/h, =1000
4.00 @
pa(x,) 7
2.00 —+—
N
E—
000 T l T ] {

0.00 0.40 0.80 1.20
X, /h,

Sekil 8. Dairesel pangin yarigapina bagl olarak, y=0 * da degme gerilmesi yayilig

G
h,/h, =2, G,/G, =1, ¥, =k, =2, 2_ =500
( 1 2 2 1 1 2 P/h2 )
0.80
()
T (1) R/h, =10
060 @ (2) R/h, =100
3) R/h2 =1000
_{
A3)
pl(xl) 0.40 —
P/h,
0.20 -
u
0.00 1 T T \ T j 1
0.00 040 0.80 1.20 1.60

x,/h,

Sekil 9. Dairesel pangin yarigapina bagl olarak, y=—h,’ de degme gerilmesi
G,
P/h,

vayilist ( by /h, =2, G,/G, =1, %, =k, =2, =500 )
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1.60

G
8 1 —2-=500
P/h,
1204 @) —>2—=1000
P/h,
7 G,
1 3) =1500
M P/h,

P2 (XZ) 080 _4
P/h,

0.00 T T T T T | T
0.00 0.20 040 0.60 0.80
X,/h,

Sekil 10. Cesitli yiik degerleri i¢in y=0’da degme gerilmesi yayilist
(h/h,=2, G,/G, =1, ¥,=x,=2, R/h, =500 )

0.80
| 1 2500

@ P/h,
@ @2 %1000

0.60 — ) Brn,

. (3) P(/}fl =1500

pi(xy) 2

P/h2 0.40 —

0.00 T I T [ T ( 1
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60
x;/h,

Sekil 11. Cesitli yitk degerleri igin y=—h,’de degme gerilmesi yayilist
(h,/h, =2, G,/G, =1, x, =k, =2, R/h, =500 )
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1.00
1 " @) G,/G, =0.1
0.80 ) G, /G, =1
| @ @) G,/G, =10
0.60 —
P, (X5) 1@
P/h,
0.40 —
0.20 —
.
0.00 T “' T l T
0.00 0.40 0.80 1.20
x,/h,
Sekil 12. Tabakalarin kayma modiilii oranlarina gére y=0’da degme gerilmesi
yayihs1 ( h,/h, =2, ¥, =k, =2, R/h, =500, G2 500 )
2
0.80
(1) (1) G,/G,=0.1
7 (2) GZ /Gl =1
:
Pi(x1)
P/h, 040
0.20 —
1
0.00 T l T r T T T r T
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

x,/h,
Sekil 13. Tabakalarin kayma modiilii oranlarina gére y=—h,’de degme gerilmesi

G2 500 )
2

vayihist ( h,/h, =2, x, =%, =2, R/h, =500,
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1.00
M
. )
0.80 3
0.60 —
P2(x3) 4
P/h,
0.40 —
“ (1) hl/hz =0.1
(3) h,/hy =10
0.00 T r T , T I 1
0.00 0.20 040 060 0.80
X, /h,
Sekil 14. Tabakalarin yiikseklikleri oranlarina gére y=0’da degme gerilmesi yayilist
G
G,/G; =1, ¥, =%, =2, R/h, =500, —2— =500
(G,/G, 1 =Ky 2 P/h, )
0.80
(1)
] (1) h,/h, =0.1
() h, /h, =1
060 — (3) hy/h, =10
§
pi(%1)
P/h2 040 —
J
0.20 —
0.00 T ‘[ [ ‘( T ! T
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60
X,/h,
Sekil 15. Tabakalarin yiikseklikleri oranlarina gére y=—h,’de degme gerilmesi

yayihist ( G,/G, =1, x, =%, =2, R/h, =500, P(/}}zl

=500 )
2
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1.20
0.80 —
p2(%;)
P/h, 1
040 @) k; =k, =1.12
@)k =x;=2
} B) K =k, =26
000 T | [ Ii T l T
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80
X, /h,
Sekil 16. Tabakalarin k malzeme sabiti oranlarina gore y=0’da degme gerilmesi

G,

yayihis1 ( h,/h, =2, G,/G, =1, R/h, =500, o =500 )

2

060 —

0.40 —
pi(xy)
P/h, %

0.20 ——1 (1) K] =K2 =1.12

@) K =k, =2
0.00 T l T ' T I L
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60

X, /h,
Sekil 17. Tabakalarin k malzeme sabiti oranlarina gére y=—h,’de degme gerilmesi

G =500 )
2

yayihst ( h,/h, =2, G,/G, =1, R/h, =500,
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Pang profilinin parabolik olmas1 durumunda, paraboliin egrilik yarigapinin ve yiikiin
degisik degerleri i¢in degme yiizeyleri ve degme gerilmeleri incelenmistir.

Parabolik pangin egrilik yarigapt Ch, degeri ile degismektedir. Bu deger arttikga
egrilik yaricap: da artmaktadir.

Parabolik pan¢in egriligine baglh olarak, degme yiizeyinin yiik ile degisimi Tablo 3
ile Sekil 18 ve Sekil 19° da gorilmektedir. Ch,degeri arttikga degme yiizeyleri
kiigtilmektedir. Ch,degeri kiictildik¢e pang¢in degme yiizeyi ile tabakalarin degme
yizeyleri degerleri birbirine yaklagmaktadir. Yiik arttifinda degme yiizeylerinin arttig:
goriilmektedir. Ozellikle yiikiin biiyiik degerlerine giderken degme yiizeyi ¢ok daha biiyiik
hizla artmaktadir. Ch,=0.005 ve Ch,=0.05 i¢in bulunan degme ylizeylerinin, dairesel pang
durumunda sirasiyla R/h, =100 ve R/h, =10 i¢in bulunan degme yiizeyleri ile hemen
hemen ayni degerleri aldiklart gériilmektedir.

Parabolik pang¢in egriliginin degisimiyle degme gerilmelerinin degisimi Sekil 20 ve
Sekil 21°de goriilmektedir. Ch, degeri arttikga degme gerilmeleri de artmaktadir. y=0 daki
degme gerilmelerinin,y =~h, deki degme gerilmelerine nazaran Ch,degerinin

degisiminden, ¢ok daha fazla etkilendigi goriilmektedir.

Tablo 3. Parabolik pangin egriligine bagl olarak, ¢esitli yiik degerleri i¢in bulunan
degme yiizeyleri ( h,/hy, =2, G,/G, =1, k¥, =%, =2 )

G, Ch, = 0.005 Ch, =0.025 Ch, =0.05
P/h,

a/h, | b/h, | a/h, | b/h, | a/h, | b/h,

100 1.4010 0.7244 1.2693 | 0.31377 | 1.2522 | 0.22028
250 1.3010 0.4490 1.2504 | 0.19673 | 1.2444 | 0.13866
500 1.2684 | 0.31377 | 1.2444 | 0.13866 | 1.2395 | 0.09789
750 1.2560 0.2550 1.2409 | 0.11309 | 1.2394 | 0.07988
1000 1.2538 0.2208 1.2407 | 0.09789 | 1.2393 | 0.06916
1500 1.2496 0.1794 1.2403 | 0.07988 | 1.2386 | 0.05645
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0.80
]
0.60
() Ch, =0.005
] (2) Ch, =0.025
3) Ch, =0.05
alh, 440 & e
0.20 —
| )
0-00 1 T I T [ I 1
0.00 40000 80000  1200.00  1600.00

G,/(P/hy)

Sekil 18. Parabolik pan¢in egriligine baglh olarak, pan¢ degme ylizeyinin yiik ile
degisimi ( h,/hy =2, G,/G; =1, x; =k, =2 )

1.40 -
(1) Ch, =0.005
1.35 (2) Ch, =0.025
| (3) Ch, =0.05
b/h, 1.30 -
j
2
1.25 — @
&)
120 T "‘7 T |7 T ‘ T
0.00 400.00 800.00 1200.00  1600.00

G,/(P/h,)

Sekil 19. Parabolik pangin egriligine bagli olarak, pan¢ degme yiizeyinin yiik ile
degisimi ( h,/hy =2, G,/G, =1, K, =x,=2)
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8.00
|
6.00 (1) Ch, =0.005
&) (2) Ch, =0.05
) .
P2(x3)
P/h2 4.00 —
1
2.00 —
0.00 T [ T I T I I
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40
x,/h,
Sekil 20. Parabolik pangin egriligine bagl olarak, y=0 ’ da degme gerilmesi
P/h,
0.80
| (2)
(1 (1) Ch, =0.005
. (2) Ch, =0.05
Pi1(xy)
4
P/h, %O
0.20
0.00 — , : | : :
0.00 0.40 0.80 1.20
x,/h,
Sekil 21. Parabolik pangin egriligine bagl olarak, y=—h, *de degme gerilmesi
G,

yay111§1( h;/h, =2, G,/G, =1, x; =%, =2, =500 )

P/h,
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3.3. Gerilmelerin Incelenmesi

y ekseni boyunca (x=0), ok, oy normal gerilmeleri ve bu eksen boyunca x=0.5 degeri
i¢cin 1y, kayma gerilmeleri incelenmistir. Aym zamanda x ekseni boyunca tabakalarmn

ortasinda bu gerilmelerin dagilim elde edilmigtir.

3.3.1. o, Normal Gerilmelerinin Incelenmesi

ox normal gerilmesinin pang yarigapi, yiik, tabakalarin kayma modiilleri orani ve x
degerleri i¢in y simetri ekseni boyunca ve x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda dagilimi
elde edilmistir.

[Ik olarak y ekseni boyunca gerilmenin degisimi ele alinmustir.

Yarigap kiiciildiikge 6zellikle y=0" da gerilme hizla artmaktadir (Sekil 22). Genel
olarak pan¢in degdigi tabakanin (iistteki tabaka) iist kisimlarinda basing gerilmeleri olusup
alt kisimlara dogru degeri azalarak bir y degerinde sifir olmakta ve isaret degistirerek alt
tabakaya kadar gerilme ¢ekme gerilmesi olarak artmaktadir. Bu tabakada yarigap azaldik¢a
basing bolgesi azalmakta ve basing gerilmeleri ¢ekme gerilmelerinden biiyiik degerde
¢ikmaktadir. Yarigapin biiyiik degerlerinde gerilme yayilisi lineerlige yaklagmakta olup;
¢cekme ile basing bolgelerinin ve ¢ekme ile basing gerilmelerinin biiyiikliikleri birbirine
yakin degerler almaktadir. Alt tabakada ise daima basing gerilmesi olusmaktadir. Bu
tabakada da gerilmeler yarigapin azalmasiyla artmaktadir. Gerilme en biiyilk degerini
aldig1 tabakalarin degme ylizeyinden alt kisma dogru azalarak tabakanin ortasina yakin
yerde minimum bir deger aldiktan sonra biraz artarak mesnette belli bir degerde kalir.

Sekil 23° de yiikiin degisimine gore gerilme yayilisi goriilmektedir. Yikiin kii¢iik
degerlerinde degme yiizeylerinde gerilmeler hizla artmaktadir. Yiikiin artmasinin
gerilmelere etkisi yarigapin artmasinda oldugu gibidir.

Tabakalarin kayma modiillerinin oram G, /G,’ in degisimi yuk ve yarigapin aksine
daha gok y=-h, deki gerilmelerin degerini etkilemektedir (Sekil 24). Cekme gerilmesinde
olan degisim basing gerilmesindeki degisimden kiigiikk olmaktadir. G, /G, oram arttik¢a,
alt tabakanin elastisite modiilii kiigiildiikge, list tabakadaki gerilme artmakta ve gerilme
yayiligi lineere yakin bir form almaktadir. Alt tabakanin elastisite modiilii kiigtildiik¢e bu
tabakanin degme yiizeyindeki gerilmeler ist tabakadan farkli olarak kiigiilmektedir. Bu
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tabakanin ortalarina dogru gerilme sifir olmakta ve buradan itibaren biraz artarak mesnette
bir degerde kalmaktadir.

Kk degerleri arttikga ( tabakalarin rijitligi azaldik¢a) her iki tabakada da gerilme degeri
azalmaktadir (Sekil 25). Gerilme {iist tabakada x degerlerinin degisiminden ¢ok fazla
etkilenmemektedir. ¥’ min biiyilk degerinde mesnetteki gerilme degeri incelenen diger
durumlara gore oldukga biiyiik deger almaktadir. Aym zamanda k degerlerinin degisimi en
fazla mesnetteki gerilmeyi etkilemektedir. Bir diger dikkat ¢eken nokta, k sabitlerinin

biiyiik degerlerinde alt tabakanin orta kisimlarinda ¢ekme gerilmesi olusmasidir.

0.00
M
2~ (3)

A\

Q)
@
)]

y/h, .

-2.00 ﬂ (1) R/h, =100
(2) R/h, =500
i (3 R/h, =1000 /

'300 T [7 T T
-2.00 -1.00 0.00 1.00
o,/(P/h,)

o, (0,y)

ST normal gerilmesinin pang yarigapi ile
2

Sekil 22. Dairesel pang durumunda,

G,

=500 )
P/h,

degisimi ( h;/h, =2, G,/G, =1, k, =k, =2,
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0.00
©)
)
- (1) \
-1.00
3) ™)
y/h, )
G2 _
) Pits =500
-2.00 —
) Sy 1000
P/h,
G,
=150
1T 0 B7n, 1500
"300 T | T , T T I T
-1.50  -1.00  -0.50 0.00 0.50 1.00
oy /(P/h,)
0, (0,y)

Sekil 23. Dairesel pang durumunda,——PT
2

(hl/h2 =2, G2/G]=1, K1=K2 =2, R/h2=500)

normal gerilmesinin yiik ile degisimi

0.00
@)
V4
. (1)
-1.00
(1
)
y/h, ]
-2.00 —
(1) G2 /Gl =0.1
i ) G,/G, =1
®3) G,/G, =5
'3.00 -1 [ T | T I T [
-1.50 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00
c,/(P/h,)
Sekil 24. Dairesel pang durumunda,c—"f%’ﬁ normal gerilmesinin tabakalarin kayma

modilleri orant ile degisimi ( h,/h, =2, &, =x, =2, R/h, =500, —2

2

=500 )

2
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0.00 )
3
@ )
-1.00
y/h, 1
M «, =k, =112
200 Pr=ra=2
B3) K =K, =2.6
(1) ©)
2/ I
-3.00 — e —
-1.20 -0.80 -0.40 0.00 0.40 0.80
o-x/(P /hz)
Sekil 25. Dairesel pang durumunda,GT"S(l)l’—Y) normal gerilmesinin «;, , ile degisimi
2

(h,/h, =2, G,/G, =1, R/h, =500, P(/};

=500 )
2

x ekseni boyunca ox normal gerilme dagilimi tabakalarin orta kisimlarinda
incelenmistir (Sekil 26-29).

Yarigap arttikga, {ist tabakanin orta kisimlarinda gerilme degeri azalmaktadir.
Baslangicta ¢ekme olan gerilmeler, x degeri arttik¢a azalarak sifir olmakta, daha sonra
basing gerilmesi olarak artmaktadir. Basing gerilmeleri de belli bir x degerinde en biiyiik
degerine ulagtiktan sonra azalarak sifir olmaktadir. Gerilmelerin etkisinin kayboldugu x
degeri yaricapin degisiminden etkilenmemektedir. Yarigap arttik¢ca basing gerilmelerinin
maksimum oldugu nokta y ekseninden uzaklagmakta, ¢cekme ve basing gerilmelerinin en
biiyiik degerleri arasindaki fark ise kapanmaktadir. Alt tabakanin orta kisimlarinda, gerilme
degerleri x ekseni boyunca yarigapin artisgindan pek etkilenmemektedir. Bu tabakada daima
basing gerilmesi olmakta en biiylik degerini x in belli bir degerinde aldiktan sonra azalarak
sifira yaklagsmaktadir. Bu tabakadaki basing gerilmelerinin degeri iist tabakadakinden ¢ok
yerde daha biiyiiktiir ve etkisini iist tabakaya gore y ekseninden daha uzak noktada
kaybetmektedir (Sekil 26).
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Yiik ile tist tabakadaki gerilmelerin degisimi, hemen hemen yari¢apin degisimindeki
gibidir. Yiik arttikga, gerilmelerin en biiyiik degerleri azalmaktadir. Alt tabakanin
ortasindaki gerilmeler, yiikiin degigsiminden ¢ok fazla etkilenmemektedir. Bu tabakada
basing gerilmesi hakimdir (Sekil 27).

Kayma modiilleri oraninin degisimine gore gerilmelerin degisimi Sekil 28’ de
goriilmektedir. Ust tabakada,G,/G, oranimun artmasiyla, alt tabakanin elastisite
modiiliintin (E; ) degerinin azalmasiyla, gerilmelerin maksimum degerleri azalmaktadir.
Burada gerilmelerin etkisini kaybettigi nokta kayma modiilii oranlarindan etkilenmektedir.
Bu oran azaldik¢a gerilme etkisini daha c¢abuk yitirmektedir. Cekme gerilmeleri
maksimum degerlerini x=0" dan 6tede bir noktada almaktadir. Alt tabakada da yarigap ve
yik degisiminden farkli olarak kayma modiillerinin oraminin degisimi gerilmeleri olduk¢a
etkilemektedir. Bu tabakada incelenen her iki durum i¢in de basing gerilmeleri olusmakta
E bitytidiik¢e gerilmenin maksimum degeri artmaktadir. G, /G, oram biiyiik oldugunda x
ekseni boyunca gerilme ¢ok fazla degismemektedir. x’ in biiyiikk degerlerinde azalmaya
baglayarak sifira yaklagmaktadir.

Tabakalarin k degerleri aym olarak artinldiginda (v azaldiginda ) gerilmelerin
maksimum degeri azalmaktadir. Tabakalar rijitlestik¢ce (x azalip v arttik¢a) alt ve ist
tabakalardaki gerilme farklar1 oldukg¢a biiylimektedir. oy gerilmelerinin y ekseni boyunca x
degerleri igin incelenmesinde oldugu gibi, burada da alt tabaka gerilmelerinde, tabakanin
ortasinda gekme gerilmeleri olustugu goriilmektedir. k¥’ nin biiyiik degerinde x=0 a yakin
degerlerde ¢ekme gerilmesi olugmakta, daha sonra ise isaret degistirerek basing gerilmesi

olarak maksimum degerine ulasip, azalarak etkisini kaybetmektedir (Sekil 29).
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Sekil 26. Pang yarigaplari igin, x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda olusan
Pjg normal gerilme yayilist ( b, /h, =2, G,/G; =1, %, =2, B2 _ 599 )
2

h,

(1) y/h, ==0.5 G, /(P/h,) =500
() y/h, =-3.0 G, /(P/h,) =500
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4) y/hy ==3.0 G, /(P/h,)=1500
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2.50

Sekil 27. Yiik degerleri igin, x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda meydana gelen Ox

2
normal gerilme yayilis1 ( hy /h, =2, G,/G; =1, x;, =2, R/h, =500 )
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Sekil 28. Kayma modiilleri orani ile, x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda olugan

%x__ normal gerilme yayilist ( h;/h, =2, x;, =2, R/h, =500,

G2 =500 )
2 P/h,
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Sekil 29. k degerleri i¢in, x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda meydana gelen Ix
2

=500 )

normal gerilme yayilis1 ( h, /h, =2, G, /G, =1, R/h, =500, P(/}li
2
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3.3.2. oy Normal Gerilmelerinin Incelenmesi

y simetri ekseni boyunca gerilmelerin yayilisi Sekil 30-33’de goriilmektedir. o
normal gerilmeleri en biiyiik degerlerini pan¢in degme yiizeyinde(y=0) almakta ve pangtan
uzaklastikga azalarak mesnette kiiciik bir degerde kalmaktadir. Gerilme incelenen bir
durum haricinde her zaman basing olarak etkisini gostermektedir. Alt tabakada gerilmeler
lineer olarak azalmaktadir. Tabakalarin degme yiizeylerinde alt ve {ist tabakadaki
gerilmeler aym degeri almig ve swur sarti saglanmigtir. Diger taraftan defme
ylizeylerindeki gerilme degerleri degme gerilmelerinde incelenen degerlerle esit ¢ikarak
(67) ve (68) nolu sinir gartlar1 da saglanmustir.

Pang yarigap1 azaldik¢a oy gerilmeleri artmaktadir. Elastisite teorisinden, tekil yiikiin
altinda diisey normal gerilmelerin sonsuza gittigi bilinmektedir. Burada da yarigapin
azalmasiyla pangin degme yiizeyi azalmakta bunun sonucunda tekil yiik haline
yaklagilmaktadir. Yarigap biiyiidikk¢e gerilme yayilisi iiniforma yakin olmaktadir. Alt
tabakadaki gerilmeler birbirine yakin degerlerdedir. Mesnetteki gerilmeler incelenen biitiin
yarigap degerleri i¢in yaklasik aym degeri almigtirlar (Sekil 30).

Yiikiin degisimine gore oy gerilmelerinin degisimi Sekil 31°de goriilmektedir. Yiikiin
degeri azaldikca gerilmelerin degeri artmaktadir. Yarigapin biiyiik degerlerinde oldugu gibi
yiikiin bliylik degerlerinde de gerilme yayilisi iiniforma yaklasmaktadir.

G, /G, kayma modiilleri orani arttik¢a oy gerilmeleri azalmaktadir. Alt tabakada

olusan gerilme degerlerinin, yiikk ve yarigap degisimlerinden farkli olarak, bu oramin
degisiminden oldukea etkilendigi goriilmektedir. Mesnette gerilmeler birbirlerinden az da
olsa farkli gikmaktadir (Sekil 32).

Tabakalarin « degerleri birbirine esit olarak artinldiginda (rijitlikleri azaldik¢a)
gerilmelerin degeri azalmaktadir. Gerilmeler alt tabakanmin iist kisimlarinda birbirine esit
bir degerden gegmektedirler. Burada diger incelemelerden farkh olarak karsilasilan durum

mesnette gerilmelerin birbirinden biraz daha fazla farkli gikmasidir (Sekil 33).
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Sekil 30. Dairesel pan¢ durumunda, G; fh ) norma] gerilmesinin pang yarigapi ile
2
degisimi ( h,/h, =2, G,/G, =1, ¥, =k, =2, G, =500 )
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Sekil 31. Dairesel pan¢ durumunda, normal gerilmesinin yiik ile degisimi
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Sekil 32. Dairesel pang durumunda, szf h .

2

normal gerilmesinin tabakalarin kayma

G,

2

modiilleri orani ile degigimi ( h,/h, =2, &, =, =2, R/h, =500, =500 )

0.00
(M \2\ B
-1.00
i
y/h,
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Sekil 33. Dairesel pang durumunda,

normal gerilmesinin «;, ile degisimi
2

(h,/hy =2, G,/G, =1, R/h, =500, G =500 )
P/h,
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x simetri ekseni boyunca tabakalarin ortasindaki gerilmelerin dagilimi Sekil 34-37°de
gosterilmistir. o, gerilmeleri bu eksen boyunca her zaman basing olarak etki etmektedir.
En biiyiik degerlerini y=0 simetri ekseninde almakta ve bu eksenden uzaklagtik¢a azalarak
sifira yaklasmaktadirlar. Ust tabakanin ortasindaki en biiyiik gerilme degerinin, her zaman
alt tabakanin ortasindaki gerilme degerinden biiylikk oldugu gorilmektedir. Yine (st
tabakadaki gerilmeler alt tabakadaki gerilmelere oranla daha c¢abuk etkisini
kaybetmektedir.

Yarigap ve ylik degisimi ile gerilmelerin x ekseni boyunca dagilimi birbirine yakin
ozellikler gostermektedir. Yarigap ve ylik degeri arttikga, 6zellikle tist tabakanin ortasinda
gerilmeler azalmaktadir. Alt tabakanin ortasinda da gerilmeler azalmakla beraber ¢ok az
degisirler (Sekil 34 ve Sekil 35).

G, /G, kayma modiilleri oram arttifinda gerilmelerin her iki tabakanin ortasinda da
azaldigy goriilmektedir. Burada alt tabakadaki gerilmenin de degisimden etkilendigi
goriilmektedir (Sekil 36).

Tabakalarin x degerleri birbirinin aym olarak azaldifinda (tabakalar rijitlestik¢e) st
tabakada gerilme artmaktadir. Alt tabakada iist tabakanin aksine tabakalar rijitlestikge
gerilme azalmaktadir (Sekil 37).
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0.00

(1) y/h, ==0.5 R/h, =100

-0.80 (2) y/hy, ==3.0 R/h, =100
) (3) y/hy =05 R/h, =500
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'1.20 T l T I T I T I T
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x/h,
« . . c
Sekil 34. Pang yarigaplar1 igin, x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda olusan —-=
2
. G
normal gerilme yayihs1 ( by /h, =2, G, /G, =1, k, =2, /; =500 )
2

0.00

G,

] 1) y/h, =-0.5 =500
M y/h, P/h,
-0.60 G
0.60 @) y/h, =-3.0 —2_=500
P/h,
G
! 3) y/hy ==0.5 —2—=1500
080 3) y/hy P/h,
) G,
S 4) v/h, ==3.0 =1500
K 4 y/h, P/h,
'100 T I T [ T j T | T
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50
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Sekil 35. Yiik degerleri igin, x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda meydana gelen

Oy
P/h,

normal gerilme yayilist ( h, /h, =2, G,/G, =1, 1, =2, R/h; =500 )
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-0.40 —
Gy i
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Sekil 36. Kayma modiilleri orani ile, x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda olusan
2

g G
normal gerilme yayilis1 ( h, /h, =2, «;, =2, R/h, =500, ﬁ:soo )
2

0.00

-0.20 —
Cy -0.40 —

P/h, ] (1) y/hy =—0.5 %, =k, =112

2) y/hy =-3.0 «;=x,=112
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Sekil 37. x degerleri i¢in, x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda meydana gelen =7

2

normal gerilme yayilist ( h,/h, =2, G,/G; =1, R/h, =500, P(/}li =500 )
2




64

3.3.3. 7y Kayma Gerilmelerinin incelenmesi

Tabakalarda simetri kesitinde kayma gerilmeleri sifirdir. x ekseni boyunca kayma
gerilmelerinin degisimi incelendiginde gerilmelerin en biiyiik degerlerini, yaklagik olarak
x’ in 0.5-1 degerleri arasinda aldiklar1 goriilmiis ve kayma gerilmelerinin y ekseni boyunca
dagilisi x=0.5 degeri i¢in incelenmigtir.

Kayma gerilmeleri x=y=0 ve x=0, y=-h, sinirlarinda sifir olmakta ve baglangigta
kabul edilmis olan (68), (70), (71) nolu sinir sartlarin1 saglamaktadirlar.

Yarigapin azalmasiyla iist tabakada kayma gerilmesi artmaktadir. Alt tabakadaki
gerilme de yarigap degeri azaldikga artmaktadir. Bununla birlikte iist tabakadaki gerilme
kadar etkilenmemektedir. Yarigap degeri azaldik¢a gerilmenin maksimum degeri aldif
nokta tabakalarin degme ylizeyine yaklasmakta ve bu noktadan sonra azalarak mesnette
sifirdan farkli bir degerde kalmaktadir. Mesnette gerilmeler birbirine ¢ok yakin
degerlerdedir (Sekil 38).

Yikiin azalmasiyla ist tabakada daha fazla olmak tizere, kayma gerilmeleri
artmaktadir. Yarigapin degisimindeki kayma gerilmesi yayilis 6zellikleri burada da aynidir
(Sekil 39).

Tabakalarin kayma modiilleri oram1 G, /G, arttikca iist tabakada kayma gerilmesinin

degeri artmaktadir. Alt tabakada, bu oranin artmasiyla gerilme degeri; tabakalarin degme
ylizeyine yakin bolgelerde azalmakta mesnete yakin yerlerde ise artmaktadir (Sekil 40).

Tabakalarin « degerleri birbirinin ayni olarak arttifinda (tabakalar rijitlestikge)
tabakalarda, iist tabakada daha biiyiik olmak iizere, kayma gerilmesi degeri azalmaktadir.
Ust tabakada kayma gerilmesinin maksimum degeri, yaklasik olarak tabakanin ortasinda
olusmaktadir (Sekil 41).
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| (2) R/h, =1000
"3.00 I i [ T I T I T JI
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40
Tyy / (P/h,)
3 . Tyy (0.5,¥) . .
Sekil 38. Dairesel pang durumunda, N normal gerilmesinin pang yarigapi
2
P/h,
0.00
i @2
1)
-1.00
y/h, | 0 G2 _s00
M/ /@ P/h;
-2.00 @ 321000
P/h,
"3.00 T I T I I
0.00 0.10 0.20 0.30
Ty /(P/hy)

0.5,
Sekil 39. Dairesel pang durumunda, T ©033)

P/h,
degisimi ( h,/h, =2, G,/G, =1, k;=x, =2, R/h, =500 )

normal gerilmesinin yiik ile
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Sekil 40. Dairesel pang durumunda, I—"% normal gerilmesinin tabakalarin kayma
2
modiilleri oran1 ile degisimi ( hy/h, =2, x; =, =2, R/h, =500, p% ~500 )
2
0.00
2 1)
-1.00
y/h,
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Sekil 41. Dairesel pang durumunda, normal gerilmesinin k, , ile degigimi

2

G
(h;/hy =2, G,/G, =1, R/h, =500, —2—=500 )
P/h,
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Simetri ekseni y=0 boyunca tabakalarin ortasinda meydana gelen t,, kayma gerilmesi
yayilist Sekil 42-45° de gosterilmistir. Kayma gerilmeleri, x=0 igin sifirdir. X degeri

arttikca artarak maksimum degerini almakta, daha sonra

ise azalarak etkisini

kaybetmektedir.

Yaricapin ve yiikiin azalmasiyla iist tabakada kayma gerilmesinin maksimum degeri
artmakta ve bu degeri aldifi nokta y eksenine yaklagsmaktadir. Alt tabakada kayma
gerilmesi yarigap veya ylikiin degismesinden pek fazla etkilenmemekte ve gerilme etkisini
list tabakaya nazaran daha biiylik x degerlerinde kaybetmektedir (Sekil 42 ve Sekil 43).

G,/G, orammin artmasi Ust tabakanin ortasindaki kayma gerilmesinin degeri

artmakta ve maksimum degeri aldigt nokta y ekseninden uzaklagmaktadir. Alt tabakanin

ortasinda ise bu oran arttik¢a kayma gerilmelerinin degeri azalmaktadir (Sekil 44).

Tabakalarin « degerleri birbirlerine egit olarak arttikga kayma gerilmesi

azalmaktadir. Alt tabakada bu azalmanin ¢ok kiigiik oldugu goriilmektedir (Sekil 45).

(1) y/hy =05 R/h, =100
0.30 — M (@) y/h,=-3.0 R/h, =100
() y/h, ==0.5 R/h, =500
@) y/hy =-3.0 R/h, =500
0.20 —
Txy @, .
P/h, AN
010/ - @ A\
/ / ’ ‘ (4) \\ = . R
0.00 -~ — = e T
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50
X/h2
. . . T
Sekil 42. Pang yarigaplari igin, x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda olusan P/xli
2
. . G
kayma gerilmesi yayilist ( h, /h, =2, G,/G; =1, Kk, =2, —2-=500 )

P/h,
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Sekil 43. Yiik degerleri i¢in, x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda olusan

gerilmesi yayilist ( hy /h, =2, G,/G; =1, k,,=2, R/h, =500 )

]
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Sekil 44. Kayma modiilleri orani ile, x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda olusan

kayma gerilmesi yayihist ( h, /h, =2, x;, =2, R/h, =500,

G =500 )
P/h,

2
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kayma gerilmesi yayilisi ( h; /h, =2, G,/G, =1, R/h, =500,

Sekil 45. « degerleri i¢in, x ekseni boyunca tabakalarin ortasinda meydana gelen 57H

Txy

2
G

2

=500 )




4. SONUCLAR ve ONERILER

Rijit bir pang ile bastirilmis ve tabanda tam olarak bagh agirhksiz ¢ift gerit
probleminin incelendigi bu caligmada; pan¢in dairesel ve parabolik profillerde olmasi
durumlarinda olusan degme gerilmeleri ve degme yiizeyleri ile pangin yalniz dairesel
profilde olmas: durumunda tabakalarda olusan cx, Gy ve Ty, gerilmelerinin dagilimi tizerine
varilan sonuglar agagida verilmistir.

Dairesel pan¢ durumunda, pang yarigapi ve yiik biiylidiikce, alt tabakanin st
tabakaya oranla yliksekligi arttik¢a, pancin degme ylizeyi ve tabakalarin birbirlerine degme
yiizeyleri biiytimektedir. Tabakalarin rijitliklerinin artmas:1 ve alt tabakann rijitliginin {ist
tabakaya oranla azalmasiyla da degme yiizeyleri biiyiimektedir. Tabakalarin degme yiizeyi
her zaman pangin degme yiizeyinden biiylik olmakta, bununla beraber yaricap ve ylik
degeri arttikga birbirlerine yakin degerler almaktadirlar. Degme yiizeyleri arttik¢ca gerilme
daha biiyiik alana yayilacagindan degme gerilmeleri azalmaktadir. Tersine olarak degme
yiizeyleri azaldik¢a gerilmeler artmaktadir. Degme gerilmeleri x=0 noktasinda en biiyiik
degerlerini alip, degmenin bittigi noktada sifir olmaktadirlar.

Parabolik pan¢in sekil fonksiyonu, dairesel pan¢in sekil fonksiyonu ile benzerlik
gostermekte, Ch,=0.005 i¢in elde edilen degme ylizeyleri R/h, =100 i¢in bulunan
degme ylizeylerine ve Ch,=0.05 i¢in bulunan defme yiizeylerinin, R/h, =10 ig¢in
bulunan degme yiizeyleri ile hemen hemen aym deZerleri aldiklar1 goriilmektedir.
Dolayisiyla dairesel pang i¢in ¢ikarilan sonuglar gegerlidir. Yalmiz burada egriligi
belirleyen C sabiti olmakta ve bu deger arttik¢a degme yiizeyleri kiigiilmekte ve degme
gerilmeleri artmaktadir.

ox ve oy normal gerilmeleri y simetri ekseni boyunca ve tabakalarin ortasinda x
ekseni boyunca incelenmistir.

y simetri ekseni boyunca gerilmeler incelendiginde yarigapin ve yiikiin azalmasi, her
iki tabakann birden rijitlifinin artmasi sonucu oy, oy normal gerilme degerlerinin arttig:
goriilmektedir. Alt tabakamn {ist tabakaya oranla rijitliginin azalmasiyla da oy gerilme
degerleri her iki tabakada artmakta, o, gerilme degerleri ise iist tabakada artmakta alt
tabakada ise azalmaktadir. Pangin degme yiizeyi azaldiginda tekil yiik durumuna
yaklagilmakta ve pang altinda oy ve oy gerilme degerlerinde biiyiik artis olmaktadir.
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y simetri ekseni boyunca oy gerilmeleri listteki tabakanin iist kisimlarinda basing alt

kisimlarinda ise gekme olarak etkisini géstermektedir. Alt tabakada ise genel olarak st

......

sse 1o .

yayiligi lineere yaklagmaktadir. x ekseni boyunca iist tabakamin ortasindaki en biiyiik
gerilme degeri x=0 noktasinda almakta, alt tabakada ise bu noktadan ilerde olugmaktadir.
Gerilmelerin x’in biiyiik degerlerinde sifir olacagi goriilmektedir. Alt tabakadaki gerilmeler
etkilerini tist tabakadakilere oranla daha ge¢ kaybetmektedirler.

y simetri ekseni boyunca oy gerilmeleri en biiylik degerlerini simetri kesitinde
aldiktan sonra giderek azalmakta ve mesnette belli bir degerde kalmaktadir. Tabakalarda y
simetri ekseni boyunca daima basing gerilmesi hakimdir. Tabakalarin degme yiizeylerinde
alt ve iist tabakada gerilmeler birbirlerine egit ¢ikarak sinir sart1 saglanmastir. Alt tabakada
gerilme en fazla tabakalarin birbirlerine gore rijitliklerinin degisiminden etkilenmektedir.
Mesnetteki gerilme tabakalarin rijitliklerinin egit olarak degisimiyle farkli degerler almakta
diger incelenen durumlarda ise hemen hemen degismemektedir. x ekseni boyunca
tabakalarin ortasinda oy gerilmesi incelendiginde; gerilmenin en biiyiik degerini x=0
noktasinda aldig1 daha sonra x ekseni boyunca azalarak etkisini kaybettigi gériilmektedir.

Tabakalar arasinda ve pang ile iist tabaka arasinda siirtiinme olmadigi kabul
edildiginden degme yiizeylerinde kayma gerilmeleri sifirdir. Simetri nedeniyle y simetri
ekseni boyunca kayma gerilmeleri olusmamaktadir. Bu nedenle y ekseni boyunca kayma
gerilmesi dagilimi en biiyllk deger alabilecekleri yaklagik bir noktada (x=0.05)
incelenmigtir. Yarigap, yiik degeri azaldik¢a ve tabakalarin rijitlikleri birbirlerine esit
oranla bliytdiigiinde ise st tabakada kayma gerilmesi artmakta alt tabakada ise
azalmaktadir. Ust tabakadaki kayma gerilmesi degerleri alt tabakadakilerden daha biiyiik
olmakta ve maksimum degerini tabakanin ortasina yakin yerlerde almaktadir. Alt
tabakadaki gerilmeler en fazla alt tabakanin rijitliginin {ist tabakaya gére degismesinden
etkilenmistirler. Mesnetteki gerilmeler ise daha g¢ok tabakalarin rijitliklerinin artmasi veya
azalmasiyla degismektedirler. x simetri ekseni boyunca tabakalarin ortasinda kayma
gerilmesi dagilimi incelendiginde gerilmenin x=0 i¢in sifir oldugu x degeri artik¢a artarak

maksimum degerini aldif1 daha sonra ise azalarak etkinin kayboldugu goriilmektedir.

see o e
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maksimum degerini aldifi nokta y simetri eksenine yaklagmaktadir. Alt tabakada
gerilmenin maksimum oldugu nokta ise tabakalarin birbirlerine gore rijitliklerinin degisimi
hari¢ fazla degismemektedir.

Incelenen bu problem tabakalarn agirlik etkileri g6z 6niine alinarak ¢oziilebilir. Yine
bu problem i¢in pratikte uygulanabilecek malzeme, boyut ve yiikler segilerek sayisal

degerler i¢in gerilmeler ve degme uzunluklar: bulunabilir.
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