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Bu çal mada, rijit dairesel bir panç arac  ile yüklenmi  ve elastik yar  sonsuz düzleme 

oturan elastik özellikleri ve yükseklikleri farkl  iki elastik tabakan n sürekli temas problemi 

elastisite teorisine göre çözülmü tür. Birinci bölümde, temas problemlerinin tarihsel 

geli iminden bahsedilmi  ve temas problemleri ile ilgili daha önce yap lm  baz  çal malar 

özetlenmi tir. Bu bölümde ayr ca, elastisite teorisine ait temel denklemler ve integral 

dönü üm teknikleri kullan larak gerilme ve yer de tirmelerin genel ifadeleri elde 

edilmi tir. kinci bölümde problemin tan  yap lm r. Probleme ait s r artlar na 

gerilme ve yer de tirme ifadeleri uygulanm , problem panç alt ndaki temas gerilmesinin 

bilinmeyen oldu u bir tekil integral denkleme indirgenmi tir. ntegral denklem dairesel 

panç profili için say sal olarak çözülmü  ve panç alt ndaki temas gerilmeleri 

hesaplanm r. Panç alt ndaki temas gerilmelerine ba  olarak da normal gerilmeler ve 

kayma gerilmesi, x ekseni boyunca x  normal gerilmesi, tabakalar aras ndaki ve alt tabaka 

ile elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk ayr lma yükleri ve ilk ayr lma uzakl klar  

belirlenmi tir. Üçüncü bölümde, ikinci bölümde verilen problemin çe itli boyutsuz 

büyüklükler için say sal uygulamas  yap lm r. Farkl  yük, malzeme ve geometrik verilere 

göre de me gerilmeleri, de me uzunluklar , gerilme bile enleri, ilk ayr lma yükleri ve ilk 

ayr lma uzakl klar  say sal olarak elde edilmi tir. Sonuçlar tablo ve grafikler üzerinde 

gösterilmi  ve irdelemesi yap lm r. Dördüncü bölümde çal madan ç kar lan sonuçlar 

verilmi tir.  

 

Anahtar Kelimeler: Elastisite Teorisi, Temas Gerilmesi, ntegral Denklem, ntegral 
Dönü üm Tekni i, lk Ayr lma Yükü, lk Ayr lma Uzakl . 
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In this study, the continuous contact problem for two elastic layers, having different 

heights and elastic constants, loaded by means of a rigid circular punch and resting on an 

elastic half infinite plane is considered according to the theory of elasticity. In the first 

chapter, the historical development of contact problems are mentioned and some studies 

which  are  done  on  contact  problems are  summarized.  In  addition,  general  expressions  of  

stresses and displacements are obtained by using the fundamental equations of theory of 

elasticity and integral transformation technique. In the second chapter, the problem is 

described. Stress and displacements expressions are substituted into the boundary 

conditions of problem and the problem is reduced to a singular integral equation, which the 

contact stress under the rigid punch is the unknown function. The integral equation is 

numerically solved for circular punch profile and the contact stress distribution under the 

punch is obtained. Depending on the contact stresses under the punch, the normal stresses 

and the shear stress, x  along the x axis, initial separation loads and initial separation 

distances of between elastic layers and between lower layer with elastic half infinite plane 

are determined. In the third chapter, the numerical applications of the problem given in the 

previous chapter for various dimensionless quantities are done. The contact stresses, the 

contact lengths, stress components, initial separation loads and initial separation distances 

are obtained numerically for different parameters of load, material and geometry. Results 

are shown and discussed in graphics and tables. In the fourth chapter, the conclusions 

drawn from this study are given. 

 
Key Words : Theory of Elasticity, Contact Stress, Integral Equation, Integral Transform 

Technique, Initial Separation Load, Initial Separation Distance 
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SEMBOLLER D  

 

a Rijit panç ile (1) nolu tabaka aras ndaki yar  de me uzunlu u 

e Hacim de tirme oran  

E Elastisite modülü 

F(x) Rijit panç profilini tan mlayan fonksiyon 

f(x) F(x) fonksiyonunun x’ e göre türevi 

X, Y, Z x, y ve z eksenleri do rultusundaki kütle kuvveti bile enleri 

x, y, z Kartezyen koordinatlar 

h Tabakalar n toplam yüksekli i 

h1 1 nolu tabakan n (üst tabakan n) yüksekli i 

h2 2 nolu tabakan n (alt tabakan n) yüksekli i 
, ,x y z  x, y ve z eksenlerine paralel do rultulardaki normal gerilme bile enleri 

, ,xy xz yz  Kayma gerilmesi bile enleri 

m1 Tabakalar n kayma modülleri oran  

m2 Elastik yar  sonsuz düzlem ile 2 nolu tabakan n kayma modülleri oran  

P Rijit pança uygulanan tekil kuvvet 

p(x) Rijit panç alt ndaki temas gerilmesi fonksiyonu 

R Dairesel panç n yar çap  

u, v, w Kartezyen koordinatlardaki yer de tirme bile enleri 

xcr Kritik ayr lma uzakl  (ilk ayr lma uzakl ) 

 Türev operatörü 

 Lamé sabiti 

 Yük faktörü 

cr  Kritik yük faktörü (kritik ayr lma yükü) 

 Kayma modülü 

 Malzeme sabiti 

 Poisson oran  
2  Laplace operatörü 

1  
1 nolu tabakan n (üst tabakan n) yo unlu u 
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2  
2 nolu tabakan n (alt tabakan n) yo unlu u 

,  Ters Fourier dönü üm fonksiyonlar  

 Katsay lar matrisinin determinant  

,x y  x, y do rultular ndaki uzama ekil de tirme bile enleri 

x y  Kayma ekil de tirme bile eni 

  Panç n alt ndaki tabakada meydana gelen en büyük yer de tirme 

 

 

Not: Bu listede verilmeyen baz  semboller metin içerisinde ilgili olduklar  yerlerde 
tan mlanm lard r. 



 

1. GENEL B LG LER 

 

1.1. Giri  

 

Ço u yap lar n ve mekanik sistemlerin elemanlar  birbirleri ile temas halindedir. Bu 

temas n karakteri, cisimlerin gerilmeleri birbirlerine ileti ekilleri, temas halindeki 

cisimlerde meydana gelen ekil de tirmeler, temas uzunluklar  ve de me bölgesindeki 

temas gerilmesi da  yap n davran nda önemli rol oynamaktad r. Demiryollar , 

akaryak t tanklar , temeller, yol ve havaalan  üst yap lar , tah l silolar , silindirik miller ve 

bilyeler temas n söz konusu oldu u mühendislik uygulamalar ndan baz lar r. Ta t 

çarp malar n simülasyonu, insan eklemlerinin davran  gibi konular da temas 

probleminin uygulama sahas na girmektedir (Çömez, 2009).  

Mühendislik yap lar nda gerilme ve ekil de tirme problemlerinin çözümünde 

ço u zaman elemanter teori yetersiz kalmakta, elastisitenin kar k ve uzun ifadelerine 

ihtiyaç duyulmaktad r. Elemanter teoriye göre daha kesin sonuç veren elastisite teorisi 

yard yla problemlerin çözümü, bilgisayar teknolojisi ve say sal çözüm yöntemlerinin 

geli mesine paralel olarak yo unluk kazanm  ve bu konudaki çal malar n say nda 

önemli ölçüde art  kaydedilmi tir. Son y llarda integral dönü üm teknikleri, sonlu 

elemanlar, s r elemanlar  ve sonlu farklar gibi yöntemler kullan larak temas problemleri 

ile ilgili pek çok çal ma yap lm r. Bu çal malarda tabakalar (kiri ler) genellikle elastik 

yar m düzlem ya da rijit sürekli temel üzerine oturmu tur. Ancak elastik tabakalar n rijit 

mesnetlere, elastik çeyrek düzlemlere vs. oturdu u çal malar da mevcuttur. 

 

1.1.1. Temas Problemlerinin Tarihsel Geli imi 

 

De me mekani i konusunun, Heinrich Hertz taraf ndan 1882 y nda yaz lan "On the 

contact of elastic solids" adl  makaleyle ba lad  söylenebilir (Johnson, 1985).  

Sürtünmesiz yüzeyler ve tam elastik cisimleri çal malar na konu edinen Hertz, iki elastik 

cismin birbirine de mesi durumunda de me bölgesinin eliptik oldu unu kabul etmi , ekil 

de tirme ve de me gerilmelerini incelemi , ayr ca buldu u sonuçlar  rijit düzleme oturan 

farkl  geometrilere sahip problemlere uygulam r. Bu tip problemler Hertz de me 

problemi olarak adland lm r. 
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De me problemleri üzerine yap lan çal malar, kompleks de kenler yönteminin 

Muskhelishvili taraf ndan geli tirilmesi (Muskhelishvili, 1953) ve özellikle Sneddon’ un 

integral dönü üm tekniklerini elastisite teorisinde kullanmas yla (Sneddon, 1951) artmaya 

ba lam r. De me problemi ile ilgili çal malar n 1950'li y llara kadar olan literatürü ve 

çözüm yöntemleri Galin’ in eserinde belirtilmi tir (Galin, 1961). ntegral Dönü üm 

Tekniklerinin bu probleme uygulanma yöntemleri ise Uffliand’ n eserinde verilmi tir 

(Uffliand, 1965). 

Weitsman (1969), elastik yar m düzlem ve plak aras nda de me bölgesinin uzunlu u 

ile ilgili bilgi sa lamak amac yla elastik plak ve elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki 

sürekli de meyi incelemi tir. Yar m düzleme oturan plak a rl ks z kabul edilip, s rlama 

olmaks n elastik düzleme merkezi bir yük ile bast lm r. S rlama olmad ndan 

çekme gerilmeleri plak ve elastik mesnet aras nda ara yüzeylerde aktar lmam r. 

 Dhaliwal (1970), rijit bir blok ile bast lan yar  sonsuz düzlem problemini panç n 

dairesel profilde olmas  durumunda incelemi tir. Kar k s r de er problemi ikinci tip 

Fredholm integral denklemine indirgenmi , kuvvet serileriyle ve say sal yöntemlerle 

integral denklem çözülmü tür. Rijit panç n silindirik, konik, küresel, parabolik ve eliptik 

olmas  durumlar  için çözüm geni letilmi , her bir panç profili için panç n elastik tabakada 

meydana getirece i çökmeyi sa layabilecek kuvvetin de eri, bu çökmenin miktar , serbest 

yüzeydeki yer de tirmenin de imi ve de me gerilmesini veren ifadeler elde edilmi tir 

(Dhaliwal ve Rau, 1970). Elde edilen ifadelerden faydalanarak, say sal çözümler 

grafiklerle verilmi tir (Dhaliwal ve Rau, 1972). 

Conway (1971), iki sabit silindir ile bast lan ve silindirler aras ndan bir kuvvetle 

yatay olarak çekilen tabakan n sürtünmeli de me problemini incelemi lerdir. Sürtünmenin 

normal de me gerilmesine etkisi incelenmi  ve bu etkinin çok az miktarlarda oldu u 

görülmü tür. 

Keer ve Chantaramungkom (1972), elastik düzlem ile elastik tabaka aras nda 

sürtünmesiz de me problemini incelemi lerdir. Tabakan n belirli bir uzunlu u d nda tüm 

yüzeyi ünüform yay  yük ile yüklenmi  olup tabaka ile düzlem aras nda yay  yükün etki 

etmedi i mesafeden daha küçük bir ayr lma bölgesi meydana gelece i kabul edilerek, 

problem Papkovich-Neuber potansiyelleri kullan larak çözülmü tür.  

Chen ve Engel (1972), elastik yar m düzlemle s rland lm  çok tabakal  düzlemin 

gerilme analizini, farkl  panç profilleri ve tabaka kal nl klar n farkl  de erleri için 

incelemi lerdir. 
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Keer vd. (1972), yay  yük ile yüklenmi  ve elastik yar m düzlem üzerine oturan, 

sonsuz uzunluklu elastik tabakan n de me problemini ele alm lard r. Gerilme ve yer 

de tirmeler Papkovich-Neuber potansiyelleri cinsinden yaz lm , integral dönü üm 

teknikleri kullan larak, düzlem gerilme problemi ve dönel simetrik problem olarak 

çözümler bulunmu tur. 

Erdo an ve Ratwani (1974), iki elastik çeyrek düzlem üzerine oturan elastik tabakada 

sürtünmesiz de me problemini ele alm lard r. Çal mada, de me bölgesinin d  yükün 

büyüklü ünden ba ms z, fakat, yük geni li ine ba  oldu u gösterilmi tir. Problem 

genelle tirilmi  Cauchy çekirdekli bir tekil integral denkleme indirgenmi  ve çe itli say sal 

sonuçlar sunulmu tur. 

Civelek ve Erdo an (1975), rijit bir düzleme oturan ve do rusal yay  yük etkisi 

alt ndaki elastik tabakan n simetri ekseninden bir tekil yükle kald lmas  problemini ele 

alm lard r. Çözümde tabakan n a rl  hesaba kat lm r. Önce tabakan n rijit düzlemden 

ayr lmas na sebep olan en küçük yük de eri belirlenmi  ve ard ndan süreksiz de me 

problemi tekil integral denkleme indirgenerek, kritik yükten büyük yükler için meydana 

gelen ayr lma bölgesi ve gerilme da  say sal olarak elde edilmi tir. 

Spence (1975), dikdörtgen veya e risel prof llerdeki dönel simetrik pançla bast lan 

elastik yar m düzlemin sürtünmeli de mesinin, Coulomb'un sürtünme kanununa göre 

kar k s r de er problemi olarak formülasyonunu yapm r. 

Adams ve Bogy (1977), farkl  elastik özelliklere sahip yar m düzlem ile yar  sonsuz 

tabaka aras ndaki de me problemini incelemi lerdir. ntegral denklemleri ç kar lm  

sonuçlar çe itli kal nl k oranlar  için verilmi tir. De me gerilmeleri hesaplanarak grafiklerle 

sunulmu tur. 

Geçit ve Erdo an (1978), elastik bir tabakan n rijit bir düzlem üzerine oturdu u ve 

eksenel simetrik yük etkisinde oldu u sürtünmesiz temas problemini incelemi ler, ayr lma 

bölgesinin büyüklü ü ve temas gerilmesinin da  ile ilgili sonuçlar  vermi lerdir. 

Agarwal (1978), sonlu uçlar yla birbirlerine birle tirilmi  ve bu uçlardan uzakta etki 

ettirilen yay  yük ile çekilmeye çal an yar  sonsuz silindirlerin dönel simetrik de me 

problemini ele alm lard r. ntegral dönü üm teknikleri ile sonsuz uzunluklu silindir ve 

yar m düzlem çözümlerinin süperpozisyonundan yararlan larak problem lineer denklem 

tak na indirgenerek çözülmü tür. De ik malzeme özellikleri için silindirlerin ara 

yüzlerindeki normal ve kayma gerilmesi da mlar  elde edilmi tir. 
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Adams (1978), elastik yar m düzlem üzerine oturan bir elastik tabakan n üzerinde 

sabit h zla hareket eden tekil yük problemini ele alm r. Ara rmac , problemin simetrik 

ve simetrik olmayan iki problemin toplam eklinde dü ünülebilece ini göstererek, elde 

etti i bu yeni kar k s r de er problemlerini integral denklemlere indirgemi  ve çözüm 

yapm r. 

Çak ro lu (1979), elastik yar m düzleme oturan elastik tabakan n rijit düz bir blokla 

bast lmas  ile meydana gelen sürekli ve süreksiz de me problemlerini incelemi tir. 

Çözümde kütle kuvvetleri hesaba kat lm r. Blok alt ndaki de me gerilmesi, ilk ayr lma 

uzakl  ve ilk ayr lma yükü, bu yükten büyük yükler için meydana gelen ayr lma 

bölgesinin uzunlu u ve aç lma miktar  ile gerek sürekli gerekse süreksiz de me 

problemleri için tabaka-yar m düzlem ara yüzeyindeki de me gerilmesi yay na ait 

say sal sonuçlar sunulmu tur. 

Geçit (1980), elastik tabaka ile elastik yar m düzlem aras ndaki sürekli ve süreksiz 

de me problemini incelemi tir. Elastik tabaka üst taraf ndan düzgün yay  yük ile 

yüklenmi  ve bu yüke ilaveten tabakay  kald rmaya çal an veya tabakay  bast ran tekil yük 

etki ettirilmesi durumlar  için ayr  ayr  çözümler yap larak ilk ayr lmay  ba latan kritik yük 

ve tabaka ile yar m düzlem aras ndaki de me gerilmesi yay  elde edilmi tir. 

Comninou vd. (1980), yar  sonsuz düzlemle ayn  malzeme özelliklerine sahip elastik 

sonsuz tabakan n sürtünmeli de me problemini incelemi lerdir. Düzgün yay  yük ile 

düzleme bast rken tekil yükle de kald lan tabakan n, düzlemle yap k kald  ve 

kayd  bölgeler bulunarak sürtünmenin normal gerilme ve kayma gerilmelerine etkisi 

incelenmi tir. 

risel bir panç ile kenarlar ndan basit veya ankastre mesnetlere oturan dairesel 

pla n de me problemi Keer ve Miller (1983) taraf ndan incelenmi tir. Panç ile pla n  

temas uzunlu u bilinen olarak al nm , elastik sonsuz tabakan n elastisite teorisi çözümü ile 

mesnet tepkilerini kar layabilmek için basit e ilme etkisindeki pla n plak teorisine göre 

çözümünün süperpozisyonu al narak yakla k bir çözüm geli tirilmi tir. Bulunan de me 

gerilmesi de erleri Hertz Teorisi ve Plak Teorisi ile kar la lm  ve yöntemlerden elde 

edilen sonuçlar aras nda çok yak n de erler elde edilemedi i görülmü tür. 

Adams ve Zied (1984), elastik yar m düzlem üzerinde sabit h zla hareket eden elastik 

yar  sonsuz erit problemini çözmü lerdir. Ara rmac lar, düzlem elastisite teorisini 

kullanarak, ara yüzeydeki de me gerilmesi da  de ik malzeme kombinasyonlar , 
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ve sürtünme katsay lar  için elde etmi lerdir. Çal mada, hem gerilme iddeti faktörünün 

hem de gerilme tekilli inin kayma h  ile ili kisi ortaya konulmu tur. 

Keer vd. (1984), elastik çeyrek düzlem ve bu düzlemin üzerine oturan rijit blo un 

sürtünmesiz de me problemini incelemi lerdir. Problemin say sal çözümü için tahmini bir 

de me bölgesi tayin edilmi  ve de me bölgesi dikdörtgensel bölgelere ayr larak her bir 

bölgedeki gerilmenin sabit oldu u dü ünülmü tür. Bu ekilde integral denklem lineer 

denklem sistemine dönü türülerek iterasyonlar sonucunda gerçek de me bölgesi ve de me 

bölgesindeki gerilme da  elde edilmi tir. 

Fabrikant ve Sankar (1984), homojenli i derinli iyle de en elastik yar m düzlem 

probleminin kesin çözümünü dönel simetrik problem olarak ara rm lard r. Panç 

problemi verilen çözüm yöntemiyle ele al nm  ve panç alt ndaki de me gerilmesini veren 

ifadeler elde edilmi tir. 

Geçit ve Gökp nar (1985), rijit dairesel bir mesnete oturan elastik bir tabakan n 

de me problemini incelemi lerdir. Tabaka ile mesnet aras nda sürtünme olmad  ve 

de me yüzeyleri boyunca sadece bas nç gerilmelerinin aktar ld  varsay lm r. 

Tabakalar n üst yüzeyine üniform bir bas nç uygulanm , farkl  blok ekilleri için de me 

yüzeyindeki gerilme yay , de me uzunlu u ve normal gerilmeler hesaplanm r. 

Loboda ve Tauchert (1985), alttan tam ba , sonsuz uzunluklu ortotropik tabakaya 

sonlu ucuyla oturan yar  sonsuz ortotropik tabakan n, yap k ve yap k olmayan de me 

problemini incelemi lerdir. De me bölgesinden sonlu bir mesafede yar  sonsuz tabakay  

boyuna veya enine çekmeye çal an simetrik tekil kuvvetler etkisinde ara yüzdeki normal 

ve kayma gerilmelerinin da  elde edilmi tir. 

Geçit (1986), elastik yar  sonsuz dairesel silindir ile bir elastik yar m düzleme oturan 

tabaka için eksenel simetrik de me problemini çözmü tür. Sürtünme olmad  ve çekme 

gerilmelerinin de me yüzeyi boyunca aktar lmad  kabul edilmi tir. Yer de tirme ve 

gerilmeler integral dönü üm teknikleri kullan larak elde edilmi tir. Say sal çözümler 

yap lm  de ik malzeme özellikleri ve kesit boyutlar  için de me uzunluklar , de me 

gerilmesi da mlar  bulunmu , grafiklerle sunulmu tur. 

Geçit ve Yap  (1986), rijit düz bloklar üzerine oturan elastik tabaka problemini ele 

alm lard r. Sürekli ve süreksiz de me problemleri ayr  ayr  incelenerek, de me gerilmesi, 

eksenel gerilme ve ayr lma bölgesi ile ilgili say sal sonuçlar sunulmu tur. 
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Fabrikant ve Sankar (1986), simetri ekseni boyunca herhangi bir noktadan tekil yüke 

maruz enine izotropik elastik yar m düzlem ile rijit dairesel blok aras ndaki etkile im 

problemini incelemi lerdir. 

King ve O'Sullivan (1987), rijit dairesel pançla bast lan, tabakal  elastik yar m 

düzlemin sürtünmeli de me problemini ele alm lard r. Tek bir tabaka ve elastik yar m 

düzlemin de me problemi düzlem ekil de tirme hali için detayl  olarak incelenmi  ara 

yüzdeki gerilme da mlar  incelenmi tir. Tabakan n membran yakla k çözümü de 

bulunmu  ve di er sonuçlarla kar la lm r. 

Nowell ve Hills (1988), bir hibrid metot kullanarak, ince bir elastik erit ile simetrik 

yerle tirilmi  tekerlekler aras nda meydana gelen düzlemsel de me problemini ele 

alm lard r. Ara rmac lar, sürtünmesiz ve sürtünmeli de me problemleri için yüzey 

gerilmelerini elde etmi ler; ayr ca, yap ma ve kayma bölgelerinin detayl  bir analizini 

yapm lard r. 

Blaibel ve Geçit (1989), serbest kenarlar  k sa uç boyunca moment etkisindeki 

sonsuz eritle s rl  yar  sonsuz eritin e ilme problemini ele alm lard r. Sonsuz erit alt 

bölgesinden rijit mesnetle s rland lm  olup her iki malzeme de izotropiktir. Problem 

integral dönü üm tekni i yard  ile çözülmü tür. 

Sabin ve Kaloni (1989), elastik yar m düzlem üzerinde dü ey ekseni etraf nda dönen 

rijit bir cismin de me problemini sürtünmeyi de hesaba katarak ikinci mertebe elastisite 

teorisi ile çözmü lerdir. Blok alt ndaki de me gerilmesi, yüzey yer de tirme ekli, batma 

derinli i ve blo u döndürmek için gerekli momentle ilgili genel formülasyon sunulmu tur. 

Çak ro lu ve Erdöl (1989), çal malar nda elastik zemine oturan malzeme sabitleri 

ve yükseklikleri farkl  iki tabakan n birbiri üstüne oturtulmas ndan meydana gelen bile ik 

tabaka problemini çözmü lerdir. Bütün yüzeylerin sürtünmesiz oldu u, elastik zemine ait 

kütle kuvvetinin olmad  kabul edilmi tir. Ayr ca tabakalar üstten düzgün yay  yük ve 

tekil yük ile kendi a rl  etkisi alt nda bulunmakta olup gerilmeler, yer de tirmeler, ilk 

ayr lma uzakl klar  ve bu ilk ayr lmay  meydana getiren d  yüklere ait nümerik sonuçlar 

elde edilmi tir. 

Çak ro lu (1990), elastik yar  sonsuz düzleme oturan bile ik tabakalar n temas 

problemini incelemi tir. 

Dempsey vd. (1990), Winkler temeline oturan sonsuz uzunluktaki elastik tabakan n 

de ik yüklemeler alt ndaki de me problemini ele alm lard r. Tabakaya üst k sm ndan 

tekil yük veya düzgün yay  yük etki etmesi, tekil yükün e risel bir blok veya dikdörtgen 
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blok arac yla tabakaya iletilmesi durumlar , elastisite teorisi ve kiri  teorisine göre ayr  

ayr  çözülmü  ve sonuçlar kar la lm r. Tabakan n karakteristik uzunlu unun 

yüksekli ine oran  (ba l rijitlik oran ) sekiz veya daha büyük de erlerde olmas  halinde 

her iki çözümün birbirine yak n sonuçlar verdi i görülmü tür. 

Çak ro lu ve Çak ro lu (1991), yar  sonsuz düzlem ile elastik bir tabaka aras ndaki 

sürekli ve süreksiz de me problemini çözmü lerdir. Uygulanan yük ilk ayr lmay  sa lam , 

de me yüzeyinde gerilme da mlar  uzunlu un geni li e oran n farkl  de erleri ve 

malzeme özellikleri için grafiklerle ifade edilmi tir. Süreksiz de me durumu için tekil 

integral deklem elde edilmi  ve bu denklem Gauss-Chebyshev integrasyon yöntemiyle 

say sal olarak çözülmü tür. 

Binienda ve Pindera (1994), Metal-matriks ve polimer-matriks kompozit yar m 

düzlemlere, rijit parabolik bir pançla bast ld nda gösterdikleri davran n benzerliklerini 

ve farkl klar  ara rm lard r. De me bölgesinde normal gerilme da  ve de me 

uzunlu unun yük ile de imini incelemi ler, ayr ca malzeme özelliklerinin etkilerini 

izotropik, ortotropik, monoklinik tabakalardan olu turulan yar m düzlemlerin sürtünmesiz 

de me problemleri için geli tirilen bir metotla analiz etmi lerdir. 

Urquart ve Pindera (1994), Elastik yar m düzleme oturan ve rijit dikdörtgen bir panç 

arac yla yüklenen anizotropik tabakalar n de me problemini incelemi lerdir.  

Elastik zemine oturan, malzeme özellikleri ve yükseklikleri farkl  birbirine tam ba  

iki tabakadan olu an bile ik tabakada sürekli de me problemi Birinci vd. taraf ndan 

incelenmi tir (Birinci vd., 1997). 

Birinci ve Erdöl (1999), basit mesnetler üzerine oturan a rl ks z iki tabakadan 

olu an bile ik tabakan n sürtünmesiz de me problemini incelemi lerdir. Bile ik tabaka 

dairesel veya dikdörtgen blok arac yla mesnetlere bast lm , her iki blok profili için 

problem çözülmü  de me uzunluklar , de me gerilmeleri elde edilmi tir. 

Öz ahin (2000), rijit iki düz blok üzerine oturan, sonlu bir bölgede etki ettirilen 

yay  yük ile bast lan iki elastik tabakal  bile ik tabakada sürekli ve süreksiz de me 

problemini ele alm r. Sürekli de mede iki elastik tabaka aras nda sürtünme bulunmas  

ve bulunmamas  hallerinde ilk ayr lmay  meydana getiren kritik yük bulunmu tur. Süreksiz 

de me probleminde sürtünme dikkate al nmam , ayr lman n iki elastik tabaka aras nda 

veya bile ik tabaka ile rijit düz bloklar aras nda meydana gelmesi durumlar  için problem 

çözülmü tür. 
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Çak ro lu vd. (2001), iki elastik tabakan n Winkler zemini yerine elastik yar m 

düzleme oturmas  durumunda sürekli ve süreksiz de me problemlerini incelemi lerdir. 

Kahya vd. (2001), dairesel, parabolik ve dikdörtgen olarak al nan farkl  panç 

profilleri için rijit bir temele oturan elastik tabakan n de me problemini kütle kuvvetleri ve 

sürtünmeyi ihmal ederek çözmü lerdir. 

Birinci vd. (2002), elastik temele oturan, farkl  elastik sabitlere ve yüksekliklere 

sahip iki malzemeden yap lm  tabakalara ait problemi elastisite teorisine göre 

incelemi lerdir. Gerilme ve yer de tirme bile enleri integral dönü üm teknikleri 

kullan larak elde edilmi , tabakalar n herhangi bir noktas nda gerilme ve yer de tirme 

de erleri ara larak grafikleri çizilmi tir. 

Kahya (2003), rijit düz bir temel üzerine yap lm , üst taraf ndan sonlu yay  

yükle bast lan iki ortotrop, elastik ve sonsuz uzunluklu tabakadan meydana gelen bile ik 

tabakada sürekli ve süreksiz de me problemini incelemi tir. Tabakalar aras nda ilk 

ayr lmay  ba latan kritik yük de eri, ilk ayr lma uzakl , kritik yükün a lmas  durumunda 

tabakalar aras nda meydana gelen ayr lma bölgesinin büyüklü ü, aç lma miktar  ve her iki 

problem için tabakalar n ara yüzeyindeki de me gerilmesi yay  elde edilmi tir. 

Alt taraf ndan rijit olarak mesnetlenmi  yap k olmayan iki elastik tabakan n ve rijit 

panç n sürtünmesiz de me problemi Çömez vd. (2003,2004) taraf ndan incelenmi tir. 

Güler ve Erdo an (2004; 2007), fonksiyonel derecelendirilmi  özellikteki tabaka ile 

kapl  olan elastik yar m düzlemin sürtünmeli de me problemini incelemi lerdir. Kayma 

modülü derinli i boyunca üstel olarak de en tabakaya, dü ey ve yatay kuvvetler 

dikdörtgen ve e risel profillerde olan de ik ekillerdeki pançlar n arac yla etki 

ettirilmi tir. Problem integral dönü üm tekni i kullan larak bir tekil integral denkleme 

dönü türülerek gerilme da mlar  elde edilmi tir. 

Kahya vd. (2007),  rijit  bir  pançla  anizotrop  elastik yar m düzleme oturan 

anizotrop elastik tabakan n de me problemini incelemi lerdir. Problem de me 

uzunlu unun ve de me gerilmelerinin bilinmeyen oldu u tekil integral denkleme 

indirgenmi tir. 

Öz ahin vd. (2007), rijit  iki  düz  blok  üzerine  oturan  de ik  elastik  sabitlere     

ve yüksekliklere sahip tabakalardan olu an sistemin sürtünmesiz temas problemini 

elastisite teorisine göre çözmü lerdir. Bile ik tabaka üst yüzeyinden s rl  bir bölgede 

yay  bas nç yükünün etkisinde b rak lm , bile ik tabaka ile rijit düz bloklar aras nda 

sürtünmenin bulunmad  kabul edilirken, tabakalar aras ndaki sürtünme dikkate 
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al nm r. Problem de me gerilmelerinin bilinmeyen oldu u tekil integral denkleme 

indirgenmi  ve bu denklem say sal olarak çözülerek sonuçlar  grafiklerle sunulmu tur. 

Ad belli vd. (2009), rijit panç ile bast lm  ve elastik yar m düzleme oturmu  

rl ks z çift eritte sürtünmesiz de me problemini ara rm lard r.  

 

1.1.2. Çal man n Amac  ve Kapsam  

 

Bu çal mada, rijit dairesel bir panç arac  ile yüklenmi  ve elastik yar  sonsuz 

düzleme oturan, homojen, izotrop, elastik özellikleri ve yükseklikleri farkl , yap k 

olmayan iki elastik tabakan n sürekli temas problemi elastisite teorisine göre 

incelenmektedir.  

Çal man n amac  söz konusu temas probleminde de me uzunluklar , rijit panç ile 

üst tabaka aras nda olu acak de me gerilmesi da mlar , tabakalar n ve elastik yar  

sonsuz düzlemin herhangi bir noktas nda normal gerilme ve kayma gerilmesi de erlerini 

elde etmek, tabakalar aras ndaki ve alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk 

ayr lma yüklerini ve ilk ayr lma uzakl klar  belirlemektir.  

Birinci bölümde, temas problemlerinin tarihsel geli iminden bahsedilmi , temas 

problemleri ile ilgili daha önce yap lm  baz  çal malar özetlenmi tir. Yine bu bölümde, 

elastisite teorisine ait temel denklemler ve integral dönü üm teknikleri kullan larak düzlem 

haldeki genel gerilme ve yer de tirme ifadeleri elde edilmi tir. 

kinci bölümde problemin tan  yap lm r. Gerilme ve yer de time ifadeleri 

problemin s r artlar na uygulanarak on bilinmeyenli on cebrik denklemden olu an bir 

denklem sistemi elde edilmi tir. Panç alt ndaki de me gerilmesi yay  bilinmeyendir. 

Panç ile (1) nolu tabaka aras ndaki dü ey yer de tirme fonksiyonunun türevinin, panç 

profilini tan mlayan fonksiyonun türevine e it olmas art  kullan larak problem bir 

singüler integral denkleme indirgenmi tir. Daha sonra bu integral denklem rijit panç 

profilinin dairesel olmas  durumu için say sal olarak çözülmü  ve panç alt ndaki boyutsuz 

temas gerilmeleri hesaplanm r. Bu boyutsuz temas gerilmelerinden faydalan larak 

simetri ekseni boyunca normal gerilmelerin ve bu eksen yak nlar ndaki kayma gerilmesinin 

de imi incelenmi tir. Ayr ca  x ekseni boyunca tabakalar aras ndaki ve 2 nolu tabaka ile 

elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki x  normal gerilmesi da  ara lm , tabakalar 
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aras ndaki ve alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk ayr lma yükleri ve ilk 

ayr lma uzakl klar  belirlenmi tir. 

Üçüncü bölümde, probleme ili kin say sal uygulamalar yap lm r. Farkl  yük, 

malzeme ve geometrik verilere göre panç alt ndaki de me gerilmeleri, de me uzunluklar , 

gerilme bile enleri, ilk ayr lma yükleri ve ilk ayr lma uzakl klar  say sal olarak elde 

edilmi , bunlar n de imleri tablo ve grafiklerle sunulmu tur. Yine bu bölümde elde 

edilen sonuçlar irdelenmi tir. 

Dördüncü bölümde çal madan ç kar lan sonuçlar s ralanm r. Bu son bölümü 

yararlan lan kaynaklar izlemektedir. 

 

1.2. Genel Denklemlerin Elde Edilmesi 

 

Bu k mda, elastisite teorisinden yararlan larak gerilme ve yer de tirme 

bile enlerinin genel ifadeleri elde edilecektir. Bu amaçla, önce bünye denklemleri ve yer 

de tirme- ekil de tirme ba nt lar  kullan lmak suretiyle denge denklemleri, yer 

de tirmeler cinsinden yaz larak Navier denklemleri elde edilecektir. Yer de tirme 

bile enlerinin gerekli türevleri Navier denklemlerinde yerine yaz larak elde edilecek adi 

diferansiyel denklem tak n çözümü sonucunda da yer de tirme bile enlerinin genel 

ifadeleri bulunacakt r. Bu ifadelerin bünye denklemlerinde yerine yaz lmas  ile de gerilme 

bile enlerinin genel ifadeleri belirlenecektir. 

 

1.2.1. Kütle Kuvvetlerinin Bulunmamas  Durumunda Genel Denklemlerin                                                  
Elde Edilmesi 

 

Üç boyutlu halde X, Y ve Z kütle kuvvetlerini, , , , ,x y z xy xz yzve  de gerilme 

bile enlerini göstermek üzere, denge denklemleri a daki gibi yaz labilir. 

 

0xyx xz X
x y z

                                                                                         (1) 

 

0yx y yz Y
x y z

                                                                                         (2) 
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0zyzx z Z
x y z

                                                                                         (3) 

 

Bu denklemlerde geçen gerilme bile enleri, bünye denklemleri ve yer de tirme-

ekil de tirme ba nt lar  kullan larak a daki gibi yaz labilir. 

 

2x
ue
x

                                                                                                     (4) 

 

2y
ve
y

                                                                                                     (5) 

 

2z
we
z

                                                                                                     (6) 

 

xy
v u
x y

                                                                                                      (7) 

 

yz
w v
y z

                                                                                                      (8) 

 

zx
w u
x z

                                                                                                      

(9) 
 

Yukar daki e itliklerde geçen u, v ve w s ras yla x, y ve z do rultular ndaki yer 

de tirmeleri göstermektedir. Ayr ca e hacim de tirme oran ,  ve  ise Lamé 

sabitlerini göstermekte olup a daki gibi tan mlanmaktad rlar. 

 

u v we
x y z

                                                                                                     (10) 

 

1 1 2
E

                                                                                                   (11) 
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2 1
E

                                                                                                             (12) 

 

(11) ve (12) nolu denklemlerdeki E ve  s ras yla elastisite modülü ve Poisson 

oran  göstermektedir. Ayr ca ,xy yx xz zx  ve yz zy  oldu u bilinmektedir. (4-9) 

denklemlerinin gerekli türevleri al p (1-3) denge denklemlerinde yerlerine yaz rlarsa 

Navier denklemleri olarak adland lan a daki e itlikler elde edilir. 

 

2 0e u X
x

                                                                                       (13) 

 
2 0e v Y

y
                                                                                       (14) 

 
2 0e w Z

z
                                                                                       (15) 

 
Bu denklemlerde 2 , Laplace operatörü olup a daki gibi tan mlanabilmektedir. 

 
2 2 2

2
2 2 2x y z

                                                                                               (16) 

 

ki boyutlu problemlerde z ile ilgili terimler dü ece inden Navier denklemleri, 

 

2 0e u X
x

                                                                                       (17) 

 
2 0e v Y

y
                                                                                       (18) 

 

olarak yaz labilir. Bu ifadelerdeki hacim de tirme oran  e ve Laplace operatörü 2 ’ nin 

iki boyutlu halde,  

 

u ve
x y

                                                                                                              (19) 
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2 2
2

2 2x y
                                                                                                        (20) 

 

eklini alaca  aç kt r. E er kütle kuvvetleri ihmal edilecek olursa düzlem halde Navier 

denklemleri a daki gibi yaz labilir. 

 

2 0e u
x

                                                                                              (21) 

 
2 0e v

y
                                                                                              (22) 

 

Problemin yük, malzeme ve geometri olarak y eksenine göre simetrik olmas  

durumunda, u ve v yer de tirmeleri a daki e itlikleri sa larlar. 

 

, ,u x y u x y                                                                                                   (23) 

 
, ,v x y v x y                                                                                                     (24) 

 

Navier denklemlerinin k smi türevli diferansiyel denklem tak  olu turmas  

problemin çözümünü zorla rmaktad r. Navier denklemlerini adi diferansiyel denklem 

tak na dönü türmek ve çözümü kolayla rmak için yer de tirmeler ,u x y  ve 

, ,v x y  bilinmeyen fonksiyonlar , y  ve , y ’ nin Fourier sinüs ve Fourier 

kosinüs dönü ümleri olarak tan mlan rlarsa a daki e itlikler elde edilir. 

 

0

2, , sinu x y y x d                                                                             (25) 

 

0

2, , cosv x y y x d                                                                            (26) 

 

(25) ve (26) nolu denklemlerin ters dönü ümleri ise,  
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0

, , siny u x y x dx                                                                                   (27)                       

 

0

, , cosy v x y x dx                                                                                 (28)   

 

eklinde yaz labilir. Bilinmeyen , y  ve , y  fonksiyonlar n belirlenebilmesi 

için (21) nolu denklem sin x dx , (22) nolu denklemde cos x dx  ifadeleri ile çarp p 

(0, ) aral nda integre edilirse,  

 

2 2 2 2

2 2 2
0

sin 0u u u v x dx
x y x x y

                                       (29) 

 
2 2 2 2

2 2 2
0

cos 0v v u v x dx
x y x y y

                                       (30) 

 

ifadeleri elde edilir. (27) ve (28) nolu denklemlerde u ve v’ nin gerekli türevleri al rsa, 

 
2

2
2

0

sinu x dx
x

                                                                                          (31) 

 
2 2

2 2
0

sinu dx dx
y dy

                                                                                            (32) 

 
2

0

sinv dx dx
x y dy

                                                                                     (33) 

 
2

2
2

0

cosv x dx
x

                                                                                         (34) 

 
2 2

2 2
0

cosv dx dx
y dy

                                                                                           (35) 
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2

0

cosu dx dx
x y dy

                                                                                       (36) 

 

ifadeleri elde edilir. Bu e itliklerin elde edilmesinde k smi integrasyon uygulanm  ve 

daki s r artlar  dikkate al nm r. 

 

00 0x x x
u v vu u v
x x x

                                                (37) 

 

(31-36) nolu denklemler olarak elde edilen türev ifadeleri (29) ve (30) nolu denklemlerde 

yerlerine konulur ve gerekli düzenlemeler yap rsa, 

 
22 0                                                                    (38)  

 
22 0                                                                     (39) 

 

adi diferansiyel denklem tak  elde edilmi  olur. Bu adi diferansiyel denklem tak nda 

üsler y’ ye göre türevleri göstermektedir. (38) nolu denklem y’ ye göre iki defa, (39) nolu 

denklemde y’ ye göre bir defa türetilirse, 

 
22 0V                                                              (40)  

 

 
22 0                                                                 (41) 

 

denklemleri elde edilir. (40) nolu denklemden  çekilip (41) nolu denklemde yerine 

konulursa, 

 
2 212 2 0V                   (42) 

 

yaz labilir. Bu denklemlerden de  çekilip (38) nolu denklemde yerine yaz r ve 

düzenlenirse ’ ye göre dördüncü mertebeden sabit katsay , lineer, homojen diferansiyel 

denklem a daki gibi elde edilir. 
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2 42 0V                                                                                               (43) 

 

Bu diferansiyel denklemin çözümü sye   eklinde aran r ve bu çözümün gerekli türevleri 

al p (43) nolu denklemde yerine yaz rsa karakteristik denklem,  

 
4 2 2 42 0s s                                                                                                   (44) 

 

olarak elde edilir. Bu denklemin kökleri ise 1 2s s  ve 3 4s s  olarak belirlenir. 

Bu durumda (43) nolu adi diferansiyel denklem sisteminin çözümü a daki gibi 

yaz labilir. 

 

1 2 3 4, y yy A A y e A A y e                                                                 (45) 

 

, y  bilinmeyen fonksiyonunun çözümü için (38) nolu denklemin y’ ye göre bir defa 

türevi al p, elde edilecek denklemden  ifadesi çekilerek (39) nolu denklemde yerine 

yaz rsa, , y  bilinmeyen fonksiyonu, , y  fonksiyonuna ve türevlerine ba  

olarak bulunur. Buradan gerekli türevler al r ve yerlerine konulduktan sonra benzer 

lemler yap rsa, 

 

1 2 3 4, y yy A y A e A y A e                                     (46) 

 

ifadesi elde edilir. Bu e itlikte geçen   bir malzeme sabiti olup düzlem ekil de tirme 

halinde 3 4 , düzlem gerilme halinde ise 3 / 1  oldu u bilinmektedir. 

, y  ve , y  fonksiyonlar  s ras yla (25) ve (26) nolu denklemlerde yerlerine 

yaz rsa ,u x y  ve ,v x y  yer de tirme ifadeleri kütle kuvvetsiz halde a daki gibi 

elde edilirler. 
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1 2 3 4
0

2, siny y
hu x y A A y e A A y e x d                                    (47) 

 

1 2 3 4
0

2, cosy y
hv x y A y A e A y A e x d         (48) 

 

Yukar daki e itliklerde geçen 1 2 3, ,A A A  ve 4A  bilinmeyen sabit katsay lar olup probleme 

ait s r artlar ndan elde edileceklerdir. 

,x y  ve xy  kartezyen gerilme bile enlerinin bünye denklemleri yard yla, u ve v 

yer de tirmeleri cinsinden (4), (5) ve (7) nolu denklemlerin daha aç k bir ifadesi olarak 

daki gibi yaz labilece i bilinmektedir.  

 

2x
u v
x y

                                                                                           (49) 

 

2y
v u
y x

                                                                                          (50) 

 

xy
u v
y x

                                                                                                     (51) 

 

u ve v yer de tirme fonksiyonlar n gerekli türevleri al p (49), (50) ve (51) nolu 

denklemler ile verilen gerilme-yer de tirme ba nt lar nda yerlerine yaz rlarsa, kütle 

kuvvetsiz halde gerilme bile enleri, 

 

1 2 2
0

3 4 4

1 2 3,
2 2

3 cos (52)
2

h

y
x

y

x y A A y A e

A A y A e x d

                          

1 2 2
0

3 4 4

1 2 1,
2 2

1 cos (53)
2

h

y
y

y

x y A A y A e

A A y A e x d
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1 2 2
0

3 4 4

1 2 1,
2 2

1 sin (54)
2

h

y
xy

y

x y A A y A e

A A y A e x d

                           

olarak belirlenebilir. h indisi kütle kuvvetsiz durumda homojen çözümden elde edilen 

gerilme bile enlerine ait ifadeleri göstermektedir. 

 

1.2.2. Kütle Kuvvetlerinin Bulunmas  Durumunda Özel Çözümlerin Elde        
Edilmesi 

 

Kütle kuvvetlerinin hesaba kat lmas  durumunda genel denklemlere ilave edilecek 

gerilme ve yer de tirmelere ait özel çözümlerin elde edilmesi a da verilmi tir. Kütle 

kuvvetlerinin 0X  ve  Y g  olmas  durumunda Navier denklemleri, 

 

2 0e u
x

                                                                                              (55) 

 
2 0e v g

y
                                                                                     (56) 

 

olarak yaz labilir. (56) nolu denklemde  tabakan n yo unlu unu, g  ise yerçekimi 

ivmesini göstermektedir. Navier denklemleri daha aç k bir ekilde a daki gibi 

yaz labilir. 

 
2 2 2 2

2 2 2 0u v u u
x x y x y

                                                              (57) 

 

2 2 2 2

2 2 2

u v v v g
x y y x y

                                                           (58) 

 

Yer de tirmelerle ekil de tirmeler aras ndaki ba nt lar, 
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x
u
x

                                                                                                                    (59) 

 

y
v
y

                                                                                                                    (60) 

 

xy
u v
y x

                                                                                                           (61) 

 

olarak bilinmektedir. Bu denklemlerde ,x y  s ras yla x ve y eksenleri do rultular ndaki 

uzama ekil de tirme bile enlerini gösterirken, xy ’ de kayma ekil de tirme bile enini 

göstermektedir. ekil de tirmelerle gerilmeler aras ndaki ili kiyi ifade eden Hooke 

kanunlar  da düzlem hal için a daki gibi yaz labilir. 

 

1
x x yE

                                                                                                   (62) 

 
1

y y xE
                                                                                                   (63) 

 
2 1

xy xyE
                                                                                                      (64) 

 

Yer de tirme fonksiyonlar  u u x  ve v v y  olarak seçilirse ve gerekli 

türevleri al p (57) ve (58) nolu e itliklerle verilen Navier denklemlerinde yerlerine 

yaz rlarsa (57) nolu denklemden , 

 
2

2 0d u
dx

                                                                                                                    (65) 

 
du a
dx

                                                                                                                      (66) 

 
u ax b                                                                                                                  (67) 

 

ve (58) nolu denklemden de, 
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2

22 d v g
dy

                                                                                                   (68)                                                                                       

 
2

2 2
d v g
dy

                                                                                                        (69)  

 

2
dv g y c
dy

                                                                                                  (70)  

 
2

2
gv y cy d                                                                                            (71)  

 

bulunur. u ve v yer de tirme ifadelerinde geçen bilinmeyen a, b, c ve d katsay lar n 

belirlenebilmesi için kütle kuvveti g  ve kal nl  h olan tek tabaka için x ekseni 

tabakan n alt ndan geçmek üzere a daki gibi yaz lan s r artlar ndan yararlan lacakt r. 

 

0 0u                                                                                                                    (72)  

 
0v h                                                                                                                    (73)  

 

y g y h                                                                                                         (74) 

 

0

0
h

x xdy                                                                                                         (75) 

 

r artlar n (65)-(71) nolu denklemlere uygulanmas  ile bilinmeyen katsay lar, 

 

3
8 2

gha                                                                                                   (76) 

 
0b                                                                                                                          (77) 
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1 1
2 1 8
ghc                                                                                     (78) 

 
0d                                                                                                                         (79) 

 

olarak bulunur. Bulunan bu e itlikler (67) ve (71) nolu denklemlerde yerlerine yaz rlarsa 

kütle kuvveti olmas  durumunda yer de tirmelere ait özel çözümler a daki gibi 

yaz labilir.  

 

3
8 2ö

ghu x                                                                                               (80) 

 
1 1 0

2 1 8ö
gv y y h h y h                                   (81) 

 

Yer de tirmelere ait bu denklemlerin gerekli türevleri al p (49), (50) ve (51) nolu 

ifadelerde yerlerine yaz rlarsa, kütle kuvveti olmas  durumunda gerilmelere ait özel 

çözümler, 

 

3
1 2öx

hg y                                                                                             (82) 

 

öy g y h                                                                                                        (83) 

 
0xy                                                                                                                       (84) 

 

olarak belirlenir. Burada ö indisi kütle kuvveti olmas  durumunda elde edilen yer 

de tirme ve gerilme bile enlerine ait özel çözüm ifadelerini göstermektedir. 

Genel yer de tirme ve gerilme ifadeleri homojen çözümden elde edilen ifadelerle 

özel çözüm sonucu elde edilen ifadelerin toplam  olacakt r. Yani; 

 

, , ,h öu x y u x y u x y                                                                                     (85) 

 
, , ,h öv x y v x y v x y                                                                                     (86) 
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, , ,
h öx x xx y x y x y                                                                               (87) 

 
, , ,

h öy y yx y x y x y                                                                               (88) 

 
, , ,

h öxy xy xyx y x y x y                                                                              (89) 

 

yaz labilir. fadelerin aç k ekli ise a da verilmi tir. 

 

1 2 3 4
0

32, sin
16

y y gh
u x y A A y e A A y e x d x            (90) 

 

1 2 3 4
0

2, cos

1 1 (91)
2 1 8

y yv x y A y A e A y A e x d

g y y h h

      

1 2 2
0

3 4 4

1 2 3,
2 2

3 cos
2

1 3 (92)
2 1 2

y
x

y

x y A A y A e

A A y A e x d

hg y
 

 

1 2 2
0

3 4 4

1 2 1,
2 2

1 1cos (93)
2 2

y
y

y

x y A A y A e

A A y A e x d g y h

      

1 2 2
0

3 4 4

1 2 1,
2 2

1 sin (94)
2

y
xy

y

x y A A y A e

A A y A e x d

     



 

2. YAPILAN ÇALI MALAR 

 

2.1. Problemin Tan  

 

Rijit dairesel bir panç arac yla P tekil yükü ile simetrik olarak yüklenmi  ve 

elastik yar  sonsuz düzleme oturan, homojen, izotrop, elastik özellikleri ve yükseklikleri 

farkl , yap k olmayan iki elastik tabakan n sürekli temas problemi elastisite teorisine göre 

çözülmü tür. Problemde bütün yüzeylerin sürtünmesiz oldu u kabul edilmi tir. Ayr ca rijit 

panç (-a, +a) aral nda (1) nolu tabaka ile temas halindedir. Çözümde tabakalar n kütle 

kuvvetleri dikkate al rken elastik yar  sonsuz düzlemin kütle kuvveti ihmal edilmi tir. 

Tabakalar ve elastik yar  sonsuz düzlem x ekseni boyunca (- , + ) aral nda 

uzanmaktad r. Problem y eksenine göre simetrik oldu undan hesaplar n (0,+ ) aral nda 

yap lmas  yeterlidir. Problem düzlem hal için incelenece inden z ekseni do rultusundaki 

kal nl k birim olarak al nm r. 

 

 

 
     ekil 1. Rijit dairesel bir panç arac yla yüklenmi  ve elastik yar  sonsuz düzleme 

oturan elastik tabakalar 
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2.2. Kullan lacak Denklemler 

 

Problemde h,  h1 ve  h2 s ras yla tabakalar n toplam yüksekli ini, (1) nolu tabakan n 

yüksekli ini ve (2) nolu tabakan n yüksekli ini göstermektedir. Ayr ca ,i i  (i=1,2,3); 

tabakalara ve elastik yar  sonsuz düzleme ait malzeme sabitlerini, i  (i=1,2); (1) ve (2) 

nolu tabakalar n yo unluklar  ve g yerçekimi ivmesini ifade etmektedir. Kütle 

kuvvetlerinin ihmal edildi i durumda problemin çözümünde kullan lacak denklemler 

daki gibi yaz labilir. 

(1) nolu tabaka için     2(0 , ) :x h y h  

 

1 1 2 3 4
0

2, siny yu x y A A y e A A y e x d                                    (95) 

 

1 1
1 1 2 3 4

0

2, cosy yv x y A y A e A y A e x d      (96) 

 

1

1
1 2 2

1 0

1
3 4 4

31 2,
2 2

3 cos (97)
2

y
x

y

x y A A y A e

A A y A e x d

                                   
 

1

1
1 2 2

1 0

1
3 4 4

11 2,
2 2

1 cos (98)
2

y
y

y

x y A A y A e

A A y A e x d

                                

1

1
1 2 2

1 0

1
3 4 4

11 2,
2 2

1 sin (99)
2

y
xy

y

x y A A y A e

A A y A e x d
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(2) nolu tabaka için     2(0 , 0 ) :x y h  

 

2 1 2 3 4
0

2, siny yu x y B B y e B B y e x d                                 (100) 

 

2 2
2 1 2 3 4

0

2, cosy yv x y B y B e B y B e x d   (101) 

 

2

2
1 2 2

2 0

2
3 4 4

31 2,
2 2

3 cos (102)
2

y
x

y

x y B B y B e

B B y B e x d

    

2

2
1 2 2

2 0

2
3 4 4

11 2,
2 2

1 cos (103)
2

y
y

y

x y B B y B e

B B y B e x d

                          

2

2
1 2 2

2 0

2
3 4 4

11 2,
2 2

1 sin (104)
2

y
xy

y

x y B B y B e

B B y B e x d

                       

(3) nolu elastik yar  sonsuz düzlem için      (0 , 0) :x y  

 

3 1 2
0

2, sinyu x y C C y e x d                                                            (105) 

 

3
3 1 2

0

2, cosyv x y C y C e x d                                               (106) 
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3

3
1 2 2

3 0

1 2 3, cos
2 2

y
x x y C C y C e x d                           (107) 

 

3

3
1 2 2

3 0

1 2 1, cos
2 2

y
y x y C C y C e x d                        (108) 

 

3

3
1 2 2

3 0

1 2 1, sin
2 2

y
xy x y C C y C e x d                          (109) 

 
Yukar daki denklemlerde geçen iA , iB  (i=1,…,4) ve jC  (j=1,2) bilinmeyen 

katsay lar olup probleme ait s r artlar ndan belirlenecektir. 

 

2.3. Problemin S r artlar  

 

,u x y  ve ,v x y  yer de tirme bile enlerini, ,x x y , ,y x y  ve ,xy x y  de 

gerilme bile enlerini göstermek üzere problemin s r artlar  a daki gibi yaz labilir. 

 

1
, 0, 0xy x h x       (110) 

 

1

; 0
,

0 ;y

p x x a
x h

a x
                                 (111) 

 

1 2, 0 ; 0xy x h x                                      (112) 

 

2 2, 0 ; 0xy x h x                                 (113) 

 

1 22 2, , ; 0y yx h x h x                                     (114) 

 

1 2 2 2, , 0 ; 0v x h v x h x
x

                           (115) 

 

2
,0 0 ; 0xy x x                                     (116) 
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3
,0 0 ; 0xy x x                             (117) 

 

2 3
,0 ,0 ; 0y yx x x                                      (118) 

 

2 3, 0 , 0 0 ; 0v x v x x
x

                              (119) 

 

1 , ; 0v x h f x x a
x

                                     (120) 

 

(111) ifadesindeki p(x) rijit panç ile (1) nolu tabaka aras ndaki bilinmeyen temas 

gerilmesini, (120) ifadesindeki f(x) ise rijit dairesel panç n profilini tan mlayan 

fonksiyonun türevini ifade etmektedir. Yine bu ifadelerde geçen a ise rijit panç ile (1) nolu 

tabaka aras ndaki yar  de me uzunlu unu göstermektedir. 

 

2.4. Katsay lar n Belirlenmesi 

 

Yukar da (95-109) denklemleri ile verilmi  olan gerilme ve yer de tirme 

ifadelerinin (110-119) denklemleri ile gösterilen s r artlar nda yerine yaz lmas  ve ters 

Fourier dönü üm al nmas  sonucunda iA , iB  (i=1,…,4) ve jC  (j=1,2) katsay lar  içeren 

on bilinmeyenli on cebrik denklem elde edilir. Bu denklemler a da verilmi tir. 

 
2 2

1 1 2 3 1 42 1 2 2 2 1 0h hA h A e A h e A                           (121)  

 
2

1 1 2 3

2
1 4

1 0

2 2 1 2

1 2 cos (122)

h

ah
h

A h A e A

eh e A p t t dt

                                                                  
2 22 2

1 2 1 2 3 2 1 42 1 2 2 2 1 0h hA h A e A h e A                     (123) 

 
2 22 2

1 2 2 2 3 2 2 42 1 2 2 2 1 0h hB h B e B h e B                    (124) 
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2 2

2

2

2 2
1 2 1 2 3 2 1 4

22 2 2
1 2 2 2 3

1 1 1

2 2
2 2 4

1

2 2 1 2 1 2

2 2 1 2

2 1 0 (125)

h h

h

h

A h A e A h e A

B h B e B

h e B

                            

2 2

2 2

2 21 1 2
1 2 2 3 2 4 1 2 2

2 22
3 2 4 0 (126)

h h

h h

A h A e A h e A B h B

e B h e B

                      

1 2 2 3 2 42 1 2 1 0B B B B                                                          (127) 

 

1 3 22 1 0C C                                                                                             (128) 

 

3 3
1 2 2 3 2 4 1 3 2

2 2

2 1 2 1 2 1 0B B B B C C                (129) 

 

2 2 3
1 2 3 4 1 2 0B B B B C C                                                                 (130) 

 

Bu on denklemden iA , iB  (i=1,…,4) ve jC  (j=1,2) katsay lar , bilinmeyen de me 

gerilmesine ba  olarak a daki gibi elde edilirler. 
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2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

3 4 2 4 23 3
1 2 2 1 1 3 1 1

2 2 42 2
1 2 2

2 4 2 22 2
3 1

[ ( 16 [ (1 ) (1 )] 1 [ (1 )

( ( 1 2 ) 1 2 ( ) )(( 1 ) (1 ) (1

2 )(1 )) ( ( 1 2 ) ( (1 2 )) )[

h h h h h

h h hh h

h h h hh h

PA e h e m e m

e h e h e e e m

e e e e h e e h

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2

2 4 4 2 22 2
2 2 3 2 2

2 4 4 2 2
2 2 1 3

4 22 2 2
1 1 2 2

1 ]

((1 2 ) [1 ] ( 1 )[1 ])) 4 [ (1 )((1

2 ) [1 ] [ 1 2 (1 2 ) 2 ](1 ))

(1 ) (4 (1 ) ( ( 1 2 ) (1 2 ) (

h h h h h

h h h h h

h hh h h

e e m e h e

e e m e e h e

m e m e e h e h e 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2
1

2 2 2 6 6 2 4
3 2 1 1 2

6 2 4 2 2 2 4
1 2 3 2

2 2 2 4
2 1 2

) )

(1 ))] 2 ( 2 (1 )( ( ( 1 2 )

(1 2 ) ( ) )(1 ) (1 2 )(1 )) (1 )

( (1 2 ) (1 2 )(1 )

h

h h h h h h h

h h h h h h h

h h h h

e

h m m e e e h e

h e e e e e

e e e m h 2 2

2 2 2 2 2 2

2 4 2 2

2 6 6 6 2 2 2 6 2 4

1 3

(2 (1 2 )

(1 2 ) ( 2 4 ) (2 2

(1 2 )) )(1 )))] (131)

h h h h

h h h h h h h h h h

e e h

e h e h e e e e

h
 

 

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

3 2 2 22 2 2 2 2
2 2 1 1 2 3

2 2 2 2
1 1 2 2 3 2

2 4 2 42
2 2

[2 (4 (( ) (1 ) 2 (1 ))(1 ) (

)( 1 ) (1 )((1 ) (1 ) ( 1 )(1 )) (1 )

((1 2 )( (1 2 )) (1 ) ( 1 )(

h h h hh h h

h h h h

h h h hh

PA e h e e e m e e

e e m e m e

e e e e h m e 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2

4 2 2 22
3 2 2 2 1 1

4 4 2 4 2 22
2 3

(1

2 ))(1 )) 2 (1 )( ( 2( ) (1 ) (1 2

)(1 )) ( 2 (2 4 ))(1 ))] (132)

h h

h h h hh

h h h h h hh

e e

h h m e e m e e

e e e e e h
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2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

3 4 4 23 3
3 2 2 1 1 3 1 1

2 4 22 2
1 2 2

4 2 2 22 2
3 1

[ ( 16 ( (1 ) (1 )) 1 1 ( (

( 1 2 ) 1 2 ( ) )(( 1 ) (1 ) (1 2

)(1 )) ( 1 )( (1 2 ) ( ( 1 2 )) (

1

h h h h

h h hh h

h h h hh h

PA e h e m m e

h e h e e e m e

e e e e h e e h

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 22 2
2 2 2 3 2 2

2 4 4 2 2
2 2 1 3 1

4 2 22 2 2
1 2 2

1 3

)(( 1 ) (1 ) (1 )(1 )) 4 ((1 )((1

2 ) (1 ) ( 1 2 (1 2 ) 2 )(1 ))

(1 ) (4 (1 ) ( ( 1 2 ) (1 2 ) ( )

)(1

h h h

h h h h h

h h hh h h

e m e h e

e e m e e h e m

e m e e h e h e e

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 4 2 2
2 1 1 2

2 2 4 22
1 2 3 2

4 2 4 2
2 1 2

2

))] 2 ( 2 (1 )( (1 ( 1 2 ) (1

2 ) ( ) )(1 ) (1 2 )(1 )) (1 )((1 2

) ( 1 2 )(1 ) (1 2 2 (2 1) 2 (1

2 ) ( 1 2

h h h h

h h h hh

h h h h

h e m m e e h e

h e e e e e

e m h e h e h e

h e 2 24 2
1 32 (1 2 )) )(1 ))))] (133)h hh e e h

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

3 4 4 2 2 42 2
4 2 1 1 2 3

2 2 2 22
1 1 2 2 3

2 2 4 42
2 2 2

[ 2 [ 4 (( ) (1 ) 2 (1 ))(1 )

( )( 1 ) (1 )((1 ) (1 ) ( 1 )(1 ))

( ( 1 2 ))(1 )((1 2 ) (1 ) ( 1

h h h h h h

h h h hh

h h h hh

PA e h e e m e

e e e m e m e

e e h e e m e 2

2 2 2 2

2 2

3

2 2 2 42
2 2 2 1 1 2

4 22
3

)(1 ))

2 (1 )( ( 2( ) (1 ) (1 2 )(1 ))

(1 2 ( 2 4 ))(1 ))]] (134)

h h h hh

h hh

h e m e e m e e

e e e h
 

2 2 2

2 2 2

3 2 2 22 2
1 2 1

2 2 2
2 3 2 2 2 2 2 2

3

[ 2 ( ( 1 ) (1 ) ( ) )(1 )((1

)( 1)( (1 ) (1 )) 2 ((1 ) (1 ) ( 1 )

(1 )))] (135)

h h h hh h

h h h

PB e e h e h e e h

e m h e m e

 

2 2 2 2

2

3 2 2 2 22 2
2 2 1

2
3 2 2 2 3

[4 ( ( 1 ) (1 ) ( ) )(1 )( 1 )

( (1 ) (1 )) 2 (1 )] (136)

h h h h hh h

h

PB e e h e h e e h e

m h e
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2 2 2 2

2 2

3 2 2 2 22 2
3 2 1

2 2
2 3 2 2 2 2 2 2

3

[ 2 ( ( 1 ) (1 ) ( ) )(1 )((1 )

( 1 )( (1 ) (1 )) 2 ((1 ) (1 ) ( )

(1 )))] (137)

h h h h hh h

h h

PB e e h e h e e h e

m h e m e

 

2 2 2

2

3 2 2 22 2
4 2 1 2 3

2
3 2 2

[4 ( ( 1 ) (1 ) ( ) )(1 )(2 (1 )

( 1 )((1 ) (1 )))] (138)

h h h hh h

h

PB e e h e h e e h h

e m

 

2 2 2 2

2

3 2 2 2 2 2 2
1 2 2

2
1 2 3

[ 4 ( 1 (1 ))( (1 ) (1 ) (

))(1 )(1 )( 1)] (139)

h h h h h h h

h

PC e e h e e h e h h e

e

 

2 2 2 2

2

3 2 2 2 2 2 2
2 2 2

2
1 2

[ 8 (( 1 (1 ))( (1 ) (1 ) (

))(1 )(1 )] (140)

h h h h h h h

h

PC e e h e e h e h h e

e

 
Bu ifadelerde geçen 1m  , 2m , P ve  büyüklükleri a daki gibi tan mlanm r. 
 

2
1

1

m                                                                                                                   (141) 

 
3

2
2

m                                                                                                                  (142) 

 

1 0

1 ( )cos
a

P p t t dt                                                                                        (143) 
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2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 2 4 43 3 4
2 2 1 1 3

2 2 4 2 4 4
1 1 2 2 3

4 2 2 2 42 2
2 2 2

4 [16 ( (1 ) (1 ))(1 ) ( 4

) (1 )(( 1 ) (1 ) (1 2 )(1 )) (

2 )(1 2 ))(1 )((1 2 ) (1 ) (

h h h h hh

h h h h h h

h h h h h

e e h m e e h

e m e m e e e

e e h e e m 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

4

2 4 2 4 42 2
3 2 2 2

2 2 4 6 4 2
3 1 1 2 2

2 4 2 4 24 2
3 2 1 1

1 )

(1 )) 4 ( (1 )((1 2 ) (1 ) ( 1

8 )(1 )) (1 )( 4 (1 ) ( 4

)(1 ))) 4 ( (1 )(( 4

h

h h h h h

h h h h h h

h h h h hh h

e

h e e e m e

he m e m e e h

e h e m e e e e 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 4 2 4 22 2
2 2 3 2

4 4 2 4 2 24 2 2 2
2 2

3

) (1 ) ( (1 2 )(1 )) (1 )(2 (1 2

) (1 ) ( 2 2 2 (1 2 ))

(1 )))] (144)

h

h h h h hh h

h h h h h hh h

h

e m e e e e e

e m h e e e h e h e h

 
 

2.5. ntegral Denklemin Elde Edilmesi 

 

Rijit panç alt ndaki p(x) temas gerilme yay n bilinmeyen oldu u daha önceki 

mlarda belirtilmi ti. Bu gerilme yay  elde edebilmek için, katsay lar n 

belirlenmesinde kullan lmayan (120) nolu s r art ndan faydalan lacakt r. (120) nolu s r 

art n aç k formda yaz lm ekli a da verilmi tir. 

 

1
1 1 2

0

1
3 4

2( , )

sin( ) ( ) (145)

y

y

v x y A y A e
x

A y A e x d f x

 

Bu ifadede Ai (i=1,…,4) katsay lar  yerine yaz r ve gerekli düzenlemeler yap rsa 

1 ,v x y
x

 ifadesi en geni ekliyle te kil edilmi  olur. Buradan y h  limitine 

geçilirken dikkatli davranmak gerekmektedir. Çünkü y h  limitine geçilirken (145) 

ifadesi ile gösterilen integralde pay ve paydada 4 he ’ l  ifadeler gelmekte, pay payda ile 

bölününce C bir sabit olmak üzere,  
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0

sin( )C x d                                                                                                                              (146) 

 

gibi raksak bir integral ortaya ç kmaktad r. Bu durumu gidermek için önce paydaki 3 he ’ l  

terimleri ay p bunlar n payda ile bölünmesinden ortaya ç kan; 

 

( )

0

sin( )h ye x d                                                                                                (147) 

 

integralini kapal  formda hesaplad ktan sonra limit i lemine geçmek gerekir. Bu 

anlat lanlar s ras yla yap r ve (120) nolu s r art nda yerine yaz rsa, gerekli 

düzenlemelerin de yap lmas  ile, 

 

2 2

2 2 2

2

( )1
1

1 0 0

5 4 22 2
1 2 1

1 0 0

2 2 4 2 24
1 2

2
3 2 2

1, lim ( ) sin ( ) sin ( )
4

1 1( ) [(1 ) ( 4 (

(1 )( 2 ) 4 (1 ))(1

) 4 (1 ) (

a
h y

y h

a
h h h h

h h h h hh

h h

v x h p t dt e t x t x d
x

p t dt e h e m

e e e e

h e m 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2

2 24
2 1 1

4 2 4 42 2
2

2 4 2 24 4
3 1 1

2 2 4 4 2
2 2 3

4 4
2

( (1 )( 2

) (1 ) (1 2 )) (

4 )(1 ) ( (1 )(

2 )( (1 )( 1 ) (1 )(1 2

)) (1 )(

h hh

h h h hh h

h h h hh h h

h h h h h

h

m e e

e e e e e e

e e he e m e

e e m e e

e e 2 2

2 2 2

4 2 2
2 2

2 4 4
3

4 )(( (1 )(1

2 ) (1 )( 1 ))))] 1 [sin ( ) sin ( )]

( ) (148)

h h hh

h h h

e he m

e e e t x t x d

f x
  

ifadesi elde edilir. Bu ifadede geçen büyüklükler daha önce tan mlanm r. (148) nolu 

ifadede geçen, 
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( )

0

sin ( ) sin ( )h ye t x t x d                                                                   (149) 

 

integralinin de eri integral dönü üm tablolar ndan kolayl kla bulunabilir (Erdelyi vd., 

1954). Buna göre, 

 

( )
2 2 2 2

0

sin ( ) sin ( ) (150)
( ) ( ) ( ) ( )

h y t x t xe t x t x d
y h t x y h t x

 

 

olarak elde edilip y h  limitine geçilirse, gerekli k saltmalar nda yap lmas  sonucunda 

(148) ifadesi a daki gibi bir integral denkleme indirgenmi  olur. 

 

1

10

41 1 ( , ) ( ) ( ) (0 )
1

a

K x t p t dt f x x a
t x t x

                             (151) 

 

Bu ifadedeki, 

 

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

5 4 2 2 2 42 2 4
2 1 1*

0

2 2 2 4
2 3 2 2 2 1 1

2 2 4 2 4 42 2 4
2

1( , ) [ ( 4 ( (1 )( 2 )

4 (1 ))(1 ) 4 (1 ) ( ( (1 )(

2 ) (1 ) (1 2 )) (

h h h h h h hh

h h h h h

h h h h h hh h h

K x t e h e m e e e

e h e m m e

e e e e e e e e

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 4 2 2 2 2 44
3 1 1

4 2 4 44
2 2 3 2

2 2 2 4 4
2 2 3

4 )(1 ) ( (1 )( 2 )

( (1 )( 1 ) (1 )(1 2 )) (1 )(

4 )(( (1 )(1 2 ) (1 )( 1 ))))] 1

[sin ( )

h h h h h h hh h

h h h hh

h h h h h

e he e m e e e

m e e e e e

he m e e e

t x sin ( )] (152)t x d

eklinde tan mlanmaktad r. (152) ifadesinde geçen *  büyüklü ü ise, 

 



35 

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 2 4 4* 3 3 4
2 2 1 1 3

2 2 4 2 4 4
1 1 2 2 3

4 2 2 2 42 2
2 2 2

[16 ( (1 ) (1 ))(1 ) ( 4

) (1 )(( 1 ) (1 ) (1 2 )(1 )) (

2 )(1 2 ))(1 )((1 2 ) (1 ) (

h h h h hh

h h h h h h

h h h h h

e e h m e e h

e m e m e e e

e e h e e m 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

4

2 4 2 4 42 2
3 2 2 2

2 2 4 6 4 2
3 1 1 2 2

2 4 2 4 24 2
3 2 1 1

1 )

(1 )) 4 ( (1 )((1 2 ) (1 ) ( 1

8 )(1 )) (1 )( 4 (1 ) ( 4

)(1 ))) 4 ( (1 )(( 4

h

h h h h h

h h h h h h

h h h h hh h

e

h e e e m e

he m e m e e h

e h e m e e e e 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 4 2 4 22 2
2 2 3 2

4 4 2 4 2 24 2 2 2
2 2

3

) (1 ) ( (1 2 )(1 )) (1 )(2 (1 2

) (1 ) ( 2 2 2 (1 2 ))

(1 )))] (153)

h

h h h h hh h

h h h h h hh h

h

e m e e e e e

e m h e e e h e h e h

 
 

eklinde verilmektedir. Simetri nedeniyle rijit panç alt ndaki gerilme yay n, 

 

( ) ( )p t p t                                                                                                            (154) 

 

oldu u göz önünde bulundurulur, z h  ve 2 /h h  de ken dönü ümü yap rsa tekil 

integral denklem a daki ekilde yaz labilir. 

 

1

1

41 ( , ) ( ) ( ) (0 )
1

a

a

k x t p t dt f x x a
t x

                                      (155)             

 

 Bu denklemde, 

 

5 4 2 2 2 4 2 2 4 2 2
1 1**

0

2 4 2 2 4
2 3 2 2 1 1

2 2 4 2 4 4 2 4 2 2
2

1 1( , ) [[ ( 4 ( (1 )( 2 ) 4

(1 ))(1 ) 4 (1 ) ( ( (1 )( 2 )

(1 ) (1 2 )) ( 4 )

(

z z z z z z z z z z

z z z z z z

z z z z z z z z z z

k x t e z e m e e e e
h

z e m m e e e

e e e e e e e ze

4 2 2 4 4
3 1 1 2 2

2 4 4 4 2 2 2
3 2 2 2

4 4
3

1 ) ( (1 )( 2 ) ( (1 )( 1 ) (1

)(1 2 )) (1 )( 4 )(( (1 )(1 2

) (1 )( 1 ))))] 1 sin ( ) (156)

z z z z z z

z z z z z z z

z z

e m e e e m e

e e e e ze m e

ze e t x
h  
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olarak verilmektedir. Burada, 

 
** 4 4 2 4 3 3 4 4 2 2

2 1 1 3

4 2 4 4 4 2 2
1 1 2 2 3

2 2 4 4 2
2 2 2 3

[16 ( (1 ) (1 ))(1 ) ( 4 )

(1 )(( 1 ) (1 ) (1 2 )(1 )) ( 2 )

(1 2 ))(1 )((1 2 ) (1 ) ( 1 )(1 )) 4 (

z z z z z z z z

z z z z z z z

z z z

e e z m e e ze

m e m e e e e e

z e e m e z e2 4

2 4 4 2 2 4
2 2 2 3 1 1

6 4 2 2 4 2 4 4
2 2 3 1 1

2 2 2 2 4 2 2 4
2 2

(1

)((1 2 ) (1 ) ( 1 8 )(1 )) (1 )( 4

(1 ) ( 4 )(1 ))) 4 ( (1 )((

4 ) (1 ) ( (1 2 )(1

z z

z z z z z z

z z z z z z z z

z z z z z z z z

e e m e ze m e

m e e ze z e m e e

e ze e m e e e 2
3 2

2 4 4 4 2 2 4 2 2 2 2
2 2

3

)) (1 )(2

(1 2 ) (1 ) ( 2 2 2 (1 2 ))

(1 )))] (157)

z

z z z z z z z z z

e

e e m z e e ze ze e z

 
 

eklinde tan mlanmaktad r. (155) ifadesindeki ( , )k x t , a x a  kapal  aral nda s rl  

olup integral denklemin Fredholm çekirde idir. Probleme ili kin denge art  olarak; 

 

( )
a

a

p t dt P                                                                                                           (158) 

 

ifadesi yaz labilir. ( )p x  temas gerilme yay n hesaplanabilmesi için (155) nolu 

integral denklem ile (158) nolu denge denklemi birlikte çözülmelidir. 

 

2.6. ntegral Denklemin Say sal Çözümü             

 

ntegral denklemin say sal çözümünü kolayla rmak için a daki boyutsuz 

büyüklükler tan mlanabilir. 

 

( ) ( ), , ( ) , ( )
/ /

p ar m asx as t ar r M s
P h P h

                                    (159) 

 

Bu ifadede geçen ( )m as  büyüklü ü, 
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1

1

4( ) ( )
1

m as f as                                                                                                                (160) 

 

olarak tan mlanmaktad r. Tan mlanan bu büyüklükler (155-158) denklemlerinde yerlerine 

yaz rsa (155) ve (158) ifadeleri, 

 
1

1

1 ( , ) ( ) ( ) ( 1 1)N s r r dr M s s
r s

                                      (161) 

 
1

1

( ) 1a r dr
h

                                                                                                         (162)                                                                                     

 

eklinde yaz labilir. (161) ifadesinde,  

 

N(s,r) = ak(as,ar)                                                                                                   (163) 
 

olarak verilmektedir. 

ntegral denklemin say sal çözümü için rijit panç n yüzey profilini tan mlayan F(x) 

fonksiyonunun bilinmesi gerekmektedir. Çünkü her bir rijit panç profiline göre integral 

denklemin say sal çözümü farkl  olmaktad r. 

Rijit panç profilinin dairesel olmas  halinde F(x) fonksiyonu, 

 
1/22 2( )F x h R x R                                                                            (164)  

 

olarak yaz labilir. Bu ifadede R dairenin yar çap ,  ise bir sabit olup panç n alt ndaki 

tabakada meydana gelen en büyük yer de tirmeyi göstermektedir. Buna göre, 

 

1/22 2
( ) ( )d xf x F x

dx R x
                                                                         (165)    
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olarak hesaplan r. De me gerilmeleri de menin bitti i noktadan itibaren s r oldu undan

( 1) 0g  olur. Bu durumda (161) nolu singüler integral denklemin indisi  “-1” dir. Buna 

göre singüler integral denklemin say sal çözümü a daki ekilde aranabilir (Erdo an ve 

Gupta, 1972). 

 
2 1/2( ) ( )(1 ) , ( 1 1)r g r r r                                                             (166) 

 

Burada ( )g r , ( 1 1)r  kapal  aral nda s rl r. Uygun Gauss-Chebyshev 

integrasyon formülü kullan larak, (161) ve (162) denklemleri a daki hale indirgenebilir. 

 

2

1

1 1(1 ) ( , ) ( ) ( ), ( 1,..., 1)
n

i j i i j
i i j

nr N s r g r M s j n
r s

           (167) 

 
2

1

1(1 ) ( )
n

i i
i

a nr g r
h

                                                                                        (168) 

 

Bu ifadelerde, 

 

cos , ( 1,..., )
1i

ir i n
n

                                                 (169) 

 
2 1cos , ( 1,..., 1)

1 2j
js j n

n
                                          (170) 

 

olarak verilmektedir. E ri yüzeyli rijit panç hallerinde, temas gerilmesinin yan ra temas 

yüzeyi de bilinmeyendir. (167) ve (168) denklem sistemindeki extra denklem (161) ifadesi 

ile gösterilen orijinal integral denklemin uygunluk art na kar k gelir. Bu durumda (167) 

ifadesindeki (1+n/2)’inci denklem otomatik olarak sa lan r. Böylece (167) ve (168) 

ifadeleri ile verilmi  denklemlerden ( )ig r , (i=1,…,n) ve temas yüzeyinin yar  uzunlu u 

olan a’ ya ba  n+1 bilinmeyenli bir denklem tak  elde edilmi  olur. Bu denklem 

tak n çözümünden, temas gerilme yay  ve temas yüzeyinin yar  uzunlu u 

hesaplanabilir. Ancak bu hesaplar yap rken interpolasyon i leminin yap lmas  

gerekmektedir. Önce seçilen bir temas bölgesi ( )a  için (167) nolu denklem tak n 
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çözümünden  ( )ig r ’ ler hesaplan r ve bulunan de erler (168) denkleminde yerine yaz larak 

bu e itli in sa lan p sa lanmad  kontrol edilir. E er e itlik sa lanm yorsa ( )a ’ ya 

art mlar verilerek yukar daki i lemler tekrarlan r. Bu ekilde yap lacak i lemler sonucunda 

bulunacak ( )ig r  de erleri (166) ifadesinde yerine yaz larak, ( )r  boyutsuz  temas  

gerilmeleri ve temas yüzeyinin yar  uzunlu u a belirlenmi  olur. 

 

2.7. Gerilme ve Yer De tirmelerin Bulunmas  

 

Elastik yar  sonsuz düzleme oturan bile ik tabaka problemine ait kütle kuvvetli 

haldeki gerilme ve yer de tirmelerin özel çözümleri bulunarak kütle kuvvetsiz haldeki 

gerilme ve yer de tirmelerin homojen k mlar  ile toplanacakt r. Böylece bu probleme 

ili kin kullan lacak olan gerilme ve yer de tirme ifadeleri elde edilecektir.  

 

(1) nolu tabaka için     2(0 , ) :x h y h  

 

1 1( )u u x                                                                                                                (171) 
 

1 1( )v v y                                                                                                                 (172) 
 

Yukar daki fonksiyonlar n seçilmesi ve kütle kuvvetleri olarak 0X ve 1Y g  

al narak Navier denklemlerinde yerine konulmas  ile, 

 

2
1

2 0d u
dx

                                                                                                                                         (173) 

 

1du a
dx

                                                                                                                                          (174) 

 

1( )u x ax b                                                                                                          (175) 

 
2

1
1 1 122 d v g

dy
                                                                                                                (176) 
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2
1 1

2
1 12

d v g
dy

                                                                                                  (177) 

 

1 1 1 1

1 1 1 1

1
2 1

dv g gyy c c
dy

                                                                 (178) 

 
2

1 1
1

1 1

1( )
1 2

gyv y cy d                                                                                                    (179) 

 

olarak elde edilir. Problemin geometrisine ba  olarak a daki s r artlar  yaz labilir. 

 

1(0) 0u                                                                                                                  (180) 
 

1( ) 0v h                                                                                                                  (181) 
 

1 1 2( ), ( )y g y h h y h                                                                 (182) 

 

1

2

0
h

x
h

dy                                                                                                              (183) 

 

Yukar daki s r artlar  alt nda bilinmeyen katsay lar a daki gibi hesaplanabilir. 

 

1 1 1

1

3
8 2

gha                                                                                               (184) 

 
0b                                                                                                                        (185) 

 

1 1 1 1
1 2

1 1

1 1
16 1 2

g hc h h                                                                     (186) 

 
0d                                                                                                                       (187) 

 

Katsay lar n yerlerine konulmas  ile gerilme ve yer de tirmeler, 
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1

1 1
2

1

3 2
1 2x

g y h h                                                                                  (188) 

 

1
0xy                                                                                                                     (189) 

 

1 1 1
1

1

3
8 2

ghu x                                                                                           (190) 

 

1 1 1
1 1 2

1 1

1 1
2 8 1

gyv h h h y                                                              (191) 

 

olarak elde edilirler. 

 

(2) nolu tabaka için     2(0 , 0 ) :x y h  

Problemin geometrisine ba  olarak a daki s r artlar  yaz labilir. 

 

2(0) 0u                                                                                                                  (192) 
 

2 2( ) 0v h                                                                                                                (193) 
 

2 1 1 2 2 2( ), (0 )y gh g y h y h                                                 (194) 

 
2

2
0

0
h

x dy                                                                                                              (195) 

 

(1) nolu tabakaya ili kin çözümler (2) nolu tabaka için de benzer ekilde yap ld nda 

gerilme ve yer de tirme ifadeleri a daki gibi elde edilir. 

 

2

2 2
2

2

3 2
1 2x

g y h                                                                                      (196) 

 

2
0xy                                                                                                                    (197) 

 

2 2 2
2 1 1

2

3
8 2

ghu gh x                                                                              (198) 
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2 2 2 2
2 1 1 2

2 2 2
2

1 1
1 2 8 2

gy hv y h y gh g                                             (199) 

 

(3) nolu elastik yar  sonsuz düzlem için  (0 , 0) :x y  

 

3
0x                                                                                                                     (200) 

 

3 1 1 2 2( )y gh gh                                                                                            (201) 

 

3
0xy                                                                                                                    (202) 

 

3
3 2 2 1 1

3

3
8

u gh gh x                                                                               (203) 

 
3

3 1 1 2 2
3

1
8

v gh gh y                                                                                 (204) 

 

eklinde yaz labilirler. Gerilme ve yer de tirme ifadelerindeki h indisi kütle kuvvetinin 

etkisinin olmad , ö indisi yaln z kütle kuvvetinin etkisinin oldu u durumu göstermek 

üzere gerilme ve yer de tirme ifadelerinin, 

 

, , ,h öu x y u x y u x y                                                                                   (205) 

 
, , ,h öv x y v x y v x y                                                                                    (206) 

 
, , ,

h öx x xx y x y x y                                                                             (207) 

 
, , ,

h öy y yx y x y x y                                                                              (208) 

 
, , ,

h öxy xy xyx y x y x y                                                                             (209) 

 

eklinde olaca  aç kt r. O halde yer de tirme ve gerilme ifadeleri tabakalar ve elastik 

yar  sonsuz düzlem için ayr  ayr  a daki gibi yaz labilir. 
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(1) nolu tabaka için     2(0 , ) :x h y h  

 

1 1 2 3 4
0

1 1 1

1

2, sin

3 (210)
8 2

y yu x y A A y e A A y e x d

gh x

 

1 1
1 1 2 3 4

0

1 1 1
2 1

1 1

2, cos

1 1 (211)
2 1 8

y yv x y A y A e A y A e x d

gy y h h h

    

1

1
1 2 2

1 0

1
3 4 4

1 1
2

1 1

1 2 3,
2 2

3 cos
2

1 3 2 (212)
2 1 2

y
x

y

x y A A y A e

A A y A e x d

g y h h

 

 

1

1
1 2 2

1 0

1
3 4 4

1
1

11 2,
2 2

1 cos
2

1 ( ) (213)
2

y
y

y

x y A A y A e

A A y A e x d

g y h

 

1

1
1 2 2

1 0

1
3 4 4

11 2,
2 2

1 sin (214)
2

y
xy

y

x y A A y A e

A A y A e x d
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(2) nolu tabaka için     (0 , 0 ) :2x y h  

 

2 1 2 3 4
0

2 2 2
1 1

2

2, sin

3 (215)
8 2

y yu x y B B y e B B y e x d

gh gh x

                                 

2 2
2 1 2 3 4

0

2 2 2 2
2 1 1 2

2 2 2

2, cos

1 1 (216)
1 2 8 2

y yv x y B y B e B y B e x d

gy hy h y gh g

   

2

2
1 2 2

2 0

2
3 4 4

2 2
2

2 2

31 2,
2 2

3 cos
2

31 2 (217)
2 1 2

y
x

y

x y B B y B e

B B y B e x d

g y h

                                 

2

2
1 2 2

2 0

2
3 4 4

1 1 2 2
2

11 2,
2 2

1 cos
2

1 ( ) (218)
2

y
y

y

x y B B y B e

B B y B e x d

gh g y h

                              

2

2
1 2 2

2 0

2
3 4 4

11 2,
2 2

1 sin (219)
2

y
xy

y

x y B B y B e

B B y B e x d

(3) nolu elastik yar  sonsuz düzlem için      (0 , 0) :x y  
 

3
3 1 2 2 2 1 1

30

2 3, sin
8

yu x y C C y e x d gh gh x                (220) 
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3 3
3 1 2 1 1 2 2

30

2 1, cos
8

yv x y C y C e x d gh gh y       (221)
 

 

3

3
1 2 2

3 0

1 2 3, cos
2 2

y
x x y C C y C e x d                           (222) 

 

3

3
1 2 2

3 0

1 1 2 2
3

1 2 1, cos
2 2

1 ( ) (223)
2

y
y x y C C y C e x d

gh gh

 

3

3
1 2 2

3 0

1 2 1, sin
2 2

y
xy x y C C y C e x d                          (224) 

 

2.7.1. Gerilme Çekirdeklerinin Yak nsama Kontrolü 

 

m 2.4.’ te belirlenmi  olan iA , iB  (i=1,…,4) ve jC  (j=1,2)  katsay lar  ile (161) 

ve (162) denklemlerinin çözümünden bulunan p(x) temas gerilmesinin k m 2.7.’ de 

verilmi  olan gerilme ve yer de tirme ifadelerinde yerlerine konularak bu ifadelerin 

çekirdeklerinin yak nsay p yak nsamad n kontrol edilmesi gerekmektedir. Çünkü 

gerilme ve yer de tirmelerin do ru olarak hesaplanabilmesi için gerilme ve yer 

de tirme çekirdeklerinin yak nsamalar  gerekir. Aksi halde integral s rlar  do ru olarak 

belirlenememekte dolay yla da gerilme ve yer de tirmelere ait integraller sa kl  olarak 

hesaplanamamaktad r. 

Yap lan incelemeler sonucunda yaln z y h  durumunda ( , )x x y , ( , )y x y  ve 

( , )xy x y  gerilmelerine ait çekirdeklerde yak nsama durumunun bozuldu u gözlenmi tir. 

Di er yerlerde ise gerilme ve yer de tirmelere ait çekirdeklerin yak nsad  yani sürekli 

olarak s ra yakla klar  belirlenmi tir. 

( , )x x y , ( , )y x y  ve ( , )xy x y  gerilmelerine ait çekirdekleri bozan singüler (tekil) 

terimler a daki gibi elde edilmi lerdir. 
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1

( )

0 0

1( , ) ( ) 1 ( ) cos ( ) cos ( )
a

h y
x s x y p t dt h y e t x t x d         (225) 

1

( )

0 0

1( , ) ( ) 1 ( ) cos ( ) cos ( )
a

h y
y s x y p t dt h y e t x t x d         (226) 

 

1

( )

0 0

1( , ) ( ) ( ) sin ( ) sin ( )
a

h y
xy s x y p t dt h y e t x t x d              (227) 

 

Bu singüler terimlerin kapal  integralleri ise (Sneddon, 1972); 

 

1

2 2

2 22 2 2 2
0

( ) ( )( , ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

a

x k
t x t xx y h y p t dt

h y t x h y t x
          (228) 

 

1

3
2 22 2 2 2

0

1 1( , ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

a

y k x y h y p t dt
h y t x h y t x

        (229) 

 

1

2
2 22 2 2 2

0

( ) ( )( , ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

a

xy k
t x t xx y h y p t dt

h y t x h y t x
          (230) 

 

olarak elde edilirler. Yak nsamay  bozan (225), (226) ve (227) ifadelerindeki singüler 

terimlerin gerilme ifadelerinden ç kar larak, bunlar n kapal  integrallerinin ilave edilmesi 

sonucunda çekirdeklerde meydana gelen bozulmalar giderilmi  olur. E er bu i lemler 

ras yla yap rsa sonuçta ( , )x x y , ( , )y x y  ve ( , )xy x y  gerilme ifadeleri a daki 

ekilde elde edilmi  olur. 

 

1 1 1 1

*( , ) ( , ) ( , ) ( , )x x x s x kx y x y x y x y                                                            (231) 

 

1 1 1 1

*( , ) ( , ) ( , ) ( , )y y y s y kx y x y x y x y                                                           (232) 

 

1 1 1 1

*( , ) ( , ) ( , ) ( , )xy xy xy s xy kx y x y x y x y                                                           (233) 
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Gerilme ve yer de tirmeleri say sal olarak hesaplayabilmek için (159) ifadesi ile 

verilen boyutsuz büyüklükler ile z h  ve 2 /h h  dönü ümleri kullan larak ifadelerin 

boyutsuz hale getirilmeleri gerekir. Gerilme ve yer de tirme ifadeleri boyutsuz hale 

getirildikten sonra Mathematica programlama dilinde yaz lm  bir bilgisayar program  

yard yla herhangi bir noktadaki gerilme ve yer de tirmeler hesaplanabilir. 

 

2.8. Tabakalar Aras ndaki ve Alt Tabaka ile Elastik Yar  Sonsuz Düzlem  
Aras ndaki lk Ayr lma Yükleri ve lk Ayr lma Uzakl klar  

 

Tabakalar aras ndaki ve alt tabaka (2 nolu tabaka) ile elastik yar  sonsuz düzlem 

aras ndaki ilk ayr lma yükleri ve ilk ayr lma uzakl klar n tayini için ara yüzeylerdeki 

( , )y x y  temas gerilmelerinin belirlenmesi gerekmektedir. Temas yüzeyi boyunca 

( , )y x y  gerilmelerinin belirlenebilmesi için k m 2.3.’ deki s r artlar  kullan lmal r. 

Bu s r artlar  alt nda k m 2.4.’ de hesaplanm  olan iA  ve iB  (i=1,…,4) katsay lar n 

(213) ve (218) denklemlerinde yerlerine konulmas ,  s ras yla 2y h  ve 0y  al nmas  

durumunda temas yüzeylerindeki 
1 2( , )y x h  ve 

2
( ,0)y x  normal gerilmeleri, 

 

1 2 1 1 2
0

1( , ) ( , ) ( ) , (0 )
a

y x h gh k x t p t dt x                                       (234) 

 

2

2 2 2
1 1 3

1 1 1 0

1( ,0) 1 ( , ) ( ) , (0 )
a

y
hx gh k x t p t dt x
h

                 (235) 

 

olarak elde edilirler. Bu ifadelerde, 
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2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

4 5 6 3 4 2 23 3
2 1 1 2 3*

0

4 2 42
2 2 3

2 2 6 2 4 42
2

2( , ) [ (1 ) ( 4( ) (1 ) (

( 1 ) (1 ))( (1 )( 1 (1 )(1 2 ))

( ( 4( 1)

h h h h h h h h h

h h hh

h h h h h h hh

k x t m e e e h e e

h e h m e e e

e h e e e e h e

2 2 2 2 2

2 2

2

2 2 4 2 42 2 2
2 2 3 2 2

2 22 2
2 3

4( 1)

) (1 ) (1 2 )( )(1 )) 4 (

(1 )( ) ( ( 1) ( 1))(1 )))]

[cos ( ) cos ( )] (236)

h

h h h h h hh

h hh h

h e

e m e e e e h e m

e e e h e h

t x t x d

2 2 2 2

2

3 2 2 2 2 2
3 2 2*

0

2 2
2 1 2

4( , ) [ ( 1 (1 ))((1 ) (1 )

( )) (1 )(1 )] [cos ( ) cos ( )] (237)

h h h h h h

h h

k x t e e h e h e h e h

e m t x t x d
 

olarak tan mlanmaktad rlar. (234) ve (235) ifadelerindeki 1 , 2  ve g s ras yla  (1)  nolu  

tabakan n yo unlu unu, (2) nolu tabakan n yo unlu unu ve yerçekimi ivmesini 

göstermektedir. 

Simetri nedeniyle ( ) ( )p t p t  olarak al r, z h  ve 2 /h h  de ken 

dönü ümleri yap rsa temas yüzeyi boyunca 
1 2( , )y x h  ve 

2
( ,0)y x  normal gerilmeleri, 

 

1

*
2 1 1 2

1( , ) ( , ) ( ) , (0 )
a

y
a

x h gh k x t p t dt x
h

                                  (238) 

 

2

*2 2 2
1 1 3

1 1 1

1( ,0) 1 ( , ) ( ) , (0 )
a

y
a

hx gh k x t p t dt x
h h

              (239) 

 

olarak yaz labilir. Burada, 
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* 4 5 6 3 4 3 3 2 2
2 1 1 3**

0

2 4 2 4
2 2 3

2 2 2 6 2 4 4 2 2
2

2

2( , ) [ (1 ) ( 4( ) (1 ) (

( 1 ) (1 ))( (1 )( 1 (1 )(1 2 ))

( ( 4( 1) 4( 1) )

(1 ) (

z z z z z z z z z

z z z z

z z z z z z z z z z

k x t m e e e z e e

z e z m e e e

e z e e e e z e z e e m

2 4 2 2 2 2 4
3 2 2

2 2 2 2
3

1 2 )( )(1 )) 4 ( (1 )

( ) ( ( 1) ( 1))(1 )))]cos ( ) (240)

z z z z z z

z z z z

e e e e z e m

ze e e z e z t x dz
h

 

* 3 2 2 2 2 2 2 2
3 **

0

2 1 2

4( , ) [ ( 1 (1 ))((1 ) (1 ) ( ))

(1 )(1 )]cos ( ) (241)

z z z z z z z zk x t e e z e z e z e z e

zm t x dz
h

 

olarak tan mlanmaktad rlar. K m 2.6.’ da (159) ifadesi ile tan mlanm  olan boyutsuz 

büyüklükler (238) ve (239) denklemlerinde yerlerine yaz r ve gerekli düzenlemeler 

yap rsa, 

 

1

1
2

2
1

( , ) 1 1 ( , ) ( ) , (0 )
/

y x h a k x ar r dr x
P h h

                                (242) 

 

2

1
2 2 2

3
1 1 1 1

( ,0) 1 11 ( , ) ( ) , (0 )
/

y x h a k x ar r dr x
P h h h

                  (243) 

 

olarak elde edilir. Burada  yük faktörü olup, 

 

1 1

P
ghh

                                                                                                             (244) 

 

olarak tan mlanmaktad r. 

m 2.6.’ da aç kland  gibi (161) ve (162) denklemlerinin ortak çözümü 

sonucunda ( )r  boyutsuz temas gerilmesi hesaplanabilir. Hesaplanan ( )r  de erlerinin 

(242) ve (243) ifadelerinde yerine konulmas  ve Gauss integrasyon formülasyonunun 
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kullan lmas  ile de tabakalar n temas yüzeyi boyunca 1 2( , )
/

y x h
P h

 ve 2
( ,0)
/

y x
P h

 boyutsuz 

temas gerilmeleri elde edilmi  olur. 

(244) ifadesi ile tan mlanm  olan  yük faktörünün belli bir kritik de ere ( cr ) 

ula mas  halinde tabakalar aras nda ayr lmalar söz konusu olur. Bu nedenle (161) ve (162) 

denklemlerinin geçerli olabilmesi için 1 2( , )
/

y x h
P h

 ve 2
( ,0)
/

y x
P h

 temas gerilmelerinin temas 

yüzeyi boyunca her yerde bas nç olmas  gerekir. Bu da ancak 0 cr  olmas  ile 

sa lanabilir. cr  olmas  durumunda ise tabakalar aras nda ayr lma ba lar ve problem 

süreksiz temas problemine dönü ür. Dolay yla da sürekli temas durumundaki s r 

artlar  geçersiz olur. 

Tabakalar aras ndaki ilk ayr lma yükü ve ilk ayr lma uzakl n belirlenebilmesi için 

(242) ve (243) denklemlerinin s ra e itlenmesi gerekir. 

 
1

2
1

1 1 ( , ) ( ) 0, (0 )a k x ar r dr x
h

                                              (245) 

 
1

2 2 2
3

1 1 1 1

1 11 ( , ) ( ) 0, (0 )h a k x ar r dr x
h h

                            (246) 

 

Bu e itliklerden yararlan larak ilk ayr lma yükü ve ilk ayr lma uzakl  (noktas ) 

birlikte bulunurlar. Bu e itli i sa layan x uzakl  ilk ayr lma noktas  ( )crx  ve buna kar k 

gelen yük faktörü de kritik yük faktörü ( )cr  olarak bulunur. lk ayr lmay  meydana 

getiren kritik yük faktörünün, 

 

1 1

cr
cr

P
ghh

                                                                                                           (247) 

 

oldu u aç kt r. Bu yük faktöründen daha büyük yük faktörleri için ( )cr  yukar da 

belirtildi i gibi tabakalar aras nda aç lmalar meydana gelir. Bu durumda problemi süreksiz 

temas problemi olarak incelemek gerekir.   
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3. BULGULAR VE RDELEME 

 

3.1. Giri  

 

Bu bölümde, rijit dairesel bir panç arac yla yüklenmi  ve elastik yar  sonsuz 

düzleme oturan iki elastik tabakan n sürekli temas problemine ili kin çe itli boyutsuz 

büyüklükler için bölüm 2’ de elde edilen ifadeler yard yla de me uzunluklar , de me 

gerilmeleri, y simetri ekseninde ortaya ç kan x  ve y  normal gerilmeleri ile bu eksen 

yak nlar ndaki xy  kayma gerilmelerinin de imi incelenmi tir. Ayr ca x ekseni boyunca 

tabakalar aras ndaki ve alt tabaka-elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki x  gerilmesinin 

de imi ile tabakalar aras ndaki ve alt tabaka-elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk 

ayr lma yükleri ve ilk ayr lma uzakl klar  belirlenmi tir. Bunlar n de imleri tablo ve 

grafiklerle sunulmu tur. 

 

3.2. De me Uzunluklar  ve De me Gerilmeleri 

 

Tabakalar n ve elastik yar  sonsuz düzlemin malzeme özellikleri, panç yar çap , yük 

oran  ve alt tabaka yüksekli inin toplam tabaka yüksekli ine oran na ait boyutsuz 

büyüklüklerin çe itli de erleri için yar  de me uzunluklar  ve de me gerilmeleri elde 

edilmi tir. 

ekil 2 ve 3’ de yar  de me uzunluklar n panç yar çap  ve yük oran  ile de imleri 

görülmektedir. ekil 2’ de dairesel panç yar çap n çe itli de erleri için yar  de me 

uzunluklar n yük oran  ile de imi verilmektedir. ekilden de görülebilece i gibi yük 

oran  artt kça yar  de me uzunluklar  azalmaktad r. ekil 3’ de ise yük oran n çe itli 

de erleri için yar  de me uzunluklar n panç yar çap  ile de imi görülmektedir. ekilde 

de görüldü ü üzere panç yar çap  artt kça yar  de me uzunluklar  da artmakta olup bu 

beklenen bir sonuçtur. Çe itli yük oran  ve panç yar çap  de erleri için yar  de me 

uzunluklar n de imi Tablo 1’ de verilmi tir. Tablo 1’ deki verilerin ekil 1 ve ekil 2’ 

deki sonuçlar  destekledi i aç kça görülmektedir. 
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Malzeme sabitleri 1 , 2  ve 3 ’ ün ayn  de erleri almas  durumunda, tabakalar n 

ve elastik yar  sonsuz düzlemin poisson oranlar n da e it olaca  a ikard r. Dolay yla 

2 1/  ve 3 2/  kayma modülü oranlar n de imi elastisite modülleri oran n 

de imi ( 2 1/E E  , 3 2/E E  ) olarak da de erlendirilebilir. Bu veriler nda Tablo 2, ekil 

4 ve ekil 5‘ de de görüldü ü gibi 2 1/  ve 3 2/  oranlar n artmas  ile yar  de me 

uzunluklar  azalmaktad r.  

Tablo 3’ de panç yar çap n çe itli de erleri için, alt tabaka yüksekli inin toplam 

tabaka yüksekli ine oran na ba  olarak yar  de me uzunluklar n de imi 

görülmektedir. Buna göre alt tabaka yüksekli inin toplam tabaka yüksekli ine oran  

art ld kça yar  de me uzunluklar n artt  görülmektedir. 

ekil 6-10’ da çe itli boyutsuz büyüklükler için panç alt ndaki de me gerilmelerinin 

da  verilmektedir. Bu ekillerden de me uzunluklar  ile de me gerilmelerinin ters 

orant  oldu u görülmektedir. Bunun nedeni ise de me uzunlu u artt kça yük daha geni  

bir alana yay laca ndan de me gerilmesi azalmaktad r. ekillerde göze çarpan bir di er 

nokta ise de me gerilmelerinin en büyük de eri x=0 simetri ekseni üzerinde olmakta, 

buradan uzakla kça de me gerilmeleri azalarak x a  noktalar nda s r de erini 

almaktad r. 

ekil 6’ da görüldü ü gibi panç yar çap  artt kça yük daha geni  alana 

yay laca ndan de me gerilmeleri azalmaktad r. ekil 7’ de ise 1 / ( / )P h  yük oran n 

de imine ba  olarak de me gerilmesi yay  görülmektedir. ekil incelendi inde 

1 / ( / )P h  yük oran  artt kça de me gerilmeleri artmaktad r.  

ekil 8-9’ da tabakalar n ve elastik yar  sonsuz düzlemin kayma modülleri oranlar na 

ba  olarak de me gerilmesinin da  verilmektedir. 1 2 3 2  al nd nda 

2 1/  ve 3 2/  kayma modülü oranlar n de imi elastisite modülleri oran n 

de imi ( 2 1/E E  , 3 2/E E  ) olarak da de erlendirilebilir. 2 1/  ve 3 2/  oranlar  

artt kça, yani alt tabakan n rijitli i üst tabakaya göre artt kça veya elastik yar  sonsuz 

düzlemin rijitli i alt tabakaya göre artt kça de me uzunluklar n azald  ve bunun sonucu 

olarak da de me gerilmelerinin artt  görülmektedir.  

ekil 10’ da alt tabaka yüksekli inin toplam tabaka yüksekli ine oran n çe itli 

de erleri için de me gerilmesinin da  incelenmi tir. ekilde de görüldü ü gibi alt 
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tabakan n yüksekli inin toplam tabaka yüksekli ine oran  artt kça de me gerilmeleri 

azalmaktad r. 

 

Tablo 1. Dairesel panç yar çap  ve yük oran na ba  olarak yar  de me uzunluklar n 
de imi ( 1 2 3 2, 2 1/ 1,h h 2 1/ 2, 3 2/ 2 ) 

 

1

/P h  
10R

h  
50R

h  
100R

h  
250R

h  
500R

h  
750R

h  
1000R

h  
 a/h a/h a/h a/h a/h a/h a/h 

10 0.6541 1.3043 1.7382 2.5392 3.3912 4.0241 4.5486 

50 0.3069 0.6541 0.8861 1.3043 1.7382 2.0552 2.3149 

100 0.21806 0.4762 0.6541 0.9747 1.3043 1.5433 1.7382 

250 0.13815 0.3069 0.4287 0.6541 0.8861 1.0529 1.1883 

500 0.0977 0.21806 0.3069 0.4762 0.6541 0.7822 0.8861 

750 0.07978 0.17824 0.25142 0.39304 0.5442 0.6541  0.7429 

1000 0.0691 0.15443 0.21806 0.3421 0.4762 0.5743 0.6541 

 

 
Tablo 2. Tabakalar n kayma modülleri oran na ba  olarak yar  de me uzunluklar n 

de imi ( 1 2 3 2, 2 1/ 1,h h / 500,R h 1 / ( / ) 100P h ) 
 

3

2  

2

1  
0.05 0.1 0.5 1 2 4 10 50 

a/h a/h a/h a/h a/h a/h a/h a/h 

0.05 28.9125 20.2902 8.9029 6.2289 4.3563 3.0602 1.9752 1.1992 

0.1 20.3251 14.2906 6.3108 4.4462 3.1538 2.2757 1.5734 1.1308 

0.5 9.1128 6.4652 2.9996 2.2196 1.7078 1.3936 1.1798 1.0602 

1 6.5754 4.7186 2.3075 1.7805 1.4471 1.2509 1.1213 1.0486 

2 4.8971 3.5851 1.8903 1.5281 1.3043 1.1752 1.0902 1.0423 

4 3.8491 2.8972 1.6574 1.3925 1.2295 1.1357 1.0741 1.0391 

10 3.1154 2.4311 1.5096 1.3082 1.1836 1.1115 1.0639 1.0371 

50 2.6881 2.1654 1.4287 1.2623 1.1587 1.0985 1.0586 1.0359 
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Tablo 3. Panç yar çap n çe itli de erleri için yar  de me uzunluklar n tabaka  
yükseklikleri ile de imi  ( 1 2 3 2 12, / 1,h h 2 1/ 1,  3 2/ 1,

1 / ( / ) 500)P h  
 

2h
h  

R/h=100 R/h=500 R/h=1000 

a/h a/h a/h 

0.1 0.3167 0.7475 1.0801 

0.2 0.3197 0.7619 1.0981 

0.3 0.3236 0.7778 1.1159 

0.4 0.3285 0.7932 1.1317 

0.5 0.3343 0.8052 1.1432 

0.6 0.3408 0.8115 1.1482 

0.7 0.3466 0.8235 1.1487 

0.8 0.3489 0.8263 1.1506 

 

 

 

 
 

         ekil 2. Dairesel panç yar çap na ba  olarak yar  de me 
uzunluklar n yük oran  ile de imi ( 1 2 3 2,

2 1 2 1 3 2/ 1, / 2, / 2)h h  
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        ekil 3. Yük oran na ba  olarak yar  de me uzunluklar n dairesel 
panç yar çap  ile de imi 1 2 3( 2, 2 1/ 1,h h

2 1 3 2/ 2, / 2)  
 
 
 

 
 

         ekil 4. Elastik yar  sonsuz düzlem ile alt tabakan n kayma modülü 
oranlar na ba  olarak yar  de me uzunluklar n tabakalar n 
kayma modülleri oran  ile de imi ( 1 2 3 2,

2 1 1/ 1, / 500, / ( / ) 100)h h R h P h  
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         ekil 5. Tabakalar n kayma modülleri oran na ba  olarak yar  de me 
uzunluklar n alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin 
kayma modülleri oran  ile de imi 2 1( / 1,h h

1 2 3 2, / 500,R h  1 / ( / ) 100)P h  
 
 
 

 
 

ekil 6. Çe itli panç yar çap  de erleri için panç alt ndaki de me 
gerilmesi yay  1 2 3 2 1( 2, / 1,h h 3 2/ 2

1 2 1/ ( / ) 100, / 2)P h  
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         ekil 7. Çe itli yük oran  de erleri için panç alt ndaki de me gerilmesi 
yay 1 2 3 2 1( 2, / 1, / 500,h h R h 2 1/ 2,

3 2/ 2)  
 
 

 
 

          ekil 8. Tabakalar n kayma modüllerinin oranlar na ba  olarak panç 
alt ndaki de me gerilmesi yay  ( 1 2 3 2 , 

1 / ( / ) 100,P h / 500R h , 2 1/ 1,h h 3 2/ 2)  
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          ekil 9. Alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin kayma 
modüllerinin oranlar na ba  olarak panç alt ndaki de me 
gerilmesi yay  1 2 3( 2, 2 1/ 2, 2 1/ 1,h h

1/ 500, / ( / ) 100)R h P h  
 
 

 
 

        ekil 10. Alt tabaka yüksekli inin toplam tabaka yüksekli ine oran na 
ba  olarak panç alt ndaki de me gerilmesi yay  

1 2 3( 2, / 100,R h 1 / ( / ) 500,P h 2 1/ 1,

3 2/ 1)  

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
a/h

0

0.5

1

1.5

2

2.5

p(x)
P/h

(1)

(2)

(3)

(1) h2/h=0.1
(2) h2/h=0.5
(3) h2/h=0.8
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3.3. Normal Gerilmelerin ve Kayma Gerilmelerinin ncelenmesi 

 

Simetri ekseni boyunca (y ekseni), x , y  normal gerilmeleri ve bu eksene yak n bir 

yerde (x/h=0.5’ de) xy  kayma gerilmeleri incelenmi tir. Ayr ca x ekseni boyunca tabakalar 

aras nda ve alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras nda x  gerilmesinin da  elde 

edilmi tir. 

 

3.3.1. x  Normal Gerilmelerinin ncelenmesi 

 

lk olarak x=0 simetri ekseni boyunca x  normal gerilme de erleri çe itli boyutsuz 

büyüklükler için hesaplanm r.  

ekil 11’ de x  normal gerilmesinin panç yar çap  ile de imi görülmektedir. 

ekilden de görülebilece i gibi panç yar çap  küçüldükçe x  normal gerilmesinin de eri 

üst tabakada, alt tabakada ve elastik yar  sonsuz düzlemde artmaktad r. Üst tabakada 

tabakan n üst bölgesinde bas nç gerilmeleri olu makta, tabakan n alt k mlar na do ru 

inildikçe de eri azalarak s r olmakta daha sonra i aret de tirerek çekme gerilmesi 

olarak artmaktad r. Alt tabakada da benzer durum söz konusu olmaktad r. Elastik yar  

sonsuz düzlem için ise gerilme en büyük de erini alt tabakaya de me yüzeyinde almakta 

ve derine inildikçe ( y ) her yerde bas nç gerilmesi olacak ekilde azalarak s ra 

do ru yakla maktad r. ekil 11’ de göze çarpan bir di er sonuç ise üst ve alt tabakada 

çekme ve bas nç bölgelerindeki gerilme alanlar n birbirine e it olmas r. Ayr ca üst ve 

alt tabaka için panç yar çap  artt kça gerilme da mlar n lineerli e yakla  

görülmektedir. 

ekil 12’ de x  normal gerilmesinin yük oran  ile de imi verilmektedir. ekle 

bak ld nda yük oran  artt kça üst tabakada, alt tabakada ve elastik yar  sonsuz düzlemde  

x  normal gerilmesinin artt  görülmektedir. Yar çap de iminde oldu u gibi yük 

oran n de iminde de tabakalar n üst k mlar nda bas nç gerilmeleri olu makta ve 

tabakalar n alt k mlar na do ru inildikçe azalarak belli bir de erde s r olup çekme 

gerilmesi olarak artmaktad r. Elastik yar  sonsuz düzlem için ise yine gerilme en büyük 

de erini alt tabaka ile de me yüzeyinde almakta ve derine inildikçe her yerde bas nç 
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gerilmesi olacak ekilde azalarak s ra do ru gitmektedir. Ayr ca üst ve alt tabakada 

çekme ve bas nç bölgelerindeki gerilme alanlar n birbirine e it olmas  ve yük artt kça 

gerilme da mlar n lineerli e yakla mas ekil 12’ de göze çarpan di er hususlard r. 

ekil 13 ve ekil 14’ de tabakalar n ve alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin 

kayma modülleri oranlar n çe itli de erleri için x  normal gerilmesinin de imi 

görülmektedir.  ekil 13’ te görüldü ü gibi alt tabakan n kayma modülünün üst tabakan n 

kayma modülüne oran  azald kça yani alttaki tabaka üstteki tabakaya oranla yumu ad kça 

alttaki tabakada x  normal gerilmeleri azalmakta üstteki tabakadaki gerilmeler ise 

artmaktad r. Bu durum (Birinci, 1998)’ de de belirtildi i gibi elastik tabakan n rijitli inin 

artmas  halinde söz konusu tabakada x  normal gerilmelerinin büyüyece ini, tersi 

durumunda da azalaca  göstermektedir. Elastik yar  sonsuz düzlem için ise 2 1/  oran  

artt kça gerilmelerin artt  görülmektedir. Daha önceden de belirtildi i gibi bu durumda da 

tabakalar n üst bölgelerinde bas nç gerilmeleri alt bölgelerinde ise çekme gerilmeleri 

olu maktad r. Elastik yar  sonsuz düzlem için ise her yerde bas nç gerilmeleri hakim olup 

en büyük de erini de me yüzeyinde almakta ve derine inildikçe s ra yakla maktad r. Üst 

tabakada  2 1/  oran  küçüldükçe, alt tabakada ise 2 1/  oran  büyüdükçe gerilme 

da mlar  lineerli e yakla maktad r. Yine üst ve alt tabakada çekme ve bas nç 

bölgelerindeki gerilme alanlar n birbirine e it oldu u görülmektedir. ekil 14’ de elastik 

yar  sonsuz düzlemin kayma modülünün alt tabakan n kayma modülüne oran n çe itli 

de erleri için x  normal gerilmesinin da  görülmektedir. Bu durumda ise  3 2/  

oran  artt kça yani alt tabakan n rijitli i elastik yar  sonsuz düzlemin rijitli ine göre 

azald kça elastik yar  sonsuz düzlemde gerilmeler artmakta tabakalarda ise azalmaktad r. 

Tabakalar ve elastik yar  sonsuz düzlem için çekme ve bas nç bölgelerindeki de im 

tabakalar n daha önceki durumlar na benzer özelliktedir. ekil 15’ de ise kütle 

kuvvetlerinin olmas  durumunda x  normal gerilmesinin de imi incelenmi tir. ekilde 

görüldü ü gibi tabakalar n kütle kuvvetlerinin hesaba kat lmas  durumunda tabakalar için 

x  normal gerilmeleri artmaktad r. Tabakalar n kütle kuvvetleri artt kça gerilmeler de 

buna ba  olarak artmaktad r.             
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          ekil 11. (0, ) / ( / )x y P h  boyutsuz normal gerilmesinin panç 
yar çap  ile de imi 1 2 3( 2 , 2 1/ 1h h , 

1 / ( / ) 500P h , 2 1/ 1, 3 2/ 1)  
 
 
 

 
 

          ekil 12.  (0, ) / ( / )x y P h  boyutsuz normal gerilmesinin yük oran  ile 
de imi 1 2 3( 2, 2 1/ 1, / 100,h h R h     

2 1 3 2/ 1, / 1)  

-2 -1 0 1 2
x/(P/h)

-1

-0.5

0

0.5

1

y/h

(1)(2)(3)(4)
(1) (2) (3) (4)

(1)(2)(3)(4)

(1) R/h=100
(2) R/h=250
(3) R/h=500
(4) R/h=1000
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         ekil 13. (0, ) / ( / )x y P h  boyutsuz normal gerilmesinin tabakalar n 
kayma modülleri oran  ile de imi 1( / ( / ) 500,P h

/ 500,R h 2 1/ 1,h h 3 2/ 1)  
 
 

 
 

          ekil 14.  (0, ) / ( / )x y P h  boyutsuz normal gerilmesinin alt tabaka 
ile elastik yar  sonsuz düzlemin kayma modülleri oran  ile 
de imi 1 2 3( 2,  2 1/ 1,h h / 100,R h

1 2 1/ ( / ) 500, / 1)P h  

-3 -2 -1 0 1 2x
P/h

-1

-0.5

0

0.5

1

y/h

(1)(2)(3)
(1)(2)(3)

(1)(2)(3)

(1)
(2)
(3)



63 

 
 

            ekil 15.  (0, ) / ( / )x y P h  boyutsuz normal gerilmesinin tabakalar n 
kütle kuvvetleri ile de imi 1 2 3 2 1( 2, / 1,h h  

/ 100,R h 1 / ( / ) 500,P h 2 1/ 1, 3 2/ 1)  
 

ekil 16-20’ de çe itli boyutsuz büyüklükler için tabakalar aras nda ve alt tabaka ile 

elastik yar  sonsuz düzlem aras nda x ekseni boyunca x  boyutsuz normal gerilmesinin 

de imi incelenmi tir. 

ekil 16’ da tabakalar n kayma modülleri oran na ba  olarak x ekseni boyunca 

tabakalar aras nda olu an x  gerilmesinin de imi görülmektedir. ekilde de görüldü ü 

gibi 2 1/  oran  artt kça tabakalar aras ndaki 
1 2( , ) / ( / )x x h P h  boyutsuz gerilmesinin 

çekme ve bas nç bölgelerinde ald  maksimum de erler de azalmaktad r. De me 

yüzeyinde x=0’ dan itibaren çekme gerilmeleri olu makta ve x ekseninden uzakla kça 

azalarak belli bir de erden sonra bas nç gerilmeleri olu makta ve belli bir noktada 

maksimum de erine ula ktan sonra azalarak s ra yakla maktad r. Göze çarpan bir di er 

husus ise 2 1/  oran  artt kça çekme gerilmeleri etkisini daha erken kaybetmekte, bas nç 

gerilmelerinin maksimum de erine ula  nokta ise y eksenine daha yak n olmaktad r. 

ekil 17’ de ise tabakalar n kayma modülleri oranlar na ba  olarak x ekseni 

boyunca alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras nda olu an x  gerilmesinin de imi 

verilmektedir. Burada tabakalar aras nda olu an durumun tersi söz konusudur. Çünkü 
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2 1/  oran  artt kça alt tabakan n rijitli i artmakta, dolay yla 
2
( ,0) / ( / )x x P h  boyutsuz 

gerilmesinin çekme ve bas nç bölgelerinde ald  maksimum de erler de artmaktad r. x 

ekseni boyunca gerilmenin de imi tabakalar aras ndaki durumla benzer olmakla beraber 

2 1/  oran  artt kça bas nç gerilmelerinin maksimum de erine ula  nokta yine y 

eksenine daha yak n bir yerde olmaktad r. 

ekil 18 ve ekil 19’ da görüldü ü gibi alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin 

kayma modülleri oran  ( 3 2/  ) artt kça 
1 2( , ) / ( / )x x h P h  ve 

2
( ,0) / ( / )x x P h   boyutsuz 

gerilmelerinin çekme bölgelerinde ald  maksimum de erler azalmaktad r. Bas nç 

bölgelerindeki maksimum de erler tabakalar aras nda birbirine yak n ç karken, alt tabaka 

ile elastik yar  sonsuz düzlem aras nda azalmaktad r. Yine x ekseninden uzakla kça 

gerilmelerin de imi daha önce bahsedilen durumlarla benzer olmaktad r.  

ekil 20’ de tabakalar n kütle kuvvetlerinin olmas  durumuna ait çe itli durumlar için 

tabakalar aras ndaki x  gerilmesinin de imi görülmektedir. Tabakalar n kütle kuvvetleri 

art ld kça tabakalar aras nda 
1 2( , ) / ( / )x x h P h  boyutsuz gerilmesinin çekme bölgesinde 

ald  maksimum de er azal rken bas nç bölgesinde ald  maksimum de er artmaktad r. 

ekilde dikkat çeken di er bir durum ise tabakalar n kütle kuvvetleri ayn  oranda 

art ld nda 
1 2( , ) / ( / )x x h P h  boyutsuz gerilmesinin bas nç bölgesinde maksimum 

de erine ula  nokta her durumda y eksenine e it uzakl kta olmas r. 

 

 

 

 



65 

 
 

       ekil 16.  Tabakalar n kayma modüllerinin oran na ba  olarak x 
ekseni boyunca 

1 2( , ) / ( / )x x h P h  boyutsuz normal 

gerilmesinin de imi ( / 100,R h 1 2 3 2,

1 2 1 3 2/ ( / ) 500, / 1, / 1)P h h h  
 

 
 

     ekil 17.  Tabakalar n kayma modüllerinin oran na ba  olarak x ekseni 
boyunca 

2
( ,0) / ( / )x x P h  boyutsuz normal gerilmesinin 

de imi ( / 100,R h 1 2 3 2, 2 1/ 1,h h  3 2/ 1,

1 / ( / ) 500)P h  
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      ekil 18. Alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin kayma modüllerinin 
oran na ba  olarak 

1 2( , ) / ( / )x x h P h  boyutsuz normal 

gerilmesinin de imi 2 1( / 1,h h 1 2 3 2, 2 1/ 1,

1/ 100, / ( / ) 500)R h P h  
 

 
 

    ekil 19.  Alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin kayma modüllerinin 
oran na ba  olarak 

2
( ,0) / ( / )x x P h  boyutsuz normal 

gerilmesinin de imi 2( / 1,h h / 100,R h 2 1/ 1,

1 2 3 12, / ( / ) 500)P h  

0 1 2 3 4 5x/h
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

x1(x,h2)
P/h

(1)

(2)

(3)

(1)

(2)

(3)
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      ekil 20. Tabakalar n kütle kuvvetlerine ba  olarak x ekseni boyunca 

1 2( , ) / ( / )x x h P h  boyutsuz normal gerilmesinin de imi 

( / 100,R h 1 / ( / ) 500,P h 1 2 3 2, 2 1/ 1,h h

2 1 3 2/ 1, / 1)  
 

3.3.2. y  Normal Gerilmelerinin ncelenmesi 

 

ekil 22-26’ da simetri ekseni boyunca y  boyutsuz normal gerilmesi da  

incelenmi tir. y  normal gerilmeleri en büyük de erlerini panç n de me yüzeyinde (y=h) 

almakta ve pançtan uzakla kça (derine inildikçe) azalarak s ra do ru yakla maktad r. 

Üst tabaka ile alt tabakan n de me yüzeyinde ve alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin 

de me yüzeyinde gerilmeler ayn  de erleri alm  ve problemin tan nda verilen s r 

artlar n sa land  görülmü tür.  

ekil 21’ de görüldü ü gibi panç yar çap  artt kça y  gerilmeleri azalmaktad r. Panç 

yar çap n azalmas  durumunda ise gerilmeler artmaktad r. Elastisite teorisinden, tekil 

yükün alt nda dü ey normal gerilmenin sonsuza gitti i bilinmektedir. Burada da yar çap n 

azalmas  sonucu panç n de me yüzeyi azalmakta ve tekil yük haline yakla lmaktad r.  

ekil 22’ de yük oran n de imine göre y  gerilmelerinin da  görülmektedir. 

ekil incelendi inde yük oran  artt kça y  gerilmelerinin artt  görülmektedir. ekil 23 ve 
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ekil 24’ de ise tabakalar n ve alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin kayma 

modüllerinin oran n çe itli de erleri için y  gerilmesinin de imi görülmektedir. 

ekillerde de görülece i üzere alt tabakan n rijitli i üst tabakaya göre artt kça veya elastik 

yar  sonsuz düzlemin rijitli i alt tabakaya göre artt kça  y  boyutsuz normal gerilmeleri 

artmaktad r. 

ekil 25’ de ise kütle kuvvetlerinin hesaba kat lmas  durumunda y  normal 

gerilmesinin de imi görülmektedir. ekil incelendi inde tabakalar n kütle kuvvetleri 

dikkate al nd nda gerilme da  kesit boyunca yüzeyden derine inildikçe artmakta, 

kütle kuvvetleri dikkate al nmad  zaman ise azalmaktad r. Elastik yar  sonsuz düzlemin 

kütle kuvveti ihmal edildi i için her iki durumda da gerilme da  giderek azalmaktad r.  

ekil 26’ da alt tabaka yüksekli inin toplam tabaka yüksekli ine oran n çe itli 

de erleri için y  normal gerilmesi da n de imi görülmektedir.  Burada alt tabaka 

üst tabakaya göre daha rijit seçildi inde ve alt tabakan n yüksekli i art ld kça temas 

yüzeyine yak n bölgelerde y  gerilmesinin artt  gözlenmektedir. 

 

 

 
 

          ekil 21. (0, ) / ( / )y y P h  boyutsuz normal gerilmesinin panç 

yar çap  ile de imi 1 2 3( 2 , 2 1/ 1h h , 

1 / ( / ) 500P h 2 1/ 1 , 3 2/ 1)  

-1

-0.5

0

0.5

1

y/h

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0y
P/h

(1) (2) (3) (4)

(1) R/h=100
(2) R/h=250
(3) R/h=500
(4) R/h=1000
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         ekil 22. (0, ) / ( / )y y P h  boyutsuz normal gerilmesinin yük oran  ile 

de imi 1 2 3( 2,  2 1/ 1h h , / 100R h , 

2 1/ 1 , 3 2/ 1) 
 
 

 
 

        ekil 23. (0, ) / ( / )y y P h  boyutsuz normal gerilmesinin tabakalar n 

kayma modülleri oran  ile de imi ( 1 2 3 2 , 

2 1/ 1h h , / 100R h , 1 / ( / ) 500P h , 3 2/ 1) 
 

-4 -3 -2 -1 0
y/(P/h)

-1

-0.5

0

0.5

1

y/h

(1)(2)(3)(4)

(2) P/h=500

(3) P/h=750

(1) P/h=250

(4) P/h=1000
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        ekil 24. (0, ) / ( / )y y P h  boyutsuz normal gerilmesinin alt tabaka ile 
elastik yar  sonsuz düzlemin kayma modülleri oran  ile 
de imi ( 1 2 3 2 , 2 1/ 1h h , / 100R h , 

1 / ( / ) 500P h , 2 1/ 1) 
 
 

 
 

         ekil 25. (0, ) / ( / )y y P h  boyutsuz normal gerilmesinin tabakalar n 

kütle kuvvetleri ile de imi ( 1 2 3 2 , 2 1/ 1h h , 
/ 100R h , 1 / ( / ) 500P h , 2 1/ 1 , 3 2/ 1)  

-2 -1.6 -1.2 -0.8 -0.4 0y
P/h

-1

-0.5

0

0.5

1

y/h
(1)(2)(3)(4)

(1)
(2)
(3)
(4)

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
y/(P/h)

-1

-0.5

0

0.5

1

y/h

(1)(2)(3)(4)

(1)(2)(3)(4)

(1)(2)
(3)

(4)

(1) 1ghh1=0, 2ghh2=0
(2) 1ghh1=0.25, 2ghh2=0.75
(3) 1ghh1=0.75, 2ghh2=0.25

(4) 1ghh1=1, 2ghh2=1
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           ekil 26. (0, ) / ( / )y y P h  boyutsuz normal gerilmesinin tabaka 

yüksekliklerinin oran  ile de imi ( 1 2 3 2 , 
/ 100R h , 1 / ( / ) 500P h , 2 1/ 2 , 3 2/ 1 ) 

 

3.3.3. xy  Kayma Gerilmelerinin ncelenmesi 

 

Tabakalar n ve elastik yar  sonsuz düzlemin simetri kesitinde kayma gerilmeleri 

rd r. Bu nedenle kayma gerilmelerinin yay  görebilmek amac yla x/h=0.5 gibi 

simetri eksenine yak n bir kesitte inceleme yap lm r. 

Kayma gerilmeleri ( ,0)xy x  , 2( , )xy x h  ve ( , )xy x h  de me yüzeyleri boyunca s r 

olmakta ve problemin tan nda verilen s r artlar n sa land  görülmektedir. 

ekil 27’ de panç yar çap n de imine ba  olarak kayma gerilmesi yay  

görülmektedir. Üst tabakada yar çap n artmas yla kayma gerilmeleri azalmaktad r. Burada 

kayma gerilmelerinin maksimum oldu u nokta tabakan n ortas  olarak göze çarpmaktad r. 

Alt tabakada da benzer durumun geçerli oldu u görülmektedir. Yaln z alt tabaka panç 

yar çap  de iminden üst tabaka kadar etkilenmemektedir. Elastik yar  sonsuz düzlem için  

yar çap art  kayma gerilmelerinin azalmas na neden olmaktad r. Ayr ca yar çap de eri 

artt kça elastik yar  sonsuz düzlemde kayma gerilmesinin maksimum de erini ald  nokta 

alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin temas yüzeyinden uzakla maktad r. 
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ekil 28’ de yük oran na ba  olarak kayma gerilmesi yay n de imi 

görülmektedir. Yük oran  artt kça üst tabakada daha belirgin olmak üzere kayma 

gerilmeleri artmaktad r.  

ekil 29 ve ekil 30’ da ise tabakalar n ve alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin 

kayma modülleri oran n çe itli de erleri için kayma gerilmesi yay n de imleri 

görülmektedir. 2 1/  oran  artt kça yani alt tabakan n rijitli i üst tabakaya göre artt kça 

üst tabakada kayma gerilmesinin de eri azalmakta, alt tabakada ise artmaktad r. Bunun 

nedeni ise üst tabakan n alt tabakaya oranla daha yumu ak olmas r. Elastik yar  sonsuz 

düzlemle alt tabakan n malzeme özellikleri ayn  seçildi inden burada da alt tabakadakine 

benzer bir durum söz konusu olmaktad r. 2 1/  oran  artt kça tabakalarda kayma 

gerilmelerinin ald  de erler birbirine yakla makta, azald kça bu de erler birbirinden 

uzakla maktad rlar. 3 2/  oran  artt kça yani elastik yar  sonsuz düzlem tabakalara oranla 

rijitle tikçe elastik yar  sonsuz düzlemde kayma gerilmeleri artmakta, tabakalarda ise 

azalmaktad r.  

 

 
 

        ekil 27. (0.5, ) / ( / )xy y P h  boyutsuz kayma gerilmesi da n 

panç yar çap  ile de imi ( 1 2 3 2 , 3 2/ 1,

1 / ( / ) 500,P h 2 1/ 1 , 2 1/ 1)h h  
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        ekil 28. (0.5, ) / ( / )xy y P h  boyutsuz kayma gerilmesi da n yük 

oran  ile de imi 1 2 3( 2 , 2 1/ 1h h , / 100R h ,

2 1/ 1 , 3 2/ 1)  
 
 

 
 

        ekil 29. (0.5, ) / ( / )xy y P h  boyutsuz kayma gerilmesi da n 
tabakalar n kayma modülleri oran  ile de imi                      
( 1 2 3 2 , 2 1/ 1h h , 3 2/ 1, / 100R h , 

1 / ( / ) 500P h ) 



74 

 
 

          ekil 30. (0.5, ) / ( / )xy y P h  boyutsuz kayma gerilmesi da n alt 
tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin kayma modülleri 
oran  ile de imi 1 2 3( 2 , 2 1/ 1h h , / 100R h , 

1 / ( / ) 500P h , 3 2/ 1) 
 

3.4. Tabakalar Aras ndaki ve Alt Tabaka ile Elastik Yar  Sonsuz Düzlem 
Aras ndaki lk Ayr lma Yüklerinin ve Uzakl klar n ncelenmesi 

 

Bu k mda çe itli boyutsuz büyüklükler için tabakalar aras ndaki ve alt tabaka ile 

elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk ayr lma yükleri ve ilk ayr lma uzakl klar  

incelenmi tir. 

ekil 31 ve 32’de tabakalar aras ndaki ve alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem 

aras ndaki ilk ayr lma yükü ve uzakl n panç yar çap  ile de imi görülmektedir. 

ekillerden de görülebilece i gibi her iki de me yüzeyinde de panç yar çap  artt kça ilk 

ayr lma yükleri ve ilk ayr lma uzakl klar  artmaktad r. Yani panç yar çap  artt kça her iki 

de me yüzeyinde de ayr lmalar daha zor gerçekle mektedir. ekiller beraber analiz 

edildi inde ilk ayr lman n tabakalar aras nda meydana geldi i görülmektedir.  

ekil 33 ve 34’ de ise tabakalar aras ndaki ve alt tabaka ile elastik yar  sonsuz 

düzlem aras ndaki ilk ayr lma yükü ve uzakl n 1 / ( / )P h  yük oran  ile de imi 

görülmektedir. ekiller incelendi inde yar çap de iminin aksine ilk ayr lma yükü ve ilk 



75 

ayr lma uzakl  her iki de me yüzeyinde de yük oran  artt kça azalmaktad r. Yani yük 

oran  art ld kça ayr lmalar daha kolay olmaktad r.  

ekil 35’ de tabakalar aras ndaki ilk ayr lma yükü ve bu yükten daha küçük yük 

de erleri için tabakalar n temas yüzeyleri boyunca boyutsuz temas gerilme yay lar  

çe itli boyutsuz büyüklükler için verilmektedir. ekilden de görüldü ü gibi kritik yükten 

daha küçük yüklerde tabakalar aras nda ayr lma meydana gelmemektedir. 

Tablo 4-5 ve ekil 36-47’ de malzeme özelliklerinin de imine göre ilk ayr lma 

yüklerinin ve uzakl klar n de imi verilmektedir. Tablo ve ekiller incelendi inde alt 

tabakan n kayma modülünün üst tabakan n kayma modülüne oran  art ld kça yani alt 

tabaka üst tabakaya oranla rijitle tikçe hem tabakalar aras nda hem de alt tabaka ile elastik 

yar  sonsuz düzlem aras nda ilk ayr lma yükleri ve uzakl klar  azalmakta, dolay yla 

ayr lmalar daha kolay olmaktad r. Yine benzer olarak elastik yar  sonsuz düzlemin kayma 

modülünün alt tabakan n kayma modülüne oran  artt kça yani elastik yar  sonsuz düzlemin 

rijitli i alt tabakaya oranla art ld kça tabakalar aras nda ve alt tabaka ile elastik ayr  

sonsuz düzlem aras nda ilk ayr lma yükleri ve uzakl klar  azalmakta olup ayr lmalar daha 

kolay gerçekle mektedir. Yap lan nümerik analizlerde tabakalar n yükseklikleri ayn  

seçilmi  olup bu durum için ilk ayr lmalar daima tabakalar aras nda gerçekle mi tir. 

Tablo 6-7’ de ise tabakalar n ve elastik yar  sonsuz düzlemin malzeme özelliklerine 

ba  olarak, tabaka yükseklikleri oran na ait çe itli boyutsuz büyüklükler için tabakalar 

aras ndaki ve alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk ayr lma yüklerinin ve 

ilk ayr lma uzakl klar n de imi verilmektedir. Tablolardan da görülebilece i gibi 2 /h h  

oran n artmas  ile yani alt tabakan n yüksekli inin toplam tabaka yüksekli ine oran  

art ld kça alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras nda genelde ilk ayr lma yükleri ve 

uzakl klar  art  göstermekle birlikte azal lar nda oldu u göze çarpmaktad r.  Tabakalar 

aras nda ise malzeme özelliklerinin çe itli durumlar  için yine 2 /h h  oran  artt kça ilk 

ayr lma yüklerinde art larla beraber azal lar da görülebilmektedir. Tablolarda göze 

çarpan bir di er husus ise alt tabaka yüksekli inin üst tabakaya oranla daha küçük veya e it 

seçilmesi  ve  alt  tabaka  üst  tabakaya  ve  elastik  yar  sonsuz  düzleme  oranla  daha  rijit  

seçilmesi durumunda ilk ayr lma alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras nda 

meydana gelmektedir. Ayr ca elastik yar  sonsuz düzlemde üst tabakaya do ru gidildikçe 

daha rijit malzemelerin seçilmesi durumunda gerek tabakalar aras nda gerekse alt tabaka 
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elastik yar  sonsuz düzlem aras nda ilk ayr lma yüklerinin di er durumlara göre daha 

büyük oldu u yani ayr lmalar n daha zor oldu u görülmektedir. 

 

Tablo 4. Alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin kayma modülleri oran na ba  olarak 
tabakalar aras ndaki ilk ayr lma yükleri ve ilk ayr lma uzakl klar n tabakalar n 
kayma modülleri oran  ile de imi ( 2 1/ 1h h , / 100R h , 1 / ( / ) 500P h ,

2 1/ 1)  
 

2 1/
 

3 2/ 0.1
 3 2/ 0.5  3 2/ 1 3 2/ 2  3 2/ 5 3 2/ 10  

            

0.1 7.34 347.063 4.10 166.95 3.31 118.343 2.80 83.5115 2.44 58.5451 2.32 49.9833 

0.25 5.35 270.986 3.10 139.777 2.53 99.2449 2.17 69.8606 1.94 50.1723 1.86 43.7309 

0.5 4.38 258.537 2.59 139.172 2.11 94.9923 1.82 64.8572 1.65 46.8489 1.59 41.3274 

4 3.22 193.986 1.21 96.3381 1.16 55.4769 1.13 42.5852 1.11 36.1775 1.10 34.2177 

10 1.03 73.8963 1.04 43.3536 1.03 37.0934 1.02 33.6179 1.01 31.4038 1.00 30.6384 

50 0.98 31.8626 0.97 29.9315 0.97 29.1694 0.97 28.6559 0.97 28.2647 0.97 28.1260 

 

 

Tablo 5.  Alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin kayma modülleri oran na ba  olarak 
alt tabaka-elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk ayr lma yükleri ve ilk 
ayr lma uzakl klar n tabakalar n kayma modülleri oran  ile de imi 

2 1( / 1,h h / 100R h , 1 / ( / ) 500P h , 2 1/ 1)  
 

2 1/
 

3 2/ 0.1 3 2/ 0.5 3 2/ 1 3 2/ 2  3 2/ 5 3 2/ 10  

            

0.1 7.35 632.474 4.11 306.572 3.32 219.487 2.81 156.831 2.45 111.126 2.33 95.1587 

0.25 5.36 438.857 3.11 229.880 2.55 167.793 2.19 121.864 1.95 89.3619 1.87 78.2602 

0.5 4.39 348.124 2.61 195.927 2.15 142.534 1.86 103.65 1.67 77.2894 1.61 68.4970 

4 3.22 261.591 1.92 150.064 1.58 102.83 1.40 73.6904 1.28 56.4975 1.24 51.0689 

10 3.09 252.984 1.82 143.238 1.51 96.6480 1.34 69.1730 1.23 53.3693 1.20 48.6384 

50 3.01 248.098 1.77 139.115 1.47 92.8876 1.30 67.53 1.20 51.5193 1.17 46.8246 
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Tablo 6. Tabakalar n ve elastik yar  sonsuz düzlemin malzeme özelliklerine ba  olarak 
tabakalar aras ndaki ilk ayr lma yüklerinin ve ilk ayr lma uzakl klar n alt 
tabaka yüksekli inin toplam tabaka yüksekli ine oran  ile de imi ( / 100R h , 

1 / ( / ) 500P h , 2 1/ 1)  
 

2 /h h  

2 1

3 2

/ 0.1

/ 5  

2 1

3 2

/ 5

/ 0.1  

2 1

3 2

/ 5

/ 5  

2 1

3 2

/ 0.1

/ 0.1  

2 1

3 2

/ 1

/ 1  

crx  cr  crx  cr  crx  cr  crx  cr  crx  cr  
0.3 2.93 79.1079 2.83 171.883 1.40 38.9436 9.19 356.894 2.18 90.0946 

0.4 2.69 66.7458 2.92 295.916 1.25 36.2724 8.21 340.929 1.98 85.4375 

0.5 2.44 58.5451 3.20 743.834 1.08 34.7553 7.34 347.063 1.76 94.7753 

0.6 2.20 55.7632 0.90 60.0008 0.91 33.1813 6.66 409.229 1.40 112.274 

0.7 1.94 61.5464 0.73 32.2948 0.72 28.6877 6.06 656.927 1.02 80.2824 

0.8 1.59 82.3934 0.51 32.6157 0.50 30.7089 6.05 1186.91 0.78 52.2415 

 

 

Tablo 7. Tabakalar n ve elastik yar  sonsuz düzlemin malzeme özelliklerine ba  olarak alt 
tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk ayr lma yüklerinin ve 
uzakl klar n alt tabaka yüksekli inin toplam tabaka yüksekli ine oran  ile 
de imi ( / 100R h , 1 / ( / ) 500P h , 2 1/ 1)  

 

2 /h h  

2 1

3 2

/ 0.1

/ 5  

2 1

3 2

/ 5

/ 0.1  

2 1

3 2

/ 5

/ 5  

2 1

3 2

/ 0.1

/ 0.1  

2 1

3 2

/ 1

/ 1  

crx  cr  crx  cr  crx  cr  crx  cr  crx  cr  

0.3 2.93 112.364 2.77 170.313 1.40 50.8345 9.18 505.856 2.17 119.852 

0.4 2.69 109.167 2.84 191.435 1.29 48.7848 8.21 551.971 1.97 114.657 

0.5 2.45 111.126 3.18 258.813 1.26 55.4970 7.35 632.474 1.87 124.420 

0.6 2.23 123.424 3.66 379.795 1.31 82.6685 6.66 778.009 1.90 175.750 

0.7 2.08 164.784 4.21 586.963 1.45 150.627 6.28 1073.79 2.10 310.767 

0.8 2.04 310.151 4.79 1001.27 1.65 277.830 6.29 1730.85 2.38 571.672 
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       ekil 31. 2( , ) / ( / )y x h P h  boyutsuz gerilme da n panç yar çap  

ile de imi 1( / ( / ) 500P h , 2 1/ 1h h , 2 1/ 1, 

3 2/ 1, 2 1/ 1)  
 
 
 

 
 

         ekil 32. ( ,0) / ( / )y x P h  boyutsuz gerilme da n panç yar çap  

ile de imi 1( / ( / ) 500P h , 2 1/ 1h h , 2 1/ 1, 

3 2/ 1, 2 1/ 1)  
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         ekil 33. 2( , ) / ( / )y x h P h  boyutsuz gerilme da n yük oran  ile 

de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h , 2 1/ 1, 3 2/ 1, 

2 1/ 1)  
 
 
 

 
 

                 ekil 34. ( ,0) / ( / )y x P h  boyutsuz gerilme da n yük oran  ile 

de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h , 2 1/ 1, 3 2/ 1, 

2 1/ 1)  

0 1 2 3 4 5x/h

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

y(x,h2)
P/h

(3)

(2)

(1)

(1)
(2)

(3)

0.007343
0.009477
0.010837

(1) (P/h)=100, xcr=2.03, cr=131.730

(2) (P/h)=250, xcr=1.83, cr=103.427

(3) (P/h)=1000, xcr=1.72, cr=90.894

0 1 2 3 4 5x/h

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

y(x,0)
P/h

(1)

(2)

(3)

(1)
(2)
(3)0.008228

0.007152
0.005487

(1) (P/h)=100, xcr=2.15, cr=174.532

(2) (P/h)=250, xcr=1.94, cr=136.241

(3) (P/h)=1000, xcr=1.84, cr=119.11

(1) µ1/(P/h)=100,   xcr=2.15, cr=174.532 
(2) µ1/(P/h)=250,   xcr=1.94, cr=136.241 
(3) µ1/(P/h)=1000, xcr=1.84, cr=119.110 

 



80 

 
 

       ekil 35. Çe itli  yük de erleri için tabakalar aras ndaki boyutsuz 
temas gerilme yay lar  ( / 500R h , 1 / ( / ) 100P h ,

2 1/ 1h h , 2 1/ 1, 3 2/ 1, 2 1/ 1)  
 

 

 
 

     ekil 36. 2( , ) / ( / )y x h P h  boyutsuz gerilme da n tabakalar n 

kayma modülleri oran  ile de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h ,

1 / ( / ) 500P h , 2 1 3 2/ 1, / 1)  
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       ekil 37. ( ,0) / ( / )y x P h  boyutsuz gerilme da n tabakalar n 

kayma modülleri oran  ile de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h ,  

1 / ( / ) 500P h , 2 1 3 2/ 1, / 1)  
 

 
 

       ekil 38. 2( , ) / ( / )y x h P h  boyutsuz gerilme da n alt tabaka ile 
elastik yar  sonsuz düzlemin kayma modülleri oran  ile 
de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h , 1 / ( / ) 500P h , 

2 1 2 1/ 1, / 0.5)  

0 1 2 3 4
x/h

0

0.2

0.4

0.6

y(x,0)
P/h

(1)
(2)

(3)

(4)

(4)

(3)

(1)

(2)

(1) xcr=1.58, cr=102.890
(2) xcr=1.69, cr=111.387
(3) xcr=1.87, cr=124.420
(4) xcr=2.15, cr=142.534

0.009623
0.008861
0.007864
0.006595
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        ekil 39. ( ,0) / ( / )y x P h  boyutsuz gerilme da n alt tabaka ile 
elastik yar  sonsuz düzlemin kayma modülleri oran  ile 
de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h ,   1 / ( / ) 500P h , 

2 1 2 1/ 1, / 0.5)  
 
 

 
 

       ekil 40. Tabakalar aras ndaki ilk ayr lma yüklerinin tabakalar n kayma 
modülleri oran  ile de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h ,  

1 / ( / ) 500P h , 2 1/ 1)  
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         ekil 41. Tabakalar aras ndaki ilk ayr lma uzakl klar n tabakalar n 
kayma modülleri oran  ile de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h ,  

1 / ( / ) 500P h , 2 1/ 1)  
 
 

 
 

       ekil 42. Alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk 
ayr lma yüklerinin tabakalar n kayma modülleri oran  ile 
de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h ,   1 / ( / ) 500P h , 

2 1/ 1)  
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        ekil 43. Alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk 
ayr lma uzakl klar n tabakalar n kayma modülleri oran  ile 
de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h , 1 / ( / ) 500P h , 

2 1/ 1)  
 
 

 
 

        ekil 44. Tabakalar aras ndaki ilk ayr lma yükünün alt tabaka ile 
elastik yar  sonsuz düzlemin kayma modülleri oran  ile 
de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h ,   1 / ( / ) 500P h , 

2 1/ 1)  
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        ekil 45. Tabakalar aras ndaki ilk ayr lma uzakl klar n alt tabaka ile 

elastik yar  sonsuz düzlemin kayma modülleri oran  ile 
de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h ,   1 / ( / ) 500P h , 

2 1/ 1)  
 
 

 
 
       ekil 46. Alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk 

ayr lma yüklerinin alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin 
kayma modülleri oran  ile de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h ,  

1 / ( / ) 500P h , 2 1/ 1)  
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         ekil 47. Alt tabaka-elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk ayr lma 
uzakl klar n alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlemin 
kayma modülleri oran  ile de imi ( / 100R h , 2 1/ 1h h ,  

1 / ( / ) 500P h , 2 1/ 1)  
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4. SONUÇLAR 

 

Bu çal mada; rijit dairesel bir panç arac yla yüklenmi  ve elastik yar  sonsuz 

düzleme oturan, elastik sabitleri ve yükseklikleri farkl  iki tabakan n sürekli temas 

problemi incelenmi tir. Söz konusu problemin incelenmesinde, öncelikle rijit dairesel panç 

alt ndaki bilinmeyen temas gerilmeleri ve yar  de me uzunluklar  hesaplanm , buna ba  

olarak da simetri ekseni üzerindeki boyutsuz normal gerilme da lar  ve simetri ekseni 

yak nda ortaya ç kan boyutsuz kayma gerilmesi da lar  hesaplanm r. Ayr ca çe itli 

boyutsuz büyüklükler için x ekseni boyunca tabakalar aras ndaki ve alt tabaka ile elastik 

yar  sonsuz düzlem aras ndaki x  boyutsuz normal gerilmesinin de imi incelenmi tir. 

Yine bu çal mada çe itli boyutsuz büyüklükler için tabakalar aras ndaki ve alt tabaka ile 

elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki ilk ayr lma yükleri ve ilk ayr lma uzakl klar  elde 

edilmi tir. Bütün bu gerilme ve yer de tirme de erlerinin panç yar çap , yük oran , 

malzeme özellikleri, tabaka yükseklikleri oran  gibi boyutsuz büyüklüklerle olan 

de imlerinin irdelenmesinden elde edilen sonuçlar a da verilmi tir. 

Panç yar çap n artmas  durumunda panç n üst tabakaya de me uzunlu u artmakta, 

buna ba  olarak temas gerilmeleri azalmaktad r. 1 / ( / )P h  yük oran n artmas  

durumunda ise de me uzunlu u azalmakta, temas gerilmeleri ise artmaktad r. Alt 

tabakan n rijitli inin üst tabakaya göre azalmas  veya elastik yar  sonsuz düzlemin 

rijitli inin alt tabakaya göre azalmas  durumlar nda da panç n üst tabakaya de me 

uzunlu u artmakta, temas gerilmeleri ise azalmaktad r. Alt tabakan n yüksekli inin toplam 

tabaka yüksekli ine oran  artt kça de me uzunlu u artmakta, temas gerilmeleri buna ba  

olarak azalmaktad r. Panç n de me uzunlu u artt kça, yük daha geni  bir alana 

yay ld ndan panç alt ndaki temas gerilmeleri azalmaktad r. Temas gerilmeleri x=0 

noktas nda en büyük de erine ula makta, temas n sona erdi i x a  noktalar nda s r 

olmaktad r. 

x  boyutsuz normal gerilmesinin da  simetri ekseni ve x ekseni boyunca, y  

boyutsuz normal gerilmesinin da  y simetri ekseni boyunca, xy  boyutsuz kayma 

gerilmesinin da  da y simetri ekseni yak nda x/h=0.5 kesiti boyunca ara lm r.  

Simetri ekseni boyunca x  boyutsuz gerilme da nda her iki tabakada ayr  ayr  çekme 
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ve bas nç bölgeleri meydana gelmekte, kiri lerin e ilme halinde oldu u gibi tabakalar n da 

üst bölgelerinde bas nç, alt bölgelerinde ise çekme gerilmeleri olu maktad r. Elastik yar  

sonsuz düzlem için ise x  boyutsuz gerilmesi en büyük de erini alt tabakaya de me 

yüzeyinde almakta ve derine inildikçe ( y ) her yerde bas nç gerilmesi olacak ekilde 

azalarak s r de erine yakla maktad r. Panç yar çap  artt kça veya 1 / ( / )P h  yük oran  

azald kça x  boyutsuz normal gerilmesinin de eri tabakalarda ve elastik yar  sonsuz 

düzlemde azalmaktad r. Alt tabakan n rijitli i üst tabakaya göre azald kça alt tabakada ve 

elastik yar  sonsuz düzlemde x  boyutsuz normal gerilmeleri azalmakta, üst tabakadaki 

gerilmeler ise artmaktad r. Elastik yar  sonsuz düzlemin rijitli i alt tabakaya oranla 

azald kça; üst ve alt tabakada gerilmeler artmakta, elastik yar  sonsuz düzlemdeki 

gerilmeler ise azalmaktad r. Bu durumlar elastik tabakan n veya elastik yar  sonsuz 

düzlemin rijitli inin artmas  halinde söz konusu tabaka veya düzlemdeki x  normal 

gerilmelerinin de artaca  sonucunu do urmaktad r. x  boyutsuz normal gerilme 

da mlar nda dikkat çeken bir di er sonuç ise çekme ve bas nç bölgelerindeki gerilme 

alanlar n birbirine e it olmas r. Bu e itli in sa lanmas  denge ko ulu için önemlidir.  

Tabakalar n kütle kuvvetleri hesaba kat lmas  durumunda tabakalarda x  boyutsuz normal 

gerilmeleri artmaktad r. Kütle kuvvetleri artt kça gerilmelerde buna ba  olarak 

artmaktad r. Panç yar çap  artt kça veya yük oran  azald kça tabakalardaki gerilme 

da mlar  lineerli e yakla maktad r. Alt tabakan n rijitli i üst tabakaya göre azald kça üst 

tabakadaki  x  boyutsuz gerilme da  lineerli e yakla makta, alt tabakada ise gerilme 

da  lineerlikten uzakla maktad r. 

x  boyutsuz normal gerilmesinin x ekseni boyunca incelenmesi sonucunda, gerek 

tabakalar aras ndaki gerekse alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki de me 

yüzeyinde x=0’dan itibaren çekme gerilmeleri olu makta ve x ekseninden uzakla kça 

azalarak belli bir de erden sonra bas nç gerilmeleri olu makta, belli bir noktada bas nç 

gerilmeleri maksimum de erine ula ktan sonra azalarak s ra yakla maktad r. Alt 

tabakan n rijitli i üst tabakaya göre artt kça tabakalar aras ndaki 
1 2( , ) / ( / )x x h P h  

boyutsuz gerilmesinin çekme ve bas nç bölgelerinde ald  maksimum de erler azal rken, 

alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras ndaki 
2
( ,0) / ( / )x x P h  boyutsuz gerilmesinin 

çekme ve bas nç bölgelerinde ald  maksimum de erler artmaktad r. Ayr ca alt tabakan n 
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rijitli i üst tabakaya göre artt kça bas nç gerilmelerinin maksimum de erine ula  nokta 

hem tabakalar aras nda hem de alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras nda y 

eksenine daha yak n olmaktad r. Elastik yar  sonsuz düzlemin rijitli i alt tabakaya göre 

artt kça, tabakalar aras ndaki 
1 2( , ) / ( / )x x h P h  boyutsuz gerilmesi ve alt tabaka ile elastik 

yar  sonsuz düzlem aras ndaki 
2
( ,0) / ( / )x x P h  boyutsuz gerilmesinin çekme bölgelerinde 

ald  maksimum de erler azalmaktad r. Bas nç bölgelerinde ise tabakalar aras nda 

maksimum de erler birbirine yak n ç karken, alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem 

aras nda söz konusu de erler azalmaktad r. Tabakalar n kütle kuvvetleri art ld kça 

1 2( , ) / ( / )x x h P h  boyutsuz gerilmesinin çekme bölgesinde ald  maksimum de erler 

azal rken, bas nç bölgesinde ald  maksimum de erler artmaktad r. Ayr ca tabakalar n 

kütle kuvveti ayn  oranda art ld nda, tabakalar aras ndaki 
1 2( , ) / ( / )x x h P h  boyutsuz 

gerilmesinin bas nç bölgesinde maksimum de erine ula  noktalar y eksenine e it 

uzakl kta olmaktad r. 

y  boyutsuz normal gerilmeleri en büyük de erini panç n de me yüzeyinde 

(y=h’da) almakta ve pançtan uzakla kça (derine inildikçe) azalarak s r de erine 

yakla maktad r. Tabakalar n de me yüzeyinde ve alt tabaka ile elastik yar  sonsuz 

düzlemin de me yüzeyinde gerilmeler ayn  de erleri almakta, problemin tan nda verilen 

r artlar  sa lanmaktad r. Panç ile üst tabaka aras ndaki temas yüzeyinin küçük olmas  

halinde de me bölgesinde tekil yük haline benzer bir singülarite nedeniyle y  boyutsuz 

normal gerilmeleri de me bölgesine yakla kça h zla büyümektedir. Kesit boyunca derine 

inildikçe singülarite etkisini kaybetmekte ve gerilmeler azalarak s r de erine 

yakla maktad r. Panç yar çap n artmas  veya 1 / ( / )P h  yük oran n azalmas  

durumlar nda y  boyutsuz normal gerilmesinin de erleri azalmaktad r. Alt tabakan n 

rijitli inin üst tabakaya göre artmas  veya elastik yar  sonsuz düzlemin rijitli inin alt 

tabakaya göre artmas  durumlar nda y  boyutsuz normal gerilmesi artmaktad r. 

Tabakalar n kütle kuvvetlerinin hesaba kat lmas  durumunda ise y  boyutsuz gerilme 

da  kütle kuvvetsiz halin aksine yüzeyden derine inildikçe art  göstermektedir. Alt 

tabaka üst tabakaya göre daha rijit seçildi inde ve alt tabakan n yüksekli i art ld kça 

temas yüzeyine yak n bölgelerde y  boyutsuz gerilmesi artmaktad r. 
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Kayma gerilmeleri ( ,0)xy x , 2( , )xy x h  ve ( , )xy x h  de me yüzeyleri boyunca s r 

olmakta ve problemin tan nda verilen s r artlar  sa lanmaktad r. Tabakalarda kayma 

gerilmelerinin maksimum de eri tabakalar n orta noktas nda veya bu noktaya çok yak n bir 

yerde olmaktad r. Tabakalarda ve elastik yar  sonsuz düzlemde boyutsuz kayma 

gerilmeleri panç yar çap  artt kça azal rken, 1 / ( / )P h  yük oran  artt kça artmaktad r. 

Ayr ca elastik yar  sonsuz düzlemde panç yar çap  artt kça kayma gerilmesinin maksimum 

de erini ald  nokta alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzemin temas yüzeyinden 

uzakla maktad r. Alt tabakan n rijitli i üst tabakaya göre art ld nda ve elastik yar  

sonsuz düzlemle alt tabakan n malzeme özellikleri ayn  seçildi inde boyutsuz kayma 

gerilmeleri alt tabaka ve elastik yar  sonsuz düzlemde artarken üst tabakada azalmaktad r. 

Tabakalar n malzeme özellikleri ayn  seçilip elastik yar  sonsuz düzlemin rijitli i alt 

tabakaya göre art rsa elastik yar  sonsuz düzlemde kayma gerilmesi de erleri artarken 

tabakalarda ise azalmaktad r. 

Çe itli boyutsuz büyüklükler için tabakalar aras ndaki ve alt tabaka ile elastik yar  

sonsuz düzlem aras ndaki ilk ayr lma yükleri ve ilk ayr lma uzakl klar  belirlenmi tir. 

Yap lan nümerik analizler sonucu ilk ayr lmalar genelde tabakalar aras nda gerçekle mekte 

olup, alt tabakan n yüksekli i üst tabakan n yüksekli ine e it veya daha küçük seçildi inde 

ve alt tabakan n rijitli inin üst tabakaya ve elastik yar  sonsuz düzleme göre daha fazla 

olmas  durumunda ilk ayr lma alt tabaka ile elastik yar  sonsuz düzlem aras nda 

gerçekle mektedir. Panç yar çap  artt kça her iki de me yüzeyinde de ilk ayr lma yükleri 

ve ilk ayr lma uzakl klar  artmaktad r. Yani panç yar çap  artt kça ayr lmalar daha zor 

olmaktad r. 1 / ( / )P h  yük oran  artt kça her iki de me yüzeyinde de ilk ayr lma yükleri 

ve uzakl klar  azalmakta, yani ayr lmalar daha kolay gerçekle mektedir. Alt tabakan n 

rijitli i üst tabakaya göre artt kça veya elastik yar  sonsuz düzlemin rijitli i alt tabakaya 

göre artt kça ilk ayr lma yükleri ve uzakl klar  azalmaktad r. Alt tabakan n yüksekli inin 

toplam tabaka yüksekli ine oran  giderek art ld nda, alt tabaka ile elastik yar  sonsuz 

düzlem aras ndaki ilk ayr lma yükleri genelde art  göstermekle birlikte azal larda 

olabilmektedir. Tabakalar aras nda da benzer durum söz konusu olmaktad r. Ayr ca elastik 

yar  sonsuz düzlemden üst tabakaya do ru gidildikçe daha rijit malzemelerin seçilmesi 

durumunda gerek tabakalar aras nda gerekse alt tabaka elastik yar  sonsuz düzlem aras nda 

ilk ayr lma yükleri di er durumlara göre daha büyük olmakta, yani ayr lmalar daha zor 

meydana gelmektedir. 
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