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Yiksek Lisans Tezi
OZET

RIJIT DAIRESEL BiR PANC ARACILIGIYLA YUKLENMIS VE ELASTIK YARI
SONSUZ DUZLEME OTURAN IKi ELASTIK TABAKANIN SUREKLI TEMAS
PROBLEMI

Erdal ONER

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitis
Insaat Miihendisligi Anabilim Dal:
Danisman: Prof. Dr. Ahmet BIRINCI
2011, 95 Sayfa

Bu calismada, rijit dairesel bir pang araciligi ile yiklenmis ve elastik yari1 sonsuz dizleme
oturan elastik 6zellikleri ve yukseklikleri farkl: iki elastik tabakanin stirekli temas problemi
elastisite teorisine gore cozilmistlr. Birinci bolimde, temas problemlerinin tarihsel
gelisiminden bahsedilmis ve temas problemleri ile ilgili daha 6nce yapilmis bazi ¢alismalar
Ozetlenmistir. Bu bolimde ayrica, elastisite teorisine ait temel denklemler ve integral
dondstim teknikleri kullanilarak gerilme ve yer degistirmelerin genel ifadeleri elde
edilmistir. ikinci bélumde problemin tanmmi yapilmistir. Probleme ait smir sartlarina
gerilme ve yer degistirme ifadeleri uygulanmis, problem panc altindaki temas gerilmesinin
bilinmeyen oldugu bir tekil integral denkleme indirgenmistir. Integral denklem dairesel
pan¢c profili icin sayisal olarak ¢Ozulmus ve pang altindaki temas gerilmeleri

hesaplanmistir. Pan¢ altindaki temas gerilmelerine bagli olarak da normal gerilmeler ve

kayma gerilmesi, x ekseni boyunca O, normal gerilmesi, tabakalar arasindaki ve alt tabaka

ile elastik yar1 sonsuz dizlem arasindaki ilk ayrilma yukleri ve ilk ayrilma uzakliklar:
belirlenmistir. Uciincii boliimde, ikinci bolimde verilen problemin cesitli boyutsuz
blyuklikler i¢in sayisal uygulamas: yapilmstir. Farkl yuk, malzeme ve geometrik verilere
gore degme gerilmeleri, degme uzunluklari, gerilme bilesenleri, ilk ayrilma yukleri ve ilk
ayrilma uzakliklar: sayisal olarak elde edilmistir. Sonuglar tablo ve grafikler Uzerinde
gOsterilmis ve irdelemesi yapilmistir. DOrdlinct bolimde calismadan cikarilan sonuglar

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Elastisite Teorisi, Temas Gerilmesi, Integral Denklem, integral
Doniisiim Teknigi, Ik Ayrilma Yk, Ilk Ayrilma Uzakhg:.
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Master Thesis
SUMMARY

THE CONTINUOUS CONTACT PROBLEM FOR TWO ELASTIC LAYERS LOADED
BY MEANS OF A RIGID CIRCULAR PUNCH AND RESTING ON AN ELASTIC
HALF INFINITE PLANE

Erdal ONER

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Civil Engineering Graduate Program
Supervisor: Prof. Ahmet BIRINCI
2011, 95 Pages

In this study, the continuous contact problem for two elastic layers, having different
heights and elastic constants, loaded by means of a rigid circular punch and resting on an
elastic half infinite plane is considered according to the theory of elasticity. In the first
chapter, the historical development of contact problems are mentioned and some studies
which are done on contact problems are summarized. In addition, general expressions of
stresses and displacements are obtained by using the fundamental equations of theory of
elasticity and integral transformation technique. In the second chapter, the problem is
described. Stress and displacements expressions are substituted into the boundary
conditions of problem and the problem is reduced to a singular integral equation, which the
contact stress under the rigid punch is the unknown function. The integral equation is
numerically solved for circular punch profile and the contact stress distribution under the
punch is obtained. Depending on the contact stresses under the punch, the normal stresses

and the shear stress, O, along the x axis, initial separation loads and initial separation

distances of between elastic layers and between lower layer with elastic half infinite plane
are determined. In the third chapter, the numerical applications of the problem given in the
previous chapter for various dimensionless quantities are done. The contact stresses, the
contact lengths, stress components, initial separation loads and initial separation distances
are obtained numerically for different parameters of load, material and geometry. Results
are shown and discussed in graphics and tables. In the fourth chapter, the conclusions
drawn from this study are given.

Key Words :  Theory of Elasticity, Contact Stress, Integral Equation, Integral Transform
Technique, Initial Separation Load, Initial Separation Distance
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uzunluklarmin degisimi (y, =y, =x. =2, h, /h =1 p, [, =2,

Tabakalarin kayma moddlleri oranina bagli olarak yar: degme
uzunluklarmin degisimi (y, = x, = x; =2, h,/h =1 R/h =500,
LT (PTR)Y=T100) i 53

Panc yaricapinin gesitli degerleri icin yar1 degme uzunluklarmnin tabaka
yukseklikleri ile degisimi (y, =y, =x:=2, h,/h =1 p, [y =1,

lLl?)/lLlZ :11:L11/(P/h):500) 54

Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz duzlemin kayma modulleri oranina bagh
olarak tabakalar arasindaki ilk ayrilma yukleri ve ilk ayrilma uzakliklarmin

tabakalarin kayma modilleri orant ile degisimi (h,/h =1,
R/h=100, 1 /(P/h)=500,p,/ p,=1) 76

Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modulleri oranina bagl
olarak alt tabaka-elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ilk ayrilma yikleri ve
ilk ayrilma uzakliklarinin tabakalarin kayma modilleri orani ile

degisimi (h, /=1, R/h=100, g /(P/h)=500, p,/ p, =1)

Tabakalarin ve elastik yar1 sonsuz duzlemin malzeme Ozelliklerine bagl
olarak tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiklerinin ve ilk ayrilma
uzakliklarmin alt tabaka ylksekliginin toplam tabaka yiksekligine orani ile

degisimi (R/h=100, w /(P/h)=500,p,/ p, =1)

Tabakalarin ve elastik yar1 sonsuz duzlemin malzeme Ozelliklerine bagl
olarak alt tabaka ile elastik yari1 sonsuz dizlem arasindaki ilk ayrilma
yuklerinin ve uzakliklarinin alt tabaka yiiksekliginin toplam tabaka

yiiksekligine orant ile degisimi (R/h=100, x /(P/h)=500, p,/ p,=1) 77
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SEMBOLLER DiZiNi

Rijit pang ile (1) nolu tabaka arasindaki yar1 degme uzunlugu
Hacim degistirme orani

Elastisite moduli

Rijit pang profilini tanimlayan fonksiyon

F(x) fonksiyonunun x’ e gore tirevi

X, y ve z eksenleri dogrultusundaki kitle kuvveti bilesenleri
Kartezyen koordinatlar

Tabakalarin toplam yiksekligi

1 nolu tabakanin (Ust tabakanin) yiksekligi

2 nolu tabakanin (alt tabakanin) yuksekligi

X, y ve z eksenlerine paralel dogrultulardaki normal gerilme bilesenleri
Kayma gerilmesi bilesenleri

Tabakalarin kayma moduilleri oran:

Elastik yar1 sonsuz dizlem ile 2 nolu tabakanin kayma modulleri orani
Rijit pancga uygulanan tekil kuvvet

Rijit pang altindaki temas gerilmesi fonksiyonu

Dairesel pancin yarigap1

Kartezyen koordinatlardaki yer degistirme bilesenleri

Kritik ayrilma uzakhg: (ilk ayrilma uzakligr)

Turev operatori

Lamé sabiti

Yuk faktori

Kritik yuk faktoru (kritik ayrilma yuk)

Kayma moduli
Malzeme sabiti
Poisson orani

Laplace operatori

1 nolu tabakanin (Ust tabakanin) yogunlugu
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Jo 2 nolu tabakanin (alt tabakanin) yogunlugu

v Ters Fourier doniisim fonksiyonlar

A Katsayilar matrisinin determinanti

£1 8, X, y dogrultularindaki uzama sekil degistirme bilesenleri

Yy Kayma sekil degistirme bileseni

o Pancin altindaki tabakada meydana gelen en blyik yer degistirme

Not: Bu listede verilmeyen bazi semboller metin icerisinde ilgili olduklar1 yerlerde
tanimlanmiglardir.

XVI



1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Cogu yapilarin ve mekanik sistemlerin elemanlar: birbirleri ile temas halindedir. Bu
temasin karakteri, cisimlerin gerilmeleri birbirlerine iletis sekilleri, temas halindeki
cisimlerde meydana gelen sekil degistirmeler, temas uzunluklari1 ve degme bdlgesindeki
temas gerilmesi dagilimi yapmin davranisinda 6nemli rol oynamaktadir. Demiryollari,
akaryakit tanklari, temeller, yol ve havaalan: Ust yapilari, tahil silolars, silindirik miller ve
bilyeler temasin s6z konusu oldugu mihendislik uygulamalarindan bazilaridir. Tasit
carpismalarinin  similasyonu, insan eklemlerinin davranisi gibi konular da temas
probleminin uygulama sahasina girmektedir (Comez, 2009).

Mihendislik yapilarinda gerilme ve sekil degistirme problemlerinin ¢dztmiinde
¢cogu zaman elemanter teori yetersiz kalmakta, elastisitenin karisik ve uzun ifadelerine
ihtiya¢ duyulmaktadir. Elemanter teoriye gore daha kesin sonu¢ veren elastisite teorisi
yardimiyla problemlerin ¢6zumu, bilgisayar teknolojisi ve sayisal ¢dziim yontemlerinin
gelismesine paralel olarak yogunluk kazanmis ve bu konudaki ¢alismalarin sayisinda
onemli Olclide artis kaydedilmistir. Son yillarda integral dontsim teknikleri, sonlu
elemanlar, siir elemanlar: ve sonlu farklar gibi yontemler kullanilarak temas problemleri
ile ilgili pek cok calisma yapilmstir. Bu calismalarda tabakalar (kirisler) genellikle elastik
yarim duzlem ya da rijit strekli temel tzerine oturmustur. Ancak elastik tabakalarin rijit

mesnetlere, elastik ¢eyrek diizlemlere vs. oturdugu ¢alismalar da mevcuttur.

1.1.1. Temas Problemlerinin Tarihsel Gelisimi

Degme mekanigi konusunun, Heinrich Hertz tarafindan 1882 yilinda yazilan "On the
contact of elastic solids" adli makaleyle basladigi sOylenebilir (Johnson, 1985).
Sdrtinmesiz ylzeyler ve tam elastik cisimleri ¢alismalarina konu edinen Hertz, iki elastik
cismin birbirine degmesi durumunda degme bolgesinin eliptik oldugunu kabul etmis, sekil
degistirme ve degme gerilmelerini incelemis, ayrica buldugu sonuglari rijit diizleme oturan
farkli geometrilere sahip problemlere uygulamistir. Bu tip problemler Hertz degme

problemi olarak adlandiriimistir.



Degme problemleri lzerine yapilan c¢aligmalar, kompleks degiskenler yonteminin
Muskhelishvili tarafindan gelistirilmesi (Muskhelishvili, 1953) ve 6zellikle Sneddon’ un
integral doniisim tekniklerini elastisite teorisinde kullanmasiyla (Sneddon, 1951) artmaya
baslamigtir. Degme problemi ile ilgili calismalarin 1950'li yillara kadar olan literaturi ve
coziim yontemleri Galin’ in eserinde belirtilmistir (Galin, 1961). Integral Doniisim
Tekniklerinin bu probleme uygulanma yontemleri ise Uffliand’ in eserinde verilmistir
(Uffliand, 1965).

Weitsman (1969), elastik yarim duzlem ve plak arasinda degme bolgesinin uzunlugu
ile ilgili bilgi saglamak amaciyla elastik plak ve elastik yari1 sonsuz duzlem arasindaki
strekli degmeyi incelemistir. Yarim duzleme oturan plak agirhiksiz kabul edilip, smirlama
olmaksizin elastik duzleme merkezi bir yik ile bastrilmistir. Sinirlama olmadigindan
cekme gerilmeleri plak ve elastik mesnet arasinda ara ytizeylerde aktarilmamistir.

Dhaliwal (1970), rijit bir blok ile bastirilan yar1 sonsuz diizlem problemini pangin
dairesel profilde olmasi durumunda incelemistir. Karigik smir deger problemi ikinci tip
Fredholm integral denklemine indirgenmis, kuvvet serileriyle ve sayisal yontemlerle
integral denklem ¢ozilmustar. Rijit pancin silindirik, konik, kiresel, parabolik ve eliptik
olmas1 durumlari i¢in ¢6ziim genisletilmis, her bir panc profili igin pangin elastik tabakada
meydana getirecegi ¢cokmeyi saglayabilecek kuvvetin degeri, bu ¢okmenin miktari, serbest
yuzeydeki yer degistirmenin degisimi ve degme gerilmesini veren ifadeler elde edilmistir
(Dhaliwal ve Rau, 1970). Elde edilen ifadelerden faydalanarak, sayisal c¢6zumler
grafiklerle verilmistir (Dhaliwal ve Rau, 1972).

Conway (1971), iki sabit silindir ile bastirilan ve silindirler arasindan bir kuvvetle
yatay olarak ¢ekilen tabakanin strtiinmeli degme problemini incelemislerdir. Surtinmenin
normal degme gerilmesine etkisi incelenmis ve bu etkinin ¢cok az miktarlarda oldugu
goralmistar.

Keer ve Chantaramungkom (1972), elastik duzlem ile elastik tabaka arasinda
strtinmesiz degme problemini incelemislerdir. Tabakanin belirli bir uzunlugu disinda tim
yuzeyi Unlform yayili yUk ile yiklenmis olup tabaka ile diizlem arasinda yayili yikin etki
etmedigi mesafeden daha kigik bir ayrilma bolgesi meydana gelecegi kabul edilerek,
problem Papkovich-Neuber potansiyelleri kullanilarak ¢ozulmustar.

Chen ve Engel (1972), elastik yarim duzlemle sinirlandirilmis ¢ok tabakal: diizlemin
gerilme analizini, farkli pang profilleri ve tabaka kahnliklarinin farkli degerleri igin

incelemislerdir.



Keer vd. (1972), yayili yik ile yiklenmis ve elastik yarim dizlem Uzerine oturan,
sonsuz uzunluklu elastik tabakanin degme problemini ele almslardir. Gerilme ve yer
degistirmeler Papkovich-Neuber potansiyelleri cinsinden yazilmis, integral dontsim
teknikleri kullanilarak, dizlem gerilme problemi ve donel simetrik problem olarak
¢ozimler bulunmustur.

Erdogan ve Ratwani (1974), iki elastik ceyrek diizlem Uzerine oturan elastik tabakada
surtinmesiz degme problemini ele almislardir. Calismada, degme bdlgesinin dis yikin
blyikliginden bagimsiz, fakat, yik genisligine bagli oldugu gosterilmistir. Problem
genellestirilmis Cauchy c¢ekirdekli bir tekil integral denkleme indirgenmis ve cesitli sayisal
sonuclar sunulmustur.

Civelek ve Erdogan (1975), rijit bir diizleme oturan ve dogrusal yayili yuk etkisi
altindaki elastik tabakanin simetri ekseninden bir tekil ylkle kaldirilmasi problemini ele
almuglardir. Coziimde tabakanin agirhg: hesaba katilmistir. Once tabakanin rijit diizlemden
ayrilmasina sebep olan en kicuk yuk degeri belirlenmis ve ardindan sureksiz degme
problemi tekil integral denkleme indirgenerek, kritik yikten buyik yikler icin meydana
gelen ayrilma bolgesi ve gerilme dagilisi sayisal olarak elde edilmistir.

Spence (1975), dikdortgen veya egrisel profillerdeki donel simetrik pangla bastirilan
elastik yarim duzlemin surtinmeli degmesinin, Coulomb'un sdrtinme kanununa gore
karigik siir deger problemi olarak formilasyonunu yapmistir.

Adams ve Bogy (1977), farkl elastik 6zelliklere sahip yarim dizlem ile yar1 sonsuz
tabaka arasindaki degme problemini incelemislerdir. Integral denklemleri cikarilimis
sonuclar cesitli kalinlik oranlar1 i¢in verilmistir. Degme gerilmeleri hesaplanarak grafiklerle
sunulmustur.

Gegit ve Erdogan (1978), elastik bir tabakanin rijit bir dizlem Gzerine oturdugu ve
eksenel simetrik yik etkisinde oldugu strtiinmesiz temas problemini incelemisler, ayrilma
bolgesinin blydkligl ve temas gerilmesinin dagilimi ile ilgili sonuglar: vermislerdir.

Agarwal (1978), sonlu uglariyla birbirlerine birlestirilmis ve bu uglardan uzakta etki
ettirilen yayili yik ile gekilmeye calisan yari sonsuz silindirlerin donel simetrik degme
problemini ele almislardir. Integral déntsim teknikleri ile sonsuz uzunluklu silindir ve
yarim dizlem ¢Ozumlerinin stiperpozisyonundan yararlanilarak problem lineer denklem
takimina indirgenerek c¢Ozilmistir. Degisik malzeme 0Ozellikleri igin silindirlerin ara

yuzlerindeki normal ve kayma gerilmesi dagilimlari elde edilmistir.



Adams (1978), elastik yarim diizlem (zerine oturan bir elastik tabakanin izerinde
sabit hizla hareket eden tekil ylk problemini ele almistir. Arastirmaci, problemin simetrik
ve simetrik olmayan iki problemin toplam: seklinde distnulebilecegini gostererek, elde
ettigi bu yeni karigik sinir deger problemlerini integral denklemlere indirgemis ve ¢ézim
yapmistir.

Cakiroglu (1979), elastik yarim diizleme oturan elastik tabakanin rijit diiz bir blokla
bastirilmas: ile meydana gelen surekli ve sureksiz degme problemlerini incelemistir.
Cozumde kutle kuvvetleri hesaba katilmistir. Blok altindaki degme gerilmesi, ilk ayrilma
uzakhigi ve ilk ayrilma yiki, bu yikten buyuk yikler icin meydana gelen ayrilma
bolgesinin uzunlugu ve acilma miktar1 ile gerek slrekli gerekse streksiz degme
problemleri icin tabaka-yarim dizlem ara yizeyindeki degme gerilmesi yayilisina ait
sayisal sonuglar sunulmustur.

Gegit (1980), elastik tabaka ile elastik yarim diizlem arasindaki stirekli ve streksiz
degme problemini incelemistir. Elastik tabaka st tarafindan dizgin yayili yik ile
yuklenmis ve bu yuke ilaveten tabakay: kaldirmaya calisan veya tabakayi bastiran tekil yik
etki ettirilmesi durumlari igin ayr1 ayri ¢cozimler yapilarak ilk ayrilmay: baslatan kritik yuk
ve tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmesi yayilisi elde edilmistir.

Comninou vd. (1980), yar1 sonsuz duzlemle ayni malzeme 6zelliklerine sahip elastik
sonsuz tabakanin surtinmeli degme problemini incelemislerdir. Dizgin yayili yuk ile
dizleme bastirilirken tekil yukle de kaldirilan tabakanin, dizlemle yapisik kaldigir ve
kaydigi bolgeler bulunarak sirtinmenin normal gerilme ve kayma gerilmelerine etkisi
incelenmistir.

Egrisel bir panc ile kenarlarindan basit veya ankastre mesnetlere oturan dairesel
plagin degme problemi Keer ve Miller (1983) tarafindan incelenmistir. Panc¢ ile plagin
temas uzunlugu bilinen olarak alinmis, elastik sonsuz tabakanin elastisite teorisi ¢zuma ile
mesnet tepkilerini karsilayabilmek igin basit egilme etkisindeki plagin plak teorisine gére
¢OzUmunun superpozisyonu alinarak yaklasik bir ¢ozim gelistirilmistir. Bulunan degme
gerilmesi degerleri Hertz Teorisi ve Plak Teorisi ile karsilastirilmis ve yontemlerden elde
edilen sonuclar arasinda ¢ok yakin degerler elde edilemedigi gorulmistr.

Adams ve Zied (1984), elastik yarim dizlem tizerinde sabit hizla hareket eden elastik
yart sonsuz serit problemini ¢6zmuslerdir. Arastirmacilar, dizlem elastisite teorisini

kullanarak, ara yizeydeki degme gerilmesi dagilimini degisik malzeme kombinasyonlari,



ve surtiinme katsayilar igin elde etmiglerdir. Calismada, hem gerilme siddeti faktorinin
hem de gerilme tekilliginin kayma hizi ile iligkisi ortaya konulmustur.

Keer vd. (1984), elastik ceyrek diizlem ve bu duzlemin Gzerine oturan rijit blogun
strtuinmesiz degme problemini incelemislerdir. Problemin sayisal ¢ézimdi igin tahmini bir
degme bolgesi tayin edilmis ve degme bdlgesi dikdortgensel bolgelere ayrilarak her bir
bolgedeki gerilmenin sabit oldugu distnulmustur. Bu sekilde integral denklem lineer
denklem sistemine donusturulerek iterasyonlar sonucunda gercek degme bdlgesi ve degme
bolgesindeki gerilme dagilimi elde edilmistir.

Fabrikant ve Sankar (1984), homojenligi derinligiyle degisen elastik yarim dizlem
probleminin kesin ¢6zumini donel simetrik problem olarak arastirmiglardir. Pang
problemi verilen ¢ozim yontemiyle ele alinmis ve pang altindaki degme gerilmesini veren
ifadeler elde edilmistir.

Gecit ve Gokpinar (1985), rijit dairesel bir mesnete oturan elastik bir tabakanin
degme problemini incelemislerdir. Tabaka ile mesnet arasinda sirtinme olmadig: ve
degme yuzeyleri boyunca sadece basing gerilmelerinin aktarildigi varsayilmistir.
Tabakalarin Ust yuzeyine Gniform bir basing uygulanmis, farkli blok sekilleri icin degme
yuzeyindeki gerilme yayilisi, degme uzunlugu ve normal gerilmeler hesaplanmistir.

Loboda ve Tauchert (1985), alttan tam bagli, sonsuz uzunluklu ortotropik tabakaya
sonlu ucuyla oturan yar1 sonsuz ortotropik tabakanin, yapisik ve yapisik olmayan degme
problemini incelemiglerdir. Degme bélgesinden sonlu bir mesafede yari1 sonsuz tabakay:1
boyuna veya enine ¢ekmeye c¢alisan simetrik tekil kuvvetler etkisinde ara ytzdeki normal
ve kayma gerilmelerinin dagilimi elde edilmistir.

Gecit (1986), elastik yar1 sonsuz dairesel silindir ile bir elastik yarim dizleme oturan
tabaka icin eksenel simetrik degme problemini ¢ozmistir. Strtinme olmadig1 ve ¢cekme
gerilmelerinin degme yulzeyi boyunca aktarilmadig: kabul edilmistir. Yer degistirme ve
gerilmeler integral donusum teknikleri kullanilarak elde edilmistir. Sayisal ¢Ozimler
yapilmis degisik malzeme 6zellikleri ve kesit boyutlari igin degme uzunluklari, degme
gerilmesi dagilimlar1 bulunmus, grafiklerle sunulmustur.

Gegcit ve Yapici (1986), rijit duz bloklar Gizerine oturan elastik tabaka problemini ele
almiglardir. Strekli ve streksiz degme problemleri ayri ayr1 incelenerek, degme gerilmesi,

eksenel gerilme ve ayrilma bolgesi ile ilgili sayisal sonuclar sunulmustur.



Fabrikant ve Sankar (1986), simetri ekseni boyunca herhangi bir noktadan tekil yike
maruz enine izotropik elastik yarim duzlem ile rijit dairesel blok arasindaki etkilesim
problemini incelemisglerdir.

King ve O'Sullivan (1987), rijit dairesel pangla bastirilan, tabakali elastik yarim
dizlemin strtinmeli degme problemini ele almiglardir. Tek bir tabaka ve elastik yarim
dizlemin degme problemi dizlem sekil degistirme hali igin detayl: olarak incelenmis ara
yuzdeki gerilme dagilimlar1 incelenmistir. Tabakanin membran yaklasik ¢ozimi de
bulunmus ve diger sonuclarla karsilastirilmistir.

Nowell ve Hills (1988), bir hibrid metot kullanarak, ince bir elastik serit ile simetrik
yerlestirilmis tekerlekler arasinda meydana gelen duzlemsel degme problemini ele
almglardir. Arastirmacilar, slrtinmesiz ve surtinmeli degme problemleri icin yuzey
gerilmelerini elde etmisler; ayrica, yapisma ve kayma bdlgelerinin detayl: bir analizini
yapmislardir.

Blaibel ve Gegit (1989), serbest kenarlari kisa u¢ boyunca moment etkisindeki
sonsuz seritle sinirl yar1 sonsuz seritin egilme problemini ele almislardir. Sonsuz serit alt
bolgesinden rijit mesnetle sinirlandiriimis olup her iki malzeme de izotropiktir. Problem
integral donustum teknigi yardimi ile ¢ozulmistr.

Sabin ve Kaloni (1989), elastik yarim diizlem Gzerinde disey ekseni etrafinda donen
rijit bir cismin degme problemini slrtinmeyi de hesaba katarak ikinci mertebe elastisite
teorisi ile cozmuslerdir. Blok altindaki degme gerilmesi, yiizey yer degistirme sekli, batma
derinligi ve blogu dondirmek igin gerekli momentle ilgili genel formiilasyon sunulmustur.

Cakiroglu ve Erdol (1989), calismalarinda elastik zemine oturan malzeme sabitleri
ve yukseklikleri farkl: iki tabakanin birbiri Gstline oturtulmasindan meydana gelen bilesik
tabaka problemini ¢ozmuslerdir. Butln yuzeylerin sirtinmesiz oldugu, elastik zemine ait
kitle kuvvetinin olmadig1 kabul edilmistir. Ayrica tabakalar tstten diizgln yayili yik ve
tekil yUk ile kendi agirhig: etkisi altinda bulunmakta olup gerilmeler, yer degistirmeler, ilk
ayrilma uzakliklar1 ve bu ilk ayrilmay: meydana getiren dis yuklere ait nimerik sonuclar
elde edilmistir.

Cakiroglu (1990), elastik yar1 sonsuz dizleme oturan bilesik tabakalarin temas
problemini incelemistir.

Dempsey vd. (1990), Winkler temeline oturan sonsuz uzunluktaki elastik tabakanin
degisik ylklemeler altindaki degme problemini ele almiglardir. Tabakaya Ust kismindan

tekil yiik veya diizgun yayili yik etki etmesi, tekil yukun egrisel bir blok veya dikdortgen



blok araciligiyla tabakaya iletilmesi durumlari, elastisite teorisi ve Kiris teorisine gore ayri
ayrt ¢ozilmis ve sonuclar karsilastirilmigtir. Tabakanin karakteristik uzunlugunun
yuksekligine orani (bagil rijitlik orani) sekiz veya daha buyuk degerlerde olmasi halinde
her iki ¢6zimtn birbirine yakin sonuclar verdigi gorilmustr.

Cakiroglu ve Cakiroglu (1991), yar1 sonsuz dizlem ile elastik bir tabaka arasindaki
stirekli ve sureksiz degme problemini ¢ozmuslerdir. Uygulanan yuk ilk ayrilmay: saglamas,
degme yizeyinde gerilme dagilimlari uzunlugun genislige oranmin farkli degerleri ve
malzeme Ozellikleri icin grafiklerle ifade edilmistir. Slreksiz degme durumu igin tekil
integral deklem elde edilmis ve bu denklem Gauss-Chebyshev integrasyon yontemiyle
sayisal olarak ¢ozulmustur.

Binienda ve Pindera (1994), Metal-matriks ve polimer-matriks kompozit yarim
dizlemlere, rijit parabolik bir pancla bastirildiginda gosterdikleri davranisin benzerliklerini
ve farkhiliklarmi arastirmiglardir. Degme bolgesinde normal gerilme dagilimi ve degme
uzunlugunun yuk ile degisimini incelemisler, ayrica malzeme Ozelliklerinin etkilerini
izotropik, ortotropik, monoklinik tabakalardan olusturulan yarim dizlemlerin sirtiinmesiz
degme problemleri icin gelistirilen bir metotla analiz etmislerdir.

Urquart ve Pindera (1994), Elastik yarim diizleme oturan ve rijit dikddrtgen bir pang
araciligiyla yiklenen anizotropik tabakalarin degme problemini incelemislerdir.

Elastik zemine oturan, malzeme Ozellikleri ve ylkseklikleri farkl: birbirine tam bagh
iki tabakadan olusan bilesik tabakada surekli degme problemi Birinci vd. tarafindan
incelenmistir (Birinci vd., 1997).

Birinci ve Erddl (1999), basit mesnetler lzerine oturan agirliksiz iki tabakadan
olusan bilesik tabakanin surtiinmesiz degme problemini incelemislerdir. Bilesik tabaka
dairesel veya dikdortgen blok araciligiyla mesnetlere bastirilmis, her iki blok profili igin
problem ¢6zulmus degme uzunluklari, degme gerilmeleri elde edilmistir.

Ozsahin (2000), rijit iki diiz blok (zerine oturan, sonlu bir bolgede etki ettirilen
yayili yik ile bastirilan iki elastik tabakali bilesik tabakada sirekli ve streksiz degme
problemini ele almigtir. Stirekli degmede iki elastik tabaka arasinda sdrtiinme bulunmasi
ve bulunmamasi hallerinde ilk ayrilmay: meydana getiren kritik yik bulunmustur. Siireksiz
degme probleminde strtinme dikkate alinmamis, ayrilmanin iki elastik tabaka arasinda
veya bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasinda meydana gelmesi durumlar: igin problem

¢ozllmustar.



Cakiroglu vd. (2001), iki elastik tabakanin Winkler zemini yerine elastik yarim
diizleme oturmasi durumunda strekli ve stireksiz degme problemlerini incelemiglerdir.

Kahya vd. (2001), dairesel, parabolik ve dikdortgen olarak alinan farkli pang
profilleri igin rijit bir temele oturan elastik tabakanin degme problemini kitle kuvvetleri ve
strtinmeyi ihmal ederek ¢cozmiuslerdir.

Birinci vd. (2002), elastik temele oturan, farkli elastik sabitlere ve yuksekliklere
sahip iki malzemeden yapilmis tabakalara ait problemi elastisite teorisine gore
incelemiglerdir. Gerilme ve yer degistirme bilesenleri integral donisim teknikleri
kullanilarak elde edilmis, tabakalarin herhangi bir noktasinda gerilme ve yer degistirme
degerleri arastirilarak grafikleri gizilmistir.

Kahya (2003), rijit diiz bir temel Uzerine yapistirilmig, Ust tarafindan sonlu yayil
yukle bastirilan iki ortotrop, elastik ve sonsuz uzunluklu tabakadan meydana gelen bilesik
tabakada surekli ve sireksiz degme problemini incelemistir. Tabakalar arasinda ilk
ayrilmayi baslatan kritik yik degeri, ilk ayrilma uzakhgs, kritik yukin asilmas: durumunda
tabakalar arasinda meydana gelen ayrilma bélgesinin buyukligl, agilma miktar: ve her iki
problem igin tabakalarin ara yizeyindeki degme gerilmesi yayilis: elde edilmistir.

Alt tarafindan rijit olarak mesnetlenmis yapisik olmayan iki elastik tabakanin ve rijit
pancin surttinmesiz degme problemi Comez vd. (2003,2004) tarafindan incelenmistir.

Guler ve Erdogan (2004; 2007), fonksiyonel derecelendirilmis 6zellikteki tabaka ile
kapli olan elastik yarim dizlemin sirtinmeli degme problemini incelemislerdir. Kayma
moduli derinligi boyunca Ustel olarak degisen tabakaya, disey ve yatay kuvvetler
dikdortgen ve egrisel profillerde olan degisik sekillerdeki panclarin araciligiyla etki
ettirilmistir. Problem integral dontsum teknigi kullanilarak bir tekil integral denkleme
dondstirilerek gerilme dagilimlar: elde edilmistir.

Kahya vd. (2007), rijit bir pancla anizotrop elastik yarim dizleme oturan
anizotrop elastik tabakanin degme problemini incelemislerdir. Problem degme
uzunlugunun ve degme gerilmelerinin bilinmeyen oldugu tekil integral denkleme
indirgenmistir.

Ozsahin vd. (2007), rijit iki diz blok uzerine oturan degisik elastik sabitlere
ve Yyuksekliklere sahip tabakalardan olusan sistemin surtinmesiz temas problemini
elastisite teorisine gore ¢ozmislerdir. Bilesik tabaka Ust yuzeyinden smnirh bir bdlgede
yayili basing yiklnln etkisinde birakilmis, bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasinda

strtunmenin bulunmadigr kabul edilirken, tabakalar arasindaki surtinme dikkate



alinmistir. Problem degme gerilmelerinin bilinmeyen oldugu tekil integral denkleme
indirgenmis ve bu denklem sayisal olarak ¢ozulerek sonuglar: grafiklerle sunulmustur.
Adibelli vd. (2009), rijit panc ile bastirilmig ve elastik yarim dizleme oturmus

agirhiksiz cift seritte stirtinmesiz degme problemini arastirmiglardir.

1.1.2. Cahsmanin Amaci ve Kapsam

Bu calismada, rijit dairesel bir pan¢ aracilig: ile yiklenmis ve elastik yar1 sonsuz
dizleme oturan, homojen, izotrop, elastik Ozellikleri ve ylkseklikleri farkli, yapisik
olmayan iki elastik tabakanin surekli temas problemi elastisite teorisine gore
incelenmektedir.

Calismanin amaci s6z konusu temas probleminde degme uzunluklarini, rijit pang ile
Ust tabaka arasinda olusacak degme gerilmesi dagilimlarini, tabakalarin ve elastik yari
sonsuz duzlemin herhangi bir noktasinda normal gerilme ve kayma gerilmesi degerlerini
elde etmek, tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile elastik yari sonsuz duzlem arasindaki ilk
ayrilma yuiklerini ve ilk ayrilma uzakliklarini belirlemektir.

Birinci bolumde, temas problemlerinin tarihsel gelisiminden bahsedilmis, temas
problemleri ile ilgili daha 6nce yapilmis bazi calismalar 6zetlenmistir. Yine bu bdlimde,
elastisite teorisine ait temel denklemler ve integral dontsum teknikleri kullanilarak diizlem
haldeki genel gerilme ve yer degistirme ifadeleri elde edilmistir.

Ikinci bolimde problemin tanimi yapilmistir. Gerilme ve yer degistime ifadeleri
problemin smir sartlarina uygulanarak on bilinmeyenli on cebrik denklemden olusan bir
denklem sistemi elde edilmistir. Panc¢ altindaki degme gerilmesi yayilist bilinmeyendir.
Panc ile (1) nolu tabaka arasindaki disey yer degistirme fonksiyonunun tirevinin, panc
profilini tanimlayan fonksiyonun tirevine esit olmas: sarti kullanilarak problem bir
singller integral denkleme indirgenmistir. Daha sonra bu integral denklem rijit panc
profilinin dairesel olmasi durumu igin sayisal olarak ¢6zilmus ve pang altindaki boyutsuz
temas gerilmeleri hesaplanmistir. Bu boyutsuz temas gerilmelerinden faydalanilarak
simetri ekseni boyunca normal gerilmelerin ve bu eksen yakinlarindaki kayma gerilmesinin

degisimi incelenmistir. Ayrica X ekseni boyunca tabakalar arasindaki ve 2 nolu tabaka ile

elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki o, normal gerilmesi dagilimi arastirilmis, tabakalar
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arasindaki ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ilk ayrilma yukleri ve ilk
ayrilma uzakliklari belirlenmistir.

Uciincii bolimde, probleme iliskin sayisal uygulamalar yapilmistir. Farkli yik,
malzeme ve geometrik verilere gore pang altindaki degme gerilmeleri, degme uzunluklari,
gerilme bilesenleri, ilk ayrilma yikleri ve ilk ayrilma uzakliklar1 sayisal olarak elde
edilmis, bunlarin degisimleri tablo ve grafiklerle sunulmustur. Yine bu bolimde elde
edilen sonugclar irdelenmistir.

Dorduncu bolumde c¢alismadan ¢ikarilan sonuglar swralanmistir. Bu son bolimi

yararlanilan kaynaklar izlemektedir.

1.2. Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Bu kisimda, elastisite teorisinden vyararlanilarak gerilme ve yer degistirme
bilesenlerinin genel ifadeleri elde edilecektir. Bu amacgla, dnce binye denklemleri ve yer
degistirme-sekil degistirme bagintilar1 kullanilmak suretiyle denge denklemleri, yer
degistirmeler cinsinden yazilarak Navier denklemleri elde edilecektir. Yer degistirme
bilesenlerinin gerekli tlrevleri Navier denklemlerinde yerine yazilarak elde edilecek adi
diferansiyel denklem takimmnin ¢6zimi sonucunda da yer degistirme bilesenlerinin genel
ifadeleri bulunacaktir. Bu ifadelerin blinye denklemlerinde yerine yazilmasi ile de gerilme

bilesenlerinin genel ifadeleri belirlenecektir.

1.2.1. Kitle Kuvvetlerinin Bulunmamast Durumunda Genel Denklemlerin
Elde Edilmesi

Ug boyutlu halde X, Y ve Z kiitle kuvvetlerini, c,, o, 0,, 7,,, 7,, Ve 7,, de gerilme

Xy

bilesenlerini gostermek tizere, denge denklemleri asagidaki gibi yazilabilir.

0
8GX+ rnyrarszrX:O 1)
ox oy oz
0 0 0
Tyx + Gy n 7:yz +Y :O (2)

x oy oz
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xp Y4247 =0 (3)

Bu denklemlerde gecen gerilme bilesenleri, biinye denklemleri ve yer degistirme-

sekil degistirme bagintilar1 kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir.

o = xe+zy(6_“j ()
OX
ov
o= “(ayj ©
o,=Re+2u (@j (6)
0z
ov du
Tw:ﬂ(&+5j (7)
oW ov
Tw=ﬂ(5+5j (8)
_ (@ﬁ_uj
el PP
9)

Yukaridaki esitliklerde gegcen u, v ve w sirasiyla x, y ve z dogrultularindaki yer
degistirmeleri gostermektedir. Ayrica e hacim degistirme oranini, A ve u ise Lamé

sabitlerini gostermekte olup asagidaki gibi tanimlanmaktadirlar.

eza—u+@+a—w (10)
ox oy oz
E
A= (12)

(1+v)(1-2v)
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(12)

(11) ve (12) nolu denklemlerdeki E ve v sirasiyla elastisite moduli ve Poisson

oramm gostermektedir. Ayrica 7, =7, 7,, =7 oldugu bilinmektedir. (4-9)

=Ty Txr ve 7, =1

X zy
denklemlerinin gerekli turevleri alinip (1-3) denge denklemlerinde yerlerine yazilirlarsa

Navier denklemleri olarak adlandirilan asagidaki esitlikler elde edilir.

(x+u)%+uv2u +X=0 (13)
oe )

(71+y)5+yv v+Y =0 (14)
oe )

(K+H)E+/N wW+Z=0 (15)

Bu denklemlerde Vv?, Laplace operatdri olup asagidaki gibi tanimlanabilmektedir.

2 2 82
Vz :a—2+a—2+—2 (16)
ok oy oz

Iki boyutlu problemlerde z ile ilgili terimler diiseceginden Navier denklemleri,
oe )
(x+u)&+uv u+X =0 (17)
oe )
(7&+y)a—+/N V+Y =0 (18)
y

olarak yazilabilir. Bu ifadelerdeki hacim degistirme orani e ve Laplace operatorii vV’ nin

iki boyutlu halde,

v

= 19
6x+6y (19)

e
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o* &

VXt

(20)

seklini alacag: agiktir. Eger kitle kuvvetleri ihmal edilecek olursa diizlem halde Navier

denklemleri asagidaki gibi yazilabilir.
oe )
(K+u)&+uVu:0 (21)

(7&+y)?+yV2V=O 22)
y

Problemin yiik, malzeme ve geometri olarak y eksenine gore simetrik olmasi

durumunda, u ve v yer degistirmeleri asagidaki esitlikleri saglarlar.

u(x y)=-u(-x,y) (23)
V(X y)=v(-xY) (24)

Navier denklemlerinin kismi tarevli diferansiyel denklem takimi olusturmasi

problemin ¢ozimiini zorlastirmaktadir. Navier denklemlerini adi diferansiyel denklem
takimina donustirmek ve ¢ozimi kolaylastirmak igin yer degistirmeler u(x,y) ve
v(xy), bilinmeyen fonksiyonlar ¢(c,y) ve w(a,y)’ nin Fourier siniis ve Fourier

kosinus dontsumleri olarak tanimlanirlarsa asagidaki esitlikler elde edilir.

0

u(x y)=%j¢(a,y)sin(ax)da (25)

0

0

V(% y)=%J‘y/(a,y)cos(ax)da (26)

0

(25) ve (26) nolu denklemlerin ters donustimleri ise,
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¢(a,y)=Tu(x, y)sin(ax)dx (27)

['e]

v (a,y) =Iv(x, y)cos(ax)dx (28)

0

seklinde yazilabilir. Bilinmeyen ¢(a,y) ve l,//(a,y) fonksiyonlarmin belirlenebilmesi

icin (21) nolu denklem sin(ax)dx, (22) nolu denklemde cos(ax)dx ifadeleri ile carpilip

(0,0) arahiginda integre edilirse,

O ey 8

O =y 8
[

(o du ou oV )|
_u[er?}r(xﬂz)[eraxayﬂsm(ax)dx—O (29)
u[%z\zlJr%z\;}r(Ker)[;?y+%2\2/Hcos(ax)dx=0 (30)

ifadeleri elde edilir. (27) ve (28) nolu denklemlerde u ve v’ nin gerekli turevleri ahnirsa,

ToU .

—sin(ax)dx =-a’p (31)
1[8x2 )
o . d’¢

~—sin(ax)dx=— (32)
'([ayZ ( ) dyZ
© A2
I ov sin(ax)dx =—ad—w (33)
o OX0y dy
T o%v )
J.ycos(ax)dx =—a’y (34)
0
T oV dy

—-cos(ax)dx = (35)
.([ayz ( ) dyZ
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T o de
Iaxay cos(ax)dx =a—— (36)

0 dy

ifadeleri elde edilir. Bu esitliklerin elde edilmesinde kismi integrasyon uygulanmis ve

asagidaki smir sartlar: dikkate alinmustur.

ou ov ov
u(0)=u(ee) =v(ee) =l == | =5 0 =0 (37)

(31-36) nolu denklemler olarak elde edilen ttrev ifadeleri (29) ve (30) nolu denklemlerde

yerlerine konulur ve gerekli duzenlemeler yapilirsa,

—(A+2u)a’p+ ug" —(R+p)ay' =0 (38)
(R+2u)y" —a’py +(R+u)ag' =0 (39)

adi diferansiyel denklem takimi elde edilmis olur. Bu adi diferansiyel denklem takiminda
usler y’ ye gore tirevleri gostermektedir. (38) nolu denklem y’ ye gore iki defa, (39) nolu

denklemde y’ ye gore bir defa turetilirse,

—(R+2u)a’d" + up" —(R+ pu)ay™ =0 (40)

(R+2u)y" -’ uy' +(R+ u)ag" =0 (41)

denklemleri elde edilir. (40) nolu denklemden w"' cekilip (41) nolu denklemde yerine

konulursa,

(7&+2,u)a [,u(]ﬁlv —(7&+2,u)a2¢u]—a2yl//l+(7&+,u)a¢)“ =0 (42)

_

(A+u)
yazilabilir. Bu denklemlerden de ' cekilip (38) nolu denklemde yerine yazilir ve
diizenlenirse ¢’ ye gore dérdunct mertebeden sabit katsayili, lineer, homojen diferansiyel

denklem asagidaki gibi elde edilir.
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¢V 209" +a'p=0 (43)

Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii ¢ =€ seklinde aramr ve bu ¢oziimiin gerekli tirevleri

alinip (43) nolu denklemde yerine yazilirsa karakteristik denklem,
s*—2a%’+a*=0 (44)

olarak elde edilir. Bu denklemin kokleri ise S,=S,=a ve S;=S,=—a olarak belirlenir.

Bu durumda (43) nolu adi diferansiyel denklem sisteminin ¢6zimu asagidaki gibi

yazilabilir.
$lay)=(A+AY)e™” +(A+Ay)e” (45)

y/(a,y) bilinmeyen fonksiyonunun ¢6zimi ic¢in (38) nolu denklemin y’ ye gdre bir defa
tirevi alnip, elde edilecek denklemden w" ifadesi cekilerek (39) nolu denklemde yerine

yazilirsa, l,//(a,y) bilinmeyen fonksiyonu, ¢(a,y) fonksiyonuna ve tirevlerine baglh

olarak bulunur. Buradan gerekli tirevler alinir ve yerlerine konulduktan sonra benzer

islemler yapilirsa,

W(M){M(fw%z}e"‘V{—Aﬁ%—yj&}e” (46)

ifadesi elde edilir. Bu esitlikte gegen y bir malzeme sabiti olup dizlem sekil degistirme
halinde y =(3—4v), duzlem gerilme halinde ise y =(3—v)/(1+v) oldugu bilinmektedir.
¢(a,y) ve l,//(a,y) fonksiyonlar: sirasiyla (25) ve (26) nolu denklemlerde yerlerine

yazilirsa u(x,y) ve v(X,y) ver degistirme ifadeleri kitle kuvvetsiz halde asagidaki gibi

elde edilirler.
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Uy (X, Y) :%T[(Al +AY)e +(A+Ay)e” [sin(ax)da (47)

v (X, Y) =%IHA1 +(§+ yjAz}e“y {—% +[§— y} AJe“y}cos(ax)da (48)

Yukardaki esitliklerde gegen A, A,, A, ve A, bilinmeyen sabit katsayilar olup probleme
ait sinir sartlarindan elde edileceklerdir.
o,, o, Ve 1, kartezyen gerilme bilesenlerinin bunye denklemleri yardimiyla, u ve v

yer degistirmeleri cinsinden (4), (5) ve (7) nolu denklemlerin daha agik bir ifadesi olarak

asagidaki gibi yazilabilecegi bilinmektedir.

=(k+2u) =+ 49
ov ou
ayz(KJrZy)a—er?L& (50)
oy =p| E+ (51)
oy OX

u ve v yer degistirme fonksiyonlarmin gerekli turevleri alinip (49), (50) ve (51) nolu
denklemler ile verilen gerilme-yer degistirme bagintilarinda yerlerine yazilirlarsa, kutle

kuvvetsiz halde gerilme bilesenleri,

R [ N

2p
{a(AS+A4y)+(3_2)(jAA}e“y}cos(ax)da (52)
Lo, (002 Jatasmn (22 o
+1

{—a(AS+A4y)+(ZTjA4}e“y}cos(ax)da (53)
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e =2 Jatneny o[ a s
{a(As+Aﬂ)—(%}&}eay}sin(ax)da (54)

olarak belirlenebilir. h indisi kitle kuvvetsiz durumda homojen ¢6zimden elde edilen

gerilme bilesenlerine ait ifadeleri gostermektedir.

1.2.2. Kutle Kuvvetlerinin Bulunmasi Durumunda Ozel Coéziimlerin Elde
Edilmesi

Kitle kuvvetlerinin hesaba katilmas: durumunda genel denklemlere ilave edilecek
gerilme ve yer degistirmelere ait 6zel ¢ozlimlerin elde edilmesi asagida verilmistir. Kutle

kuvvetlerinin X =0 ve Y = pg olmasi durumunda Navier denklemleri,
oe )
(K+u)&+uVu:0 (55)

(K+y)g—$+yvzv—pg=0 (56)

olarak yazilabilir. (56) nolu denklemde p tabakanin yogunlugunu, g ise yercekimi

ivmesini gostermektedir. Navier denklemleri daha acgik bir sekilde asagidaki gibi

yazilabilir.
2 2 2 2
(R+p) ou +8V + U —62+—62 =0 (57)
OX>  Oxoy ox~ oy
o'u o ov 0%
A+ +— |+ U| —+—|= 58

Yer degistirmelerle sekil degistirmeler arasindaki bagintilar,
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ou

= 59
&= (59)

oV

= 60
8)’ ay ( )

ou ov

= 2 61
Y 6y+6x (61)

olarak bilinmektedir. Bu denklemlerde ¢,, &, sirasiyla x ve y eksenleri dogrultularindaki
uzama sekil degistirme bilesenlerini gosterirken, y, * de kayma sekil degistirme bilesenini

gostermektedir. Sekil degistirmelerle gerilmeler arasindaki iliskiyi ifade eden Hooke
kanunlar1 da diizlem hal igin asagidaki gibi yazilabilir.

6 ==(0.-va,) (62)
5, ==(0,-vo,) (63)
ry =280, (64)

Yer degistirme fonksiyonlar u:u(x) ve v:v(y) olarak secilirse ve gerekli

turevleri alinip (57) ve (58) nolu esitliklerle verilen Navier denklemlerinde yerlerine
yazilirlarsa (57) nolu denklemden,

2
‘;X‘j 0 (65)
du
o8 (66)
u=ax+b (67)

ve (58) nolu denklemden de,
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d®v
A+2u)— =
( u)dy2 Jele (68)
dZV: Jolo (69)
dy? (7L+2u)
dv_  pg
i c 7
dy  (n+2u)) (70)
v:p—gy2+cy+d (71)
(7&+2,u)

bulunur. u ve v yer degistirme ifadelerinde gecgen bilinmeyen a, b, ¢ ve d katsayilarmin

belirlenebilmesi igin kutle kuvveti pg ve kalinhigi h olan tek tabaka icin x ekseni

tabakanin altindan gegmek Uzere asagidaki gibi yazilan smir sartlarindan yararlanilacaktir.

u(0)=0 (72)
v(h)=0 (73)
o, =pg(y-h) (74)

o, =

O ey

o,dy=0 (75)

Swir sartlarmin (65)-(71) nolu denklemlere uygulanmasi ile bilinmeyen katsayilar,

8u 2

b=0 (77)
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co| L9221, 21 (78)
2u )\ y+1 8
d=0 (79)

olarak bulunur. Bulunan bu esitlikler (67) ve (71) nolu denklemlerde yerlerine yazilirlarsa

kitle kuvveti olmas: durumunda yer degistirmelere ait 6zel ¢Ozumler asagidaki gibi

yazilabilir.
" =(3—_ZJ(P_9*‘)X (80)
8u 2
V”:p_gy %—_1(y—h)—%—+1h 0<y<h (81)
Co2u | x+1 8

Yer degistirmelere ait bu denklemlerin gerekli ttrevleri alinip (49), (50) ve (51) nolu

ifadelerde yerlerine yazilirlarsa, kitle kuvveti olmas: durumunda gerilmelere ait Gzel

cozimler,
3—x h
— __ 82
Oy, 1+%P9(y 2) (82)
o, =pg(y-h) (83)
7, =0 (84)

olarak belirlenir. Burada 0 indisi kutle kuvveti olmasi durumunda elde edilen yer
degistirme ve gerilme bilesenlerine ait 6zel ¢oztm ifadelerini gostermektedir.
Genel yer degistirme ve gerilme ifadeleri homojen ¢6ziimden elde edilen ifadelerle

0zel ¢ozlim sonucu elde edilen ifadelerin toplam: olacaktir. Yani;

u(x,y)=u, (X y)+us(xy) (85)

V(X Y) =V, (X Y)+ Vs (X Y) (86)
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o (xy)=0, (xy)+o, (%) (87)
o,(xy)=0, (xy)+o, (x) (88)
Ty (X Y) =1y, (X ¥)+74, (XY) (89)

yazilabilir. Ifadelerin acik sekli ise asagida verilmistir.

['e]

u(x,y) =%I[(A1 +AY)e ™ +(A+AYy)e” Jsin(ax)da +%x (90)

v(X, y)=%IHAl +(%+yjAz}e‘” J{—AS +(§—yjAA}e“y}cos(ax)da+

P9 | x-1 x+1
E2yl £ =(y—h)-4£==h 91
20 ybﬂ(y ) g } (99)

{a(% +A4y)+(3_2)()A&e‘”}cos(ax)da+

is_"p@(y—hJ (92)

{—oz(A3 +A4y)+(TjA4}e“y}cos(ax)da +ipg(y—h) (93)

{a(AS+A4y)—(’f‘1JA4}e“y}sin(ax)da (94)



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Problemin Tanimi

Rijit dairesel bir pan¢ araciligiyla P tekil yika ile simetrik olarak yiklenmis ve
elastik yar1 sonsuz diizleme oturan, homojen, izotrop, elastik 6zellikleri ve yikseklikleri
farkl, yapisik olmayan iki elastik tabakanin stirekli temas problemi elastisite teorisine gore
¢ozUlmistir. Problemde butun ylzeylerin surtlinmesiz oldugu kabul edilmistir. Ayrica rijit
pan¢ (-a, +a) araliginda (1) nolu tabaka ile temas halindedir. C6ziimde tabakalarin kutle
kuvvetleri dikkate alinirken elastik yari sonsuz duzlemin kutle kuvveti inmal edilmistir.

Tabakalar ve elastik yar1 sonsuz dizlem x ekseni boyunca (-, +o0) araliginda
uzanmaktadir. Problem y eksenine gore simetrik oldugundan hesaplarin (0,+0) araliginda
yapilmas: yeterlidir. Problem diizlem hal igin inceleneceginden z ekseni dogrultusundaki

kahinlik birim olarak alinmistur.

*y

S
%@J )

S

AN’

Sekil 1. Rijit dairesel bir pang araciligiyla yiklenmis ve elastik yari sonsuz dizleme
oturan elastik tabakalar
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2.2. Kullanilacak Denklemler

Problemde h, h; ve h, sirasiyla tabakalarin toplam yuksekligini, (1) nolu tabakanin
yuksekligini ve (2) nolu tabakanin yuksekligini gostermektedir. Ayrica u,yx; (i=1,2,3);
tabakalara ve elastik yar1 sonsuz duzleme ait malzeme sabitlerini, p, (i=1,2); (1) ve (2)

nolu tabakalarin yogunluklarmi ve g yercekimi ivmesini ifade etmektedir. Kiitle
kuvvetlerinin ihmal edildigi durumda problemin ¢ozumiinde kullanilacak denklemler
asagidaki gibi yazilabilir.

(1) nolu tabaka icin (0 < x <o, h, <y<h):

u (X, y) :%T[(Ai +Ay)e™ +(A+ A4y)e”‘y}sin(ax)da (95)
0 o

v (%, Y) =%THA1+(%+ y)Az}e“y {—AS +(ﬁ—yjA4}e“y}cos(ax)da (96)

o () =2 ] [ala a5 Ja s

i
{a(AS+A4y)+(3_2)(1}AJe“V}cos(ax)da (97)
e, () =2 ala a2 s
{—a(Ag + A4y)+(Z12+lJ AJe“y}COS(ax)da (98)

N}
2
—_
x
<
~
Il
O 8

72[ Ha(AﬁAzy){ZlT_lez}e“”

{a(AS +A4y)—()(12_ljAA}e“y}sin(ax)da (99)
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(2) nolu tabaka icin (0 < x <o, 0<y<h,):

u, (X, y) :%I[(Bl +B,y)e ™ +(B;+B,y)e” Jsin(ax)da
0

(100)

v, (% y) :%THBl +(%+ yj Bz}e“y +{—B3 +(%— y} B4}e“y}cos(ax)da (101)

0

Lo ()=l [ate B (S Jo s

2u, 0

{a(BS +B,y)+ (3_2)(2 J BJe‘”}cos(ax)da

o o
{a(BS * BN)‘(ZZZ_lJ BJe‘”}sin(ax)da

(3) nolu elastik yar1 sonsuz duzlem igin (0 < x < oo, —0<y<0):

Uy (%, Y) :%I[(Cl +C,y)e” Jsin(ax)da

[e]

v, (X, ) =%I{—Cl+(%— yjcz}e‘”cos(ax)da

0

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)
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1 2% 3—yx

—— Y)=— C,+C 21C, |e” d 107
2NS%(X y) ﬂﬂa( L+ 2y)+( 5 j z}e cos(ax)da (107)
Z%lg%(x’ y)=%ﬂ—a(q+C2y)+(l+2)(3jcz}e“y cos(ax)da (108)
Ziusf%(x, y)=2 j {a(Cl+C2y)—(Zsz_ljcz}e“ysin(ax)da (109)

Yukaridaki denklemlerde gecen A, B (i=1,...,4) ve C; (j=1,2) bilinmeyen

katsayilar olup probleme ait smir sartlarindan belirlenecektir.

2.3. Problemin Simir Sartlan

u(x,y) ve v(x,y) yer degistirme bilesenlerini, o, (x,y), o,(Xy) ve 7, (x,y) de

gerilme bilesenlerini gostermek Uzere problemin simir sartlari asagidaki gibi yazilabilir.

7, (x,h) =0, (0<x<) (110)
Lo el
7, (x.h)=0 ; (0<x<) (112)
7,, (%hy)=0 ; (0<x<) (113)
o, (xh)=0, (xh) ; (0<x<) (114)
Ll (xh)-v,(x.h)]=0 (0< x<) (115)

7, (X0)=0 ; (0<x<) (116)
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7, (Xx,0)=0 ; (0<x<o0) (117)
o, (x,0)= o, (x,0) ; (0<x<w0) (118)
%[vz(x,o)—vg(x,o)]:o ; (0< x<w) (119)
% vi(x,h)]=f(x) ; (0<x<a) (120)

(111) ifadesindeki p(x) rijit pan¢ ile (1) nolu tabaka arasindaki bilinmeyen temas
gerilmesini, (120) ifadesindeki f(x) ise rijit dairesel pangin profilini tanimlayan
fonksiyonun tirevini ifade etmektedir. Yine bu ifadelerde gecen a ise rijit pang ile (1) nolu

tabaka arasindaki yari degme uzunlugunu gostermektedir.

2.4. Katsayilann Belirlenmesi

Yukarida (95-109) denklemleri ile verilmis olan gerilme ve yer degistirme

ifadelerinin (110-119) denklemleri ile gosterilen smir sartlarinda yerine yazilmas: ve ters

Fourier doniisiim alinmas: sonucunda A, B; (i=1,...,4) ve C, (j=1,2) katsayilarmi iceren

on bilinmeyenli on cebrik denklem elde edilir. Bu denklemler asagida verilmistir.

20 A +(1-2ah— ) A, +20€*" A +(2ah+1- y,)e*" A, =0 (121)

—200 A —(2ah+1+ y,) A, —20€**" A, +

ah a

(1+ 7 - 2ah)e*" A, = _eu [ p(t)cos(at)dt (122)
10

—200 A +(1-20h, — 1) A, + 200%™ A +(2ah, +1- 1, )™ A, =0 (123)

—20a B, +(1-2ah, — y,)B, + 2ae*™ B, +(2ah, +1- y, )e*™B, =0 (124)
1 2 2 2 3 2 2 4
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20 A —(2ah2 +1+ ;(I)A2 _ 202" A, +(1—2ah2 +%1)92ah2A4 N

20728 +(2ah, +1+ z,) 2B, + 206> £2.B +
th th th

(2ah, ~1- z,)e*™ £2B, =0 (125)
th

A+(ﬁ+hZJAz—e2“hz A3+(ﬁ—h2je2“th4—Bl—(ﬁmzjsﬁ
[04 [04

[04

%™ B +(h —ﬁ)e““zs =0 (126)

3 2 4 —

[04
—2aB,+(1-z,)B, +20 B, +(1- 1,)B, =0 (127)
2aC,+(1- 4,)C, =0 (128)
—2aB,—(1+ 7,)B, - 2a B, +(1+ 1,) B, + 20 22C, - (1+ ,) 2 C, = 0 (129)
H, H,

B, +%42B,-B,+%42B,+C,-43C, =0 (130)

(04 (04 (04

Bu on denklemden A, B; (i=1,...,4) ve C,; (j=1,2) katsayilari, bilinmeyen degme

gerilmesine bagli olarak asagidaki gibi elde edilirler.



29

P

ah = X[e'gah"‘“hz (=160 °h,’e* " [~ (L+ x,) + my L+ 7)1 (1+ 25) +€* ™ [-m, 1+ 7))

A, =

(€™ (=14 2ah) + " (1+ 2ah) + (€*™ —e*") x ) ((-1+e**™)m, (1+ z,) + (1 -

2e%™ 1 '™ )(1+ y,)) + (€" + €™ (=14 2ath) + (e°“™ —e**" (1 + 2 h)) 7, )[L+ 2,]
((1-2e*" +e* ™ )ym,[1+ y,]1+ (=1+e*™)[1+ x,])) + 4o *h, [e*" > (1+ y,)((L-
2e%™ 1™ )ym,[1+ x,]+[-1+e*™ - 2e*™ 1+ 2ah) + 28" x, 11+ x,)) +

m,(L+ x,)e* "= (4m,(L+ yx,)e**" + (e*" (=1+ 2ah) + e**"(1+ 2ah) + (—e**" +e**™) y,)
L+ 2 )] - 2ah,(=2m, (L+ x,)(—m, (€% 2" — g?eM*0eh: 4 g0fa(_] 4 D) + 24"
(L+ 20ch) + (€°" — ™4™ ) 4 V(L + y,) + €M 2 (1- 262" + e**™)(1+ x,)) + 1+ x,)
(624124 (1 _2e2e™ 4 g% Ym (1+ 2ah — y,)(L+ z,) — (282" 1 @22 (1 | D)
_g2aMeaty (1 4 Dh) 4 687 (22 4+ dgrh) 4 (2007 — gehi2ah 4 g2ahisat, _ pgZatidan,

(+2ah)) 7)1+ x5)))] (131)

P -3ah-2a ah, a ah, a a
X[Ze Sah-zah, (4a2h2292 " ((ez " g )ml(l"‘)(l)_zez h(1+%2))(1+)(3)_(ez "

—e* ™) (=1+ e )m (1+ 1, )((L+e*™)m, (1+ x,) + (-1+ ™™ )1+ x5)) + L+ 7,)
(Q—2e%"™ +e*™)(—e®™ +e*"(1+ 2ah))m, 1+ x,) — (-1+e**™)(e®™ —e*"(1+
200)(L+ x,)) — 2ah, L+ x,)(m,(—2(e**" —e**"***™)m (1+ y,) +e*"(1—2e*"™ +

e4ah2)(1+ )(2)) _ (eZah _ Ze4o¢h2 _eZOthr4ozh2 + e205h+205h2 (2 + 4ah))(1+ %3))] (132)



30

P —3ah-4a a a
ah, :X[e Sah-aak, (—16a3h2384 & (_(1"‘%2)+m1(1+)(1))(1+%3)_m1(1+)(1)( (ez "

(-1+2ah) +e*" (1+2ah)+ (€°"™ — M 1) (~1+e*™)m, (1 + z,) + (1—2e**"™
+e" )L+ y,)) + (—1+e°™)(e**"™ —e**" (1+2ach) + (67" +e**™ (—=1+ 2ath)) x, (
1+ Zz)((_1+ g’ )mz (1+ Zz) + (1+ g’ )(1+ %3)) + 4a2hzzezah2 ((1+ Zz)((l_
2e*" 1 e* ™ )m, (1+ y,) + (—1+e*"™ +2e**" (1 2ah) — 2y, ™)1+ x,)) + m,
A+ y)e*™ (4m, (L + x,)e*" + (%™ (—1+ 2ah) +e**" (1+ 2ah) + (—€**" +e**™)
1)@+ 7)) - 2ah,e*™ (—2m, L+ x,)(—m, (L—e**" +*" (=14 2cch) +e**" (1 +
2ah) +(—€°" + €M) y YA+ x,) + 1—28*" +e*™)(L+ x,)) + L+ x,)((L—2e*"™
+e*™)m, (~1+ g, +2ah)(L+ x,) + (1—28**" — 2ah +e*"™ (2oh —1) + 2e**" (1 +

2ah) + (—1— 28" +e**"™ + 26*™ (1 2ah)) x,)(L+ 1,)))] (133)

P —3ah—4a ahy ah+2ahy afy
A, = [-2e ™ [Aathy (6% —e )M, (L ,) ~ 26 (Lt 1)U+ 70) -

(%" —e®™)(—1+ €™ )m, (1+ x ) (@ +e*™)m,(L+ x,) + (~1+e* ™)1+ x.)) -
(%" + %™ (—1+ 2ah)) (L + x,)((L - 26*™ +e*"™)m, (L+ y,) + (=1+e*™)(1+ x,))
+2ah 2™ (L+ y,)(m, (-2(e*" —e**™)m, 1+ x,) + (1—2e*"™ +e* ™)1+ x,)) -

(L+2e*" —e*™ 12" (-2 + 4ah))(L+ x,))]] (134)

aB, =§[—2e3““““2 (€2 (=1+ ath) + 2" L+ ah) — (€%*" —e%™)ah, ) (1+ 7,)((1 -

e?f Y — DA+ 25) + My L+ x,)) + 2ach, (L + e2ah2)m2 A+ x,) +(-1+ Zzezahz)

A+ 2] (135)
B, = E[4e3“““hz (2™ (~1+ ath) + 2" (1+ ah) — (€%" + 2™ )arh, )1+ y,)(—1+€**™)

(_(1+Zs)+m2(1+)(2))+205h2e2ah2 1+ x3)] (136)
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aB; = g[_zesthzthz (ezo{h2 (-1+ah)+ g2 (1+ah)- (emh + ezahz)ahz)(l+ x)(A—- emhz)
(=14 2,) QL+ x5) + My L+ x,)) + 2ah, (L + ezahz)m2(1+ X2)+ (ezmh2 - %)

@+ 2] (137)

B, = 2[483"‘“2"‘hz (€°*" (~1+ ah) +e*"(1+ah) — (e + &™) ah,) L+ x,) ah,(L+ x,)

+ (=14 €M) (L + 15) + My (L+ 1,)))] (138)

aC, = D [aesem2m (14 g2 4 b (L4 %™ ))(€%™ (L ah) — 2 (L+ ah) + ah, (€
1 A 2 2

+e* ™)1+ 1) A+ 1) (% — D] (139)
C,= E[—ae?’a“ahz ((~1+€%" +ath, (L+€2™))(e*™ (1— ath) — €2 (L+ ath) + th, (€2
+e%"))(L+ 7)1+ 2,)] (140)

Bu ifadelerde gegcen m, , m,, P ve A buyiklikleri asagidaki gibi tanimlanmustir.

m, = Hy (141)
H

m, = Hs (142)
H

P= —ii p(t)cos(at )t (143)
o
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A = deien-deh [ gg2en ot o3 314y Yy m (14 7))L+ 7,) — (~6°“" + €™ —4gh
e ym (14 x)(1+e*™)m, (L+ x,) + 1 — 26" +e*™)(1+ x.)) + (e**" +
e _ "2 )1 L 20 °h?))(L+ 2,)(@A- 207" 4 ghoh m,(L+ )+ (-1+ )
A+ x,)) - 4a’h? Gl (e 2,)((A- 2e%™ 4 e“”‘“Z)mz A+ x,)+(-1+ el _
8arhe®™ )(L+ 7,)) — M, (L+ 7,)(~4e2“™ ™ m_(L+ y,) + (€% ™ —e M2 _44h
e’ MY (14 x.))) — dah,e®™ (m (L+ ) ((—e**" + e —e**" — 4> > egrh +
ey m, (L+ y,) + (€% (1—2e°*" +e*™)(1+ x,)) — (L + x,)(2e**" (1— 28"
+e* M )mah(L+ yx,) + (e*" +e*“" — 2e**"ah + 2e**"** ™2 grh — 2e°*"?*™ (1+ 20.°h?))

1+ 2] (144)

2.5. Integral Denklemin Elde Edilmesi

Rijit pan¢ altindaki p(x) temas gerilme yayilisinin bilinmeyen oldugu daha 6nceki
kisimlarda  belirtilmisti. Bu gerilme yayilisini elde edebilmek igin, katsayilarin
belirlenmesinde kullanilmayan (120) nolu sinir sartindan faydalanilacaktir. (120) nolu sinir

sartinin agik formda yazilmis sekli asagida verilmistir.

%[vl(x, y)] =%I{A1 +(%+ yj Az}e”‘y

{—% +(ﬁ—y) AJe“y}(—a)sin(ax)da = f(x) (145)

o

Bu ifadede A (i=1,...,4) katsayilar1 yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
%[vl(x,y)] ifadesi en genis sekliyle teskil edilmis olur. Buradan y — h limitine

gecilirken dikkatli davranmak gerekmektedir. Cunkiu y — h limitine gegilirken (145)
ifadesi ile gosterilen integralde pay ve paydada e*"- h ifadeler gelmekte, pay payda ile

bolinlnce C bir sabit olmak Uzere,
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CTSin(ax)da (146)

gibi wraksak bir integral ortaya ¢ikmaktadir. Bu durumu gidermek icin 6nce paydaki e )y

terimleri ayirip bunlarin payda ile bolinmesinden ortaya ¢ikan;

j e “Msin(ax)da (147)

0

integralini kapali formda hesapladiktan sonra limit islemine ge¢mek gerekir. Bu
anlatilanlar sirastyla yapilir ve (120) nolu smir sartinda yerine yazilirsa, gerekli

dizenlemelerin de yapilmasi ile,

%[vl(x,h)] Z%img p(t)dt.([e“‘“y) [sina(t+x)-sina(t-x)jda

13 %1 o -
+—.[ p(t)dtj{—[(1+ 2)e St (4 2h 2 2 (m.
7 % AN

@+ ;(1)(94"‘h — ezl glahe) | go2ahtlahy (] 4 7))+

25) —4ah, L+ x,)e™ 2" (m, (-m (L+ yx,)(e"" — 2e>*"?"

+eM) + (L+ x,)e” " (1-2e°™"™ +e"*™)) + (—e**" + e —

e’ g2 MM _ 4orhe® ™M) (14 y.) +e“" (M, (1+ x)(e*"

_gPehe2ah, 4 gdahy(m (14 Y(—14e%™) + (L+ y,)(1— 262

+e ")) + (L+ x,)(e*" —e*™ + 4othe®™ 2™ ) ((m, (L+ x,)(1-

267 1 "™ 1 (1+ 7,)(~1+€"™))] ~ L} [sin ex(t + ) —sin e(t - X)]dex

- f(x) (148)

ifadesi elde edilir. Bu ifadede gegen buyuklukler daha énce tanimlanmistir. (148) nolu
ifadede gecen,
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Te“‘“y) [sina(t+x)-sina(t—x)]da (149)

integralinin degeri integral donisiim tablolarindan kolaylikla bulunabilir (Erdelyi vd.,
1954). Buna gore,

[0 [sina(t+x)-sina(t-x)fa =——x X (150)
0

(y=h’+t+x)°® (y=h)’+(t-x)°

olarak elde edilip y — h limitine gegilirse, gerekli kisaltmalarinda yapilmas: sonucunda

(148) ifadesi asagidaki gibi bir integral denkleme indirgenmis olur.

}[———m(x t)}p(t)dt— ) (0<x<a) (151)
oLt+Xx t— 1+ x

Bu ifadedeki,

K(X,t) — j{%[e&thﬂlz (_4a2h22€ah+2ah2 (ml (1+ Zl)(e4ah _ 2e2ah+2ah2 +e4ah2 ) +
0

46> (1 4 )L+ x,) —dah, L+ x,)e™™ 2" (m, (—=m,(1+ x,)(e*" —
2622l gty 1 (L4 y, )0 (1— 267" + ™)) + (—e**" e —g*"
e’ _4ohe® ™M) (14 x,) + e (m L+ g, )(e*" — 282" 2™ 4 gt)
(M, L+ 2,)(—1+ ™) + (L+ x)(L— 28" +e**™)) + L+ y,)(e*" —e*™ +
4oche® ™M) ((m, (L+ x,) (A~ 2€°™ +e* ™) + (L+ y,)(~1+e*™))))] —1}

[sin e (t + x) —sin a(t — x)]da (152)

seklinde tanimlanmaktadir. (152) ifadesinde gecen A bilyiiklugi ise,
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A" = g tehiah [ gg2entiahe p 3 2 (14 Yy m (L4 7))L+ z) — (—e" + e —4ah
M (L4 )L e IM, (L ;) + (- 26 + 4L ) + (4 +
e’ — 262" 2% )\ (14 2’ h?)) (1 + x,)((1—2e**"™ +e*™)m, (L + y,) + (~1+e*"™)
(Lt 7)) — Aar?h? (€2 (14 y Y(L—26%“™ +&*™)m, (L+ z,) +(~L1+e"M —
8athe™™ )L+ z,)) — M, (L+ 7,)(~4e*™Pm_ (14 ) + (€% — "2 _4qh
eZah+4th2 )(1+%3))) _4ah262ahz (m1(1+ %1)((_e4ah + e4ah2 _Gthh _462ah+2ahzah +
eZah+4ah2 )m2 (1+ %2) + (emh (1_ 262ah2 + e4ahz )(1+ )(3)) _ (1+ Zz)(zehxh(l_ 262ahz
+ e4ah2)m2ah(1+ %2) + (e4ah + e4ah2 _ Zezahah + 282ah+4ahzah _282ah+2ah2 (1+ 2a2h2))

@+ 2:))] (153)
seklinde verilmektedir. Simetri nedeniyle rijit panc altindaki gerilme yayilisinin,
p(t) = p(-t) (154)

oldugu g6z 6ntinde bulundurulur, z=cah ve £ =h,/h degisken doniistimi yapilirsa tekil

integral denklem asagidaki sekilde yazilabilir.

i[iJrk(x,t)}p(t)dt _ M £y (0<x<a) (155)
Jlt=x 1+

X1

Bu denklemde,

k(X,t) — %J‘{A];*[[e—Sz—ué (_4225 2e2+2z§(m1 (1+ Zl)(e“ _ 2e22+22§ + e4z§) + 4e22+225
0

L+ 2L+ 15) —42E QA+ g,)e 5 (my(=my(L+ ;) (e — 207 + e'*)
+ (1+ Zz)ezz(l_ 2e22§ +e4z§)) + (_e2z +e4z§ _e4z + e22+4z§ _4ze22+225)
L+ )+ (m L+ y)(e* —2e**?% +e*)(m, 1+ x,)(-1+e**) + (L +

2:)L—2e2 +e* ) + L+ x,)(e* —e*™ +4ze* =) ((m,(L+ x,) (L - 2e°*

+e* )+ (1+ ;) (-1+e**))))]-1}sin {(t - X) %} (156)
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olarak verilmektedir. Burada,

ok

A7 =667 PE3 (— (L + ) + ML+ 1)L+ x,) — (—e* + et —4ze?7%)
m,(L+ 7 )((=1+e*)m, L+ x,) + (L— 2" +e* )1+ x,)) + (" +e** — 2e772%)
@+22%)) A+ 2,)(A—-2e** +e*=)m,(1+ z,) + (—1+ )L+ yp)) — 422 (e*** 1+
2,)((L=267 +e*)m, (L+ x,) + (-1+e** —8ze*)(1+ y,)) —m, 1+ yx,)(—4e****
m, (L+ y,) +(e%* —e*""?* —4z2e*" %) (1+ y,))) — 4zEe’™ (M (L+ x,)((—e* +e** —
e — 47877 + 2 )Ym, (L+ x,) + (€72 (1- 287 +e**)(1+ x,)) — 1+ x,)(26*
(1-2e** +e**)m,z(L+ y,) + (e* + &' — 228°" + 27677 — 26777 (1+ 27%£7))

@+ 2] (157)

seklinde tanimlanmaktadir. (155) ifadesindeki k(x,t), —a<x<a kapal araliginda smirh

olup integral denklemin Fredholm ¢ekirdegidir. Probleme iliskin denge sarti olarak;

a

j p(t)dt=P (158)

—a

ifadesi yazilabilir. p(x) temas gerilme yayilisinin hesaplanabilmesi ic¢in (155) nolu

integral denklem ile (158) nolu denge denklemi birlikte ¢ozulmelidir.

2.6. Integral Denklemin Sayisal Cozimii

Integral denklemin sayisal ¢oziimiinii kolaylastirmak icin asagidaki boyutsuz
blayuklukler tanimlanabilir.

x=as, t=ar, o(r) = p(jlr) M (s) = m(as)

, 159
P/h P/h (19)

Bu ifadede gegen m(as) buyuklug,
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m(as) =—14f“1 f (as) (160)

X1

olarak tanimlanmaktadir. Tanimlanan bu blyuklikler (155-158) denklemlerinde yerlerine
yazilirsa (155) ve (158) ifadeleri,

1

| L—i; N(s, r)}d)(r)dr =M(s) (-1<s<]) (161)

-1

%jq)(r)dr -1 (162)

seklinde yazilabilir. (161) ifadesinde,

N(s,r) = ak(as,ar) (163)

olarak verilmektedir.

Integral denklemin sayisal ¢ozimii icin rijit pancin yiizey profilini tanimlayan F(x)
fonksiyonunun bilinmesi gerekmektedir. Cunkt her bir rijit pang profiline gore integral
denklemin sayisal ¢6ztimu farkl: olmaktadur.

Rijit pang profilinin dairesel olmasi halinde F(x) fonksiyonu,
1/2
F(x)=h—5—[(R2—x2) —R} (164)

olarak yazilabilir. Bu ifadede R dairenin yaricapini, 6 ise bir sabit olup pancin altindaki

tabakada meydana gelen en biylk yer degistirmeyi gostermektedir. Buna gore,

X

f(x)=%[F(x)]=— (165)
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olarak hesaplanir. Degme gerilmeleri degmenin bittigi noktadan itibaren sifir oldugundan

g(£1) =0 olur. Bu durumda (161) nolu singtler integral denklemin indisi “-1” dir. Buna

gore singuler integral denklemin sayisal ¢oziimu asagidaki sekilde aranabilir (Erdogan ve
Gupta, 1972).

o(r)=g(r)@-r>"?, (-1<r<l (166)

Burada g(r), (-1<r<1) kapah araliginda swmirhdir. Uygun Gauss-Chebyshev

integrasyon formalu kullanilarak, (161) ve (162) denklemleri asagidaki hale indirgenebilir.

ia—rﬁ){r__ls_ +N(s,-,ri>}g(ri)=”7”M(s,-), (j=L..n+)  (167)

A5 - r2ya(ry 2 NHL

B2 A-re(n == (168)
Bu ifadelerde,

[ =cos(%), (i=1..n) (169)

s, =cos(2nj+_11%j, (j=1...n+1) (170)

olarak verilmektedir. Egri yizeyli rijit pang hallerinde, temas gerilmesinin yanisira temas
yizeyi de bilinmeyendir. (167) ve (168) denklem sistemindeki extra denklem (161) ifadesi
ile gosterilen orijinal integral denklemin uygunluk sartina karsilik gelir. Bu durumda (167)
ifadesindeki (1+n/2)’inci denklem otomatik olarak saglanir. Bdylece (167) ve (168)
ifadeleri ile verilmis denklemlerden g(r;), (i=1,...,n) ve temas yiizeyinin yar: uzunlugu
olan a’ ya baghh n+1 bilinmeyenli bir denklem takimi elde edilmis olur. Bu denklem
takimmin ¢O6zimunden, temas gerilme vyayilist ve temas ylzeyinin yari uzunlugu
hesaplanabilir. Ancak bu hesaplar yapilirken interpolasyon isleminin yapilmasi

gerekmektedir. Once secilen bir temas bélgesi (a) icin (167) nolu denklem takimmin
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¢oztimunden g(r)’ ler hesaplanir ve bulunan degerler (168) denkleminde yerine yazilarak
bu esitligin saglamp saglanmadigi kontrol edilir. Eger esitlik saglanmiyorsa (a)’ ya
artimlar verilerek yukaridaki islemler tekrarlanir. Bu sekilde yapilacak islemler sonucunda
bulunacak g(r) degerleri (166) ifadesinde yerine yazilarak, ¢(r) boyutsuz temas

gerilmeleri ve temas ylzeyinin yari uzunlugu a belirlenmis olur.

2.7. Gerilme ve Yer Degistirmelerin Bulunmasi

Elastik yar1 sonsuz dizleme oturan bilesik tabaka problemine ait kitle kuvvetli
haldeki gerilme ve yer degistirmelerin 0zel ¢oziimleri bulunarak kutle kuvvetsiz haldeki
gerilme ve yer degistirmelerin homojen kisimlari ile toplanacaktir. Boylece bu probleme

iligkin kullanilacak olan gerilme ve yer degistirme ifadeleri elde edilecektir.

(1) nolu tabaka icin (0 < x <o, h,<y<h):

u, = U, (X) (171)

Vi :V1(y) (172)

Yukaridaki fonksiyonlarin segilmesi ve kiitle kuvvetleri olarak X =0 ve Y =p,g

alinarak Navier denklemlerinde yerine konulmast ile,

‘:;‘il -0 (173)
% —a (174)
u,(x) =ax+b (175)
(R, +244) d, _ Joxe (176)

dy’
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d*v, P9

= a77)
dy? (7Ll+2/,11)
dVl A9 -1 p gy
YR A T (178)
dy (7&1+2,ul) n+l o

2

vl(y):%l—_lﬂ+cy+d (179)

n+l 2w

olarak elde edilir. Problemin geometrisine bagli olarak asagidaki smir sartlar: yazilabilir.

u,(0)=0 (180)
v,(h)=0 (181)
o, =p9(y—h), (h, <y<h) (182)
jlaxldy -0 (183)

h,

Yukaridaki smnir sartlar: altinda bilinmeyen katsayilar asagidaki gibi hesaplanabilir.

H
b=0 (185)
_ P9 1+ 21 ﬂ
c= M{ T hl+%1+1(h2+2ﬂ (186)
d=0 (187)

Katsayilarin yerlerine konulmasi ile gerilme ve yer degistirmeler,
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3= P9

=—2139(2y—_h-h 188

o-xl 1+%1 2 ( y 2) ( )

Ty, =0 (189)

u, :(ﬂj(plghljx (190)
81 2

V1=—plgy 1+Z1h1+xl_l(h2+h—y) (191)
2u | 8 n+l

olarak elde edilirler.

(2) nolu tabaka icin ~ (0<x<o, 0<y<h):

Problemin geometrisine baglh olarak asagidaki sinir sartlar1 yazilabilir.

u,(0)=0 (192)
v,(h,) =0 (193)
Oy, =—p,gh +p,9(y —h,), (O<y<h,) (194)
Jg O'dey =0 (195)

(1) nolu tabakaya iliskin ¢Oztimler (2) nolu tabaka icin de benzer sekilde yapildiginda
gerilme ve yer degistirme ifadeleri asagidaki gibi elde edilir.

3— 1, P.9

=—2£2729(2y—h 196
o-xz 1+%2 2 ( y 2) ( )
r =0 (197)

Xy2

u, = 34 [nghz +plgh1jx (198)
81, 2
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X2 —1p,9y I+ 1 hzj
V., = —h.)— + — 199
2 2 +1 2, (y 2) 8., y(plghl P,9 > (199)
(3) nolu elastik yar1 sonsuz duzlem igin (0 < x < oo, —0<y<0):
o,, = 0 (200)
Oy, = —(pgh, + p,ah,) (201)
Ty, = 0 (202)
3-—
U, :[ 8 Zsj(Pzghz +p19h1)x (203)
H
1+
vV, =_—Zs(plgh1+ngh2)y (204)
8145

seklinde yazilabilirler. Gerilme ve yer degistirme ifadelerindeki h indisi ktle kuvvetinin
etkisinin olmadigi, 6 indisi yalnmz kutle kuvvetinin etkisinin oldugu durumu géstermek
uzere gerilme ve yer degistirme ifadelerinin,

u(%,y) =, (X y)+Us (x,Y) (205)
V(% y)=v, (% )V (% y) (206)
o, (% y) =0, (xy)+0, (%) (207)
c,(xy)=0, (xy)+0o, (%) (208)
Ty (%) =74, (X Y) 7, (% Y) (209)

seklinde olacag: aciktir. O halde yer degistirme ve gerilme ifadeleri tabakalar ve elastik
yari sonsuz duzlem icin ayri ayr1 asagidaki gibi yazilabilir.
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(1) nolu tabaka icin ~ (0<x<o, h,<y<h):

u(xy)= 2_[[(A1+A2y) “V+(&+A4y)e‘”]sin(ax)da+

)

v, (X, Y) =%THA1 +[%+ yjAz}e“V J{—AB +(%—y)&}e“y}cos(ax)da

0

Py x-1 1+ 7,
Aad s 2y _h-h)-
- 20, L{lJrl(y 2) 8 hl}

['e]

zi%(x,y) ZIH (A+Ay)-| =5 Az}%“”

ty %
{a(A3+A4y)+( _2 1JA4}e“y}cos(ax)da

+im&g(2y—h—hz)
21+ 2

0

icyl(x,y)ij{{a(m&y){%ﬂ&}“V+

20 Ty

{—a(As + A4y)+[ZIT+1)A4}e‘”}COS(aX)da

1
+2—plg(y—h)
H

ot (xy)=2 { a(hsay) (B s

ty
{a(Ag +AY) —(le_lJ A‘ie“y}sin (ax)da

(210)

(212)

(212)

(213)

(214)
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(2) nolu tabaka icin (0 < x < oo, 0<y< h2) :

_[ B+Bzy “y+(B3+B4y)e“V]sin(ax)da
0

3-2 [nghz )
+ + X
[ 811 j 5 T Ph

v, (X, y)zéi.fHBl+(%+ y} } e {—BS +(%— y} BJe“y}cos(ax)da

B - AN S ( s &j
T “==(y-hy) 8, | PO+ P07

R NS
{a(Bg + B4y)+[3_2%2 j BJe“y}cos(ax)da

" 1 3- Zzng(zy h)
2u, 1+ x, 2

1 2% +1 »
z—ayz(x,y)=;_[{{a(Bl+Bzy)+[Zzz jsz}e v

{—a(BS+B4y)+["2

_[_plghl +p,9(y— hz)]

(3) nolu elastik yar1 sonsuz duzlemigin (0 < x < oo, —0<y<0):

0 3

*1) BJe“y}cos(ax)da

j (C,+C,y)e “y sm(ax)da+{3£Z3j(ngh2+plgm)x
7

(215)

(216)

(217)

(218)

(219)

(220)
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2 1
vy (X, y)=;J[—C1+(%—ijz}e“ycos(ax)da— E;%3(plghl+ng|h2)y (221)

0 3

Zius% (x,y) =%£ a(C, +C2y)+(3_zx3jcz}e“y cos(ax)da (222)

ol

iGyg (x.y) :EI —a(C, +CzY)+(1+ ZSJCZ}e’” cos(ax)da

21, Tyl 2
1
-—(pgh, + p,0h;) (223)
21y
1 2° -1 oy
Z—MST%(X,y):;I[ |:(X(C1+CZY)—( 32 jCz}e Ysin(ax)da (224)

2.7.1. Gerilme Cekirdeklerinin Yakinsama Kontroli

Kisim 2.4.” te belirlenmis olan A, B; (i=1,...,4) ve C, (j=1,2) katsayilar1 ile (161)
ve (162) denklemlerinin ¢ozimiinden bulunan p(x) temas gerilmesinin kisim 2.7." de
verilmis olan gerilme ve yer degistirme ifadelerinde yerlerine konularak bu ifadelerin
cekirdeklerinin yakinsayip yakinsamadiginin kontrol edilmesi gerekmektedir. Cunki
gerilme ve yer degistirmelerin dogru olarak hesaplanabilmesi icin gerilme ve yer
degistirme cekirdeklerinin yakinsamalar1 gerekir. Aksi halde integral sinirlari dogru olarak
belirlenememekte dolayisiyla da gerilme ve yer degistirmelere ait integraller saglikli olarak
hesaplanamamaktadir.

Yapilan incelemeler sonucunda yalniz y — h durumunda o,(X,Y), o,(x,y) ve
7,,(X,y) gerilmelerine ait gekirdeklerde yakinsama durumunun bozuldugu gozlenmistir.

Diger yerlerde ise gerilme ve yer degistirmelere ait ¢ekirdeklerin yakinsadig: yani strekli
olarak sifira yaklastiklari belirlenmistir.

o, (%Y), o,(x,y) ve 7,,(x,y) gerilmelerine ait cekirdekleri bozan singiler (tekil)

terimler asagidaki gibi elde edilmislerdir.
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0, (X%, Y) = —%i p(t)dtT[l—a(h —y) " [cosa(t+x)+cosa(t —x)]da (225)

o, (%y)= —%j p(t)dtT[1+ a(h—y)e " [cosa(t+x)+cosa(t—x)]da (226)

T (%, Y) = —ii p(t)dtT[a(h —y) e " [sina(t+x) +sina(t—x)]da (227)

Bu singdiler terimlerin kapal: integralleri ise (Sneddon, 1972);

ka(x,y)=—(h—y)i (42 7+ = 7 (P(t)dt (228)
1 o |[(h=y)’ +(t+%) ] [(h—y)*+(t—x)]

b 1 1
kA =—(h-y)’ 2 2 d
o (%) ==(h-Y) H[(h_y)u(my] +[(h_y)2+(t_x)2] }p(t)t (229)

)=y [ — 0 Lgg (o)
1 o ([(=y)’+(t+%)° ] [(h-y)’+(t-x%7]

olarak elde edilirler. Yakinsamay: bozan (225), (226) ve (227) ifadelerindeki singiler
terimlerin gerilme ifadelerinden cikarilarak, bunlarin kapali integrallerinin ilave edilmesi

sonucunda cekirdeklerde meydana gelen bozulmalar giderilmis olur. Eger bu islemler

swrastyla yapilirsa sonugta o, (X,y), o,(x,y) ve 7,.(x,y) gerilme ifadeleri asagidaki

sekilde elde edilmis olur.
o, (%Y)=0, (% Y) =0 (% Y) +o,(XY) (231)

Gyl*(X, y)= Gyl(X, y)- Gyls(X, y)+ Ok (x,y) (232)

T (6 Y) =7 (%, V) =T, (X V) + 7,0 (X, Y) (233)
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Gerilme ve yer degistirmeleri sayisal olarak hesaplayabilmek igin (159) ifadesi ile
verilen boyutsuz buytkltkler ile z=ah ve £ =h,/h dontstimleri kullanilarak ifadelerin

boyutsuz hale getirilmeleri gerekir. Gerilme ve yer degistirme ifadeleri boyutsuz hale
getirildikten sonra Mathematica programlama dilinde yazilmig bir bilgisayar programi

yardimiyla herhangi bir noktadaki gerilme ve yer degistirmeler hesaplanabilir.

2.8. Tabakalar Arasmdaki ve Alt Tapaka ile Elastik Yarnnt Sonsuz Duzlem
Arasindaki Ilk Ayniima Yikleri ve Ilk Ayrilma Uzakhklan

Tabakalar arasindaki ve alt tabaka (2 nolu tabaka) ile elastik yar1 sonsuz dizlem

arasindaki ilk ayrilma yukleri ve ilk ayrilma uzakliklarinin tayini icin ara ylzeylerdeki

o,(x,y) temas gerilmelerinin belirlenmesi gerekmektedir. Temas yuzeyi boyunca
o,(x,y) gerilmelerinin belirlenebilmesi igin kisim 2.3.” deki smnir sartlart kullamImalidir.
Bu smir sartlar1 altinda kisim 2.4.” de hesaplanmis olan A ve B, (i=1,...,4) katsayilarmin
(213) ve (218) denklemlerinde yerlerine konulmasi, swrasiyla y=h, ve y=0 alinmas:

durumunda temas ylzeylerindeki o, (x,h,) ve o, (x,0) normal gerilmeleri,

o, (x.h,) :—plghl—iikz(x,t)p(t)dt, (0< X< ) (234)
T 0
o, (x,0)= —plgh{u”Z—hZ}ﬁlij(x,t) p(t)dt, (0< X < o0) (235)
phy | oy

olarak elde edilirler. Bu ifadelerde,
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2
N

[_m1 (l+ Zl)ef4th—5th2 (_4(eah+6ah2 + eSah+4ah2 )a3h23 (1+ Zg) + eah+2ah2 (e2ah2

kz (th) :T

(_1+ah) +e2ah (1+ah))(_m2 (1+%2)(_1+e4ah2 _(1+Z3)(1_292ah2 +e4ah2 ))
+ M2t gy, (—(2" + 2™ — e — 2o | 4(grh ~1)e*™ + 4(ath +1)e*"
lexhz)mz (1+ Zg) +(1_262ah2 + e4a|’l2)(62ah + eZahz)(l_i_ Zg)) + 4a2h229ah+4ah2 (m2

(L4 2,)(€°" +*™) + (™ (ah ~1) + £*" (ah + 1))(L+ 25)))]

[cosa(t+x)+cosa(t—Xx)]da (236)
k(xt) = A4* [ 2abe (14 62 4 gh (L+e%™))((L— ah)e™™ — (1+ ah)e?™ + ath,
0
(e2*"2 " )ym, L+ x,) A+ x,)] [cosa(t +X) +cosa(t — x)]de (237)

olarak tanimlanmaktadirlar. (234) ve (235) ifadelerindeki p,, p, ve g sirasiyla (1) nolu

tabakanin  yogunlugunu, (2) nolu tabakanin yogunlugunu ve yergekimi ivmesini

gostermektedir.
Simetri nedeniyle p(t) = p(-t) olarak almir, z=ah ve &{=h,/h degisken

donustimleri yapilirsa temas ytizeyi boyunca o, (x,h,) ve o, (x,0) normal gerilmeleri,

o, (6h) = —pgh - [k (D PO, (0<x<0) (239)
! rh °,

&, (%,0) = —plgh{u pZ—hZ} _Hp 1 j K otpM)dt,  (0<x<w) (239)
: phy | mh?

olarak yazilabilir. Burada,
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* .2 —4z-57 7462 7+41 742z z
k, (X,t)=J‘F[—m1(1+xl)e 8 (4(e770% + @3 %3 (L yr,) + €7 (87
0

(-1+2) +e* A+ 2))(—=m, 1+ x,)(-1+e" —(L+ x,)(1—2e°" +e**))
+eTPEZE(—(eF + e % —e? 1 4(z-1)e* +4(z +1)e” e*F)m,

L+ 2,) + (1-2e7* +e'™)(” +e°*)(L+ y,)) + 427%™ (m,(L+ x,)

(€** +e**) + (e**(z-1) +e*(z+1)(1+ %3)))]cos [% (t— x)} dz (240)
k;(X,t) — ]QA;tk[_eszZZé (_1+6225 + Z§(1+6225 ))((1_ Z)ezpﬁ _(1+ Z)eZZ + Zg(e22+225 ))
m, 1+ 7)1+ x,)]cos E (t- x)} dz (241)

olarak tanimlanmaktadirlar. Kisim 2.6.” da (159) ifadesi ile tanimlanmis olan boyutsuz
blyuklikler (238) ve (239) denklemlerinde yerlerine yazilir ve gerekli dizenlemeler

yapilirsa,

o, (xh) 1 1laj
T — 22|k, (x,ar)D(r)dr, 0< 242
5 7h 2 7rh-[ o (X, ar)d(r)dr (0<x <o) (242)

x,0 F
O'yz( ):_l 1+Pz_hz _&lﬁjkg(x,ar)cp(r)dr, (0< x< ) (243)
P/h A ph | o mh?

olarak elde edilir. Burada A yuk faktori olup,

A= P
p.ghhy

(244)

olarak tanimlanmaktadir.
Kisim 2.6.” da aciklandigi gibi (161) ve (162) denklemlerinin ortak ¢6zumi

sonucunda ¢(r) boyutsuz temas gerilmesi hesaplanabilir. Hesaplanan ¢(r) degerlerinin

(242) ve (243) ifadelerinde yerine konulmas: ve Gauss integrasyon formilasyonunun



50

o, (xh) o, (x0)
1 V 2
P/h P/h

kullanilmas: ile de tabakalarin temas ylzeyi boyunca boyutsuz

temas gerilmeleri elde edilmis olur.
(244) ifadesi ile tanimlanmis olan A yik faktdrinin belli bir kritik degere (4,)
ulasmasi halinde tabakalar arasinda ayrilmalar sz konusu olur. Bu nedenle (161) ve (162)

0, (xh) 7, (x0)
P/h P/h

denklemlerinin gecerli olabilmesi icin temas gerilmelerinin temas

ylizeyi boyunca her yerde basing olmasi gerekir. Bu da ancak 0<A <A, olmas: ile

saglanabilir. A >4, olmasi durumunda ise tabakalar arasinda ayrilma baglar ve problem

sureksiz temas problemine donislr. Dolayisiyla da sdrekli temas durumundaki smnir
sartlar1 gegersiz olur.
Tabakalar arasindaki ilk ayrilma yuku ve ilk ayrilma uzakliginin belirlenebilmesi igin

(242) ve (243) denklemlerinin sifira esitlenmesi gerekir.

1 lag

- jl k,(x,ar)®(r)dr =0, (0< X <o) (245)
A, el | mlag _ »
/1{“ plhj . hjlks(x,ar)qa(r)dr =0, (0<x<m) (246)

Bu esitliklerden yararlanilarak ilk ayrilma yiki ve ilk ayrilma uzakhig: (noktasi)
birlikte bulunurlar. Bu esitligi saglayan x uzaklig: ilk ayrilma noktas: (x,) ve buna karsilik
gelen yik faktori de kritik yuk faktorii (4,) olarak bulunur. ilk ayrilmay: meydana

getiren kritik yik faktorinin,

fyy = e (247)

" p.ghhy

oldugu aciktir. Bu yik faktoriinden daha biyik yik faktorleri icin (1> 1,) yukarida

belirtildigi gibi tabakalar arasinda agilmalar meydana gelir. Bu durumda problemi stireksiz
temas problemi olarak incelemek gerekir.



3. BULGULAR VE iIRDELEME

3.1. Giris

Bu bolimde, rijit dairesel bir pang aracihigiyla yiklenmis ve elastik yari sonsuz
dizleme oturan iki elastik tabakanin sturekli temas problemine iligkin cesitli boyutsuz

blyuklikler icin bolim 2 de elde edilen ifadeler yardimiyla degme uzunluklari, degme

gerilmeleri, y simetri ekseninde ortaya ¢ikan o, ve o, normal gerilmeleri ile bu eksen
yakinlarindaki z,, kayma gerilmelerinin degisimi incelenmistir. Ayrica x ekseni boyunca

tabakalar arasindaki ve alt tabaka-elastik yar1 sonsuz dizlem arasindaki o, gerilmesinin

degisimi ile tabakalar arasindaki ve alt tabaka-elastik yari sonsuz dizlem arasindaki ilk
ayrilma yukleri ve ilk ayrilma uzakhklari belirlenmistir. Bunlarin degisimleri tablo ve

grafiklerle sunulmustur.

3.2. Degme Uzunluklar: ve Degme Gerilmeleri

Tabakalarin ve elastik yari sonsuz dizlemin malzeme 6zellikleri, pang yarigapi, yiuk
oram1 ve alt tabaka yiksekliginin toplam tabaka yiksekligine oranina ait boyutsuz
blyukliklerin cesitli degerleri igin yar1 degme uzunluklari ve degme gerilmeleri elde
edilmistir.

Sekil 2 ve 3’ de yar1 degme uzunluklarinin pang yaricap: ve yik orani ile degisimleri
gortlmektedir. Sekil 2’ de dairesel pang yaricapmin gesitli degerleri igin yart degme
uzunluklarmin ytk orani ile degisimi verilmektedir. Sekilden de gortlebilecegi gibi yik
oranm arttikca yari degme uzunluklar1 azalmaktadir. Sekil 3’ de ise ylik oraninin cesitli
degerleri icin yar1 degme uzunluklarinin pang yaricap: ile degisimi gortlmektedir. Sekilde
de goruldigl Gzere pang yaricap: arttikca yari degme uzunluklar:r da artmakta olup bu
beklenen bir sonuctur. Cesitli yuk orani ve pang¢ yaricap: degerleri igin yari degme
uzunluklarmin degisimi Tablo 1’ de verilmistir. Tablo 1° deki verilerin Sekil 1 ve Sekil 2’
deki sonuglar: destekledigi agikca gorulmektedir.
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Malzeme sabitleri y,, x, ve x;’ Un ayni degerleri almasi durumunda, tabakalarin
ve elastik yar1 sonsuz dizlemin poisson oranlarinin da esit olacag: asikardir. Dolayisiyla

/1y ve pylp, kayma moduli oranlarmin degisimi elastisite modilleri oranmin
degisimi (E,/E, , E,/E, ) olarak da degerlendirilebilir. Bu veriler 1s1ginda Tablo 2, Sekil

4 ve Sekil 5° de de goruldugl gibi 1,/ ve ! w, oranlarmin artmasr ile yar: degme

uzunluklari azalmaktadir.

Tablo 3’ de pang yarigapinin gesitli degerleri icin, alt tabaka ylksekliginin toplam
tabaka yuksekligine oranina bagli olarak yar1 degme uzunluklarnin degisimi
gorulmektedir. Buna goOre alt tabaka yuksekliginin toplam tabaka ylksekligine orani
artirildikca yar: degme uzunluklarmin arttigi gorulmektedir.

Sekil 6-10° da cesitli boyutsuz biyukltkler i¢in pang altindaki degme gerilmelerinin
dagilimi verilmektedir. Bu sekillerden degme uzunluklar: ile degme gerilmelerinin ters
orantili oldugu gorulmektedir. Bunun nedeni ise degme uzunlugu arttikgca yik daha genis
bir alana yayilacagindan degme gerilmesi azalmaktadir. Sekillerde goze carpan bir diger
nokta ise degme gerilmelerinin en blyuk degeri x=0 simetri ekseni Uzerinde olmakta,
buradan uzaklastikca degme gerilmeleri azalarak x=zFa noktalarinda sifir degerini
almaktadir.

Sekil 6’ da goraldugu gibi pang¢ yaricapr arttikca yuk daha genis alana
yayilacagindan degme gerilmeleri azalmaktadir. Sekil 7 de ise t /(P/h) yik oranmin
degisimine bagh olarak degme gerilmesi yayilisi gorilmektedir. Sekil incelendiginde
[ (P/h) yuk oram arttikga degme gerilmeleri artmaktadr.

Sekil 8-9” da tabakalarin ve elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma moddulleri oranlarina

bagli olarak degme gerilmesinin dagilmi verilmektedir. y =y, =, =2 alindiginda
/1y ve pylp, kayma modulli oranlarmin degisimi elastisite modilleri oranmin
degisimi (E,/E, , E;/E, ) olarak da degerlendirilebilir. z,/1; ve p,/p, oranlari

arttikca, yani alt tabakanin rijitligi Ust tabakaya gore arttikca veya elastik yari sonsuz
dizlemin rijitligi alt tabakaya gore arttikca degme uzunluklarmin azaldig: ve bunun sonucu
olarak da degme gerilmelerinin arttigi gorilmektedir.

Sekil 10’ da alt tabaka yuksekliginin toplam tabaka yuksekligine oraninin cesitli
degerleri icin degme gerilmesinin dagilimi incelenmistir. Sekilde de goruldigi gibi alt
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tabakanin yiksekliginin toplam tabaka yuksekligine orani arttikca degme gerilmeleri

azalmaktadir.

Tablo 1. Dairesel pan¢ yaricap: ve yik oranina bagl olarak yari degme uzunluklarinin
degisimi (, =2, =% =2 0/ =L 1, [y =2, pi3/ 11, =2)

P“/lh %:10 %:50 %:100 %:250 %:500 %:750 %:1000
a’h a’h a’h a’h a’h a’/h a’/h

10 0.6541 1.3043 1.7382 2.5392 3.3912 4,0241 4,5486
50 0.3069 0.6541 0.8861 1.3043 1.7382 2.0552 2.3149
100 0.21806 0.4762 0.6541 0.9747 1.3043 1.5433 1.7382
250 0.13815 0.3069 0.4287 0.6541 0.8861 1.0529 1.1883
500 0.0977 0.21806 0.3069 0.4762 0.6541 0.7822 0.8861
750 0.07978 | 0.17824 0.25142 0.39304 0.5442 0.6541 0.7429
1000 0.0691 0.15443 0.21806 0.3421 0.4762 0.5743 0.6541

Tablo 2. Tabakalarin kayma modulleri oranina bagl olarak yari degme uzunluklarinin
degisimi (1, =x,=%.=2, h,/h =1, R/h=500, 14 /(P/h)=100)

My 0.05 0.1 0.5 1 2 4 10 50

a/h a/h a/h a/h a/h a/h a/h a/h

0.05 28.9125 | 20.2902 8.9029 6.2289 4.3563 3.0602 1.9752 1.1992

0.1 20.3251 | 14.2906 6.3108 4.4462 3.1538 2.2757 1.5734 1.1308

0.5 9.1128 6.4652 2.9996 2.2196 1.7078 1.3936 1.1798 1.0602
1 6.5754 4.7186 2.3075 1.7805 1.4471 1.2509 1.1213 1.0486
2 4.8971 3.5851 1.8903 1.5281 1.3043 1.1752 1.0902 1.0423
4 3.8491 2.8972 1.6574 1.3925 1.2295 1.1357 1.0741 1.0391

10 3.1154 24311 1.5096 1.3082 1.1836 1.1115 1.0639 1.0371

50 2.6881 2.1654 1.4287 1.2623 1.1587 1.0985 1.0586 1.0359




54

Tablo 3. Pang¢ yaricapmin cesitli degerleri igcin yari degme uzunluklarinin tabaka
yukseklikleri ile degisimi (=1, =x.=2, h/h =1 u /=1 pulu =1
w1 (P/h)=500)

h2 R/h=100 R/h=500 R/h=1000
h a/h a/h a/h
0.1 0.3167 0.7475 1.0801
0.2 0.3197 0.7619 1.0981
0.3 0.3236 0.7778 1.1159
0.4 0.3285 0.7932 1.1317
0.5 0.3343 0.8052 1.1432
0.6 0.3408 0.8115 1.1482
0.7 0.3466 0.8235 1.1487
0.8 0.3489 0.8263 1.1506
25
2 p—
(1) R/h=100
7 (2) R/h=500
(8) R/h=750
15 —| (4) R/h=1000
a’h
1 1
05 —
’ )
0 \ ‘ \
0 400 o 800 1200
P/h

Sekil 2. Dairesel pang yaricapina baghi olarak yar1t degme
uzunluklarmin yik orani ile degisimi (x, =%, =x:=2,

h =1 1, 1y =2, p; ] p1, =2)
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1.6 —

ﬂ:
(1) ;=100

M ™)
(2) 55250

ﬂ:
(3) 51,2500

ﬂ:
(4) 5,=1000

0

1.2 — @
a/h
€]
0.8 —
4)
0.4 —
\ ‘ \

400 R/h 800 1200

Sekil 3. YUk oranmna bagh olarak yari degme uzunluklarinin dairesel

pang vyaricapr ile degisimi (n=x,=x.=2,h/h =1
Mol =2, piyl p1, =2)

32

038

@ (1) pa/up=05
(2) p3/=1
(3) /=2
(4) p3/ip=4

\ ‘ \
4 /iy 8 12

Sekil 4. Elastik yar1 sonsuz duzlem ile alt tabakanin kayma modulu

oranlarina baglh olarak yari degme uzunluklarmin tabakalarin
kayma modulleri orani ile degisimi (y,=x, =X =2
h,/h =1 R/h=500, /(P/h)=100)
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8
6 (1) 1/y=0.5
(2) n/m=1
7 ) w/m=2
4) /=4

- L

0 \ T \
0 1 2 W32 3 4 5

Sekil 5. Tabakalarin kayma moddulleri oranina bagli olarak yar1 degme
uzunluklarimin alt tabaka ile elastik yari sonsuz dizlemin

kayma modulleri oramt ile degisimi (h,/h =1,
Xi= X=X =2,RIh=500, 4 /(P/h)=100)

12
N o (1) R/h=100
(2) R/h=250
(3) R/h=500
(4) R/h=1000
08—
px) |
P/h
04—
0
2 1 0 1 2

Sekil 6. Cesitli pang yaricap: degerleri icin pang altindaki degme
gerilmesi yayihst (i, =x,=x.=2, h,/h =1 wu/p, =2
w [ (P1h)=100, p,/ =2)
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16
i (1) =100
W
10 (2) $1=250
(3) 31500
(4) $-=1000
PX) gl
208
04
0
2 1 0 1 2

Sekil 7. Cesitli yuk orani degerleri i¢in pang altindaki degme gerilmesi
yayihst (= x, = 2 =2, h,/h =1, R/h=500, 1,/ =2,
!, =2)

06
(1) no/m=4
(2) po/m=2
B (3) po/m=1
4) n/m=0.5
04 —
PO |
P/h
02—
0
-2 1 0 1 2

Sekil 8. Tabakalarin kayma modullerinin oranlarina bagli olarak pang
altindaki degme gerilmesi vyayiisi (y,=x, =X =2,
w/(P/h)=100, R/h=500, h,/h =1 wu,/u,=2)
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06

(1) na/po=4
L (2) pa/pp=2

(3) pa/mp=1
(4) n3/p=0.5

04 —

PO |

P/h

02—

Sekil 9. Alt tabaka ile elastik yari sonsuz dizlemin kayma
modullerinin oranlarina baglh olarak pang altindaki degme
gerilmesi yayiist (1, =2, =xa=2, th/ 1y, =2, h,/h =1,
R/h=500, w /(P/h)=100)

25
7 (1) ho/h=0.1
(2) ho/h=0.5
2 — (3) ho/h=0.8
15 —
X —
P/h
l —
0.5 —
0 \ \ \
0.4 -0.2 0 0.2 04

a/h

Sekil 10. Alt tabaka yuksekliginin toplam tabaka ylksekligine oranina
bagli olarak pan¢ altindaki degme gerilmesi yayilisi

(=12=2=2 RIh=100, w4/ (P/h)=500, w,/ 11 =1,
el =1)
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3.3. Normal Gerilmelerin ve Kayma Gerilmelerinin incelenmesi

Simetri ekseni boyunca (y ekseni), o,, o, normal gerilmeleri ve bu eksene yakin bir
yerde (x/h=0.5" de) z,, kayma gerilmeleri incelenmistir. Ayrica x ekseni boyunca tabakalar

arasinda ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda o, gerilmesinin dagilimi elde

edilmistir.

3.3.1. o, Normal Gerilmelerinin incelenmesi

Ilk olarak x=0 simetri ekseni boyunca o, normal gerilme degerleri gesitli boyutsuz
blyiklikler i¢in hesaplanmistur.

Sekil 11’ de o, normal gerilmesinin panc¢ yarigap: ile degisimi gorulmektedir.
Sekilden de gorilebilecegi gibi pang yaricap: kiguldikce o, normal gerilmesinin degeri
iist tabakada, alt tabakada ve elastik yar1 sonsuz diizlemde artmaktadir. Ust tabakada
tabakanin st bolgesinde basing gerilmeleri olugmakta, tabakanmin alt kisimlarina dogru
inildikce degeri azalarak sifir olmakta daha sonra isaret degistirerek cekme gerilmesi
olarak artmaktadir. Alt tabakada da benzer durum s6z konusu olmaktadir. Elastik yari
sonsuz dizlem igin ise gerilme en biylk degerini alt tabakaya degme yuzeyinde almakta
ve derine inildikce (y—>—o0) her yerde basing gerilmesi olacak sekilde azalarak sifira
dogru yaklagmaktadir. Sekil 11’ de gbze carpan bir diger sonug ise Ust ve alt tabakada
cekme ve basing bolgelerindeki gerilme alanlarinin birbirine esit olmasidir. Ayrica (st ve
alt tabaka icin pan¢ yaricap: arttikca gerilme dagilimlarimin lineerlige yaklastigi
gorilmektedir.

Sekil 12° de o, normal gerilmesinin yuk orani ile degisimi verilmektedir. Sekle
bakildiginda yuk oran: arttikga ust tabakada, alt tabakada ve elastik yar1 sonsuz diizlemde
o, normal gerilmesinin arttigi gordlmektedir. Yaricap degisiminde oldugu gibi yuk
oraninin degisiminde de tabakalarin Ust kisimlarinda basing gerilmeleri olusmakta ve
tabakalarin alt kisimlarina dogru inildikge azalarak belli bir degerde sifir olup ¢ekme

gerilmesi olarak artmaktadir. Elastik yar1 sonsuz dizlem igin ise yine gerilme en buyuk

degerini alt tabaka ile degme yuzeyinde almakta ve derine inildikge her yerde basing
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gerilmesi olacak sekilde azalarak sifira dogru gitmektedir. Ayrica Ust ve alt tabakada

cekme ve basing bdlgelerindeki gerilme alanlarinin birbirine esit olmasi ve yuk arttikca

gerilme dagilimlarinin lineerlige yaklasmasi Sekil 12’ de goze carpan diger hususlardir.
Sekil 13 ve Sekil 14’ de tabakalarin ve alt tabaka ile elastik yari sonsuz diizlemin

kayma modulleri oranlarmin cesitli degerleri i¢in o, normal gerilmesinin degisimi
gorulmektedir. Sekil 13’ te goruldugu gibi alt tabakanin kayma moduliiniin tst tabakanin
kayma moduliine orani azaldikca yani alttaki tabaka Ustteki tabakaya oranla yumusadikca
alttaki tabakada o, normal gerilmeleri azalmakta Ustteki tabakadaki gerilmeler ise
artmaktadir. Bu durum (Birinci, 1998) de de belirtildigi gibi elastik tabakanin rijitliginin

artmas: halinde s6z konusu tabakada o, normal gerilmelerinin blylyecegini, tersi

durumunda da azalacagini gostermektedir. Elastik yar: sonsuz diizlem igin ise £,/ 4 orani

arttikca gerilmelerin arttigi gorilmektedir. Daha 6nceden de belirtildigi gibi bu durumda da
tabakalarin st boélgelerinde basing gerilmeleri alt bolgelerinde ise cekme gerilmeleri
olusmaktadir. Elastik yar1 sonsuz diizlem icin ise her yerde basing gerilmeleri hakim olup
en biyiik degerini degme yiizeyinde almakta ve derine inildikce sifira yaklasmaktadir. Ust

tabakada g,/ p, oram kiclldikee, alt tabakada ise g,/ 4, oram buyidikce gerilme
dagilimlart lineerlige yaklagmaktadir. Yine Ust ve alt tabakada cekme ve basing

bolgelerindeki gerilme alanlarinin birbirine esit oldugu goérilmektedir. Sekil 14 de elastik

yari sonsuz dizlemin kayma modulinin alt tabakanin kayma moduline oranmnin cesitli
degerleri icin o, normal gerilmesinin dagilimi1 goriilmektedir. Bu durumda ise 14/ 1,

oranm arttikca yani alt tabakanin rijitligi elastik yar1 sonsuz dizlemin rijitligine gore
azaldikga elastik yar1 sonsuz diizlemde gerilmeler artmakta tabakalarda ise azalmaktadir.
Tabakalar ve elastik yar1 sonsuz dizlem icin gekme ve basing bolgelerindeki degisim
tabakalarin daha o©nceki durumlarina benzer Ozelliktedir. Sekil 15° de ise Kdtle

kuvvetlerinin olmas: durumunda o, normal gerilmesinin degisimi incelenmistir. Sekilde
goruldigl gibi tabakalarin kiutle kuvvetlerinin hesaba katilmas: durumunda tabakalar icin
o, normal gerilmeleri artmaktadir. Tabakalarin kutle kuvvetleri arttikga gerilmeler de

buna bagli olarak artmaktadir.



1 N
1) (2 @) @) \

0.5 \ @ e ©® O

yih 0 (12)3X4) \

(1) R/h=100
(2) R/h=250
-05 —
(3) R/h=500
(4) R/h=1000
1 | |
2 2

0
ox/(PIh)

Sekil 11. o,(0,y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin pang
yarigapt ile  degisimi(y,=x,=x,=2, h,/h=1,
w!(P/h)y=500, w, [ 1, =1, p, [, =1)

: \
Q@ 0
05 ER-NE)
y/h 0 (32N \
L M
(1) $1=100
ﬂ:
05 (2) $1-=250
ﬂ:
| (3) =500
p | L |
-3 2 4 Ox 0 1 2
P/h

Sekil 12. o,(0,y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin yik oranz ile
degisimi (t=x,=x=2,h,/h =1 R/h=100,
tol =1yl g1, =1)
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05 (@@

\\ R
y/h 0 (3)2)1) \

(1) o/ m=0.5

05~ () np/ wi=t
(3) o/ m=2
1 | L |
3 2 -1 Ox o0 1 2

P/h

Sekil 13. o,(0,y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin tabakalarin
kayma modulleri oran ile degisimi (x4 /(P /h) =500,
R/h=500,h,/h =1 1/, =1)

[ —

)
05 B O M

y/h 0 @) \

(1) p3/mp=0.25
(2) wa/np=0.5
(3) pa/mp=2

\ \ | \
-1 |
3 2 1 Sx 9 1 2
P/h

Sekil 14. o,(0,y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin alt tabaka
ile elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modilleri oran: ile

degisimi  (n=1.=1:=2 h,/h =1, R/h =100,
w ! (P/h)=500, w,/ p, =1)
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05 \\m(z)@)(4)

y/h 0 (1,234

1HE@

(1) p1ghh1=0, poghhy=0
(2) p1ghh1=0.25, prghhy=0.75
05— (3) p1ghh1=0.75, poghhy=0.25

(4) p1ghh1=1, poghhy=1

08 -0.4 0 04 0.8
x/(P/h)

Sekil 15. o,(0,y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin tabakalarin
kitle kuvvetleri ile degisimi (y,=x,=x.=2 h/h=1
R/h=100, 1/ (P/h)=500, 1, / t, =1, p, | p, =1)

Sekil 16-20’ de gesitli boyutsuz buyiiklikler icin tabakalar arasinda ve alt tabaka ile
elastik yar1 sonsuz duzlem arasinda x ekseni boyunca o, boyutsuz normal gerilmesinin
degisimi incelenmistir.

Sekil 16° da tabakalarin kayma modulleri oranina bagli olarak x ekseni boyunca

tabakalar arasinda olusan o, gerilmesinin degisimi gorilmektedir. Sekilde de goruldigu
gibi 1,/ oram arttikca tabakalar arasindaki o, (x,h,)/(P/h) boyutsuz gerilmesinin

cekme ve basing bolgelerinde aldigi maksimum degerler de azalmaktadir. Degme
yuzeyinde x=0" dan itibaren ¢cekme gerilmeleri olusmakta ve x ekseninden uzaklastikca
azalarak belli bir degerden sonra basing gerilmeleri olusmakta ve belli bir noktada

maksimum degerine ulastiktan sonra azalarak sifira yaklasmaktadir. G6ze carpan bir diger
husus ise £,/ 14 orani arttikca gekme gerilmeleri etkisini daha erken kaybetmekte, basing

gerilmelerinin maksimum degerine ulastig1 nokta ise y eksenine daha yakin olmaktadir.

Sekil 17’ de ise tabakalarin kayma modilleri oranlarina bagl olarak x ekseni
boyunca alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda olusan o, gerilmesinin degisimi

verilmektedir. Burada tabakalar arasinda olusan durumun tersi s6z konusudur. Cuink
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1, | 1, oram arttikca alt tabakanin rijitligi artmakta, dolayisiyla o,,(x,0)/(P/h) boyutsuz
gerilmesinin ¢cekme ve basing bolgelerinde aldigr maksimum degerler de artmaktadir. x
ekseni boyunca gerilmenin degisimi tabakalar arasindaki durumla benzer olmakla beraber
W, [ 1, oram arttikga basing gerilmelerinin maksimum degerine ulastigi nokta yine y

eksenine daha yakin bir yerde olmaktadir.

Sekil 18 ve Sekil 19’ da goruldigi gibi alt tabaka ile elastik yari sonsuz diizlemin
kayma modiilleri oran: (14, / 1, ) arttikca o, (x,h,)/(P/h) ve o, (x,0)/(P/h) boyutsuz
gerilmelerinin ¢ekme bolgelerinde aldigi maksimum degerler azalmaktadir. Basing
bolgelerindeki maksimum degerler tabakalar arasinda birbirine yakin ¢ikarken, alt tabaka
ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda azalmaktadir. Yine x ekseninden uzaklastik¢a
gerilmelerin degisimi daha 6nce bahsedilen durumlarla benzer olmaktadir.

Sekil 20" de tabakalarin kitle kuvvetlerinin olmasi durumuna ait ¢esitli durumlar igin

tabakalar arasindaki o, gerilmesinin degisimi gorulmektedir. Tabakalarin kiitle kuvvetleri
artirildikca tabakalar arasinda o, (x,h,)/(P/h) boyutsuz gerilmesinin ¢ekme bolgesinde

aldig1 maksimum deger azalirken basing bolgesinde aldigi maksimum deger artmaktadir.
Sekilde dikkat ceken diger bir durum ise tabakalarin kitle kuvvetleri ayni oranda

artmldiginda o, (x,h,)/(P/h) boyutsuz gerilmesinin basing bdlgesinde maksimum

degerine ulastigi nokta her durumda y eksenine esit uzaklikta olmasidir.
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2
) “ (1) pom=0.5
) (2) w/=1
. @ (3) =2
(©)
oxi(xh2) |
P/h
A=
! | I |
0 1 2 xh 3 4 5
Sekil 16. Tabakalarin kayma modullerinin oranina bagli olarak X
ekseni  boyunca o, (x,h,)/(P/h) boyutsuz normal
gerilmesinin ~ degisimi  (R/h=100, ¥, =X, = Xs =2,
w ! (P/h)y=500, h,/h =1 pu,/ u,=1)
0.8
B (©)
06 —\| @
i ; (1) n/m=05
v @) w=1
0.4 — ) w/p=2
GXZ(X’O) ]
P/h 0.2
0
-0.2 —
04 | ] |
0 1 2 xh 3 4 5

Sekil 17. Tabakalarin kayma moddllerinin oranina bagl olarak x ekseni
boyunca o, (x,0)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin
degisimi (R/h=100, ,=x, =% =2 h/h=1 u/u,=1,
w1 (P /h) =500)
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15 —
(€] 1) w/p=0.5
h (2) pa/m=1
@
1 () m/p=2
(3
ox(X.h2) |
P/h
0.5 —
0 W
05 | ]
0 1 2 x/h 3 4

5

Sekil 18. Alt tabaka ile elastik yari1 sonsuz diizlemin kayma modullerinin
oranina bagh olarak o, (x,h,)/(P/h) boyutsuz normal

gerilmesinin degisimi(h,/h =1 y,=x,=x.=2, 1,/ 1, =1,

R/h=100, 1 /(P/h)=500)

1.2
M

08 — (1) pa/np=05

(2) p/mp=1
| (3) /=2
@
GXZ(X’O) 0.4 —
P/h ©)

0.4 ‘ ‘ T ‘
0 1 2 xh 3

5

Sekil 19. Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz dizlemin kayma moddllerinin
oranina bagh olarak o, (x,0)/(P/h) boyutsuz normal

gerilmesinin ~ degisimi  (h,/h=1, R/h =100, w,/ 1 =1,

%=X =X =2,/ (P/h)=500)
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(3) pighhi=1, poghhy=1
(4) pighhi=5, poghhy=5
05 —
@
GXI(X:hZ) 0
o \\%
05 —|
-1 —
15 \ ] \

0 1 2 xh 3 4 5

Sekil 20. Tabakalarin kitle kuvvetlerine bagli olarak x ekseni boyunca
o, (x,h,) I (P/h) boyutsuz normal gerilmesinin degisimi
(R/h=100, 1 /(P/h)=500, y, =y, =x,=2, h,/h =1
tol =1 sl p, =1)

3.3.2. o, Normal Gerilmelerinin incelenmesi

Sekil 22-26” da simetri ekseni boyunca o, boyutsuz normal gerilmesi dagilimi
incelenmistir. o, normal gerilmeleri en biylk degerlerini pangin degme yiizeyinde (y=h)

almakta ve pangtan uzaklastikca (derine inildikce) azalarak sifira dogru yaklasmaktadir.
Ust tabaka ile alt tabakanin degme yiizeyinde ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlemin
degme yizeyinde gerilmeler ayni degerleri almis ve problemin taniminda verilen smir

sartlarmin saglandigi géralmastar.

Sekil 21” de gorildugi gibi pang yarigap: arttikca o, gerilmeleri azalmaktadir. Pang
yarigapinin azalmasi durumunda ise gerilmeler artmaktadir. Elastisite teorisinden, tekil
yukin altinda dusey normal gerilmenin sonsuza gittigi bilinmektedir. Burada da yarigcapin
azalmasi sonucu pancin degme yiizeyi azalmakta ve tekil yik haline yaklasiimaktadir.

Sekil 227 de ylik oranmin degisimine gore o, gerilmelerinin dagilis1 gortilmektedir.

Sekil incelendiginde yUk oram arttikca o, gerilmelerinin arttigi gértlmektedir. Sekil 23 ve
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Sekil 24’ de ise tabakalarin ve alt tabaka ile elastik yari1 sonsuz dizlemin kayma
modullerinin orammnuin cesitli degerleri icin o, gerilmesinin degisimi gortlmektedir.
Sekillerde de gorilecegi Uzere alt tabakanin rijitligi Gst tabakaya gore arttikca veya elastik

yar1 sonsuz dizlemin rijitligi alt tabakaya gore arttikca o, boyutsuz normal gerilmeleri

artmaktadir.

Sekil 25" de ise kitle kuvvetlerinin hesaba katimasi durumunda o, normal
gerilmesinin degisimi gorulmektedir. Sekil incelendiginde tabakalarin kutle kuvvetleri
dikkate alindiginda gerilme dagilimi1 kesit boyunca ylzeyden derine inildikce artmakta,
kitle kuvvetleri dikkate alinmadigi zaman ise azalmaktadir. Elastik yar1 sonsuz diizlemin
kitle kuvveti ihmal edildigi i¢in her iki durumda da gerilme dagilim1 giderek azalmaktadir.

Sekil 26’ da alt tabaka yiksekliginin toplam tabaka ytksekligine oranmnin cesitli

degerleri icin o, normal gerilmesi dagilimmin degisimi gortlmektedir. Burada alt tabaka

Ust tabakaya gore daha rijit secildiginde ve alt tabakanin yuksekligi artirildikga temas

yuzeyine yakin bolgelerde o, gerilmesinin arttigi1 g6zlenmektedir.

1
o @ (3\ @
0.5 \
y/h o
(1) R/h=100
| (2) R/h=250
05 (3) R/h=500
(4) R/h=1000
1 \ \ | \
25 -2 15 %Y 05 0

P/h

Sekil 21. o,(0,y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin pang
yarigapt ile degisimi (y,=x,=x=2, h,/h=1,
[ (PI0)=500 p, [ 1 =1, py /11, =1)
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1
SN 2) @)
05
y/h o
B (1) p=250
%) P/h_5oo
05—
@) m=750
- () P/h ==1000
1 | | |
-4 -3 -2 -1 0
oy/(Ph)

Sekil 22. o,(0,y)/ (P /h) boyutsuz normal gerilmesinin ytik orani ile
degisimi  (p=x,=x.=2, h/h=1 R/h=100,
pol =1, /i, =1)

1
05 \\
y/h 0

T (1) m/wm=0.25
(2) w/m=05
05— Q) m/w=1
(4) n/m=2
A ‘

2 1 5 Gy/(P/h) 1 0

Sekil 23. o,(0,y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin tabakalarin
kayma modulleri orani ile degisimi (p=x,=x:=2,
h,/h =1, R/h=100, g /(P/h)=500, 1,/ w, =1)
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05
\XS) @\®
y/ho

(1) p3/ =025
(2) pa/ =05
(3) pa/ =1
05 (4) s/ =2
1 \ \ | \ \
- -1. 0.8 0.4

Sekil 24. o,(0,y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin alt tabaka ile
elastik yar1 sonsuz diuzlemin kayma modulleri oran: ile
degisimi  (xn=x.=x.=2, h/h=1 R/h=100,
w1 (PIh)=500, /1 =1)

1
(1) p1ghhy=0, ppghhy=0
(2) p1ghhy=0.25, pyghhy=0.75
F(@3) plghh1:0.75, nghh2:0.25
(4) p1ghhy=1, ppghhy=1 @ O
0.5
“ @ 2) (1)
y/ho
(4)
(2) (1)
(3)
05
1 | \ | \ |
-3 25 -2 -15 -1 05 0
oyl/(P/h)

Sekil 25. o,(0,y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin tabakalarin
kitle kuvvetleri ile degisimi (y,=x,=x,=2, h,/h =1,
R/h=100, g /(P/h)=500, p,/ 1 =1, p,/ p, =1)
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05 \ M
@
L \\\x\ e
y/h 0

R (1) ho/h=0.2

(2) ha/h=0.5

05— (3) ha/h=0.8

P | I
25 2 15 Sy 4 05 0

Sekil 26. o,(0,y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin tabaka
ylksekliklerinin orani ile degisimi (y,=x,=x=2,
R/h=100, g /(P/h)=500, 0,/ s, =2, py/ p, =1)

3.3.3. 7,, Kayma Gerilmelerinin Incelenmesi

Tabakalarin ve elastik yar1 sonsuz dizlemin simetri kesitinde kayma gerilmeleri
sifirdir. Bu nedenle kayma gerilmelerinin yayilisini gorebilmek amaciyla x/h=0.5 gibi
simetri eksenine yakin bir kesitte inceleme yapilmstir.

Kayma gerilmeleri 7, (x,0) , 7,,(x,h,) ve 7, (x,h) degme yiizeyleri boyunca sifir

olmakta ve problemin taniminda verilen sinir sartlarmin saglandigi gorilmektedir.

Sekil 27’ de pan¢ yaricapinin degisimine bagli olarak kayma gerilmesi yayilisi
gorilmektedir. Ust tabakada yaricapin artmasiyla kayma gerilmeleri azalmaktadir. Burada
kayma gerilmelerinin maksimum oldugu nokta tabakanin ortasi olarak goze ¢arpmaktadir.
Alt tabakada da benzer durumun gecerli oldugu gorilmektedir. Yalniz alt tabaka pang
yaricap: degisiminden Ust tabaka kadar etkilenmemektedir. Elastik yari sonsuz diizlem igin
yarigap artisi kayma gerilmelerinin azalmasina neden olmaktadir. Ayrica yaricap degeri
arttikca elastik yari sonsuz dizlemde kayma gerilmesinin maksimum degerini aldigi1 nokta

alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz dizlemin temas yuzeyinden uzaklasmaktadir.
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Sekil 28" de yuk oranina bagli olarak kayma gerilmesi yayilismin degisimi
gOrulmektedir. Yuk oram arttikca (st tabakada daha belirgin olmak Uzere kayma
gerilmeleri artmaktadir.

Sekil 29 ve Sekil 30’ da ise tabakalarin ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlemin
kayma moddlleri oraninin gesitli degerleri igin kayma gerilmesi yayilisinin degisimleri
gortlmektedir. g,/ 1, oram arttikga yani alt tabakann rijitligi Ust tabakaya gore arttikca
ust tabakada kayma gerilmesinin degeri azalmakta, alt tabakada ise artmaktadir. Bunun
nedeni ise Ust tabakanin alt tabakaya oranla daha yumusak olmasidir. Elastik yar1 sonsuz

dizlemle alt tabakanin malzeme 6zellikleri ayn: segildiginden burada da alt tabakadakine
benzer bir durum s6z konusu olmaktadir. /gy oram arttikca tabakalarda kayma
gerilmelerinin aldig1 degerler birbirine yaklasmakta, azaldikca bu degerler birbirinden
uzaklasmaktadirlar. 1,/ 1, oram arttikca yani elastik yar: sonsuz diizlem tabakalara oranla

rijitlestikce elastik yari1 sonsuz duzlemde kayma gerilmeleri artmakta, tabakalarda ise

azalmaktadir.

4 &) (1)
05
u 3) 2) (1)
y/h 0 —
i (1) Rh=100
5 2 " (2) R/h=500
05 (3) R/h=1000
- \ ‘ \
0 01 Txy/(Ph) 02 03

Sekil 27. 7,,(0.5,y)/(P/h) boyutsuz kayma gerilmesi dagilimmin

pang yarigapt ile degisimi (1 =x,=x=2, 1/ 1, =1
w ! (P/h)=500, ,/ 1, =1,h,/h =1)
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@
_ 2
w2
05
- 1) @)3
y/ho
4 i
(1) $7=250
Mm@ 3 '
05— (2) $4=500
(3) 311000
-1 \ \ \
0 0.1 02 03 0.4
Tey/(P/h)

Sekil 28. 7, (0.5,y)/ (P /h) boyutsuz kayma gerilmesi dagilimmin yik
orant ile degisimi(y,=x, =x,=2,h,/h =1, R/h=100,
ol =1, pal i, =1)

1 J—
7 (4) 3) (2) (1)
05
- X2 )3 )@
y/h 0
(1) po/m=0.25
05 — o @@ o 2 /=03
-~ (3) m/m=1
(4) w/m=2
-1 | ‘ |
0 02 1t/(Ph) 04 06

Sekil 29. 7,,(0.5,y)/(P/h) boyutsuz kayma gerilmesi dagilimmin
tabakalarin ~ kayma moduilleri oramt ile  degisimi
(L=2=2=2. 0/ =1,/ p1,=1, R/h=100,
w1 (P/h)=500)
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b @ DO 2 N
05 —
4 O ) 2) 1)
y/ho
i (1) ma/=0.25
(2) /=05
05 — @ 3 e (3) /=1
4) w/p=2
-1 \ \ \
0 0.1 02 03 04
Txy/(P/h)

Sekil 30. 7,,(0.5,y)/(P/h) boyutsuz kayma gerilmesi dagilimmin alt
tabaka ile elastik yari1 sonsuz dizlemin kayma modulleri
orant ile degisimi (y,=x, =x.=2, h,/h =1, R/h=100,
w1 (PIh)=500, /! w, =1)

3.4. Tabakalar Arasmdaki ve Alt Tabaka ile Elastik Yan Sonsuz Dizlem
Arasindaki Ik Ayrnilma Yiiklerinin ve Uzakhklarnmin incelenmesi

Bu kisimda cesitli boyutsuz buyuklikler icin tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile
elastik yar1 sonsuz dizlem arasindaki ilk ayrilma yikleri ve ilk ayrilma uzakliklar:
incelenmistir.

Sekil 31 ve 32°de tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile elastik yari sonsuz dizlem
arasindaki ilk ayrilma yuku ve uzakhginin pang yaricap: ile degisimi gorilmektedir.
Sekillerden de gorulebilecegi gibi her iki degme ylizeyinde de pang yaricap: arttikga ilk
ayrilma yikleri ve ilk ayrilma uzakliklar1 artmaktadir. Yani pan¢ yarigapi arttikga her iki
degme yizeyinde de ayrilmalar daha zor gerceklesmektedir. Sekiller beraber analiz
edildiginde ilk ayrilmanin tabakalar arasinda meydana geldigi gortlmektedir.

Sekil 33 ve 34’ de ise tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile elastik yari sonsuz
duzlem arasindaki ilk ayrilma yiki ve uzakhgmin g /(P/h) yik orani ile degisimi

gorulmektedir. Sekiller incelendiginde yarigap degisiminin aksine ilk ayrilma yuku ve ilk
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ayrilma uzaklig1 her iki degme yiizeyinde de yik orani arttikga azalmaktadir. Yani ylk
oran artirildikca ayrilmalar daha kolay olmaktadir.

Sekil 35 de tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiki ve bu yikten daha kiglik yik
degerleri igin tabakalarin temas yizeyleri boyunca boyutsuz temas gerilme yayiliglar:
cesitli boyutsuz buyiklikler icin verilmektedir. Sekilden de goruldigl gibi kritik yukten
daha kucuk yuklerde tabakalar arasinda ayrilma meydana gelmemektedir.

Tablo 4-5 ve Sekil 36-47° de malzeme Ozelliklerinin degisimine gore ilk ayrilma
yuklerinin ve uzakliklarmin degisimi verilmektedir. Tablo ve sekiller incelendiginde alt
tabakanin kayma modulinin (st tabakanin kayma moduliine orani artirildikga yani alt
tabaka Ust tabakaya oranla rijitlestikce hem tabakalar arasinda hem de alt tabaka ile elastik
yar1 sonsuz duzlem arasinda ilk ayrilma yukleri ve uzakliklari azalmakta, dolayisiyla
ayrilmalar daha kolay olmaktadir. Yine benzer olarak elastik yari sonsuz duzlemin kayma
modulinin alt tabakanin kayma modiliine oran: arttik¢a yani elastik yari sonsuz diizlemin
rijitligi alt tabakaya oranla artirildikga tabakalar arasinda ve alt tabaka ile elastik ayri
sonsuz duzlem arasinda ilk ayrilma yikleri ve uzakliklari azalmakta olup ayrilmalar daha
kolay gerceklesmektedir. Yapilan numerik analizlerde tabakalarin yikseklikleri ayni
secilmis olup bu durum igin ilk ayrilmalar daima tabakalar arasinda gergeklesmistir.

Tablo 6-7° de ise tabakalarin ve elastik yari sonsuz duzlemin malzeme 6zelliklerine
bagl olarak, tabaka yikseklikleri oranina ait cesitli boyutsuz buyiklikler icin tabakalar

arasindaki ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz duzlem arasindaki ilk ayrilma yiklerinin ve
ilk ayrilma uzakliklarmin degisimi verilmektedir. Tablolardan da gérilebilecegi gibi h, /h

oraninin artmasi ile yani alt tabakanin yuksekliginin toplam tabaka yiksekligine orani
artirildikca alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz duzlem arasinda genelde ilk ayrilma yikleri ve
uzakliklar: artis gostermekle birlikte azalislarinda oldugu goze carpmaktadir. Tabakalar

arasinda ise malzeme ozelliklerinin cesitli durumlar: igin yine h,/h oram arttikca ilk

ayrilma yuklerinde artiglarla beraber azalislar da gorulebilmektedir. Tablolarda goze
carpan bir diger husus ise alt tabaka yliksekliginin (st tabakaya oranla daha kiiglk veya esit
secilmesi ve alt tabaka (st tabakaya ve elastik yari sonsuz duzleme oranla daha rijit
secilmesi durumunda ilk ayrilma alt tabaka ile elastik yari1 sonsuz duzlem arasinda
meydana gelmektedir. Ayrica elastik yari sonsuz duzlemde st tabakaya dogru gidildikce
daha rijit malzemelerin se¢ilmesi durumunda gerek tabakalar arasinda gerekse alt tabaka
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elastik yar1 sonsuz dizlem arasinda ilk ayrilma yiklerinin diger durumlara gore daha

blyik oldugu yani ayrilmalarin daha zor oldugu gorilmektedir.

Tablo 4. Alt tabaka ile elastik yari1 sonsuz dizlemin kayma modulleri oranina bagl olarak
tabakalar arasindaki ilk ayrilma yukleri ve ilk ayrilma uzakliklarmin tabakalarin

kayma modiilleri oran: ile degisimi (h,/h =1, R/h=100, g /(P/h)=500,

P, p=1)

/u,=0.1
i pl iy =05 | pl =1 |yl py =2 | /1, =51 p/ 11, =10
xCT' ACT xCT' ACT xCT' ACT xCT' ACT xCT' ACT xCT' ACT

0.1 |7.34]347.063|4.10 | 166.95 | 3.31 |118.343| 2.80 | 83.5115| 2.44 | 58.5451 | 2.32 | 49.9833

0.25 |5.35(270.986| 3.10 | 139.777 | 2.53 | 99.2449 | 2.17 | 69.8606 | 1.94 |50.1723| 1.86 | 43.7309

0.5 |4.38]258.537|2.59(139.172|2.11 |94.9923| 1.82 | 64.8572| 1.65 |46.8489 | 1.59 | 41.3274

4 3.221193.986| 1.21 | 96.3381| 1.16 [ 55.4769| 1.13 | 42.5852 | 1.11 | 36.1775| 1.10 | 34.2177

10 |1.03|73.8963|1.04 |43.3536| 1.03 | 37.0934| 1.02 | 33.6179| 1.01 | 31.4038 | 1.00 | 30.6384

50 ]0.98|31.8626|0.97 |29.9315| 0.97 | 29.1694 | 0.97 | 28.6559 | 0.97 | 28.2647| 0.97 | 28.1260

Tablo 5. Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modilleri oranina baglh olarak
alt tabaka-elastik yari sonsuz diizlem arasindaki ilk ayrilma yikleri ve ilk
ayrilma uzaklklarinin tabakalarin kayma modulleri orani ile degisimi

(h,/h =1, R/h=100, 1 /(P/h)=500, p,/ p,=1)

pol | Bl 1o =01\ 4l 15y =05 | wlp,=1 | /=2 | w /1, =5 /11, =10

xCT' ACT‘ xCT' ACT‘ xCT' ACT‘ xCT' ACT‘ xCT' ACT‘ xCT' ACT‘

0.1 |7.35|632.474|4.11|306.572|3.32 | 219.487 | 2.81 | 156.831 | 2.45 | 111.126 | 2.33 | 95.1587

0.25 |5.36|438.857|3.11 | 229.880| 2.55 | 167.793 | 2.19 | 121.864 | 1.95 | 89.3619 | 1.87 | 78.2602

0.5 |4.39|348.124|2.61|195.927| 2.15 | 142.534| 1.86 | 103.65 | 1.67 | 77.2894 | 1.61 | 68.4970

4 3.22 |1 261.591| 1.92 | 150.064 | 1.58 | 102.83 | 1.40 | 73.6904 | 1.28 | 56.4975 | 1.24 | 51.0689

10 3.09 | 252.984 | 1.82 | 143.238 | 1.51 | 96.6480 | 1.34 | 69.1730 | 1.23 | 53.3693 | 1.20 | 48.6384

50 3.01|248.098 | 1.77 | 139.115| 1.47 | 92.8876| 1.30 | 67.53 |1.20 | 51.5193 | 1.17 | 46.8246




Tablo 6.
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Tabakalarin ve elastik yari sonsuz dizlemin malzeme Ozelliklerine bagl olarak
tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiklerinin ve ilk ayrilma uzakliklarinin alt
tabaka ylksekliginin toplam tabaka yiiksekligine oran: ile degisimi (R/h=100,

1/ (PIh) =500, p,/ p,=1)

Mol =01 | iyl py =5 Mol =5 ol 1y =0.1 Mol =1

h/h| w/u,=5 Hy !, =0.1 Myl pt, =5 Myl p, =0.1 Hy !, =1

XCI' 2’Cl' XCI' 2’Cr XCI' 2’Cr XCr 2’Cr XCI' 2’Cr
0.3 293 | 79.1079 | 2.83 | 171.883 | 1.40 | 38.9436 | 9.19 | 356.894 | 2.18 | 90.0946
0.4 2.69 | 66.7458 | 2.92 | 295916 | 1.25 | 36.2724 | 8.21 | 340.929 | 1.98 | 85.4375
0.5 244 | 585451 | 3.20 | 743.834 | 1.08 | 34.7553 | 7.34 | 347.063 | 1.76 | 94.7753
0.6 2.20 | 55.7632 | 0.90 | 60.0008 | 0.91 | 33.1813 | 6.66 | 409.229 | 1.40 | 112.274
0.7 194 | 615464 | 0.73 | 32.2948 | 0.72 | 28.6877 | 6.06 | 656.927 | 1.02 | 80.2824
0.8 159 | 82.3934 | 0.51 | 32.6157 | 0.50 | 30.7089 | 6.05 | 1186.91 | 0.78 | 52.2415

Tablo 7. Tabakalarin ve elastik yar1 sonsuz dizlemin malzeme Ozelliklerine bagl olarak alt
tabaka ile elastik yari sonsuz dizlem arasindaki ilk ayrilma yuklerinin ve
uzakliklarmin alt tabaka yuksekliginin toplam tabaka ylksekligine orani ile

degisimi (R/h=100, 1,/ (P/h) =500, p,/ p, =1)

Mol =01 | g [y =5 Mol 4y =5 Myl py =01 Ho =1

h,/h Hyl g, =5 Myl p, =0.1 Myl pt, =5 py !, =0.1 pyl p, =1

I e e I O O I . I
0.3 293 | 112364 | 2.77 | 170.313 | 1.40 | 50.8345 | 9.18 | 505.856 | 2.17 | 119.852
0.4 2.69 | 109.167 | 2.84 | 191.435 | 1.29 | 48.7848 | 8.21 | 551.971 | 1.97 | 114.657
0.5 245 | 111126 | 3.18 | 258.813 | 1.26 | 55.4970 | 7.35 | 632.474 | 1.87 | 124.420
0.6 2.23 | 123424 | 3.66 | 379.795 | 1.31 | 82.6685 | 6.66 | 778.009 | 1.90 | 175.750
0.7 2.08 | 164.784 | 4.21 | 586.963 | 1.45 | 150.627 | 6.28 | 1073.79 | 2.10 | 310.767
0.8 2.04 | 310.151 | 4.79 | 1001.27 | 1.65 | 277.830 | 6.29 | 1730.85 | 2.38 | 571.672
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(1) R=100, x¢r=1.76, 7.cr=94.7753
(2) R/h=250, xcr=1.86, %.cr=108.095
(3) R/h=500, x¢r=2.03, %cr=131.73
(4) R/h=1000, xcr=2.31, hcr=176.264

08 —

oy(xh2) |
P/h

0.4 —

Sekil 31. o,(x,h,)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimmin pang yarigapi
ile degisimi (i /(P/h)=500, h,/h=1 u/p=1,
! m=1, p,/ p=1)

1
2
3
4

RM=100, xcr=1.87, her=124.420
R/h=250, xcr=1.98, hc=142.537
R/h=500, xcr=2.15, Aer=174.532
R/=1000, xcr=2.43, Ar=234.274

03 —

oy(x0) 1
P/

02 —

(1
)
3
4)

0.1 —

0.007864—
0.006819—]

0.005487 —
0.003918—]

0

0 1 2 x/h 3 4 5
Sekil 32. o,(x,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimmnin pang yarigap:
ile degisimi (w/(P/h)=500, h,/h=1 /=1,
! =1, p,/ p=1)
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14 —
1.2 —
® (1) w/(Ph)=100, xcr=2.03, X=131.730
1 (2) Hl/(P/h)ZZSO, Xcr:1.83, 7\.cr:103427
(3) M]/(P/h)zlooo, Xcr:1.72, 7\.cr:90894
0.8 —
y(x,h
= I(Dlh 2 @
0.6 —
0.4 —
02 —F===M oo oo
3) @)
8058837 = )
0.00734;
0 I A \
0 1 2 xh 3 4 5

Sekil 33. o, (x,h,)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin yik oran ile
degisimi (R/h=100, h,/h=1, /=1, plu =1,
P, p=1)

0.5 —
(1) W/(PM)=100, X=2.15, Ay=174.532
04 (2) w/(PIh)=250, X=1.94,\,=136.241
| (3) W/(P/h)=1000, X;=1.84, A,=119.110
0.3 —
oy(x,0)
P/h
0.2 —
0,17____ o Wz =T =— =D = = =T =—
0.008228— (3)
0.007152 2)
0.005487] Mﬂ
0 T T T T ] \
0 1 2 x/h 3 4 5

Sekil 34. o,(x,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimmin yik oran: ile
degisimi (R/h=100, h,/h=1, p/w=1, wlw=1,
P, p=1)
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0.8 —
(1) a/h=0.7822, xcr=1.62, hcr=87.4763
0.6 —
(2) a/h=0.7822, »=10
oy(xh2) |
P/h
0.4 —
0.2 —

0 \

\
4 6

Sekil 35. Cesitli A yik degerleri icin tabakalar arasindaki boyutsuz
temas gerilme yayilislann (R/h=500, g /(P/h)=100,

h =1, 1,/ =1, /1, =1, p,/ p=1)

1.6 —
4 ) (1) mo/=4,  xXcr=1.16, Aer=55.4769
1o @) (2) po/=2,  xcr=1.41, Ac1=82.3897
(3) wo/n=05, Xer=2.11, Aer=94.9923
] (4) /=025, Xer=2.53, her=99.2449
3
ov(xho) g g
P/ (4)
0.4 —
0017968 (1\(2) 3) (4)
0 | ‘ ] ‘ |
0 1 2 3 4
x/h

Sekil 36. o,(x,h,)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimmin tabakalarin
kayma modiilleri oran: ile degisimi (R/h=100, h,/h =1,
p I (PI0)=500, p,/ p, =1, py/ 1, =1)
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0.6 —
(1) ;,Lz/;,l1:4, Xcr:1.58, 7\.(;]':102.890
| (2) ;,lz/},l1=2, Xcr:1.69, 7\.(;[':111.387
(3) ;,Lg/;,llzl, Xcr:l.87, 7\.(;]':124.420
(4) ;,Lg/;,llzo.s, Xcr:2.15, 7\.(;[’2142.534
04 —
oy(x0) |
P/h
0.2 —
0.009623
0008861
0.007864
0.0065951
0
0 1 2 3 4
x/h

Sekil 37. o,(x,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilmmin tabakalarin
kayma modiilleri oran1 ile degisimi (R/h=100, h,/h =1,
! (PIM)=500, p,/p =1, uy/ 1, =1)

12 —
(1) pa/io=3, Xer=1.65, her=46.8489
(2) pa/n=2, xXcr=1.82, Aer=64.8572
(3) waio=1, Xer=2.11, 2er=94.9923
08 — (4) Wwa/p=0.5, X=2.59, her=139.172
oy(xhs) |
P/h
0.4 —
0.021431—
0.015347—
0.0099635—
0.005369—|
0
0 1 2 3 4

Sekil 38. o, (x,h,)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimmin alt tabaka ile

elastik yari1 sonsuz dizlemin kayma modulleri oran: ile
degisimi (R/h=100, h,/h=1, w /(P/h)=500,

Pl pi=1, 1,1 14, =0.5)
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06 —
| (1) pa/ia=0.5, Xe=2.61, her=195.927
(2) p/n=l, Xe=2.15, he=142.534
0.4 — (3) pa/a=2, x;=1.86, A=103.650
(4) pa/o=5, Xe=1.67, he=77.2894
oy(x,0) |
P/h
02 —
0.012989—
0.009584—
0.006595—
0.003765—
0
0 1 2 3 4

Sekil 39. o,(x,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimmin alt tabaka ile

elastik yar1 sonsuz diuzlemin kayma modulleri oran:i ile
degisimi  (R/h=100, h,/h =1, w /[ (P/h)=500,

Pl pi=1, 1,1 14 =0.5)

100
it
(1) palpe=1
80 — (2) ma/=2
(3) pa/po=5
7 (4) pa/p=10
@
her 60 —
Ta
40 7 (‘»\
20
0 2 4 M g 8 10

Sekil 40. Tabakalar arasindaki ilk ayrilma yuklerinin tabakalarin kayma
modiilleri oram ile degisimi (R/h=100, h,/h =1,
w1 (P/h)y=500, p,/ p,=1)
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5
i (1) ma/pe=0.5
4 — (2) palpe=1
| (3) ma/o=2
4) pa/up=5
3 p—
s
X
2 1
1 1
0 \ \ \
0 1 2 3 4

H2/p

Sekil 41. Tabakalar arasindaki ilk ayrilma uzakliklarinin tabakalarin
kayma modilleri oran: ile degisimi (R/h=100, h,/h =1,
w1 (P/h)=500, p,/ p,=1)

400
(1) /=05
300 — (2) palpp=1
(3) /=2
b (4) pa/p=>
A 200 —
- )
100 — (2)
3)
7 4)
0 | ] |
0 > 4 M g 8 10

Sekil 42. Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz dizlem arasindaki ilk
ayrilma yuklerinin tabakalarin kayma modulleri orani ile

degisimi  (R/h=100, h,/h =1, w /(P/h)=500,
P, p=1)
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28

1

()
@)
[C)

08 ‘ ‘ T ‘ ‘
0 10 20 Mo/pp 30 40 50

Sekil 43. Alt tabaka ile elastik yari sonsuz dizlem arasindaki ilk
ayrilma uzakliklarinin tabakalarin kayma moddlleri orani ile

degisimi (R/h=100, h/h=1, g /(P/h)=500,

P, p=1)
100
L (1) p2/p=0.25
(2) /=05
80 — (3) /=t
4) po/m=4
B (5) p2/w=10
her 60 —
(;)
40 3)
(4)
= (%)
20 ‘ | ‘
0 4 Ha/p2 8 12

Sekil 44. Tabakalar arasindaki ilk ayrilma yukinin alt tabaka ile
elastik yar1 sonsuz duzlemin kayma modulleri oran: ile

degisimi (R/h=100, h,/h=1, w /(P/h)=500,
P, p=1)
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36
a (1) u2/m=0.1
32— (2) po/in=0.25
4 (3) p2o/p1=0.5
28
Xcr 24 ]
2 p—
| 3
16
12 | T |
0 2 4 i 6 8 10

Sekil 45. Tabakalar arasindaki ilk ayrilma uzakhklarmnin alt tabaka ile

800

elastik yar1 sonsuz dizlemin kayma modulleri oran:i ile
degisimi (R/h=100, h,/h =1, w /(P/h)=500,

P, p=1)

600 —

200 —

1

2
3
4

2/ =0.1
Po/p1=0.25
p2/u1=0.5
Ho/py =4

(1
2
3)
4)

0 4 Ha/ko 8 12

Sekil 46. Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz dizlem arasindaki ilk

ayrilma yuklerinin alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz dizlemin
kayma modiilleri oran: ile degisimi(R/h=100, h,/h =1,
w1 (P/h)y=500, p,/ p =1)
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28
- M (1) w2/m=025
24 — (2) HZ/HIZOS
(3) p/m=10
4 @
2 —
Xor 7
12 —
08 ‘ ‘ T ‘ ‘

0 2 4 w/up 6 8 10

Sekil 47. Alt tabaka-elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ilk ayrilma
uzakliklarmin alt tabaka ile elastik yari sonsuz dizlemin

kayma modiilleri orani ile degisimi (R/h=100, h,/h =1,
w [ (P/h)=500, p,/ p,=1)



4. SONUCLAR

Bu calismada; rijit dairesel bir pan¢ araciligiyla yuklenmis ve elastik yari sonsuz
dizleme oturan, elastik sabitleri ve yukseklikleri farkli iki tabakanin strekli temas
problemi incelenmistir. S6z konusu problemin incelenmesinde, dncelikle rijit dairesel pang
altindaki bilinmeyen temas gerilmeleri ve yari1 degme uzunluklari hesaplanmis, buna bagh
olarak da simetri ekseni Uzerindeki boyutsuz normal gerilme dagiliglar1 ve simetri ekseni
yakiminda ortaya ¢ikan boyutsuz kayma gerilmesi dagiliglar: hesaplanmistir. Ayrica gesitli
boyutsuz blyukltkler igin x ekseni boyunca tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile elastik

yar1 sonsuz duzlem arasindaki o, boyutsuz normal gerilmesinin degisimi incelenmistir.

Yine bu ¢alismada gesitli boyutsuz buytklikler igin tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile
elastik yar1 sonsuz dizlem arasindaki ilk ayrilma yikleri ve ilk ayrilma uzakliklar1 elde
edilmistir. Butun bu gerilme ve yer degistirme degerlerinin pang yarigapi, yuk orani,
malzeme Ozellikleri, tabaka yukseklikleri orani gibi boyutsuz bulyukliklerle olan
degisimlerinin irdelenmesinden elde edilen sonuclar asagida verilmistir.

Panc¢ yaricapmnin artmasi durumunda pancgin Ust tabakaya degme uzunlugu artmakta,

buna baglh olarak temas gerilmeleri azalmaktadwr. 4 /(P/h) ylk oranmin artmasi

durumunda ise degme uzunlugu azalmakta, temas gerilmeleri ise artmaktadir. Alt
tabakanin rijitliginin Gst tabakaya goOre azalmasi veya elastik yari1 sonsuz dizlemin
rijitliginin alt tabakaya gore azalmasi durumlarinda da pangin (st tabakaya degme
uzunlugu artmakta, temas gerilmeleri ise azalmaktadir. Alt tabakanin yuksekliginin toplam
tabaka yuksekligine oran: arttikca degme uzunlugu artmakta, temas gerilmeleri buna bagl
olarak azalmaktadir. Pancin degme uzunlugu arttikca, ylk daha genis bir alana
yayildigindan pan¢ altindaki temas gerilmeleri azalmaktadir. Temas gerilmeleri x=0
noktasinda en buyik degerine ulagsmakta, temasin sona erdigi X=Fa noktalarinda sifir

olmaktadir.

o, boyutsuz normal gerilmesinin dagilim1 simetri ekseni ve x ekseni boyunca, o,
boyutsuz normal gerilmesinin dagilimi y simetri ekseni boyunca, 7, boyutsuz kayma

gerilmesinin dagilimi da y simetri ekseni yakininda x/h=0.5 kesiti boyunca arastirilmastir.

Simetri ekseni boyunca o, boyutsuz gerilme dagiliminda her iki tabakada ayr1 ayr1 gekme
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ve basing bolgeleri meydana gelmekte, kirislerin egilme halinde oldugu gibi tabakalarin da

ust bolgelerinde basing, alt bolgelerinde ise ¢ekme gerilmeleri olusmaktadir. Elastik yari
sonsuz duzlem icin ise o, boyutsuz gerilmesi en buyik degerini alt tabakaya degme
yuzeyinde almakta ve derine inildikce ( Yy — —o0) her yerde basing gerilmesi olacak sekilde

azalarak sifir degerine yaklasmaktadir. Pang yarigapr arttikca veya g4 /(P/h) yik oran:

azaldikca o, boyutsuz normal gerilmesinin degeri tabakalarda ve elastik yari sonsuz
dizlemde azalmaktadir. Alt tabakanin rijitligi Ust tabakaya gore azaldikca alt tabakada ve
elastik yar1 sonsuz duzlemde o, boyutsuz normal gerilmeleri azalmakta, Ust tabakadaki

gerilmeler ise artmaktadir. Elastik yar1 sonsuz dizlemin rijitligi alt tabakaya oranla
azaldikga; ust ve alt tabakada gerilmeler artmakta, elastik yari sonsuz duzlemdeki

gerilmeler ise azalmaktadir. Bu durumlar elastik tabakanin veya elastik yari sonsuz

dizlemin rijitliginin artmas: halinde s6z konusu tabaka veya duzlemdeki o, normal

gerilmelerinin de artacagt sonucunu dogurmaktadwr. o, boyutsuz normal gerilme
dagilimlarinda dikkat ¢eken bir diger sonug ise cekme ve basing bolgelerindeki gerilme
alanlarmin birbirine esit olmasidir. Bu esitligin saglanmasi denge kosulu igin dnemlidir.
Tabakalarin kitle kuvvetleri hesaba katilmas: durumunda tabakalarda o, boyutsuz normal

gerilmeleri artmaktadir. Kutle kuvvetleri arttikca gerilmelerde buna bagli olarak
artmaktadir. Pan¢ yarigap: arttikca veya yuk orami azaldik¢a tabakalardaki gerilme
dagilimlar: lineerlige yaklagmaktadir. Alt tabakanin rijitligi tist tabakaya gore azaldikca (st
tabakadaki o, boyutsuz gerilme dagilim lineerlige yaklagmakta, alt tabakada ise gerilme
dagilimu lineerlikten uzaklasmaktadir.

o, boyutsuz normal gerilmesinin x ekseni boyunca incelenmesi sonucunda, gerek
tabakalar arasindaki gerekse alt tabaka ile elastik yari sonsuz duzlem arasindaki degme
yuzeyinde x=0’dan itibaren ¢cekme gerilmeleri olusmakta ve x ekseninden uzaklastikca
azalarak belli bir degerden sonra basing gerilmeleri olusmakta, belli bir noktada basing
gerilmeleri maksimum degerine ulastiktan sonra azalarak sifira yaklasmaktadir. Alt

tabakanin rijitligi Ust tabakaya gore arttikca tabakalar arasindaki o, (x,h,)/(P/h)

boyutsuz gerilmesinin ¢cekme ve basing bolgelerinde aldigi maksimum degerler azalirken,

alt tabaka ile elastik yari sonsuz duzlem arasindaki o, (x,0)/(P/h) boyutsuz gerilmesinin

cekme ve basing bolgelerinde aldigr maksimum degerler artmaktadir. Ayrica alt tabakanin
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rijitligi Ust tabakaya gore arttikga basing gerilmelerinin maksimum degerine ulastigi nokta
hem tabakalar arasinda hem de alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz dizlem arasinda y

eksenine daha yakin olmaktadir. Elastik yari sonsuz duzlemin rijitligi alt tabakaya gore

arttikca, tabakalar arasindaki o, (x,h,)/(P/h) boyutsuz gerilmesi ve alt tabaka ile elastik
yar1 sonsuz diizlem arasindaki o, (x,0)/(P/h) boyutsuz gerilmesinin cekme bolgelerinde

aldigt maksimum degerler azalmaktadir. Basing bolgelerinde ise tabakalar arasinda
maksimum degerler birbirine yakin ¢ikarken, alt tabaka ile elastik yari1 sonsuz dizlem
arasinda s0z konusu degerler azalmaktadir. Tabakalarin kutle kuvvetleri artirildikga

o, (X,h,)/(P/h) boyutsuz gerilmesinin cekme bolgesinde aldigi maksimum degerler

azalirken, basing bolgesinde aldigi maksimum degerler artmaktadir. Ayrica tabakalarin
kutle kuvveti ayni oranda artirildiginda, tabakalar arasindaki o, (x,h,)/(P/h) boyutsuz
gerilmesinin basin¢ bodlgesinde maksimum degerine ulastigi noktalar y eksenine esit
uzaklikta olmaktadir.

o, boyutsuz normal gerilmeleri en biylk degerini pangin degme ylzeyinde
(y=h’da) almakta ve panctan uzaklastikga (derine inildikce) azalarak sifir degerine
yaklasmaktadir. Tabakalarin degme yuzeyinde ve alt tabaka ile elastik yari sonsuz

dizlemin degme yuzeyinde gerilmeler ayni degerleri almakta, problemin taniminda verilen

siir sartlart saglanmaktadir. Pang ile Gst tabaka arasindaki temas yuzeyinin kigik olmas:

halinde degme bdlgesinde tekil ylik haline benzer bir singllarite nedeniyle o, boyutsuz

normal gerilmeleri degme bolgesine yaklastikga hizla blytmektedir. Kesit boyunca derine
inildikge singdlarite etkisini kaybetmekte ve gerilmeler azalarak sifir degerine

yaklasmaktadir. Pang¢ yarigapmin artmas: veya g4 /(P/h) yik orammnin azalmasi
durumlarinda o, boyutsuz normal gerilmesinin degerleri azalmaktadir. Alt tabakanin
rijitliginin (st tabakaya goOre artmasi veya elastik yar1 sonsuz duzlemin rijitliginin alt
tabakaya gére artmasi durumlarinda o, boyutsuz normal gerilmesi artmaktadur.
Tabakalarin kitle kuvvetlerinin hesaba katilmasi durumunda ise o, boyutsuz gerilme

dagilimi kitle kuvvetsiz halin aksine yiizeyden derine inildikce artis gostermektedir. Alt
tabaka Ust tabakaya gOre daha rijit secildiginde ve alt tabakanin ylksekligi artirildikga

temas ylizeyine yakin bolgelerde o, boyutsuz gerilmesi artmaktadir.
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Kayma gerilmeleri 7, (x,0), 7z, (x,h,) ve 7, (x,h) degme yiizeyleri boyunca sifir

olmakta ve problemin taniminda verilen sinir sartlari saglanmaktadir. Tabakalarda kayma
gerilmelerinin maksimum degeri tabakalarin orta noktasinda veya bu noktaya ¢ok yakin bir
yerde olmaktadir. Tabakalarda ve elastik yari sonsuz dizlemde boyutsuz kayma

gerilmeleri pang yarigap: arttikca azalirken, g4 /(P/h) yik orani arttikca artmaktadir.

Ayrica elastik yar1 sonsuz diizlemde pang yarigap: arttikca kayma gerilmesinin maksimum
degerini aldigi nokta alt tabaka ile elastik yari1 sonsuz diizemin temas ylzeyinden
uzaklasmaktadir. Alt tabakanin rijitligi Gst tabakaya gore artirildiginda ve elastik yari
sonsuz dizlemle alt tabakanin malzeme o6zellikleri ayni secildiginde boyutsuz kayma
gerilmeleri alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlemde artarken st tabakada azalmaktadir.
Tabakalarin malzeme Ozellikleri ayni secilip elastik yar1 sonsuz dizlemin rijitligi alt
tabakaya gore artirilirsa elastik yar1 sonsuz dizlemde kayma gerilmesi degerleri artarken
tabakalarda ise azalmaktadir.

Cesitli boyutsuz biyuklikler icin tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile elastik yar1
sonsuz dizlem arasindaki ilk ayrilma yukleri ve ilk ayrilma uzakliklari belirlenmistir.
Yapilan niimerik analizler sonucu ilk ayrilmalar genelde tabakalar arasinda gerceklesmekte
olup, alt tabakanin yuksekligi ust tabakanin ytksekligine esit veya daha kiguk secildiginde
ve alt tabakanin rijitliginin st tabakaya ve elastik yari1 sonsuz duzleme gore daha fazla
olmasi durumunda ilk ayrilma alt tabaka ile elastik yari sonsuz duzlem arasinda
gerceklesmektedir. Pan¢ yaricap: arttikga her iki degme ylizeyinde de ilk ayrilma yikleri

ve ilk ayrilma uzakliklart artmaktadir. Yani pan¢ yaricap: arttikca ayrilmalar daha zor
olmaktadir. g4 /(P/h) yik oran: arttikga her iki degme ylizeyinde de ilk ayrilma yukleri

ve uzakliklari azalmakta, yani ayrilmalar daha kolay gerceklesmektedir. Alt tabakanin
rijitligi Gst tabakaya gore arttikga veya elastik yari sonsuz diizlemin rijitligi alt tabakaya
gore arttikca ilk ayrilma yukleri ve uzakliklari azalmaktadir. Alt tabakanin ylksekliginin
toplam tabaka yiksekligine oran: giderek artirildiginda, alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz
dizlem arasindaki ilk ayrilma yukleri genelde artis gdstermekle birlikte azalislarda
olabilmektedir. Tabakalar arasinda da benzer durum s6z konusu olmaktadir. Ayrica elastik
yar1 sonsuz dizlemden ust tabakaya dogru gidildikce daha rijit malzemelerin segilmesi
durumunda gerek tabakalar arasinda gerekse alt tabaka elastik yari sonsuz diizlem arasinda
ilk ayrilma yikleri diger durumlara gore daha biyuk olmakta, yani ayrilmalar daha zor
meydana gelmektedir.
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